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Resumo

Este trabalho trata-se do estudo da teoria abstrata de semigrupos
multivocos e da aplicagdo desta teoria a inclusdes diferenciais em
espacos de Banach.

Palavras-chave:
Semigrupo multivoco, m-semifluxo, m-limite, atrator global, inclusdes diferenciais.
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Abstract

This work deals with the study of the abstract theory of multivalued
semigroups and application of this theory to differential inclusions in
Banach spaces.

Keywords.
Multivalued semigroup, m-semiflow, ®-limit, global attractor, differential inclusions.
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Introducao

A proposta deste trabalho € reunir num texto resultados abstratos sobre a teoria de semigru-
pos multivocos em espacos de Banach, tal teoria € uma importante ferramenta matematica para
estudar o comportamento qualitativo de problemas de evolucao temporal, sendo o artigo [1] a
parte central e as referéncias [2, 3, 4] complementacdes. Sao apresentados resultados que ga-
rantem a existéncia do B-atrator global negativamente invariante compacto, o qual € o minimal
entre todos os B-atratores globais fechados. Também € possivel definir semigrupos multivocos
definidos por semifluxos generalizados veja [5].
Além disso, aplicaremos estes resultados abstratos para inclusdes de evolugdo do tipo

D 1) € A1) +F(3(1)), com y(0) = yo € X,

dt
em que A : D(A) C X — 2X F : X — 2% sio aplicacdes multivocas. Consideraremos o caso
especial A = 09 em que d¢ € a subdiferencial de um aplicagio prépria, convexa e semicontinua
inferiormente @.
Por ultimo, aplicaremos os resultados apresentados para o seguinte problema de inclusoes
diferenciais governadas pelo p-Laplaciano

0
()4 S = div(DMVi] 7 2V1) + i), € Fu) +h em (0.7) x

ux(O,x) = uO,?\.(x) em Q

sendo que /1, up 5, € L*(Q), D € L*(Q), DM(x) > 6 > 0 q.t.p. em Q, A € [0,A0] e D* — D, em
L*(Q) quando A — 0, Q um subconjunto aberto limitado de R”.

Neste trabalho adotamos a convengéo | | para indicar onde as defini¢des e os resultados
podem ser encontrados, caso o leitor queira saber mais detalhes.

Esta dissertacdo estd organizada da seguinte forma: no capitulo 1 enunciaremos algumas
defini¢cdes e resultados de Andlise Funcional, Espacos Métricos e Topologia. No capitulo 2
apresentaremos a teoria abstrata de semigrupos multivocos. Finalmente no capitulo 3 aplicare-
mos esta teoria a inclusdes de evolucao governadas por operadores m-Dissipativos e a resolugao
de um problema envolvendo inclusdes diferenciais governadas pelo p-Laplaciano.



Capitulo 1

Pré Requisitos

1.1 Coletanea de Resultados

Nesta sec@o apresentaremos algumas definicoes e resultados que utilizamos ao longo deste tra-
balho. As definicoes e resultados dessa secdo podem ser encontrados em [3, 6, 7, 8, 9, 10, 11,
12, 13, 14].

Denotaremos F = R ou IF = C para defini¢des e resultados.

Definicao 1.1.1 Uma norma num espago vetorial V (real ou complexo) é uma aplicagdo || - || :
V — R que satisfaz

() [|&|| >0 paratodo& €V, ellE|| =0 se, e somente se, & = 0.
(i) [[og|| = |af||E
(iii) [|§+n(| < [E]|+ |[n]| para todos Em € V.

, para todo § € V e qualquer o € F.

Definicao 1.1.2 Um espaco métrico (X,d) é completo se toda sequéncia de Cauchy converge
a um elemento desse espaco.

Definicao 1.1.3 Um espago normado V que é completo com a métrica induzida pela norma é
chamado espaco de Banach.

Definicao 1.1.4 Um operador linear entre os espacos vetoriais V e W é uma aplicacdo T :
domT CV — W em que seu dominio dom T é um subespaco vetorial e

T(&+om) =T (&) +ar(n)

para todos E, € dom T e todo escalar o € F.

Observacao 1.1.1 Se W = F entdo temos que T : dom T CV — W é chamado de funcional
linear.

Teorema 1.1.1 Seja T : V — W um operador linear entre espacos normados. Entdo as seguin-
tes proposigoes sdo equivalentes:

(i) sup ||TE|| < oo, ou seja, a imagem da bola unitdria é limitada;
I8l1<1

(i) Existe C > 0 de modo que ||TE|| < C||§

, para todo § € V;
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(iii) T ¢ uniformemente continuo;
(iv) T é continuo;
(v) T é continuo em zero.

Definicao 1.1.5 Um operador linear continuo é também chamado de limitado, e o conjunto dos
operadores limitados de V.em W serd denotado por B(V,W).

Definicao 1.1.6 Se V é um espaco normado, entdo o espaco de Banach B(V,F) serd denotado
por V* e chamado de espaco dual de V. Cada elemento de V* é chamado de funcional linear
continuo em'V. A norma em V* serd dada por

[1f1lv+ = sup{[f(x)[;x €V, [Ix]| < 1}

Definicao 1.1.7 O espaco bidual, V** de V é o espago dual de V*, isto é, V** = (V*)*. A norma
em V** serd dada por

[|f1lv= = sup{|f(g)l;8 € V7, lgllv- < 1}.

Observacao 1.1.2 Como V* é um espaco de Banach, estd definido V** = (V*)*. Hd uma forma
natural de identificar elementos de V com elementos do seu bidual: a cada E € V associa-se
E e V** por

Definicao 1.1.8 Sejam V e W espacos métricos. Uma aplicacdo f :V — W é uma imersdo
isométrica quando d(f(x), f(y)) = d(x,y) para quaisquer x,y € V.

Definicao 1.1.9 Uma isometria é uma imersdo isométrica sobrejetora.

Observacgao 1.1.3 A aplicagcdo &:V — V** mencionada na Observagdo 1.1.2 é uma isometria
linear e consequentemente injetora.

Definicdo 1.1.10 Se a aplicacdo & é sobrejetora, entdo o espago normado V é chamado de
espago reflexivo. Em outras palavras V é reflexivo se ele é isomorfo a V** e o isomorfismo
sendo dado por essa aplicagdo.

Defini¢iio 1.1.11 Seja 0 < p < o0 e um espago de medida (X,Y, ). O espago Lh(X) é definido
como o conjunto de todas as funcoes complexas mensurdveis em X tais que

161l = f, r7a) " <

Teorema 1.1.2 Seja (X,Y,u) um espago de medida finita. Entdo Lj(X) é um espago reflexivo
para cada 1 < p < oo,

Definicao 1.1.12 Um produto interno no espago vetorial V é um funcdo de V XV — F que para
cada (§,m) € V XV associa-se o elemento (§,m) € F e que satisfaz as seguintes condigdes:

) (€+1,8) = (5,8 +M,L) para todo g M, L€ V;
(i) (a&,m) =oE,M) paratodo & eV ea €F;



(i) (§,m) = (n,§) paratodoEmeV;
(iv) (§,&) >0 paratodo& eV e (€,E) =0 se, e somente se § = 0.

Proposicao 1.1.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja V- um espaco com produto interno.
Entéo para §,m €V vale:

S <IEllv [llv-

Definicao 1.1.13 Um espago de Hilbert H é um espagco com produto interno que é completo
com a norma induzida pelo produto interno.

Teorema 1.1.3 (Teorema de Representagdo de Riesz) Seja H um espaco de Hilbert. Dado
f € H* existe um tinico y € H tal que

f(x) = (x.y)

para todo x € H. Além disso

A1l = [1y[]a

Em particular, H* = H no sentido que esses espacos sdo isometricamente isomorfos.

Definicao 1.1.14 Sejam V| e V, espacos normados. Dizemos que V| C V, com imersdo continua
se existe ¢ > 0 tal que

X[l < cllxllvy, Yxe W,
e a inclusdo Vi C 'V, é densa se Vlv2 =W,

Lema 1.1.1 (Desigualdade de Young) Sejam 0,0 > 1 expoentes conjugados, ou seja
1

—+ — = 1. Entdo para quaisquer niimeros reais positivos a,b temos que

6 0o
1 1

0 o

Defini¢ao 1.1.15 Uma fungéo f : [a,b] C R — C é absolutamente continua se para cada € > 0
existir algum & > 0, tal que se {(x;,yi)}i=12,. n € uma familia de intervalos disjuntos contidos
n n

em |a,b] com Z(yi —x;) < 9, entdo Z |f (i) — f(x)] <&

i=1 i=1

Defini¢do 1.1.16 Seja V um espaco normado. Uma sequéncia (&,),en CV converge fraca-
mente a § €V se lim f(§,) = f(E) para todo f € V*. Iremos denotar essa convergéncia por
N—soo

Definicio 1.1.17 Uma sequéncia (&,)neny C (V.|| - ||v) converge a & €V se ||€, —&|lv — 0
quando n — 0. Iremos denotar essa convergéncia por &, — &,

Teorema 1.1.4 Seja V um espaco de Banach reflexivo e seja (x,)nen uma sequéncia limitada
em V. Entdo podemos extrair uma subsequéncia que converge fracamente.



Lema 1.1.2 (Desigualdade de Gronwall-Bellman) Seja m € L'(0,T;R) tal que m >0 q.t.p em
(0,T) e seja a > 0 constante. Seja ¢ uma funcdo continua de [0,T] em R verificando

0(1) < a+ /O "m(s)0(s)ds, 1€ [0,T].

Entdo

o(r) < ae/O m(s)ds

paratodot € [0,T).

Definicao 1.1.18 Seja V um espaco vetorial normado. Dizemos que V é uniformemente con-
vexo se para todo € > 0 existe § > 0 tal que para todo x,y € V satisfazendo ||x||v,||y|lv <1 e
l|x —y||v > € entdo

X+Yy

1-4.
> <

Vv

Introduziremos a seguir o espago LP(Q) : Dada f € V* e u € V usaremos a seguinte notagao:
(f,u)y+y = f(u). Note que (u,v)y+y = (u,v) paratodou € He v €V emque (-,-) € o produto
interno em H.

Dado Q um aberto do R”, 1 < p < oo, 0 espaco vetorial das (classes de) fun¢des mensurdveis
a Lebesgue u : Q — R tais que x — |u(x)|? é integravel em Q, no sentido de Lebesgue. A norma

de u € LP(Q) é dada por
1
p
lullray = lolras )"

No caso p = oo, denotamos por L*(Q), o espaco vetorial das (classes de) fungoes u : Q — R,
mensuraveis a Lebesgue e essencialmente limitadas em Q, isto &, existe C > 0 tal que |u(x)| <C
para q.t.p x € Q. Cada constante C é denominada majorante essencial de |u| e a norma de
u € L*(Q) é definida por

|u|| =) = inSfZ{C;\u(x)] <C, q.t.px € Q} =supess |u|.
xXe

O espaco LP(Q), 1 < p < oo, munido de sua respectiva norma torna-se um espacgo de Banach.

Definiciio 1.1.19 Seja Q C R". O espago de Sobolev W1P(Q) é definido por

Whr(Q) = {u eLP(Q)]% €Ll (Q),i= 1n}

. u , ~
em que a derivada — ¢ definida pela expressdo

ax,‘
ou ou
u—=—[ —
Q ox; Q 8x,-(p
Yo € C*(R). WP (Q) é um espaco de Banach com a norma
ou ‘

n

lullwro gy = el o) + Y
i=1

8x,-




Proposicio 1.1.2 O espaco W'P(Q) é reflexivo para 1 < p < oo e separdvel para 1 < p < oo,

Teorema 1.1.5 (Rellich-Kondrachov) Suponha Q limitado de classe C L. Temos

1 1 1
(i) se p <n, entdgo W'P(Q) C L1(Q), para todo q € [1,p') onde — = — — -,
p P n

(i) se p = n, entdo W'"P(Q) C L4(Q), para todo q € [1,),

(iii) se p > n, entdo WP (Q) C C(Q),

com imersées compactas. Em particular WP (Q) C LP(Q) com imersées compactas para todo
p.

Definicao 1.1.20 Seja 1 < p < oo, W(,l’p(Q) designa o fecho de C!(Q) em WP(Q).

O espago W, P (Q) munido da norma induzida por W' (Q) é um espaco de Banach separdvel;
¢ reflexivo se 1 < p < oo,

Teorema 1.1.6 Seja F : X — Y funcdo entre espacos topologicos. Sdo equivalentes:

(i) F é continua

(ii) Para cada A C X, tem-se F(A) C F(A)
(iii) Para cada fechado B C Y, o conjunto F~(B) é fechado em X.

(iv) Para cada x € X e cada vizinhanga V de F(x), existe uma vizinhan¢a U de x tal que
F(U)cCV.

Definicao 1.1.21 Um espagco métrico é separdvel se existe um subconjunto contdvel denso
nesse espago.

Definicao 1.1.22 Uma cole¢do A de subconjuntos de um espago X é dita cobrir X ou ser uma
cobertura de X se a reunido dos elementos de A contém X. Ela é chamada uma cobertura
aberta de X se seus elementos sdo abertos de X.

Definicao 1.1.23 Um espaco topologico X é dito ser compacto se toda cobertura aberta A de
X contém uma subcolecdo finita que também cobre X.

Definicao 1.1.24 Um espaco topologico X é dito localmente compacto em x se existe algum
subespaco compacto C de X que contém uma vizinhanga de x. Se X é localmente compacto em
cada um de seus pontos, X é dito localmente compacto.

Definicao 1.1.25 Um espago topologico para o qual toda cobertura aberta contém uma sub-
cobertura enumerdvel é chamado espaco Lindeldf.

Defini¢ao 1.1.26 Um conjunto A em um espago métrico (X ,d) é chamado relativamente com-
pacto se o fecho A é compacto.

Teorema 1.1.7 Um conjunto A em um espagco métrico (X,d) é relativamente compacto se, e
somente se, toda sequéncia {x,} cujos elementos pertencem a A, tem uma subsequéncia con-
vergente.



Definicao 1.1.27 Um conjunto A em um espagco métrico (X ,d) é chamado precompacto se para
cada € > 0, existe um conjunto finito de pontos em X, X1,X2,X3,...,Xp, tal que A estd contido na
unido das bolas abertas B(x;,€), i =1,...,n, onde B(x;,€) = {x:d(x,x;) < €}.

Teorema 1.1.8 Um conjunto relativamente compacto em um espaco métrico é precompacto.

Teorema 1.1.9 Um conjunto A em um espaco métrico completo (X,d) é relativamente com-
pacto, se e somente se, é precompacto.

Definicao 1.1.28 Um espaco topologico X é chamado um espaco de Hausdorff se para cada
par x1, xz de pontos disjuntos de X existem vizinhancas V| e V, de x| e xa, respectivamente, que
sdo disjuntas, ou seja, Vi NV, = 0.

Definicao 1.1.29 Um espago X é chamado um espago de Baire se dada qualquer cole¢do enu-
merdvel {4,}, de conjuntos fechados de X, cada um dos quais com interior vazio em X, a

reunido Uﬂn também tem interior vazio em X.
n

Teorema 1.1.10 (Teorema de Baire) Se X é um espaco Hausdorff compacto ou um espaco
métrico completo, entdo X é um espago de Baire.

Definicao 1.1.30 Um espaco topologico X é dito regular se para cada x € X e cada fechado
B C X que ndo contém x, existem abertos disjuntos contendo x e B.

Definicao 1.1.31 Um espaco topolégico X é dito normal se para cada par A, B de fechados
disjuntos de X, existem abertos disjuntos contendo A e B.

Lema 1.1.3 Um espaco topologico X é regular se, e somente se, dado um ponto x de X e uma
vizinhanga U de x, existe uma vizinhanga V de x tal que V C U.

Teorema 1.1.11 Todo espagco Hausdorff compacto é normal.

Lema 1.1.4 (Lema da colagem) Seja X = AUB, em que A e B sdo fechados em X. Sejam
f:A—=Y eg:B—Y funcdes continuas. Se f(x) = g(x) para todo x € ANB, entdo f e g
combinadas geram uma fung¢do continua h: X — Y definida tomando-se h(x) = f(x) sex €A e
h(x) = g(x) se x € B.

Lema 1.1.5 (Desigualdade de Tartar) Seja p > 2. Entdo, para todo a,b € R™, m € IN
(lall"~2a—1b]|P~*b,a—b) > yolla—b||”
em que Yy € positivo e depende apenas de p e de m.

Corolario 1.1.1 (Riez-Fischer) Se f, — f em Lﬁ (X) (1 < p <), entdo existe uma subsequén-
cia (fn;) tal que f;(x) — f(x) p-q.t.p. em X.

Definicao 1.1.32 Seja V um espagco de Banach. Uma fung¢do convexa e prépria em 'V é uma
fungdo @ 1V — (—oo, 40| para o qual existe u € V. .com @(u) < oo e satisfaz a desigualdade
O((1=t)u+1v) < (1 —1)9(u) +19(v) para todou, v €V, t € [0,1].

Definicao 1.1.33 A funcdo @ : V — (—oo,+oo| é dita ser semicontinua inferiormente (s.c.i.) se
o(u) < 1i_r>n inf@(uy,) para toda sequéncia (uy)neNn com u, — uemV.
n—oo



Definicao 1.1.34 Um funcional sublinear no espago vetorial X é uma aplicacdo p : X — R que
satisfaz, para todos &, M € X,

p(E+m) < p(E) + p(n) (subaditividade)
p(ag) = ap(g), o> 0.

Teorema 1.1.12 (Hahn-Banach real) Sejam X um espaco vetorial real e p : X — R um funcio-
nal sublinear. Se f : Z — R é um funcional linear definido no subespaco Z C X que é dominado
por p, ou seja,

f(e) <p(g), VeeZ,

entdo f possui uma extensdo linear F : X — R que também é dominada por p, ou seja,

F(§) <p§), VEeX.

F é chamada de extensdo de Hahn-Banach de f.

Teorema 1.1.13 (Hahn-Banach complexo) Seja X um espaco vetorial (real ou complexo) e
p: X — [0,00) satisfazendo

pE+m) < p@E)+pMm), VE neX,

p(og) =|a|p(€), VEe X, a e F.

Se f:Z — T é um funcional linear definido no subespaco Z C X com |f(¢)| < p(c), V¢e Z
(i.e., f € dominado por p), entdo f possui uma extensdo linear F : X — K dominada por p, ou
seja,

F(E) <p(), VEeX.

F é chamada de extensdo de Hahn-Banach de f.

Corolario 1.1.2 Seja M um subespago vetorial de N (ambos sobre 0 mesmo corpo). Entdo
todo f em M*, o dual de M, possui uma extensdo F € N* com ||[F|| = ||f]|.

Teorema 1.1.14 Sejam N um espago normado nao-trivial e N* seu espaco dual. Entdo:

(i) Se 0+#E e N, entdo existe f € N* com f(§) =||&|l e || f]| = 1.

(i) Se M e & sdo elementos distintos de N, entdo existe f € N* de modo que f(&) # f(n)
(separa pontos).

(iii) Se & € N satisfaz f(§) = 0, para todo f € N*, entdo § = 0.

(iv) Se & € N, entdo

I
8= so0 TR o A

Proposiciao 1.1.3 Sejam X um subespago vetorial fechado proprio de N e § € N —X. Se
0=d(§,X) = in}f( IE — ||, entdo existe f € N* satisfazendo
ne

Il =1, f(§) =8e flx =0.



Definicao 1.1.35 Uma aplicacdo G : U — P(X) é semicontinua superiormente em u € U, se
para cada subconjunto D aberto em X com G(u) C D, existe uma vizinhan¢a V de u, tal que
G(v) C D, para cadav € V. Se G é semicontinua superiormente em cada u € U, entdo ela é
semicontinua superiormente em U.

Definicao 1.1.36 Uma aplicagdo G : U — P(X) é semicontinua inferiormente em ug € U, se
para qualquer vo € G(ug) e qualquer vizinhanga D de vy, existe uma vizinhangca V de ug tal
que Y u €V, G(u)ND # 0. Se G é semicontinua inferiormente em cada u € U, entdo G é
semicontinua inferiormente em U.

Definicao 1.1.37 Uma aplicagdo G : U — P(X) é continua em U se, e somente se, G é semi-
continua superiormente e semicontinua inferiormente em todo u € U.

Consideremos para os proximos resultados e definicdes que  C R" seja um subconjunto
aberto e limitado de R” com fronteira suficientemente suave d€2.

Definicao 1.1.38 Sejam X, Y espagos métricos e (Q, A) um espago mensurdvel. Uma aplicagcdo
multivoca G : Q x X — Y com valores fechados é chamada uma aplicacdo de Carathéodory
se para cada x € X a aplicacdo ® — G(®,x) é mensurdvel e para cada ® € Q a aplicagcdo
x — G(,x) é continua.

Definicao 1.1.39 Seja (Q,4) um espaco mensuravél e X um espaco métrico completo e se-
pardvel. Considere G : Q — X. Uma aplicagdo mensurdvel g : Q — X satisfazendo g(®) €
G(®) para ® € Q gq.t.p., é chamada uma selegdo de G.

Teorema 1.1.15 Sejam X um espaco métrico separdvel, (Q, 4) um espaco mensurdvel, G uma
aplicagdo mensurdvel com valores de . em subconjuntos ndo vazios e fechados de X. Entdo,
existe uma selecdo mensurdvel de G.



Capitulo 2

Teoria de Semigrupos Multivocos

2.1 Preliminares

Sejam X um espaco métrico completo com métrica denotada por p, R = [0, ) e 2X o conjunto
de todos os subconjuntos de X.
Durante o restante desta se¢do, usaremos as seguintes notagoes:
(X):={ACX:A#0}.
(X):={B C X :B# 0 éum conjunto limitado em X }.
(X):={C C X :C # 0¢éum conjunto fechado em X }.
K(X):={K C X : K # 0 & um conjunto compacto em X }.

U
B
C

Para a aplicacdo multivoca F : X — 2% denote D(F) = {x € X : F(x) € P(X)}.

Definicao 2.1.1 /1] A aplicacdo multivoca G : Ry x X — P(X) é chamada um semigrupo
multivoco (ou m-semifluxo) se satisfazer as seguintes condi¢des:

(i) G(0,-) =1 é aplicagdo identidade.

(i) G(t1 +t,x) C G(t1,G(t2,x)), V11,0 € Ry, Vx € X para o qual

G(t,B)=|J G(t,x), BC X.
xEB

Defini¢ao 2.1.2 [1] Dizemos que a aplicagdo x(-) : Ry — X € uma trajetéria do semigrupo
multivoco G : Ry x X — P(X) correspondente a condi¢do inicial x, se

x(t+1) € G(t,x(7)), Vt,T € Ry, x(0) = xo.

Denotemos por D(xp) o conjunto de todas as trajetdrias correspondentes a xg.
Para x € X, A, B C X definiremos

dist(x,B) = inf{p(x,y)}.
yeB
A distancia entre A e B é definida por

dist(A,B) = sup{dist(x,B)}.
X€A

Para € > 0, B € B(X), o conjunto O¢(B) = {y € X : dist(y,B) < €} é uma €-vizinhanca de
B.

10
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Observacao 2.1.1 O¢(B U B(x,€)
x€B

Definicao 2.1.3 /1] Diz-se que o conjunto A C X atrai o conjunto B pelo semigrupo multivoco
G:Ry xX — P(X) se dist(G(t,B),A) — 0, quando t — +oo. O conjunto M é um B-atrator
global se ele atrai cada B € B(X).

Observacao 2.1.2 Note que A atrai B se, e somente se, para todo € >0, 3T (B,€) > 0 tal que
G(t,B) C O¢(A) V't > T(B,¢).

Para cada M C X vamos denotar

v (M) =JG(.M) eyt (M) =15 (M), 7 ,(M)= |J G(z.M).

>t TE[t 1]

O conjunto ®(M) := ﬂ Y (M) é chamado ®-limite do conjunto M.
>0

Observacio 2.1.3 v (M) C Y\ (M), Vt; > 1. De fato, sejay € Y\ (M) = y € v (x0) para
algum xo € M, dai'y € G({,xo), para algum { € [t],00) C [12,0). Logo y € Y;\ (xo) para algum
X0 € M. Portanto 'y € Y5 (M).

Proposicio 2.1.1 o(M;) C ®(M>) se M| C M,.

Demonstragﬁo Mostremos que para cada t > 0, y;" (M) C v;"(M>). Realmente, seja y €
Y (M) U G(t,M,) =y € G(t9,M}) = U G(1p,x) para algum Tp > ¢. Logo y € G(Tp,x0)

>t XEM,
para algum xo € M; C M. Assim y € | ] G(t,M2) =, (M2). Logo ¥ (M) C ¥ (M>) e por-
™t
tanto ®(M;) C 0(M>). |

Proposicio 2.1.2 [1]o(M) ={§: &= ngrrl En, En € G(ty,M), 1y, — oo}
n oo

Demonstracio: Sejac o(M)= ﬂ Vi (M), entdo § € U G(t,M), VYt > 0. Assim, para cada
t>0 >t
t > 0 existe uma sequéncia &', € U G(t,M) tal que &, — &, n — oo. Note que &, € G(t,,M),
>t

para algum 1, > 7. Considere a sequéncia {&!},c, & € G(T,,M) com T, > n. Portanto temos
que & —Ee &l e G(t1,,M), T, — oo.

Por outro lado, seja D = {§: = lirE Eny En € G(ty,M),t, — o}. Mostremos que D C

n—r o0

®(M). De fato, seja & € D. Entdo existe uma sequéncia {&,},env com &, € G(t,,M), t, — o
tal que &, — &, n — oo. Sejat > 0, podemos considerar sem perda de generalidade que #,, > 1,
VneIN. Logo, & € | J G(ta,M) C | JG(t,M). Como ¢ > 0 foi arbitrdrio & € (]| J G(t,M) =

nelN ™t t>01t>t
o(M). |

Definicao 2.1.4 [1] O semigrupo multivoco G : R x X — P(X) é chamado assintoticamente
semicompacto superior se V' B € B(X) tal que existe T (B) € R, de modo que YJT“( B) (B) € B(X),
qualquer sequéncia &, € G(t,,B), t, — o, é précompacta em X.
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Definicao 2.1.5 [1] O conjunto A é negativamente invariante se A C G(t,A), Vt € R,. A é
positivamente invariante se G(t,A) C A, ¥Vt € Ry. A € invariante se ele é positivamente e
negativamente invariante, isto é,A = G(t,A), Vt € R,.

Proposicao 2.1.3 [1] Seja M € B(X) um conjunto negativamente invariante com rela¢do ao
semigrupo multivoco G e seja Z C X um conjunto que atrai M, entdo M C Z.

Demonstracao: Como Z atrai M, dado € > 0 existe T'(M,€) > 0talque M C G(t,M) C O¢(Z),
V't >T(M,g). Portanto, M C ﬂ 0:(Z2)=Z. |
>0

Proposicao 2.1.4 [2] Se uma aplicagcdo multivoca G(t,-) for semicontinua superiormente e tem
valores fechados, isto é, G(t,-) : X — C(X), entdo o grdfico da G(t,-) é fechado.

Demonstracao: Seja (x,,y,) uma sequéncia de elementos do grafico de G(z,-) de modo que
(Xn,yn) = (x,¥) € X X P(X). Devemos mostrar que (x,y) € graf G(¢,-), ou seja y € G(t,x). De
fato, seja D vizinhanga de G(z,x) (qualquer). Considere um aberto D tal que G(¢,x) C D C D
com DNJ(D) = 0 em que (D) é a fronteira de D. Como G(z,-) é semicontinuo superiormente

existe uma vizinhanca V, de x tal que G(t,Vy) C D. Como xp — x, existe ng € IN tal que

V' n > ng, x, € V. Logo, v, € G(t,x,) C G(t,Vy) C D. Como y, — y entdo y € D C D. Portanto
y € G(t,x) =G(t,x). |

Proposicao 2.1.5 [2] Seja G(t,-) : X — K(X) uma aplicagcdo semicontinua superiormente. Se
W C X é compacto entdo G(t,W) é compacto.

Demonstracido: Devemos mostrar que toda cobertura aberta {Uy }ca de G(t, W) contém uma

cobertura aberta finita cobrindo G(r,W) = U G(t,x). De fato, como cada imagem G(z,x) é

xeWw
compacta, entdo existe uma cobertura finita de U, cobrindo G(z,x), isto é, 3 n(x) € IN, tal que

G(t,x) CUy:= U U7w"

1 <i<n(x)

Como G(t,-) é semicontinua superiormente, existe uma vizinhanga V, de x tal que G(¢, V) C

U,. Note que U V, € uma cobertura aberta de W. Como W é compacto W C U Vy;. Logo
xeWw 1<j<p

Ge,w)cGt, |J i) U Ge.ve)c U Uuy= 1 U U

1<j<p 1<j<p 1<j<p 1<j<p 1<i<n(x;)

Assim, a partir da cobertura aberta {Uj }; <, N0s encontramos uma cobertura finita aberta
{Uy,:1<j<p; 1 <i<n(x;)} de G(t,W). Portanto G(t,W) é compacto. |

Proposicao 2.1.6 [3] Uma aplicagdo G(t,-) : X — P(X) € semicontinua superiormente se, e
somente se, a imagem inversa G~ (t,A) de um conjunto fechado A C X é fechado em X.

Demonstracio: (=) Seja A C X fechado. Mostremos que X — G~ !(z,A) é aberto em X. De
fato, seja x € X — G~ '(t,A). Logo G(t,x) C X —A. Como G(t,-) é semicontinua superior-
mente, existe uma vizinhanga V, de x tal que G(¢,V,) C X —A. Entido V, C X — G~ !(¢,A). Logo
x €int{X —G~!(t,A)}. Portanto, como x € X — G~ (¢, A) foi arbitrario temos que X — G~ (¢,A)
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¢ aberto e assim o resultado segue.

(«<=) Por outro lado, seja D uma vizinhanga aberta de G(¢,x). Logo D = X — A para algum
fechado A em X. Assim x € X — G~ !(¢,A). Por hipétese temos que G~ (¢,A) é fechado, logo
x € int{X — G !(t,A)}. Entdo existe V, vizinhanca de x tal que V, C X — G~ !(¢,A). Logo
G(t,Vy) C D. Portanto G(¢,-) é semicontinua superiormente. |

Proposicao 2.1.7 [15] Uma aplica¢do multivoca G(t,-) : X — P(X) semicontinua superior-
mente com valores conexos leva conexos em conexos.

2.2 Conjuntos ®-Limites e Atratores Globais para Semigru-
pos Multivocos

Teorema 2.2.1 [1] Seja G um semigrupo multivoco assintoticamente semicompacto superior.
Entdo para qualquer B € B(X) tal que 'YJT“(B) (B) € B(X) para algum T(B) € R temos que
®(B) #0 e ®(B) € K(X). Se além disso, se para cadat € Ry, G(t,-) : X — C(X) é semi-
continua superiormente, entdo ®(B) é negativamente invariante e é o conjunto minimal fechado
que atrai B. Mais ainda, ®(B) é conexo se ele atrai algum conjunto conexo limitado By D ®(B)
e G(t,x) é conexo¥'t > ty, ¥V x € X, para algum ty > 0.

Demonstracao: Seja G um semigrupo multivoco assintoticamente semicompacto superior e
seja B € B(X) tal que y}L(B) (B) € B(X), paraalgum T'(B) € R,..

Mostremos que ®(B) # 0. De fato, seja &, € G(t,,B), em que #, — oo, uma sequéncia
arbitraria. Como o semigrupo multivoco G € assintoticamente semicompacto superior entao,
{&,} contém uma subsequéncia, que continuaremos chamando de {&, }, convergente. Digamos
{&€,} — &, entdo pela Proposicgdo 2.1.2, temos que & € ®(B), portanto ®(B) # 0.

Mostremos agora que ®(B) € X (X). Realmente, seja {y,} uma sequéncia pertencente a
®(B). Entdo pela Proposi¢do 2.1.2 y, = %gigozz, com 7} € G(t],B), t]! — o0 quando k — oo,

1
logo p(yn,zzo(n)) < > para algum ko(n) € IN, ko(n) > n. Tome z, = Zzo(n)’ Zn € G(t,i’o(n),B).

Considerando 7,, = t,i’o(n), temos p(vn,zn) < %, Zn € G(T4,B) com T, — oo quando n — oo, Uma
vez que G € assintoticamente semicompacto superior, podemos escolher uma subsequéncia
Zm € G(Tm, B) tal que z,, — z0 em X. Assim, z9 € ®O(B) € p(Ym;20) < PVm»zm) + P(2m,20) <
% + p(zm,z0) — 0 quando m — +oo. Portanto existe uma subsequéncia y,, — zo € ®(B) o que
implica que ®(B) € KX (X).

Suponhamos agora G(t,-) : X — C(X) é semicontinua superiormente. Mostremos que
®(B) é negativamente invariante. De fato, seja & € ®(B) e t > 0. Entdo pela Proposi¢do
2.1.2 existe &, € G(t,,B) com t,, — o tal que &, — . Assim para 1, >t temos G(t,,B) =
G(t,—t+t,B) C G(t,G(t, —t,B)). Entdo &, € G(t,0,) com 8, € G(t, —t,B). Como G & as-
sintoticamente semicompacto superior e ¢, —t — oo quando n — oo, existe uma subsequéncia
{6,,}, tal que 8, — 6 € ®(B). Note que &, —&e&, € G(t,0,,) com8, — 6¢c o(B).
Logo (6,,,,&,,) — (6,8). Pela proposi¢do 2.1.4 temos que & € G(#,0) C G(¢,0(B)). Portanto
o(B) C G(t,0(B)) paratodot > 0.

Mostremos que ®(B) atrai B. Com efeito, suponha que isto ndo ocorra, entdo existe €y > 0
uma sequéncia &, € G(t,,B), t, — oo tal que

dist(E,,,(B)) > &. @2.1)
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Por outro lado, como G ¢é assintoticamente semicompacto superior, &, — & € ®(B) (veja a
Proposicdo 2.1.2). Logo dist(&,, ®(B)) < €y, V n suficiente grande, o que contradiz (2.1), Por-
tanto ®(B) atrai B.

Mostremos agora que ®(B) é o conjunto minimal fechado que atrai B. De fato, note que
o(B) ¢é fechado. Seja F um conjunto fechado que atrai B, logo dado € > 0, existe T'(g,B) tal

que G(t,B) C O¢(F), ¥t > T(g,B). Logo Y, (B) C O¢(F), ¥t > T(g,B), consequentemente
(| ¥ (B) COg(F),Ve>0.Portanto ®(B) C [ | O¢(F)=F =F.

t>T(g,B) >0

Mostremos que ®(B) é conexo se ele atrai algum conjunto conexo limitado By D ®(B)
e G(t,x) é conexo V1t > 1y, Vx € X. Suponha que ®(B) ndo é conexo. Entdo existem dois
conjuntos fechados ndo vazios W; e W, de modo que o(B) = W) UW,, com Wy "W, = 0.
Dai O¢(®(B)) = Oc(W) UW,) = Og(W)) U Og(Wa) é uma €-vizinhanga de ®(B). Como ®(B)
atrai By, podemos encontrar #; € Ry tal que G(¢,B;) C O¢(®(B)), VYt > t;. Pela Proposi¢do
2.1.7, temos que G(t,B;) é conexo e G(t,B1) C Og(W) ou G(t,B1) C O¢(W;). Como ®(B)
¢ negativamente invariante ®(B) C G(t;,®(B)) C G(t1,B1) o que implica ®(B) C O¢(W;) ou
®(B) C Og(W>), como ®(B) = W) UW,, Wi = 0 ou W, = 0, absurdo pois W e W, sdo diferentes
do vazios. [ ]

Observacao 2.2.1 [1] Decorre da prova do teorema anterior que todas as afirmacées com
excecdo da conexidade que a condigcdo do semigrupo multivoco G(t,-) : X — P(X) ser semi-
continuo superiormente pode ser trocada pela condigcdo do grdfico de G ser fechado.

Observacao 2.2.2 [1] Quando nos restringimos ao caso univoco a condi¢do de assintotica-
mente semicompacto superior para o semigrupo multivoco coincide com a condicdo de classe
AX para o semigrupo. Lembrando que um semigrupo {G(t,-)};>0 € de classe AK, se para
cada B € B(X) tal que v" (B) € B(X), cada sequéncia da forma {G(t,,x,)}, onde {x,} C B e
ty — oo, contém uma subsequéncia convergente.

As trés proposicdes seguintes sdo uteis para verificar em aplicagdes que um semigrupo
multivoco € assintoticamente semicompacto superior.

Proposicao 2.2.1 [1] Seja G(t1,-) : X — P(X) uma aplicacdo compacta para algum t| € R —
{0}, isto é, V¥V B € B(X), G(t1,B) é precompacto em X. Entdo o semigrupo multivoco G é assin-
toticamente semicompacto superior.

Demonstracao: Seja B € B(X) tal que existe 7(B) € R para o qual y;( B) (B) € B(X). Seja
&, € G(t,,B) uma sequéncia arbitrdria, onde 7, — c0. Queremos mostrar que &, é precompacta
em X. De fato, pela Observagio 2.1.3 tem-se que V¢ (B) C 7}—(3) (B),Vt>T(B),logoY{ (B) €
B(X),se V1> T(B). Como G é um semigrupo multivoco, temos:

’Y;'I—+T(B) = U G(tl +sz) - U G(“?G(S?B)) = G(l],’Y%F(B)).
s>T s>T
Como Y (B) € B(X), V1t > T(B), temos que G(11,Y{ (B)) é precompacto V T > T(B) e entdo
ya“ 4(B) é precompacto ¥ T > T(B). Logo, para cada n tal que #, > T+ temos que &, €
ya“ +(B). Portanto podemos encontrar uma subsequéncia convergente de {&,}. |

Proposicao 2.2.2 [1] Seja G(t,-) : X — K (X) semicontinua superiormente ¥t € R, e seja a
aplicacdo G(t1,-) compacta para algum t; € R\ {0}. Entdo a aplica¢do G(t; +t,-) também é
compacta para qualquert € R .
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Demonstracao: Seja B € B(X). Queremos mostrar que G(t; +1,B) é precompacto. De fato,
como G € um semigrupo multivoco

G(t; +1t,B) C G(t,G(t1,B)) C G(t,G(t1,B)).

Por hipétese temos que G € semicontinua superiormente e tem valores compactos. Entdo pela
Proposi¢do 2.1.5 o conjunto G(¢,G(t1,B)) é compacto em X. Uma vez que

G(t; +1t,B) C G(t,G(t1,B)) = G(t,G(t1,B)),

e, como fechado em um compacto é compacto temos que, G(t; +1,B) é compacto, i.é., G(t] +
t,B) é precompacto. |

Proposicao 2.2.3 [1] Seja X um espago de Banach e seja G(t,-) = F(t, )+ K(t,-) um semi-
grupo multivoco onde K (to,-) : X — P(X) é uma aplica¢do compacta para algumty € R\ {0}
e F(t,"): X — P(X) satisfaz

dist(F(t,x),F(t,y)) <my (t)mz(diam'yJTr(B) (B)),Vx,yeBe B(X),Vt € Ry, (2.2)

em que my : Ry — R é uma aplicacdo continua e my : R;. — R é uma aplicagcdo decrescente
tal que my(t) — 0, quando t — . Entdo G é assintoticamente semicompacto superior.

Demonstracao: Seja B € B(X) tal que 3 T(B) € Ry de modo que ﬁ(B) (B) € B(X). Consi-
dere N = {&, },,_; uma sequéncia arbitraria, com &, € G(t,,B), t, — . Queremos mostrar que
N é precompacto em X. De fato, para € > 0, tome t; = 1(€) > 1o > 0 tal que

€
mi(t) <
1) < 2my(diamy; 5 (B))

e decomponha N em dois conjuntos, N = N; UN; de forma que, Ny = {&,}_ |, 1, <t; + T (B)
e N2 = {&u}lpen+1> t >t +T(B). Note que Na C G(tl,YJTr(B) (B)) pois

YurrB) = |J Gn+1,B)C | G(n,G(1,B)) = G(11,Y; ) (B)).
1>T(B) t>T(B)

Por outro lado, como YJTF( B) (B) € B(X), temos pela Proposi¢ao 2.2.2 que K (tl,y}“(B) (B)) é pre-
compacto. Usando (2.2) temos,

dimF (1 77;(3) (B)) = sup  {dist(F(t1,x),F(t1,y)}
x7y67;(3) (B)

sup  {mi(f )mz(diamy}“(B) (B))}
X,yE’Y;—(B) (B)
sz(diamﬁ(lg) (B)) ¢

S . T+ = 5
2my (diamy;. () (B)) 2

IN

Assim podemos encontrar uma cobertura aberta finita para G(tl,y}'( 5(B)). Consequente-

mente, existe também uma cobertura aberta finita para N,. Portanto N pode ser coberto por
finitas bolas, i.€., N é precompacto. Portanto G € assintoticamente semicompacto superior. H
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Corolario 2.2.1 [1] Seja X um espagco métrico completo e seja o semigrupo multivoco G(t,-) :
X — P(X) satisfazendo (2.2). Entdo, G é assintoticamente semicompacto superior.

Proposicao 2.2.4 [1] Seja R um B-atrator global. Entdo valem as seguintes propriedades.
(i) Para qualquer conjunto A limitado e negativamente invariante, tem-se que A C R.

(ii) Se R ¢ limitado e negativamente invariante, entdo para qualquer B-atrator global Z fe-
chado, tem-se R C Z. Portanto se R é também fechado ele é o minimal entre todos os
B-atratores globais fechados.

Demonstracdo: i): SejaA € B(X) e A C G(t,A), V¢ € R.. Entdo R atrai A, i.é., para todo
€>0,3T(Ae) >0 tal que G(t,A) C O¢(R), Vt > T(A,e). Portanto, como € ¢é arbitrario,
AC () Oe(R)=R.

>0 .
ii): Pela letra anterior R C Z = Z. [ |

Defini¢ao 2.2.1 [1] O semigrupo multivoco G é chamado ponto dissipativo se 3 By € B(X)
atraindo qualquer ponto x € X.

Teorema 2.2.2 [1] Seja G um semigrupo multivoco assintoticamente semicompacto superior.
Suponha que G(t,-) : X — C(X) seja semicontinua superiormente para qualquer t € R,. Se
VB e B(X), IT(B) € Ry tal que YJT“(B) (B) € B(X), entdo G possui um B-atrator global ne-

gativamente invariante R definido por U ®(B), que é localmente compacto em alguma
BeB(X)

topologia tgy. Além disso, para qualquer conjunto fechado Z atraindo cada B € ‘B(X), R C Z.

O espago (R,1gy) € Lindeldf.

Demonstracdo: Seja G um semigrupo multivoco assintoticamente semicompacto superior e
G(t,-) : X — C(X) semicontinua superiormente para qualquer t € R;. Seja B € B(X) tal que
3T (B) € Ry para o qual y‘TL(B) (B) € B(X). Pelo Teorema 2.2.1 temos que ®(B) C G(t,®(B)),
Vt € R, e é o conjunto minimal fechado que atrai B. Logo R € um B-atrator global negativa-
mente invariante, ja que

R= |J oB)c |J G(toB)CG(tR),VieR,.
BeB(X) BeB(X)

Segue também que para qualquer conjunto fechado Z atraindo cada conjunto B € B(X) tem-se
R= |J o(B)cz

BeB(X)

Mostremos agora que R é localmente compacto. De fato, pela Proposi¢do 2.1.1 ®(B;) C

®(B7) se By C By, assim temos que R C U o(B;) sendo B; = {x € X : ||x|| < i}. Por outro
i=1

lado U o(B;) C R, logo R = U ®(B;). Note que cada ®(B;) é homeomorfo ao conjunto D; =
i=1 i=1

{(x,i) : x € ®(B;) }, pois considerando a aplicagdo proje¢do m : D; — ®(B;) dada por m(x,i) = x,

temos:

.  é bijetiva, ja que, dados x,y € ®(B;) com (x,i) = ®(y,i) entdo x = y além disso, dado

x € ®(B;) existe (x,i) € ®(B;) x IN tal que m(x,i) = x.

. T € continua pois T € aplicacdo projecao.
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. =~ é continua, de fato, seja x € ®(B;) e V uma vizinhanca de 7! (x), tome U, = n(V), logo

U, é uma vizinhanga de x (pois 7t é aplicagio aberta) tal que 7! (U,) C V, entdo pelo Teorema
1.1.6 n_log’: continua.

DaiR = U D;, com cada D; compacto (pois pelo Teorema 2.2.1 ®(B;) € compacto) e D;ND; =
0seiz# } 1Note que cada D; é um espaco topoldgico com a topologia T; induzida por X, isto €,
1 ={AND;:Aaberto em X}. Considere a familia B, = {U C R: UND; € 1; para qualquer i >
1} ={U C R:U é aberto em X } que é uma sub base de uma topologia Ts, em R, em que Tg, é
a topologia formada por reunides de intersecoes finitas de elementos de Bg,. Cada D; € aberto e
fechado em (R, T ). Dai (R,Ts) € localmente compacto pois, se x € R, entdo x € D; para algum
1, assim D; é uma vizinhanca de x na topologia Tg,. Como D; é Hausdorff e compacto entdao
pelo Teorema 1.1.11 D; é regular. Assim podemos encontrar um conjunto aberto Vy € T4 tal
que V, C D;, portanto V, é um compacto que contém uma vizinhanga V, de x.

Afirmacao: A, é Lindelof entao U A, é Lindelof. De fato, seja 4 uma cobertura aberta de

n=1
[} [ee]

U A, como A4 cobre U Ay, A cobre cada A, como cada A, é Lindeloff, existem para cada n

n=1 n=1

uma sub cobertura enumerével de A4 cobrindo A,,, digamos 4,,. Logo U A4, € uma sub cobertura

n=1

enumeravel de A4 que cobre U A, (note que reunido enumeravel de conjuntos enumerdveis é
n=1
enumeravel).

[}

Portanto como R = U D;, com cada D; compacto na topologia de T4 e consequentemente

i=0
cada D; Lindelof, temos pela afirmacao acima que R também ¢ Lindelof. [ |

Observacao 2.2.3 [1] Seja X um espaco de Banach de dimensdo infinita. Entdo visto que,

R = U o(B;), segue-se do Teorema de Baire, que R # X. No entanto, notemos que R pode ser
i=1

denso em X.

Agora apresentaremos alguns teoremas que afirmam a existéncia de atratores compactos
para semigrupos multivocos.

Teorema 2.2.3 [1] Seja G um semigrupo multivoco, ponto dissipativo e assintoticamente se-
micompacto superior. Suponha que G(t,-) : X — C(X) seja semicontinua superiormente para
qualquert € R,. SeV B € B(X), 3T (B) € R4 tal que y}“(B) (B) € B(X), entdo G possui o B-
atrator global compacto, negativamente invariante R que é o minimal entre todos os B-atratores
globais fechados.

Demonstracdo: Pelo Teorema 2.2.1, V B € B(X) tem-se que ®(B) # 0, compacto, nega-
tivamente invariante e é o conjunto minimal fechado atraindo B. Defina B| = O, (By), em
que €1 > 0 é fixado e By € o conjunto limitado que atrai cada x € X. Em particular, como
B € B(X) temos que R = ®(B;) # 0, compacto e negativamente invariante. Seja R = ®(B))
e mostremos que R é um B-atrator global negativamente invariante. De fato, seja B € B(X)
e x € o(B) arbitrario. Como By atrai x, pela Observagdo 2.1.2 existe T'(x) € R, tal que
G(t,x) C By, YVt > T(x). Por outro lado, uma vez que G(z,-) : X — P(X) é semicontinua
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superiormente, existe uma vizinhanga aberta O(x) de x, tal que G(T(x),0(x)) C B;. Além
disso, seja U O(x) uma cobertura aberta do compacto ®(B), entdo existe uma subcobertura
xem(B)
n(B)
finita O(w(B)) = | ] O(x;), x; € ®(B). Para cada x; € ®(B) temos que G(t + T (x;),0(x;)) C
i=1
G(t,G(T (xi),0(xi))) C G(t,B1) C Og,(®(By)), €2 >0, Vt > T(€2,B1). Dai, G(t,0(w(B))) C

Og,(0(By)), Vt > T(gp,B1) +temquet = ma)é ){T(x,-)}. Mais ainda, como ®(B) atrai B €
1<i<n(B

B(X),Ve>0,3T(eB) tal que G(t,B) C Oc(®(B)), YVt > T(g,B), O(w(B)) contém alguma
&(B)-vizinhanga Ogg)(®(B)) do conjunto ®(B). Entdo G(#,B) C Ogp)(®(B)) C O(w(B)), Vit >
T(e(B),B). Logo G(t,B) C Og,(w(By)), ¥Vt > T(¢(B),B) + T (€2,B1) +1. Portanto R = (B)
¢ um B-atrator global. Como ®(B;) é compacto em particular € limitado, logo pela Proposi¢do
2.2.4 segue que R é o minimal entre todos os B-atratores globais fechados. [ |

Teorema 2.2.4 [1] Seja G(t,-) : X — C(X) uma aplica¢do semicontinua superiormente, V't €
R.. Se existe um compacto K C X tal que

VB € B(X), dist(G(t,B),K) — 0, quando t — oo, (2.3)

entdo o semigrupo multivoco G possui um B-atrator global compacto negativamente invariante
R C K o0 qual é o minimal entre todos os B-atratores globais fechados.

Demonstracao: Seja B € B(X). Primeiramente mostremos que ®(B) C K. De fato, seja
y € ®(B) assim pela Proposi¢do 2.1.2 y = lgll Yns Yn € G(ty,B), t, — 0. Por (2.3) temos que,
n—so0

Ve>0,dny €N tal que Vn>ng,y, € OS/Z(K). Logo, para cada n > ny, existe z, € K, tal
€

que p(yn,zn) < 5 Como K é compacto existe uma subsequéncia de {z,}, que continuaremos

chamando de {z, } tal que z, — z € K. Note que y, — z € K pois, p(yu,2) <P (n,zn) +P(zn,2) <

3 + 3 =¢, Vn > np, para algum n; € IN, portanto y, — z. Como y,, — y, pela unicidade de

limite y = z € K. Portanto ®(B) C K. Em particular ®o(K) C K.

Mostremos agora que ®(B) # 0. De fato, sejam &, € G(t,,B), 1, — . Por (2.3) existe uma
sequéncia ¢, € K tal que p(§,,¢,) — 0. Como K é compacto, existe uma subsequéncia de {¢,}
que continuaremos chamando de {¢,} tal que ¢, — ¢ € K, o que implica que &, — ¢. Portanto
pela Proposi¢do 2.1.2 ¢ € ®(B). Logo (B) # 0. Além disso, como ®(B) é fechado contido no
compacto K temos que ®(B) é compacto. Em particular ®(K) C K é compacto.

Mostremos que ®(B) é negativamente invariante. De fato, seja § € ®(B), entdo pela Proposi-
¢do 2.1.2 existe §, € G(t,,B), t, — o tal que &, — &. Além disso para t, > t temos G(t,,B) =
G(t,—1t+1t,B) C G(t,G(t, —t,B)), logo &, € G(t,¢,) em que G, € G(t, —t,B). Por outro
lado dist(G(t, —t,B),K) — 0, quando n — oo. Assim existe uma subsequéncia a, C K, tal que
p(Gn,an) — 0, n — . Como a aplicacdo G(t,-) : X — C(X) é semicontinua superiormente e
de valores fechados, pela Proposi¢do 2.1.4 o grifico da G(t,-) é fechado. Assim como &, —
E ¢ —ce&, €G(t,g) tem-se que § € G(t,5). Pela Proposi¢do 2.1.2 ¢ € ®(B). Assim,
& € G(t,w(B)). Portanto ®(B) C G(t,®(B)), t € Ry. Em particular ®(K) C G(¢,0(K)), t € R..
Defina R = ®(K) e mostremos que R é um B-atrator global. De fato, suponha que R = ®(K)
ndo seja um B-atrator global, i.é., para algum B € B(X), Jggp >0talque Vi € Ry, Is>re
&s € G(s,B) com dist(Es,R) > €. Em particular, Vn € IN, 31, >ne&, € G(t,,B) com

dist(E,, R) > €. (2.4)
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Por outro lado, ndo hd perda de generalidade em assumir que &, — § em K, n — . Logo pela
Proposicdo 2.1.2 & € o(B).

Afirmagdo: ®(B) C ®(K). De fato, seja & € o(B). Assim, pela Proposicdo 2.1.2 existe
&, € G(ty,B),t, — oo tal que r}l_t)t; €, = &. Como ®(K) é compacto, para toda sequéncia {J,} C
®(K) C K existe uma subsequéncia de {3,} que continuaremos chamando de {§,} tal que
8, — 8 € ®(K) C K. Por outro lado, por (2.3) tem-se que V€ > 0, Ing € IN tal que Vn > nog, &, €

O¢/>(K). Como {,} C (K) C K, logo para cada n > ng, p(&,,8,) < g Dai, p(§,,d) <

€ &
P(En,8,) +p(8,,0) < 3 + 5 =& portanto &, — 8. Logo pela unicidade de limite & = 6 € ®0(K).
Portanto ®(B) C o(K).
Sendo assim § € ®(B) C ®(K) = R, o que contradiz (2.4). Portanto R = ®(K) é um B-atrator
global compacto. Portanto pela Proposi¢do 2.2.4 R € o minimal entre todos os B-atratores
globais fechados. [ |

Observacao 2.2.4 [1] Nos Teoremas 2.2.3 e 2.2.4 se,
G(t +1t2,x) = G(t1,G(t2,x)), Vx € X, Vi, € Ry (2.5)
Entdo R=G(t,R), Vt € Ry.
De fato, pelos Teoremas 2.2.3 e 2.2.4 temos que
RCG(t,R), YVt € R,. (2.6)

Devemos mostrar que G(¢,R) C R, V't € R,.. Com efeito, de (2.6) e (2.5) temos, G(t,R) C
G(t,G(s,R)) C G(t+s,R) Vs,t € Ry. Sejat > 0 dado, como R é um conjunto e é um B-atrator
global, para qualquer vizinhanca Og(R) de R, existe Sg > 0 tal que G(¢+s,R) C O¢(R), Vs > Se.
Como Og(R) é arbitrario, temos G(¢,R) C [ | O¢(R)=R=R,Vt €Ry,logoG(t,R) CR,Vt €

>0

R.. Portanto R = G(t,R), Vt € R,, c.q.d..

Definicao 2.2.2 [1] O semigrupo multivoco G : Ry x X — P(X) ¢é dito ser continuo em todo
t € Ry se é a unido de trajetorias continuas isto é,

G(t,x0) = {x(t) : x(-) € D(x9), x(-) e C(R4+,X)}, Vxo € X.

Teorema 2.2.5 [1] Suponha que as hipoteses dos Teoremas 2.2.3 e 2.2.4 sdo satisfeitas. As-
suma também que o semigrupo multivoco G seja continuo em todo t € R com valores conexos
de modo que, G(t] +t2,x) = G(t1,G(t2,x)), Vt1,tp E Ry, Vx € X. Se 0 espaco X é conexo,
entdo o B-atrator global, compacto invariante R é conexo.

Demonstracao: Suponha que o B-atrator global R nao seja conexo. Entdo existem dois con-
juntos fechados nao vazios Ay e A, de modo que AjNA; =0e Aj UA; = R. Assim, como X
¢ normal, existe €y > 0 tal que Og,(A1) N Og,(A2) = 0. Note que Og,(R) = O¢ (A1 UAy) =
O¢g,(A1) U Ogy(A2). Defina os conjuntos disjuntos X; = {x € X : G(t,x) C Og,(A1), V1t >
11(x) para algum 7y (x) >0} e Xo = {x € X : G(t,x) C Og,(A2), Vt > 12(x) para algum 1,(x) > 0}.
Se provarmos que X1 UX; = X e que X| e X»> s@o abertos e diferentes de vazio, obtemos uma
contradicdo, uma vez que por hipétese X € conexo.

Primeiro mostremos que X; UX, = X. Que X; UX,; C X € 6bvio. Mostremos entdo que
X C X UX>. De fato, sejax € X arbitrario. Entdo existe T > 0 tal que G(¢,x) C Og,(R), Vt > T,
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pois R é B-atrator global. Como G leva conexos em conexos, paracadat > T, G(t,x) C Og,(A;)
em que i = 1 ou i = 2. Note que para cada trajetdria continua x(-) correspondente a x, o conjunto
x([T,00)) = U x(t) é conexo. Entdo x([T,o0)) = U x(t) esta contido em Og,(A;) em que i =

>T >T
1 ou i = 2. Considere o conjunto G([T,0),x) = U G(t,x). Como [T,o0) x {x} é conexo e G é
>T

semicontinua superiormente temos pela Proposicao 2.1.7 que G([T,),x) = G([T, o) x {x}) é
conexo.

Afirmagdo: G([T,0),x) C Og,(A;) em que i = 1 oui=2. Realmente, note que G([T,0),x) =

U x([T,e0)). Como G([T,),x) é conexo, x([T,o0)) C Og,(A;), ¥V x(-) € D(x) em que
x()eD(x)
i=1oui=2.Portanto G([T,o0),x) C O¢,(A;) emquei=1oui=2.

Logo pela afirmagdo acima X C X; UX>.

Mostremos agora que X; # 0 e X, # (0. Para isto mostremos entdo que 0 £ A} C X e 0 #
A C X,. De fato, como R € invariante (G(t,R) = R), para qualquer x € Aj, G(t,x) C Ay, t >0,
em particular G(z,x) C O¢(A1), t > 0. Logo x € X;. Portanto 0 # A; C X;. Resultado andlogo
para 0 # Ay C X.

Mostremos agora que X e X sdo abertos. De fato, seja x € X| e B] uma vizinhanca limitada
de x. Entdo como R é B-atrator global, existe 7 > 0 tal que G(¢,B1) C O¢(R), YVt > T. Sendo
a aplicacdo G(T,-) semicontinua superiormente, existe uma vizinhan¢a V C B; de x tal que
G(t,V) C Ogy(Ar1), Vt > T. Assim, para cada y € V, temos que G(t,y) C Og,(A1), Vi >T.
Portanto V C X;. Como x € arbitrario, X; € aberto. Resultado analogo para X5. [ ]

Definicao 2.2.3 [1] Seja D C X um espaco topologico Hausdorff. Iremos denotar o fecho
de A C D em D por A° o conjunto K C D é chamado (X,D)-B-atrator global se ¥ B €
B(X), 3T(B) > 0 tal que G(t,B) C D, ¥t > T(B), e qualquer vizinhanga O(K) existe T €
Ry tal que G(t,B) C O(K), Yt > T. O conjunto K C D é chamado X-absorvente se ¥ B €
B(X), 3T (B) > 0tal que G(t,B) CK, YVt >T(B).

Teorema 2.2.6 [1] Suponha que G(t,x) € 2PVt >0, x € X e que exista um X-absorvente
K C D com K compacto em D e limitado em X. Além disso, suponha G(t, S)D C G(tjD), Vt>0
e S C K e também que o conjunto {y € X : G(t,y) N{yo} # 0} NK é compacto em D, ¥V yy €
D, Yt > 0. Entdo o semigrupo multivoco G possui o (X,D)-B-atrator global negativamente
invariante R, que é compacto em D e limitado em X. Ele é o conjunto minimal fechado em D
que atrai qualquer B € B(X).

Demonstracdo: Para qualquer B € B(X), 3T(B) > 0tal que G(t,B) CK C D, Vt>T(B)
(pois K C D é X-absorvente). Defina

R:=o(K)= (% (K) »sendoty=T(K).

>0

Provemos que R € limitado em X. Sejay € R = o(K). Logo y = lim y, tal que y, € G(t,,K)
n—roo
com t, — co. Como G(t,,K) C K € B(X), V n suficientemente grande, entdo y, € K € B(X), Vn
suficientemente grande. Assim, 3 ¢ > 0 tal que p(y,,0) < ¢, V n suficientemente grande. Entdo
p(y,0) = p( lgn Vn,0) = lign p(yn,0) <c,logo p(y,0) <c, Vy € R. Portanto R € B(X).
n—oo n—co

Mostremos que R # 0. Seja x € K e considere uma sequéncia de nimeros reais t, — oo.
Também considere os conjuntos G(t,,x) e para cada n € IN tome y, € G(t,,x). Temos para
n suficientemente grande y, € G(,,x) C G(t,,K) C K. Como K é compacto em D, existe



21

uma subsequéncia de y,, que continuaremos chamando de y,, tal que y, — y em D. Logo pela
Proposi¢do 2.1.2 y € ®(K) = R. portanto R # 0.

. + ~ D —p T D
Provemos que R é compacto. Como Y, (K) C K entdo v, (K) CK =K. Logo v, (K) ¢

D D
compacto. Por outro lado R = ﬂ Y (K) Cvi(K) CK.LogoR éfechado em um compacto.
T>1)
Portanto R é compacto.

Mostremos que R é (X,D)-B-atrator. Sabendo que G(t + T(B),B) C G(¢t,G(T(B),B)) C
G(t,K), entdo para provar que R é (X,D)-B-atrator é suficiente mostrar que R atrai K. Suponha
que R ndo atrai K. Isto é, existe uma vizinhanga aberta O(R) tal que V ¢ € IN, 3¢, > ¢ para o
qual G(t;,K)N(D\ O(R)) # 0. Entdo existem sequéncias t; — 0, & € G(t;,K)N(D\ O(R)) =
G(t,K) N (K\ O(R)) tal que & — & em D. Entdo pela Proposi¢do 2.1.2 £ € R = o(K). Por
outro lado, & € K\ O(R). Entdo § € K\O(R)D. Note que K\ O(R)D = K\ O(R) pois, seja
xeK\ O(R)D, dx, € K\ O(R) tal que x, — x € D. Em particular x € K” = K. Observe que
x € O(R), pois x,, € O(R) e x, — x em D. Por outro lado como K” = K temos que K\ O(R) C
K\ O(R)D. Portanto § € RN (K'\ O(R)), o que é um absurdo. Portanto, R atrai K.

Mostremos agora que R € negativamente invariante. Para isto mostremos primeiramente que

N Gt (K) ) =G (t, N (K>D> 2.7)

>ty 1)
Sejam & € ﬂ G(t,% (K) ) e T; — o (logo podemos supor T; > ty, V j € IN). Temos que
T>10
————D ————D
VjeIN, Jxg; € Yo (K) tal que & € G(t,xq;). Como Y (K) € compacto, podemos supor que
x¢; — x em D. Note que x;, = lim w;,, w;, € G(j{,K), jl > tg. Como
S Wie Wi

Wi, Wi, W1£ — X,
w2, w2, w2, —> X1,
Wy, Wy, Wy, — > Xg,

e xr, — x entdo wy, — x. Denotando wy = wy, temos que x € ®(K) = R, pois x = Zlirn wy,
: m
wy € G({,K), £ — oo.
Afirmagdo: § € G(t,x). De fato, note que x;; € {y € X : G(t,y) > &}. Por outro lado,
———D
xi, €Y (K) CK.istoé, x;; € {yeX:G(t,y) 3E}NK={ye X :G(t,y)N{E} #0}NK, que
é compacto por hipétese. Portantox € {y € X : G(r,y) 2E}NK ={y € X : G(r,y) 2 E} NK, isto
é,&c G(t,x).
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Assim pela afirmagdo acima & € G(z,R) ( ﬂ Y2 (K ) Por outro lado, seja & €

T>10

G (t, N Y?(K)D>. Entio § € G(t,y?(K)D), VT > 1. Portanto & € () G(1,77 (K)D). Portanto

>ty >ty

(2.7) é verdadeiro. Usando (2.7) e o fato de que V' S C K, G(t,S)D C G(tjD), V't >0 temos,

G(t,R) = G(t,ﬂ'ﬁ( ) ﬂthT ﬂGt\(T

>t T>1) T>1)
D
-D —— D
= N G(t,UG(s,K)) = UGE,G(s,K) > (UG +s5,K)
>t s>T 7:>t0 s>T T>1)s>1T
= N¥.& = N 7K _(oK):R,VtZO.
(o)) {>ty+t

Mostremos agora que R é o minimal fechado atraindo cada B € B(X) na topologia de D.
De fato, seja Z C D um (X,D)-B-atrator global fechado. Entdo, V B € B(X) e para qualquer
vizinhanga O(Z) existe T > 0 tal que G(t,B) C O(Z), ¥t > T. Como R € B(X) e é negativa-
mente invariante temos que R C G(t,R) C O(Z), VYt >T.Logo R C Z’ =z |

Observacao 2.2.5 [1] Se D = X, entdo R é um B-atrator global compacto com respeito ao
semigrupo multivoco G. Este resultado foi provado em [17], no caso em que X é espaco de
Banach.

Observacgao 2.2.6 [1] Se no Teorema 2.2.6, G(t) +t2,x) = G(t1,G(t2,x)), V1, E Ry, Vx €
X. Entdo o (X,D)-B-atrator global R é invariante.

De fato, sabemos que R C G(t,R), Vt > 0. Provemos que G(t,R) C R, V't > 0. Sejat > 0. Para
T > 0, temos,
G(t,R) € G(t,G(%,R)) € G(t +1,R).

Como R € (X,D)-B-atrator global para qualquer vizinhanga O(R) de R em D, existe 7 > 0 tal
que G(t+7,R) C O(R), V1t > T. Como O(R) é arbitrario, temos G(¢,R) C R” = R. Portanto,
R=G(t,R), ¥Vt >0,c.q.d.

Proposicao 2.2.5 [1] Seja D um espaco normal. Suponha que as hipoteses do Teorema 2.2.6
sdo satisfeitas. Considere também que o conjunto K é conexo em D e que G(t,-) : K — 2P ¢
semicontinuo superiormente e de valores conexos para cada t > 0 (com respeito a topologia
D). Entdo, o (X,D)-B-atrator global R negativamente invariante é conexo em D.

Demonstracao: Suponha que R ndo seja conexo. Entao R=A1UA> comA; NA; =0, em que
Ay # 0, Ay # 0 sdo fechados em D. Como D é normal, existem vizinhangas, O(A;) e O(A,) tal
que O(A1) NO(Az) = 0. Em particular, O(R) := O(A;) UO(A3) é uma vizinhanca de R. Como
R é (X,D)-B-atrator global e K € B(X), existe T > 0 tal que G(¢,K) C O(R), V¢t > T. Como G
¢ semicontinua superiormente, pela Proposi¢do 2.1.7 G(t,K) € conexo. Logo G(¢,K) C O(A)
ou G(t,K) C O(A,). Pela minimalidade de R temos que R C K. Logo R C G(¢,R) C G(t,K) C
O(A;) parai=1oui=2. Portanto R C O(A;) parai =1 oui =2, 0 que implicaque A} =0 ou
A =0 o que € uma contradicdo. Portanto R é conexo. [ |
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Lema 2.2.1 [1] Seja G(t,-) : X — C(X) uma aplicagcdo multivoca semicontinua superiormente
e D C X com inclusdo continua. Se o conjunto K é compacto em D e G(t,K) C D, ¥t > 0 entdo

— D o
as duas condi¢des do Teorema 2.2.6 sdo satisfeitas, isto é, G(t,M) C G(t,MD), VMCKe
{y €X:G(t,y) >y0} NK é compacto em D, ¥ yp € Det > 0.

Demonstracao: Mostremos primeiramente que

G(t,M)D C G(t,M”), VM CK.

De fato, sejaM C Ke & € G(Z,M)D. Entdo existem sequéncias {x;} ¢ {{;}, comx; e M, §; €
G(t,xj) tal que éj — & em D. Como 1\_4D C ED =K,1ié., ]l_lD € fechado em um compacto, logo
M° ¢ compacto em D. Assim, podemos supor que x; — x € M". Como G(t,"): X = C(X)
¢ semicontinua superiormente, entdio pela Proposi¢do 2.1.4 G(t,-) tem o grifico fechado em
X. Como (x,§;) = (x,§) em D e a inclusdo D C X é continua, temos (x;,&;) — (x,§) em X.
Portanto, como (x;,&;) € graf G(z,-), temos que (x,&) € graf G(z,-),i.6.,§ € G(t,x) C G(I,MD).
— D _

Portanto G(,M)~ C G(t,MD), VM CX.

Mostremos agora que {y € X : G(t,y) > yo} N K é compacto em D, V yp € D. Realmente,
seja yo € D arbitrario. Como G(¢,-) é semicontinua superiormente temos pela Proposi¢do 2.1.6
que G~ '(t,y0) := {y € X : yo € G(t,y)} é fechado em X. Logo G~!(z,yo) é fechado em D,
pois a inclusdo D C X € continua. Como K C D € um compacto em um Hausdoff, logo K é
fechado em D. Logo, {y € X : G(t,y) 2 yo} N K C K é um fechado em um compacto. Portanto
{y e X :G(t,y) >y} NK é compacto em D. u



Capitulo 3

Atratores de Inclusoes em Espacos de
Banach

Agora aplicaremos a teoria abstrata que foi vista no capitulo anterior em inclusdes diferenciais.

3.1 Atratores de Inclusoes de Evolu¢ao Governado por Ope-
radores m-Dissipativos

Seja X um espaco de Banach real separdvel. Considere as inclusdes de evolucao do tipo

dy

2 (1) €AW +F((1), 1 €[0.T] G.1)

com condi¢do inicial
¥(0) =y € X, 3.2)

emqueA: D(A) C X — 2%, F: X — 2% sdo aplicagdes multivocas. Denotemos por X* o espago
dual de X, e por (-,-) : X x X* — R a aplicacdo dualidade. Seja J: X — 2% a aplicacio dual,
isto &, J(y) = {E e X*: (v,E) =|| y ||2=| & ||3+}. Sabemos das consequéncias do Teorema de
Hanh Banach que DomJ = X.

Introduziremos as seguintes condigdes:

(A) A aplicagdo A é m-Dissipativa, isto é, V y;,y2 € D(A), V& € A(y), i = 1,2,
3j=j0i,&) €J(y1 —y2) tal que (§; — &, j) <0eIm(A—MN)=X,VA>O0.

(F1) F:X — G,(X), em que G,(X) € o conjunto de todos subconjuntos ndo vazios, limitados,
fechados e convexos de X.

(F>) A aplicacdo F ¢é Lipschitz em D(A), isto é, 3¢ > 0 tal que V y;,y» € D(A),
disty (F (y1),F (y2)) < c [l y1 —y2 Ix,

em que distg (-, -) denota a métrica Hausdorff de conjuntos limitados, isto é, disty (A, B) :=
max{dist(A,B),dist(B,A)}.

Observacao 3.1.1 [4] Se a condi¢do (A) € satisfeita, entdo o operador A gera um semigrupo
ndo-linear de operadores S(t,-) : D(A) — D(A).

24
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Note que D(A) munido da métrica p(x,y) =|| x —y || € um espago métrico completo, ja que
D(A) é um subconjunto fechado do espagco métrico completo X.
Considere também a préxima inclusio

dy
d

(1) €Ay(2)) + f(2), 1 €0, T] (3.3)
com condig¢do inicial

¥(0) =y €X, (3.4)
em que f(-) € L'([0,T],X) e L'([0,T],X) é o espago das fungdes Bochner integréveis.

Definicdo 3.1.1 [1] A fungdo y : [0,T| — X é chamada solugdo forte do problema (3.1), (3.2)
(respectivamente (3.3), (3.4)) se:

(i) y(-) € continua em [0,T] e y(0) = yo,

(ii) y(-) € absolutamente continua em qualquer subconjunto compacto de (0,T) e diferencidvel
t-q.t.p. em (0,7T)

(iii) y(-) satisfaz (3.1) (respectivamente (3.3)) t-q.t.p. em (0,T).

Definicao 3.1.2 [1] A fungdo continua 'y : [0,T] — X é chamada solugdo integral do problema
(3.3), (3.4) se:

(i) y(0) = yo,
(ii)) Yue D), Vv eA(u),

y(r) = ull < lly(s) —ullk +2/s (f(O) +vy(1) —u)rd, 1 > s, (3.5)

em que <&7y>+ = Ssup <§7]>
JEIB)

Observacao 3.1.2 [4] Qualquer solucdo forte do problema (3.3), (3.4) é uma solugdo integral.

Definicao 3.1.3 [1] A fungdo continua y : [0,T| — X é chamada uma solugdo integral do pro-
blema (3.1), (3.2) se:

(i) ¥(0) = yo,

(ii) Existe uma selecdo f € L'([0,T],X), f(t) € F(y(t)) t-q.t.p. em[0,T] em que a desigualdade
(3.5) vale.

Dizemos que f(-) é uma selecdo com respeito a solugdo integral y(-).

Observacdo 3.1.3 [4] Se a condicdo (A) é satisfeita e f € L'([0,T],X), entdo ¥ yo € D(A),
existe uma tinica solugdo integral y(-) do problema (3.3), (3.4) para todo T > 0. Denotemos
() =1(y0)f(-). Além disso, para todas as solugdes integrais y;(-) = 1(y;0) fi(-), i = 1,2, vale
a desigualdade

y1(2) =y2(0) | < [|y1(s) = y2(s) [} + /:Hfl('f)_fz("c)“d’f,lzs- (3.6)
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Observacao 3.1.4 [16] Se as condigoes (A), (F1), (F2) sdo satisfeitas, entdo ¥ yp € D(A)
existe pelo menos uma solugdo integral do problema (3.1), (3.2) para cada T > 0. Além disso,
para qualquer z(-) = 1(z0)g(-), g(-) € L'([0,T],X) e qualquer yy € D(A) existe uma solugéo
integral y(-) = I(yo) f(+) tal que

Iy(#) = 2(0)]| <&(2), V& € [0, T], 3.7)

||f(t) —g(l‘)” <p(t) +2€§(I)7 I—q.t.p.em (OaT)7 (3.8)

em que

p(r) := 2dist(g(r), F (z(1))),

t
E(1) := ||yo — z0|| exp(2¢t) +/ exp(2c(t —s))p(s)ds, ¢ > 0 constante.
0

Assumiremos para os proximos resultados que as propriedades (A), (Fy), (F2) sdo sa-
tisfeitas. Denotemos por D(yp) o conjunto de todas as solugdes integrais de (3.1) tal que
y(0) = yo. Para cada r > 0 definiremos a aplicagdo multivoca G(z,-) : D(A) — D(A) por

G(1,y0) := {y(t) : () € D(y0)}-

Lema 3.1.1 [1] A aplicagcdo multivoca G : R4 x D(A) — P(D(A)) € um semigrupo multivoco.

Demonstracido: Queremos mostrar que G : Ry x D(A) — P(D(A)) satisfaz as condigdes
(i) e (ii) da Defini¢do 2.1.1. Realmente, primeiramente temos que G(0,-) = I pois, seja yg €
D(4) (qualquer). Temos G(0,30) = {3(0) : ¥() € D(vo)} = {vo} =v0.

Mostremos agora que G(t; +12,x) C G(t1,G(t2,x)), V1,62 € Ry, Vx € D(A). De fato, sejam
t1,thh € Ry e x € D(A) (quaisquer) e considere y € G(t +12,x). Entdo y = y(t] + 1), em que
y(+) é solugdo integral da inclusdo (3.1) com y(0) = x. Uma vez que y(t) € G(t2,x), é suficiente
mostrar que y € G(t,y(r2)). Defina as fungdes z(t) ;= y(t+ 1), Vt > 0e g(t) := f(t + 1)
t-q.t.p. em [0,00), em que f(-) € uma sele¢do com respeito a y(-).

Afirmagdo: Para qualquer 7 > 0, z(-) é solug@o integral do problema

{%(t) € All) + s(),r€[0.T], (39)
Z(O) = y(t2)7

com g € L'([0,T],X) e g(t) € F(z(t)) t-q.t.p. em [0, T]. Queremos mostrar que a desigualdade
(3.5) é verdadeira para ¢t > s. De fato, sejam u € D(A), v € A(u) (quaisquer).
’ ’ ’ t+1p
12(2) —ullx = Iyt +102) —ullx <lly(s+80)—ullx +2 (f(D)+vy(t) —u)  dt.

s+

Fazendo t© = ¢+ 1, temos que dt = d/. Logo,
t

l2(r) = ull% < [|z(s) —MH§+2/ (8(0)+vz(f) —u), dl, Vi =s.
N

Portanto z(-) € solugdo integral do problema (3.9).
Logo, pela afirmagéo acima y = y(t; +12) = z(t1) € G(t1,y(t2)). |
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Definicao 3.1.4 (Concatenagdo) Sejam as aplica¢des @, : [0,00) — X. Definimos a aplicagdo
concatenada 0 : [0,00) — X dada por

o o(1), se t€[0,]
O() := { y(t—1), se T€E(t,).
Proposicao 3.1.1 Concatenada de duas fungoes mensurdveis é mensurdvel.

Demonstracdo: Considere a aplicagdo concatenada 6 : [0,00) — X dada por

L (P( )7 € < [O’t]
0(t) "{ W(fc_:), se 26 (t,00),

com @, Y : [0,00) — X mensurdveis. Note que a aplica¢do T +— h(T) := T —1 é continua logo
mensuravel. Portanto a aplicagdo composta r(t) = y(T —t) é mensurdvel. Seja M um aberto
de X logo, 871 (M) = {t € [0,0);0(1) € M} = {1 € [0,t];0(t) E M} U{T € (t,0);r(T) EM} =
{[0,/]ne~ ' (M)yU{(t,00) N r~1 (M)} é mensurdvel em [0, ). |

Proposicao 3.1.2 Seja a aplicacdo concatenada

_ 0(1), se t€[0,1]
6(t) -_{ y(t—t), se t€(t,T],

com@,y:[0,T] - X. Se @ € D(yo), ¥ € D(y1) comy(0) =y, = @(t) para algum t > 0, entdo
a concatenada © € D(yp).

Demonstracao: Considere a aplicacdo

[ Ak , se Tel0,z],
f(T)-_{ IJf;(ﬂc—t), se EE(I,T],

em que f1, f> s@o as sele¢des correspondentes com as solucdes @ e Y, respectivamente.
Queremos mostrar que 6(-) é solugdo integral do problema

do
{%@ € A(B() + f(v),tel0.T], (3.10)
8(0) = yo.

Note que f(-) € L!([0,T],X), pois f é mensurdvel como concatenada de duas fungdes men-
suraveis pela Proposi¢do 3.1.1. Além disso,

[ 1@ ide= [ Wr@lvae+ [ 1r@isde= [ 1A+ [ IE-0lds

Fazendo s =1t —1t, ds = dt temos:

T T—t T
| Iaa=olds= [ 1a©lds < [ 1A lxds <

t T
[ iA@Ixds < [ 1A xds <o
0 0

T
Portanto / I|f () ||xdT < oo.
0

Observe que f(t) € F(0(t)) T-q.t.p. em [0,T], pois f (T)‘[O q € F(¢(7)) T-q.t.p. em [0,7] e
fz(’c)ho T € F(y(1)) t-q.t.p. em [0,7 —¢]. Queremos mostrar que a desigualdade (3.5) é

verdadeira para 0 < s <1 < T em que 6(0) = yo. Sejam u € D(A), v € A(u) (quaisquer) e
analizemos os seguintes casos:
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Caso 1: Se T <1, tem-se que f(t) = /1 (1) e 8(t) = 9(1). Logo
() ~ul; = llot®) ~ullk < llp(s) ~ul3+2 [ (i(0)+vp(t) ). e
— o) ~ulfk+2 [ () +w0(0) —u). e
Caso 2: Se t < s, temos que (1) = /(T —1) e 8(t) = w(t —1). Logo

6 —ul} = lw(e—n)—ul} <|wis—0) —ul
b2 RO w0~ dt

Fazendo ¢ = x—t, d{ = dx temos:
T
6 —ulf < [0(s)—ulk+2 [ (fale—1)+vwlx—1)—u), dx
= o) —ul}+2 [ () +7.00) —w). .

Caso 3: Se s <t < 7, temos que f(T) = fa(t—1) e 6(t) = y(T—1). Logo

16(t) —ully = H\V(T_—I)—MH?(SHW(O)—MH;Z(
+ 2] A (0w dl

Fazendo ¢ = x —t, d{ = dx temos:
T
16(t) —ulz < ||<P(t)—u||;2(+2/ (alx—1)+vy(x—1) —u), dx

— llo) —ul+2 [ (70 +0.0) 1) dv

< o) —ully +2 / (1) +1,9(0x) ). dx
+ 2/ x)+v,0(x) —u), dx
= (s —”||X+2/ ) +1.0(6) 1) dx
+ 2/ x)+,0(x) — u) , dx
— [16(s) _”||X+2/ %)+ v,6(x) — u), dx.
Logo, 6(-) é uma solugdo integral do problema (3.10). |

Lema 3.1.2 [1] O semigrupo multivoco G satisfaz a propriedade

G(t1 +12,x) = G(t1,G(tr,x)), V11,0 € Ry, Vx € D(A).
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Demonstracido: Tendo em vista o Lema 3.1.1, basta provar que G(t1,G(t2,x)) C G(t; +12,x),
Vi, € Ry, Vx & D(A). De fato, sejam 71,1 € Ry e x € D(A) (quaisquer) e considere
y € G(t1,G(t2,x)) arbtrario. Entdo existem y;(-),y2(-) solugdes integrais da inclusdo (3.1) com

y1(0) = x, y2(0) =yi(t2), y = y2(t1). Considere as seguintes fungdes concatenadas

yi(t) , se 0<r<n,
7(t) ==
yz(l‘—tz), se 1 <t,

f(t)::{fl(f) , se 0<1<n,

ht—1), se n<t,

em que f1, f> sdo as selecOes correspondentes as solugdes integrais yy, y» respectivamente.
Logo pela Proposicao 3.1.2, z(-) € uma solugdo integral do problema

{ %) € AGW) + f0),1ef0.T]
z(0) = «x
Portanto, y = Z(l‘l —l—l‘z) € G(tl —|—t2,x). |

Seja C([0,T],X) (respectivamente C([0,0),X)) o espaco de Banach das fungdes continuas
de [0,7] em X. Seja a aplicacdo mtr : C([0,00),X) — C([0,T],X) e denotemos o operador

nr(y(-)) = {3() € C([0,T],X) : 3(s) = ¥(s), Vs € [0, T]}.

Lema 3.1.3 [1] Assuma que as condi¢ées (A), (F1), (F2) sejam satisfeitas. Entdo para cada
t > 0 a aplicagdo G(t,-) : D(A) — D(A) possui valores limitados. Além disso, nyD(yg) :=
{mr(y(+)) : ¥(-) € D(y0)} € limitado em C([0,T],X) para qualquer T > 0, yo € D(A).

Demonstracdo: Sabendo que as condi¢oes (F1), (F2) sdo satisfeitas, existem constantes
Dy, Dy >0 tal que

[l = lly =yo+yoll < [ly = yoll + [Iyoll < D1+ Dallx]], (3.11)

Vxe D(A), Vye F(x) emque yy € F(0).
Além disso, como as condi¢des (A), (F1) e (F») s@o satisfeitas, entdo pela Observagdo 3.1.1
existe uma tnica solucdo integral z(-) € C([0,7],X) do problema

{ “(0) € AGw) 1)
z(0) = yo.

Seja ro = max{||z(t)||, 0 <t < T} < . Consideremos uma solucdo arbitréria y(-) € D(yo),
y(+) =1(y0)f(-). Entdo, segue-se das desigualdades (3.6) e (3.11) que

@I = Iy =20+ < [0l + Iy(6) =0l <1120
+ O =0+ [ I@lde= 0+ [ 17l

1
< r0+/0 (D1 +Da||y(v)|)d, Vi <T. (3.12)
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Sendo assim, se D, = 0 temos que ||y(¢)|| < ro+ D1t <rg+ DT, ¥Vt €[0,T]. Por outro lado,
se Dy # 0 e reescrevendo (3.12) por

D, D, t D,
t — < — Dy — d
b+ pe < (ro+pr) + [ 22 (et bl ) e

temos pelo Lema de Gronwall-Bellmam

¢t < +— o284t — + — 28 + — 28Vt 0,T].
Hy< )H D2_<r0 D2>e ro D> 4 >\’ D> € ) E[ ) ]

Logo ||ly(1)|| < (ro + g—;) el T — %, V't € [0,T]. Portanto, w7 D(yg) € limitado em C([0,7],X),

VT >0,Vy € D(A). Portanto, é 6bvio que o conjunto G(t,yo) = {y(¢) : y(-) € D(yo)} é
limitado para cadat > 0, yo € D(A). |

Lema 3.1.4 [1] Assuma que as condi¢oes (A), (F1), (F2) sejam satisfeitas. Entdo para qual-
quer t > 0 fixado existe ¢ > 0 tal que

disty (G(1,x),G(t,y)) <exp(2ct)|x—y|, Vx, y € D(A). (3.13)

Demonstracdo: Seja X € G(t,x) arbitrdrio, x € D(A), t > 0 e seja x(-) € D(x) com x(-) =
I(x)f(-), tal que x(z) =*. Como x(+) é solugdo integral da inclusdo (3.1) com x(0) = x, temos
que f(t) € F(x(t)) t-t.q.p. em [0,T]. Logo dist(f(t),F(x(t))) =0, T-q.t.p. em [0,7]. Seja

y € D(A). Entdo pela Observacao 3.1.4 existe pelo menos uma solugao integral y(-) € D(y),
com y(-) = I(y)g(-) tal que

T
lx(T) —y()|| < ||x— | exp(2ct) +/ exp(2c(t—s))p(s)ds, ¥V T € [0,], ¢ > 0 constante.
0

Como p(t) = 2dist(f(7),F(x(t))) = 0 T-q.t.p. em [0,7] temos que,
[1x(7) = y(D)|| < []x = yl[exp(2¢T),em [0,7].

Visto que X € G(z,x) é arbitrario, temos

dist(G(1,x), G(t,y)) < exp(2ct)lx —yl.
Analogamente, podemos provar que

dist(G(1,), G(t,x)) < exp(2ct)[x—yl|.
Portanto a desigualdade (3.13) é verdadeira. [ |

Para B € B(D(A)) denotemos D(B) := U D), M(B,T) :={f(-) € LY([0,T].X) : y(-) =

1W£0), ¥(0) € mD(B)). -

Lema 3.1.5 [1] Assuma que as condigcdes (A), (F1), (F2) sejam satisfeitas. Entdo para cada

Be B(D(A)) e T > 0 os conjuntos M (B, T), iy D(B) sdo limitados em L*([0,T],X) e C([0,T],
X) respectivamente.
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Demonstracao: Sejax € B e B(D(A)), T > 0 arbitrario. Tendo em vista o Lema 3.1.3 existe
K > 0 dependendo de B e T tal que para qualquer x(-) € D(x)

()|l < K1, V1 €[0,T].

Considere y(-) = I(y)g(-) arbitrdrio em D(B) com g(-) € L'([0,T],X) e y(0) =y € B. Assim,
do mesmo modo como no Lema 3.1.4 obtem-se a existéncia de x(-) = I(x) f(-) € D(x) com
f() € LY([0,T],X) tal que [[x(r) = y(r)]| < exp(2et)|lx—y[|. V' € [0,T]. Logo.
YOI =) =x(@0) +x(@)]| < lly(0) =x(@ + (@[] < [lx(@) ]| + exp(2cz)[lx - ]|
< Kj +exp(2ct)K2 < Kj +6Xp(2CT)K2, Vit e [0, T],
em que K;, K, dependem de B. Portanto 7D (B) é limitado em C([0,T],X).

Provemos agora que M (B, T) € limitado em L*([0,T],X). Seja f(-) € M (B, T) arbitrario.
Entdo existem x € B, x(-) € D(x), tal que x(-) = I(x)f(-) e f(¢t) € F(x(¢)) t-q.t.p. em (0,T).
Seja X € D(x) fixado. Como a condig¢@o (F) é satisfeita entdo F possui valores limitados logo,
9] <D <o, Vy € F(X). Dados € > 0, 1 € (0,T) existe ye(r) € F(%) tal que

dist(f (1), F(x)) = ||/ () = ye(1)]| —&.

Entdo, como a condi¢do (F>) é satisfeita existe ¢ > 0 tal que

ol 1F(£) = ye(®) +ye (D)

1£(1) = ye(@) |+ llye (@)
[[ye(®) ]| +&+dist(f(2), F (%))
[[ye ()]l +&+cllx(r) = x|
D+e+cl|jx(r) — x|
D+e+c(||x(2)]| + ||x]]) t-q.t.p. em (0,T).
Visto que tpD(B) € limitado em C([0,7],X)

VAN VAN VAN VAN VAN

Ifllee = sup ess|[f(1)llx <D+e+c(llx(@)l=(o,r)x)+ [I*llx)
O<t<T
= D+e+c(lx()llcqorx) + [Xlx) < e
Portanto M (B, T) é limitado em L*([0,T],X). |

Observacao 3.1.5 [16] Suponha X* um espaco uniformemente convexo. Se o semigrupo S(t,-)
gerado por A é compacto (isto é, o operador S(t,-) é compacto ¥t > 0) entdo para qualquer
x € D(A), T > 0o conjunto nrD(x) é compacto em C([0,T],X).

Corolario 3.1.1 [1] Assuma que as condigdes (A), (F1), (F») sejam satisfeitas. Seja X* unifor-
memente convexo e suponha o semigrupo S(t,-) compacto, entdo o semigrupo multivoco G(t,-)
possui valores compactos para cada t > 0.

Demonstracao: Devemos mostrar que G(z,x) = {y(¢) : y(-) € D(x)} é compacto para cada
t > 0. De fato, sejat > 0 e {z,} uma sequéncia em G(t,x). Logo z, = yn(t), yu € D(x).
Tome T > t. Pela observagdo anterior nyD(x) = {y: [0,T7] — X : y € D(x)} é compacto em
C([0,T],X). Como y, € 7 D(x) logo, existe uma subsequéncia {y,, } de {y,} tal que y,, —y €
nrD(x) em C([0,T],X), isto é,
sup ||yn;(t) =y(7)llx =0,
1€[0,T]
quando j — co. Em particular, [|y,;(t) —y(t)|[x — 0, quando j — co. Portanto z,; = y,;(t) —
y(t) € G(t,x), quando j — oo. Portanto G(t,-) é compacto em X. |
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Lema 3.1.6 [4] Seja u(t) uma fungcdo com valores em X em um intervalo real. Suponha que
d

u(t) adimite derivada fraca u'(s) € X emt = s (isto é, o (u(t),x*) |1=s = (&' (s),x*) para cada

x* € X*). Suponha que t — ||u(t)|| é diferencidvel em t = s. Entdo

||M(S)||%||M(S)|| = (' (s),f)
para cada f € J(u(s)).

Demonstracao: Sejam i > 0e f € J(u(s)). Entdo, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e
pela defini¢do da aplicag@o dual J temos

(u(s +h) —u(s), f) = (uls+h),f)— (uls), £) < Juls+n)[IF]| — llu(s) >
lea(s + )T = NueCs) [l aeCs)
= uCs+m)A = [uls) A1
= (luls+R)[| = lluCs) DI (3.14)

Dividindo a inequagdo (3.14) por & temos

< st ) —ul) f> < & s+ 1) = () ) 171

Como u(t) é fracamente diferencidvel emt = s et — ||u(z)|| é diferenciavél em ¢ = s,

d d
/

< —_— = —_— .
(W (5), ) < 1A o)) = )| ()]
De modo anélogo, para h < 0 temos

((s).f) = ||u(S)II%Hu(S)H-

Portanto, p
(u'(s), f) = ()= luls)Il-

Proposicao 3.1.3 [2] Uma aplicacdo multivoca com valores ndo-vazios, compactos é continua
se, e somente se, é continua no sentido da métrica de Hausdorff.

Vamos formular agora o principal resultado sobre a existéncia de um B-atrator global com-
pacto para o semigrupo multivoco G(z,).

Teorema 3.1.1 [1] Assuma que as condi¢cdes (A), (F1), (F2) sejam satisfeitas e que X* seja
uniformemente convexo. Sejam S(t,-) o semigrupo compacto gerado por A e G(t,-) o semi-
grupo multivoco compacto para algumto > 0 (isto é, ¥V B € B(D(A)) o conjunto G(to,B) é pre-
compacto em X ). Assuma que qualquer solugdo integral y(-) € D(yo), yo € D(A) do problema
(3.1), (3.2) € solugdo forte do Problema (3.3), (3.4) em que f(-) é a selecdo com respeito a
solugdo integral y(+), e que a seguinte condi¢do vale:

38>0, M > 0tal queV x € D(A), ||x|| > M,
VyeA(x)+F(x), 3 jeJ(x)para o qual (y,j) < —9. (3.15)

Entdo o semigrupo multivoco G possui o B-atrator global compacto negativamente invariante

R que é o minimal entre todos os B-atratores globais fechados. Além disso, R é invariante e é o
conjunto maximal entre todos os subconjuntos limitados em X e negativamente invariante pelo
semigrupo multivoco G.
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Demonstracao: Provaremos que todas as hipéteses do Teorema 2.2.3 sdo satisfeitas. Pri-
meiro notemos que, como G(z,-) é compacto para algum fy > 0 entdo, pela Proposi¢do 2.2.1 o
semigrupo multivoco G(t,-) € assintoticamente semicompacto superior.

Note que, a aplicacdo multivoca G(t, -) é continua no sentido da métrica de Hausdorff, pois,
dado € > 0, tome & = €/exp(2ct) e teremos, pelo Lema 3.1.4, que V ¢ > 0 fixado vale

disty (G(t,x),G(t,y)) < exp(2ct)||x —y|| < exp(2ct)e/exp(2ct) =€, Vx,y € D(A),

com |[x —y|| < 8. Por outro lado, segue-se do Corolario 3.1.1 que G(z,-) possui valores com-
pactos, isto é, G(t,-) : D(A) — K(D(A)). Logo, segue da Proposicao 3.1.3 que G(t,-) é semi-
continua superiormente.

Afirmacio: G(t,Bg) C By, ¥Vt > 0em que By := {u € D(A) : ||u| < M+g}, sendo gy > 0
fixado. De fato, é suficiente mostrar que qualquer solugdo integral com condi¢do inicial em
By encontra-se inteiramente em By. Seja x(-) € D(x) arbitrdrio com x € By e suponhamos por
contradi¢do que existe 7o > 0 tal que x(f9) ¢ Bo. Entdo |[x(f9)|| > M + €y. Considere y(t) =
||x(2)|| — M —€9. Note que y(f9) > 0. Por outro lado, como x € By, entdo ||x|| = ||x(0)|| < M +¢€o.
Logo, y(0) < 0. Portanto, pelo teorema do valor intermedidrio existe t5, > 0 tal que y(tg,) =0,
logo ||x(tg,)|| = M +¢€, ||x(7)|| > M +¢, tg, < T < tfy. Pela inclusdo (3.1) temos que existe

uma selecdo f(¢) € F(x(t)) t-q.t.p. em [tg,, 1] tal que Z—):(t) € A(x(t)) + f(z). Logo, existe
y(t) € A(x(t)) de modo que
dx
dt

Pela hipétese existe j € J(x(t)) tal que (y(t) + f(¢),/) < —8. Multiplicando (3.16) por j €
J(x(t)) temos:

(1) =y() + 1 (). (3.16)

(50.0) = 6O+1@.) < =5

d
Pelo Lema 3.1.6 temos Hx(’c)H%Hx(’c)H < —4. Logo,

S x(@)||* < =8, tp, < T <10 (3.17)

Integrando (3.17) sobre [t,,fo] temos:

1 1
S (o) I = 5 (s |2 < —8(0 — 15, ).
Logo
e(r0) 1 < flx(rz,)|I* — 28(t0 — 15,) = (M +#0)* —28(t0 —15,) < (M +€0).

Portanto ||x(to)|| < M +¢€g o que contradiz ||x(t)|| > M + €. Portanto, G(¢,By) C By, Vt > 0.
Mostremos que G(t,-) é ponto dissipativo. Mostremos entao que para todo x € D(A) existe

t1 > 0 tal que G(t1,x) C Bp. Suponhamos, por contradi¢do, que existe xo € D(A) tal que
2 2
G(t,x0) ¢ By, Vt > 0. Tome t, > max {W,O}. Como By € positivamente invari-

ante, existe x(-) € D(x) tal que x(t) & By, V T € [0,12]. Usando a condi¢do (3.15) e procedendo
como antes temos

— = |x(0)|]> < =8, V1 e [0,1]. (3.18)



34

logo

IR < ol 280 < o~ 2 (POEZ O ) a2

Entdo ||x(r2)|| < M +¢€p. Portanto x(t,) € By que é uma contradi¢do ja que x(t) ¢ By, VT € [0,12].
Logo G(t,-) é ponto dissipativo.

Resta mostrar que, para qualquer B € B(D(A)) existe T'(B) € R, tal que ﬁ( B) (B) € B(D(A)).
Do mesmo modo que mostramos que G(¢,Bgy) C By, Vt > 0 podemos mostrar que para qualquer
N>M,G(t,By) C By, Vt>0,emque By :={x € D(A) : ||x|| <N}. De fato, seja B € B(D(A))
arbitrario. Logo, existe ¢ > 0 tal que ||b||x < ¢, V b € B. Considere N > max{c,M}, logo
B C By. Portanto, Y§ (B) = U G(t,B) C U G(t,By) C By € B(D(A)). Logo, pelo Teorema

t>0 120

2.2.3 G(t,-) possui o B-atrator global compacto, negativamente invariante R que é o mini-
mal entre todos os B-atratores globais fechados. Note ainda que, pela Proposicao 2.2.4 (i),
VBC B(m) negativamente invariante, tem-se que B C R = R. Portanto R € o maximal entre
todos os subconjuntos limitados negativamente invariante de G(¢,-). Além disso, R € invariante,
pois pelo Lema 3.1.2 G(#; +t2,x) = G(t1,G(t2,x)) ¥V 11,6 € Ry, YV x € D(A). Portanto pela
Observacdo 2.2.4 R = G(t,R), V't > 0. [ |

3.2 Aplicacoes
Vejamos alguns exemplos de inclusdes diferenciais para os quais os resultados anteriores pos-
sam ser aplicados.

3.2.1 Inclusoes Diferenciais em Espacos de Hilbert

Seja H um espaco de Hilbert separdvel e ¢ : H — (—oo,+o0] uma fungio prépria convexa,
semicontinua inferiormente e ¢ : D(d9) C H — 2% a subdiferencial, isto &,

IQ(x) = {y € H : 9(x) —9(u) < (yx—u), Vu € H}
em que (-,-) denotard o produto interno em 4. Denote D(¢) o dominio de @, isto é,
D(@) ={x € H : ¢(x) < +oo}.

Considere o problema

{%(t) e —30(y)+F(u), 1 €[0,T], (3.19)
y0) = wed,

em que F : H — 27 é uma aplicacdo multivoca, satisfazendo as condicdes (F), (F») para

X =5HeA(y) =0¢(y).

Proposicao 3.2.1 [4] O operador —0@ é m-Dissipativo. Além disso, D(@) = D(9¢).
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Proposicao 3.2.2 [4] O operador 09 gera um semigrupo ndo linear de operadores S(t,-) :
D(9) = D(9).

Observacao 3.2.1 Segue do Lema 3.1.1 que a inclusdo (3.19) define um semigrupo multivoco
G(t,-) - D(@) = P(D(0)).

Teorema 3.2.1 [18] Seja ¢ uma funcdo convexa prépria e semicontinua inferiormente em H
e seja S(t,-) o semigrupo gerado por ¢ em D(dQ). Entdo para todo ug € D(99) e todo t > 0,
S(t,up) € D(99), e t — S(t)ug é Lipschitz em (8,+o0], ¥V & > 0.

A nog¢do de operador monétono em um espago de Hilbert aparece como um caso particular
de operador mondtono de um espaco de Banach no seu dual. Seja X um espaco de Banach de
norma || - || e X* seu dual.

Definicao 3.2.1 [4] Seja V um espaco de Banach real, um operador A :' V. — V* é dito ser
mondtono se para todo u,v € D(A)

(Au—Av,u —v)y., > 0.

Um operador mondtono A -V — V* é dito ser maximal mondtono se ele ndo esta propriamente
contido em qualquer outro operador mondtono de V em V*.

Teorema 3.2.2 [4] SejaV um espago de Banach real e ¢ : V — (—oo, +o0| uma fun¢do convexa,
prépria e semicontinua inferiormente. Entdo 0@ :V — V* é um operador maximal mondtono.

z

Definicao 3.2.2 [4] Seja V um espago de Banach. Dizemos que um operador A 1V — V* ¢
coercivo se

o (Aujug)y,.
hm — 7 — 00
j=e |uglly

qualquer que seja (uj) C'V com lim |luj|y = oe.
e

2

Definicao 3.2.3 [4] Seja V um espaco de Banach. Dizemos que um operador A : V — V* é
hemicontinuo se para todo u,v € V tivermos

A(u+iv) — Au
quando A — 0.

Teorema 3.2.3 [4] Se X é um espaco de Banach reflexivo e B é um operador mondtono, defi-
nido em toda parte e hemicontinuo de X em X*, entdo B é o maximal mondtono. Se em adi¢do
B for coercivo, entdo Im(B) = X*.

Observacgao 3.2.2 [19] O semigrupo S(t,-) é compacto se a seguinte condi¢cdo € satisfeita:
(H) O conjunto Mg ={u € D(Q) : ||lu|| <K, ¢(u) < K} é compacto em H para qualquer K > 0.

Observacao 3.2.3 [1] Se a condi¢do (H) é satisfeita decorre do Coroldrio 3.1.1 que o semi-

grupo multivoco G(t,-) possui valores compactos, isto é, G(t,-) : D(¢) — K (D(¢)).
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Considere o problema

% o(u) > f(t), t €10,7T], (3.20)
u(0) = up € D(9). (3.21)

Proposi¢ao 3.2.3 [4] Sejam f € L*([0,T],H) e up € D(9). Entdo, existe uma tinica solugdo
forte u(-) € C([0,T],H) do problema (3.20) — (3.21) satisfazendo:

() u(-) e W'2([8,T],H) paracada 0 <8< T.
(ii) u(t) € D(A), t-g.t.p. em (0,T).
(i) Se uy € D(¢) entdo j—i‘ e 12((0,T], %), ¢(u) € L([0,T]).

(iv) @(u(r)) é absolutamente continua em [8,T], VO <d < T.
2

du
(V) t E(f)

+1 le—(f( (1)) :t(f(t),ili—;t(f)) t-q.t.p. em (0,T).

(i) VF S € 12(0.7],90), 9lu) € L1(0.7]).

A demonstragdo deste resultado serd feita no Apéndice, assim como a definicdo formal do
espago W*P([0,T],#) que tem como caso particular W'-2([3, T], H') que aparece no Teorema
anterior.

Observemos a seguinte consequéncia importante da Proposi¢do anterior. Tomemos uma
solugdo integral u(-) € D(ugp) arbitraria da inclusdo (3.19) com u(-) = I(up)f(-). Pelo Lema
3.1.5 f(-) € L*([0,T],%). Assim, uma vez que a solugio de (3.20) é tinica para qualquer
uo € D() segue da Proposicio 3.2.3 que u(-) é uma solugdo forte de (3.20).

Além disso, a proposi¢do anterior € o Lema 3.1.5 nos permitem provar uma propriedade
importante do semigrupo multivoco G.

Teorema 3.2.4 [1] Assuma que a Propriedade (H) seja satisfeita. Entdo o semigrupo multivo-
co G é compacto.

Demonstracio: Devemos mostrar que para cada B € B(D(¢)) e qualquer 7 > 0 o conjunto
G(T,B) é precompacto em #. Como as condi¢des (A), (F1), (F2) sdo satisfeitas, pelo Lema
3.1.5 temos que para qualquer 7 > 0 o conjunto M (B,T) é limitado em L([0,T],#), em
particular, M (B,T) é limitado em L?([0,T],#). Seja u(-) € D(B) arbitriria. Entdo pela
proposi¢do anterior temos

du 2

E(l)

41 cjl—(tp( (1) =t (f(t), Z—?(r)) t-q.t.p. em (0,7). (3.22)

t

Integrando (3.22) sobre o intervalo [0, 7] temos

/OTt du zdt—i—/Othi—(f(u(t))dt:/oTt<f(t),%(r)) dt

:>/0Tt du 2dt+T(p(u(T)):/OTt(f( d_ )dt+/ de  (3.23)

5 ()
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Assim, como @(u) > 0 e usando a equagdo (3.23) e as desigualdades de Cauchy Schwarz e

Young temos
/T du
1
0

T
| a0
= [r(ro. 5w )ar [ oo
< [ VEOIVE |50 ars [ oty

1 T 2 1 T
< = _
< 5 | ilrordes [

2

du dr

2
7 dt +To(u(T))

(r)

IN

2
‘;—;‘(z) dr + /0 " o(u(t))dr

1 (7T |ldu, || 1 /T r
= —/ t|—(1)]| dt < —/ t||f(t)|]2dt+/ Q(u(t))dr.
2 Jo dt 2 Jo 0
Portanto,
T ldu | T ) T
/ 1124 0y dtS/ FO)| dt—|—2/ o(u(t))dr. (3.24)
0 dt 0 0
du 2
Novamente, como fOTt‘ E(t)' dt > 0 e usando a equagao (3.23) e as desigualdades de Cauchy

Schwarz, Young e (3.24) temos

d u

E(I)

_ /0 " (f(r)%‘(r)) dr + /O " o(u(r))de

T du T
| Vil | o+ [ eu)ar

< I/Tt|]f(t)||2dt+1/Tt
- 2Jo 2 Jo

< [ColraPa2 [ owia (3.25)

2
dt +To(u(T))

IN

To(u(T))

IN

2
%(I) dt+/0T(p(u(t))dt

Sejam xp € D(IP) e yo € 9Q(xp) e considere §(u) = @(u) —@(xo) — (yo,u —xp). Entdo a inclusdo
(3.20) € equivalente a inclusdo (ver na demonstragdo da Proposi¢do 3.2.3 em Apéndice)

du -

L +90(u) > £(1) — o = F(0)

Portanto, sem perda de generalidade podemos assumir que
min{@(u) :u € H} =@(xp) =0.

Logo, @(u(t)) < (y(t),u(t) —xo), paratodo y(r) € d@(u(t)). Ou seja,

du

oute) < (104

(1),u(t)— x0> t-q.t.p. em (0,7).
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Assim, usando a desigualdade de Cauchy Schwarz temos

o) < (0= 00 -x0) = 1Ol -0+ (-5 Ol 0
< WOl ol + (=000

Integrando a inequag@o acima sobre o intervalo [0, 7] temos

[ otwoyar < [ 150 ) -+ [ <_%<t>,u<f)_x0) a
= [ 1@l —ohar+ [ (<50 + S0 ) -0 )
= [ U)ol [ ) ol

= [ 1Ol o) ol — 3 [lT) = 0] = u(0) ]
IO o) ol + 3 10) s (326

IN

Por outro lado, como 0 € d@(xp), temos pela desigualdade (3.6) que

lw(r) =0l < HM(O)—X0H+/O IF(D)lldt, 0<r<T.

Logo, .
1F @) [[ur) = 0[] < Hf(f)HHM(O)—X0H+Hf(f)H/O £ (7).

Integrando a inequag@o acima sobre [0, 7] temos

L0l ol < @)l [ sl [ 1701 [ 1@ s
2
= o) ol [ I@lar+ 5 ([CIsonar)  G2n

Portanto de (3.26) e (3.27) temos
r 1
[ oty = 31u@) —al? 1)l [ irar & ([Misonar)

= 5 (IO -+ / rOlar) <D< (.28)

Uma vez que o conjunto M (B, T) é limitado em L*([0,T],H) para B € B(D(9)), D nido de-
pende de u(-) € D(B). Portanto de (3.25) e (3.28), para qualquer 7' > 0 existe uma constante
K > 0 que ndo depende de u de modo que

o) < ([ s a+n) < ([ rislfa+p)

< ([ wora+7) <k
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Por outro lado, Pelo Lema 3.1.5 D(B) ¢é limitado em C([0,T],#). Logo, |lu(T )H}[ <L <o,
Vu(-) € D(B). Entdo G(T,B) C Mk, := {u(-) € D(B) : |u(T)|| 5y < Ko, ¢(u(T')) < Ko} em que
Ko = max{K,L}. Logo, G(T,B) C Mg, = M,. Portanto, pela Propriedade (H) G(T,B) é um
fechado no compacto Mk,. Logo G(T,B) ¢ precompacto. [ |

Corolario 3.2.1 [I1]Y T >0, 3K > 0 tal que G(T,B) C M.

Teorema 3.2.5 [1] Assuma que a condi¢do (H) seja satisfeita. Suponha que existem & >
0, M >0 tal que ¥ u € D(09), ||u|| >M,Vyec —0¢(u)+ F(u),

(yyu) < 8. (3.29)

Entdo o semigrupo multivoco G possui o B-atrator global compacto negativamente invariante
R que é o minimal entre todos os B-atratores globais fechados. Além disso R é invariante e é o
conjunto maximal entre todos os subconjuntos limitados em H e negativamente invariante pelo
semigrupo multivoco G.

Demonstracao: Tendo em vista o Teorema 3.2.4 temos que o semigrupo multivoco G é com-
pacto. Temos por hipdtese que existem & > 0, M > 0 tal que V u € D(dQ), ||u|| > M, Vy €
—d@(u) + F(u) de modo que (y,u) < —8. Como u € J(u) pois (u,u) = Hu||§{ segue que a
condicdo (3.15) é satisfeita. Portanto, a afirmacéo do teorema segue do Teorema 3.1.1. [ |

3.2.2 Inclusoes Diferenciais Parciais com p-Laplaciano

Seja f: R — G(R) (G/(R) é o conjunto de todos os subconjuntos nio vazios, limitados, fecha-
dos e convexos de R) uma aplicacdo multivoca. Assuma que f seja Lipschitz, isto é, 3C >0
tal que Vx,z € R

disty(f(x), f(2)) < Cllx—z]|.
Seja Q um subconjunto aberto e limitado de R” com fronteira suficientemente suave 0<.
Assim definimos a seguinte aplicagdo multivoca em L(Q), F : D(F) C L*(Q) — P(L*(Q)),
por

F(y():={&(-) € L(Q) : §(x) € f(y(x)) x-q.tp. em Q}.

Nesta se¢do consideramos o seguinte problema

d
% — div(DM|Viy [PV ) + [up [Py, € F(up) +h em (0,T) x Q
d
(P, ) %(I,x) =0 em (0,7) x 0Q
n
u(0,x) = ug . (x) em Q,

com p > 2, h,ugy, € L*(Q), D ¢ L*(Q), D*(x) > 6 > 0 q.tp. em Q, A € [0,A9] e D* — DO,
em L*(Q) quando A — 0, Q, e F como acima.

Lema 3.2.1 [1] Existem Dy, Dy > O tal que Vx € R, Vy € f(x)

ly| <Di+Dslx|.
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Demonstracao: Seja xp € R fixado. Como f possui valores limitados, temos |yg| < Dy <
oo, ¥V yo € f(xp). Note que, f(xp) é compacto em R pois, f(xp) é limitado e fechado em R.
Entdo, para qualquer x € R, y € f(x), existe yg € f(xp) tal que dist(y, f(xo0)) = |y — yo|. Portanto
como f € Lipschitz temos

v = [y—yo+yol <|y—yol+I[yo| =dist(y, f(x0)) + |yo|
< Clx—xo|+|yo| < C|x|+C|xo| + Do < D1 +Ds |x]|.

Lema 3.2.2 [1] Sob as condi¢cdes mencionadas acima as seguintes propriedades sdo vdlidas:
(1) D(F) =L*(Q)

(2) F:L*(Q) = G(L*(Q))

Demonstracao:

(1) Note que f possui valores compactos. Além disso f € continua no sentido da métrica
de Hausdorff, pois f é Lipschitz. Logo, pela Proposicdo 3.1.3 f € continua. Entdo f é
uma aplicacdo Carathéodory. Logo, para qualquer y(-) € L?>(Q) a aplicagio multivoca
fO() : @ = G(R) é mensuravel. Portanto, pelo Teorema 1.1.15 f(y(:)) possui uma
selecdo mensurdvel (+) com &(x) € f(y(x)) x-q.t.p. em Q. Além disso, pelo Lema 3.2.1
temos que existe Dy, D, > 0 tal que

[€130) = | [E)Pdx < [ (D1+Daly(@)]Pdx <D <o

pois y(+) € L*(Q). Logo, &(+) € L*(Q). Portanto &(-) € F(y(-)), concluindo que F (y(-)) #
0. Portanto y(-) € D(F). Como y(-) € L*(Q) foi arbitrario entio concluimos que D(F) =
L*(Q).

(2) Queremos mostrar que para cada y € L?(Q) tem-se que F(y) é ndo vazio, limitado, fechado
e convexo em L?(Q). De fato, decorre da demonstracio de (1) que F(y) # 0. Além disso,
usando o Lema 3.2.1 e integrando sobre € temos

81320 = [ [E@Pdx < [ D1+ Dyl Pdx < K < oo

V& € F(y). Portanto, F(y) é limitado em L?(Q).

Mostremos agora que F () é fechado em L?(Q). Seja {€,} C F(y) uma sequéncia tal que &, —
Ecl? (Q). Entido, pelo Corolario de Riesz-Fischer existe uma subsequéncia, que continuaremos
denotando por &,, tal que &, — & x-q.t.p. em Q. Como f(y(x)) é fechado obtemos &(x) €
f(y(x)) x-q.t.p. em Q. Portanto & € F(y).

Por fim, mostremos que F(y) é convexo. Seja &1,&; € F(y). Entdo &;(x), & (x) € f(y(x))
x-q.t.p. em Q. Como f(y(x)) é convexo temos (0&; + (1 — a)&2)(x) € f(y(x)) x-q.t.p. em Q,
Vo € [0,1]. Portanto, 0&; + (1 — )& € F(y), Va € [0, 1]. u

Lema 3.2.3 A aplicacdo F : L*(Q) — C,(L*(Q)) é Lipschitz.
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Demonstracio: Sejam u, v € L?>(Q) e & € F(u) arbitrdrio. Mostremos que
dist(&, F (v)) < Cllu=vl 20

Note que pela prova do Lema anterior tem-se que as aplicagdes &(x), f(v(x)) sdo mensurdveis.
Precisaremos do seguinte resultado:

Proposicao 3.2.4 [3] Dado € > 0, considere
Pe(x) :=Clu(x) —v(x)[ +&, P(x) := B(E(x),pe(x)),

em que B(c,r) é uma bola fechada centrada em c e raio r. Entdo a aplicacdo multivoca D(x) :=
P(x)N f(v(x)) é ndo vazio x-q.t.p. em Q e é mensurdvel.

Logo, Pela proposi¢io acima e pelo Teorema 1.1.15 existe uma sele¢do mensuravel zg(-), com
Ze(x) € D(x) x-q.t.p. em Q. Entdo |§(x) — z¢(x)| < pe(x) = Clu(x) —v(x)| + € x-q.t.p. em Q.
Logo,

1€(x) — ze(x)[* = C? |u(x) — v(x)|* + 26C |u(x) — v(x)| + €% x-q.t.p. em Q.

Integrando a inequacdo acima sobre £ temos

/\g — ze(x)] dx<C2/] x)| dx—|—2£C/ |u(x) —v(x)|dx+ € /dx

Logo, pela desigualdade de Holder temos
1
1€ — zell72 () < C*llu—vli72(q) +2eCllu = vl 20) 1917 +€2 Q. (3.30)

Como z¢(x) € f(v(x)) x-q.t.p. em Q e como f(v(x)) é compacto e {z¢(x) }e=0 C f(v(x)) existe

uma subsequéncia que continuaremos chamando de z¢(x) tal que zg(x) =3 z(x) € f(v(x)).
Portanto z( ) € f(v(x)) x-q.t.p. em Q. Logo, z € F(v). Fazendo € — 0 em (3.30) temos
1€ —zll72q) < C?llu—vi[72 ) Logo, dist(&,F(v)) = o 16— o < Cllu—vl2q). Como

EcF(u ) f01 arbitrdrio segue que

dist(F (u),F(v)) = sup dist(t,F(v)) < Cllu—vl;2q)
TeF (u)

De maneira analoga pode-se mostrar que
dist(F (v), F () < Cllv—ul| 12(q)
Portanto,

disty (F (u),F(v)) = max {dist(F (u),F (v)),dist(F (v),F(u))} < C|lu— v||L2(Q)

Concluimos portanto que F satisfaz (F}) e (F3).

Proposiciio 3.2.5 A aplicacdo F(u) := F(u) + h satisfaz (F|) e (F»).
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De fato, seja y € L2(Q). Primeiramente como F(y) # 0 temos que F(y) = F(y)+h # 0. Além
disso

I8+ Allz2() < [18llr2(0) + 1Al 12(0) S K < o0, VEEF(y)

pois h € L*>(Q) e F(y) é limitado em L?(Q). Portanto F(y) é limitado em L?(Q).

Mostremos agora que F (y) é fechado em L%(Q). Seja {€,} C F(y) uma sequéncia tal que
£, —EcL*(Q).Entio &, = {,+hem que {{,} C F(y) de modo que {, — { € L*(Q). Logo,
como F (y) é fechado em L?(€) temos que { € F(y). Portanto & ={+h € F(y) +h:= F(y).

Mostremos que F(y) é convexo. Sejam &, & € F(y). Entdao & =1 +h, Ea =0 +h
em que {1, & € F(y). Como F(y) é convexo al; + (1 — )8 € F(y), Va € [0,1]. Assim,
ali + (1 —o)& + (ah —ah) +h € F(y) +h = F(y), Vo€ [0,1]. Logo, (&1 +h) + (1 —
a)(C2+h) € F(y), Vo€ [0,1]. Portanto, a&1 + (1 — )& € F(y), Vo € [0, 1].

Por fim mostremos que F é Lipschitz, sejam u, v € L?>(Q). Note que dist,(F (u) +h,F (v) +
h) = disty (F (u),F(v)), pois seja x € F(u) arbitrario. Entao

dist(x+h,F(v)+h):= inf {p(x+h,y+h)} = inf {p(x,y)} :=dist(x,F(v)),
YEF(v) YEF(v)

com p(x,y) := [|x—y||12(q)- Logo, dist(F (u) +h,F (v) +h) = dist(F (u), F (v)). Analogamente,
tem-se que dist(F (v) + h,F(u) + h) = dist(F (v), F (u)). Portanto disty (F (u) +h,F(v) +h) =
disty (F (u),F(v)). Logo, como F é Lipschitz, existe ¢ > 0 tal que

dist(F(u) +h,F(v)+h) = dist(F (u), F(v)) < cllu—v[|2(0)-

|

Descreveremos agora as propriedades do operador principal p-Laplaciano Perturbado com
Condic¢ao de Fronteira Neumann Homogénea:

Consideremos Q C RV , N > 1, um aberto (de classe C 1), conexo, limitado, com fronteira
0Q suave, e sejam H := L?(Q,R) e V := W!?(Q,R), 2 < p < +oo fixo qualquer. Entio H é um
espaco de Hilbert real e V € um espaco de Banach real reflexivo.

Sabemos pelo Teorema de Rellich-Kondrachov que W!?(Q,R) estd compactamente con-
tidoem LP(Q,R),Vp > 1. Mas L?(Q,R) — L*(Q,R), ¥V p > 2. Logo W'?(Q,R) cC L*(Q,R),
Vp>2.

Temos também que a inclusdo V C H € densa, pois

s~ H ———H  _
H=I*QR)=W/"(QR) cWWP(QR) CH =H,

logo V' = H.
Visto que V C H, considerando o operador restricdo temos que H* C V*. Pelo Teorema de
representacdo de Riez, H = H*. Logo, temos V C H C V* com inclusdes continuas e densas.
Passemos agora a definicdo do nosso operador definido em V. Seja {D"} C L (Q,R),
DMx) > & > 0 x—qtp em Q para cada A € [0,A9] e D* converge para D° em L*(Q,R) quando
A — 0. Logo existe uma constante M > 0 tal que ||D| 1=(@) <M, V A € [0,A]. Considere-

mos, para cada A € [0, ], o operador AD* que a cada elemento u € V = W' (Q, R) associa o
elemento de V*,

AP uiv SR
dado por

ADxu(v) ::/QDk(x)\Vu(x)\p2Vu(x)V~v(x)dx—l—/Q|u(x)]p2u(x)v(x)dx.



AP" 4 estd bem definido, pois para cada v € V temos
D* -1 -1
AT u(v) < M| Vu [ [TVv llp Tl v llp < oo

visto que |Vul, |Vv|,u,v € LP(Q).
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2 ) ) )
Mostremos agora, que se u € V, entdo AP"y € v*. De fato, como AP i estd bem definido,

~ oo o . . .
para cada u, entdo resta mostrar que AP u é linear e limitado. A linearidade segue diretamente

da defini¢do de APM e das propriedades da integral. APM ¢ limitado, pois

A -1
| 47" - < C [ |74 )< oo, €= C(N. p. M) > 0.

Lema 3.2.4 [20] O operador ADK 1V — V* é mondtono.
Demonstracao: Usando a desigualdade de Tartar temos que para todo u,v € V:
<ADXu —Ava, U—vyry = (ADku, U—v)ysy — <Ath, U—V)yy
> oy / |Vu — Vv|pdx—|—'yz/ lu—v[Pdx
= on 1 Vu- Ve 4 v 5> 0,

Y1 =7(p,N) ZLO, Y2 =Y2(p,N) > 0.
Portanto AP" é monétono.

Lema 3.2.5 [20] O operador AD* 1V — V* é coercivo.

Demonstracao: SeucV,

A
(AP uuyy > 56|| Vu ||5a+ [
> L g lp+lulp
> Cllulb, C=C(N,8) >0.
Logo, se {u;} C V for tal que lirrxleJroo || uj ||v= oo, entdo
. -1 <AD u‘7uA> *, -1
limj 4o C || uj ||l =+4oe W\/Vv >C ||uj||¥ . Portanto

A
joree g flv

Lema 3.2.6 [20] O operador ADx 1V — V* é hemicontinuo.

(3.31)

~ . A A .
Demonstracio: Queremos mostrar que w — lim; ,0AP" (u+tv) = AP"u, para quaisquer u,v €

V.Como V = W'P(Q,R) (p > 2) é reflexivo (V = V**), precisamos mostrar que

(AL (u+1v),9)y+y — (AP u,@)y+y quandor — 0, V@ € V.

De fato, sejam u,v,9 € Vet € (—1,1). Temos

(AP (u+1v), @)y- v — (AP u, @)y | =

= | [o DM(x)|V(u+1v)|P72V (u+1v)VQdx + [ [u+1v|P~2(u+1v) @dx
o D) IVilP 2V uVgdx— o P ugd

< 1M =@ Ja | [V () [P72V (u+1v) = [VulP~2Vu| [Veoldx

+ Jo | lu+tvP~2(u+1v) — |u|P~2u| |@|dx — 0, quando t — 0,

pois ¢, (¢) := [¢|P72(, £ € R, é continua e V(u+1v) = Vu+1tVy — Vu quando t — 0.

A L . )
Portanto, O operador AP" . v — V* é hemicontinuo.
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Observacio 3.2.4 Usando o Teorema 3.2.3 podemos concluir que o operador AP SRR T Vv,
D(AD}L) =V, é maximal mondtono e R(ADX) = Imagem(ADx) :AD}L(V) =V*.

Pelo Exemplo 2.3.7 em [18] concluimos que o operador AZK, a realizacdo de AP em H
dada por

{ DAPY = {veV; APy e H} (3.32)

AP () = AP™y, se v e D(AD"),

¢ um operador maximal monétono em H e D(Agk) = H = L?*(Q). Daqui em diante denotaremos
A A A .
AP"D(AP™Y € H — H por A (u) := —div(DM|VulP~2Vu) + |u|P~?u.
Os semigrupos gerados por certas classes de operadores maximais mondtonos tem um efeito

regularizante sobre os dados iniciais, isto é, S(¢,up) € D(A) para todo uy € D(A) e todo t > 0,
principalmente no caso onde A € a subdiferencial de uma funcio convexa, propria e s.c.i. ( veja
Teorema 3.2.1).

Proposicao 3.2.6 [20] O operador Ag}h é do tipo subdiferencial.

Demonstracao: Considere \|le : L*(Q) — RU {+oo} definido por

WDx(u): S /QD (x)|Vul dx+/g\u| dx], ueWw?(Q)

+oo, caso contréario.

Temos que 8\|IDA é maximal monétono em L?(Q), uma vez que wa € uma aplicagio convexa,
propria e semicontinua inferiormente (veja o Teorema 3.2.2 com V = #). Mostremos que
—div(DMVu|P~2Vu) + |u|P~2u = alpDku. Como ambos sdo maximais monétonos basta mos-
trarmos apenas uma das inclusdes. Mostraremos entdo que —div(D* Vu|P~2Vu) + |u|P~%u C
awau :

Seja u € D(—div(DVu|P~2Vu) + [u|P~%u) e v = —div(D*Vu|P~2Vu) + |u|P~2u, entdo
paracada eV

(&) = (A”uE—u)
= /QDx(x)Wu(x)]pZVu(x)(Vé(x) — Vu(x))dx

[ ) 7 2u0) 6) — )
_ /Q DM)|Vu () [P 2 Vi (x) VE (x)dx — /Q DMx)|Vu(x) [Pdx
+ [ ) 2u(B e~ | fux) .
Logo
<v,g—u>+/QD’~(x>yvu(x)dex+/Q\u(x)wdx:
= | DM VU2V VERdr+ [ (0] 2u(x)E
< [ DMV VEdx+ [ Jul)l )
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< ]%/QD}"(X)’VM(XHPCZX—F%/QDX(XHVF’(X)V’L{X
4= [ o+ [ s

_ H /Q DM [Vau(x)|Pdx+ /Q ]u(x)\pdx}
2] [ DPevewpac [ wias.

Logo,
(v, & —u) + (u%) Vg)z)k(x)\vu(x)ypdw/g\u(x)ypdx} <
< H /Q DMx) [ VE(x)|Pdx+ /Q \a(x)v’dx]

Logo,
& —u)+y”" (u) < yP'(§), VEEV = WP (Q).

Agora note que se & € L*(Q)\W!?(Q) entio \VDK(EJ) = oo ¢ 0 resultado segue.
Logo,

A A
(& —u) + ¢ (u) <y (€)
para todo & € L2(Q), e portanto v € oy (u).
Como A}’?Ix e yP" si0 maximais monGtonos segue que Agx = ayP", |

Teorema 3.2.6 Assuma que a seguinte condigcdo seja vdlida: Existem My > 0, €& > %4—

1
AT R
Vol I [alaue que Vs € R, V2 € [(s),

cC
zs < G—;|s|p—eo|s|2+Mo, (3.33)

em que G ¢ a constante de imersdo de W''P(Q) — LP(Q). Entdo o semigrupo multivoco as-
sociado ao problema (Py,) possui o B-atrator global compacto negativamente invariante R*
que é o minimal entre todos os B-atratores globais fechados. Além disso R* ¢ invariante e é o
conjunto maximal entre todos os subconjuntos limitados em L*>(Q) e negativamente invariante
pelo semigrupo multivoco G.

Demonstracdo: Primeiramente mostraremos que a condi¢do (H) é satisfeita: Visto que
Wlr(Q) cc LP(Q) — L*(Q) (portanto WP (Q) cC L*(Q)) e

Mg := {u e DY lullr < K, WP () < K} = M,

é suficiente mostrarmos que para cada K > 0, M é limitado em W!'”(Q). Sejam K > 0 e
u € Mk dados arbitrariamente (fixados). Entdo, pela inequagdo (3.31) temos

p p 2
cllullh < > [8]|Vu|| D+ Jlul|P] < ” {/QDX(X) |Vu|1’dx—|-/g|u|l’dx] = py? (1) < pK =: K1,

<=

K
portanto ||ully < [71}
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Mostremos agora que a condi¢d@o (3.29) € satisfeita. Seja u € Q)(Agk), & € F(u). Entéo, por
Cauchy Schwarz, (3.31) e (3.33) temos

(=R W) +E+nu) < (=AY (). + (&) + (hu)

< ~Colllly+ | B+ hlllelln

< -Galulf+ | (—|u ol + Mo ) -+ [l
— = Callull + 2l —eollulfy + Mo 19+ [l

< =2l + 2l — eollally + 5 Il + 5y + Mol

1 1
- (5 ~eo) lulfy + (Mol + 3417

Considerando M := Mo |Q|+ 3 |h||> >0 e 8:= (gg— 3) M>—M >0 teremos que V u € Q)(A?})
com ul > M,

<—A?{x(u) +§—|—h,u> < —d.

Logo, a condi¢do (3.29) € satisfeita e o resultado segue do Teorema 3.2.5. [ |

Observacio 3.2.5 O B-atrator global R que aparece no teorema anterior é limitado em W1-* (Q).
De fato, seja T > 0. Como R é negativamente invariante temos que R C G(t,R), ¥Vt > 0. Em
particular, R C G(T,R). Pelo Coroldrio 3.2.1 existe K > 0 tal que G(T,R) C Mg. Como Mg é
limitado em W' (Q) (veja a demonstragdo do teorema anterior) e R C My, obtemos que R é
limitado em W'-P(Q).



Apéndice A

Seja [0, 7] um intervalo real fixado e denotemos por (0, 7) o espago de todas as fungdes reais
definidas em [0, T] que s@o infinitamente diferencidvel em [0, 7] e tem suporte compacto em
(0,T). Denotemos por ©*([0,7],X) o espago de todos os operadores lineares continuos de
D(0,7) em X. Se u € D*([0,T],X), entdo D*u(¢@) = (—1)*u(Dre/dt*), ¥V ¢ € D(0,T), Vk €
Z., em que D*u € ©*([0,T],X), é a derivada de ordem k de u. Denota-se por W57 ([0, T],X)
com 1 < p < oo, a0 espaco vetorial

whr((0,7),X) := {u € D*([0,T],X); D/ (u) € L([0,T],X) para j =0, 1,....k} .

Teorema 3.2.7 (Teorema 2.2. Cap. Ill, [4]) Seja X um espaco de Banach reflexivo e seja C
um cone fechado convexo de X, isto é, C é um conjunto fechado, convexo e para todo x € C e
0 > 0 tem-se Ox € C. Seja A um conjunto fechado dissipativo em X x X tal que D(A) C C e
C C Im(1 —AA) para cada . > 0. Seja ug € D(A) e f € WH2([0,T],X) tal que f € C em [0, T).
Entdo o problema de valor inicial (3.3), (3.4) possui uma tnica solugcdo u(t) de modo que

uewh=([0,T],X), u(t) € D(A), t-q.t.p. em (0, T) (3.34)
0 =ttt + 701 < o)+ 5001+ [

em que |A(u)| = inf{||y[|lx : y € A(u)}.

Lema 3.2.7 (Lema 2.1. Cap. IV, [4]) Seja u € WH2([0,T), H) tal que u(t) € D(39) t-q.t.p.

em (0,T) e existe g € L*([0,T],H) tal que g € 99(u(t)), t-q.t.p. em (0,T). Entdo a fungdo
t — @(u(t)) é absolutamente continua em [0,T] e

)= (W0 50 raap em (0.7),

ds, t-gq.t.p. em (0,T), (3.35)

para todo h(t) € 0@(u(t)).

Demonstraremos agora a Proposicdo 3.2.3 apresentada no capitulo anterior.
Demonstracio: Seja xo € D(d9) e seja yp € d@(xp). Considere P(u) = @(u) — @(xo) —
(vo,u — xp). Note que a inclusdo (3.20) é equivalente a inclusdo

du
000 3 (1) -

De fato, primeiramente temos que

Q) = {yeH:9(u)—o(x) < (yu—x), VxeH}

= {yeH :9u)—(yo,u—x0) —9(x) + (yo,x —x0) < (y,u—x), Vx € #H}
{yeo() —o(x)+ (yo,x—u) < (yu—x), Vx € H}
{yeH :o(u)—ox) < (y+yo,u—x), VxeH}.
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Assim, € suficiente provar que 0@ (u) +yo = 09(u). Realmente,

(C) sejaz € 09(u) + yo. Entdo z = y+ yo, onde y satisfaz @(u) — @(x) < (y+yo,u—x) Vx e H.

Logo, @(u) — ¢(x) < (z,u —x) ¥ x € H. Portanto, z € dQ(u).

(D) Por outro lado, seja z € d@(u). Logo @(u) — ¢(x) < (z,u —x), Vx € H. Entdo, @(u) —

o(x) < (z—yo+yo,u—=x), Vx e H. Logo, z—yo € 0¢(u). Portanto, z € 0§(u) + yo c.q.d..
Logo, podemos assumir sem perda de generalidade que

min{Q(u) :u € H} = ¢(xp) =0.

d
Primeiro vamos assumir que ug € D(99) e f € WH2([0,T], ), isto é, fe d_]tt pertencem

a L*([0,T],#). Portanto, como —d¢ ¢é um operador m-dissipativo, pelo Teorema 3.2.7 o
problema (3.20), (3.21) possui uma unica solugio forte u(-) € C([0,T],H) e temos que u €

d
W1=([0,T], #). Em particular, u € W'2([0,T], H). Logo ue d—? pertencem a L*([0,T], #).

Assim u(-) é absolutamente continua em cada sonjunto compacto de (0,7 e satisfaz (3.20)
t-q.t.p. em (0,7). Em particular, u(t) € D(A) t-q.t.p. em (0,7). Por outro lado, como

Fer2((0.T],#) e % € 12([0,T], #) por (3.20) existe g := f — fl—;‘ € do(u(r)) tal que g(t) €

L*([0,T],#) t-q.t.p. em (0,T). Logo, pelo Lema 3.2.7 @(u(t)) é absolutamente continua em
[0,T].
Por (3.20) temos que existe y(¢) € d(u(z)) tal que

du

I +y(t) = f(¢t) t-q.t.p. em (0, 7). (3.36)

d
Multiplicando (3.36) por ¢ d—l: temos:

(%w(r),r%) = (f<’)” jz_t)
(58)2) (02

= t||—
dt

Logo, pelo Lema 3.2.7 temos

du

t
dt

2
+i C;—t(u(t)) —1 ( £(1), —”) , t-q.t.p. em (0, T). (3.37)

Integrando (3.37) sobre [0, T'] temos

/OTt 2dt+/0TtL;—(f(u(t))dt:/OTt(f(t),z—?(t)) dt

T |ldu
:>/t
0

dt

du
dt

2

dt+To(u(T)) :/OTt (f(t),fl—':(t)) dt—l—/OT(p(u(t))dt
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Assim, como @(u) > 0 e usando a equagdo acima e as desigualdades de Cauchy Schwarz e
Young temos

ATr%§2m < %7t—72dr%ﬂMMT»
= /OTt <f(t),%) dl—l—/OT(p(u(t))dt
< [" Vil vi |G ars /  glute))d

< 2/er 1 dt+2/ dt+/
. %/O dt<2/t\|f \dt+/

2
/Tt au dt§/TtHf(t)szt—i—Z/T(p(u(t))dt (3.38)
0 0 0

dt
Em seguida, como @(xg) =0 temos, @(u(t)) < (y(z),u(t) —xo), para todo y(r) € oQ(u(r)).

Portanto,

d
Ou seja, @(u(t)) < (f(t) - d—btt(t),u(t) —x0> t-q.t.p. em (0, 7). Assim, usando a desigualdade

de Cauchy Schwarz temos
oulr) < (f(r) B ) —xo) — (A1), ulr) —x0) + (——<t>,u<r> —xo)
< Hf(t)llHu(l)—xo||+(—d—u(f),u(t)—m>

Integrando a inequag@o acima sobre o intervalo [0, 7] temos

[ oty < [T 150 ) -+ [ (—@am(r)—xo) a
= [ 1Nt sollar+ [ (=50 - Gt -0 ) ar
T
= [ Ol o) ol 3 [ () ol
T
-/ ||f<r>||r|u<r>—xoudt—5[uum—xou — J1u(0) —xolP’
T 1 ’
< [ IO ute) =0l dr 45 (0) o (339)

Por outro lado, pela desigualdade (3.6), temos que

Ja0) =0l < u(©) =]+ | "/ (5) v, 0<r<T.

Logo,
£ @)[[[[ut) =0 < ||f(f)||||u(0)—xo||+||f(t)||/0 1£()]|d.
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Integrando a inequag@o acima sobre [0, 7] temos
T
Ll —solde < @l [ sl [ 1501 [ 1@

= o)l [ Wt ([isona) G0

Portanto, de (3.39) e (3.40) temos

1) ol + at0) sl [ 01+ ([ o)
(o) 0l + / G Hdt)- (3.41)
Portanto ¢(u(t)) € L'([0,T]). Além disso, de (3.38) e (3.41) temos
T 2 T
[ a < [ asoras (o -+ [ i)
T
< ['risoras (w0 —al+ [ 1)
< 1 [ 1o (100 ol + [ 10)r) <=

pois f € L2([0,T], ). Potanto /i jl—;‘ e 12([0,T], 7). n

T
/ o(u(t))dr <
0

N = N =

du

E(l)
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