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Resumo
Sistemas de comunicação sem fio empregam amplificadores de potência de RF, que são
dispositivos intrinsecamente não-lineares. A não-linearidade distorce o sinal, gerando pro-
dutos de intermodulação que interferem tanto no próprio sinal a ser transmitido, quanto
nas frequências adjacentes. Sistemas de linearização com pré-distorção digital são empre-
gados para reduzir a intermodulação na saída de um transmissor. Tradicionalmente, os
algoritmos de linearização são baseados em regressão linear e tem como critério de oti-
mização minimizar o erro entre sinais no domínio do tempo. Essa solução apresenta alta
complexidade e desempenho limitado. Este trabalho propõe um sistema de pré-distorção
inovador em que a métrica a ser otimizada é uma medida custo escalar, proporcional
à característica do sinal de saída do amplificador que deseja-se minimizar, como por
exemplo, a intermodulação no domínio da frequência. A não-linearidade produzida pela
pré-distorção é representada por meio de um modelo comportamental matemático con-
tendo um conjunto de coeficientes. Assim, o algoritmo de linearização é feito ajustando-se
cada coeficiente com o objetivo de minimizar a métrica escolhida. Um novo algoritmo de
ortogonalização dos coeficientes remove a interação entre a intermodulação de diferentes
ordens, resultando em uma convergência mais rápida e uma menor variação de potência
na saída do amplificador ao longo das iterações. A identificação dos coeficientes a partir
da medida custo é tratada como um problema de otimização numérica, genérico, em que
qualquer método iterativo pode ser empregado. Devido à ortogonalização, o problema
de otimização é simplificado, uma vez que o ajuste de um dado coeficiente não afeta os
demais. A técnica proposta foi simulada computacionalmente, implementada em FPGA e
testada com um amplificador de RF Doherty, comprovando seu funcionamento e eficácia.
Além de demonstrar estes resultados, o trabalho também traz a fundamentação teórica
da linearização através da pré-distorção digital, possibilitando ao leitor uma compreensão
mais abrangente do assunto, incluindo sua implementação em tempo real. Esta técnica
inovadora pode ser empregada em qualquer amplificador, cujo sinal a ser amplificado
apresenta envoltória variante no tempo, o que engloba a grande maioria dos sistemas de
comunicação sem fio.

Palavras-chaves: linearização, pré-distorção digital, sistema não-linear, amplificador de
potência de RF, intermodulação, otimização numérica.



Abstract
Wireless communication systems employ RF power amplifiers, which are intrinsically non-
linear devices. The non-linearity distorts the signal generating intermodulation products,
which interfere not only on the transmitted signal, but also on adjacent frequencies. Dig-
ital pre-distortion linearization is employed to mitigate the intermodulation in the trans-
mitter output. Traditionally, linearization algorithms are linear regression-based and its
optimization criteria is to minimize the error between time-domain signals. This solution
presents high complexity and limited performance. This thesis proposes an innovative dig-
ital pre-distortion system in which the optimization metric is a scalar cost measurement,
proportional to the undesired amplifier’s output signal characteristic, e.g., the intermod-
ulation power in the frequency domain. The non-linearity produced by the pre-distortion
is represented by a behavioral mathematical model containing a set of coefficients. There-
fore, the linearization algorithm is performed by adjusting each coefficient until the chosen
metric is minimized. A new coefficient orthogonalization algorithm removes the interac-
tion between intermodulation of different orders, leading to a faster convergence and a
small amplifier output power variation across the iterations. The coefficients identifica-
tion becomes a generic optimization problem, in which any iterative method may be
employed. Due to the orthogonalization, the optimization problem is simplified, consider-
ing the adjustment of a given coefficient will not affect the others. The proposed technique
was computationally simulated, implemented on FPGA, and tested with a RF Doherty
amplifier, proving its functionality and efficiency. The underlying theory behind digital
pre-distortion linearization is also revised in this work, enabling the reader for a wider
understanding of its principles, including its real-time implementation. This innovative
technique can be employed with any signal presenting a time-varying envelope, which
includes, the great majority of wireless communication systems.

Keywords: linearization, digital pre-distortion, non-linear system, RF power amplifier,
intermodulation, numerical optimization.
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1 Introdução

1.1 Motivação
Os sistemas de comunicação sem fio estão evoluindo a cada nova geração. Seja

na área de radiodifusão, redes de comunicação móvel ou enlaces de comunicação ponto a
ponto, tais sistemas estão exigindo cada vez mais desempenho e confiabilidade. Na maioria
destas aplicações, o amplificador de potência (Power Amplifier - PA) de radiofrequência
(RF) desempenha um papel crucial na camada física. A variação de envoltória do sinal a
ser amplificado, combinado ao comportamento não-linear do PA, gera distorções no sinal
que resultam em produtos de intermodulação, que interferem nos canais adjacentes e no
próprio sinal a ser transmitido. Isso impõe limites no sistema [1], afetando diretamente:

∙ a máxima potência que pode-se extrair do PA, pois sempre haverá padrões regula-
tórios que impõe restrições nas emissões fora da faixa do canal como, por exemplo,
uma máscara de emissão a ser atendida;

∙ o custo, uma vez que pode-se extrair menos Watts por unidade monetária investida
no circuito de amplificação;

∙ o alcance do enlace, dado que a distorção dentro da banda aumenta o limiar de
recepção;

∙ a eficiência energética reduz seu valor com a diminuição da razão entre potência de
saída de RF e a potência quiescente;

∙ o tamanho e peso do circuito de amplificação, pois quanto menor a eficiência ener-
gética, maior a necessidade de se empregar soluções para dissipação de calor;

∙ a eficiência espectral, pois a intermodulação gerada fará com que o sinal ocupe uma
maior largura de faixa.

Em sistemas que empregam modulação digital com múltiplas portadoras, a po-
tência instantânea do sinal flutua significativamente ao longo do tempo. Isso resulta em
um sinal a ser amplificado que apresenta uma alta relação entre a potência de pico e
a potência média (Peak to Average Power Ratio - PAPR) [2], agravando ainda mais o
problema da não-linearidade dos PAs, uma vez que, para uma dada potência de saída,
haverá mais picos de sinal ultrapassando o ponto de saturação. Alternativamente, para
não ultrapassar a saturação, o alto valor de PAPR implica em uma redução na potência
média transmitida.
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Figura 1 – (a) Diagrama de blocos do sistema LINC. (b) Processo de decomposição.

Existem muitos métodos para resolver o problema da distorção não-linear nos
PAs, chamados de técnicas de linearização. A solução trivial é polarizar o amplificador
em classe A, garantindo que toda a excursão do sinal se restrinja à região linear. A baixa
eficiência energética desse método leva a problemas de consumo, aquecimento e tamanho
que devem ser considerados. Outra solução é conhecida como amplificação linear com
componentes não-lineares (Linear Amplification with Non-linear Components - LINC) [3].
Essa técnica se baseia na decomposição de um sinal de envoltória variável em dois sinais de
envoltória constante e modulados em fase, para que depois de linearmente amplificados,
sua combinação resulte no sinal original. O diagrama em blocos deste processo é ilustrado
na Figura 1, em que LA e LB representam as duas componentes decompostas. A magnitude
dos sinais decompostos é constante. A modulação de fase é dada por

𝜑 = arccos
(︂
𝑀L

2

)︂
, (1.1)

em que 𝑀L é a magnitude do sinal original. A fase final de cada uma das componentes
são obtidas por meio de

∠LA = 𝛼 + 𝜑

∠LB = 𝛼− 𝜑,
(1.2)

em que 𝛼 é a fase da amostra original. Além de duplicar todo o caminho de transmissão,
cada sinal de envoltória constante apresenta uma largura de faixa aproximadamente 10
vezes maior do que a do sinal original [4].

Há também o método de realimentação cartesiana [5] com diagrama de blocos
mostrado na Figura 2. Trata-se de um sistema de controle de laço fechado com realimen-
tação negativa, em que x, y e z são os sinais de entrada, compensado e realimentado,
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Figura 3 – Diagrama de blocos do sistema com alimentação direta (ou feed-forward).

respectivamente. A limitação, como todo sistema de realimentação negativa, é uma lar-
gura de faixa reduzida para garantir a estabilidade do laço, que tipicamente varia entre
100 kHz [6] e 5 MHz [7], incluindo os produtos de intermodulação. A principal diferença
se dá no fato de que o sinal de erro é complexo (ou cartesiano).

Outra técnica conhecida é a amplificação com alimentação direta (ou feed-forward) [8],
com diagrama de blocos ilustrado na Figura 3. Os produtos de intermodulação são de-
tectados na saída do PA a partir de uma amostra em contra-fase de sua entrada. Esse
sinal deve ser amplificado separadamente por um amplificador linear (PA2) e, em seguida,
novamente combinado em contra-fase com o sinal na saída do PA não linear (PA1). Uma
vantagem é a correção da intermodulação em largura de faixa da ordem de 125 MHz [9]
a 500 MHz [10]. A principal desvantagem é a presença de um segundo amplificador que
aumenta a complexidade e reduz a eficiência energética do sistema. Também, existe a
pré-distorção de RF [11] que tem desempenho atrelado a circuitos analógicos, limitando
o grau de precisão necessário para obter um resultado satisfatório.

O método mais promissor, alvo de inúmeras pesquisas na última década [12–14]
e apresentando uma boa relação entre desempenho e complexidade é a linearização com
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Tabela 1 – Comparação qualitativa das técnicas de linearização de amplificadores de po-
tência de RF [23].

Técnica de
linearização Desvantagens (×) e vantagens (X)

LINC
× Susceptibilidade à não-simetria dos caminhos de sinal.
× Alto nível de complexidade.
X PAs podem operar em modo chaveado com alta eficiência.

Feed-forward × Baixa eficiência energética.
X Maior largura de faixa quando comparado à outras técnicas.

Realimentação
cartesiana

× Estabilidade do laço limita largura de faixa.
X Complexidade baixa.

Pré-distorção
de RF

× Precisão limitada do modelo inverso que gera a pré-distorção.
X Implementação com baixa complexidade.

Pré-distorção
digital

× Largura de faixa limitada pela frequência de amostragem.
X Redução da intermodulação com bom desempenho.

pré-distorção digital (Digital Predistortion - DPD). Esse se beneficia das vantagens do
processamento digital, tais como flexibilidade, precisão, repetitividade e não-susceptível
às condições do ambiente. Com o avanço da eletrônica, os dispositivos de processamento
digital de sinais operam em taxas cada vez maiores, o que permitiu a implementação
da técnica de DPD. Em lógica programável, por exemplo, uma matriz de portas lógicas
programáveis em campo (Field Programmable Gate Array - FPGA) já é empregada para
implementar o sistema de transmissão, que, agora, pode compartilhar recursos com o
DPD. Alguns exemplos do processo de linearização com DPD podem ser encontrados em
[15,16] e em suas referências. A ideia consiste em introduzir uma distorção intencional no
sinal de entrada do PA, de forma que compense as distorções introduzidas pelo mesmo.
Por exemplo, o DPD expande a magnitude do sinal nas regiões em que o PA a comprime,
e vice-versa. Ou seja, a associação em cascata do bloco do DPD com o PA tem como
objetivo produzir um conjunto linear. As distorções do DPD são produzidas de acordo
com um modelo comportamental, representado por uma equação que possui um conjunto
de coeficientes. O formato da distorção é controlado pelo valor de tais coeficientes que
são calculados de acordo com o algoritmo de linearização. O diagrama de blocos e mais
detalhes sobre o sistema de DPD serão apresentados ao longo desse trabalho. Finalmente, a
linearização com pré-distorção digital independe da forma de onda a ser amplificada. Como
resultado, diversas pesquisas foram publicadas para padrões distintos como: LTE [17],
DVB-T2 [18], ATSC [19], WLAN [20], WiMAX [21], WCDMA [22], entre outros.

As Tabelas 1 e 2 comparam as principais técnicas de linearização, de forma qua-
litativa e quantitativa. De acordo com o teorema da amostragem para sinais complexos,
a largura de faixa de um sinal amostrado é igual a frequência de amostragem, 𝑓𝑠. Con-
tudo, a largura de faixa efetiva da pré-distorção digital é uma fração de 𝑓𝑠, devido à
banda de transição dos filtros de reconstrução do conversor digital-analógico (Digital to



Capítulo 1. Introdução 23

Tabela 2 – Análise quantitativa das técnicas de linearização.

Técnica de linearização Largura de Faixa [MHz] Redução de
intermodulação [dB]

Realimentação cartesiana [6, 7] 0, 1 ∼ 5 35
Feed-forward [9, 10] 125 ∼ 500 20 ∼ 40

Pré-distorção digital [24] = 0, 6× 𝑓𝑠

= 0, 6× 200 = 120 20 ∼ 30

Analog Converter - DAC) e anti-aliasing do conversor analógico-digital (Analog to Digital
Converter - ADC), sendo 80%1 um valor prático [25].

1.2 Revisão bibliográfica e estado da arte
Sistemas típicos de DPD utilizam algoritmos baseados em regressão linear [26,27]

que têm como objetivo minimizar o erro entre um sinal de referência e um sinal observado,
ambos no domínio do tempo. Ao reduzir o erro entre o sinal de entrada do DPD e o de saída
do PA no domínio do tempo, a intermodulação no domínio da frequência é indiretamente
reduzida. Dado que há um atraso entre esses sinais, é necessário realizar um alinhamento
temporal por intermédio de correlação cruzada. É também feita uma normalização de
potência entre os dois sinais para garantir um ganho unitário no DPD. A partir das duas
sequências de amostras alinhadas no tempo, a regressão linear é finalmente aplicada [28]
para obter-se os coeficientes do DPD.

Técnicas de DPD com baixa complexidade que eficientemente reduzem a intermo-
dulação são constantes focos de pesquisa na literatura [29–31]. Algoritmos baseados em
regressão linear, tais como o método dos mínimos quadrados (Least Squares - LS) [32]
ou predição de erro recursivo (Recursive Prediction Error Method - RPEM), consomem
muitos recursos de processamento, uma vez que é necessário o alinhamento temporal entre
os sinais de entrada e realimentação, assim como normalização de magnitude antes que a
identificação de sistema seja feita. Além do mais, o critério de otimização de minimizar a
energia do erro no domínio do tempo não é o mais adequando considerando que o objetivo
final é a redução da intermodulação no domínio da frequência [20].

Para reduzir a complexidade e diretamente otimizar uma dada métrica no domínio
da frequência, algoritmos de DPD com realimentação escalar foram propostos [33–36], se
opondo às soluções típicas em dois sentidos:
i) o sinal realimentado é uma sequência (ou vetor) de amostras e não é diretamente usado
no processo de estimação dos coeficientes do DPD, mas indiretamente por meio da tomada
de uma medida custo considerando uma métrica no domínio da frequência. Por exemplo,
a taxa de erro de modulação (Modulation Error Ratio - MER) para reduzir distorções
1 Esta porcentagem é a relação entre a largura de faixa instantânea e a frequência de amostragem.
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dentro da banda do canal, ou a rejeição do vazamento do canal adjacente (Adjacent
Channel Leakage Rejection - ACLR) com o objetivo de reduzir as emissões fora da faixa
do canal. O sinal realimentado se torna um escalar cujo valor é atualizado a cada iteração;
ii) o processo de linearização se torna um problema de otimização numérica genérico, ao
invés de regressão linear. O algoritmo baseia-se na ideia de iterativamente ajustar o valor
de cada coeficiente do modelo com o objetivo de minimizar a medida custo. Além do mais,
não há necessidade de alinhamento temporal e normalização de energia entre os sinais de
entrada e realimentado.

Em [33], a energia das emissões fora da faixa foi tomada como informação escalar
a ser minimizada no algoritmo. Contudo, a desvantagem desta abordagem é o elevado
número de parâmetros, uma vez que cada ponto da curva da função de transferência é
adaptado. Por exemplo, se a curva for quantizada com 10 bits de resolução, haverá 2048
parâmetros a serem ajustados, uma vez que cada ponto é um número complexo. Em [34]
e [35], os autores usaram a potência do canal adjacente ponderada como realimentação
escalar e trataram a estimação dos parâmetros como um problema de otimização numé-
rica genérico. O DPD é tratado como um modelo matemático comportamental reduzindo
o número de parâmetros a ser ajustado. Essa abordagem aplica as técnicas de otimização
em um único coeficiente ou em um grupo de coeficientes para minimizar a medida esca-
lar. Contudo, na saída do DPD, o ajuste de um dado coeficiente gera intermodulação não
somente na sua ordem correspondente, mas também nas demais ordens mais baixas. Em
outras palavras, o modelo é não-ortogonal em termos de produtos de intermodulação, de
forma que o ajuste de um coeficiente de ordem alta afeta os demais de ordem baixa previa-
mente ajustados. Portanto, esse algoritmo resulta em uma convergência lenta. No trabalho
de [36] é introduzido o conceito de otimização com múltiplos objetivos, em que tanto a
máscara espectral quanto a MER são simultaneamente otimizadas. Não obstante, a não
ortogonalidade entre as ordens de intermodulação ainda se mostra presente, resultando
em um elevado número de iterações.

Este trabalho apresenta um algoritmo de DPD com realimentação escalar, cha-
mado de linearização ortogonal com realimentação escalar (Orthogonal Scalar Feedback
Linearization - OSFL), em que a adaptação dos coeficientes torna o modelo ortogonal em
termos de intermodulação. O processo de ortogonalização está relacionado à adaptação
iterativa dos coeficientes de qualquer modelo de sistema não-linear linear nos parâmetros,
de modo que um dado coeficiente apenas gere produtos de intermodulação na sua ordem
correspondente, e não nas demais ordens mais baixas. Portanto, cada coeficiente pode ser
adaptado para minimizar sua ordem de intermodulação, sem afetar o ajuste previamente
feito nos demais coeficiente de ordem mais baixa. Com a ortogonalização proposta, o pro-
blema de otimização é simplificado ao ajuste de um coeficiente complexo repetido 𝐾 vezes
de forma independente, ao invés de ajustar 𝐾 coeficientes complexos interdependentes.
Simulações e resultados experimentais mostraram que o algoritmo proposto pode efetiva
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e eficientemente compensar as distorções não-lineares, reduzindo a intermodulação e a
MER.

1.3 Objetivos e contribuições
Dentro desse contexto, o presente trabalho tem como objetivo comprovar a tese

de que é possível obter um algoritmo para identificação dos coeficientes de um modelo
de sistema não-linear, de forma ortogonal, a partir de uma medida custo escalar como
realimentação, com o objetivo de linearizar um amplificador de potência de RF usando
DPD.

Com o método proposto, a linearização torna-se um problema de otimização numé-
rica, cuja informação a ser minimizada é um escalar com valor atualizado a cada iteração.
A principal contribuição deste trabalho é o novo algoritmo para ortogonalização dos co-
eficientes do modelo de sistema não-linear no domínio da intermodulação, que pode ser
utilizado em conjunto com qualquer algoritmo de otimização numérica iterativo. A orto-
gonalização reduz a complexidade da otimização, fazendo com que cada coeficiente possa
ser ajustado de forma independente sem interferir nos demais.

Comparando com técnicas de DPD baseadas em regressão linear, o algoritmo pro-
posto apresenta um melhor desempenho na redução da intermodulação na saída do PA.
Quando comparado com métodos de DPD com realimentação escalar, o OSFL apresenta
uma convergência mais rápida e uma menor variação da potência de saída ao longo das
iterações.

1.4 Organização do trabalho
O trabalho encontra-se organizado como a seguir.

Capítulo 2: é feita uma revisão dos aspectos teóricos básicos necessários para
uma boa compreensão da tese proposta, contendo uma breve introdução aos sistemas
não-lineares, assim como os principais modelos comportamentais matemáticos para re-
presentação de sistemas não-lineares. Os modelos são usados para obter-se um sinal de
saída desejado a partir de um sinal de entrada e um conjunto de coeficientes.

Capítulo 3: são apresentados alguns métodos de identificação de sistemas não-
lineares, que têm como objetivo obter o conjunto de coeficientes a partir da observação
dos sinais de entrada e saída deste sistema. São abordadas técnicas de regressão linear
baseadas em inversão matricial ou recursão, que correspondem a algoritmos de única ou
múltiplas iterações, respectivamente.

Capítulo 4: apresenta o método inovador proposto para encontrar os coeficientes
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do sistema não-linear que lineariza o PA. O algoritmo é explicado com detalhes, assim
como sua fundamentação matemática. Finalmente, são apresentados os resultados de si-
mulação relacionados à técnica proposta.

Capítulo 5: traz questões práticas de como implementar um sistema de pré-
distorção digital em tempo real. O cálculo da equação do modelo em hardware digital
traz desafios para os quais são apresentadas as soluções.

Capítulo 6: o método proposto foi implementado em FPGA e testado em um
amplificador real. Os resultados experimentais são apresentados.

Capítulo 7: traz as conclusões mostrando as vantagens da técnica proposta, assim
como sugestões para trabalhos futuros.
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2 Introdução aos sistemas não-lineares

2.1 Visão geral
Sistemas de comunicação empregam PAs para amplificar o sinal transmitido. Esses

dispositivos consomem uma porção considerável de energia elétrica utilizada pelo trans-
missor e apresentam um comportamento não-linear por natureza [37]. Por definição, um
sistema não-linear é aquele que apresenta comportamentos diferentes para amplitudes de
entrada distintas. Por exemplo, quando há uma variação no ganho do amplificador em
função da magnitude do sinal de entrada. Quando a envoltória do sinal apresenta uma
magnitude constante, como é o caso da modulação em frequência, não surgem produ-
tos de intermodulação na saída do amplificador. Por outro lado, um sinal de envoltória
variável que passa por um sistema não-linear sofre uma distorção gerando um efeito in-
desejado chamado de intermodulação. A intermodulação consiste em novas componentes
de frequência que surgem a partir da interação das componentes de frequência do sinal
original. Os produtos de intermodulação se apresentam em frequências fora da banda do
sinal, interferindo nos canais adjacentes, assim como dentro da banda do sinal, interfe-
rindo no próprio sinal a ser transmitido. A Figura 4 ilustra exemplos da representação em
banda base de sinais de entrada do amplificador com envoltória constante e variável.
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Figura 4 – (a) Sinal modulado em frequência (4-FSK) apresentando envoltória constante.
(b) Sinal com múltiplas portadoras moduladas em quadratura apresentando
envoltória variável.
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A intermodulação gerada pelos PAs do transmissor irá degradar a qualidade do
sinal transmitido, assim como gerar um crescimento espectral fora da banda do canal.
Todos os sistemas de comunicação sem fio devem respeitar uma máscara de emissão
espectral, para garantir a interoperabilidade das canalizações que compartilham o espectro
de frequências. Devido à intermodulação, há uma limitação da quantidade de potência de
RF que pode ser extraída de um PA para garantir que a máscara seja atendida.

Em sistemas de radiodifusão, como o de televisão digital por exemplo, a comunica-
ção é unidirecional, significando que o processo de amplificação crítico acontece somente
no transmissor. Os amplificadores presentes no receptor não são fontes de distorção não-
linear pois operam recuados em relação ao ponto de saturação. O desafio no projeto de
tais amplificadores é minimizar a figura de ruído. Em sistemas de comunicação móvel,
a linearidade do amplificador de transmissão da unidade móvel afeta a duração de sua
bateria [38]. Desta forma, independente da aplicação, surge a necessidade de reduzir a
distorção não-linear gerada pelo PA, minimizando a intermodulação.

2.2 Sistemas não-lineares
Seja um sistema ℱ(·) que produz uma saída 𝑦 para uma dada entrada 𝑥, em que

𝑦 = ℱ(𝑥). (2.1)

Sistemas lineares são aqueles que atendem à propriedade da aditividade

ℱ(𝑥+ 𝑧) = ℱ(𝑥) + ℱ(𝑧), (2.2)

assim como a propriedade da homogeneidade, em que

𝑦 = ℱ(𝑘𝑥) = 𝑘 · ℱ(𝑥), (2.3)

para qualquer 𝑘. Sistemas não-lineares são aqueles que não atendem tais propriedades.
Isso significa que função de transferência de um sistema não-linear é sensível à magnitude
do sinal de entrada. Essa característica é claramente notada em amplificadores de potência
de RF, no qual o ganho do mesmo varia em função da magnitude do sinal de entrada. O
ganho sofre uma compressão à medida em que o nível do sinal de entrada aumenta [39].
A Figura 5 ilustra esse comportamento. Exite uma máxima potência de saída conhecida
como ponto de saturação. Acima do ponto de saturação, o sinal é ceifado. Quanto menor
for a potência de saída, maior é a distância entre o ponto de operação e a saturação e,
portanto, o nível de intermodulação gerada é menor. Contudo, quanto maior o recuo de
potência, menor será a eficiência energética do amplificador.

A Figura 6 mostra a natureza do sinal ao longo dos vários pontos de um sistema de
comunicação. Na presença de um caminho de realimentação, a natureza do sinal é a mesma
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Figura 5 – Potência de saída em função da potência de entrada do amplificador.

em pontos correspondentes. O sinal de entrada do amplificador é sempre puramente real.
Contudo, a geração do sinal é dada por sua versão equivalente em banda base, tratando-se
de um sinal complexo.

Sejam 𝑥(𝑛) e 𝑦(𝑛) sinais complexos de tempo discreto na entrada e saída do sis-
tema não-linear, respectivamente, em que 𝑛 denota a 𝑛-ésima amostra no tempo. A não-
linearidade provoca distorções no sinal de saída desse sistema, podendo ser notadas tanto
no domínio do tempo como da frequência. No domínio do tempo, a distorção pode ser
notada quando a magnitude e fase dos sinais são alteradas em função da magnitude do
sinal de entrada. A Figura 7 mostra sinais capturados a partir de um amplificador de
potência. O sinal de saída é dado pelo sinal de entrada e uma função de transferência
complexa [40]

𝑦 = 𝒢(|𝑥|)𝑥, (2.4)

sendo que
𝒢(|𝑥|) = 𝒢A(|𝑥|)𝑒𝑗𝒢P(|𝑥|). (2.5)

Os fatores 𝒢A(|𝑥|) e 𝒢P(|𝑥|) são conhecidos como as funções de transferência AM/AM
(Amplitude Modulation/Amplitude Modulation) e AM/PM (Amplitude Modulation/Phase
Modulation), respectivamente. Essas siglas denotam o significado de como a amplitude
de saída é modulada em função da amplitude de entrada, assim como o deslocamento de
fase da saída em relação a entrada depende da amplitude de entrada. A Figura 8 mostra
estas funções de transferência, que dependem da magnitude do sinal de entrada, traçadas
a partir de sinais capturados na saída de um PA. Note que o amplificador não somente
comprime o ganho, mas também o expande para algumas amplitudes.
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(b) Sinais no domínio do tempo e da frequência.

Figura 6 – Natureza dos sinais: (1) Complexo com tempo e amplitude discretos em banda
base; (2) Complexo com tempo contínuo e amplitude discreta em banda base;
(3) Complexo com tempo e amplitude contínuos em banda base e (4) Real com
tempo e amplitude contínuos em banda passante com frequência de portadora
igual a 𝑓𝑐. O valor absoluto da largura de faixa do sinal se mantem constante
em todos os gráficos.
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Figura 7 – Distorções não lineares no domínio do tempo, em que 𝑥(𝑛) e 𝑦(𝑛) representam
a entrada e saída do sistema, respectivamente. a) Distorção provocada na
magnitude do sinal. O símbolo | · | representa o módulo de um sinal complexo.
b) Distorção provocada na fase do sinal. O símbolo ∠· representa a fase de um
sinal complexo.
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Figura 8 – Funções de transferência de um sistema não-linear. A reta tracejada ilustra um
caso ideal em que o sistema é totalmente linear. a) Função AM/AM mostrando
a variação de ganho em função da magnitude do sinal de entrada. b) Função
AM/PM mostrando a variação do deslocamento de fase da saída em relação à
entrada em função da magnitude do sinal de entrada.
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Figura 9 – DEP dos sinais de entrada e saída de um sistema não-linear, com uma máscara
de emissão arbitrária.

A intermodulação dentro da banda do canal degrada a qualidade do sinal, afetando
diretamente MER e indiretamente a taxa de erro de bit (Bit Error Rate - BER), devido
ao aumento no limiar de recepção. A Figura 9 mostra a densidade espectral de potência
(DEP) normalizada dos sinais na entrada e saída de um sistema não-linear. Está presente
na mesma figura uma máscara de emissão arbitrária, mostrando a necessidade de reduzir
os produtos de intermodulação para limitar a interferência nos canais adjacentes. Devido
à mínima qualidade do sinal aceitável ou à máscara de emissão definida por órgãos re-
gulatórios, a máxima potência de RF fornecida por um amplificador fica limitada pela
intermodulação. A intermodulação fora da banda do canal poderia ser removida exclusi-
vamente por meio do uso de um filtro passa faixa, mas dependendo da severidade desta
máscara, pode ser necessário o uso de um filtro muito seletivo, de alta complexidade e
elevada perda por inserção.

Uma outra solução seria diminuir a potência de RF de saída, afetando o ponto de
operação do amplificador. Quanto menor a potência, menor a porção de tempo em que
o sinal estará sofrendo ceifamento e, portanto, menor será a compressão. Esta solução
funcionaria apenas para amplificadores classe A, cuja distorção se apresenta somente nas
potências mais altas, próximas à saturação. Para amplificadores classe AB e Doherty,
típicos nos estágios de amplificação de saída de sistemas de alta potência, esta solução
é ineficiente, uma vez que o amplificador continua a apresentar distorções não-lineares
mesmo para potências baixas. Além do mais, a eficiência energética do amplificador cai
com a redução do ponto quiescente de operação. Sendo assim, a linearização do amplifi-
cador se faz necessária para reduzir a sua intermodulação gerada.
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2.3 Modelos comportamentais de sistemas não-lineares
O modelo comportamental de um sistema é uma equação que produz um sinal

de saída em função do sinal de entrada e de um conjunto de coeficientes [41]. Não é o
objetivo do modelo descrever o sistema fisicamente. Ele será tratado como uma caixa
preta com conteúdo desconhecido, em que apenas descreve-se seu comportamento. O
modelo representa um sistema o sistema físico com sucesso quando o sinal de saída do
modelo é tão próximo quanto possível do sinal de saída medido, para um mesmo sinal
de entrada. Serão explicadas as característica de cada modelo apresentado, iniciando-se
com modelos simples sem memória até chegar em um modelo genérico com memória e
suas simplificações. Esta teoria é importante, uma vez que o amplificador e o bloco de
pré-distorção são representados por esses modelos. Todos as sinais apresentados nesse
trabalho são de tempo discreto, visto que o processamento da pré-distorção ocorre no
domínio digital.

2.3.1 Série de potências

A forma mais simples de representar um sistema não linear é por meio de polinô-
mios, na forma de

𝑦(𝑛) =
�̃�∑︁

𝑖=1
ℎ̃𝑖�̃�

𝑖(𝑛), (2.6)

em que �̃�(𝑛) é o sinal de entrada em banda passante e ℎ̃𝑖 são os coeficientes dos polinômios.
Esse é um modelo banda passante, cujo sinal de entrada é puramente real e pode ser
descrito como

�̃�(𝑛) = 𝐴(𝑛) cos(𝜔0𝑛+ 𝜑(𝑛)). (2.7)

Note que as ordens dos polinômios de (2.6) estão completas, incluindo pares e
ímpares até a �̃�-ésima ordem. Esse modelo apresenta uma característica indesejável:
além dos produtos de intermodulação ao redor das frequências fundamentais, geram-se
produtos de intermodulação extras localizados em outras zonas espectrais dos harmônicos
e próximo de DC1. A Figura 10 ilustra esse efeito para um sistema com série de potências
de até 7a ordem, na qual são discriminadas as intermodulações provenientes da soma e
diferença das frequências dos dois tons de entrada, assim como os harmônicos. Como a
implementação da pré-distorção em tempo real é feito no domínio digital, o aparecimento
das demais zonas espectrais além da fundamental faz com que a frequência de amostragem
necessária para acomodá-las seja muito alta. Em outras palavras, esse modelo facilmente
provocaria o efeito de sobreposição de componentes de frequência (do inglês, aliasing). A
Figura 11 mostra o resultado de uma simulação para um modelo série de potências de 7a

ordem, com zonas espectrais até o 7o harmônico. Na prática, o objetivo principal da pré-
1 Define-se corrente contínua (Direct Current - DC) como sendo a componente espectral de frequência

nula.
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Figura 10 – Espectro do sinal de saída do modelo série de potências para um sinal de
dois tons como estímulo. Os números sobre cada raia indicam a ordem da
intermodulação.
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Figura 11 – Simulação mostrando o espectro do sinal de saída do modelo série de potências
para um sinal de dois tons como estímulo.
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distorção é reduzir os produtos de intermodulação apenas da zona fundamental. Para isto,
um outro modelo comportamental deve ser considerado para representar o amplificador.

2.3.2 Polinomial banda base

O termo banda base para este modelo denota que a energia do sinal de entrada está
concentrada ao redor da frequência fundamental. Adicionalmente, toda a intermodulação
gerada se limita a esta região dentro da zona espectral da componente fundamental. A
equação do modelo polinomial banda base é deduzida a partir de (2.6) em conformidade
com [42]. Considere o sinal

𝑥(𝑛) = 𝐴(𝑛)𝑒𝑗𝜑(𝑛), (2.8)

como sendo a versão banda base equivalente, ou envoltória complexa ou versão analítica
do sinal em banda passante �̃�(𝑛). Em 𝑥(𝑛) está contida toda a informação que descreve
o sinal original �̃�(𝑛) e está localizada em banda base. A Equação (2.7) pode então ser
reescrita como

�̃�(𝑛) = ℜ
{︁
𝑥(𝑛)𝑒𝑗𝜔0𝑛

}︁
. (2.9)

Aplicando a decomposição, tem-se

�̃�(𝑛) = 1
2
[︁
𝑥(𝑛)𝑒𝑗𝜔0𝑛 + 𝑥*(𝑛)𝑒−𝑗𝜔0𝑛

]︁
, (2.10)

em que (·)* denota o conjugado do sinal.

Como descrito em [42], o sinal de entrada elevado à potência 𝑖 pode ser expandido
na expressão baseada em binômio de Newton

�̃�𝑖(𝑛) =
{︂1

2
[︁
𝑥(𝑛)𝑒𝑗𝜔0𝑛 + 𝑥*(𝑛)𝑒−𝑗𝜔0𝑛

]︁}︂𝑖

= 1
2𝑖

𝑖∑︁
𝑘=0

(︃
𝑖

𝑘

)︃
[𝑥(𝑛)]𝑘 [𝑥*(𝑛)]𝑖−𝑘 𝑒𝑗𝜔0(2𝑘−𝑖)𝑛.

(2.11)

A condição para que as componentes do somatório de (2.11) contribuam somente
para a primeira zona espectral é dada por 2𝑘 − 𝑖 = ±1, o que também implica em 𝑖

assumir apenas valores ímpares, ou seja, 𝑘 = 𝑖+1
2 ou 𝑘 = 𝑖−1

2 . Assim, a contribuição para
a zona espectral da fundamental é

�̃�𝑖∈ℐ
1𝑧 (𝑛) = 1

2𝑖

⎧⎨⎩
⎛⎝ 𝑖

𝑖+1
2

⎞⎠ [𝑥(𝑛)]
𝑖+1

2 [𝑥*(𝑛)]𝑖−
𝑖+1

2 𝑒𝑗𝜔0𝑛 +
⎛⎝ 𝑖

𝑖−1
2

⎞⎠ [𝑥(𝑛)]
𝑖−1

2 [𝑥*(𝑛)]𝑖−
𝑖−1

2 𝑒−𝑗𝜔0𝑛

⎫⎬⎭ ,
(2.12)

em que ℐ é o conjunto de números ímpares positivos. Considerando a propriedade do
binômio de Newton ⎛⎝ 𝑖

𝑖+1
2

⎞⎠ =
⎛⎝ 𝑖

𝑖−1
2

⎞⎠ (2.13)
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e também que

[𝑥(𝑛)]
𝑖+1

2 [𝑥*(𝑛)]𝑖−
𝑖+1

2 = 𝑥(𝑛) |𝑥(𝑛)|
𝑖−1

2

[𝑥(𝑛)]
𝑖−1

2 [𝑥*(𝑛)]𝑖−
𝑖−1

2 = 𝑥*(𝑛) |𝑥(𝑛)|
𝑖−1

2 ,
(2.14)

tem-se

�̃�𝑖∈ℐ
1𝑧 (𝑛) = 1

2𝑖

⎛⎝ 𝑖
𝑖−1

2

⎞⎠{︂𝑥(𝑛) |𝑥(𝑛)|
𝑖−1

2 𝑒𝑗𝜔0𝑛 + 𝑥*(𝑛) |𝑥(𝑛)|
𝑖−1

2 𝑒−𝑗𝜔0𝑛
}︂
. (2.15)

A versão banda base equivalente de (2.15) é dada por

𝑥𝑖∈ℐ
1𝑧 (𝑛) = 1

2𝑖−1

⎛⎝ 𝑖
𝑖−1

2

⎞⎠𝑥(𝑛) |𝑥(𝑛)|
𝑖−1

2 . (2.16)

A série de potências descrita em (2.6) pode ser reescrita para gerar somente pro-
dutos de intermodulação na primeira zona espectral

𝑦(𝑛) =
𝐾∑︁

𝑖∈ℐ
ℎ̃𝑖

1
2𝑖−1

(︃
𝑖

𝑖−1
2

)︃
𝑥(𝑛) |𝑥(𝑛)|

𝑖−1
2 , (2.17)

em que 𝑖 assume apenas valores ímpares e 𝐾 = �̃� + 1
2 . Para que o somatório assuma

todos os valores de 𝑖 mantendo apenas polinômios de ordem ímpar, a equação se torna

𝑦(𝑛) =
𝐾∑︁

𝑖=1
ℎ̃𝑖22(1−𝑖)

(︃
2𝑖− 1
𝑖− 1

)︃
𝑥(𝑛) |𝑥(𝑛)|2(𝑖−1) . (2.18)

Fazendo
ℎ𝑖 = ℎ̃𝑖22(1−𝑖)

(︃
2𝑖− 1
𝑖− 1

)︃
, (2.19)

finalmente tem-se
𝑦(𝑛) =

𝐾∑︁
𝑖=1

ℎ𝑖 |𝑥(𝑛)|2(𝑖−1) 𝑥(𝑛). (2.20)

Como resultado, o sinal de saída de (2.20) apresentará produtos de intermodulação
somente na primeira zona espectral, como ilustrado na Figura 12. As zonas espectrais da
segunda harmônica em diante estão normalmente fora da faixa de operação do amplifi-
cador, ou seja, não são amplificadas e são normalmente eliminadas pelo uso de filtros de
RF. Logo, os únicos produtos de intermodulação realmente necessários para representar
o comportamento do PA são aqueles presentes na zona fundamental. Portanto, o mo-
delo polinomial banda base resolve o problema da série de potências, gerando apenas os
produtos de intermodulação necessários para o processo de linearização.

Analisando (2.20), observa-se que é possível reescrevê-la por meio de uma multi-
plicação matricial. Para isso, definem-se os seguintes vetores coluna

x = [𝑥(0), 𝑥(1) . . . , 𝑥(𝑁 − 1)]T (2.21)

y = [𝑦(0), 𝑦(1) . . . , 𝑦(𝑁 − 1)]T (2.22)

h = [ℎ(1), ℎ(2) . . . , ℎ(𝐾)]T (2.23)
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Figura 12 – Sinal de saída do modelo banda base polinomial. Os produtos de intermodu-
lação se apresentam somente na zona espectral da fundamental.

com x ∈ C𝑁×1, y ∈ C𝑁×1 e h ∈ C𝐾×1. A matriz de regressão linear é dada por

X = [x1, x2, . . . , x𝐾 ] (2.24)

sendo que X ∈ C𝑁×𝐾 e x𝑖 ∈ C𝑁×1 se refere a 𝑖-ésima coluna de X dada por

x𝑖 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
|𝑥(0)|2(𝑖−1)𝑥(0)
|𝑥(1)|2(𝑖−1)𝑥(1)

...
|𝑥(𝑁 − 1)|2(𝑖−1)𝑥(𝑁 − 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (2.25)

Finalmente, (2.20) pode ser reescrita como

y = Xh. (2.26)

Analisando o significado das colunas x𝑖 da matriz de regressão linear X, percebe-se
que cada coluna corresponde a um dado coeficiente ℎ𝑖 e, portanto, à uma dada ordem do
polinômio, ou seja, o sinal de saída y é obtido a partir da combinação linear das colunas de
X ponderadas por h. Se o vetor de entrada x for uma sequência de𝑁 amostras linearmente
espaçadas no intervalo [0, 1], então as colunas x𝑖 são chamadas de funções base do modelo.
Estas funções estão presentes na Figura 13, para 𝑁 = 1024 e 𝐾 = 7. A máxima ordem
será 2𝐾−1, ou seja, 13a ordem. Nota-se que a função base de primeira ordem é uma reta e
não pode provocar distorção não-linear no sinal de entrada. Esta apenas controla o ganho
linear do sistema. Para as demais curvas, cada uma provocará distorções não-lineares de
uma dada ordem ímpar. Outra forma de analisar as colunas da matriz de regressão linear
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Figura 13 – Funções base do modelo polinomial em banda base para 𝐾 = 7, ou seja, até
13a ordem.

é considerar que x corresponde a um sinal com uma dada distribuição. Por exemplo,
arbitrariamente faz-se as partes real e imaginária de cada elemento de x ser uma variável
aleatória com distribuição Gaussiana, com média nula e desvio padrão unitário. Tal sinal
foi posteriormente limitado em frequência. A Figura 14, ilustra cada uma das colunas x𝑖

no domínio da frequência a partir da transformada discreta de Fourier.

Ao analisar (2.26) nota-se que o sinal de saída é basicamente o escalonamento
complexo das colunas x𝑖 pelos coeficientes h𝑖. Assim, o sinal de saída é a combinação
linear de cada coluna x𝑖 com o seu respectivo coeficiente complexo ℎ𝑖 promovendo um
ajuste de magnitude e fase. Nota-se também que a largura de faixa do sinal intermodulado
é 2𝑖 − 1 vezes maior do que a largura de faixa do sinal de entrada, para cada ordem de
índice 𝑖. Em outras palavras, o coeficiente de 3a ordem gera um sinal com largura de faixa
três vezes maior. O coeficiente de 5a ordem gera um sinal com largura de faixa cinco vezes
maior, e assim por diante.

2.3.3 Modelos ortogonais

Durante o processo de identificação de sistemas não-lineares, a ser explicado na
Seção 3.1.1, existe um parâmetro denominado número de condicionamento da matriz de
regressão linear. Esse parâmetro pode ser minimizado fazendo com que E

[︁
X†X

]︁
= I, em

que os operadores E[·] e (·)† denotam o valor esperado e o Hermitiano do argumento,
respectivamente. Ou seja, o modelo pode tornar a matriz X estocasticamente ortogonal,
dependendo da distribuição do sinal de entrada x. Isso significa que, na média, o produto
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Figura 14 – Colunas da matriz de regressão linear no domínio da frequência, para um
sinal de entrada com distribuição Gaussiana.

interno entre duas colunas distintas de X é nulo. Há alguns modelos ortogonais propostos
na literatura que são especializados para determinados tipos de distribuição. Em [43] foi
proposto uma equação de modelo que minimiza o número de condicionamento para sinais
com distribuição Gaussiana. Nesse modelo, o sinal de saída é dado por

𝑦(𝑛) =
𝐾∑︁

𝑖=1
ℎ𝑖

𝑖∑︁
𝑙=1

(−1)𝑖−𝑙
√
𝑖

𝑙!

(︃
𝑖− 1
𝑙 − 1

)︃
|𝑥(𝑛)|2(𝑙−1)𝑥(𝑛). (2.27)

Ao obter a matriz de regressão linear a partir desse modelo, tem-se

x𝑖 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑖∑︀
𝑙=1

(−1)𝑖−𝑙
√

𝑖
𝑙!

(︁
𝑖−1
𝑙−1

)︁
|𝑥(0)|2(𝑙−1)𝑥(0)

𝑖∑︀
𝑙=1

(−1)𝑖−𝑙
√

𝑖
𝑙!

(︁
𝑖−1
𝑙−1

)︁
|𝑥(1)|2(𝑙−1)𝑥(1)

...
𝑖∑︀

𝑙=1

(−1)𝑖−𝑙
√

𝑖
𝑙!

(︁
𝑖−1
𝑙−1

)︁
|𝑥(𝑁 − 1)|2(𝑙−1)𝑥(𝑁 − 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, (2.28)

que gera as funções base de acordo com a Figura 15. A Tabela 3 mostra os termos de
(2.27) para 𝐾 = 5 (9a ordem).

Em [44] também foi definido um conjunto de polinômios ortogonais para sinais
com distribuição uniforme, embora não seja comum encontrar tais sinais em aplicações
práticas. A sua equação é dada por

𝑦(𝑛) =
𝐾∑︁

𝑖=1
ℎ𝑖

𝑖∑︁
𝑙=1

(−1)𝑙+𝑖 (𝑖+ 𝑙)!
(𝑙 − 1)!(𝑙 + 1)!(𝑖− 𝑙)! |𝑥(𝑛)|𝑙−1𝑥(𝑛). (2.29)

A Figura 16 ilustra as funções base para esse caso.



Capítulo 2. Introdução aos sistemas não-lineares 40

0 0.5 1 1.5 2 2.5
−6

−4

−2

0

2

4

6

8

x i

|x|

 

 

x
1
: ordem 1

x
2
: ordem 3

x
3
: ordem 5

x
4
: ordem 7

x
5
: ordem 9

x
6
: ordem 11

x
7
: ordem 13

Figura 15 – Funções base do modelo Gaussiano ortogonal em banda base para 𝐾 = 7.
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Figura 16 – Funções base do modelo uniforme ortogonal banda base para 𝐾 = 7, ou seja,
até 13a ordem.
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Tabela 3 – Termos de (2.27) correspondentes ao modelo polinomial ortogonal Gaussiano.

Índice da ordem Polinômio base correspondente a coluna x𝑖

𝑖 = 1 𝑥(𝑛)

𝑖 = 2
[︃
−
√

2 +
√

2
2 |𝑥(𝑛)|2

]︃
𝑥(𝑛)

𝑖 = 3
[︃√

3−
√

3|𝑥(𝑛)|2 +
√

3
6 |𝑥(𝑛)|4

]︃
𝑥(𝑛)

𝑖 = 4
[︂
−2 + 3|𝑥(𝑛)|2 − |𝑥(𝑛)|4 + 1

12 |𝑥(𝑛)|6
]︂
𝑥(𝑛)

𝑖 = 5
[︃√

5− 2
√

5|𝑥(𝑛)|2 +
√

5|𝑥(𝑛)|4 −
√

5
6 |𝑥(𝑛)|6 +

√
5

120 |𝑥(𝑛)|8
]︃
𝑥(𝑛)

2.3.4 Sistemas não-lineares com efeito memória

Por definição, um sistema sem memória é aquele que cuja saída no instante atual
depende da entrada somente no mesmo instante. Todos os modelos apresentados anteri-
ormente não possuem memória. Em sistemas com memória (ou dinâmicos), a saída no
instante atual depende da entrada não somente no instante atual, mas também dos ins-
tantes anteriores [45]. Um filtro de resposta impulsiva finita (Finite Impulse Response -
FIR) é um exemplo de sistema com memória, uma vez que a linha de atraso faz com
que a saída dependa de mais de uma amostra da entrada. O fato é que PAs apresentam
distorções não-lineares com memória [46]. Esta característica deve-se a diferentes fatores
como: realimentação do sinal de saída para a entrada, desacoplamento de dreno insufi-
ciente (em um transistor de efeito de campo), variações instantâneas na temperatura da
junção, entre outros. Logo, um sistema de DPD sem memória não poderá compensar os
efeitos de um PA com memória.

O modelo não-linear com memória mais genérico presente na literatura é o de
Volterra [47], dado por

𝑦(𝑛) =
𝐾∑︁

𝑖=1

𝑀1−1∑︁
𝑚1=0

· · ·
𝑀𝑖−1∑︁
𝑚𝑖=0

ℎ𝑖 (𝑚1, 𝑚2, . . . , 𝑚𝑖)
𝑖∏︁

𝑗=1
𝑥(𝑛−𝑚𝑗). (2.30)

em que ℎ𝑖 (𝑚1, 𝑚2, . . . , 𝑚𝑖) são os coeficientes do modelo, correspondendo a uma função
𝑖-dimensional. A saída 𝑦 no instante 𝑛 depende da entrada não somente do instante atual,
correspondendo a 𝑚𝑗 = 0, mas nos instantes passados, ou seja, para 𝑚𝑗 > 0. Assim, o
comprimento de memória do 𝑖-ésimo termo é dado por 𝑀𝑖. Abrindo o primeiro somatório,
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tem-se
𝑦(𝑛) =

𝑀1−1∑︁
𝑚1=0

ℎ1(𝑚1)𝑥(𝑛−𝑚1) +

𝑀1−1∑︁
𝑚1=0

𝑀2−1∑︁
𝑚2=0

ℎ2(𝑚1,𝑚2)𝑥(𝑛−𝑚1)𝑥(𝑛−𝑚2) +

...
𝑀1−1∑︁
𝑚1=0

· · ·
𝑀𝐾−1∑︁
𝑚𝐾=0

ℎ𝐾 (𝑚1, . . . ,𝑚𝐾)
𝐾∏︁

𝑗=1
𝑥(𝑛−𝑚𝑗).

(2.31)

Percebe-se que o primeiro termo corresponde à equação de convolução, podendo
produzir somente distorções lineares. Do segundo termo em diante, as expressões se apre-
sentam de forma parecida com a convolução, mas o produtório entre as versões do sinal de
entrada geram as distorções não-lineares. Basicamente, um sistema não-linear com memó-
ria é aquele que gera tanto distorções lineares quanto não-lineares. Percebe-se também que
o número de coeficientes aumenta exponencialmente com a ordem. Por exemplo, os coefi-
cientes ℎ2(𝑚1,𝑚2) do segundo termo correspondem a uma função tridimensional. Generi-
camente, os coeficientes ℎ𝐾(𝑚1,𝑚2, . . . ,𝑚𝑘) correspondem a uma função 𝐾-dimensional.
Por esta razão, é interessante aplicar uma simplificação para reduzir o número de coefici-
entes. Ao tornar

ℎ𝑖(𝑚1,𝑚2, . . . ,𝑚𝑖) =

⎧⎪⎨⎪⎩ℎ𝑖,𝑚, para 𝑚 =𝑚1 = 𝑚2 = . . . = 𝑚𝑖

0 , caso contrário
(2.32)

a equação (2.30) é simplificada para

𝑦(𝑛) =
𝐾∑︁

𝑖=1

𝑀−1∑︁
𝑚=0

ℎ𝑖,𝑚 [𝑥(𝑛−𝑚𝑗)]𝑖 (2.33)

em que 𝑀 é a profundidade de memória. Mais uma vez, o termo do sinal de entrada
elevado a potência 𝑖 será alterado para gerar apenas produtos de intermodulação na
região fundamental, como a seguir

𝑦(𝑛) =
𝐾∑︁

𝑖=1

𝑀−1∑︁
𝑚=0

ℎ𝑖,𝑚 |𝑥(𝑛−𝑚)|2(𝑖−1) 𝑥(𝑛−𝑚). (2.34)

Esse modelo é conhecido como polinômio com memória [48].

A principal diferença entre os modelos sem e com memória pode ser notada na
função de transferência instantânea traçada na Figura 17. Para geração dessa figura, um
sinal com distribuição Gaussiana correlacionada passou por três modelos distintos. Nesse
gráfico, a cada instante de tempo correspondente a um valor de amostra 𝑛, produz-se um
ponto cujas coordenadas cartesianas são os módulos do sinal de entrada versus a saída. O
efeito memória provoca um espalhamento nos pontos quando comparado com o sistema
sem memória. Este espalhamento é provocado pelo passado histórico das amostras de
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Figura 17 – Função de transferência instantânea. Em todos os sistemas utilizou-se o pa-
râmetro 𝐾 = 7. Nas funções com efeito memória acentuado e moderado,
usou-se (2.34) com 𝑀 = 6 e 𝑀 = 2, respectivamente. No sistema sem me-
mória empregou-se (2.20).

entrada, desde o instante 𝑛− (𝑀 − 1) até o instante 𝑛. Quanto maior a profundidade de
memória, maior o espalhamento.

Ao analisar (2.34), abrindo o somatório em 𝑚, tem-se

𝑦(𝑛) =
𝐾∑︁

𝑖=1
ℎ𝑖,0 |𝑥(𝑛)|2(𝑖−1) 𝑥(𝑛)+

𝐾∑︁
𝑖=1
ℎ𝑖,1 |𝑥(𝑛− 1)|2(𝑖−1) 𝑥(𝑛− 1)+

...
𝐾∑︁

𝑖=1
ℎ𝑖,𝑀−1 |𝑥 (𝑛− (𝑀 − 1))|2(𝑖−1) 𝑥 (𝑛− (𝑀 − 1)) .

(2.35)

Note que cada termo corresponde a (2.20), porém com uma versão do sinal de
entrada atrasada de 𝑚 amostras. Assim, cada um dos 𝑚 termos corresponde a um sis-
tema polinomial sem memória com seu próprio conjunto de coeficientes ℎ𝑖,𝑚. Contudo, o
somatório de todos os termos resulta em um sistema polinomial com memória. A Figura
18 ilustra o diagrama de blocos equivalente a (2.35). Observe que esse diagrama de blocos
assemelha-se ao de um filtro FIR. Seria exatamente igual se os polinômios representados
pelos blocos 𝑓𝑚(𝑥, ℎ𝑖,𝑚) fossem multiplicadores por constantes, ou, as tomadas (do inglês,
taps) do filtro. Sendo assim, é possível concluir que o sistema polinomial com memória é
equivalente a um filtro de resposta impulsiva finita com tomadas não-lineares.
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Figura 18 – Diagrama em blocos do sistema não-linear polinomial com memória conforme
descrito por (2.34). Cada bloco 𝑓𝑚(𝑥, ℎ𝑖,𝑚) corresponde a um sistema com
polinômio em banda base sem memória.

A partir desta conclusão, pode-se estender o conceito do polinômio com memória.
A forma mais genérica de descrever o comportamento de sistemas lineares de tempo
discreto é dada pela equação de diferenças

𝑦(𝑛) =
𝑀−1∑︁
𝑚=0

𝑏𝑚𝑥(𝑛−𝑚) +
𝑅−1∑︁
𝑚=1

𝑎𝑚𝑦(𝑛−𝑚), (2.36)

em que 𝑏𝑚 e 𝑎𝑚 são os coeficientes constantes da parte não-recursiva e recursiva do sistema,
respectivamente. Logo, 𝑅 corresponde à profundidade de memória da parte recursiva. A
equação (2.36) pode ser modificada para contemplar a geração de distorções não-lineares.
Para isto, os coeficientes de ganho linear 𝑏𝑚 e 𝑎𝑚 devem ser substituídos por polinômios
descritos em (2.20). Desta forma, um novo modelo polinomial com memória recursivo
surge como

𝑦(𝑛) =
𝑀−1∑︁
𝑚=0

𝐾∑︁
𝑖=1
ℎ𝑖,𝑚 |𝑥(𝑛−𝑚)|2(𝑖−1) 𝑥(𝑛−𝑚)+

𝑅−1∑︁
𝑚=1

𝐾∑︁
𝑖=1
𝑔𝑖,𝑚 |𝑦(𝑛−𝑚)|2(𝑖−1) 𝑦(𝑛−𝑚). (2.37)

O diagrama de blocos do referido sistema é ilustrado na Figura 19. A principal
vantagem desta estrutura é que devido à realimentação da saída, ou recursão dada pelos
coeficientes 𝑔𝑖,𝑚, a profundidade de memória se estende além do número de coeficien-
tes. Contudo, a recursividade pode provocar instabilidade quando não implementada de
maneira adequada. Este sistema corresponde a um filtro de resposta impulsiva infinita
(Infinite Impulse Response - IIR) com tomadas não-lineares.

Finalmente, alguns modelos sem memória podem ser alterados para contemplar o
efeito memória. Por exemplo, o Gaussiano ortogonal de (2.27) pode ser modificado para

𝑦(𝑛) =
𝑀−1∑︁
𝑚=0

𝐾𝑚∑︁
𝑖=1
ℎ𝑖,𝑚

𝑖∑︁
𝑙=1

(−1)𝑖−𝑙
√
𝑖

𝑙!

(︃
𝑖− 1
𝑙 − 1

)︃
|𝑥(𝑛−𝑚)|2(𝑙−1)𝑥(𝑛−𝑚). (2.38)

Contudo, ao acrescentar o efeito memória, a propriedade de ortogonalidade é eliminada.
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Figura 19 – Diagrama de blocos do sistema não-linear polinomial com memória conforme
descrito por (2.37). Cada bloco 𝑓𝑚(𝑥, ℎ𝑖,𝑚) e 𝑝𝑚(𝑦, 𝑔𝑖,𝑚) corresponde a um
sistema com polinômio em banda base sem memória.
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Figura 20 – Modelos de a) Wiener e b) Hammerstein.

2.3.5 Modelos estruturados em blocos

Existem modelos na literatura formados por meio da associação de blocos de sis-
temas não-lineares estáticos (sem memória) com lineares dinâmicos (com memória). O
conjunto desses dois blocos formam um sistema não-linear com memória. A Figura 20
mostra os mais conhecidos sistemas com blocos associados em cascata, em que 𝐹 (·) e
𝐻(𝑧−1) denotam a não-linearidade estática e linearidade dinâmica, respectivamente. O
bloco linear dinâmico pode ser representado pela equação de diferenças como em (2.36).
O bloco não-linear estático pode ser representado por qualquer modelo não-linear sem me-
mória apresentado anteriormente como, por exemplo, o polinomial banda base de (2.20).

A equação que descreve o sistema de Wiener [49] é dada por

𝑦(𝑛) =
𝐾∑︁

𝑘=1
𝑐𝑘

(︃
𝑀−1∑︁
𝑚=0

ℎ𝑚𝑥(𝑛−𝑚)
)︃𝑘

, (2.39)

enquanto que o modelo de Hammerstein [26] é representado por

𝑦(𝑛) =
𝑀−1∑︁
𝑚=0

ℎ𝑚

(︃
𝐾∑︁

𝑘=1
𝑐𝑘𝑥

𝑘(𝑛−𝑚)
)︃
. (2.40)

Note que apesar de se adotar um polinômio simples para representar o bloco
não-linear estático, o sistema de Wiener é não-linear nos parâmetros, uma vez que os



Capítulo 2. Introdução aos sistemas não-lineares 46

coeficientes ℎ𝑚 estão elevados a potência 𝑘. Esta é uma desvantagem a ser explicada no
Capítulo 3.

2.4 Conclusão
Esse capítulo apresentou noções sobre um sistema não-linear, necessárias para o

entendimento de pré-distorção digital. Discutiu-se sobre o comportamento típico de um PA
e a natureza do sinal ao longo do diagrama de blocos do sistema, além de apresentar uma
seção sobre os modelos comportamentais de sistemas não-lineares. O modelo é necessário
para representar o comportamento de um sistema não-linear a partir de uma equação
matemática, obtendo o sinal de saída a partir do sinal de entrada e um conjunto de
parâmetros. Tal modelo pode ser utilizado para representar tanto o amplificador quanto
o bloco de pré-distorção.
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3 Identificação de sistemas não-lineares e
pré-distorção

O projeto de um sistema de linearização de amplificadores é subdividido em duas
grandes partes: identificação de sistemas e pré-distorção em tempo real. Neste capítulo,
são apresentados os conceitos básicos sobre estas partes. Na parte de identificação são
apresentados diferentes métodos divididos em duas categorias: de única ou múltiplas ite-
rações. Os métodos apresentados neste capítulo são baseados em regressão linear, tendo
como objetivo minimizar um sinal de erro no domínio do tempo. Na parte de pré-distorção
é feita uma explanação conceitual, detalhando os sinais e a relação entre os mesmos nos
vários pontos do sistema.

3.1 Introdução à identificação de sistemas
Nos modelos apresentados no capítulo anterior, o sinal de saída é obtido em função

do sinal de entrada e um conjunto de coeficientes. O processo de identificação de um
modelo consiste em obter os coeficientes a partir da observação dos sinais de entrada e
saída de um sistema. O objetivo é calcular os coeficientes h do modelo, a partir da mesma
entrada x, para que o modelo produza uma saída ŷ semelhante o suficiente com a saída
do sistema a ser modelado y. O processo de identificação tem como objetivo encontrar os
coeficientes do modelo que minimizam

e = y− ŷ. (3.1)

A Figura 21 representa esse processo.

Uma figura de mérito pode ser usada para medir quão preciso foi o processo de
identificação, isto é, medir a semelhança entre os vetores y e ŷ. Esta medida é o erro
quadrático médio normalizado (Normalized Mean Squared Error - NMSE), definido como

NMSE [dB] = 10 log
[︃

(y− ŷ)† (y− ŷ)
y†y

]︃
. (3.2)

em que y e ŷ são vetores coluna contendo a sequência de amostras complexas dos sinais.

3.1.1 Métodos de iteração única

Todos os modelos de sistemas não-lineares apresentados na Seção 2.3, com exceção
de Wiener, são lineares nos parâmetros. Isso significa que a equação do modelo pode ser
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x Sistema real
desconhecido

Modelo a ser
identificado

(coeficientes h)
Σ

e

y

y

Algoritmo de
otimização

^ -1

Figura 21 – Diagrama de blocos do processo de identificação de um sistema.

representada por uma multiplicação de matrizes como em (2.26). Detalhando esta equação
tem-se ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑦(0)
𝑦(1)

...
𝑦(𝑁 − 1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑋0,1 𝑋0,2 · · · 𝑋0,𝐾

𝑋1,1 𝑋1,2 · · · 𝑋1,𝐾

... ... . . . ...
𝑋𝑁−1,1 𝑋𝑁−1,2 · · · 𝑋𝑁−1,𝐾

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
ℎ1

ℎ2
...
ℎ𝐾

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (3.3)

sendo que os elementos 𝑋𝑛,𝑖 são obtidos a partir da equação do modelo em função do
sinal de entrada x, tal como apresentado em (2.24). As variáveis y e X são conhecidas e
deseja-se encontrar os valores dos coeficientes h. Em (3.3) tem-se um sistema de equações
lineares do tipo: i) subdeterminado se 𝑁 < 𝐾, ii) determinado se 𝑁 = 𝐾 e iii) super
determinado se 𝑁 > 𝐾. Normalmente, o número de amostras observadas é muito maior
que o número de coeficientes a ser identificado, ou seja, 𝑁 ≫ 𝐾 resultando em um sistema
de equações lineares super determinado. Não há necessariamente solução exata para esse
sistema de equações. Logo, a estratégia do processo de identificação é encontrar valores
para h que minimizem o NMSE. Na abordagem padrão para solucionar esse problema,
multiplicam-se os dois membros de (2.26) pela Hermitiana de X, resultando em

X†Xh = X†y, (3.4)

que é a equação normal cuja solução1 é dada pelo método LS,

ĥ =
(︁
X†X

)︁−1
X†y, (3.5)

em que (·)−1 indica a inversão da matriz. A matriz
(︁
X†X

)︁−1
X† é chamada de pseudo-

inversa de X. A dedução de (3.5) a partir da minimização do erro quadrático é demostrada
no Apêndice A. A saída do modelo identificado é dada por ŷ = Xĥ.
1 Na plataforma MATLABTM, a equação (3.5) é implementada pelo operador contra barra por meio do

comando: h = X\y.
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Há um outro algoritmo para solução do LS conhecido como fatoração QR [50], que
simplifica o cálculo de ĥ em (3.5) ao aplicar a decomposição ortogonal-triangular. Esta
fatoração, faz com que uma dada matriz seja representada por uma multiplicação de duas
outras tal como A = QR, em que Q ∈ C𝑁×𝑁 é uma matriz ortogonal e R ∈ C𝑁×𝐾 é
uma matriz triangular superior. Uma matriz unitária Q garante que Q†Q = I. Enquanto
que na matriz triangular superior do tipo

R =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑟1,1 𝑟1,2 · · · 𝑟2,𝐾

0 𝑟2,2 · · · 𝑟2,𝐾

0 0 . . . ...
0 0 · · · 𝑟𝐾,𝐾

0 0 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (3.6)

Aplicando esta decomposição na matriz de regressão linear X, (3.5) tem-se

ĥ =
(︁
(QR)†(QR)

)︁−1
(QR)†y

=
(︁
R†Q†QR

)︁−1
R†Q†y

=
(︁
R†R

)︁−1
R†Q†y

= R−1
(︁
R†
)︁−1

R†Q†y

(3.7)

e, finalmente,
ĥ = R−1Q†y. (3.8)

Considerando que (2.26) é um sistema super determinado, é possível simplificar
(3.8) lançando mão de uma decomposição QR econômica [51]. Desta forma, A = Q′R′

em que Q′ ∈ C𝑁×𝐾 e R′ ∈ C𝐾×𝐾 com as mesmas propriedades anteriores. Ao reescrever
(3.8) como

R′ĥ = Q′†y. (3.9)

e considerando Q′†y = b tem-se⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑟′

1,1 𝑟′
1,2 · · · 𝑟′

2,𝐾

0 𝑟′
2,2 · · · 𝑟′

2,𝐾
... ... . . . ...
0 0 · · · 𝑟′

𝐾,𝐾

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
ℎ̂1

ℎ̂2
...
ℎ̂𝐾

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑏1

𝑏2
...
𝑏𝐾

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (3.10)

Nota-se, então, que não é necessário fazer a inversão de R′. Os coeficientes podem
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ser encontrados pelo método de substituição retroativa dado por⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ℎ̂𝐾 = 𝑏𝐾

𝑟′
𝐾,𝐾

ℎ̂𝐾−1 =
𝑏𝐾−1 − 𝑟′

𝐾−1,𝐾 ℎ̂𝐾

𝑟′
𝐾−1,𝐾−1

...

ℎ̂𝑖 =
𝑏𝑖 −

𝐾∑︀
𝑗=𝑖+1

𝑟′
𝑖,𝑗ℎ̂𝑗

𝑟′
𝑖,𝑖

. (3.11)

Há também um terceiro método para solução do LS, chamado de decomposição
em valores singulares (Singular Value Decomposition - SVD). Considerando o sistema de
equações a ser resolvido como super determinado, para uma dada matriz A ∈ C𝑁×𝐾 , a
fatoração SVD econômica é dada por A = UΣV†, em que U ∈ C𝑁×𝐾 , Σ ∈ C𝐾×𝐾 e
V† ∈ C𝐾×𝐾 . As matrizes U e V† são unitárias e Σ é uma diagonal contendo os valores
singulares de A. Ao decompor X, (3.4) pode ser reescrita como

VΣ†U†UΣV†ĥ = VΣ†U†y
VΣ†ΣV†ĥ = VΣ†U†y

ΣV†ĥ = U†y.

(3.12)

Substituindo V†ĥ por a e U†y por b, tem-se um sistema do tipo⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜆1,1 0 · · · 0
0 𝜆2,2 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · 𝜆𝐾,𝐾

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑎1

𝑎2
...
𝑎𝐾

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑏1

𝑏2
...
𝑏𝐾

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (3.13)

Sendo Σ uma matriz diagonal, os valores de a são obtidos diretamente sem ser
necessário o processo de substituição retroativa

ĥ = Va. (3.14)

De maneira alternativa, é possível trabalhar sobre (3.12), obtendo

ΣV†ĥ = U†y
ĥ = VΣ−1U†y,

(3.15)

que é uma forma menos complexa de se obter a solução, pois Σ é uma matriz diagonal.

Há um parâmetro ligado à estabilidade numérica do processo de inversão matricial,
chamado número de condicionamento. Em um sistema de equação lineares, como o de
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(2.26), o número de condicionamento2 da matriz X é definido como

𝜅(X) = 𝜆𝑚𝑎𝑥

𝜆𝑚𝑖𝑛

, (3.16)

em que 𝜆𝑚𝑎𝑥 e 𝜆𝑚𝑖𝑛 correspondem ao máximo e mínimo valor singular de X.

Os valores singulares, por sua vez, são definidos como a raiz quadrada dos autova-
lores de X†X. Deve-se interpretar 𝜅(X) como uma constante que dá a proporção de quão
sensível a solução h será em função de uma variação em y e do erro de arredondamento
do processo de cálculo. Desta forma, um melhor resultado será obtido quanto menor for
o valor de 𝜅(X). Em outras palavras, matriz X†X é pior condicionada quanto maior o
número de condicionamento 𝜅(X) multiplicado pelo erro de arredondamento relativo da
máquina de cálculo. A solução LS com decomposição SVD é particularmente útil para
esses casos.

Os modelos de sistemas não-lineares especializados apresentados na Seção 2.3.3
têm como objetivo diminuir o número de condicionamento da matriz X. A ideia baseia-se
em gerar uma matriz de regressão linear X ortogonal, dada a distribuição do sinal de
entrada x. O máximo e mínimo autovalores de uma matriz identidade I, por sua vez, são
iguais a 1. Isso gera o mínimo número de condicionamento possível igual a 1.

A Tabela 4 mostra a diferença no número de condicionamento para três tipos de
modelos, para diferentes distribuições. Para obtenção desta tabela, foram gerados sinais
complexos com distribuição Gaussiana e uniforme com 65536 amostras. Para cada tipo
de sinal, a matriz de regressão linear foi montada conforme as equações de três modelos
distintos usando 𝐾 = 8 (15𝑎 ordem). O número de condicionamento foi calculado para
cada caso. Finalmente, todo o processo foi repetido 1000 vezes e calculado uma média
para cada caso.

Tabela 4 – Média do número de condicionamento da matriz de regressão linear X em
diferentes modelos para diferentes distribuições do sinal de entrada x.

Modelo Distribuição de x
Gaussiana Uniforme

Polinomial banda base
conforme (2.20) 1, 03× 109 186

Ortogonal Gaussiano
conforme (2.27) 259 4, 7× 1010

Ortogonal uniforme
conforme (2.29) 4, 3× 1015 115, 7

Fica claro que o número de condicionamento cai consideravelmente para o modelo
especializado de acordo com sua distribuição correspondente. É importante notar que o
2 Na plataforma MATLABTM, o número de condicionamento de uma dada matriz X é dado pela função

cond(X).
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Figura 22 – Número de condicionamento em função da máxima ordem do polinômio para
dois modelos distintos: polinomial banda base segundo (2.20) e ortogonal
Gaussiano conforme (2.27).

número de condicionamento é dependente da máxima ordem do polinômio. A Figura 22
mostra o número de condicionamento em função da máxima ordem do polinômio para
dois modelos distintos.

3.1.2 Métodos de múltiplas iterações

Os algoritmos de otimização apresentados na Seção 3.1.1 empregam uma única
iteração, utilizando todas as amostras dos sinais observados para encontrar os coefici-
entes. Há casos em que é mais interessante obter os coeficientes de maneira recursiva
(adaptativa), ou seja, empregando múltiplas iterações. Desta forma, não é necessário uma
inversão matricial. Existem inúmeros algoritmos adaptativos na literatura. Neste trabalho
serão abordados os principais, destacando suas características, vantagens e desvantagens.

O mais conhecido e simples é o algoritmo de mínimo erro quadrático médio (Least
Mean Squares - LMS) [52]. Para ilustrar seu uso na identificação de um sistema não-linear,
reconsidere (2.26) para um dado instante de tempo discreto 𝑛. Logo,

𝑦(𝑛) = x⃗(𝑛)h(𝑛). (3.17)

em que x⃗(𝑛) corresponde a uma linha da matriz de regressão linear X, nesse trabalho
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chamado de vetor de regressão linear. Para o modelo de (2.20) tem-se

x⃗(𝑛) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑥1,𝑛

𝑥2,𝑛

𝑥3,𝑛

...
𝑥𝐾,𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

T

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑥(𝑛)
|𝑥(𝑛)|2 𝑥(𝑛)
|𝑥(𝑛)|4 𝑥(𝑛)

...
|𝑥(𝑛)|2(𝐾−1) 𝑥(𝑛)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

T

. (3.18)

O LMS é uma simplificação do método de descida mais inclinada (Steepest Descent)
[53] no qual deseja-se minimizar a função custo

𝐽(𝑛) = E [𝑒(𝑛)𝑒*(𝑛)] . (3.19)

O erro entre a saída do sistema observado 𝑦(𝑛) e a saída do modelo sendo identificado
𝑦(𝑛) é dado por

𝑒(𝑛) = 𝑦(𝑛)− 𝑦(𝑛) (3.20)

sendo
𝑦(𝑛) = x⃗(𝑛)ĥ*(𝑛). (3.21)

O algoritmo baseia-se em encontrar o gradiente da função custo dado por

∇ĥ*𝐽(𝑛) = ∇ĥ*E [𝑒(𝑛)𝑒*(𝑛)]

= 2E [∇ĥ* [𝑒(𝑛)] 𝑒*(𝑛)] ,
(3.22)

sendo
∇ĥ* =

[︃
𝜕

𝜕ℎ̂1

𝜕

𝜕ℎ̂2
· · · 𝜕

𝜕ℎ̂𝐾

]︃
. (3.23)

Como
∇ĥ* [𝑒(𝑛)] = ∇ĥ*

[︁
𝑦(𝑛)− x⃗(𝑛)ĥ*(𝑛)

]︁
= −x⃗(𝑛),

(3.24)

o gradiente da função custo é

∇ĥ*𝐽(𝑛) = −2E [x⃗(𝑛)𝑒*(𝑛)] . (3.25)

Como o gradiente ∇ĥ*𝐽(𝑛) é um vetor que aponta na direção de maior variação
da função custo, os coeficientes devem ser atualizados na direção contrária

ĥ(𝑛+ 1) = ĥ(𝑛)− 𝜇

2∇ĥ*𝐽(𝑛)

= ĥ(𝑛) + 𝜇E [x⃗(𝑛)𝑒*(𝑛)]
(3.26)

em que 𝜇 é uma contante de tamanho do passo. O LMS é uma implementação estocástica
do método Steepest Descent. Sendo assim, o valor esperado E [x⃗(𝑛)𝑒*(𝑛)] é grosseiramente
substituído pelo seu valor instantâneo resultando em

ĥ(𝑛+ 1) = ĥ(𝑛) + 𝜇x⃗(𝑛)𝑒*(𝑛), (3.27)
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Figura 23 – Convergência do algoritmo LMS para duas equações de modelo diferentes. a)
Após 4, 1× 106 de iterações para evidenciar a convergência lenta do modelo
banda base polinomial de (2.20). b) Após 13000 iterações para evidenciar a
convergência rápida do modelo ortogonal Gaussiano segundo (2.27).

em que os coeficientes a serem aplicados são ĥ*. Em [54], é mostrado que pode-se obter
uma taxa de aprendizagem ótima fazendo

𝜇 = 1
x⃗(𝑛)x⃗†(𝑛) . (3.28)

O resumo desse algoritmo é descrito no Algoritmo 1.

Algoritmo 1 Lógica recursiva LMS
Inicialize ĥ(0) = [1, 0, . . . , 0]T
para 𝑛 ← 0 até 𝑁 − 1 faça

Obtenha o vetor de regressão linear x⃗(𝑛) de acordo com a equação do modelo
Obtenha a saída do sistema identificado por meio de (3.21)
Calcule o erro por meio de (3.20)
Adapte os coeficientes ĥ(𝑛+ 1) de acordo com (3.28)

fim para
Os coeficientes do sistema identificado são dados por ĥ*(𝑁)

O número de condicionamento para os métodos de múltiplas iterações, tem uma in-
fluência direta na velocidade de convergência. Para um sinal com distribuição Gaussiana,
foram comparados dois modelos distintos: banda base polinomial e ortogonal Gaussiano.
Ambos foram identificados usando o algoritmo LMS. A Figura 23 mostra a magnitude
do sinal de erro 𝑒(𝑛) em função do número da iteração 𝑛 para esses dois casos. O modelo
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banda base polinomial atingiu uma magnitude de erro da ordem de 10−15 com aproxi-
madamente 4, 1 × 106 de iterações, enquanto que o modelo ortogonal Gaussiano atingiu
a mesma ordem de magnitude com apenas 13000 iterações. Fica claro a influência do
número de condicionamento na velocidade de convergência.

Métodos baseados em gradiente possuem uma taxa de convergência linear e lenta.
Uma convergência mais rápida pode ser atingida modificando o critério de otimização para
determinar a direção de busca. O método conhecido como RPEM [55] permite reduzir o
tempo de convergência empregando uma função custo definida como

𝐽(ĥ) = 1
2𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=0

[(𝑦(𝑛)− 𝑦(𝑛|𝑛− 1))* (𝑦(𝑛)− 𝑦(𝑛|𝑛− 1))] . (3.29)

A saída do sistema a ser identificado é dada por

𝑦(𝑛) = x⃗(𝑛)ĥ(𝑛). (3.30)

O erro entre a saída do sistema observado 𝑦(𝑛) e a saída do modelo sendo identi-
ficado 𝑦(𝑛) é dado por (3.20). O RPEM requer o gradiente negativo de 𝑒(𝑛) em relação
aos parâmetros ĥ(𝑛) dado por

𝜓(𝑛) = −∇ĥ𝑒(𝑛)

= ∇ĥ𝑦(𝑛)

= x⃗(𝑛).

(3.31)

A simplificação desse gradiente se dá pelo fato do modelo ser linear nos parâmetros.
A obtenção dos coeficientes usando o método RPEM é atingido através de

𝑒(𝑛) = 𝑦(𝑛)− 𝑦(𝑛)

𝜆(𝑛) = 𝜆0𝜆(𝑛− 1) + 1− 𝜆0

𝑆(𝑛) = x⃗(𝑛)P(𝑛− 1)x⃗T(𝑛) + 𝜆(𝑛)

P(𝑛) = P(𝑛− 1)−P(𝑛− 1)x⃗T(𝑛)𝑆(𝑛)−1x⃗(𝑛)P(𝑛− 1)
𝜆(𝑛)

ĥ(𝑛) = ĥ(𝑛− 1) + P(𝑛− 1)x⃗T(𝑛)𝑒(𝑛).

(3.32)

O fator de esquecimento 𝜆(𝑛) cresce exponencialmente para 1, em que a taxa
𝜆0 e o valor 𝜆(0) são ajustáveis. O valor inicial dado para a matriz P(𝑛) é normalmente
P(0) = 𝜌I, em que 𝜌 é uma constante que reflete a confiança no valor inicial dos coeficientes
ĥ(0).

A Figura 24 compara os dois algoritmos apresentados para modelo ortogonal Gaus-
siano. Os parâmetros iniciais foram 𝜆0 = 0, 9999, 𝜆(0) = 0, 9 e 𝜌 = 104. Assim como no
LMS, não foi necessária uma inversão de matriz, dado que o termo 𝑆−1(𝑛) de (3.32) é um
escalar. Contudo, o RPEM é significativamente mais rápido, uma vez que levou apenas
200 iterações para convergir. O resumo desse algoritmo é mostrado no Algoritmo 2.
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Figura 24 – Comparação de convergência entre os algoritmos LMS e RPEM. a) Após
16384 iterações para evidenciar a convergência lenta do LMS. b) Após 400
iterações para evidenciar a convergência rápida do algoritmo RPEM.

Algoritmo 2 Lógica recursiva RPEM
Inicialize ĥ(0) = [1, 0, . . . , 0]T
Inicialize 𝜆0
Inicialize 𝜆(0)
Inicialize 𝜌
P(0) = 𝜌I
para 𝑛 ← 1 até 𝑁 − 1 faça

Adapte os coeficientes conforme (3.32)
fim para
Os coeficientes do sistema identificado são dados por ĥ(𝑁 − 1)

Concluindo, a combinação do RPEM com um modelo de polinômios ortogonais,
correspondendo a uma dada distribuição, resulta em uma convergência mais rápida.

3.2 Pré-distorção
A pré-distorção é usada para compensar as distorções não lineares provocadas pelo

amplificador de RF. A ideia é aplicar uma distorção no sinal de entrada, de forma que
ao passar pelo amplificador, as distorções não-lineares introduzidas por este dispositivo
façam com que o sinal de saída seja uma versão linearmente amplificada do sinal de
entrada, ou seja, o DPD expande a magnitude do sinal enquanto que o PA comprimir e
vice-versa. Semelhantemente, o DPD produz um deslocamento de fase na direção oposta
do deslocamento de fase promovido pelo PA. A Figura 25 ilustra o diagrama de blocos de
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Figura 25 – Diagrama de blocos de um sistema típico de linearização com pré-distorção
digital.

um sistema típico com DPD. Nesse diagrama, x representa o sinal entregue pelo sistema
de modulação, independente do padrão que gerou a forma de onda. O sinal modulado se
apresenta na forma complexa e pode estar em banda base ou em frequência intermediária
(FI). Este sinal passa pelo bloco de DPD gerando a pré-distorção de acordo com os
coeficientes h. O sinal pré-distorcido y é convertido para o domínio analógico usando um
DAC. Haverá então uma conversão para a frequência de operação em RF. O sinal de RF é
amplificado por um conjunto de amplificadores associados em série, chamados de estágios
de excitação. Nesse ponto, pode-se ter um ou mais amplificadores em paralelo, chamado
de estágio de saída. Todos esses amplificadores estão representados por um único bloco
PA. É tomada uma amostra do sinal distorcido na saída do PA, normalmente usando um
acoplador direcional. A partir daí é feito o processo contrário da transmissão. Usando o
mesmo oscilador, o sinal de RF é convertido para banda base ou FI. Este sinal é convertido
para o domínio digital usando um ADC. Utilizando o sinal realimentado z e o sinal x (sem
distorção), o bloco Algoritmo de Linearização utiliza algum método para determinar os
coeficientes h do DPD.

Existem alguns conceitos distintos na forma com que é realizado o processo de
aprendizagem que determina os coeficientes do DPD [56]. A Figura 26 ilustra duas formas
distintas. O processo de aprendizagem indireta identifica um sistema pós inverso, que tem
como sinal de entrada a saída do PA e como sinal de saída a entrada do PA. Assim, quando
o sinal distorcido na saída do PA passa pelo sistema pós-inverso, esse produz um sinal
sem distorção. Não é possível usar o modelo pós-inverso como um bloco de pós-distorção
por questões práticas. Felizmente, o modelo pós-inverso pode ser colocado antes do PA e
o resultado será o mesmo, gerando assim uma pré-distorção [12,57]. Logo, os coeficientes
calculados no modelo pós-inverso são copiados para o bloco de DPD.
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Figura 26 – Arquiteturas de aprendizado. a) Aprendizado indireto e b) Aprendizado di-
reto.

O processo de aprendizado direto é baseado em uma arquitetura de laço fechado
que opera em tempo real. Quando o algoritmo de linearização for adaptativo, novos valores
de coeficientes são aplicados diretamente no DPD a cada iteração. Assim, não existe um
pré-calculo seguido de cópia de coeficientes, como no aprendizado indireto.

Seja uma simulação de um sistema de pré-distorção que usa a arquitetura de
aprendizado indireto. O sistema pós-inverso foi identificado usando o método de mínimos
quadrados de acordo com (3.5) e modelo polinomial com memória conforme (2.34). As
Figuras 27-30 ilustram os resultados obtidos para melhor explicar o funcionamento da pré-
distorção. A Figura 27 mostra a magnitude do sinais em vários pontos do sistema. Pode-se
observar uma sequência de amostras ao redor de um pico de potência, onde acontece a
maior distorção provocada pelo amplificador. Os sinais de entrada, saída do DPD e saída
do PA correspondem aos vetores x, y e z da Figura 25, respectivamente. Note que a saída
do PA sem DPD sofreu compressão nas amplitudes mais altas e expansão nas magnitudes
mais baixas, comparado ao sinal de entrada. Naturalmente, também houve distorções de
fase, mas que não foram ilustradas. Para compensar estas distorções, a saída do DPD
expandiu nas amplitudes mais altas e comprimiu nas amplitudes mais baixas. O sinal na
saída do PA com DPD foi corrigido na maioria das amplitudes. Com exceção da região
do pico de magnitude, todas as demais partes do sinal foram compensadas. O motivo
pelo qual a região de pico não ser corrigida é um problema conhecido. Muitos sistemas
podem ser invertidos somente para um intervalo de amplitude de entrada restrito [49]. Este
problema será explicado com mais detalhes na Seção 7.1 e é tratado como um trabalho
futuro. Mesmo com esta restrição, a correção resulta em redução na potência dos produtos
de intermodulação no domínio da frequência, que é o objetivo final de todo este trabalho.

Na Figura 28, a função de transferência instantânea é mostrada entre vários blocos
do sistema. Devido ao espalhamento dos pontos, conclui-se que há efeito memória no
amplificador. A única forma de combater tal efeito é com uma pré-distorção também



Capítulo 3. Identificação de sistemas não-lineares e pré-distorção 59

20 40 60 80 100 120 140
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4
M

ag
ni

tu
de

Amostra

 

 
Saída PA sem DPD
Saída DPD
Saída PA com DPD
Ideal

72 74 76 78 80

0.8

1

1.2

 

 

Figura 27 – Magnitude dos sinais em vários pontos do sistema de pré-distorção em função
do número da amostra.
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Figura 28 – Comparação entre as funções de transferência instantânea da magnitude:
DPD, PA e do conjunto DPD em série com o PA.

com efeito memória. A função de transferência da combinação de DPD e PA diminuiu
o espalhamento, compensando o efeito memória, e também se aproximou da linha reta
representando um sistema linear. A reduzida quantidade de pontos nas magnitudes mais
altas indicam uma menor probabilidade do sinal de entrada apresentar picos de potência.

As funções de transferência AM/AM e AM/PM são apresentadas na Figura 29.
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Figura 29 – Funções AM/AM e AM/PM entre alguns pontos do sistema, sendo que
DPD+PA corresponde à associação série do bloco do DPD com o amplifi-
cador.

Pode-se notar o comportamento de compensação das características não-lineares do PA.
Apesar do nome de pós-inversa, a curva AM/AM do DPD não é literalmente a inversão
da curva correspondente do PA, ou seja, não se trata de um espelhamento em torno da
reta ideal.

Finalmente, os sinais no domínio da frequência são mostrados na Figura 30. Note
que a intermodulação do sinal na saída do DPD se assemelha muito à intermodulação
observada na saída do PA, quando não havia pré-distorção. Com a presença do DPD, o
sinal na saída do PA tem sua intermodulação consideravelmente reduzida. Para demons-
trar a redução da intermodulação, serão usados duas figuras de mérito: o NMSE, que
mede o erro entre dois sinais no domínio do tempo, e o ACLR que me a intermodulação
no domínio da frequência, definido como

ACLR = 𝐶(h) =

∫︀
𝑓∈OOB

𝑃z(𝑓) 𝑑𝑓∫︀
𝑓∈IB

𝑃z(𝑓) 𝑑𝑓 , (3.33)

em que 𝑃z(𝑓) representa a DEP de z na frequência 𝑓 . A DEP é medida nos conjuntos
de frequências fora da banda (Out Of Band - OOB) e dentro da banda (In Band - IB)
do canal. A Tabela 5 mostra os resultados. Houve uma redução de 28, 42 dB no NMSE,
mostrando que a forma de onda na saída do PA se tornou mais parecida com a da entrada.
A redução de 26, 68 dB no ACLR corresponde à queda da potência da intermodulação no
domínio da frequência.
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Figura 30 – DEP dos sinais ao longo do sistema de pré-distorção.

Tabela 5 – Medidas de desempenho do DPD.

Figuras de mérito Sem DPD Com DPD
NMSE [dB] −16, 07 −44, 49
ACLR [dB] −24, 01 −50, 69

3.3 Conclusão
Este capítulo apresentou o método de cálculo do modelo do DPD através de apren-

dizado indireto. Essa técnica identifica o modelo pós-inverso do amplificador, realizado
através de métodos de identificação de sistemas usando regressão linear. O capítulo con-
cluiu revisando conceitos básicos de pré-distorção. A identificação usando regressão linear,
tem como objetivo a minimização do erro no domínio do tempo, o que indiretamente re-
duz a intermodulação no domínio da frequência. O algoritmo proposto nesse trabalho, é
uma alternativa concorrente aos métodos de DPD usando regressão linear, onde a métrica
é tomada diretamente no domínio da frequência como critério de otimização, resultando
em um melhor desempenho na redução da intermodulação. De qualquer maneira, todos
os conceitos apresentados no presente capítulo têm importância para a compreensão do
método proposto no Capítulo 4.
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4 Proposta de um sistema de linearização or-
togonal com realimentação escalar

O algoritmo proposto neste capítulo, é uma alternativa concorrente aos métodos de
DPD usando regressão linear, que minimizam o erro no domínio do tempo, indiretamente
reduzindo a intermodulação no domínio da frequência. No algoritmo de realimentação
escalar, o critério de otimização é a minimização direta de uma dada métrica no domínio
da frequência. Esse conceito será explicado em detalhes a seguir, com foco na proposta do
algoritmo de ortogonalização para os sistemas de DPD com realimentação escalar, que é
a principal contribuição deste trabalho.

4.1 Sistema de DPD com realimentação escalar
O diagrama de blocos dos sistemas de DPD com realimentação escalar [33–36]

é dado pela Figura 31. A ideia básica desse sistema é tomar uma medida custo 𝐶(h),
em que 𝐶(h) ∈ R, a partir do sinal de saída do PA, z, e ajustar os coeficientes do
modelo do DPD, h, para minimizar 𝐶(h). O sinal na saída do PA não será diretamente
usado pelo algoritmo de adaptação, mas indiretamente por meio da tomada de uma dada
medida custo. A cada nova iteração, a função de medida custo gera um novo escalar 𝐶(h)
proporcional à característica do sinal que deseja-se minimizar.

A medida custo pode ser selecionada de acordo com um dado objetivo:

∙ atender uma máscara de emissão espectral – medir a intermodulação em frequências

x
DPD
h

Algoritmo de
linearização com

realimentação
escalar

PA
y

 

Função de
Medida Custo

zC(h)
ADC

DAC

Figura 31 – Diagrama de blocos do sistema proposto de linearização ortogonal com rea-
limentação escalar (OSFL).
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específicas e selecionar a pior delas em relação à máscara;

∙ minimizar a interferência fora da banda nos canais adjacentes – medir o ACLR; ou

∙ minimizar a interferência dentro da banda – medir a MER.

Na descrição do método e simulações a seguir, a medida custo empregada foi o ACLR.

O processo de linearização é definido como um problema de otimização numérica
da função custo 𝐶(h), em que deve-se encontrar o valor ótimo das variáveis dependen-
tes h, denotado por hopt, de forma que 𝐶(hopt) = ACLRmin. Otimização numérica é um
campo amplo da matemática e há muitos algoritmos disponíveis na literatura [58, 59].
Neste trabalho, os algoritmos podem ser selecionados1 considerando que a função custo
a ser minimizada é convexa, suave e com objetivo único, devido à realimentação escalar.
Os algoritmos precisam ser multivariáveis, baseados em gradiente ou livres de gradiente.
Qualquer algoritmo de otimização pode ser empregado, desde que seja de natureza itera-
tiva [60].

4.2 Proposta de um sistema de DPD com realimentação escalar
ortogonal
O problema de ajustar os coeficientes independentemente baseia-se no fato de que

o coeficiente de 1𝑎 ordem (ganho linear) é afetado pelo coeficiente de 3𝑎 ordem. Simi-
larmente os coeficientes de 1𝑎 e 3𝑎 ordem são afetados pelo ajuste do coeficiente de 5𝑎

ordem. Genericamente, um ajuste feito no coeficiente ℎ𝑖 afeta os ajustes previamente fei-
tos nos coeficientes ℎ1, ℎ2, . . . , ℎ𝑖−1, i.e., os coeficientes não são ortogonais em termos de
produtos de intermodulação. Para demostrar esse problema, considere um sinal de dois
tons passando por um sistema polinomial banda base de (2.20) de 5𝑎 ordem. Arbitraria-
mente, os coeficientes desse modelo exemplo são: ℎ1 = 0 (1𝑎 ordem), ℎ2 = 0 (3𝑎 ordem) e
ℎ3 = 0, 1 + 𝑗0, 1 (5𝑎 ordem). A Figura 32 mostra o sinal de saída desse sistema. Note que
o coeficiente de 5𝑎 ordem é o único a apresentar valor não nulo, mesmo assim resultou
não somente em um produto de intermodulação de 5𝑎 ordem, mas também nos de 3𝑎 e
1𝑎. Portanto, para manter os benefícios atingidos pelo ajuste dos coeficientes anteriores,
para cada novo valor de ℎ𝑖, os coeficientes ℎ1, ℎ2, . . . , ℎ𝑖−1 precisam ser recalculados e
adaptados para anular o efeito de ℎ𝑖 nas ordens inferiores. A esse processo de adaptação
dá-se o nome ortogonalização dos coeficientes do modelo.

O algoritmo de ortogonalização proposto necessita que o modelo matemático a
ser identificado seja um sistema não-linear de tempo discreto linear nos parâmetros. Na
Seção 2.3, foram apresentados alguns modelos que atendem essa exigência. Ser linear
1 O Optimization Toolbox e o Global Optimization Toolbox do MATLAB fornecem muitos algoritmos.
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Figura 32 – Saída de um sistema não-linear com dois tons de entrada, em que apenas o
coeficiente de 5𝑎 ordem é não-nulo.
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Figura 33 – Diagrama ilustrando o conceito de linearidade nos parâmetros.

nos parâmetros significa poder representar a equação do modelo por meio de uma mul-
tiplicação entre uma matriz e um vetor de coeficientes. Tais sistemas não apresentam o
princípio da superposição para o sinal de entrada, por serem sistemas não-lineares, mas
apresentam o princípio da superposição nos coeficientes. Matematicamente, os sistemas
da Figura 33 são considerados lineares nos parâmetros quando y𝑇 = y𝑎𝑏 se h𝑇 = h𝑎 + h𝑏.
Os modelos polinomial banda base de (2.20), Gaussiano ortogonal de (2.27), uniforme
ortogonal de (2.29), Volterra de (2.30) e polinômio com memória de (2.34) atendem esse
requisito. Porém, nem todos sistemas não-lineares são lineares nos parâmetros. O sistema
de Wiener [49] de (2.39) é um exemplo.

A ortogonalização promove uma simplificação no problema de otimização de 𝐶(h),
uma vez que cada coeficiente pode ser ajustado independentemente para otimizar uma
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função de duas variáveis dada por

ACLR = 𝐶(ℜ{ℎ𝑖},ℑ{ℎ𝑖}) (4.1)

em que ℜ{ℎ𝑖} e ℑ{ℎ𝑖} denotam a parte real e imaginária de ℎ𝑖. O processo de ajuste
para minimizar a função é repetida 𝐾 vezes, em que 𝐾 é o número de coeficientes do
modelo. O algoritmo completo foi subdividido em três partes distintas, como apresentado
nas subseções a seguir.

4.2.1 Ortogonalização dos coeficientes

Sejam três conjuntos de coeficientes definidos como

hL = [ℎL1 , ℎL2 . . . , ℎL𝑖
. . . , ℎL𝐾

]T (4.2)

hC = [ℎC1 , ℎC2 . . . , ℎC𝑖
. . . , ℎC𝐾

]T (4.3)

hD = [ℎD1 , ℎD2 . . . , ℎD𝑖
. . . , ℎD𝐾

]T (4.4)

em que (·)T denota a operação de transposição. Os coeficientes hL ∈ C𝐾×1 correspon-
dem ao último ajuste válido, hC ∈ C𝐾×1 ao ajuste da ordem atual e hD ∈ C𝐾×1 remete
aos coeficientes aplicados no DPD. O valor inicial dos coeficientes são atribuídos como
hL = hC = hD = [1, 0, . . . , 0]T. Essa inicialização equivale a nenhuma pré-distorção
aplicada em que o primeiro coeficiente corresponde ao ganho linear unitário. O ajuste
dos coeficientes ℎC𝑖

será feito na ordem 𝑖 = 2, . . . , 𝐾. O coeficiente ℎC1 nunca será ajus-
tado uma vez que é desejável manter o ganho de potência unitário no sistema de DPD.
Considerando que x = [𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑁−1]T, x ∈ C𝑁×1 seja o sinal de entrada, sendo
𝑁 o número de amostras, extenso o suficiente para reproduzir as estatísticas do sinal.
Para cada iteração na qual o valor do coeficiente ℎC𝑖

está sendo ajustado, os coeficientes
ℎD1 , ℎD2 . . . , ℎD𝑖−1 precisam ser atualizados. O vetor diferença (ou residual) entre a saída
dos sistemas com coeficientes hL e hC, ilustrado na Figura 34, é definido como

r = XhL −XhC (4.5)

com r ∈ C𝑁×1, em que a matriz de regressão linear X é definida como

X = [x1, x2, . . . , x𝑖 . . . ,x𝐾 ] (4.6)

em que x𝑖 ∈ C𝑁×1 se refere a 𝑖-ésima coluna de X ∈ C𝑁×𝐾 definida de acordo com o
modelo de sistema não-linear de tempo discreto adotado. Por uma questão de simplicidade,
o polinômio banda base dado por (2.20) foi escolhido. Logo, x𝑖 será dado por (2.25).

A equação (4.5) pode ser detalhada como

r =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥1,0 (ℎL1 − ℎC1) + · · ·+ 𝑥𝑖,0 (ℎL𝑖

− ℎC𝑖
) + · · ·+ 𝑥𝐾,0 (ℎL𝐾

− ℎC𝐾
)

𝑥1,1 (ℎL1 − ℎC1) + · · ·+ 𝑥𝑖,1 (ℎL𝑖
− ℎC𝑖

) + · · ·+ 𝑥𝐾,1 (ℎL𝐾
− ℎC𝐾

)
...

𝑥1,𝑁−1 (ℎL1 − ℎC1) + · · ·+ 𝑥𝑖,𝑁−1 (ℎL𝑖
− ℎC𝑖

) + · · ·+ 𝑥𝐾,𝑁−1 (ℎL𝐾
− ℎC𝐾

)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (4.7)
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Figura 34 – Cancelando o efeito do ajuste do coeficiente de ordem 𝑖 nas ordens anteriores.
Os coeficientes hR são limitados ao coeficiente (𝑖− 1).

e por definição do algoritmo OSFL, ℎL𝑘
= ℎC𝑘

para 𝑘 ̸= 𝑖, ou seja, quando o 𝑖-ésimo
coeficiente está sendo ajustado, todos os outros coeficientes hL e hC são iguais. Conse-
quentemente, (4.7) pode ser simplificado para

r = x𝑖 (ℎL𝑖
− ℎC𝑖

) . (4.8)

Um sistema com entrada x e coeficientes hR, hR ∈ C(𝑖−1)×1, necessita ser identi-
ficado para produzir uma saída tão similar quanto possível do vetor residual r dado por
(4.8). Como apenas os coeficientes de ordem inferior a do que está sendo ajustado neces-
sitam ser atualizados, o sistema residual identificado é limitado ao coeficiente de índice
(𝑖− 1). Este processo é mostrado no diagrama de blocos da Figura 34. O sistema residual
pode ser modelado usando o método dos mínimos quadrados como a seguir

𝐽 (hR) = (r−RhR)† (r−RhR) (4.9)

ĥR = arg min
hR

𝐽 (hR) , (4.10)

em que
R = [x1, x2, . . . , x𝑖−1] (4.11)

é a matriz de regressão com ordem polinomial limitado a 𝑖 − 1. A função custo 𝐽 (hR)
retorna o erro quadrático que é um escalar a ser minimizado no sentido dos mínimos
quadrados. A solução de (4.10) é dada por

ĥR =
(︁
R†R

)︁−1
R†x𝑖 (ℎL𝑖

− ℎC𝑖
) . (4.12)

Finalmente, os coeficientes hD a serem aplicados no sistema DPD são obtidos pela
combinação linear

ℎD𝑘
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
ℎL𝑘

+ ℎ̂R𝑘
, para 𝑘 = 1, . . . , 𝑖− 1

ℎC𝑘
, para 𝑘 = 𝑖

ℎL𝑘
, para 𝑘 = 𝑖+ 1, . . . , 𝐾

. (4.13)
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Figura 35 – Saída de um sistema não-linear com dois tons de entrada e coeficientes or-
togonalizados. Apenas os produtos de 5𝑎 ordem estão presentes nesta figura
devido a um ajuste no coeficiente de mesma ordem.

Devido à limitação da ordem da matriz de regressão R, quando o coeficiente ℎC𝑖

está sendo ajustado, apenas os coeficientes ℎD𝑘
com 𝑘 = 1, 2, . . . , (𝑖 − 1) são atualizados

pelo processo de ortogonalização. O conjunto de coeficientes hD é aplicado no DPD e
fornece a independência necessária entre as ordens polinomiais, ou seja, cada coeficiente
gera produtos de intermodulação somente na sua ordem.

Dando continuidade no exemplo da Figura 32, a lógica de ortogonalização dos
coeficientes será aplicada como a seguir. Considerando hL = [0, 0, 0]T e
hC = [0, 0, (0, 1 + 𝑗0, 1)]T, os coeficientes ℎD1 e ℎD2 serão atualizados devido ao ajuste
em ℎC3 . Os valores que promovem a ortogonalização entre as ordens são
hD = [(0, 0313 + 𝑗0, 0313), (−0, 1250− 𝑗0, 1250), (0, 1 + 𝑗0, 1)]T. Os valores atualizados
dependem da distribuição do sinal de entrada e do modelo escolhido. Quando o mesmo
sinal de dois tons de entrada passa pelo sistema com coeficientes hD, um sinal de saída é
produzido conforme ilustrado na Figura 35. Note que agora existem apenas os produtos de
intermodulação de 5𝑎 ordem, como consequência do ajuste no coeficiente de 5𝑎 ordem. As
intermodulações de 1a e 3a ordem foram canceladas devido ao processo de ortogonalização.

Este processo pode ser mais simplificado reescrevendo (4.12) como

ĥR = Ω𝑖 (ℎL𝑖
− ℎC𝑖

) (4.14)

em que
Ω𝑖 =

(︁
R†R

)︁−1
R†x𝑖. (4.15)
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Cada vetor Ω𝑖 possui 𝑖− 1 elementos que dependem apenas do sinal de entrada e
das equações do modelo adotado. Portanto, não depende dos valores dos coeficientes que
estão sendo ajustados. Isso significa que se a distribuição do sinal de entrada x é invariante
no tempo, o conjunto de vetores Ω𝑖 são constantes e precisam ser calculados uma única
vez durante a inicialização. O valor de ĥR será resultado de uma proporção linear entre o
vetor Ω𝑖 e o escalar (ℎL𝑖

− ℎC𝑖
). Assim, a complexidade de implementação desse algoritmo

é reduzida significativamente uma vez que o processo de inversão matricial para calcular
Ω𝑖 precisa ser feito apenas 𝐾 vezes (uma para cada ordem), independente do número de
iterações.

4.2.2 Minimizando a medida custo para um dado coeficiente

Nesta etapa, o objetivo é encontrar o valor ótimo do coeficiente sendo ajustado
para minimizar a medida custo. Como descrito na Subseção 4.2.1, para cada valor de ℎC𝑖

,
o conjunto de coeficientes hD é atualizado e aplicado no bloco do DPD. Então, uma nova
medida custo é tomada na saída do PA. Um novo valor para ℎC𝑖

pode ser escolhido para
a próxima iteração e o processo se repete. Note que o valor de hL permanece constante
e somente será atualizado quando a medida custo for minimizada com sucesso para o
coeficiente atual ℎC𝑖

. Para que o DPD seja capaz de produzir distorções AM/PM, os
coeficientes do modelo são números complexos em que a parte real e imaginária devem
ser ajustadas independentemente. Isso significa que a minimização da função custo para
um dado coeficiente é um problema de otimização de uma função de duas variáveis. Neste
ponto, uma variação de sub-algoritmos pode ser aplicada.

Com relação aos algoritmos de otimização numérica, os algoritmos Nelder-Mead
Simplex2 [61] e Quasi-Newton3 [62] foram investigados. O Nelder-Mead Simplex é um
método multidimensional livre de gradiente. É considerado um algoritmo de busca direta
devido ao seu comportamento eurístico. Uma geometria simplex inicial é calculada ao
avaliar a função para valores arbitrários das variáveis independentes. Para cada iteração, a
geometria simplex é atualizada baseada em contração, expansão, reflexão ou encolhimento
dependendo dos valores dos vértices. O método Quasi-Newton baseado em gradiente usa
um procedimento de busca linear, lançando mão a fórmula Broyden-Fletcher-Goldfarb-
Shanno para atualizar uma aproximação da matriz Hessiana. Este se opõe ao método
de Newton no sentido de que o valor exato da matriz Hessiana ou Jacobiana não está
disponível para dar um passo no mínimo local. Uma comparação dos dois algoritmos será
apresentada na Seção 4.3.

Outra alternativa para o problema da otimização é aplicar a minimização alter-
nada [63]. Seja ℎC𝑖

= 𝑝+ 𝑗𝑞 = (𝑝, 𝑞), em que 𝑝 e 𝑞 são as partes real e imaginária de ℎC𝑖

2 Nelder-Mead Simplex está disponível no MATLAB como a função fminsearch.
3 O método Quasi-Newton está disponível no MATLAB na função fminunc.
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com 𝑝 ∈ 𝑃 e 𝑞 ∈ 𝑄. Seja 𝐶 : 𝑃 ×𝑄→ R a função custo. O objetivo é minimizar 𝐶 sobre
𝑃 ×𝑄, portanto

min
(𝑝,𝑞)∈𝑃 ×𝑄

𝐶(𝑝, 𝑞). (4.16)

Ajustar as variáveis 𝑝 e 𝑞 simultaneamente não é trivial, mas uma pode ser ajustada
enquanto a outra é mantida fixa. Nesse caso, o algoritmo de minimização alternada começa
com a iteração ℓ = 1 e um valor arbitrário 𝑞0, sendo que

𝑝ℓ ∈ arg min
𝑝∈𝑃

𝐶 (𝑝, 𝑞ℓ−1)

𝑞ℓ ∈ arg min
𝑞∈𝑄

𝐶 (𝑝ℓ, 𝑞) .
(4.17)

Desta maneira apenas uma variável é ajustada por vez, caso o algoritmo de otimi-
zação numérica não seja multivariável. Se o algoritmo convergir,

lim
ℓ→∞

𝐶 (𝑝ℓ, 𝑞ℓ) = min
(𝑝,𝑞)∈𝑃 ×𝑄

𝐶 (𝑝, 𝑞) . (4.18)

A Figura 36(a) mostra a função custo do ACLR, com aparência suave, uma vez que
a sequência de entrada é periódica. A Figura 36(b) contém a trajetória da minimização
da função custo e sua projeção em um gráfico de contorno para o coeficiente de 3a ordem,
usando ou não a minimização alternada para o algoritmo de otimização Nelder-Mead Sim-
plex. Verifica-se que a trajetória da minimização alternada apresenta apenas conversões
de ângulo reto, uma vez que uma das partes real ou imaginária é fixada enquanto a outra
é minimizada.

4.2.3 Lógica do laço exterior

O último ajuste de ℎC𝑖
gerou um conjunto de coeficientes hD. Uma vez que a

medida custo foi minimizada para um dado coeficiente com índice 𝑖, hL e hC necessitam
ser atualizados fazendo hL = hD e hC = hD. O processo é então repetido para o próximo
coeficiente ℎC𝑖

, em que 𝑖 ← 𝑖 + 1. Então se repete para todos os demais coeficientes
até que 𝑖 = 𝐾. Para uma melhor precisão, todo o processo pode ser repetido fazendo
𝑖 = 2, mas no próximo ciclo, os coeficientes hL não são inicializados. O coeficiente ℎC1 de
ordem 1 não é ajustado para manter o ganho linear unitário. Contudo, o coeficiente de
1a ordem é adaptado pelo algoritmo de ortogonalização. Em outras palavras, o algoritmo
de otimização numérica não ajusta ℎC1 , mas o algoritmo de ortogonalização adapta ℎD1

para remover o efeito dos coeficientes de mais alta ordem no de 1a ordem.

4.2.4 Resumo do algoritmo

O algoritmo OSFL pode ser resumido conforme descrito em Algoritmo 3. A
declaração ‘Gerar novo ℎC𝑖

para minimizar 𝐶 (hD)’ é feita de acordo com o algoritmo de
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função custo e trajetórias de medida custo para o algoritmo Nelder-Mead
Simplex com e sem o procedimento de minimização alternada.
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Algoritmo 3 O algoritmo proposto Orthogonal Scalar Feedback Linearization
para 𝑖 ← 2 até 𝐾 faça

Calcule o vetor Ω𝑖 usando (4.15)
fim para
Inicialize hL = hC = hD = [1, 0, . . . , 0]T
para 𝑔 ← 1 até 𝑁GlobalLoop faça

para 𝑖 ← 2 até 𝐾 faça
enquanto Critério de parada não atendido faça

◁ Iterar de acordo com o algoritmo de otimização
Gerar novo ℎC𝑖

para minimizar 𝐶 (hD)
Calcule ĥR de acordo com (4.14)
Adapte hD de acordo com (4.13) e aplique no DPD
Tome uma nova medida custo 𝐶 (hD), da saída do PA

fim enquanto
hL = hD
hC = hD

fim para
fim para

otimização numérica escolhido, assim como o critério de parada. Note que a minimização
alternada não foi usada, dado que as partes real e imaginária de ℎC𝑖

estão sendo ajustadas
simultaneamente.

O laço global (repetido 𝑁GlobalLoop vezes) leva ao reajuste de todos os coeficientes, o
que pode efetivamente continuar a reduzir a intermodulação. Testes empíricos mostraram
que fazer 𝑁GlobalLoop = 2 é o suficiente para alcançar um resultado satisfatório.

4.3 Simulação do método proposto
O método OSFL proposto foi simulado na plataforma MATLAB. A distribuição

Gaussiana correlacionada foi adotada para o sinal de entrada, uma vez que modela pre-
cisamente um grande número de sinais modulados, tal como a multiplexação ortogonal
por divisão em frequência (Orthogonal Frequency-Division Multiplexing - OFDM) [64]
com um grande número de subportadoras. Esta é a técnica de modulação empregada na
maioria das tecnologias de comunicação sem fio. Adicionalmente, é bastante conhecida a
característica de sinais OFDM possuírem uma alta PAPR [2], resultando em compressão
e ceifamento dos picos de magnitude no processo de amplificação. O sinal de entrada não
segue nenhum padrão de modulação, corresponde apenas a um sinal complexo com distri-
buição Gaussiana limitado em largura de faixa. Foi gerado um conjunto de 2048 sequências
com 16384 amostras cada. A sequência com a maior PAPR foi selecionada desse conjunto
para ser usada repetidamente ao longo de todas as iterações. Por apresentar os maiores
picos de magnitude, esta sequência sofre uma maior compressão do amplificador, e tende
a ser o pior caso, i.e., qualquer outra sequência (dentro do conjunto de 2048) ou tomada
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Figura 37 – Histórico de minimização do ACLR com ortogonalização dos coeficientes.
Comparação entre os algoritmos de otimização numérica Nelder-Mead Sim-
plex e Quasi-Newton.

de média levaria a um resultado melhor. O caso em que uma nova sequência é gerada a
cada iteração será tratado na Seção 4.4. O ACLR foi escolhido como sendo a medida custo
a ser minimizada. Os coeficientes do modelo do PA foram identificados a partir de sinais
capturados, significando que esse comportamento corresponde ao amplificador empregado
na implementação prática, apresentada na Capítulo 6.

Com relação ao algoritmo de otimização numérica, uma comparação foi feita entre
o Nelder-Mead Simplex e Quasi-Newton cujos resultados são apresentados na Figura 37.
Apesar do Quasi-Newton apresentar uma convergência mais rápida, nota-se picos do
ACLR no início do ajuste de cada coeficiente. Como esses picos ultrapassam o valor inicial
do ACLR, esta é uma característica indesejável. O Nelder-Mead Simplex foi adotado como
melhor solução devido à característica de minimização monotonicamente decrescente, ao
custo de algumas iterações a mais.

O método OSFL é comparado com outras técnicas existentes em termos de desem-
penho na redução de intermodulação, velocidade de convergência e variação de potência
de saída do PA ao longo das iterações. Para todos os métodos, o modelo Gaussiano de
(2.38) foi usado para representar o DPD com os parâmetros 𝑀 = 3, 𝐾0 = 10, 𝐾1 = 6 e
𝐾2 = 3, correspondendo às ordens 19a, 11a e 5a para as três tomadas, respectivamente.
Isso significa que o modelo tem

𝑀−1∑︀
𝑚=0

𝐾𝑚 = 19 coeficientes complexos ou 38 variáveis a
serem ajustadas para minimizar a medida custo. Na comparação de velocidade de conver-
gência e variação de potência, o método de realimentação escalar sem ortogonalização foi
usado conforme em [34,35]. Ao comparar a redução de intermodulação medindo o ACLR,
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Figura 38 – Comparação entre o método proposto OSFL e o algoritmo de realimentação
escalar sem ortogonalização [34, 35]. Foi medido ao longo das iterações a)
ACLR para comparar tempo de convergência, e b) variação de potência de
saída.

Tabela 6 – Comparação de desempenho em termos de tempo de convergência e variação
de potência de saída. Os algoritmos testados são o de realimentação escalar
sem ortogonalização [34,35] e o OSFL proposto.

Algoritmo Número total
de iterações

Variação pico-a-pico
na potência de saída [dB]

Sem ortogonalização 10679 0, 69
OSFL proposto 1994 0, 14

o método LS baseado em regressão linear foi usado conforme descrito em [32].

O histórico do ACLR e variação de potência de saída ao longo das iterações são
comparadas na Figura 38. A comparação é feita entre dois algoritmos: o método proposto
OSFL (com a ortogonalização dos coeficientes) e o algoritmo de realimentação escalar sem
ortogonalização conforme descrito em [34,35], todos empregando o Nelder-Mead Simplex
como algoritmo de otimização numérica. O método LS é mostrado como referência na
forma de uma reta, devido à sua natureza de iteração única. Nota-se que ambos algoritmos
são capazes de atingir o mesmo valor de ACLR final. Contudo, há uma diferença no número
total de iterações até a convergência e na variação de potência mostrados na Tabela 6.
O OSFL diminui o número de iterações em 5, 3 vezes e restringe a variação de potência.
Estas vantagens se devem ao processo de ortogonalização, uma vez que o ajuste de um
coeficiente não afetará os anteriores. O número de iterações corresponde ao número de
medidas custo tomadas, que é igual ao número de iterações do laço interno do algoritmo
OSFL.
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Figura 39 – Desempenho de intermodulação. a) sinal de entrada do DPD, i.e., o sinal não-
distorcido, b) sinal de saída do PA sem o uso do DPD, c) sinal de saída do PA
com DPD usando o método LS e d) sinal de saída do PA com DPD usando
o método proposto OSFL com otimização numérica Nelder-Mead Simplex.

Tabela 7 – Comparação de desempenho em termos de NMSE e ACLR.

Comparação NMSE [dB] ACLR [dB]
Sem DPD −19, 74 −28, 31
Com DPD LS −44,73 −50, 26
Com DPD OSFL −27, 81 −53,67

A Figura 39 compara a DEP4 dos sinais de entrada do sistema e saída do PA,
assumindo diferentes esquemas de DPD. O OSFL apresentou um resultado melhor do que
o método LS em termos de intermodulação. A comparação é quantificada na Tabela 7,
usando duas figuras de mérito distintas: o ACLR e o NMSE entre o sinal de entrada do
DPD e a saída linearizada do PA, sendo que os valores em negrito destacam os melhores
resultados. Conforme esperado, o LS apresentou o melhor NMSE, uma vez que o erro
quadrático no domínio do tempo é a métrica do critério de otimização desse algoritmo.
Ao compensar o erro temporal, o DPD acaba por corrigir não somente as distorções não-
lineares, mas também as lineares desnecessariamente. O OSFL proposto apresentou o
melhor ACLR, que, por sua vez, é o critério de otimização.

Os gráficos AM/AM e AM/PM sem e com a ação do DPD são fornecidos na
Figura 40.
4 A estimação da densidade espectral de potência foi feita usando a função do MATLAB pwelch com

uma janela Gaussiana. Obviamente, diferentes técnicas de estimação, tipos de janela ou ambos, podem
levar a diferentes estimativas, bem como diferentes valores finais do ACLR.
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Figura 40 – Funções de transferência instantâneas sem e com o DPD dadas por (a)
AM/AM e (b) AM/PM.

No algoritmo OSFL, o número total de iterações e o desempenho de intermodulação
variam de acordo com o número de coeficientes, o algoritmo de otimização numérica
escolhido e o critério de parada para considerar a medida custo minimizada para um
dado coeficiente. O critério de parada para quebrar o laço while do Algoritmo 3 é uma
variável de ajuste para cada algoritmo de otimização numérica. A Figura 41 mostra o
ACLR final e o número total de iterações para diferentes parâmetros 𝑀 e 𝐾.

4.4 Conformidade com sequências aleatórias
Na Seção 4.3 desse capítulo, uma sequência foi repetidamente empregada como

sinal de entrada. Nesta condição, a medida custo é uma constante para um dado con-
junto de coeficientes. Em aplicações práticas, o sinal de entrada corresponde a sequências
aleatórias. Linearizar um PA em uma aplicação prática com uma sequência repetida signi-
ficaria conduzir a estimação dos parâmetros com a transmissão interrompida. Nesse caso,
uma sequência de treinamento é transmitida e não o sinal contendo informações de usuá-
rios durante a linearização, o que é indesejável. Para sequências de entrada aleatórias, o
sinal está em constante mudança causando variação do ACLR para um dado conjunto de
coeficientes. Isso traz outro desafio, dado que a função custo a ser minimizada torna-se
não-suave (ou de aparência ruidosa) e também variante no tempo. Os algoritmos de otimi-
zação numérica podem não apresentar o mesmo comportamento quando comparados com
o resultado alcançado com uma função custo suave, podendo não convergir, por exemplo.
A função custo para sequências aleatórias pode se tornar mais suave ao tomar a medida
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Figura 41 – ACLR e número total de iterações para diferentes parâmetros 𝑀 e 𝐾 usando
o algoritmo OSFL.

custo sobre uma sequência mais longa do sinal, promovendo uma detecção mais precisa
devido às mudanças causadas pela variação dos coeficientes. Isso resulta em melhorias,
mas não resolve o problema. Algumas considerações são feitas com relação ao algoritmo
OSFL proposto, quando usado com sequências aleatórias.

Na Seção 4.2.1 foi mostrado que a adaptação dos coeficientes dentro do processo
de ortogonalização depende do conjunto de vetores Ω𝑖, que por sua vez, são dependentes
da sequência de entrada. Isso sugere que um conjunto de vetores Ω𝑖, calculados para
uma dada sequência não seriam válidos para as sequências subsequentes. Um teste de
simulação mostra que esse erro é inversamente proporcional ao comprimento da sequência
𝑁 . Portanto, esse problema pode ser superado fazendo 𝑁 longo o suficiente, desde que
o sinal de entrada seja estacionário no sentido amplo. O teste gera uma sequência de
entrada, separando-a em duas metades, A e B, de forma que Ω𝑖𝐴 e Ω𝑖𝐵 são calculados
para cada metade. Então, o NMSE entre os vetores Ω𝑖𝐴 e Ω𝑖𝐵 é calculado para cada
índice de coeficiente 𝑖, como mostrado na Figura 42. Nota-se que o cálculo foi feito para
os modelos polinomial banda base de (2.20) e Gaussiano ortogonal de (2.27), em que
𝐾 = 5. A diminuição do NMSE com o aumento de 𝑁 mostra que Ω𝑖 tende para um valor
constante. O modelo ortogonal Gaussiano promove uma maior precisão no algoritmo
de ortogonalização, devido ao menor NMSE para um dado 𝑁 . Desta forma, mesmo com
sequências de entrada aleatórias, os vetores Ω𝑖 podem ser calculados uma única vez e serem
considerados constantes, desde que o comprimento da sequência seja longo o suficiente e
os sinais de entrada sejam estacionários no sentido amplo.
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Considerando que a função custo para cada coeficiente é não-suave e não-estática,
foi observado em simulações que os algoritmos de otimização Nelder-Mead Simplex e
Quasi-Newton podem não convergir. Para tais casos, um algoritmo estocástico é mais
apropriado, como o de busca de padrão (Pattern seach) [65] que é um otimizador global.
Observa-se que o processo de ortogonalização dos coeficientes, conforme descrito no Al-
goritmo 3, permanece o mesmo. Neste caso, apenas o método de otimização numérica
para um dado coeficiente é modificado. A função custo e a trajetória de otimização para
o coeficiente de 3a ordem são mostradas na Figura 43. Nessa simulação, as sequências de
entrada aleatórias são geradas com 16384 amostras cada. Para cada iteração, o ACLR
é calculado a partir da média de dez medidas custo. Os vetores Ω𝑖 são calculados uma
única vez a partir de uma sequência de 1048576 amostras. O teste de desempenho e con-
vergência é mostrado na Figura 44. O resultado do LS é apresentado como referência não
mais como uma linha reta, uma vez que o ACLR varia com o tempo para um conjunto
de coeficientes de valores fixos. Apesar de levar mais iterações do que os algoritmos apre-
sentados anteriormente, esse método foi capaz de convergir com um resultado de ACLR
final superior ao do LS. Uma característica notável do Pattern search é o aumento do
ACLR nas iterações iniciais de cada coeficiente. Porém, ao contrário do Quasi-Newton,
esse é um método de otimização restrita que permite impor limites no valor máximo dos
coeficientes, restringindo os picos de ACLR.
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4.5 Otimização da intermodulação dentro da banda do canal
Os produtos de intermodulação gerados pelo PA estão localizados tanto OOB

quanto IB. A qualidade do sinal, e consequentemente o limiar de recepção, serão afetados
pela intermodulação IB, enquanto as emissões OOB e a margem em relação à máscara
espectral serão afetados pela intermodulação OOB. A primeira impacta no desempenho
do sistema e a segunda causa interferência nos sistemas ocupando as bandas adjacentes.
Sendo assim, a máxima potência do PA estará sempre limitada tanto pela máscara es-
pectral, que é afetada pela intermodulação OOB, quanto pela qualidade do sinal, que é
afetada pela intermodulação IB.

Para padrões em que a máscara não é rigorosa e a máxima potência do PA é limi-
tada pela qualidade do sinal, a melhor métrica é a distorção IB, tomando a MER como
medida custo . Por exemplo, padrões de televisão digital como DVB-T (Digital Video
Broadcasting — terrestrial - DVB-T)/T2 e ISDB-T (Integrated Services Digital Broad-
casting — Terrestrial - ISDB-T) apresentam diferentes requisitos em relação à máscara
de emissão [66] e MER para qualidade de sinal. Para DVB-T, à medida em que a potência
de saída do PA é aumentada, a especificação de MER falha primeiro, enquanto a máscara
ainda é atendida. De forma semelhante, para ISDB-T quando a potência de saída do
PA é aumentada, as emissões OOB falharão primeiro, enquanto a MER ainda atende as
especificações. Isso significa que é preferível adotar o ACLR como medida custo para o
ISDB-T, assim como uma métrica IB para o DVB-T.

Propõe-se então uma metodologia em que um sistema de DPD pode ser direta-
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mente otimizado para uma dada métrica, escolhida de acordo com a característica limi-
tante, com diagrama de blocos ilustrado na Figura 45. A medida custo IB é definida como
a razão entre a potência do sinal erro IB e a potência do sinal IB, ambos no domínio da
frequência, dado por

𝐶IB(h) =

∫︀
𝑓∈IB

𝑃e(𝑓) 𝑑𝑓∫︀
𝑓∈IB

𝑃z(𝑓) 𝑑𝑓 , (4.19)

em que 𝑃e(𝑓) representa a DEP do sinal erro na saída do equalizador LS, conforme
mostrado na Figura 45. Medir a potência do erro não é uma tarefa direta. A primeira
opção seria demodular o sinal. A segunda opção é dada pela extração do sinal erro no
domínio do tempo gerado a partir da versão equalizada de z que remove suas distorções
lineares, restando apenas as não-lineares. A segunda opção foi escolhida e é dada por
e = x− zeq, em que as sequências x e zeq necessitam estar alinhadas no tempo antes de
realizar a subtração.

Uma comparação foi feita para medir o desempenho da linearização OSFL em
função de diferentes medidas custo. Foram comparados três casos: o algoritmo baseado
em regressão linear LS e o OSFL com as medidas custo OOB e IB. A Figura 46 mostra a
DEP para os seguintes grupos de sinal: i) o sinal de entrada (sistema linear) e a saída do
PA sem DPD como referências; ii) a saída do PA com DPD para o LS [32], que minimiza
o erro quadrático médio no domínio do tempo e para o DPD OSFL para as métricas
OOB de (3.33) e IB de (4.19) e; iii) o sinal erro para todos os algoritmos plotado apenas
para 𝑓 ∈ IB. A redução da intermodulação é visualmente percebida na Figura 46. Para
quantificar a melhoria de maneira objetiva, a Tabela 8 compara os três métodos usando



Capítulo 4. Proposta de um sistema de linearização ortogonal com realimentação escalar 81

−π/2 −π/4 0 π/4 π/2
−80

−70

−60

−50

−40

−30

−20

−10

0

Frequência [rad/amostra]

D
E
P

n
or
m
al
iz
ad

a
[d
B
/(
ra
d
/a

m
o
st
ra
)]

Entrada Sem DPD LS OSFL IB
OSFL OOB Erro LS Erro OSFL OOB Erro OSFL IB

−π/2 −π/4 0 π/4 π/2
−80

−70

−60

−50

−40

−30

−20

−10

0

Frequência [rad/amostra]

D
E
P

n
or
m
al
iz
ad

a
[d
B
/(
ra
d
/a
m
os
tr
a)
]

Entrada Sem DPD LS OSFL IB
OSFL OOB Erro LS Erro OSFL OOB Erro OSFL IB

−π/2 −π/4 0 π/4 π/2
−80

−70

−60

−50

−40

−30

−20

−10

0

Frequência [rad/amostra]

D
E
P

n
or
m
a
li
za
d
a
[d
B
/
(r
a
d
/a
m
os
tr
a
)]

Entrada Sem DPD LS OSFL IB
OSFL OOB Erro LS Erro OSFL OOB Erro OSFL IB

Figura 46 – DEP de sinais para comparação de três métodos: sistema DPD baseado em
LS e OSFL com métricas OOB e IB.

Tabela 8 – Comparação de desempenho em termos de NMSE e métricas de intermodula-
ção OOB e IB.

Método NMSE Intermodulação
fora da banda [dB]

Intermodulação
dentro da banda [dB]

Sem DPD −19, 93 −28, 55 −22, 28
Com DPD LS −44,56 −50, 06 −47, 56
Com DPD OSFL OOB −31, 25 −54,24 −47, 60
Com DPD OSFL IB −31, 44 −52, 73 −52,89

as três diferentes métricas: o NMSE entre o sinal de entrada do DPD e o de saída do
PA no domínio do tempo e o nível relativo das intermodulações OOB e IB. Os números
em negrito destacam os melhores resultados dentro de cada métrica. O algoritmo OSFL
proposto supera todos os demais considerando a métrica escolhida. Em outras palavras a
emissão OOB é a menor para o OSFL OOB, assim como a distorção IB é a menor para
o OSFL IB. Quando comparado com o DPD LS convencional, houve uma melhoria de
5, 33 dB na intermodulação IB.

4.6 Processo de ortogonalização alternativo
Considerando a forma matricial da equação do modelo comportamental y = Xh de

(2.26), o processo ortogonalização descrito na Seção 4.2 adapta os coeficientes h para obter



Capítulo 4. Proposta de um sistema de linearização ortogonal com realimentação escalar 82

o efeito desejado. De forma alternativa, pode-se atuar na matriz X para obter o mesmo
efeito de acordo com o algoritmo de ortogonalização de Gram-Schmidt [67], conforme
descrito no Algoritmo 4, em que U = [u1, u2, . . . , u𝐾 ] é a versão ortogonalizada de X.

Algoritmo 4 Algoritmo de ortogonalização de Gram-Schmidt.

u1 = x1√︁
x†

1x1
para 𝑖 ← 2 até 𝐾 faça

u𝑖 = x𝑖

para 𝑗 ← 1 até 𝑖− 1 faça

u𝑖 = u𝑖 −
u†

𝑖 u𝑗

u†
𝑗u𝑗

u𝑗 ◁ Remove de u𝑖 a projeção de u𝑖 em u𝑗

fim para
u𝑖 = u𝑖√︁

u†
𝑖 u𝑖

◁ Normaliza para que u†
𝑖 u𝑖 = 1

fim para

Com a ortogonalização, o produto interno entre colunas distintas de U é nulo, i.e.,
U†U é uma matriz diagonal. Além disso, devido à etapa de normalização, U†U = I, ou
seja, U é ortonormal. Dessa forma, a saída do modelo ortonormalizado é obtida por meio
de y = Uh. Quando a normalização é omitida do Algoritmo 4, obtêm-se exatamente
o mesmo resultado do processo de ortogonalização de coeficientes conforme descrito na
Seção 4.2.

A seguir são comparadas semelhanças e diferenças entre um modelo ortogonali-
zado com o método de Gram-Schmidt e o modelo Gaussiano ortogonal de (2.27). Primei-
ramente, nota-se que o Gaussiano resulta em E

[︁
X†X

]︁
= I, apenas quando x apresenta

distribuição Gaussiana. Enquanto com Gram-Schmidt pode-se obter a ortogonalização
com qualquer distribuição. Também, para o Gaussiano apenas a média do produto in-
terno entre colunas distintas de X é nula, enquanto para o Gram-Schmidt o produto
interno entre colunas distintas de U é nulo para a sequência x usada para montar a
matriz X.

Quando o efeito memória é adicionado ao modelo Gaussiano ortogonal de (2.27),
formando o Gaussiano com memória de (2.38), o último perde a propriedade da ortogo-
nalidade. Em tese, o algoritmo de Gram-Schmidt poderia ser aplicado no modelo com
memória descrito em (2.38) para se recuperar a ortogonalidade para uma dada sequência
de entrada. Contudo, observou-se que, para esse caso, o Algoritmo 4 não produziu o
efeito esperado, ou seja, U†U ̸= I. Isso aconteceu por duas razões: i) a não-ortogonalidade
de uma matriz apresenta grau, medido pelo número de condicionamento da matriz X. Em
um modelo com memória, X apresenta um alto número de condicionamento devido à forte
correlação entre as colunas de X, uma vez que o conteúdo das colunas se repetem deslo-
cadas de 𝑚 = 0, 1, · · · ,𝑀 − 1 amostras para as várias tomadas, e; ii) porque o método de
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duplo laço for conforme descrito em Algoritmo 4 acumula erro ao longo das iterações
que remove as projeções. O método de ortogonalização dos coeficientes descrito na Seção
4.2 não sofre essa limitação.

Para resolver o problema para os modelos com memória, o algoritmo de Gram-
Schmidt foi alterado conforme descrito no Algoritmo 5.

Algoritmo 5 Algoritmo de ortogonalização de Gram-Schmidt modificado, baseado-se em
matriz de projeção.

u1 = x1√︁
x†

1x1
para 𝑖 ← 2 até 𝐾 faça

u𝑖 = x𝑖

R𝑖 = [u1, u2, · · · , u𝑖−1]
u𝑖 = u𝑖 −R𝑖(R†

𝑖 R𝑖)−1R†
𝑖 u𝑖 ◁ Remove de u𝑖 a projeção de u𝑖 em u𝑗

simultaneamente para 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑖− 1
u𝑖 = u𝑖√︁

u†
𝑖 u𝑖

◁ Normaliza para que u†
𝑖 u𝑖 = 1

fim para

A versão modificada apresenta agora um único laço for, dado que a projeção do vetor u𝑖

nas colunas anteriores é removida em uma única etapa por meio do conceito de matriz de
projeção. Com essa modificação não há erro acumulativo, sendo possível a ortogonalização
de modelos com memória. Por definição [68],

P𝑖 , R𝑖(R†
𝑖 R𝑖)−1R†

𝑖 (4.20)

é a matriz de projeção do subespaço R𝑖. Na multiplicação de P𝑖 por um vetor u𝑖, o
resultado é a projeção de u𝑖 no subespaço vetorial definido pelas colunas de R𝑖, ou seja,
P𝑖u𝑖 = û𝑖, em que û𝑖 é a projeção ortogonal de u𝑖 em R𝑖.

Ao usar o algoritmo de ortogonalização de Gram-Schmidt, na sua versão modi-
ficada quando necessário, teremos um modelo ortogonalizado para qualquer combinação
de coeficientes. Isso significa que o processo de linearização pode ser obtido diretamente
ajustando-se coeficiente a coeficiente de acordo com um algoritmo de otimização numé-
rica, sem a necessidade de se adaptar os coeficientes a cada iteração. Quando comparado
ao OSFL descrito no Algoritmo 3, a diferença se dá por causa da ortonormalização.
Uma simulação de desempenho foi feita comparando o OSFL proposto (equivalendo ao
Gram-Schmidt sem normalização) e o Gram-Schmidt ortonormal, em que os resultados
são ilustrados na Figura 47. Nota-se um aumento na velocidade de convergência para
o caso ortonormal. Outra característica da ortonormalização é uma menor dispersão na
magnitude dos coeficientes. Por exemplo, o desvio padrão do conjunto de coeficientes da
Figura 47 para o método ortogonal e ortonormal foi de 380, 41 e 0, 21, respectivamente.
Isso é uma vantagem quando emprega-se um método de otimização numérica restrita,
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Figura 47 – Comparando processos de linearização com realimentação escalar usando
Gram-Schmidt, quando há somente ortogonalização (equivalente ao OSFL
proposto) e com ortonormalização. Comparação feita em termos de (a) ACLR
e; (b) Potência de saída do PA ao longo das iterações.

em que impõe-se um limite máximo na magnitude dos coeficientes para restringir o valor
máximo de ACLR ao longo das iterações.

4.7 Processo de ajuste manual
É possível remover completamente o caminho de realimentação fazendo o ajuste

manual dos coeficientes. Desta forma, a medida custo é tomada visualmente por um ope-
rador humano, ao checar o sinal de saída do PA em um analisador de espectro, em uma
operação de tentativa e erro. Apesar de não ser um processo automático, é adequado para
aplicações de baixo custo. Em tais sistemas sem realimentação, o DPD é tipicamente
realizado fazendo desenhos manuais das curvas AM/AM e AM/PM. Este procedimento
apresenta um tempo de convergência longo. Ao aplicar o algoritmo OSFL manualmente,
os valores dos coeficientes são ajustados ao invés de desenhar curvas. O tempo de con-
vergência do ajuste manual dos coeficientes se torna mais rápido do que manualmente
desenhar curvas AM/AM e AM/PM, devido ao número de parâmetros reduzidos e ao
processo de ortogonalização.

Aplicações como transmissores de TV Digital de baixa potência são extremamente
sensíveis ao custo. A remoção completa de todo o circuito de realimentação, incluindo o
ADC, seria economicamente interessante neste cenário.

4.8 Conclusão
O presente capítulo apresentou o método de linearização OSFL proposto, que

é a principal contribuição deste trabalho. Destaca-se o desenvolvimento teórico para o
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processo de adaptação dos coeficientes que resulta na ortogonalização dos produtos de
intermodulação no domínio da frequência. Isso permite a criação de um sistema de pré-
distorção com realimentação escalar, em que os coeficientes são ajustados de forma in-
dependente de acordo com algum algoritmo de otimização numérica, com o objetivo de
reduzir a medida custo. O método proposto foi simulado e os resultados obtidos foram
satisfatórios.
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5 Pré-distorção em tempo real

O projeto de um sistema de pré-distorção digital pode ser dividido em duas grandes
partes: o bloco do DPD responsável por pré-distorcer o sinal de entrada em tempo real e
a identificação do modelo inverso do PA cujas características são carregadas no bloco do
DPD. Neste capítulo são apresentados os conceitos necessários para gerar a pré-distorção
no sinal de entrada, amostra por amostra, na velocidade da frequência de amostragem.
Os sistemas de comunicação sem fio modernos apresentam sinais com grande largura de
faixa, exigindo uma frequência de amostragem também alta para representá-los. Além do
mais, a não-linearidade introduzida pelo DPD gera um crescimento espectral na forma
de intermodulação, exigindo uma largura de faixa ainda maior. Gerar a pré-distorção em
tempo real significa implementar a equação do modelo escolhido em função do sinal de
entrada e um conjunto de coeficientes. Em sistemas típicos, o bloco do DPD opera com
taxas de amostragem entre 50 MS/s e 200 MS/s, ou seja, o intervalo de tempo entre as
amostras variam de 5 ns a 20 ns. Devido a estas especificações, a pré-distorção deve ser
executada não por software, mas por algum hardware digital, que pode ser uma FPGA
ou um circuito integrado de aplicação específica (Application Specific Integrated Circuit -
ASIC). Em outras palavras, pode ser implementada usando portas lógicas e registradores.
Além do mais os sinais são quantizados em número finito de bits correspondendo a números
inteiros, isto é, comumente usa-se a representação com ponto fixo. A seção 5.1 apresenta
algumas operações trigonométricas complexas feitas a partir de tais representações. A
seção 5.2 aborda diferentes interpretações de uma dada equação de modelo, resultando
em diferentes formas de implementação, cada qual com suas características e vantagens.

5.1 Trigonometria de ponto fixo
Praticamente todas equações de modelo não-linear da Seção 2.3 utilizam o conceito

de polinômio em banda base, em que são gerados apenas produtos de intermodulação
próximos da frequência fundamental. Para tais modelos, é necessário calcular o módulo
do sinal de entrada |𝑥(𝑛)|. Seja 𝑥 = 𝑝+ 𝑗𝑞, da trigonometria

|𝑥| =
√︁
𝑝2 + 𝑞2. (5.1)

O cálculo da magnitude do sinal complexo é trivial por software. O cálculo de
𝑝2 + 𝑞2 que corresponde a 𝑥*(𝑛)𝑥(𝑛) é fácil de ser obtido por hardware por meio de
multiplicadores. Contudo, considerando que 𝑝 e 𝑞 são números inteiros com representação
de ponto fixo, a operação de raiz quadrada não é trivial. Para resolver tal problema, faz-
se uso dos algoritmos de trigonometria de ponto fixo chamados de computador digital
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Figura 48 – Rotação de um ângulo 𝜑 a partir de um número complexo 𝑐, gerando 𝑐′.

de rotação de coordenadas (COordinate Rotation DIgital Computer - CORDIC) [69].
Trata-se de uma classe de algoritmos com uso eficiente do hardware empregando somente
operações básica como deslocamento de bits e somas.

O CORDIC baseia-se na rotação de um vetor no plano complexo, como apresentado
na Figura 48. A operação matemática que gera o número complexo 𝑐′ a partir de 𝑐 é

𝑐′ = 𝑐 𝑒𝑗𝜑

= (𝑝+ 𝑗𝑞) [cos(𝜑) + 𝑗 sen(𝜑)]

𝑝′ + 𝑗𝑞′ = 𝑝 cos(𝜑)− 𝑞 sen(𝜑) + 𝑗 [𝑝 sen(𝜑) + 𝑞 cos(𝜑)] ,

(5.2)

podendo ser representada pela multiplicação matricial⎡⎣𝑝′

𝑞′

⎤⎦ =
⎡⎣ cos(𝜑) − sen(𝜑)

sen(𝜑) cos(𝜑)

⎤⎦ ⎡⎣𝑝
𝑞

⎤⎦ . (5.3)

Multiplicando o segundo membro da equação por cos(𝜑)
cos(𝜑) , tem-se

𝑐′ = cos(𝜑)
⎡⎣ 1 − tan(𝜑)
tan(𝜑) 1

⎤⎦ 𝑐. (5.4)

Discretizando o número de rotações para um conjunto {𝜃𝑖}, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑅− 1,

tan(𝜑𝑖) = ±2−𝑖

𝜑𝑖 = arctan(±2−𝑖).
(5.5)

Assim, (5.4) torna-se

𝑐𝑖+1 = cos(arctan(±2−𝑖))
⎡⎣ 1 ∓2−𝑖

±2−𝑖 1

⎤⎦ 𝑐𝑖, (5.6)

em que 𝑐𝑖 é o valor complexo assumindo a 𝑖-ésima rotação dentro do conjunto de 𝑅

possíveis rotações.



Capítulo 5. Pré-distorção em tempo real 88

Como a função arco-tangente apresenta simetria ímpar, os ângulos podem ser ainda
mais restritos a apenas valores positivos, como

𝑐𝑖+1 = cos(arctan(2−𝑖))
⎡⎣ 1 −𝑑𝑖2−𝑖

𝑑𝑖2−𝑖 1

⎤⎦ 𝑐𝑖. (5.7)

em que 𝑑𝑖 ∈ {−1, 1} e faz-se 𝑑𝑖 = −1 para obter uma rotação no sentido horário. Após 𝑅
rotações sucessivas, o valor do cosseno é uma constante dada por

𝐾𝑅 =
𝑅−1∏︁
𝑖=0

cos(arctan(2−𝑖)) =
𝑅−1∏︁
𝑖=0

(︁
1 + 2−2𝑖

)︁− 1
2 , (5.8)

independente do sentido de rotação uma vez que cos(−𝜑) = cos(𝜑). Quando o número de
rotações tender para o infinito a constante torna-se

𝐾∞ =
∞∏︁

𝑖=0

(︁
1 + 2−2𝑖

)︁− 1
2 = 0, 607252935008881 . . . (5.9)

Isso significa que 𝐾𝑅 pode ser pré-calculado de acordo com o número de rotações 𝑅
e ser multiplicado apenas após a última rotação como um fator de escalonamento. Assim
sendo, a equação da rotação aplicada em cada iteração do algoritmo é dada por

𝑐𝑖+1 =
⎡⎣ 1 −𝑑𝑖2−𝑖

𝑑𝑖2−𝑖 1

⎤⎦ 𝑐𝑖. (5.10)

com partes real e imaginárias dadas por⎧⎪⎨⎪⎩𝑝𝑖+1 = 𝑝𝑖 − 𝑑𝑖2−𝑖𝑞𝑖

𝑞𝑖+1 = 𝑞𝑖 + 𝑑𝑖2−𝑖𝑝𝑖.
(5.11)

Na Equação (5.11) há apenas operações simples de soma (ou subtração) e divisões
por alguma potência de 2, que é obtida deslocando-se bits. A Tabela 9 mostra valores
dos ângulos para 10 rotações. Como os ângulos de rotação são restritos à tabela de arco-
tangente, a rotação por um ângulo 𝜃 qualquer é obtida a partir de sucessivas rotações
selecionando-se a direção de rotação 𝑑𝑖 de forma que

𝜃 ≃
𝑅∑︁

𝑖=0
𝑑𝑖𝜑𝑖 (5.12)

em que (5.12) torna-se uma igualdade quando 𝑅→∞. Porém, ainda que infinitas rotações
sejam feitas no mesmo sentido, há um ângulo máximo de convergência dado por

𝜃max =
∞∑︁

𝑖=0
arctan(2−𝑖) = 99, 882965834689614 . . .∘ . (5.13)

Desta forma, o algoritmo de rotação converge para os 1∘ e 4∘ quadrantes e uma
pequena parcela nos 2∘ e 3∘ quadrantes, ou seja, de −𝜃max a 𝜃max. Para funcionar em toda
a circunferência é necessário contornar o problema fazendo

𝑐0 =

⎧⎨⎩ 𝑐, se − 90∘ < ∠𝑐 < 90∘

−𝑐, caso contrário,
(5.14)
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Tabela 9 – Tabela dos ângulos necessários para algoritmos CORDIC.

𝑖 tan(𝜑) = 2−𝑖 𝜑 = arctan(2−𝑖)[∘]
0 1 45
1 1/2 26, 5651
2 1/4 14, 0362
3 1/8 7, 1250
4 1/16 3, 5763
5 1/32 1, 7899
6 1/64 0, 8952
7 1/128 0, 4476
8 1/256 0, 2238
9 1/512 0, 1119

Real

Imaginário

q
max

p

q

q0=-q

p0=-p

  

  

Transposição

Região de
convergênciac

c0

Figura 49 – Região de convergência das rotações CORDIC e processo de transposição de
quadrantes.

que troca o sinal das partes real e imaginária de 𝑐. Isso corresponde a uma transposição
dos 2∘ ou 3∘ quadrantes não-convergentes para os 4∘ ou 1∘ quadrantes convergentes,
respectivamente. A partir de 𝑐0, fazem-se as rotações sucessivas. O processo inverso da
transposição de quadrantes deve ser feito, quando o resultado da rotação final que gera
𝑐𝑅 for obtido. A Figura 49 ilustra a região de convergência e o processo de transposição
de quadrantes.

Considerando o objetivo inicial de calcular |𝑥| =
√
𝑝2 + 𝑞2, aplica-se o algoritmo

CORDIC que resulta na conversão de coordenadas cartesianas para polares, de acordo
com o Algoritmo 6. Este algoritmo tem como objetivo provocar rotações sucessivas de
acordo com o sinal da parte imaginária, até que a mesma seja zerada projetando todo o
ponto sobre o eixo real. Quando isto acontece, a magnitude do sinal complexo corresponde
à parte real e sua fase ao somatório de ângulos rotacionados. Para a aplicação do DPD,
a informação de fase é desnecessária e será descartada.
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Algoritmo 6 Conversão de um número complexo de coordenadas cartesianas 𝑝+ 𝑗𝑞 para
polares 𝐴𝑒𝑗𝜃 com CORDIC.

Monte a tabela arco-tangente 𝜑𝑖 = arctan(2−𝑖) com 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑅− 1
Calcule a constante 𝐾𝑅 de acordo com (5.8)
Coordenadas cartesianas são dadas por
𝑝 = ℜ{𝑥}
𝑞 = ℑ{𝑥}
Transposição dos quadrantes de acordo com o sinal da parte imaginária
se 𝑞 < 0 então

𝑃0 = −𝑝
𝑄0 = −𝑞

senão
𝑃0 = 𝑝
𝑄0 = 𝑞

fim se
𝑍 = 0
para 𝑖 ← 0 até 𝑅− 1 faça ◁ Rotações sucessivas

Defina a direção de rotação
se 𝑄𝑖 < 0 então

𝑑𝑖 = 1
senão

𝑑𝑖 = −1
fim se
Obter 𝑃𝐷 a partir de 𝑃𝑖 deslocado 𝑖 bits para a direita
Obter 𝑄𝐷 a partir de 𝑄𝑖 deslocado 𝑖 bits para a direita
𝑃𝑖+1 = 𝑃𝑖 − 𝑑𝑖𝑄𝐷

𝑄𝑖+1 = 𝑄𝑖 + 𝑑𝑖𝑃𝐷

𝑍𝑖+1 = 𝑍𝑖 − 𝜑𝑖

fim para
Escalonamento pela constante. 𝐴 = 𝐾𝑅𝑃𝑅

se 𝑞 < 0 então ◁ Transpõe para o quadrante original
𝜃 = 𝑍𝑅 + 𝜋

senão
𝜃 = 𝑍𝑅

fim se
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Tabela 10 – Classe de algoritmos CORDIC para algumas funções trigonométricas.

Aplicação Entrada Inicialização Critério de
convergência Resultado Saída

Conversão
Cartesiana
para Polar

𝑥 = 𝑝+ 𝑗𝑞
𝑝 = ℜ{𝑥}
𝑝 = ℑ{𝑥}

𝑃0 = 𝑝
𝑄0 = 𝑞
𝑍0 = 0

Escolher 𝑑𝑖

para
𝑄𝑖+1 = 0

𝑃𝑅 = 𝐴
𝑄𝑅 = 0
𝑍 = 𝜃

𝑥 = 𝐴𝑒𝑗𝜃

𝐴 =
√
𝑝2 + 𝑞2

𝜃 = arctan
(︃
𝑞

𝑝

)︃
Conversão
Polar para
Cartesiana

𝑥 = 𝐴𝑒𝑗𝜃

𝐴 = |𝑥|
𝜃 = ∠𝑥

𝑃0 = 𝐴
𝑄0 = 0
𝑍0 = 0

Escolher 𝑑𝑖

para
𝑍𝑖+1 = 𝜃

𝑃𝑅 = 𝑝
𝑄𝑅 = 𝑞
𝑍 = 𝜃

𝑥 = 𝑝+ 𝑗𝑞
𝑝 = 𝐴 cos(𝜃)
𝑞 = 𝐴 sen(𝜃)

Cosseno e Seno Ângulo 𝜃
𝑃0 = 1
𝑄0 = 0
𝑍0 = 0

Escolher 𝑑𝑖

para
𝑍𝑖+1 = 𝜃

𝑃𝑅 = 𝑝
𝑄𝑅 = 𝑞
𝑍 = 𝜃

𝑝 = cos(𝜃)
𝑞 = sen(𝜃)

Para fins informativos, há, na verdade, uma classe de algoritmos CORDIC cujas
lógicas são mostradas na Tabela 10. O algoritmo CORDIC é eficiente para ser executado
em hardware pois são necessários apenas somas, deslocamento binário, uma tabela de
arco-tangente e um escalonamento por uma constante.

5.2 Ganho complexo
O objetivo é implementar a equação de um dado modelo de sistema não-linear em

tempo real e, portanto, o bloco do DPD. Este deve produzir um sinal de saída 𝑦(𝑛), a
partir do sinal de entrada 𝑥(𝑛) e um conjunto de coeficientes h por meio da equação do
modelo, para cada instante de tempo discreto 𝑛. Todas as equações de modelos linear nos
parâmetros, podem ser reescritas da seguinte forma

𝑦(𝑛) = 𝑓(|𝑥(𝑛)|,h)𝑥(𝑛) (5.15)

sendo que 𝑓(|𝑥(𝑛)|,h) fornece um número complexo em função da magnitude do sinal de
entrada e do conjunto de coeficientes. Este número complexo por sua vez é multiplicado
pelo próprio sinal de entrada 𝑥 para cada instante de tempo 𝑛. Sendo assim, a função
𝑓(|𝑥(𝑛)|,h) promove um novo valor de ganho de magnitude e deslocamento de fase para
cada novo valor de magnitude do sinal de entrada, cujo comportamento é definido pelos
valores dos coeficientes. Considere como exemplo, o modelo polinomial banda base de
(2.20). Assim, tem-se

𝑦(𝑛) =
𝐾∑︁

𝑖=1
ℎ𝑖 |𝑥(𝑛)|2(𝑖−1) 𝑥(𝑛)

𝑦(𝑛) = 𝑓(|𝑥(𝑛)|,h)𝑥(𝑛)
(5.16)

em que

𝑓(|𝑥(𝑛)|,h) =
𝐾∑︁

𝑖=1
ℎ𝑖 |𝑥(𝑛)|2(𝑖−1) . (5.17)
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Figura 50 – Diagrama de blocos de um sistema DPD sem memória com ganho complexo
implementado com LUT.

Sob a ótica do ganho complexo, 𝑓(|𝑥(𝑛)|,h) pode ser implementada separada-
mente. De forma simplificada, a Figura 50 mostra um diagrama de blocos do sistema
de ganho complexo, sendo que o bloco atrasador é necessário para compensar a latência
dos blocos situados abaixo do mesmo. Há uma vantagem no fato do argumento |𝑥(𝑛)|
da função 𝑓(|𝑥(𝑛)|,h) ser puramente real, resultando em uma função bidimensional. Esta
função, por sua vez, é pré-calculada como resultado do processo de identificação e armaze-
nada em uma tabela de consulta (Look-Up Table - LUT), sendo que o próprio sinal |𝑥(𝑛)|
é o endereço de leitura desta memória. Há uma grande vantagem nesta implementação,
uma vez que o tamanho da memória é determinado pelo número de bits de quantização
do sinal |𝑥(𝑛)| que a endereça. O número de bits de endereço da LUT, 𝑁𝐴, é indepen-
dente do número de bits do sinal a ser pré-distorcido, 𝑁𝑆. Quando 𝑁𝐴 < 𝑁𝑆, haverá
um mesmo endereço de LUT, e, portanto, um mesmo ganho complexo a ser provocado,
para cada 2𝑁𝑆−𝑁𝐴 magnitudes do sinal de entrada. Isso determina a resolução com que
as características do amplificador poderão ser modeladas. Nas próximas subseções são
apresentados dois diferentes modos de se implementar um sistema baseado em LUTs a
partir de 𝑓(|𝑥(𝑛)|,h).

5.2.1 LUTs arranjadas por tomada

Para generalizar o conceito, utiliza-se, por exemplo, o polinômio com memória de
(2.34). A equação do modelo usando a função de ganho complexo inicialmente dada por
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Figura 51 – Diagrama de blocos do DPD com LUTs para cada tomada de um sistema
com memória.

(5.16) é redefinida como

𝑦(𝑛) =
𝑀−1∑︁
𝑚=0

𝑓𝑚(|𝑥(𝑛−𝑚)|, ℎ𝑖,𝑚)𝑥(𝑛−𝑚). (5.18)

Nesta abordagem, os coeficientes ℎ𝑖,𝑚 serão incorporados dentro das LUTs que são
calculadas de acordo com a equação

LUT𝑚 = 𝑓𝑚(|𝑥(𝑛−𝑚)|, ℎ𝑖,𝑚) =
𝐾∑︁

𝑖=1
ℎ𝑖,𝑚 |𝑥(𝑛−𝑚)|2(𝑖−1) (5.19)

sendo que |𝑥(𝑛)| assume 2𝑁𝐴 valores linearmente distribuídos no intervalo (0,max(|𝑥(𝑛)|)),
sendo max(|𝑥(𝑛)|) o máximo valor que |𝑥(𝑛)| pode assumir. Assim, haverá 𝑀 LUTs com-
plexas, uma para cada tomada. Logo, cada uma das 𝑀 LUTs são iguais às suas respectivas
funções de ganho complexo 𝑓𝑚(·). Como os coeficientes foram incorporados dentro da fun-
ção que compõe a LUT, haverá apenas uma LUT para cada tomada, independente do
número de polinômios 𝐾, com máxima ordem 2𝐾 − 1. A Figura 51 ilustra o diagrama
de blocos desse tipo de abordagem. O bloco linha de atraso da Figura 51 se difere do
atrasador da Figura 50 pois existem 𝑀 saídas, cada uma correspondendo a uma versão
atrasada do sinal de entrada.

5.2.2 LUTs arranjadas por ordem

Outra abordagem de formação das LUTs é remover os coeficientes ℎ𝑖,𝑚 de sua equa-
ção. Desta forma, haverá 𝐾 LUTs reais, uma para cada ordem, independente do número
de tomadas, sendo que a saída de cada LUT é escalonada pelos coeficientes complexos
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Figura 52 – Diagrama de blocos do DPD com LUTs para cada ordem de um sistema com
memória.

ℎ𝑖,𝑚. Cada função de ganho complexo é dada por

𝑓𝑚(|𝑥(𝑛)|, ℎ𝑖,𝑚) =
𝐾∑︁

𝑖=1
ℎ𝑖,𝑚LUT𝑖(𝑛−𝑚), (5.20)

em que cada LUT referente a uma dada ordem polinomial é calculada de acordo com

LUT𝑖 = 𝑓𝑖(|𝑥(𝑛)|) = |𝑥(𝑛)|2(𝑖−1) . (5.21)

Observa-se uma diferença importante em relação ao caso anterior. Ao retirar os
coeficientes ℎ𝑖,𝑚, os dados armazenados nas LUTs tornam-se reais. A Figura 52 ilustra o
diagrama de blocos desse tipo de abordagem. Como as saídas das LUTs são sinais reais,
a multiplicação pelos coeficientes corresponde à metade de um multiplicador complexo.
Além do mais, como os coeficientes não estão incorporados nas LUTs, o conteúdo das
mesmas é fixo, podendo ser implementadas com memórias de somente leitura (Read Only
Memory - ROM). A aplicação da pré-distorção se resume em alterar o valor dos coeficientes
nos multiplicadores. A faixa dinâmica do valor dos coeficientes traz um outro desafio
considerando sua representação em ponto fixo e uma solução para esse problema está fora
do escopo deste trabalho.

Nesse método de implementação de LUTs por ordem há uma vantagem em utilizar
modelos como o Gaussiano de (2.38). As Figuras 53 e 54 ilustram esta vantagem. No
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Figura 53 – LUTs com conteúdo puramente real para cada ordem de polinômio nos mo-
delos a) banda base polinomial de (2.20) e b) Gaussiano ortogonal de (2.27).

Tabela 11 – Recursos lógicos para duas abordagens de implementação das LUTs.

Aplicação LUTs por tomada LUTs por ordens
Bits de Memória 2𝑁𝐴+1𝑁𝐷𝑀 2𝑁𝐴𝑁𝐷(𝐾 − 1)
Multiplicadores 4𝑀 4𝑀 + 2𝐾
Somadores 4𝑀 − 2 2𝐾 + 4𝑀 − 4

modelo banda base polinomial convencional de (2.20), as LUTs apresentam valores muito
próximos de zero, principalmente com o aumento da ordem. Ao quantizar as LUTs, ou
seja, adotar um número de bits 𝑁𝐷 para os dados em cada endereço da memória, obtém-se
um erro de quantização que pode afetar o desempenho do DPD [70]. Por outro lado, em
modelos ortogonais como o de (2.27), as LUTs para cada ordem de polinômio apresentam
um formato que reduz o erro de quantização. O erro de quantização presente no modelo
não-ortogonal poderia ser resolvido aplicando um quantizador não-linear. Por exemplo,
usando uma função log(|𝑥(𝑛)|) no sinal de endereçamento das LUTs, o que aumenta a
resolução para as baixas magnitudes. A vantagem mostrada anteriormente se refere a um
sistema com quantização linear.

Fazendo uma comparação, a primeira abordagem incorpora os coeficientes nas
LUTs, havendo uma LUT para cada uma das 𝑀 tomadas, independente do número de
ordens 𝐾. A segunda, deixa os coeficientes ℎ𝑖,𝑚 fora das LUTs e haverá uma LUT para
cada das 𝐾 ordens, independente do número de tomadas 𝑀 . Para quantificar o uso
de recursos lógicos, a Tabela 11 compara os dois métodos. Concluindo, para otimizar a
utilização de recursos lógicos, a abordagem LUTs por tomada é interessante para sistemas
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Figura 54 – Erro de quantização das LUTs de cada ordem para os modelos a) banda base
polinomial de (2.20) e b) Gaussiano ortogonal de (2.27).

com poucas tomadas de ordem alta. Enquanto que a abordagem de LUTs por ordem é
indicada para sistemas com muitas tomadas de ordem baixa.

5.3 Conclusão
No capítulo anterior, os coeficientes da pré-distorção foram calculados de acordo

com o método com realimentação escalar proposto. Contudo, independente do algoritmo
de DPD, é preciso aplicar a pré-distorção no sinal de entrada em tempo real a partir
da equação do modelo adotada e do conjunto de coeficientes calculados. Este capítulo
sintetiza as informações necessárias para obter o bloco de pré-distorção em tempo real.
Esta é uma etapa importante na implementação do sistema como um todo.
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6 Resultados experimentais

As simulações realizadas anteriormente correspondem a um primeiro passo no
processo de validação do algoritmo OSFL proposto. A validação se dá por completa ao
implementar tal sistema e testá-lo com um amplificador não-linear. Ao medir a redução
da intermodulação na saída do amplificador devido ao uso da linearização, garante-se não
somente que o modelo adotado é capaz representar o comportamento do amplificador, mas
também que o algoritmo de ortogonalização funciona em casos práticos. Neste capítulo,
serão apresentados os resultados obtidos a partir da implementação do método proposto.
Foram empregados esforços nas áreas de software, hardware digital, eletrônica analógica
e RF. Na parte digital usou-se uma FPGA híbrida com sistema em pastilha (System
on Chip - SoC), contendo tanto lógica programável quanto um processador executando
o sistema operacional Linux. No decorrer do capítulo, mais detalhes são expostos com
ênfase na melhoria das características do sinal de RF, devido ao uso da linearização.

6.1 Projeto em FPGA SoC
Nesta subseção, será descrita a metodologia de desenvolvimento utilizada no pro-

jeto em FPGA SoC, ou seja, será apresentado o processo para desenvolver tanto a parte
de lógica programável utilizando-se linguagem de descrição de hardware, quanto a parte
de software na forma de uma aplicação Linux programada em linhagem C. A Figura 55
ilustra uma versão simplificada do diagrama de blocos do hardware implementado em
FPGA, destacando as principais partes do sistema.

O bloco do DPD foi implementado de acordo com o diagrama de blocos da
Figura 51, em um sistema com memória de três tomadas. Sua funcionalidade foi pri-
meiramente simulada em MATLAB, em que foi gerado um arquivo contendo vetores de
teste de entrada para fins de verificação e validação. O bloco inclui o conversor de coor-
denadas cartesianas para polares usando CORDIC (conforme mostrado no Capítulo 5),
LUTs, atrasadores, multiplicadores complexos, entre outros.

Códigos de linguagem de descrição de hardware de circuitos integrados de alta
velocidade (Very high speed integrated circuits Hardware Description Language - VHDL)
foram escritos, compilados e simulados no software Modelsim, conforme ilustrado na Fi-
gura 56. Esta simulação do VHDL gera um arquivo com vetores de teste de saída, que
são novamente analisados em MATLAB para serem comparados com os valores esperados
para fins de validação.
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Figura 55 – Diagrama de blocos simplificado do hardware implementado em FPGA SoC.

Figura 56 – Simulação do código VHDL do bloco DPD no Modelsim.
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Figura 57 – Tela do Qsys onde é projetado o hardware do sistema embarcado SoC.

No módulo Qsys do software Quartus II, foi criado um projeto do hardware do
sistema embarcado, formado por um processador ARM Cortex-A9 e um conjunto de peri-
féricos já presentes na pastilha da FPGA. Há uma grande flexibilidade nesta arquitetura
SoC, uma vez que se pode acrescentar periféricos ao processador desenvolvidos pelo pró-
prio usuário. A Figura 57 mostra o diagrama de conexões entre os elementos do sistema
com destaque para: i) hps_0: o processador e seus periféricos; ii) dpd_mp: o bloco do
DPD como um periférico escravo do processador para permitir que uma aplicação do
sistema operacional Linux possa escrever nas LUTs com base no valor dos coeficientes;
iii) ddr3_burst_read: bloco também desenvolvido nesse trabalho para ler o conteúdo
da memória de taxa dupla de dados versão 3 (Double Data Rate 3 - DDR3) em rajada
através de seu controlador (mem_if_ddr_emif_0), onde está armazenado as amostras do
sinal de entrada que será reproduzido repetidamente. A Figura 58 mostra a planta baixa
da pastilha da FPGA com o projeto compilado.

O algoritmo de linearização proposto com realimentação escalar e ortogonalização
dos coeficientes foi desenvolvido em MATLAB, e necessita ser executado no ambiente de
Linux embarcado. Como a linguagem Mathscript do MATLAB não pode ser interpretada
no sistema embarcado, o algoritmo precisa ser convertido para linguagem C. Foi utili-
zada uma ferramenta chamada MATLAB Coder, usada para converter códigos .m em .c
automaticamente. A Figura 59 ilustra esse processo de conversão.

O código C é compilado utilizando a ferramenta Eclipse for DS-5, sendo executado
como uma aplicação do Linux. Neste ponto, pode-se verificar o desempenho de execução do
software e se os resultados obtidos a partir do C compilado foram iguais aos do Mathscript
interpretados no simulador.



Capítulo 6. Resultados experimentais 100

Figura 58 – Planta baixa da FPGA contendo o projeto compilado e bloco do DPD des-
tacado.
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Coder

Figura 59 – Resultado da conversão do código de Mathscript para C.

Uma vez que o projeto no Quartus II foi compilado e carregado, o mesmo es-
tará repetidamente lendo a memória DRR3, contendo um sinal Gaussiano complexo com
amostras correlacionadas, quantizadas com 16 bits em cada uma das partes real e imagi-
nária. Este sinal passa pelo bloco do DPD, cujas LUTs são escritas pela aplicação Linux
de acordo com os coeficientes calculados. E, finalmente, o sinal passa pelo DAC que gera
uma FI complexa. Para validar o funcionamento, são arbitrariamente experimentados va-
lores não-nulos para os coeficientes do DPD. Observou-se, então, o crescimento espectral
produzido no sinal de FI conforme mostrado na Figura 60.

6.2 Teste com amplificador de alta potência Doherty
Para melhor avaliar o desempenho do método proposto, um arranjo experimental

foi implementado. A placa de processamento em tempo real foi a SoC Kit com uma FPGA
Altera Cyclone V System on Chip [71]. O sinal de entrada foi gerado previamente em
MATLAB e então carregado em uma memória de alta vazão DDR3, presente nesta placa.
O sinal que corresponde a uma sequência de 65.536 amostras com distribuição Gaussiana
correlacionada foi gerado uma única vez e reproduzido repetidamente em tempo real.
O sinal complexo tem uma largura de faixa de 6 MHz centrado em uma FI de 12, 5
MHz com uma taxa de amostragem de 50 MS/s, apresentando uma PAPR de 12, 2 dB.
O sinal complexo na saída dos DACs é colocado a nível de FI e não em banda base
para que o vazamento de oscilador local (Local Oscillator - LO) e frequência imagem
fiquem localizados fora da banda do canal. A Figura 61 ilustra os referidos vazamentos
provenientes da etapa de conversão para RF. A FI foi convertida para 479 MHz na faixa
de UHF.

O amplificador empregado na análise do DPD possui topologia Doherty de alta
eficiência [72], e foi construído com o dispositivo NXP BLF888E operando em uma potên-
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Figura 60 – Sinal de saída do DAC em FI e intermodulado pelo DPD para validar projeto
em FPGA SoC.

FrequênciaLO-FI LO LO+FI

Rejeição
de LO

Rejeição
de frequência
imagem

Figura 61 – Demonstração dos efeitos de vazamento LO de frequência imagem após con-
versão para RF utilizando banda lateral inferior.
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Figura 62 – Diagrama da bancada de testes em que o dispositivo BLF888E em configu-
ração Doherty é linearizado com 100 W de potência média em sua saída.

cia de RF de 100 W de valor médio quadrático (Root Mean Square - RMS) na sua saída.
Sua frequência de operação cobre a faixa de 470 MHz a 806 MHz. A teoria de operação do
amplificador Doherty é baseada na modulação de impedâncias promovida pela combina-
ção de dois amplificadores, chamados de principal e auxiliar que são polarizados em classe
AB (ou B) e classe C, respectivamente. O amplificador auxiliar permanece desligado a
maior parte do tempo, sendo ligado apenas durante os picos de potência instantâneos. Por
esse motivo, o amplificador Doherty apresenta um nível significativo de intermodulação
e é uma das topologias de PAs mais desafiadores para se linearizar. Isso significa que os
resultados obtidos em um amplificador Doherty podem ser repetidos em qualquer outra
topologia, inclusive com expectativa de melhor desempenho.

Um diagrama com fotos da bancada de testes é mostrado na Figura 62. O sinal de
FI complexo é conectado a um módulo de conversão para RF. Considerando o nível de
saída do conversor FI/RF, é preciso usar um pré-amplificador intermediário, dado que o
amplificador Doherty requer um nível de excitação superior ao fornecido pelo conversor
FI/RF. Um acoplador direcional foi utilizado para tomar uma amostra do sinal antes de
ser terminado em uma carga resistiva de 50 Ω. O analisador de espectro tomou a medida
custo, medindo o nível de intermodulação por meio do ACLR.

A equação do modelo para o DPD é o polinômio com memória conforme (2.34).
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Figura 63 – Sinal de saída do PA Doherty: (a) sem DPD; (b)-(f) com DPD; (b) 3a ordem
da 1a tomada; (c) 5a e 7a ordem da 1a tomada; (d) ordens 9a a 15a da 1a

tomada; (e) 3a e 5a ordens das 2a e 3a tomadas; (f) reajuste de todos os
coeficientes para aproximar-se do mínimo global.

Os parâmetros são 𝑀 = 3, 𝐾1 = 8, 𝐾2 = 3 e 𝐾3 = 2, correspondendo à 15a, 5a e 3a ordem
para as três tomadas, respectivamente. A Figura 63 mostra o resultado da linearização
à medida em que os coeficientes foram independentemente ajustados de forma ortogonal.
Pode ser notado a contribuição de cada coeficiente, ou grupo de coeficientes na redução
da intermodulação. Observa-se que a melhoria da Figura 63(e) para a Figura 63(f) foi
obtida ao repetir todo o processo de ajuste, recomeçando a partir do coeficiente de 3a

ordem da 1a tomada.

Uma comparação de desempenho foi feita com o método de referência LS [32] e
a Figura 64 mostra os resultados. Como pode ser visto, o desempenho é o mesmo em
frequências próximas dos limites do canal. Para frequências mais distantes do centro do
canal, o algoritmo proposto foi levemente superado. Como o resultado do desempenho é
praticamente o mesmo para esse nível de intermodulação, o método proposto provou ser
simples e tão eficiente quanto a abordagem convencional.

A função distribuição cumulativa complementar (Complementary Cumulative Dis-
tribution Function - CCDF) da relação entre a potência instantânea e média é uma medida
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Figura 64 – Comparação entre métodos de regressão linear e o OSFL proposto: (a) sem
DPD; (b) com DPD com o método OSFL; (c) DPD com o método LS [32].

que mostra a probabilidade da potência instantânea apresentar um valor acima da ab-
cissa. A Figura 65 mostra várias curvas de CCDF do sinal na saída do PA sem a influência
do DPD para níveis de potência distintos. Nota-se que a medida em que a potência sobe,
o amplificador comprime uma parcela maior do sinal, fazendo com que a probabilidade
de haver picos de potência acima da potência média seja reduzida. Tomando a CCDF de
uma distribuição Gaussiana (que corresponde ao sinal ideal) como referência, os níveis
de potência mais baixos, de 5 W e 20 W, sofreram expansão de magnitude dos picos.
Tal comportamento é comum em amplificadores classe AB e Doherty. Isso significa que
mesmo fazendo um grande recuo de potência, o uso de algum tipo de técnica de linea-
rização ainda é necessário para combater a intermodulação [73]. Do ponto de vista do
espectro do sinal, a Figura 66 mostra o efeito do aumento da potência na intermodulação
do sinal. Neste gráfico, também é possível verificar que, para baixos valores de potência,
o sinal já é distorcido pelo PA, em função do efeito da expansão.

A Figura 67 mostra a CCDF da relação entre a potência instantânea e média
para os sinais de entrada e saída do amplificador em duas condições distintas: com e
sem o DPD. Pode-se notar a influência do amplificador ao longo dos vários níveis de
amplitude do sinal. A entrada do PA sem o uso de DPD corresponde ao sinal de en-
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Figura 65 – Curvas CCDF para o sinal de saída do PA para níveis de potência distintos:
5 W, 20 W, 50 W, 100 W, 150 W e 200 W. A curva Gaussiana corresponde
ao sinal ideal sem distorção.

Tabela 12 – Valores da CCDF da relação de potência pico/média para o sistema de DPD
desligado e ligado.

Probabilidade (Relação de
potência instantânea/média) > 𝑥

𝑥 [dB]
Sem DPD Com DPD

10 [%] 3,63 3,4
1 [%] 6,63 6,4

0,1 [%] 8,37 8,47
0,01 [%] 9,65 10
0,001 [%] 10,57 11,08
0,0001 [%] 11,13 11,69

trada com distribuição Gaussiana. Ao analisar a saída do PA, ainda sem o uso de DPD,
nota-se claramente o efeito provocado pelo PA de expandir as amplitudes mais baixas e
comprimir as altas. Observando o sinal na entrada do PA com o uso de DPD, nota-se
a ação contrária às distorções provocadas pelo PA: compressão nas baixas amplitudes e
expansão nas altas. Finalmente, na saída do PA com DPD, pode-se observar que o CCDF
novamente se aproxima da Gaussiana. A Tabela 12 apresenta os valores da curva CCDF
para diferentes probabilidades (ou porcentagem do tempo) medindo a influência do DPD.
A Figura 68 mostra o sinal de saída do PA ao aplicar o DPD para os diferentes níveis
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Figura 66 – Saída do amplificador com DPD desligado para vários níveis de potência:
5 W, 20 W, 50 W, 100 W, 150 W e 200 W.

de potência. Observa-se que a redução na intermodulação é menor à medida em que a
potência é aumentada. Isso ocorre porque existe um limite físico de potência máxima que
o PA consegue fornecer. Quando a potência instantânea do sinal ultrapassar esse limite,
ocorrerá uma saturação do amplificador, resultando no ceifamento do sinal. Tal efeito
não é corrigível com o uso de linearização, o que explica a perda de desempenho com o
aumento da potência. Neste caso, o desempenho só pode ser melhorado com técnicas de
redução de PAPR [74].

A linearização reduz a intermodulação tanto fora quanto dentro do canal. Uma
forma de analisar a degradação causada pela intermodulação dentro do canal é medir a
qualidade da constelação demodulada. As Figuras 69 e 70 mostram a constelação do sinal
na saída do PA com o DPD desligado e ligado, respectivamente. A Tabela 13 mostra
os parâmetros de qualidade do sinal para o sistema de DPD desligado e ligado. Dentre
tais parâmetros estão a MER e a magnitude do vetor de erro (Error Vector Magnitude
- EVM). Nota-se uma melhoria de desempenho, com a redução do EVM e aumento da
MER, devido ao uso da linearização com DPD.
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Figura 67 – CCDF em diferentes condições e pontos do sistema: (a) entrada do PA sem
DPD (Gaussiana de referência); (b) saída do PA sem DPD; (c) entrada do
PA com DPD; (d) saída do PA com DPD.

Tabela 13 – Comparativo da qualidade do sinal com o uso de DPD em termos de EVM e
MER.

Parâmetro Sem DPD Com DPD
EVM [%] 9,24 0,95
EVM pico [%] 47,38 5,1
MER [dB] 20,68 40,44
MER pico [dB] 6,49 25,85
Erro de magnitude [%] 6,92 0,7
Erro de magnitude pico [%] 47,93 3,97
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Figura 68 – Saída do amplificador com DPD ligado para vários níveis de potência: 5 W,
20 W, 50 W, 100 W, 150 W e 200 W.

Figura 69 – Constelação de um sinal OFDM na saída do PA com sistema de DPD desli-
gado para 100 W de saída.
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Figura 70 – Constelação de um sinal OFDM na saída do PA com sistema de DPD ligado
para 100 W de saída.

6.3 Conclusão
Esse capítulo discorreu sobre a metodologia de desenvolvimento e apresentou os

resultados obtidos na implementação do método proposto. As medidas de laboratório
comprovam a eficácia do sistema de DPD proposto. O desempenho da linearização foi
avaliado através da redução da intermodulação tanto fora da banda, medindo as emissões
fora da faixa, quanto dentro banda, observando a melhoria da MER. Ao comparar com o
método LS baseado em regressão linear, o desempenho foi equivalente e satisfatório.
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7 Conclusões

A linearização usando DPD desempenha um papel crucial na redução da intermo-
dulação na saída de um PA, para que especificações sejam atendidas tais como, atender
uma máscara de emissão e garantir uma mínima qualidade de sinal. Contudo, a alta com-
plexidade do DPD pode dificultar sua aplicação ou limitar seu desempenho. O método
proposto de linearização ortogonal com realimentação escalar aborda esse problema e
oferece as seguintes vantagens, quando comparado com métodos de regressão linear:

∙ versatilidade – devido a possibilidade de escolher diferentes métricas a serem otimi-
zadas;

∙ implementação simples – a minimização da medida custo se torna um problema de
otimização numérica genérico;

∙ nenhuma necessidade de alinhamento temporal e normalização de ganho entre os
sinais de entrada e saída do PA antes da identificação – para tomar a métrica fora
da banda, por exemplo;

∙ melhor desempenho na redução da intermodulação – a métrica escolhida no domínio
da frequência é diretamente otimizada e não indiretamente por meio de uma métrica
no domínio do tempo.

Quando comparado com outros métodos de realimentação escalar, o processo de ortogo-
nalização promove as seguintes vantagens:

∙ convergência rápida – da ordem de 5 vezes mais rápido;

∙ baixa variação na potência de saída ao longo das iterações – reduzida de 0, 69 [dB]
para 0, 14 [dB] de pico-a-pico.

Os PAs variam seu comportamento em função de fatores como: potência de saída,
frequência de operação, temperatura, envelhecimento, entre outros [75]. Isso significa que
se o PA já estiver linearizado, a alteração de um desses fatores resulta em um novo
comportamento que degrada o desempenho de intermodulação. Para os casos em que esta
degradação não é aceitável, deve-se executar o processo de linearização mais uma vez, ou
executá-lo continuamente.

As especificações impostas pelos padrões de comunicação sem fio podem ser direta-
mente otimizadas. O método proposto neste trabalho é flexível e pode ser adaptado para
outras formas de onda, medidas custo, equações de modelo comportamental não-linear e
algoritmos de otimização numérica.
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7.1 Trabalhos futuros
No diagrama de blocos do sistema proposto na Figura 31, a medida custo é tomada

digitalmente em um bloco localizado após o ADC. Considerando que a informação reali-
mentada é um escalar que muda seu valor a cada iteração, surge uma oportunidade para
simplificar o circuito de realimentação como um todo. Se o processo de tomar a medida
custo for implementado em um circuito analógico, não haverá a necessidade de digitalizar
diretamente o sinal realimentado, apenas a saída do circuito de medida custo. No sistema
convencional, a frequência de amostragem do ADC precisa ser suficientemente alta para
acomodar, não somente a largura de faixa do sinal, mas também a largura de faixa da
intermodulação, que é tipicamente cinco vezes maior do que a largura de faixa do si-
nal [16]. Com um circuito de medida custo, o sinal realimentado torna-se uma tensão cujo
valor é proporcional à medida custo em regime permanente. Ou seja, o sinal realimentado
somente muda seu valor a cada iteração. Isso reduz a taxa de amostragem do ADC signi-
ficativamente, tornando-a independente da largura de faixa do sinal, dependendo somente
da taxa temporal das iterações. O sinal de realimentação de um sistema típico de DPD
apresenta uma largura de faixa, incluindo os produtos de intermodulação, entre 30 MHz
e 100 MHz. Assim, seria necessário um ADC com taxa de amostragem entre 60 MS/s
e 200 MS/s. Se houver 100 iterações por segundo, a frequência de amostragem será 100
Hz. Elimina-se também necessidade de um circuito de captura, em que é necessário uma
memória com alta taxa de escrita, uma vez que o sinal realimentado deve ser armazenado
em tempo real. Esta solução torna-se muito atrativa para sistemas com alta largura de
faixa. A Figura 71 ilustra o diagrama de blocos dessa ideia.

x
DPD
h

DAC de alta 
velocidade

ADC de baixa 
velocidade

Algoritmo de
Linearização

OSFL

PA
y

 

Circuito de
Medida Custo

zC(h)

Figura 71 – Diagrama de blocos do sistema proposto de linearização com realimentação
de escalar (OSFL), tomando a medida custo usando um circuito analógico.

A continuação natural desta linha de pesquisa é projetar um circuito analógico
para extração da medida custo, a partir do sinal realimentado da saída do PA. O projeto
desse circuito traz desafios, uma vez que é necessário uma sensibilidade para detectar a
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intermodulação que pode apresentar níveis de potência até 50 dB abaixo do sinal. Depen-
dendo da solução adotada, toda a complexidade eliminada no ADC pode ser reintroduzida.
Logo, tal circuito teria uma importância para garantir a simplificação do sistema como
um todo. Caso seja possível implementar um circuito de medida custo com complexidade
e desempenho satisfatórios, haverá uma vantagem.

Em sistemas de radiodifusão, o transmissor opera em uma frequência específica ao
longo de sua vida útil. Assim, é normalmente utilizado um filtro passa-faixa sintonizado
no canal de operação, com o objetivo de atenuar as emissões fora da faixa. Logo, para
atender à máscara de emissão, é empregado a linearização com DPD em conjunto com o
filtro passa-faixas. Devido à alta potência de saída de um transmissor, o filtro apresenta
uma estrutura mecânica construída a partir de cavidades ressonantes, por exemplo. As
imperfeições de construção ou ajuste desse filtro podem provocar assimetria na sua res-
posta em frequência. Isso faz com que as emissões fora da faixa inferiores e superiores
ao canal apresente valores diferentes, provocando um desbalanceamento nos produtos de
intermodulação na saída do filtro. Compensar esse desbalanceamento com equalização
linear não é possível, pois o desbalanceamento na intermodulação ocorre fora da faixa do
canal, onde não há energia do sinal de entrada. A medida custo do algoritmo proposto
pode ser selecionada para compensar esse balanceamento. Ou seja, fazendo que o DPD
atue mais nos produtos de intermodulação de uma banda lateral em detrimento da outra,
compensando o efeito de desbalanceamento do filtro. Além do mais, mesmo na ausência
de um filtro passa-faixas, o efeito memória do amplificador pode provocar uma assimetria
nos produtos de intermodulação.

O tempo de convergência do OSFL se mostrou mais rápido quando comparado
em termos de número de iterações com outros métodos de realimentação escalar. Caso
a comparação fosse feita com o LS, que é um algoritmo de iteração única, deveria ser
feita em tempo absoluto, ou seja, em segundos. Nesse caso, o LS é o mais rápido uma
vez que é executado na ordem de segundos, enquanto o OSFL na ordem de minutos.
Embora o OSFL tenha sido proposto como uma alternativa para os métodos de regressão
linear como o LS, por exemplo, os dois algoritmos não precisam ser concorrentes, mas
podem operar de forma conjunta. Se o LS fosse executado e os coeficientes resultantes
fossem utilizados como valores iniciais para o OSFL, o tempo de execução seria reduzido
e a redução na intermodulação seria maior, pois aproximadamente 90% das iterações do
OSFL são gastas para atingir o desempenho do LS e as 10% finais para superá-lo. Essa é
uma possibilidade para um trabalho futuro.

Finalmente, também é válido investigar outros algoritmos de otimização numérica
global adequados para sequências aleatórias de entrada, como o algoritmo genético [76].
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APÊNDICE A – Método dos mínimos
quadrados

Seja um sistema de equações lineares do tipo

Ax = b (A.1)

sendo que A ∈ C𝑁×𝐾 , x ∈ C𝐾×1 e b ∈ C𝐾×1. O sistema é super-determinado se 𝑁 > 𝐾,
isto é, o número de equações é maior que o número de incógnitas. Reescrevendo (A.1)
tem-se ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐴1,1 𝐴1,2 · · · 𝐴1,𝐾

𝐴2,1 𝐴2,2 · · · 𝐴2,𝐾

... ... . . . ...
𝐴𝑁,1 𝐴𝑁,2 · · · 𝐴𝑁,𝐾

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥1

𝑥2
...
𝑥𝐾

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑏1

𝑏2
...
𝑏𝐾

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (A.2)

em que A e b são conhecidos, porém x é o conjunto de variáveis que se deseja encontrar.
Suponha que não há solução exata para (A.1), ou seja, não há uma combinação linear
das colunas de A que resulta em b. Desta forma os valores estimados de x, dados por x̂
produzirão um sistema

Ax̂ = b̂. (A.3)

Por não haver solução exata, então b ̸= b̂. Matricialmente isto é equivalente a
dizer que b não pertence ao espaço definido pelas colunas de A. Pode-se definir uma
função custo como sendo o erro quadrático em função de x̂ como

𝐽(x̂) = (Ax̂− b)† (Ax̂− b)

= ||Ax̂− b||22
(A.4)

sendo que || · ||𝑝 denota a norma-p de um vetor e 𝐽(x̂) ∈ R1×1 podendo ser reescrito como

𝐽(x̂) =
𝑁∑︁

𝑖=1
(�̂�𝑖 − 𝑏𝑖)*(�̂�𝑖 − 𝑏𝑖)

=
𝑁∑︁

𝑖=1

⃒⃒⃒
(�̂�𝑖 − 𝑏𝑖)

⃒⃒⃒2 (A.5)

em que (·)* denota a operação de conjugar um número complexo. Abrindo (A.4) tem-se

𝐽(x̂) = b†b− b†Ax̂− x̂†A†b + x̂†A†Ax̂ (A.6)

e como b†Ax̂ = x̂†A†b resulta em

𝐽(x̂) = b†b− 2b†Ax̂ + x̂†A†Ax̂. (A.7)
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x2A2

b

b
x1A1

^
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Ax - b^

^
^

Figura 72 – Projeção do vetor b no espaço das colunas de A.

O método dos mínimos quadrados se baseia em encontrar os valores de x̂ que
minimizam o erro quadrático 𝐽(x̂). Para isto diferencia-se a função custo em relação ao
vetor x̂ e iguala-se o resultado a zero, como mostrado a seguir

𝜕𝐽(x̂)
𝜕x̂ = 0

𝜕

𝜕x̂b†b− 2 𝜕

𝜕x̂b†Ax̂ + 𝜕

𝜕x̂ x̂†A†Ax̂ = 0.
(A.8)

A primeira derivada será zerada pois o termo b†b não depende de x̂. Lançando
mão das propriedades

𝜕

𝜕𝜃
v†𝜃 = v

𝜕

𝜕𝜃
𝜃†v𝜃 = 2v𝜃,

(A.9)

(A.8) fica
−2A†b + 2A†Ax̂ = 0, (A.10)

o que resulta na equação normal dada por

A†Ax̂ = A†b (A.11)

cuja solução é
x̂ =

(︁
A†A

)︁−1
A†b. (A.12)

Fica provado então que a solução da equação normal corresponde à minimização
do erro quadrático e, portanto, à solução do método dos mínimos quadrados.

Há uma interpretação geométrica para o método LS dada pela Figura 72. Como
não há solução exata para (A.1), o vetor b não pertence ao espaço das colunas de A.
Isto é, b não pode ser formado por uma combinação linear das colunas de A e, portanto,
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está fora do plano imagem de A. Encontrar a melhor estimativa de x̂ que minimiza o
erro quadrático entre b e b̂ significa fazer uma projeção ortogonal de b no espaço coberto
pelas colunas de A. Desta forma, a projeção faz com que o erro 𝐽(x̂) fique perpendicular
ao plano das colunas de A que corresponde à menor distância entre b e b̂, minimizando
o erro.
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APÊNDICE B – Publicações

Até o presente momento, esse trabalho gerou um artigo aceito para publicação em
uma revista internacional.

B.1 Artigo aceito em periódico
Revista IEEE Transactions on Broadcasting, de Qualis A-1 de um artigo relacio-

nado ao método de linearização proposto.

∙ Henry D. Rodrigues, Tales C. Pimenta, Rausley A. A. de Souza, Luciano L. Mendes.
Orthogonal Scalar Feedback Digital Pre-Distortion Linearization.
IEEE Transactions on Broadcasting.

B.2 Artigo submetido em periódico
Submissão na revista IEEE Wireless Communications Letters, de Qualis A-1 de

um artigo relacionado ao método de linearização proposto.

∙ Henry D. Rodrigues, Wheberth D. Dias, Tales C. Pimenta, Rausley A. A. de Souza,
Luciano L. Mendes.
Orthonormal Scalar-Feedback Digital Pre-Distortion Linearization for In/Out-of-
band Optimization.
IEEE Wireless Communications Letters.
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