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RESUMO

A solucgao das equacoes de Einstein propostas por Friedmann, e posteriormente aperfeicoadas
por Lemaitre, Robertson e Walker, (modelo FLRW) é o modelo utilizado atualmente para
descrever nosso universo. E este sugere que, em larga escala, o universo seja homeogéneo e
isotrépico, descrito por uma densidade de energia p e uma pressao isotrépica p. Embora o modelo
FLRW seja o mais aceito para descrever o nosso universo, ainda existem algumas questoes em
aberto. Deste modo, faz-se necesséria a investigagao de outros modelos que descrevam o universo
de maneira menos simplificada, como o modelo que estudamos neste trabalho. O modelo que
estudamos aqui, é caracterizado pelas mesmas variaveis geométricas do modelo padrao FLRW,
porém apresenta uma pressao anisotropica que traz inomogeneidade ao modelo. Neste trabalho
estudamos o comportamento do fator de escala para este modelo e fizemos uso da termodinamica
elaborada por W. Israel e J. M. Stewart a fim de encontrar uma termodinamica que o descreva.

Palavras Chave: Modelos Cosmologicos, Modelos Cosmologicos Alternativos, Cosmologia,
Relatividade Geral



ABSTRACT

The solution of Einstein’s equations proposed by Friedmann, and later improved by Lemaitre,
Robertson and Walker, (model FLRW) is the model currently used to describe our universe.
And this suggests that, on large scales, the universe is homeogenous and isotropic, and can be
described by a energy density p and an isotropic pressure p. Although the FLRW model is the
most accepted one to describe our universe there are still some open questions, so it is necessary
to investigate other models that describe the universe in a less simplified way, like the model
that we study in this work. The BSS model is characterized by the same geometric variables as
the standard FLRW model, but has an anisotropic pressure. In this work we study the behavior
of the scale factor for this model and making use of the thermodynamics elaborated by W. Israel
and J. M. Stewart in order to find a thermodynamics that describes it.

Keywords: Cosmological Models, Alternative Cosmological Models, Cosmology, General
Relativity



Conteudo

(1 A Relatividade Geral e o Modelo Cosmologico Padrao|

2T G - I fdo
3 O Modelo BSS|

I Sol Viabiidade do Modelo BSS
4.1 Comportamento de a(t) no modelo BSS|. . . . ... ... ... ... ... .. ..

4.2 A pressao anisotropical . . . . . . .
[4.3  Relacao entre r e x¥ no modelo BSS|

[5

Consideracoes Finais|

11

15

19
19
20
25

27



Introducao

Desde os primordios da humanidade, algumas das perguntas mais comuns entre as diversas
civilizagbes que existem ou ja existiram é: Qual a origem do universo? Como podemos
descrevé-lo? Por milhares de anos essas questoes causaram extrema inquietude aos pensadores,
fazendo com que surgissem diversas explicagoes que inicialmente eram rodeadas de supersticao
e misticismo. Cada tribo e religiao tinha sua prépria visao do que era o cosmos e como ele
se comportava, como por exemplo, um modelo cosmosgonico hindu, que apresenta o universo
composto apenas pelo planeta Terra, apoiado nas costas de elefantes que estao em cima de uma
tartaruga gigante [1], como mostrado na figura abaixo.

Figura 1: Modelo cosmogonico Hindu

Ainda que hoje tenhamos um melhor entendimento das leis que regem a natureza, devido
aos enormes progressos cientificos, ainda estamos muito longe de descrever e compreender o
universo de maneira satisfatoria. Atualmente utilizamos a cosmologia que é uma drea que utiliza
conhecimentos de praticamente todas as areas da fisica e da astrofisica, bem como da quimica
e da matematica. A palavra cosmologia tem sua etimologia do grego kosmos, que significa
harmonia ou ordem, e logos, que significa estudo ou busca. A cosmologia é uma ciéncia que
estuda o cosmos na sua totalidade, sua origem e estrutura . Embora os estudos sobre o cosmos
sejam realizados a muito tempo, foi s6 na metade do séc. XX, a partir dos estudos de Albert
Einstein sobre a Relatividade Geral, que o modelo cosmolégico pode se desenvolver da maneira
que conhecemos hoje. As equagoes de campo de Einstein descrevem a juncao da geometria e da
matéria existente no universo, onde estas nao sao independentes, mas sim conectadas através
destas equacoes que determinam processos gravitacionais.

As equagoes de campo de Einstein possuem diversas solugoes exatas [3] e atualmente
utilizamos uma delas para descrever o universo em que vivemos que é a solucao propostas por
Friedmann, e posteriormente aperfeicoada por Lemaitre, Robertson e Walker, o modelo FLRW.
Este modelo sugere que, em larga escala, o universo seja homogéneo, ou seja, nao existe uma



posicao privilegiada no universo, e isotropico, o que significa que as caracteristicas do universo
sao as mesmas em todas as direcoes. Deste modo podemos considerar o universo permeado
por um fluido perfeito descrito por uma densidade de energia p, que é a relacao da quantidade
de energia do sistema com a sua massa e volume, e uma pressao isotrépica p, que é a relagao
de uma determinada forca com a sua area de distribuicao, neste caso, o fato desta pressao ser
isotrdpica significa que esta é a mesma em qualquer dire¢do escolhida [4].

Conforme o modelo FLRW, o universo surgiu a aproximadamente 13,5 bilhoes de anos,
seu estado inicial era quente e denso e com o passar do tempo expandiu-se, fazendo com
que sua temperatura e densidade diminuisse. Essa queda de temperatura possibilitou que
protons e elétrons pudessem originar os primeiros dtomos de hidrogénio. Devido a instabilidades
gravitacionais, as estruturas formadas por hidrogénio e os demais elementos que surgiram
evoluiram para formar as estruturas que observamos atualmente, como por exemplo, as galaxias.

Embora o modelo FLRW seja o mais aceito e utilizado para descrever o universo, ainda
existem algumas questoes em aberto, como por examplo, o problema do horizonte e da curvatura,
monopolos magnéticos e o problema da isotropia e homogeneidade. No caso do problema de
isotropia e homogeneidade, o questionamento que aparece é: Como um universo que é homogéneo
e isotropico pode gerar as estruturas que formaram estrelas, galaxias e todos os demais elementos
que constituem o universo em que vivemos?

Visto que a utilizacao do modelo FLRW faz com que diversas questoes importantes fiquem
sem uma resposta satisfatoria, faz-se necessaria a busca por outros modelos, menos simplificados
que o FLRW, que possam descrever o universo de maneira mais completa, a fim de responder
alguns dos questionamentos que ainda encontram-se sem resposta pelo ponto de vista do modelo
padrao de cosmologia. Portanto, neste trabalho, temos como objetivo estudar a viabilidade de
um modelo cosmoldgico alternativo proposto por Bittencourt, Salim e Santos, o modelo BSS [6].

O modelo BSS ¢é caracterizado pelas mesmas variaveis geométricas do modelo padrao FLRW,
no entanto, este possui uma alteracao no seu tensor energia momento, uma componente de
pressao anisotropica que traz alguns efeitos interessantes ao modelo. Nos capitulos seguintes
apresentamos uma revisao da relatividade geral e da termodinamica, apresentamos o modelo
BSS com mais detalhes e por fim estudamos o comportameto do fator de escala neste modelo, as
relacoes entre o raio e o comprimento, também procuramos uma termodinamica que o descreva,
para isso vamos fazer uso da termodinamica elaborada por W. Israel e J. Stewart e investigar se
esta pode descrever o modelo BSS.



Capitulo 1

A Relatividade Geral e o Modelo
Cosmolégico Padrao

A Relatividade Geral (RG) é uma teoria que generaliza a Relatividade Especial (RE), ambas
propostas por Einstein. A RE estd embasada em dois postulados, o primeiro é o principio de
Galileu e este diz que as leis fisicas sao covariantes para quaisquer observadores inerciais, ou
seja, as leis da natureza, assim como os resultados esperimentais realizados sao os mesmos
para observadores que se movimentam sem que exista uma forga agindo sobre eles. O segundo
se refere a universalidade da velocidade da luz, isto é, a velocidade da luz que é medida por
um observador ¢ independente da velocidade que a fonte se encontra. Embora a RE tenha
originado uma nova maneira de ver o mundo, ela ainda nao era capaz de descrever fenomenos
medidos por observadores que estejam sujeitos a forgas, ou seja, observadores nao inerciais [7].
Visto que movimentos inerciais sao situagoes simplificadas, a elaboracao de uma teoria mais
completa englobando movimentos nao inerciais se fez necessaria. Para melhor ilustrar e justificar
a necessidade da RG, pensemos no campo gravitacional. Este campo é capaz de se estender
até o infinito e nao ha nenhuma maneira de evitar que este exerca forca sobre todos os corpos,
sendo assim, se todos os corpos estao sujeitos a forga exercida pelo campo gravitacional, nao
existem movimentos que possam ser considerados inerciais.

A RG propoe que a geometria do espago-tempo é determinada por um conjunto de equagoes
para o campo gravitacional, as equagoes de campo de Einstein, e estas relacionam a curvatura
do espaco-tempo com a quantidade de energia ali presente. As equacoes de campo sao dadas
por equacoes diferenciais parciais bastante complexas, possuindo apenas solugoes particulares.
Esta equacao pode ser escrita de maneira bastante elegante como,

Gul/ = KT;W (11)

sendo G, o tensor de Einstein, x a constante gravitacional e T},, o tensor momento-energia [5

O tensor de Einstein G, carrega a informacao com relagao a geometria do espago-tempo
e ¢ composto pelo tensor de Ricci R, pelo escalar de curvatura R e pela métrica g,,. O
tensor de Ricci e o escalar de curvatura sao encontrados a partir das contragoes dos indices
do tensor de curvatura de Riemann que nos diz o quao diferente de um hiper-plano é uma
hiper-superficie, ou seja, o tensor de Riemann nos da a curvatura do espaco-tempo. Deste modo,
tanto o tensor de Ricci quanto o escalar de curvatura nos trazem parte da informacao dada pelo
tensor de Riemann, visto que ambos sao contragoes do tensor de curvatura. A métrica g, traz
as caracteristicas do espaco-tempo, e também esta presente no tensor de Riemann que é definido
por



Raﬂﬂl’ = 8#Faﬁv - alfraﬁu + Faﬂuraﬁl’ - Faﬂvraﬁm (1'2)
onde I'“3, é conhecido como sfimbolo de Christoffel, é neste ente que a métrica g, aparece

(e} 1 (0%
[ = 59" (Ovgus + OpGuw — 9ugpy) (1.3)

As quantidades que compoem o tensor de Einstein, o tensor de Ricci e o escalar de curvatura
sao dadas pelas contracoes do tensor de Riemann, ou seja,

RBV - Raﬂalj

R=g¢"Ryg, (1.4)

O tensor de curvatura de Riemann apresenta algumas simetrias em relagao a seus indices

Rog = =Roopw = —Rapuy = Ryuvas (1.5)
Ra,@uu + Roa/ﬁu + Rauyﬁ =0 (16)

O tensor de Riemann também pode ser escrito em termos da métrica, do tensor de Ricci, do
escalar de curvatura e do tensor de Weyl

1 1
Ropu = Copu + ) (9o Rsy + gpvBap — Jar By — gapllar) — ER (Goangsy = Gowgsn) — (1.7)

O tensor de Weyl, dado por Cyg,,,, possui as mesmas propriedades de simetria do tensor de
Riemann e pode ser decomposto em duas partes, a elétrica E,p e a sua parte magnética H,g,
que sao dadas por

Eop = CongoV V7 (1.8)

Hopg = Corps VIV (1.9)
em que Cf’owga ¢ o tensor dual construido utilizando o tensor de Levi-Civita, V7 é o quadrivetor
velocidade.

Ainda se tratando do tensor de Riemann, vamos utilizar suas simetrias e as chamadas
identidades de Bianchi:
Raﬂm/;)\ + Raﬁ)\u;y + Raﬂy)\;u =0 (]_]_0)

onde (;) representa a deriva covariante.
Utilizando as contracoes do tensor de Riemann e as identidades de Bianchi podemos chegar
ao tensor de Einstein, para isso realizamos contragoes com a métrica g** [17]

gall [ROC,BMV;/\ + Raﬁ/\,u;u + Ra,@y/\;u] =0 (111)

RBV§>\ + (_Rﬁ)\;l/) + RH,BV)\;;L =0

contraindo novamente com a métrica g%
9% [Rpun + (= Rgnw) + R gn] = 0
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Ry = Ry — R =0

realizando a troca de v por p

(2R"\ — 6"\R),, = 0

E assim definimos o tensor de Einstein

Ry
2
A parte direita da equagdo de campo nos dé as informagoes a respeito da fonte de curvatura
do espago-tempo, em que k = 87G/ c? é uma constante e T,, ¢ o tensor energia-momento que
representa a quantidade de energia contida no universo. Este tensor é composto pela densidade
de momento e energia, além da pressao isotrépica e dos termos de anisotropia [5]. De forma
geral, o tensor energia-momento pode ser escrito da seguinte forma

G = Ry — (1.12)

Ty = pVuVy + Viuquy + phyw + mhy, (1.13)

em que p ¢ a densidade total de energia,V), ¢ a velocidade do fluxo de particulas, g, ¢ fluxo de
calor, p a pressao, m,, ¢ a pressao anisotrdpica, 7 a pressao de bulk, que descreve a viscosidade
gerada pela interacao da radiagao com a matéria e h,, o projetor dado por h,, = g — V, V.. A
densidade de energia e a pressao podem ser escritas de forma geral como

p="T,V"V" (1.14)
1 w
p=-3 wh (1.15)
a\ = TaﬂVﬁh“,\ (116)
Touw = Taghhl) + phy (1.17)

As equagoes de campo de Einstein afirmam que a matéria causa curvatura no espago-tempo.
A curvatura espago-temporal, por sua vez, determina como a matéria se move, e assim se
dao os efeitos gravitacionais. A equacao de movimento em questao estd incorporada na lei de
conservacao satisfeita pelo tensor energia-momento, sendo assim, temos que a divergéncia do
tensor energia-momento deve ser nula, pois a divergéncia do tensor de Einstein o é identicamente.

Existem diversas solugoes exatas para as equacoes de campo de Einstein, um exemplo, é a
solucao de Schwarzschild que é utilizada para descrever o campo gravitacional do lado de fora
de um objeto compacto esféricamente simétrico e estatico. Neste trabalho, vamos utilizar a
solucao propostas por Friedmann, e posteriormente aperfeicoada por Lemaitre, Robertson e
Walker, o modelo FLRW que é a solugao mais aceita e utilizada atualmente para descrever o
universo em que vivemos. Este modelo sugere que, em larga escala, o universo seja espacialmente
homeogéneo, ou seja, nao existe uma posicao privilegiada no universo, e isotrépico, isto é,
as caracteristicas do universo nao privilegiam nenhuma das direcoes. Deste modo podemos
considerar o universo permeado por um fluido perfeito descrito por uma densidade de energia p e
uma pressao isotropica p, ambas quantidades dependem apenas da coordenada temporal ¢ devido
a existéncia das simetrias de homogeneidade e isotropia. Sendo assim, o tensor energia-momento

descrito pela equagao ([1.13]) se reduz a



T = (p+p)VV) — P9 (1.18)

No modelo FRLW, o espago-tempo ¢ descrito por um elemento de linha dado por
ds* = dt* — a®(t) [dx® + r*(x)d6” + r*(x)sen’0dg¢’] (1.19)

em que a(t) é o fator de escala, que mede as variagdes nas escalas de comprimento produzidas
pela expansao do universo, r(x) é uma fungao que depende da coordenada espacial x, enquanto
que 0 e ¢ sao as coordenadas angulares. Podemos reescrever o elemento de linha acima em
funcao da coordenada radial r, como segue

dr? 2 192 2.9 2
T2 + r°df* 4+ r*sen“0d¢ (1.20)

ds® = dt* — a®(t
s a“(t) —

em que € pode assumir os valores —1, 0 ou 1 e esta quantidade nos traz as informacoes a respeito
da curvatura escalar espacial do universo, representando respectivamente um universo aberto,
plano e fechado, como mostra a figura.

fechado

aberto

plano

Figura 1.1: Formatos para o universo no modelo FLRW. As figuras representam sec¢oes bidi-
mensionais do espaco-tempo, sendo a coordenada temporal e uma das coordenadas espaciais
constantes.

O elemento de linha nos da as informacoes a respeito do universo do ponto de vista geométrico,

enquanto o tensor energia-momento aparece como a quantidade de matéria e energia contida
neste [4].
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Capitulo 2

Termodinamica de um fluido

A termodinamica é uma ciéncia experimental baseada em alguns principios que s@o genera-
lizacoes tomadas através das experiéncias, referindo-se apenas as propriedades macroscépicas
da matéria. Partindo desses principios é possivel encontrar relagoes entre certas quantidades,
principalmente quando estas sao afetadas pela temperatura. Deste modo é possivel encontrar
todas as propriedades de um sistema. Quando nos referimos a sistema, estamos falando de uma
certa porcao de espago que esteja dentro de uma superficie fechada, podendo englobar um sélido,
um liquido, um gés, etc. Este sistema pode ser isolado, caso nao haja troca de energia com o
entorno, ou aberto, quando ha troca de energia entre o sistema e o ambiente externo.

O estado de um sistema é determinado por quantidades que sao medidas experimentalmente,
sao elas as variaveis de estado, algumas destas sao a pressao, o volume, a polarizacao de um
dielétrico, a area superficial de um liquido. Como dito anteriormente, a termodinamica pode
descrever qualquer tipo de sistema, no caso deste trabalho, em que tratamos de um modelo
cosmologico que considera o universo permeado por um fluido, usamos a termodinamica para
caracterizar o seu comportamento |9]. Neste capitulo vamos tratar de um fluido que estd sujeito
a um campo gravitacional, iniciando por um fluido ideal e posteriormente vamos estendé-la para
uma teoria mais geral [10].

Podemos caracterizar o estado de um fluido pelas seguintes variaveis: S* que é o fluxo de
entropia, N* o vetor de fluxo de particulas e T" que é o tensor de energia-momento do fluido.
A teoria fenomenoldgica postula que para um sistema fechado essas quantidades satisfazem as
leis de conservacao, assim como a variacao de entropia positiva

NL=0.  TW=0. S50

O estado de equilibrio é caracterizado por quatro condicoes e as quantidades que descrevem
o estado de equilibrio serdo denotadas por Nj, S§ e T§" . A primeira condi¢do é que a variagao
de entropia é identicamente nula, ou seja, nao ha aumento de entropia no sistema. A segunda é
que na auséncia de um campo externo, que nao seja o gravitacional, as quantidades no estado
de equilibrio possuem isotropia espacial, deste modo

N§' = nut, )" = putu” — pht”, Sy = Sut

onde h* = g + utu” é a projecao espacial do tensor ortogonal ao vetor velocidade do fluido
u* que satisfaz utu, = 1. A terceira condicao ¢ que cada estado de equilibrio é descrito apenas
por n, p e u* e forma um espaco em cinco dimensoes ¥y e sua equagao de estado que determina
a entropia é dada por
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S =S(p,n). (2.1)
Essa quantidade também pode ser escrita em termos da pressao e da temperatura

S = pPEP_ an, (2.2)

em que « é o potencial térmico. Diferenciando a equagao ({2.2)) obtemos

dS =T 'dp — adn (2.3)
e consequentemente usando (2.2) e (2.3)) encontramos a identidade

o _ adn = dp + dap + (p+ p)dT™ " — adn — nda
T T
d(p/T) = ndo — pd(T™) (2.4)

e a relagao de Gibbs

Td(S/n) = gdS + STdn™!

d

Td(S/n) = f + (p+ p)dn~*

Td(S/n) =d(p/n) + pd(1/n). (2.5)

Por fim, o quarto e iltimo postulado nos diz que o fluxo de equilibrio u* nao possui expansao

ou cisalhamento e seu potencial térmico é constante, essas sao condi¢oes para que nao haja
viscosidade e nem fluxo de calor

h?\‘hﬁ)U(am) = O, 0,@ =0. (2.6)

Reexpressando as relacoes termodinamicas dadas em (2.2)) e (2.4) na forma covariante,
definimos

ﬁ,u = Tﬁlu,u (27)
e calculando a parte simétrica da derivada de ([2.7))
Bow =0 (2.8)

deste modo o campo gravitacional para um fluido em equilibrio térmico é estacionario.
O espago Xy onde o fluido se encontra em equilibrio ¢ parametrizado por o e 3,. Para um
pequeno deslocamento neste espago usando ([2.4]) juntamente com as equagao (12.7))

d(pB*) = Nl'do — T)"dpy, (2.9)
Sh = pBH — aNF + BTy, (2.10)

Essas equagoes implicam em
dSH = —adNY + BrdTy" (2.11)
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Para o nao equilibrio, vamos considerar que a equagao ([2.11]) ainda é vélida, consideramos
um pequeno deslocamento tangente ao espaco Yy e utilizando (2.10)) encontramos a equagao
chave para a entropia que é

St = p(a, T)B* — aN* + B\TM — Q" (2.12)
onde « e ) sdo parametros proximos ao estado de equilibrio, p(a, T') é a pressao e Q" representa
uma quantidade de segunda ordem que depende de N* e T*. Em primeira aproximacio temos
que

a—a' =atida, P B=05R+00  ([6al,[68]) <O (2.13)

e podemos escrever a entropia como

St =p(a, T)B* —a N* — B\TM™ — Q" (2.14)

Q" — Q" = (N" — NYoa + (TM™ — T8, (2.15)

Calculando a divergencia da entropia, usando as leis de conservagao e as identidades
termodinamicas encontramos

Sty = —=(N* = N)(Ouo) + (T = To" Bujw) — Q"4 (2.16)

e considerando
N = nut, u,nt =0 (2.17)

TM™ = puut + ph™ + 2hPut) 4 7

uyh? = uyt™ = 0, TM = ThM 4 g ™ =0
= b n*(p + p)
n
obtemos
S, = h“[@M(T_l) + T_luu] —n'0,a — T_lTA“u)\m — Q" (2.18)

Para a quantidade Q" que é um termo de segunda ordem temos

1
TO" = §U”(507T2 + B1pg + Bomam™) — gt — CVlﬂ'ﬁfq)\ (2.19)
Agora, considerando u* = u’, e substituindo
h* =0

(p+0p)

nt =



nas equacoes para N* e T e encontramos

1 :
= —gpv(ugm + BoT — cq”|,.) (2.20)
A i | (Gue)nT . 5
¢ = KTh" | ——— — 14, + a0, + a7, (2.21)
(p+p) S 8
THw — —QpS(ugw + 627%)\“ — a1q<,\|,,> (222)

E de maneira anéloga, considerando u* = u/; e utilizando

Wt = gt
nt =0
nas equacoes para N* e T™ encontramos
1 4 L
= _gp“(uNlu + Bom — @oq"|,) (2.23)
¢ = KTWM(T '8, T + i) + B, — Godym — aymyy,) (2.24)
Ty = —2ps(ug\|u> + ,827:(-)\'“ - 51q<>\‘y>) (225)

quantidade 7 é a pressao de bulk, ¢* é o fluxo de calor e T € & pressao anisotropica.

Em uma generalizacao para um caso de mistura de fluidos do mesmo modo que para um
fluido ideal temos que a variacao da entropia S* continua sendo positiva assim como a derivada
do tensor energia-momento T** tendo valor nulo, devido a lei de conservacao de energia, no
entanto, a variacao do fluxo de particulas N* nao se conserva.
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Capitulo 3

O Modelo BSS

Neste capitulo trataremos com mais detalhes o modelo BSS. Discutiremos suas caracteristicas,
semelhancas e diferencas quando comparado ao modelo padrao de cosmologia.

Como visto anteriormente, no modelo FLRW consideramos nosso universo permeado por
um fluido perfeito, homogeéneo e isotrépico com tensor energia-momento dado por T}, =
(p+p)V,V, —pg,. Ja no modelo BSS temos uma componente de pressao anisotrépica adicionada
ao seu tensor, isto é, este fluido nao é mais considerado ideal como no modelo padrao de
cosmologia. O modelo BSS é invariante perante uma rotacao, mantendo sua isotropia, mas nao a
translagoes, perdendo assim, sua homogeneidade. A pressao anisotrépica aparece igualmente em
qualquer diregao escolhida, nao tendo uma diregao preferencial [6,/11]. O tensor energia-momento
que descreve este modelo é dado por

T/u/ = (p +p)VuVV — PGuv + Ty - (31)

Sabemos que qualquer modificagdo no tensor energia-momento gera uma alteracao na
descri¢ao da geometria, pois estes estao diretamente ligados, deste modo o elemento de linha
que descreve o modelo BSS é dado por

dr?
(1 —er?— f(r))

A partir deste tensor energia-momento, obtemos as Equagoes de Einstein como mostradas a
seguir

ds* = dt* — a*(t) + 72d0* + r?sen*0dg? (3.2)

a €
a2 e 27
2-4+ —+35+5—=—p+m,
a a a a
a a1
S o

e o tri-escalar de Ricci sendo

" 12 1
GpR— _9 (QT_ + _ _) — Ge. (3.4)
T

r2 r2

As derivadas denotadas por ponto, sao derivadas em relagao ao tempo, ja as derivadas represen-
tadas por linha, sao derivadas em relagao ao comprimento y.
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As equacgoes de Einstein admitem uma pressao anisotrépica somente se , for escrita como
uma de fungao de r e a(t), possuindo trago nulo. Deste modo temos os seguintes valores

f(r) 2 . 3 _ 1.1
2 7T2—7T3—_§7T1

1 _
ﬂ-l_

Manipulando as equagoes (3.3)) e utilizando os valores para as componentes de ¥, chegamos
na seguinte equacao

r 1
_ == 3.5
=SS0 (35
A partir da equagao (3.3]) obtemos,
= 4\/1— 12 —r2f(r) (3.6)
derivando (3.6) em relacdo a y e substituindo em (3.5 chegamos a seguinte equagao
df (r) f(r)
— _3 3.7
dr r’ (37)
e resolvendo encontramos
2k

onde k é a constante de integracao.
Voltando na equacao para 1’ temos

2k
=441 12— —. (3.9)
r

como r é uma funcgao de y, podemos encontrar uma expressao para este apenas resolvendo a
equacao diferencial, e encontramos

X = [VI7 = 2kr 4 kIn(r = k4 V2 = 2kr)| (3.10)

considerando £ > 0, ¢ = 0. Podemos ver que existe um ponto minimo, como mostra a figura a
seguir

4l

Figura 3.1: Grafico y por r sendoe =0¢e¢ k=1
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Agora que sabemos quem é f(r) podemos escrever também o elemento de linha que descreve
a geometria do modelo BSS

dr?

2 1,2 2
ds* = dt* — a“(t) —(1_673_%)

+ 72d0* + r’sen®0dp? | . (3.11)

As equacoes de Einstein podem ser escritas de uma maneira alternativa, o formato quase-
maxwelliano. As quasi-maxwellianas sao equacoes de terceira ordem, deste modo, suas solugoes
possuem uma quantidade maior de graus de liberdade, fazendo com que possamos analisar as
equacoes de Einstein de maneira mais completa.

Utilizamos as equacoes quasi-maxwellianas para escrever o tensor de Weyl em sua componente
elétrica e magnética. No modelo padrao de cosmologia, ambas as partes do tensor de Weyl sao
nulas, no entanto, para o modelo BSS, encontramos a parte elétrica do tensor de Weyl diferente
de zero, e é proporcional a pressao anisotrépica

B, = —5 M- (3.12)

a parte elétrica do tensor de Weyl possui apenas a parte espacial e sabemos que os valores de 7
5ol f) 1 2 2 _ 3 4 2k : :

sao m = L35, T = —2my, my = my e de f(r) éigual a % com isso podemos escrever a matriz

que presenta a parte elétrica do tensor de Weyl como

L [-too
asr 0 0 %

Embora exista uma pressao anisotrépica, ela nao produz uma anisotropia no modelo, mas
sim uma inomogeneidade. Para mostrar que nao hé anisotropia, fazemos uma mudanca de
coordenadas, sendo assim, realizamos este calculo para a parte elétrica do tensor de Weyl que ¢é
igual a essa pressao

E} = NjALES (3.14)
as matrizes denotadas por A% sdao as matrizes de transformagao de coordenadas.

' cos(¢)sen(0) rcos(f)cos(¢p) —rsen(d)sen(o)
A}, = | sen(f)sen(p) rcos(f)sen(¢p) rcos(¢)sen(d) | . (3.15)
cos(f) —rsen(6) 0

Realizando a mudanga de coordenadas, encontramos a seguinte matriz para o tensor de Weyl

k(6 cos(20)+3 cos(2(0—¢))—6 cos(2¢)+3 cos(2(0+¢))+2) 3ksen?(H)sen(2¢) 3k cos(¢p)sen(20)
16a2r3 - 4a?r3 B 4a?r3
E/.i = 3ksen?(0)sen(2¢) k(2 cos®(0)+(3 005(2‘1’)*1)56112(35)) 3ksen(260)sen(¢)
J Ty 4a2r3 B 4a273
3k cos(¢)sen(26) __ 3ksen(26)sen(¢) _ Kk(3cos(20)+1)
o 4a?r3 4a?r3 4a?r3
(3.16)

agora, encontramos os seus auto vetores e auto valores a fim de encontrar uma possivel direcao
privilegiada para a existéncia de pressao anisotrépica. Para os auto valores temos

k k k
(_0127037 20273’ 2a2r3) ) (3.17)

e para os auto vetores
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cos(¢) tan(f) sen(¢)tan(d) 1
— cot(0) sec(¢) 0 1 (3.18)
— tan(¢) 1 0

Podemos notar que um dos auto vetores apresenta um auto valor diferente, —#, sendo assim,
imaginamos que este vetor possa apresentar uma anisotropia. No entanto, quando calculamos
as suas componentes utilizando seu auto vetor, (cos(¢) tan(f),sen(¢)tan(6), 1), vemos que nao
ha uma direcao privilegiada pois encontramos que

(tan(@) cos(¢), tan(f)sen(¢), 1) = (z,y, 2) (3.19)

Assim chegamos a conclusao de que a pressao anisotropica possui uma isotropia e esta presente
de maneira igualitaria em qualquer direcao escolhida. Para os outros dois auto valores, obtemos
dois auto vetores

(—cot(0) sec(9),0,1) = (—2,0,x) (3.20)

(—tan(¢),1,0) = (—y,z,0) (3.21)

esses auto vetores representam rotagoes ao redor dos eixos y e z.
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Capitulo 4
Sobre a Viabilidade do Modelo BSS

4.1 Comportamento de a(t) no modelo BSS

O fator de escala ¢ uma quantidade que descreve as variagoes nas escalas produzidas pela
expansao ou contracao do universo. Em 1920 os estudos realizados por Hubble mostraram que
as galaxias se afastam umas das outras, isso corroborou para que considerassemos que nosso
universo estd em expansao, deste modo temos que o fator de escala a(t) representa um fator de
expansdo. A expressao que descreve a(t) depende do contetido que permeia o universo. Nesta
secao, vamos estudar o comportamento do fator de escala em funcao do tempo para o modelo
BSS, este fator mede as variagoes nas escalas produzidas pela expansao do universo. Para
encontrar a(t) vamos partir da equacdo da continuidade

p+(14+XN)pb =0 (4.1)

em que p é a densidade de energia e p a derivada desta quantidade, A é uma constante relacionada
com o conteido que permeia o universo e considerando que # pode ser escrito como %‘1, sendo a
o fator de escala temos que

N . .
L+ AP =0= 2= —(3+30)2
a i a

realizando a integragao da equacao acima e isolando p, temos a equagao geral para a densidade

de energia
0\ BN
pP=Ppo\—
Qo

sendo ay uma constante e substituindo o valor de p na equagao

a 1
. ~(3+3X)
a 1 a
L (143N [ — 4.
30 (2) (13)

onde pg é uma constante. Apds algumas manipulacoes com a equacao e realizando uma integracao,
encontramos uma expressao para @

a(t) = £V ca 3% £ n?
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e consequentemente os duas expressoes possiveis para a(t), onde ¢, n e b, que aparece nas
equagoes para a(t), sdo constantes.

ay(t) = /—n2(t — to)? + b2, (4.4)

as(t) = \/n2(t — to)? — b2. (4.5)

Podemos observar na figura abaixo o comportamento de a(t) para o modelo BSS.

Figura 4.1: Comportamento o fator de escala

Como o fator de escala nos mostra a variacao no tamanho do universo. Podemos ver na
figura que existem trés possiveis comportamentos para o fator de escala, o primeiro, proveiente
de , mostra que existe um instante de tempo em que o fator de escala é nulo e logo em
seguida cresce até um ponto de maximo e volta a decrescer, chegando novamente a um valor nulo.
Os outros dois comportamentos vem da equacao , em que um deles nos mostra um fator
de escala que cresce linearmente com o passar do tempo, enquanto o outro cresce inicialmente
sem atingir um ponto maximo. Ou seja, o modelo BSS nos d& trés possibilidades para o fator
de escala, uma delas nos mostra um universo que expande até um valor maximo e logo apés
contrai, a outra oferece um fator de escala que cresce sem atingir um ponto maximo, sendo
assim o universo cresce indefinidamente sem chegar a um ponto onde possa iniciar uma fase de
contracao, e também um fator de escala que cresce de maneira linear. Essas interpretacoes sao
iguais ao comportamento do fator de escala para o modelo FLRW.

4.2 A pressao anisotrépica

Como vimos anteriormente, no modelo BSS, a partir de uma simples derivacao das Equagoes
de Einstein obtemos uma quantidade que é interpretada como uma pressao anisotropica. Nesta
secao estudamos esta pressao anisotrépica do ponto de vista termodinamico, usamos como base
a termodinamica proposta por W. Israel e J. M. Stewart, abordada em diversos artigos dos
autores [12] e temos como objetivo saber se esta termodinamica é capaz de descrever o modelo
BSS. Nos trabalhos propostos por Israel e Stewart a pressao anisotréopica pode ser calculada por

T = =2p(VFUY + Bom” — a; VHq") (4.6)

em que ps, P2 € o sao respectivamente o coeficiente de viscosidade de cisalhamento, o coeficiente
de relaxacao e o coeficiente que acopla o fluxo de calor com as componentes viscosas do tensor
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energia momento, a notagao () representa a soma da parte simétrica do tensor com o seu trago.
As quantidades V*u”, 7 e V*q”, sao a derivada covariante da velocidade, a derivada covariante
do tensor de pressao anisotropica e a derivada covariante do fluxo de calor. A quantidade
VH*u¥ se decompoe nas chamadas quantidades cinemdticas, ou seja, sao elas que caracterizam o
movimento deste fluido que consideramos permear o universo

1
Vi = o + W + g@h“” + a"ut (4.7)

onde w"” é a vorticidade, que é responsavel por quantificar o movimento de rotacao, o
representa o cisalhamento, que descreve a deformacao de um sistema causada por uma forca
que age sobre este fluido, © o fator de expansao e a* a aceleragao.

W = Y]
pv (5v) 1 uv
o = u'W — —f0h
onde a notacao de colchetes representa a parte antissimétrica e os parenteses a parte simérica

do tensor.

b
0=u",
v _ v I
a’ =u” u

No entanto, para o modelo BSS a maior parte destas quantidades é nula, fazendo com que a
equacao para pressao anisotropica se reduza para

T = —2p,foih”, (4.8)

o coeficiente de viscosidade de cisalhamento e o coeficiente de relaxacao sao dados por [10,/12]

102
ps* /BB,
(1+3)
52:—2
2n°p

as quantidades que caracterizam estes coeficientes sao

Utilizando as equacgoes acima, encontramos

10(p + p)*k*T3
s — 5 4.
p -y (4.9)
_ m*c®n® 4+ 6nkT(p + p)
 2A(p+p)?

substituindo todas as quantidades em 7, temos a expressao para a pressao anisotropica:

Do : (4.10)
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10k3T3n? kAT
o — | JOKT0T GOK T nlp +p) | (4.11)
Bmpcb Bpm3c8
multiplicando ambos os lados da equacao por 7, obtemos
10k3T3n%  60k*T™ dm?
2BpmcS 2Bpm3c8 dt

a equacao que descreve a pressao anisotropica é composta de dois termos e dependendo do
regime de temperatura escolhido, um termo sera dominante frente ao outro, deste modo, apenas
um dos termos serd valido nos limites de alta ou baixa temperatura. Os parametros m, ¢ e k sao
constantes conhecidas e representam a massa das particulas que compoe o fluido, a velocidade
da luz e a constante de Boltzmann. A quantidade n é o nimero de particulas e B um valor
positivo relacionado com a se¢ao de choque.

De posse destas informagoes a respeito da equacao que descreve a pressao anisotrépica,
efetuamos diversas tentativas para encontrar uma solugao satisfatoria para a equagao. Como no
modelo BSS temos a pressao anisotropica como uma lei de poténcia, esperamos encontrar pelo
caminho da termodinamica um mesmo comportamento, confirmando assim, que a termodinamica
de Israel e Stewart é capaz de descrever este modelo.

Inicialmente, abordamos o problema da maneira mais simplificada possivel considerando
apenas p sendo dependente da temperatura e chegamos a seguinte equacao

2 { al® AT (p+ p)} dr?
™= |- — .
p p dt

Sabemos que p = %p e p é proporcional a T#, o e v sao parametros constantes presentes até
aqui, assim chegamos em

(4.13)

2
9 o 4} dm
= |—= —T"| — 4.14

[ T " (4.14)
Agora, queremos escrever m° em termos do fator de escala a(t), para isso vamos substituir as
seguintes relacoes na equacao para a pressao anisotrépica

at) [T B3
at)y — V37~ a2

d
a

2

Temos que para o limite de alta temperatura

dr? _ 2.5
= osada (4.15)
7 = 75 exp(—s°a®) para alta temperatura

onde s* e 3 sao constantes.

Para o limite de baixa temperatura temos que

dr® _ 2
5 e . (4.16)
7 = 75 exp(—q-a) para baixa temperatura

onde ¢* e 7 sao constantes.
Podemos notar que para o limite de alta temperatura, 7' — oo temos, a(t) — 0. Deste modo,

72 = w2, e no limite para baixas temperaturas T'— 0 quando a(t) — oo encontramos 7% = 0.
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No modelo BSS, temos 72 proporcional a fa(z) , sendo assim, nos limites temos 7" — oo obtemos
712 — 00 e quando 7' — 0 obtemos 72 — 0. Como nao alcancamos resultados que concordem
com os encontrados no modelo BSS, realizamos outras tentativas onde consideramos outras
elementos da equacdo como dependentes da temperatura, a fim de encontrar resultados para 72
coincidentes com os obtidos no modelo BSS.

Posteriormente, realizamos um céalculo semelhante, porém, considerando B dependente da

temperatura [13], e obtemos a seguinte equagao para a pressao anisotrépica
o _ [ aT® AT p+p)] dr*
N Bp Bp dt

Para soluciona-la, primeiro encontramos como deve ser a dependéncia de B com a tempera-
tura, para isso usamos

(4.17)

1
B = (laahus = ghauhas)x "
sendo h,5 a projecao e Y™ a secao de choque dada por
1 ! /
M = Zm’:gc’1 /// W Ny No A Ao [ppH]0[p°pPd w (4.18)

onde W ¢é a probabilidade de colisao, N(; e Ny a quantidade de particulas antes e depois da
colisdo e os vetores p* os momentos. A quantidade §[¢] é dada por [15]

5[¢] = gb(l‘ap) + ¢($,,p) - gb(x,p*) - ¢<$,,p*)

Considerando que a energia e o momento sao proporcionais a temperatura 7' no regime de altas
temperaturas, chegamos a B ~ T*, que resulta

R L dd_f‘ (4.19)

Escrevendo a equagao em termos de a(t)

2
{ ‘% = —s%ada
2

4.20
7% = 72 exp(—sa?) para alta temperatura (4.20)

Assim como na primeira tentativa, temos que para o limite de alta temperatura obtemos
72 — w2 e ndo 72 — oo. Como o limite de alta temperatura nao é o esperado, nao foi realizado
o calculo para o limite de baixa temperatura.

Em uma terceira tentativa, utilizamos B e n dependentes da temperatura e junto a isso uma
distribuicao de Bose, pos consideramos que o universo seja permeado apenas por fétons. Como
jé temos uma maneira de encontrar B(T'), precisamos encontrar agora como é a dependéncia de
n, para isso vamos usar a equacao para A*, visto que esta quantidade deve ser adimensional
temos

A* = g+ eh®n’

em que g é uma constante referente ao fator de peso de spin, que tem valor igual a 2 para
fotons e neutrinos ou 2(spin)+1 para as demais particulas, € a energia e h uma quantidade com
dimensao de momento p. Deste modo, para que A* seja adimensional, n precisa ter a dimensao
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de (ep®)~!. Utilizando a distribuigao de Bose juntamente com a dimensiao encontrada para n e
substituindo em (4.18) encontramos

B exp(Ty/27T) 2
5= || e 42

Consideramos aqui o regime de alta temperatura, neste caso, o momento p e a energia € sao
proporcionais temperatura 7'. No entanto, a expressao para B se tornou muito complicada,
sendo intratavel seu calculo, ainda que utilizando programas computacionais para realiza-los.

Por fim apresentaremos a tentativa que chegou em resultados mais satisfatorios. Nesta
continuamos considerando B(T') e n(T'), no entanto, desconsideramos a distribuigdo de Bose e
usamos apenas as dependéncias das quantidades com a temperatura. Para altas temperaturas
temos que o momento p e a energia € sao proporcionais a temperatura, deste modo encontramos
B(T) ~T* e n(T) ~ 7 ¢ também p ~ p ~ & ~ nT*? ¢ encontramos

2
2 [ l} dr” 492
" [ 5 T4 dt (4.22)
Escrevedo a equacao para alta temperatura em termos de a
dﬁ—f = —s2q"1/2(q (4.23)
72 = w2 exp(s’a1%/?) para alta temperatura ’

Para baixa temperatura temos que o momento p e a energia € sao proporcionais a temperatura,
porém esta ¢ uma constante, deste modo temos B(T') ~ 77 ¢ n(T') ~ Ty e também p ~ p ~ & ~

nT? e encontramos 2
7 = [~aT" —yT% (4.24)

A equagao para baixa temperatura em termos de a(t) é dada por

% = —¢*a"da 4.25
12 — 72 oxp(—a2aqll/2 baj (4.25)
= w5 exp(—q°a''’?) para balxa temperatura

As equagoes e representam respectivamente os valores para 72 no limite de alta
e baixa temperatura, deste modo, temos que para T — oo, ou seja, a — 0, temos que 72 — 00,
e para T — 0, que representa a — oo temos que 72 — 0. Esses resultados estdao de acordo com
os resultados obtidos para a pressao anisotropica no modelo BSS obtidos a partir das equagoes
de Einstein no limites de alta e baixa temperatura.

Como nao conseguimos encontrar um resultado que mostre a compatibilidade do modelo BSS
com a termodinamica de Israel, observamos com maior atencao as quantidades que consideramos
constantes. Dentre estas constantes temos a massa das particulas, no entanto, o modelo BSS
apresenta um universo permeado por fétons que sao particulas nao massivas. Devido a isso,
imaginamos que € necessario buscar um modo de eliminar a massa na equagao para 7", para

isso vamos usar a definicao de B deixando em evidéncia a massa que existe na expressao de
X/\,uaﬁ

1
B = m_?’(h)\ahuﬁ — ghkuhaﬁ)xkﬂaﬂ (426)
substituindo na equacdo para 7% encontramos
2]€3T3 2 k4T4 d 2
2 _5m n® 30 n(p+p)]| dr (4.27)
Bpcb Bpc? dt
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fazendo m — 0 temos

2 _3Ok4T4n(p + p) dr? (4.28)
Bpc8 dt ‘
continuamos usando a dependéncia de B para alta e baixa temperatura como anteriormente e
temos que

ar’ _ 24
oy S add (4.29)
7% = 72 exp(—sa?) para alta temperatura '
e para baixa temperatura
dn? _ 2 7d
w2~ aaaa _ (4.30)
7% = 72 exp(—q?a®) para baixa temperatura

Do mesmo modo que realizado anteriormente, avaliamos as solugoes nos limites de alta e
baixa temperatura. No caso em que T' — 0 encontramos que a pressiao anisotrépica 72 — 0 e
quando T' — oo temos que 72 — 72, ou seja, no limite de alta temperatura, encontramos que a
pressao anisotrépica é uma constante, enquanto no limite de baixa temperatura temos o valor
da pressao anisotropica tendendo a zero.

Apés diversas tentativas utilizando a termodinamica de Israel, ndo conseguimos em nenhuma
delas encontrar uma solucao satisfatoria para pressao anisotropica, pois esta nao esta de acordo
com a encontrada atravéz das equagoes quasi-maxwellianas. A pressao anisotrépica encontrada
por meio da termodinamica sempre apresenta uma solugao expressa por exponenciais enquanto
a solucao encontrada pelas equagoes quasi-maxwellianas nos apresentam uma solucao descrita
como uma lei de poténcia.

4.3 Relacao entre r e Yy no modelo BSS

No artigo em que é apresentado o modelo BSS, a unica relacao entre r e x abordada é para
valores possitivos de k e € nulo. Nesta secao apresentamos todas as possiveis combinagoes para
estas quantidades e consequentemente as relagoes entre ambos. Para encontrar essas relagoes

partimos da equacao (3.9))
/ 2k
=441 —12 - —
r

Utilizamos os softwares Mathematica e Maple para resolver a equacao e plotar os graficos
para cada uma das combinacoes. E obtivemos seis combinagoes possiveis. Uma delas nao possui
significado fisico (para e = 1 e k = 1), as demais sdo mostradas abaixo.

Podemos notar nas figuras (a) e (b), que para as combinagaos de e = =1, k= -1l ek =1
temos um modelo que apresenta singularidade, ou seja, o raio tende a zero.

Do mesmo modo que nas combinagoes anterios, mostradas por (a) e (b), as combinagoes
para k = —1, e = 1 e € = 1 mostradas por (c) e (d) também respresentam um universo com
singularidade, com se raio tendendo a zero.

De todas as combinacoes possiveis, a tinica combinagao que apresenta um valor diferente de
zero para o raio é a dada por e = 0 e kK = 1, como podemos ver na figura (e). Assim, temos
um valor minimo para o raio, fazendo com que assim nao haja mais uma singularidade. Deste
modo, o raio diminui até umd eterminado valor e logo apds volta a crescer.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

Neste trabalho estudamos o modelo BSS que é uma solucao exata das equagoes de Einstein,
estudamos suas propriedades e similaridades com o modelo padrao de cosmologia. Embora o
modelo BSS possua o mesmo tipo de geometria que modelo FLRW, seu tensor energia-momento
possui uma pressao anisotrépica e esta faz com que tenhamos a parte elétrica do tensor de Weyl
diferente de zero. De posse dessas informacoes investigamos como é o comportamento do fator
de escala nesse modelo, assim como o comportamento de seu raio e também buscamos por uma
termodinamica que pudesse descrevé-lo.

O estudo do comportamento do fator de escala nos mostra duas solugdes para a(t) que nos
dao trés possiveis comportamentos(dependendodos valores das constantes escolhidas), em uma
delas temos que em um instante de tempo o fator é nulo e logo em seguida cresce chegando a
um ponto de maximo e logo apds decresce até chegar a um valor nulo novamente. No segundo
caso, temos um fator de escala nulo em um determinado instante de tempo e crescendo logo
em seguida, no entanto, diferente do primeiro caso este nao possui um valor de méximo, assim
o fator de escala continua crescendo com o passar do tempo, tendo um crescimento inicial
acelerado e posteriormente crescendo linearmente e também um fator de escala que tem um
valor inicialmente nulo e cresce descrevendo uma linha reta. Deste modo o modelo BSS nos da
trés possibilidades para a expansao do universo, na primeira temos um universo que se expande
até um ponto maximo e logo apods inicia uma fase de contracao. No segundo caso ele se expande
de maneira acelerada até um certo ponto e depois continua a expandir de maneira linear. Na
terceira possibilidade, temos um universo que se expande linearmente desde seu inicio. Os
comportamentos do fator de escala para o modelo BSS sao iguais ao seu comportamento no
modelo padrao de cosmologia.

Para a relacao entre o raio » e o comprimento Y, calculamos todas as combinagoes possiveis
para a quantidade € e a constante k, obtendo seis configuragoes possiveis, uma delas foi descartada
por nao haver sentido fisico. Quatro delas nos mostram solugoes com singularidade, ou seja,
temos o valor do raio igual a zero. E por fim, uma unica solugao que representa um universo sem
singularidade em relagao ao raio. Essa solucao nos mostra que pode haver um ponto de minimo
diferente de zero para o raio e apds atingir este ponto seu valor volta a crescer novamente como
mostram os grafico abaixo.

No estudo realizado para obter uma termodinamica que descrevesse o modelo, utilizamos
a termodinamica desenvolvida por W. Israel e J. Stewart. Buscamos a partir desta teoria
encontrar uma expressao para a pressao anisotrépica que fosse similar a obtida através das
equacoes de Einstein, como é mostrada no artigo que apresenta o modelo BSS. No entanto, apés
realizar diversas tentativas foi possivel encontrar o mesmo comportamento para essa pressao
apenas nos regimes de alta e baixa temperatura, pois as expressoes que descrevem a pressao
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Figura 5.1: Parae=0e k=1

anisotropica sao muito distintas quando obtidas pela termodinamica de Israel. A pressao
anisotropica obtida através das equagoes pra gravitacao aparecem como uma lei de poténcia
no fator de escala, enquanto pela termodinamica esta aparece como sendo uma exponencial.
Deste modo, chegamos a conclusao que deve ser feita uma andlise ainda mais detalhada da
compatibilidade do modelo BSS com a termodinamica de Israel e Stewart. Um ponto que deve
ser investigado com maiores detalhes e que pode ser um motivo para essa incompatibilidade
pode estar nas hipdteses utilizadas no modelo BSS, que sao: tri escalar de Ricci sendo constante
e a pressao sendo proporcional a densidade de energia.

Visto que nao obtivemos sucesso na tentativa de utilizar a termodinamica de Israel e Stewart
para descrever o modelo BSS até o momento, em estudos futuros, pretendemos investigar com
mais detalhes a importancia e as consequéncias das hipdteses consideradas no modelo e continuar
a busca por uma termodinamica que possa descrevé-lo
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