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Resumo

Neste trabalho estudaremos e aprofundaremos o conceito de homeomorfismo pseudo-
Anosov. Trataremos as principais propriedades envolvendo tal definicao, consideradas
todas sobre superficies orientaveis de género maior ou igual a dois, as quais nos permitirao
estudar os pontos peridédicos de homeomorfismos isotopicos a transformacoes pseudo-
Anosov, fato que é tratado pelo teorema de Handel que figura como principal resultado
dessa dissertacao. Este teorema nos diz que do ponto de vista do sombreamento global, um
homeomorfismo pseudo-Anosov tem o menor nimero de érbitas entre todas as aplicacoes

em sua classe de isotopia.

Palavras—chave: Homeomorfismo pseudo-Anosov, Pontos periodicos, Classes de isoto-

pia.
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Abstract

In this work we will study and deepen the concept of pseudo-Anosov homeomorphism.
We will treat the main properties involving such a definition, all of which are considered
on orientable surfaces of genus greater than or equal to two, which will allow us to study
the periodic points of isotope homeomorphisms to pseudo-Anosov transformations, a fact
that is treated by Handel’s theorem which appears as main result of this dissertation.
This theorem tells us that from the point of view of global shadowing, a pseudo-Anosov

homeomorphism has the least number of orbits among all maps in its isotopy class.

Keywords: Pseudo-Anosov homoeomorphism, Periodic points, Isotopy class.
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Capitulo 1

Conceltos fundamentais

Na secao 1.1 introduziremos e relembraremos conceitos basicos, os quais serao utiliza-
dos por todo este trabalho nas secoes seguintes. Na secao 1.2 vamos tratar os conceitos
que nos serao fundamentais relativos a geometria hiperbolica de forma que os modelos
para tal geometria sejam bem entendidos e suas propriedades fixadas. Na secao 1.3 vamos
introduzir o conceito de indice de ponto fixo isolado e estendé-lo para o caso mais geral
possivel onde o ponto fixo nao precisa ser isolado. Por fim, na secao 1.4, trataremos os

conceitos mais importantes em nosso caso sobre levantamentos.

1.1 Preliminares

Para que nos consigamos entender o teorema de classificacao de Thurston serdao ne-

cessarias inicialmente algumas definicdes para nivelamento de conhecimento.

Definicao 1.1.1. Uma aplicacio f : X — Y com X eY espacos topologicos é chamada
um homeomorfismo se possui as sequintes propriedades:

(1) f é uma bijecao;

(17) f € continua; e

(ii1) a funcao inversa f~' é continua.

Neste caso dizemos que X é homeomorfo a Y. A notagao adotada serd Homeo(X,Y')

para o conjunto dos homeomorfismos de X para Y e Homeo(X) quando X =Y. Ainda,



no caso em que f € Homeo(X) dizemos que f : X — X € um endomorfismo.

Definicao 1.1.2. Um homeomorfismo f : X — Y onde ambos f e f~! sao diferencidveis
€ chamado de difeomorfismo. Neste caso dizemos que X € difeomorfo aY. A notacao
adotada serd Dif f(X,Y) para o conjunto dos difeomorfismos de X para Y e Dif f(X)
quando X =Y.

Definicao 1.1.3. (i) Seja U C R™ um aberto. Uma aplicagio diferencidvel i : U —
R™*" chama-se uma tmersao quando, para cada x € U, a deriwada Di, : R™ — R™*"
€ uma transformacao linear injetora.

(ii) Seja Uy C R™ um aberto. Uma imersao de classe C*, i : Uy — R™, diz-se um
mergulho de classe C* de Uy em R™, quando i é um homeomorfismo de Uy sobre i(Up).
(iii) Dizemos também que i é uma parametrizacdo de classe C* e dimensio m do
subcongunto U = i(Uy) C R™

(iv) Uma superficie m-dimensional do R™, de classe C*, é um subconjunto néio-vazio
M=M"CR"

no qual todo ponto p possui uma vizinhanca aberta U dotada de uma parametrizacao de

classe C* e dimensao m.

Figura 1.1: Superficie m-dimensional paran =3 e m = 2.

Definicao 1.1.4. Um caminho ou curva v em um espaco X € uma aplicagao v : 1 C
R — X, dada por
t—(t)

onde I = [0, 1].



Diremos que um caminho é fechado quando v(0) = ~(1).

Definicao 1.1.5. Se [ e [’ sdo aplicagoes continuas entre os espacos topoldgicos X e'Y
diremos que f € homotdpica a [’ se existir uma aplicacao continua H : X x I — 'Y tal
que

H(x,0) = f(z) e H(z,1) = f'(x)
para cada x € X onde I = [0,1]. A aplicacio H é chamada uma homotopia entre f e

f'. A notacao adotada serda H : f = f'.

Dada a homotopia H : f = f’, consideraremos, para cada t € I, a aplicacao continua
H,: X — Y definida por

Definicao 1.1.6. Dois caminhos fechados v1,7vs : I — X sao ditos livremente homo-

topicos se existe uma aplicacao continua H : I x I — X tal que
H(s,0) =v(s), H(s,1) =7(s) e H(0,t) = H(1,t)

para quaisquer s,t € I. A didltima igualdade significa que, para todo t € I, o caminho

H;: I — X tal que Hy(s) = H(s,t), é fechado.

Definigao 1.1.7. Uma isotopia entre homeomorfismos f, f' : X — Y é uma homotopia

H: f=2f tal que H, : X — Y € um homeomorfismo para todo t € I.

Observacao 1.1.8. Podemos pensar em uma homotopia como sendo uma deformacao
entre dois espagos topoldgicos envolvendo dobras, encolhimentos e alongamentos mas que
nao necessariamente precisa ser injetiva ou sobrejetiva. Por outro lado uma isotopia €

uma deformacdao na qual cada homotopia € um homeomorfismo.

De acordo com a definicao dada anteriormente sobre caminho temos associados os

seguintes conceitos:

Definicao 1.1.9. (i) Dado um caminho v em um espaco X, defimos o caminho inverso

pela aplicacao v~' : I — X, dada por

SRUERIER)



para todo t € I.
(i1) Para caminhos v1,72 : I — X com (1) = 72(0), defina a concatenag¢do de

caminhos, vy : I — X, por

m(2t), se0<t<1)/2
12(2t — 1), sel/2 <t < 1.

172(t) =

(13i) Dois caminhos v1,7v, : I — X sao ditos serem homotdpicos com extremos fixos

(ou homotdpicos por caminho) se existe uma aplicagio V : I x I — X, dada por

U(s,0) =7(0) =1(0), Vsel
(s, 1) =m(l) =1(1), Vsel
U(0,t) = 7(t), Viel
U(1,t) = 1(t), Vtel

(iv) Para v um caminho em X, er,s € I, definimos v : I — X, por

() =A(r +t(s = 7).

Note que a relagao ser homotopico por caminho é uma relagao de equivaléncia no
conjunto de todos os caminhos em X.

Denotaremos a classe de equivaléncia contendo um caminho « por [v]. Ainda, as
classes [Y7!] e [y172] sdo independentes da escolha dos elementos usados para defini-las.
Vemos que 72 é a restricdo de v ao intervalo [r, s|] C [0, 1], reparametrizado de forma que

v; é novamente um caminho.

Lema 1.1.10. Seja v um caminho, entio (v;)™' =~¢ e [yiv5] = [5].

Demonstracao. A primeira parte é evidente pois
()~ = g+ (1 —t)(r—q)
= v(g+r—q—tr+tr)
= ~v(r—+tg—tr)
(

= A+ tg =) = (1),



Para a segunda afirmacao, defina a homotopia com pontos estremos fixos ¢ : I x [ —»
X por
Y(u(g+t(s —q)) + (1 —u)(g+2t(r —q))), se 0<t<1/2,

Yulg+t(s —q)) + (L= u)(r + (2t = D)(s =), se 1/2<t<1.
Entao ¢ é a homotopia desejada que nos fornece a relacao de equivaléncia entre os

¢(u> t) =

caminhos 7,7, € 7, O

Definicao 1.1.11. Uma superficie M ¢é chamada orientdvel se é possivel cobri-la com
uma familia de vizinhangas coordenadas de tal modo que se um ponto p € M pertence a
duas dessas vizinhancas dessa familia, entao a mudanca de coordenadas tem um Jacobiano
positivo em p. A escolha de tal familia € chamada uma orientacao de M, e M ¢ nesse
caso chamada orientdvel. Se tal escolha nao € possivel, a superficie é chamada nao-

orientdvel.

As superficies orientaveis compactas sao classificadas de acordo com o seu género &

maior ou igual a 0, conforme a figura 1.2 a seguir.

DPe2e9-

Figura 1.2: Tipos de superficie segundo o seu género.

Definicao 1.1.12. A caracteristica de Euler-Poincaré de uma superficie M, de género
&, € um invariante topoldgico, um numero que descreve a forma ou a estrutura de um
espaco topoldgico independentemente da forma como ela é dobrada. Dessa maneira, em

nosso trabaho a caracteristica de Fuler-Poincaré de uma superficie M serd dada por

X(M)=2-2¢

Definicao 1.1.13. Uma folheac¢ao F' de uma superficie M é uma particao de M em

subconjuntos unidimensionais (chamados folhas de F'), tal que cada x € M € ou um



ponto reqular (i.e. um ponto sobre a folha) ou uma p-prong singularidade para p > 3,

Ponto regular p=3 p=4

como na figura 1.3.

Figura 1.3: Ponto regular e prongs em uma superficie M.

Observacao 1.1.14. Em nosso trabalho todas as singularidade serao do tipo p-prong

singularidas com p > 3.

Definicao 1.1.15. Um arco (i.e. um caminho) o C M ¢é transversal a F se a nao
interceptar as singularidades de M e € transversal a cada folha de F' em cada ponto em

seu interior.

Defini¢ao 1.1.16. Uma folhea¢do mensurdvel (F, ) de uma superficie orientdvel M

€ uma folheacao juntamente com uma medida 1, que atribut um comprimento positivo

() para cada arco o C M transversal a F, com as sequintes propriedades:
i)Aditividade: p(aian) = p(ar) + p(ag) em que aqas € a concatenagao dos caminhos

a1 € Qo.

Figura 1.4: Ponto regular e prongs em uma superficie M.

ii)Holonomia invariante: p(ay) = p(as) se aq e ay tem os seus pontos inicial e final
nas mesmas folhas, respectivamente.
iii)Sem dtomos: se o tem diametro pequeno entao u(a) € pequeno, i.e., "u(a) — 0

quando diam(a) — 0.".



Figura 1.5: Propriedade da homologia invariante da folheacao mensuravel.

Para mais detalhes veja [2].

Definicao 1.1.17. Duas folheagoes sao transversais se para todo x € M, uma singula-
ridade (ou ponto regular), com M wuma superficie, temos por exemplo uma das seguintes

disposi¢oes entre duas folheacoes distintas conforme a figura 1.6.

3-prong 4—pr0hg regular

Figura 1.6: Possiveis formas de folheagoes transversais.

Observagao 1.1.18. Dado um homeomorfismo f : M — M, escrevemos f(F,u) =
(f(F), 1*) para a folheagcdo mensurdvel cujas folhas sio f-imagens de folhas de F e, que

atribui a medida pu* (o) = p(f~*(a)) para o arco transversal a.

1.2 Geometria hiperbélica

Definicdo 1.2.1. A esfera de Riemann, C, ¢ dada por
CU {o0}

onde oo é chamado ponto no infinito.



Definicdo 1.2.2. Uma transformacdo de Mébius em C € uma aplicacio ¢ : C — C

dada por
p(z) = 2271
rz+s’

onde p,q,r,5s € C e z € C tal que ps — qr # 0.

Note que, a partir da definicao anterior que, p(oc) = p/r e que (—s/r) = 0.
Propriedade 1.2.3. As transformacoes de Mdobius formam um grupo sobre a operacao
de composicao.

Demonstracao. Provaremos apenas o fechamento, uma vez que, os demais axiomas de
Pz +q , Jjz+k
e ¢'(z) =

grupo seguem sem grandes dificuldades. Sejam p(z) = n =5
rz+s z+m

. Assim,
substituindo, temos que

(jp + kr)z + (jg + ks)
(Ip+mr)z+ (lg+ms)

Uma vez que (jp + kr)(lg + ms) — (jg + ks)(Ip + mr) = (ps — qr)(ym — lk) # 0, pois

(¥ op)(2) =

(ps — qr) # 0 e (yjm — lk) # 0, entdo esta é novamente uma aplicacdo de Mobius. O

Definicdo 1.2.4. Se duas curvas distintas Cy e Cy em C se intersectam em um ponto
P, o dangulo entre elas € definido como sendo o dngulo medido da tangente a C para

tangente a Cs.

Definicao 1.2.5. Uma aplicacio ¢ : C — C é chamada conforme (ou que preserva
angulos) se, sempre que curvas suaves (de classe Ct) Cy e Cy se encontram num ponto P
com angulo (sinal) 0 (medido de Cy a Cy ), entao ¢(Cy) e o(Cy) se encontram em ¢(P)

com o mesmo dngulo de C para Cs.

Definicio 1.2.6. Denotaremos o conjunto das aplicacées conformes C — C por Aut(C).
Proposicao 1.2.7. As aplicagoes de Mdbius sao aplicagioes conformes (ou que preservam
angulos).

Demonstracao. No caso de qualquer aplicacao analitica complexa em qualquer ponto zg €
C no qual ¢'(z) # 0, i.e., existe a tangente no ponto, o resultado segue diretamente.
(Localmente, a aplicagdo ¢ expandida por |¢'(z9)| e rotacionada por arg¢’(zp).) Segue

também que para z € C, temos



—0

/(2) = az+b\  (cz+d)(a)— (az+b)(c) acz+ad—acz+bc  ad+be
LS e (cz + d)? B (cz 4+ d)? "~ (cz+d)?

somente quando z — oco. Escrecevendo em termos de w = 1/z, podemos também verificar

que f é uma aplicacao conforme em oo. O]
Definicao 1.2.8. O conjunto D = {z € C; |z| < 1} serd chamado disco unitdrio.

Observacao 1.2.9. Toda transformacao de Méobius p : D — D pode ser escrita na forma

o 2+ a
:elﬁ

onde 0 € R ea cD.

Denotaremos o grupo de Mébius por M e o subgrupo que preserva o disco unitario
por I'. Notemos ainda que a identidade para tais grupos é dada por Id(z) = z.
Existe uma identificacao natural de M com o grupo das matrizes complexas 2 X 2 com

determinante 1, médulo sinal, PSL(2,C) = SL(2,C)/ £ Id, onde

a b
A~p(z) e £ :iAeap(z):‘;Zzig;a,b,c,de((:,ad—bc:l.
d

a b
Observamos ainda que SL(2,C) = {A = € GL(2,C) : det(A) = 1)}
c d
Pela observagao anterior segue que os elementos do subgrupo I' corresponde as matrizes
i9/2 ae?/?
\/1—|a|2 \/1—|a|2 0 2T a
+ o—i9/2g o—i0/2 € 11a:

Definicao 1.2.10. Um subgrupo G de SL(2,C) (ou M) é chamado discreto se eziste
uma vizinhang¢a N da identidade Id em SL(2,C) (ou M) tal que GNN = {Id}. Alterna-
tivamente, podemos também dizer que um subgrupo G de SL(2,C) (ou M) ¢é discreto se,
e somente se, nao existe uma sequéncia de elementos distintos A, € G com A, — Id,

i.e., "G nao possui ponto de acumulagao”.
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Defini¢ao 1.2.11. Um subgrupo discreto de T' (ou SL(2,R)) € chamado de grupo Fu-

chsiano.

Agora introduziremos uma meétrica em D de modo que a distancia entre dois pontos

quaisquer seja inavariante pelas transformacaoes de Mdbius.

Defini¢ao 1.2.12. A densidade hiperbdlica, p(t)|dt|, é invariante sobre todas as apli-

cacoes de Mébius p : D — D e indicaremos isso por
Pl ()| ()] = p(). (L.1)
Observacao 1.2.13. O conjunto dos automorfismos de D serd da forma
Aut(D) = {T € Aut(C) : T(D) = D)},
€., € o conjunto das aplicacoes que mantém D invariante.

Defini¢ao 1.2.14. Seja v : [0,1] — D um caminho unindo os pontos p e q. O compri-

mento hiperbolico de v serd dado por

p(y) = [, p(t)|dt]

e a distdncia hiperbdlica de p até q é definida por

d(p,q) = inf p(v)

onde o infimo € tomado sobre todos os caminhos v possiveis de p a q.

Agora encontraremos a expressao de p(t). Observe que a aplicagdo ¢ move o ponto
zero para o ponto a, o qual pode ser qualquer ponto em . Logo, aplicando a equagao
(1.1) a transformagao ¢ : D — D acima, nos vemos que a densidade hiperbolica em D
é determinada pelos seus valores em um tnico ponto. Para simplificar notacoes futuras,

nos tomaremos p(0) = 1. Portanto pela equacao (1.1) obtemos

I
¢'(0)  1—1a*

pla) = (1.2)

Note que a densidade em a depende somente de sua distancia Euclideana até origem.
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A partir da equacao da densidade hiperboélica e da defini¢ao 1.2.14, podemos encontrar
a equacao para distancia hiperbolica entre quaisquer dois pontos p e ¢ em D.

Suponha inicialmente que um destes dois pontos, digamos ¢, é a origem 0. Se o ponto
p é também a origem, entao, obviamente, a distancia entre p e 0 é zero. Suponha que p é
um ponto diferente de zero em DD e seja vy o seguimento ligando 0 a p, i.e., 79 = tp, onde

0 <t < 1. Pela equacao (1.2) ,o comprimento hiperbélico de v, é

o) = [ e = | 1 (1) Wl

1 1+ |p|

=21 :
p(r0) = 5 log 1 — ]

e entao temos que

Agora suponha que v é¢ um caminho qualquer unindo 0 & p. Para obter uma estimativa
do comprimento hiperboélico de v, usamos uma particao qualquer 0 =t <ty <t3 < --- <

t, = 1 do intervalo unitario, e estimamos a integral na definicao 1.2.14 por

P = ' p(y ()Y (tisr) — v(L:)]-

Figura 1.7: Estimativa do comprimento de 7.

Nos usamos a mesma particao {¢;};—1,, para comparar p(7) e p(y). Projetamos os

pontos v(¢;) radialmente nos pontos 7, = \fy(tz)]’—p’ no segmento de reta 7o. Juntando v,
)
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a Yo't por segmentos de reta, obtemos um caminho que pode ser movido para frente e
para tras sobre si mesmo, mas definitivamente permanece no segmento de reta ~y.
Assim, uma estimativa para limite superior para o comprimento hiperboélico de 7, é
’ 0

dado por

n—1
Py=Y_ p(v )™ =l
=1

Pela invariancia de p(t) sobre rotacoes em volta ta origem,

p(1) = p(r(t:)),

e pela geometria Fuclideana,

Yo't = 0" < [y (tis1) — v(&)),

assim segue que

Py < P.

Uma vez que, a particao foi tomada arbitrariamente, p(vy) < p(7). Entao vy tem o

menor comprimento hiperbélico entre todos os caminhos unindo 0 e p, e

1 14+ |p

(1.3)

é portanto a distancia hiperbdlica entre a origem 0 e qualquer ponto p em D.
Suponha agora que a e w sao pontos de D. A distancia hiperbolica é invariante sobre

transformacoes de Mobius de D. Portanto, se

Z—a

plz) = 1—az’

entao

onde
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Usando a equagao (1.3) nés obtemos a equagao para a distancia hiperbdlica entre

dois pontos quaisquer em D:

1+]s
daw) = d(0.5) = 5 log )
1. |1 —aw|+ |w—ad]
d(a,w) = =1 . 1.4

Definicao 1.2.15. O espago métrico (D, d(-,-)) serd chamado de disco hiperbdlico, onde

d(-,-) e a distancia hiperbdlica entre dois pontos quaisquer em D.

Observacao 1.2.16. Serd considerado em D a métrica

4(dz® + dy*)
(1— (22 +y2)"

ds® =
para que tal espaco hiperbolico tenha curvatura —1.

Definicao 1.2.17. Se v ¢ uma curva no disco hiperbolico tal que para toda triplice de

pontos p,r,q € v com r entre p e q temos que

d(p,q) = d(p,r) + d(r,q)
entao v serd chamada geodésica.

Observacao 1.2.18. Destacamos o fato de que uma geodésica € uma curva que minimiza

distdncias entre pontos em D.

Proposigao 1.2.19. Uma curva 7y que satisfaz o infimo na definicao 1.2.14 € uma geo-

désica.

Demonstracao. Suponhamos primeiramente que v é uma curva unindo os pontos p e ¢
em DD satisfazendo o infimo da definigao 1.2.14 e seja r € . Denote por vy, a parte de
unindo os pontos p e r e de ¥, a parte de v unindo os ponto r e q. Entao por definicao

de comprimento integral

p(v) = p(m) + p(72)
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e uma vez que 7y é minimal pela observacao 1.2.18, d(p,q) = p(7). Entao segue que
p(m) =d(p,r) e p(y2) = d(r,q). Identicamente, se existe uma curva menor que y; unindo
os pontos p e r, seguida da curva s, estas deveriam ter um comprimento menor do que a

curva vy, uma contradi¢ao. A mesma condicao se aplica a ¥ e assim v é uma geodésica. []

Teorema 1.2.20 (Unicidade das Geodésicas). Para quaisquer dois pontos pertencentes
a D, existe uma unica geodésica unindo tais pontos e tal geodésica € uma arco de circulo

ortogonal a D.

Demonstracao. Tome dois ponto quaisquer zg, z; € D com 2y sendo fixo. Seja uma apli-

5 . 3 — — Rl1—Z20
cagdo conforme ¢ : D — D definida por ¢(z9) = 0 e ¢(z1) = #=2=. Logo, temos uma
geodésica v unindo os pontos ¢(2p) e ¢(z1) tendo 0 mesmo comprimento que a geodésica
¢~ () unindo os pontos z e z;. Sendo que a geodésica v é uma curva que minimiza a
distancia entre ¢(zg) e ¢(21), entao esta curva é tinica, pois assim nao existe uma distancia

menor dada pela definicao 1.2.14. O]

Definiremos a seguir um espaco hiperbélico que sera isomorfo a D e que é do ponto de

vista geométrico mais intuitivo de se construir exemplos.

Definigao 1.2.21. O semiplano superior serd definido por H = {z € C : Z(z) > 0},

onde Z(z) é a parte imagindria de z e cuja métrica € dada por

2 _ dz? + dy?

ds "

O conjunto dos automorfismos de H e dado por
Aut(H) = {T € Aut(C) : T(H) = H},
i.e., € 0 conjunto das aplicacoes que mantém H invariante.

Definicao 1.2.22. A aplicacio C : D — H dada por

zZ—1
z+1

2 C(z) =

¢ chamada de aplicacao de Cayley.
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Observacao 1.2.23. O limite no infinito de H € dado por
R =RU {oo},

o qual serd escrito como OH. De forma similar escreveremos 0D para o limite no infinito

em D.

Lema 1.2.24. A aplicagao de Cayley C induz um automorfismo conforme (ou bijegdo)

H— D.

Demonstracao. Observamos inicialmente que C(co) =1, C(1) =i e que C(0) = —1. Assim
segue que a reta R U {oo} é levada no circulo passando por 1, —i e 7, i. e., em 9D. Logo,
C deve mapear as duas componentes conexas de C \ RU {oo} para as duas componentes
conexas de C\OD . Para ver quem & levado em quem, note que C(i) = 0 e assim H devera

ser levado em D, como queriamos. O

Definicao 1.2.25. Uma aplicacao f : H — H ¢ uma tsometria que preserva ori-
entagoes de H se é diferencidvel (como uma func¢io de R*? — R? ), se det(Df(z)) > 0
para todo z € H, e se d(f(21), f(22)) = d(z1, 22) para todos z1, zo € H. O congunto de todas
as isometrias que preservam orienta¢io em H € denotado por Isom™ (H). Analogamente

temos Isom™ (D).

Teorema 1.2.26. Sendo D e H definidos como anteriormante, seque que:
(i) [som™(H) = Aut(H) e Isom™ (D) = Aut(D).

(17) O automorfismo C : HL — D é uma isometria.
Demonstracao. Veja [13]. O

Definicao 1.2.27. Um subgrupo G C SL(2,C) (ou M) é dito agir descontinuamente
em z € C se eviste uma vizinhan¢a U de z tal que U N @(U) = 0 para toda exceto uma

quantidade finita de p € G.

Definicao 1.2.28. Se G € um grupo Fuchsiano, entao um subconjunto R C H ¢ chamado

dominio fundamental de G se as sequintes duas condi¢oes sao validas:
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(1) se z,y € R tal que x = p(y) para um elemento ¢ € G, entao p = Id (ou equivalente-
mente o(R) N'R =0, para todo ¢ € G, # 1d ); e
(i1) Yz € H, Jp € G tal que p(z) € R (ou equivalentemente Upec ¥(R) =H).

Observacao 1.2.29. Note que temos definicao andloga no caso do disco unitdrio D de

acordo com o lema 1.2.24.

Exemplo 1.2.30. Consideremos o caso particular em que nosso espaco seja o R? e que o
grupo G = 72 esteja agindo em R? por translacoes horizontais e verticais por 1. Assim G ¢é
gerado por S : (z,y) — (z+1,y) e T : (z,y) — (z,y+1), ou seja, G = {S™T™ : n,m € Z}.
O quadrado unitdrio R = {(z,y) e R? : 0 < x < 1,0 < y < 1} é um dominio fundamental
para G. De fato, vemos que, a intersecao de uma translagoes ou composicao de translagoes

aplicada a R e R € vazia e, a unido do fecho das translagoes ou composi¢ao de translagoes

aplicada a R ¢ R2.

-

Figura 1.8: Dominio fundamental de Z2.

Observacao 1.2.31. Existem diferentes dominios fundamentais para um dado grupo Fu-

chsiano.

Observagao 1.2.32. Se na dltima definicao apenas a condigio (i) for satisfeita dizemos

que temos um dominio fundamental parcial.

Teorema 1.2.33 (Existéncia de dominios fundamentais). Digamos que G seja um grupo

Fuchsiano agindo em H (ou D ). Entdao eriste um dominio fundamental satisfazento as
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condigoes (1) e (i1) da defini¢ao anterior. O dominio fundamental pode ser escolhido de

maneira que tenha lados finitos se, e somente se, G € finitamente gerado.

Vamos provar tal teorema no caso dos dominos de Dirichlet. Este dominio sera intro-
duzido da seguinte maneira:

Tomemos zp € H. Para cada ponto ¢(z9) da oérbita de ¢ # Id, trace o bissetor
perpendicular do seguimento de reta de zy até ¢(zo). Este separa H em duas partes. Para
cada ¢ € G\ Id, seja H, = H,(29) C H o espago cortado pelo bissetor perpendicular de

2 até p(zp) e contendo zp, em outras palavras, H,(z) = {z € H: d(z, zp) < d(z, ¢(20))}-

Defini¢ao 1.2.34. Tome zy € H tal que o(zy) = zo implica que ¢ = Id. Definimos o

dominio de Dirichlet com centro em zy sendo

R =Ry = Npeergray Holz0) = {2 € H: d(2, 20) < d(z,0(20)), Voo # Id}.
A seguir daremos a prova do teorema 1.2.33 para o caso dos dominios de Dirichlet.

Demonstra¢ao. Vamos provar inicialmente que h(R.,) = Rpzy:

hR.) = {hzeH:d(z 2) <d(z, ¢(2)), Ve # Id
= {hz e H:d(hz hzy) < d(hz, hezy),Ye # 1d}
= {w e H:d(w, hz) < d(w, hoh™ hzy), Yo # Id}
= {weH:dw,hz) < dw, khzy),Vk # Id = Rz, },

onde para a ultima igualdade usamos o fato que
{hoh™t € G: o # Id}y ={k € G :k # Id}.
(i) Se z € Ry NR sy, entao d(z, zo) < d(z, p(20)) € d(z, z0) < d(z, ¢ pz0) = d(z, 20).
Assim temos que

R, N RsﬂZo =R, N SD(R20> =0

(ii) A cardinalidade ${Gzy N B(z,1)} ¢ finita para as descontinuidades proprias das

acoes do grupo G, onde B(z,1) é a bola de centro z e raio 1. Assim existe somente uma
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quantidade finita de pontos ¢1zg, - - -@,20 proximos de z. Assim podemos escolher um

elemento ¢ tal que
d(z,¢(2)) = Inf d(z, hz),
quer dizer
d(z,¢(z0)) < d(z,hz), Vh # .
Logo
d(e™12, 20) < d(p~ 1z, 07 hzg), Vh # .

Né6s queremos concluir que isto nos da o'z € R, i.e.,
d(w, z9) < d(w, kzy),Vk # 1d (1.5)

implica que w € R. Iremos fazer isto mostrando que (1.5) implica que a semi reta
[z0,w) C R, do que segue imediatamente que [z, w] C R.
Se a € [zp,w), entao
d(zp, ) + d(o,w) = d(z0, w) < d(w, hzy), Yh # Id,
onde a tltima desigualdade segue de (1.5). Assim

d(z9, ) < d(w, hzy) — d(a,w) < d(a, hzg), Yh # Id.

Ainda segue que a segunda inequagao é uma igualdade somente se « pertence a reta
unindo hzy & w. Uma vez que esta linha intersecta [zp, w) exatamente em w, isto somente

ocorre se & = w, O que Por nossa suposicao nao é o caso. Portanto
d(z, ) < d(a, hzy),Vh # Id,
e concluimos que a € R. O

Exemplo 1.2.35. Seja um subgrupo G = SL(2,7Z) agindo sobre o espa¢o H. Vamos

calcular o dominio de Dirichlet com centro em zy = 21.

] :
Sejam J(z) = —— e S(z) = z+ 1. Entao, seque que, J(2i) = 3, S(2i) = 2i+1 e
z

[\

S~1(2i) = 2i — 1. (Lembre que na construgao do dominio de Dirichlet, nds tinhamos que

se gzg = zo, entao g = Id). Assim, por exemplo, em nosso caso nao poderiamos escolher
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1 1714 —1
20 = 1 como centro porque J(i) = —— = ——,(—,) =1~ 1, enquanto que, zg = 21 €
1 AN —
permitido.
S

P NP oRN

Figura 1.9: Dominio de Dirichlet com centro zy = 2i de G = SL(2,Z).

Definicao 1.2.36. Uma estrutura hiperbdélica em uma superficie topologica S € uma
colecao mazximal de cartas, i.e., conjuntos abertos U; C S e aplicacoes ®; : U; — H tal
que:
(i) ®; : Uy — ®(U;) é um homeomorfismo;
(ii) os conjuntos abertos U; cobrem S; e
(iii) as sobreposicoes sio isometrias, i.e., v; = ©;®;71 : ®;(U; UU;) — ®,(U; U ;) €
Isom™(H).

Uma superficie dotada de uma estrutura hiperbdlica serd chamada de superficie hi-

perbolica.

Definicao 1.2.37. Um grupo G atua livremente em um espago topoldgico X se para

qualquer z € X e qualquer g € G tal que gz = z, entao g = Id.

No que se segue trataremos da construcao de uma estrutura hiperbolica sobre uma
superficie. Este método requer a existéncias de um grupo Fuchsiano G que atua livremente
em H e nao depentera da escolha do dominio fundamental de G.

Método: Suponhamos que G é um grupo Fuchsiano atuando livremente em H. Seja H/G

denotando o espago das G-orbitas. Existe uma projecao natural ¢ : H — H/G. Dotamos
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a H/G da topologia do quociente. Podemos mostrar H/G é um espaco Hausdorff (veja a
demonstragao da proposi¢ao 5.1.10 em [7]). Ainda H/G ¢é um espaco métrico cuja métrica
¢ d([z], [y]) = inf 37, d(zi, x;") onde z¢ € [z], 2,/ € [y] e 2/~ 241 parai=0,---,n— 1.

Cada ponto em [z] € H/G é uma G-6rbita em H. Para definir uma estrutura hiper-
bolica, tome um ponto = € H o qual é projetado em [z]. Escolha uma bola aberta B(z,r)
contendo = € H e de forma que nao contenha nenhum outro ponto da orbita (isso porque
G atua livremente e propriamente descontinuo em H). Entao B(x,r) é projetado para
um conjunto U C H/G cujo levantamento U para H consiste de bolas abertas disjuntas
B(gx,r), com g € G. Logo U é aberto em H e portanto U & aberto em H/G, ja que, @ é
uma aplicacao quociente. No6s assim definimos uma carta como sendo uma aplicacao que

identifica U € H/G com uma bola aberta B(z,r) € H.

Exemplo 1.2.38. H/G € uma estrutura hiperbdlica. De fato segue que:

(i) ®; = o' : Uy — B(z;,7) € tal que tomando V € U; N Ui — ®(V) = H(V) = ;.
Logo ®; é um homeomorfismo;

(i1)Os conjuntos abertos U; cobrem H/G pois cada U; contém uma dnica classe [z;]; e
(ii1) Como ®; o <I>j_1 (U, NU;) — (U, NU;) = (U, N Uj), entdo seque que x +— x

com x € B(x,r). Logo a sobreposi¢io ®; o ®; € Isom™ (H).

1.3 Indice de ponto fixo

Vamos agora introduzir o conceito de indice de ponto fixo isolado e extendé-lo para o

caso mais geral possivel onde o ponto fixo nao precisa ser isolado.

Definicao 1.3.1. Seja E = R™ um espaco Euclideano com U C FE sendo seu sucon-
junto aberto. Uma aplicagio continua f : U — E é chamada d-compacta se f~1(0) é

compacto.

Para cada aplicacdo d-compacta nés iremos definir um ntimero inteiro deg(f) € 7Z
chamado de grau da aplicacao. Este inteiro mede algebricamente o nimero de elementos
de f71(0).

No seguinte apresentaremos uma definicao diferenciavel de grau.
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Definicao 1.3.2. Sejam E e E' espacos Fuclideanos, seja U C E um subconjunto aberto e
seja f : U — E' uma aplicag¢ao suave, (i.e., uma aplicacao de classe C*). O pontox € U
é dito ser regular se a diferencial D f, tem posto mdzimo, i.e., € um epimorfismo. Caso
contrdrio x € U serd chamado critico. Um ponto y € E' é dito ser um valor regular
se f710) contém somente pontos requlares. Caso contrdrio, i.e., se f~1(0) contém um
ponto critico de f, entao y € E' serd chamado valor critico. Note assim que, cada ponto

y & f(U) é um valor regular.

Teorema 1.3.3 (Sard). Sejam E e E' espagos Euclideanos (possivelmente de dimensoes
diferentes), U C E um subconjunto aberto e f: U — E' uma aplica¢io suave. Entdo o

conjunto dos valores criticos
{y € E' 1y é um valor critico de f} C E'
tem medida de Lebesgue zero. Como consequéncia o conjunto dos valores requlares
{y € E' 1y é um valor reqular de f } C E' é denso em E'.
Demonstragao. Veja [9]. O

O lema a seguir serd crucial na definicao diferencidvel de grau. Por tal resultado

poderemos aproximar uma aplicacao continua por uma aplicacao diferenciavel.

Lema 1.3.4. Sejam E e E’' espacos Fuclideanos (possivelmente de dimensdes diferentes).
Sejam U C E um subconjunto aberto e f: U — E' uma aplicagao continua. Além disso,
seja o : U — R uma fungao continua satisfazendo a(x) > 0. Entdo existe uma aplica¢do

suave g : U — E' satisfazendo

1/ () = 9(2)]| < alz),

para todo x € U. Em particular para qualquer nimero ¢ > 0 existe uma aproximacao

suave g|. de uma dada aplicagao continua f.

Demonstra¢ao. Consideremos o caso particular em que e > 0 e D" = {x € E = R" :

12+ 2%+ -+ 2,2 < 1}. Pelo “teorema de aproximacgao de Weierstrass” segue que existe
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uma fun¢do polinomial g; : D" — D" tal que || f(x) — g1(2)|| < ¢, para qualquer € > 0
e qualquer x € D™. Note ainda que, g; pode levar pontos de D" em pontos fora de D".

Para evitar isso, tomamos g(x) =

i+ g1 3 Logo segue que

e > [[f(z) = (1 +e)g(a)]

= [lf(z) —g(z) —g(z)e|
) —

1f () = g(@)]| = llg()ell

\

e portanto como ||g(x)|| < 1 temos que
| f(z) = g(@)|| < e+ |lg(z)e|| < 2, para qualquer z € D™ e qualquer € > 0.

Assim g : D™ — D™ é uma aproximacao e-suave da aplica¢ao continua f. O

Lema 1.3.5. Seja f : U — E uma aplicagcao continua d-compacta com U C E subcon-
Junto aberto do espaco Fuclideano E. Entao seque que:

(i) f € homotopicamente d-compacta a uma aplica¢io suave g;

(17) a aplicagao g pode ser escolhida tal que 0 seja seu valor regular; e

(131) quaisquer duas aplicag¢des d-compactas homotdpicas a f (como aplicagdes continuas)

sao homopicamente d-compactas suaves.

Demonstracao. (i) Sendo f d-compacta, existe um conjunto compacto K C FE tal que

f740) C int(K). Definimos a fungao a : U \ K — R pela equagao

a(z) = [[f(2)]/2.

Entao a(x) > 0 (ja que por definicdo ||.|| > 0) para todo x € U\ K. Pelo teorema de Tietze,
conforme [10], « é extendida para uma func¢do continua o : E — R e aqui podemos
assumir ainda que «(x) > 0 para x € E. Agora, seja g : U — E uma aproximacao

a-suave de f, conforme o Lema anterior. Nos vamos mostra que a homotopia de caminho

H(w,t) = (1 =) f(x) + tg(z)
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entre estas aplicagoes é d-compacta. De fato para z ¢ K temos que H(z,t) # 0, ja que,

[H(z, Ol = (1 =0)f(z) +tg(z)]]
1f () + t(g(x) = f ()]

> 5@~ () — F)]
> 5@ - o)
> @) >0

(i) Pode ocorrer que o ponto 0 nao seja um valor regular da aplica¢ido g. Mesmo assim pelo
teorema 1.3.3 o conjunto dos valores regulares é denso em F, e assim podemos escolher
um valor regular yo proximo de 0. Seja ¢ um difeomorfismo local de E que leva gy, para
0. Assim a composi¢cao @ o g tem 0 como valor regular. Por outro lado, podemos tomar a
deformacao ¢ com suporte compacto, uma vez que a homotopia de caminhos entre ¢ o g
e g é d-compacta.

(iii) Seja n : [0,1] — [0, 1] uma fungao dada por

0, set<e€

n(t) =
1, set>1—¢

e crescente em [¢,1 — €], como na figura 1.9. Entao H'(x,t) = H(z,n(t)) ¢ também
d-compacto.

Agora nos podemos aproximar H’' dentro de U x (¢/2,1 — ¢/2) por uma aplicac¢ao
suave e estendé-la pela constante homotopica de todo U x [0, 1] para a homotopia H” :
UxI— F.

Resta mostrar que H” pode ser tomada d-compacta. Uma vez que, H' é d-compacta,
existe um conjunto compacto K C U tal que H'(x,t) = 0 implica que = € int(k). Seja

a: (U\ int(K)) x I — R dado por
az,t) = | H'(z, 1)

Como «a(x,t) > 0 para (z,t) € (U \ int(K) x I), a adimite uma extensao pelo teorema

de Tietze para uma fungao continua o : U x I — R a qual sera positiva, i.e., a(x,t) > 0
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(€,0)

Figura 1.10: Construgao de 7 : [0,1] — [0, 1].

para todo (x,t) € U x I. Se nos exigimos que H” satisfaga ||H"(z,t) — H'(z,t)|| < a(x, 1),
entdo H"(z,y) # 0 para x ¢ int(K) uma vez que H” é d-compacta.
[

Lema 1.3.6. Sejam K C E compacto e H : K x [ — E’ nao tendo zeros no bordo.

Entao a restricio H| : int(K x I) — E' é d-compacta.

Demonstragio. Note que H|™'(0) = H™'(0) é compacta assim como é subconjunto fe-

chado do espaco compacto K x I, e portanto compacta, o que termina a prova. O

Seja f : U — F uma aplicacao d-compacta onde U C E ¢ um subconjunto compacto.
Vamos assumir que f é suave e ( é seu valor regular. Pelo “teorema da funcao inversa” cada
z € f71(0) é um zero isolado. Agora f~1(0), além de ser compacto e discreto também ¢é fi-
nito. Considere D f, denotando a derivada em um ponto z € f~!(0). Uma vez que 0 € F
¢ um valor regular, a aplicacao linear Df, : E — E tem posto méaximo, i.e., &€ um epi-
morfismo e assim um isomorfismo. Iremos utilizar a notacao sgn(Df,) = sgn(det(Df,))
para designar o sinal do determinante da matriz representando a aplicacao linear
Df,: E — E. Note que este sinal nao depende da escolha da base uma vez que quais-
quer duas matrizes A e B representando a mesma aplica¢ao linear (em diferentes bases)

sao conjugadas, i.e., B = PAP~! e seus determinantes sio iguais.

Definicao 1.3.7. Definimos o grau de uma aplicacao suave d-compacta g : U — FE
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como

deg(g)= > sgn(Dg,).

x€g=1(0)

Mais ainda, para uma aplicacao continua f que é homotopicamente d-compacta a g e tal

que 0 € seu valor reqular, definimos deg(f) = deg(g).

Lema 1.3.8. Se go,91 : U — FE sao aplicacoes suaves homotopicamente d-compactas

tendo 0 como valor regular, entio deg(go) = deg(g1)-
Demonstragao. Ver [5] pagina 15 lema 2.1.6. O

Note que pelo lema anterior, o conceito de grau para uma aplicacao continua d-
compacta f estd bem definido.

Em seguida trataremos algumas propriedades do grau que serao relevantes para nos
na demonstracao das propriedades do indice de ponto fixo o qual serd definido mais a

diante.

Propriedade 1.3.9 (Localizagdo). Sejam i : V — U a inclusao de um subconjunto

aberto satisfazendo f~1(0) C V e fly : V — FE denotando a restri¢cio de f. FEntao
deg(flv) = deg(f).

Demonstracao. Note que podemos escolher uma aproximacao suave d-compacta g satis-
fazendo g~'(0) C V. De fato podemos escolher um conjunto compacto K C V tal que
F7H0) C int(K). Agora a restrigao g|y ¢ também uma aproximagao d-compacta de fly

e, uma vez que gly " (0) = g~*(0) pelo lema 1.3.5 segue pelo lema 1.3.8 que

deg(f)= Y, sgn(Dg.)= Y sgn(Df,) = deg(flv).

x€g—1(0) xcg—11y(0)

]

Propriedade 1.3.10 (Invariancia homotopica). Sejam U C E um subconjunto aberto e
H :U x I — E uma aplica¢do d-compacta. Entdo deg(fy) = deg(f1), onde fr = H(-,t)

para 0 <t < 1.
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Demonstracao. Sejam go e g; aproximagoes suaves d-compactas de fy e fi, respectiva-
mente, tais que 0 é um valor regular de ambos gy e g;. Entao pelo lema 1.3.5 existe uma

homotopia suave d-compacta entre gy e g;. Agora
deg(fo) = deg(go) = deg(g1) = deg(f1),
onde a segunda igualdade acima segue pelo lema 1.3.8. O]

Propriedade 1.3.11 (Aditividade). Sejam Uy, Uy C U subconjuntos abertos tais que as
restrigoes f1 = flu, e fa = flu, sdo d-compactas e Uy N Uy é disjunto de f~1(0), entdo
deg(f) = deg(f1) + deg(f2).

Demonstracao. A igualdade é clara se f é suave e 0 é seu valor regular, logo

deg(f) = Y sgn(Df.)

zef~1(0)
= Z Sgn(wa) + Z Sgn(sz)
z€f171(0) z€f2"1(0)

= deg(f1) + d@g(fz),

uma vez que f~1(0) = f,71(0) U f~1(0) é uma unido disjunta.

No caso geral sera suficiente encontrar uma homotopia d-compacta H : U x [ — FE
comegando de f = H(+,0) para uma aplicagao suave g = H(+, 1) e satisfazendo H (z,t) # 0
para z &€ Uy NU; e 0 sendo uma valor regular de H. Entao a restricao de H a U; e U; sao

também d-compacta e

deg(f) = deg(g) = deg(glv,) + deg(glu,) = deg(f1) + deg(f2)

onde a igualdade do meio segue da primeira parte da demonstracao.

Resta encontrar a homotopia H. Uma vez que ffl(O) C U é compacto, podemos
encontrar um conjunto compacto K; satisfazendo f;1(0) C int(K;) C K; € U;\ (U1 NUs)
para i € {1,2}. Seja K = K; U K,. Agora podemos repetir a demonstragdo do lema 1.3.5
com o K acima. A homotopia obtida tem todos os zeros dentro de K que sao disjuntos

de Ulng. ]

Definicao 1.3.12. Diremos que Fix(X) é a cole¢do dos pontos fixos de f: X — X

onde X € um espaco topoldgico.
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Se X = E, ie., X é um espaco Euclideano,
Fix(f) = F~(0)

onde F : U — FE é dada por
F(z) =2 — f(z),

sendo U C E é aberto.

Definicao 1.3.13. Uma aplicacao f : X — X € compactamente fixada se o conjunto

de seus pontos fixos € compacto.

Observacao 1.3.14. Uma aplicacao [ : E — E é compactamente fizada se, e somente
se, F(x) =x — f(x) é d-compacta. Mais ainda, x é um ponto fizo de f se, e somente se,

x € um zero de F.

Propriedade 1.3.15 (Multiplicidade). Se f : U — E e f' : U — E’ sdo aplicagies
compactamente fizadas, entao assim é f x f' U x U — E X E edeg(f x f') =

deg(f) - deg(f').

Demonstrag¢ao. Sejam g e ¢’ aproximacoes suaves d-compactas de f e f’) respectivamente,
tal que 0 é um valor regular para ambos g e ¢’. Identificando a aplicagao linear com a
matrix que a representa na base candnica temos que
Dg, 0
D(g X g/)(x,a:’) -
0 Dglx/

o que implica que sgn(D(g X ¢')) = sgn(D(g.)) - sgn(D(¢',). Agora segue que

deg(g x g') = > sgn(D(g X ¢)ea)
(e.2")E(gxg)"1(0)
= > sgn(Dg.)) - sgn(Dgl)

z€g=1(0),2'€g’~1(0)

= > sgn(Dg,)- Y sgn(Dgl) = deg(g) - deg(g').

zeg=1(0) a'€g’~1(0)
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Defini¢ao 1.3.16. Seja x um ponto fizo (f(x) = z) isolado de f : U — E . Fscolha
uma esfera S," ' centrada em x pequena o suficiente tal que seu bordo nio contenha outro

ponto fizo a nao ser x. Definimos o campo de direcies ¢ : S," "' — S™ por

y=fly)
lly = fFW)I’

para y € S," . Assim definimos o indice de ponto fizo isolado de f por

o(y) =

index(f,x) = deg().
Note que esta definicao independe do raio de S;" .

O indice de ponto fixo nos fornece uma contagem algébrica dos pontos fixos contidos
em um subconjunto aberto U C E que nao tem pontos fixos em seu bordo OU.
Vamos agora dar uma definicao para o indice de ponto fixo para o caso em que o ponto

fixo nao precisa de ser isolado.

Definicao 1.3.17. Sejam U C E um subconjunto aberto de um espaco Euclideano e
f U — E uma aplicacio compactamente fizada. Definimos o indice de ponto fixo
de f por

index(f,U) = deg(F')

onde F(x) =z — f(x).

Vamos agora tratar de algumas propriedades relevantes do indice de ponto fixo. Para
uma notagao mais abreviada consideramos nas demonstracoes das propriedades a seguir
que

index(f,U) = index(f).

Propriedade 1.3.18 (Localizagao). Seja i : U — U a inclusio de um subconjunto

aberto satisfazendo Fix(f) C U'. Entao f|y € compactamente fizada e index(f|y) =
index(f).

Demonstracao. Note que index(f) = deg(id — f) e index(f|y/) = deg(id — f)|yr. Assim

segue que
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(id — f)7}(0) = Fiz(f) = Fiz(f[rr) = (id — f)]r="'(0).

Agora pela propriedade 1.3.9 os graus sao iguais. O]

Propriedade 1.3.19 (Invariancia homotopica). Sejam W C E x [0,1] um subconjunto
aberto e H : W — E uma aplica¢ao compactamente fizada, i.e., o conjunto Fix(H) =
{(z,t) e W: H(x,t) = x} € compacto. Entao index(fy) = index(f1), onde fr = H(-, 1)

para 0 <t < 1.

Demonstrag¢ao. Podemos aplicar a propriedade 1.3.10, uma vez que (p; — H(., t))fl(O) =

Fix(f) é compacto. Assim temos que

index(fo) = deg(pr — fo) = deg(p1 — f1) = index(f).
m
Propriedade 1.3.20 (Aditividade). Se Uy, Uy C U sao subconjuntos tais que as restri¢ées

flo, e flu, sao aplicagées compactamente fizadas e Uy N Uy é disjunto de Fix(f), entdo

index(f) = index(f|y,) + index(f|y,).

Demonstracao. A aplicacao id — f satisfaz as hipoteses da propriedade 1.3.11, uma vez

que,

index(f) = deg(id — f) = deg(id — f|v,) + def(id — f|y,) = index(f|v,) + index(f|u,)-
O

Propriedade 1.3.21 (Multiplicidade). Se f : U — E e f' : U — E’ sdo aplicagées

compactamente fizadas, entao assim é f X f': U x U — E x E' e index(f x f') =

index(f) - index(f').

Demonstra¢ao. Uma vez que Fix(f x f') = Fiz(f) x Fiz(f") podemos aplicar a propri-
edade 1.3.15. Logo, segue que

index(f x f') = deg(id x id — f x f') = deg(id — f) - deg(id' — f') = index(f) - index(f’).

]



30

Propriedade 1.3.22 (Comutatividade). Sejam U C E e U’ C E' subconjuntos abertos
dos espacos Buclideanos E e E' com f :U — E' e g : U — E aplicacoes continuas.
Entao as composi¢oes go f : V = ffYU) — FE e fog:V =g U) — FE tem
conjuntos de pontos fizos homotdpicos Fix(g o f) = Fix(f o g). Além disso, se estes

conjuntos sao compactos, entao index(f o g) = index(g o f).

Demonstrag¢ao. Os homeomorfismos sao dados pelas restricoes f| : Fixz(go f) — Fix(go
f)eg|Fiz(fog) — Fix(gof). Por simplicidade facamos fg = foge gf = gof. De fato,
se gf(x) =z, entdo f(z) = f(gf(X)) = fg(f(x)), e assim temos que Fiz(f) = Fizx(fg).
Similarmente g(Fiz(fg)) C Fiz(gf). Note que desse modo temos que as restrigdes gf) e
fg, sao identidades em Fiz(gf) e Fiiz(fg), respectivamente.

Nos provaremos a igualdade index(fg) = index(gf) mostrando que ambos os lados
sao iguais a index(y) onde v : V x V' — E x E’ e dado por v(z,y) = (g9(y), f(z)).

Considere a homotopia

Ye(z,y) = (tgf(x)) + (1 = t)g(y), f(z).

Entéo v(z,y) = (z,y) significa que y = f(z) e x = tgf(x) + (1 — t)g(y) o que implica
que x =tgf(x) 4+ (1 —t)gf(z), sempre que = = gf(x). Agora

Fiz(v) = {(z, f(x)) : @ € Fiz(gf)}-

Assim Fiz(~;) é compacto e nao depende de t, uma vez que tomamos homotopicamente
compactamente fixado. Nos temos que index(yy) = index(y;) onde 1 : VXV — EXE'
é dado por vi(x,y) = gf(x), f(x). Considere agora a aplicacdo 6 : VX E — E X F'
dada mesma forma por 0(z,y) = gf(z), f(x). Além disso, Fix(y;) = Fixz(d), onde
pela propriedade 1.3.18 nos temos que index(y;) = index(d). Agora nos consideramos a

homotopia
6(z,y) = (9f(x), (1 —1) f(x)).

Uma vez que &;(x,y) = (z,y) temos que =z = gf(z) e y = (1 — t) f(x),

> Fix(8,) C Fix(gf) x (I- f(Fixz(gf)))

0<t<1
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é também compacto o que implica que index(dy) = §;. Mas 6; : Vx E' — E x E’ é dado
por & (x,y) = (9f(x),0), e a p ropriedade 1.3.21 nos da que index(d,) = index(gf).
Por simetria nés também mostramos que index(y) = index(fg), o que termina a

prova. [

1.4 Grupo fundamental

Definicao 1.4.1. Um lago em algum ponto xy de um espaco topoldgico X €é um curva

fechada em X saindo de xq e terminando em x.

Definicao 1.4.2. O grupo fundamental de X com ponto base em xq € X € definido
como sendo o conjunto das classes de equivaléncia de lacos em xo munido da operagao de

composi¢cao. A notacio adotada serd m (X, o).

Vale observar que se um espaco nao ¢ simplesmente conexo, é conveniente medir até
que ponto ele deixa de ser simplesmente conexo. Isso é feito pelo grupo fundamental.
Intuitivamente, o grupo fundamental mede como os furos se comportam em um espaco.
Se nao houver furos, o grupo fundamental ¢ trivial e, equivalentemente, o espaco é sim-

plesmente conexo.

Definicao 1.4.3. Seja ¢ : M — M uma funcao continua e sobrejetiva. Suponha que
cada ponto b € M possui uma vizinhanga U tal que sua imagem inversa o~ *(U) seja uma
unido disjunta de abertos V, tais que, para cada o, a restricio |, : Vo — U seja um
homeomorfismo. A aplicacao ¢ é chamada aplicagao de recobrimento, o espago M é
chamado recobrimento de M, a cole¢io {V,}aes de particdao de o= (U) em folhas e M

pode ser chamado de base.

Definicao 1.4.4. Se ¢ : M — M ¢ uma aplicacao de recobrimento com M sendo

simplesmente conexo, dizemos que M ¢ o recobrimento universal de M.
Em nossso estudo o recobrimento universal de M sera sempre D ou H.

Definicao 1.4.5. Dizemos que a aplicagao fv: X — M ¢é um levantamento de I

X — M sepo f=f, e, seo diagrama a sequir é comutativo:
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Pl

Definigao 1.4.6. Entenderemos por ag¢do(a esquerda) sobre o gurpo fundamental w(M, x,),
no que se seque, como sendo uma aplica¢ao continua v : m (M, x,) x M — M tal que:
(i) v(e,x) = x, paraVx € M; e

(ii) v(p,v(q,x)) = v(pg, x), para Vp,q € G, VYr € M.



Capitulo 2

O teorema da i1nvariancia sobre

homotopia

Da secao 2.1 a secao 2.4 introduziremos os conceitos de H-relacao entre pontos fixos de
duas colecoes de ponto fixos e de H-relagao entre duas classes de pontos fixos bem como
trataremos alguns resultados envolvendo tais conceitos, que serao de maior importancia
em nosso trabalho. Por iltimo, na secao 2.5 trataremos do principal resultado desse
capitulo, i.e., o teorema da invaridncia sobre homotopia e um corolario imediato desse
resultado, o qual sera de grande importancia na demonstracao do teorema de Handel que

serd enunciado e demonstrado no capitulo 4.

2.1 Retrato de vizinhanca absolutos

Definicao 2.1.1. Um subespaco A de um espaco X € chamado um retrato de vizi-
nhanca de X se existe um aberto U de X contento A e uma retracao de U, i.e., uma

aplicagao v : U — A, tal que a restricao de r|a € igual a identidade.

Definicao 2.1.2. Um espaco métrico compacto X é um retrato de vizinhanca abso-
luto compacto (AN R compacto) se satisfaz a sequinte propriedade: Se A é um subespago
de um espaco métrico separdvel Y e A € homeomorfo a X, entdao A € um retrato de vizi-

nhanca de Y.

33
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Teorema 2.1.3. Seja X um espaco AN R compacto, entdo X € ULC (contrdtil localmente

uniforme com métrica d), i.e., dado € > 0, existe 6 > 0 tal que se
W ={(z,2") € X x X : d(z,2") <},
entao existe uma aplicacao o - W x I — X de forma que

alx,2,0) =z, a(z,2’,1) =2, a(z,z,t) =2, Vt € I;

diam(a((z,2") x I)) < €,¥(z,2") € W.

Demonstragao. Veja [1]. O

2.2 Classes de pontos fixos

Definicao 2.2.1. Seja C4 designando a colegio de espagos ANR compactos. Tomemos
C sendo uma subcole¢io de Co. Uma tripla (X, f,U) serd chamada C-admissivel se:
(1) X € C, com X sendo um espago ANR compacto;

(2) f: X — X;

(3) U € aberto em X; e

(4)

4) nao existem pontos fixos de f no bordo de U.

Para simplificar a notagao tomaremos sempre (X, f,U) = (f,U), ja que, o espago X
ANR compacto estara fixado. O simbolo C' denotara a colegdo de todas as triplas

C-admissiveis.

Propriedade 2.2.2. Se existe um indice de ponto fixo para uma subcolecao C de C4 e se

(f,U) € C tal que index(f,U) # 0, entao [ tem um ponto fizo em U.

Demonstracdo. Suponha que f nao tenha pontos fixos em U. Devemos provar que
index(f,U) = 0.
Primeiro aplicamos a propriedade da aditividade do indice de ponto fixo para U =

U1 = U2 = @; entao

index(f,U) =index(f,Uy) + index(f,Us)
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e substituindo temos que
index(f,0) = index(f,0) + index(f,D) = 2index(f, D).

Portanto, segue que index(f, ) = 0.
Agora, aplicamos a propriedade da aditividade do indice de ponto fixo para um dado

conjunto aberto U e para U; = (). A propriedade pode ser aplicada porque existem pontos

fixos de fem U\ U, = U. Assim
index(f,U) = index(f,0) = 0.
[l

Definicao 2.2.3. Seja [ : X — X wma aplicacao sobre um espago X ANR compacto.
Dizemos que o0s pontos fixos o e x1 de f sdo f-equivalentes se existe um caminho
v : I — X tal que v(0) = zo e y(1) = w1, e para o caminho f(y) : I — X nds
temos que [f(7)] = [v]. Seja Fix(f) denotando a cole¢iao dos pontos fizxos de f, entdo
temos que a relacdo f-equivaléncia é uma relagao de equivaléncia em Fix(f). As classes
de equivaléncia com respeito a esta relacao de equivalencia sao chamadas de classes de

pontos fixos de f.

Teorema 2.2.4. Uma aplicagao f: X — X sobre um espaco X ANR compacto tem

um numero finito de classes de pontos fizos.

Demonstracao. Pelo teorema 2.1.3, sendo X um AN R compacto segue que X é um ULC),

i.e., dado € > 0, existe 0 > 0 tal que se
Wi ={(z,2') € X x X : d(z,2") < 0}

entdo existe uma aplicagdo o : Wy x I — X tal que ay(x,2’,0) = z, ay(x,2/,1) = 2’
e a1(r,x,t) = x, para todo t € I. Pela continuidade uniforme de f, dado ¢ > 0, existe
(>0,(<d/2,tal quese z,y € X ed(z,y) < (, entdo d(f(z), f(y)) < §/2. Pelo teorema

2.1.3 novamente, dado € > 0, existe n > 0 tal que se

Wo={(z,2") € X x X : d(z,2") <n}
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entdo existe uma aplicagdo ag : Wy x I — X onde ap(z,2',0) = z, ap(x,2',1) = o/,
ap(z,x,t) = x e diam(ap((z, 2') x I)) < (. Agora suponha que z,2" € Fiz(f) e d(z,2) <
n, entdo v(t) = ap(z,2',t) é um caminho de x a 2’ tal que diam(y(I)) < ¢ < 6/2 e
portanto diam(f(y(I))) < §/2. Logo, para cada t € I, d(y(t), f(v(t))) < 0 e temos uma
aplicacao H : I x I — X dada por

H(s, t) = ar(y(s), f(7(s),1))

0 que prova que x e x’ sdo f-equivalentes. Assim cada classe de pontos fixos é aberta em

Fiz(f) e como Fiz(f) ¢ compacta, terminamos. O

Definicao 2.2.5. A colecao das classes de pontos fixos de uma aplicacio f: X —>

X sobre um espagco X ANR compacto serd dada por

Fiz'(f) ={Fy,--- F,}.

2.3 O nimero de Nielsen

Definicao 2.3.1. Seja f : X — X wma aplicacao sobre um espaco X ANR compacto
com classes de pontos fixos Fl, e E,. Pelo teorema 2.2.4, para cada j = 1,...,n existe
um aberto U; C X tal que F] CU; eU;N Fiz(f) = FE Note que, sendo (f,U;) € C!y

podemos definir o indice da classe de pontos fizos de Fj por
index(Fy) = index(f, U;).

Teorema 2.3.2. A definicao de index(ﬁj) ¢ independente da escolha dos abertos U; C X
tal que F; C U; e U; N Fiz(f) = F.

Demonstracao. Sejam U e V subconjuntos abertos de X satisfazendo as hipoteses do
teorema. Se x € U\ (U N V), entdo, desde que = pertenca a U, = ¢ F, para k # j,
enquanto que x ¢ V', implica que = & 15]-. Assim x ¢ Fiz(f). Pelo axioma da aditividade

do indice de ponto fixo segue que

0 = index(f,U\ (UNV) =index(f,U) —index(f,UNV),
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e assim index(f,U) = index(f,UNV).

A mesma razao implica que index(f, V') = index(f,UNV), o que completa a prova. [

Definicao 2.3.3. Para um espaco X ANR compacto e f : X — X uma aplicacao,
dizemos que uma classe de pontos fizos F de f é dita ser essencial se indeaz(ﬁ) #0e

inessencial se index(F) = 0. O nimero de Nielsen, N(f), de f ¢ definido como o

numero de classes de pontos fizos de f que sao essenciais.
O sequinte resultado é uma consequéncia da definicdo anterior:

Teorema 2.3.4. Sejam X um espagco ANR compacto e f : X — X wuma aplicagao,

entao [ tem pelo menos N(f) pontos fizos.

2.4 Classes H-relacionadas

Definigao 2.4.1. Para espacos X e Y, seja Map(X,Y) o conjunto de todas as aplica¢ies
de X paraY. Uma homotopia H : X x I — Y, onde Y ¢é métrico, induz uma aplicacao
(caminho) H : I — Map(X,Y) (com respeito a topologia da métrica uniforme em
Map(X,Y)) pela regra

H(t)(x) = H'(x,1).
Assim uma homotopia pode ser pensada como um caminho em Map(X,Y). Se X eY sao

espacos AN R compactos, H um caminho em Map(X,Y) e v um caminho em X, entdo

definimos um novo caminho (H,~v) : I — Y, como o caminho dado por

(H,7)(t) = Ht)(v(t)) = H'(7(),1),
para todo t € 1.

Nosso primeiro resultado demonstra que a operagao de tomar (H,7) se comporta
razoavelmente bem com respeito as operacgoes de inversao e composicao de caminhos.
Lema 2.4.2. Sejam H e H' caminhos em Map(X,Y) tal que H(1) = H'(0) e sejam v e
v caminhos em X tal que v(1) = +/(0), entdo:

(@) (H ')y = (H, ) s e
(i) (HH', ') = (H,7)(H',7").
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Demonstracao. Por definicao, para t € I,

(H '™ (t) = HL = t)(y(1 = 1)) = (H,7) "' (2).

Pelas definicoes anteriores:

(HH', ) (t) = HH'(t)(y'(1))
(

H(2t)(v(2)), se 0 <t<1/2
H2t-1)((2t—1)), sel/2<t < 1.

]

O seguinte resultado mostra que a operagao de tomar (H,~) também tem bom com-

portamento com respeito a homotopia com pontos finais fixos.

Observagao 2.4.3. Note que se v e ' sdao caminhos em um espagco métrico X, entdao
a defini¢ao de homotopia com pontos finais fixos entre v e v equivale a dizer que eziste
um caminho o em Map(I, X) tal que a(0) = v e (1) = v/, a(t)(0) = v(0) = ~(0) e
a(t)(1) =~v(1) =+/(1), para todo t € I.

Lema 2.4.4. Se H, H' sao caminhos em Map(X,Y) em que X eY sao espacos ANR

compactos tal que [H| = [H'], e, sdo caminhos em X tal que [y] = ['], entao [(H,7)] =
[{H" )]

Demonstra¢ao. Vamos encontrar uma homotopia com pontos extremos fixos entre (H,~)
e (H',v").

Por hipdtese, existe um caminho ) em Map(I, Map(X,Y)) tal que ¥(0) = H, (1) =
H', ¢(t)(0) = H(0) = H'(0) e ¥(t)(1) = H(1) = H'(1) e um caminho o« em Map(I, X)



39

onde a(0) = v, a(l) = 7/, a(t)(0) = ¥(0) = 7'(0), a(t)(1) = ¥(1) = 7'(1), para todo
t € I, conforme a observacao anterior.

Defina o caminho § em Map(1,Y) por 6(t) = (¥(t), «(t)), para todo t € I. Entao 0 é
uma homotopia com pontos finais fixos entre (H,v) e (H',~'), de acordo com a definigdo

2.4.1. [l

Definicao 2.4.5. Sejam X um espaco ANR compacto, f,qg : X — X aplicacoes, e H
uma homotopia de f para g com a qual podemos descrever um caminho em Map(X, X)
tal que H(0) = f e H(1) = g. Para zy € Fiz(f) e 1 € Fixz(g), dizemos que xo € x4
sao H-relacionados se existe uma caminho v : I — X com v(0) = g, y(1) = 21 e

[(H,~)] = [y]. Nds escreveremos "voHx "para designar a H-relagao entre xq e x.

g(wo)

Lo
X1

f7 f($1)

Figura 2.1: H-relagdo entre z9 € Fiz(f) e 1 € Fiz(g).

Pontos fixos de aplicacoes homotopicas sao associados entre si pela H-relacao. Como
este conceito opera entre conjuntos diferentes, a H-relacao nao pode ser uma relacao de
equivaléncia. Porém os seguintes trés resultados provam que a H-relagao serd uma relacao

de equivaléncia sob certas hipoteses.

Lema 2.4.6. Sejam f : X — X uma aplicagdo e H o caminho constante em Map(X, X)
tal que H(t) = f para todo t € I. Se x € Fix(f), entdo xHzx.

Demonstracao. Seja v o caminho constante em X no ponto z € Fiz(f). Entao

(H,7) (t) = H({t)(7(t)) = f(x) = = = (1)

para todo t € I. Assim (H,~y) = v e portanto segue que [(H,7)] = [v]. O
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Lema 2.4.7. Se H ¢ um caminho em Map(X,X) de f para g, com xy € Fiz(f) e

r1 € Fiz(g), entdao xoHxy implica que x1H ' x.

Demonstra¢ao. Como xqgHzxq, por hipotese, seja v um caminho de zy para xq, tal que

[(H,~)] = [7]. Entao y~! vai de z; a g, e temos que

onde a primeira igualdade acima segue pelo lema 2.4.2 parte (i) e a segunda igualdade

segue da definicao de H-relacao, e dessa forma z; H 'x. O

Lema 2.4.8. Suponha que H e H' sao caminhos em Map(X,X) tal que H(0) = f,
H(1) = H'(0) =g e H(1) = h. Sexq € Fiz(f), x1 € Fiz(g) e zo € Fix(h) tal que

xoHx1 e x1H' 1o, entao xoHH'xs.

Demonstracao. Existe, por hipotese, um caminho v de xy para x; com [(H,~v)] =[], e
um caminho v’ de z; para x5 com [(H',+)] = [y'], de acordo com a defini¢ao de H-relagao.
Note que HH' é um caminho de f a h e vy ¢ um caminho de z( a o, e aplicando o lema

2.4.2 parte (i) segue que

(HH',vY)] = [(H,v) (H',7")] = [v/].
0

Lema 2.4.9. Sejam H e H' caminhos em Map(X, X) tal que H(0) = H'(0) = f, H(1) =
H'(1)=g e [H] =[H']. Se xy € Fix(f) e xy € Fix(g) tal que xoHzy, entdo xoH ;.

Demonstracao. POr hipotese, existe um caminho v de z¢ a 27 com [(H,~)] = [y]. Sendo

[H] = [H'] por hipotese, pelo lema 2.4.4 temos que [(H,v)] = [(H',7)]. Assim [(H',~)] =
- O

O proximo teorema mostra que a operacao é H-relacionado a relaciona nao somente
pontos fixos individualmente de aplicacoes homotopicas mas, na verdade, toda a classe

de pontos fixos.
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Teorema 2.4.10. Seja H um caminho em Map(X, X) de f para g. Seja xo € Fix(f)
um ponto fixo contido numa classe de pontos fixos F de f, e seja xy € Fix(g) um ponto
fixo contido na classe de pontos fixos G de g. Se voHzy, entio xyHx'| para todo x| € F

e ed.

Demonstrac¢ao. Seja F' um caminho constante de Map(X, X) em f, e seja G o caminho
constante de Map(X, X) em g. Dizer que zg e z{, estdo na mesma classe de pontos fixos
F de f significa que existe um caminho vy em X de zo a 2, tal que [yo] = [f7]. Mas,

para todo t € I,
(F, %) () = F(£)(70(t) = f0(t).

Assim fryo = (F, 7o) e portanto [yo] = [(F,70)], i.e., zoFz). Similarmente x;Gx}. Pelo
lema 2.4.7, temos que z,F 'zg e que F~' = F. Assim, pelo lema 2.4.8, uma vez que
xoHxq, entdo xoHGx|. Aplicando o lema 2.4.8 novamente, segue que z(F'(HG)x).

Defina o caminho ¥ em Map(I, X) por:

1-t
b)) = § B (BAE) ) se

G(4sl’fj3), se %gsglet#l.

F(Q—S), se Ogsg%et#l
3

t+
Ss< o

Entao ¢ nos mostra que [F(HG)] = [H], e pelo lema 2.4.9, temos que z(Hz. O

Definicao 2.4.11. Sejam f,g : X — X aplicagoes em um espaco X ANR compacto
e H um caminho em Map(X,X) de f para g. Sejam também F uma classe de pontos
fizxos de f e G uma classe de pontos fizxos de g. Dizemos que F e G sio H-relacionadas,

escrevemos FFHG, se existem um xg € F e um x1 € G tal que xq e 1 sao H-relacionados.

O teorema 2.4.10 nos diz que a definicao acima é independente da escolha de zy e z;.
Os resultados a seguir sao analogos, para classes de pontos fixos, aos lemas 2.4.6, 2.4.7,

248 e24.9.

Lema 2.4.12. Sejam f : X — X uma aplica¢io e F' o caminho constande em Map(X, X)
em f. Duas classes de pontos fizos F, Fre Fix'(f) sao F-relacionadas se, e somente se,

sao identicas.
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Demonstracao. Suponhamos que F=Fe sejam x € Fea' € F'. Pelo lema 2.4.6, tF1';
e entdo F'FF'. Por outro lado, se FFF' entdao xFa’ para algum z € Fea e FQ ou seja
existe um caminho v em X de x a 2’ tal que [(F,~)] = [y]. Mas (F,7y) = fv e assim
(/7] = [7]. Portanto z e 2’ estio na mesma classe de pontos fixos de f e F'N F' # (.

Como classes de pontos fixos sao classes de equivaléncia, temos que F = F”. O

Lema 2.4.13. Seja H um caminho em Map(X,X) com H(0) = f e H(1) = g. Sejam
F e Fiz/(f) e G € Fia'(g) tais que FHG, entio GH'F.

Demonstracao. Por definicao, existe um ponto x € F que é H-relacionado a um ponto

2’ € G. Pelo lema 2.4.7, 2’ H 'z; assim GH'F. O

Lema 2.4.14. Sejam H e H' caminhos em Map(X,X) tal que H(0) = f, H(1) =
H'(0) =g, e H(1) = h. Sejam F € Fiz'(f), G € Fiz'(g) e H € Fia'(h) tais que FHG
e GHH: entio FHH'H.

Demonstracao. Segue do lema 2.4.8. [

Lema 2.4.15. Suponhamos que f,q: X — X sao aplicacées e que H e H' sao caminhos
em Map(X,X) de f para g tal que [H] = [H']. Se F' € Fiz'(f) é H-relacionada a
G € Fix'(g), entio FH'G.

Demonstracao. Segue do lema 2.4.9. O
Finalmente temos o principal resultado desta secao:

Teorema 2.4.16. Seja H um caminho em Map(X, X) de f para g. Sejam F F €
Fiz'(f) e G,G" € Fia'(g). Se FHG e FHG' entio G = G, e se FHG e F'HG, entio
F=F

Demonstracao. Se FHG e FH@’, entao, pelo lema 2.4.13, CA}’H”F; assim, pelo lema
2.4.14, GH'HG'. Defina G sendo um caminho constante de Map(X,X) a ¢ e defina



43

uma aplicagao ¢ em Map(I, Map(X, X)) por

(

IN

IN
= N+

G(s), se0<s
H'(2s—t), seif<s
H(2s+1t—1), se%ﬁsg%

G(s), se 2 < s <1

\

Entio ¢ mostra que [H~'H] = [G]. Agora, pelo lema 2.4.15, G é G-relacionada a G
e assim, pelo lema 2.4.12, G = @’, 0 que prova a primeira parte do teorema. Para a
segunda parte do teorema, suponha que FHG e F’Hé; entao, pelo lema 2.4.13, GH'F
e GH'F. 0

O teorema 2.4.16 nos diz que existe uma correspondencia bijetiva induzida por H entre

um subconjunto de Fiz'(f) e um subconjunto de Fiz'(g).

2.5 Invariancia sobre homotopia

Lema 2.5.1. Seja H um caminho em Map(X,X) e sejam q,r,s € 1. Suponha para
F(q) € Fiz/(H(q)), F(r) € Fiz'(H(r)), e F(s) € Fiz'(H(s)) que F(q)HgF(T) e F(rYH:F(s);
entdo F(q)H;F(S).

Demonstracio. Pelo lema 2.4.14, F(q) é H{ H-relacionada a F(s). Pelo lema 1.1.10,
[HyH;| = [H{]. Assim, pelo lema 2.4.15, segue o resultado. O

Lema 2.5.2. Sejam H um caminho em Map(X, X) onde X é um espago AN R compacto,
er € I. Denote as classes de pontos fizos da aplicacio H(r) por F} (r), -, Fn(r) Existem
conjuntos abertos Uy,--- U, e um € > 0 tal que:

(1) F5(r) C U;.

(2) UyNU, =0, sempre que j # k.

(3) Se |r —s| < e e F(s) € Fia'(H(s)), entdo existe um j tal que F(s) C U; e F(s) é
H -relacionada a F;(r).

(4) Se |r — s| <€, entao (H(s),U;) € Cy para todo j =1,---,n.
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Demonstragao. Pelo teorema 2.2.4 podemos cosntruir conjuntos abertos Uj, ..., U] satis-
fazendo (i) e (7). Seja € > 0 o numero garantido pelo teorema 2.1.3. Entao existe 6 > 0,
d < €/4,talquese z,2’ € X, d(x,2') < de|r—s| <dimplica que d(H(r)(x), H(s)(z")) <
€' /4 (porque H é uniformemente continua). Para z € Fj(r), escolha e, > 0 tal que e, < J e
U(z,e,) C Uj. Uma vez que Fiiz'(H(r)) é compacto, existe um niimero finito de conjuntos

abertos conexos U(x(1), €x1)), - - ., U(x(m), €x(m)), com x(k) € Fiz'(H(r)), tal que
Fia(H(r)) C€ ) Ula(k), €am)-
k=1

Seja U; = JU(2(K), €x)), onde a uniao é tomada sobre todos os k tal que z(k) € Fi(r).
Seja x € Fj(r); entdo x € U(z(k), ) para algum k. Uma vez que U(z(k), exp) é um
subconjunto aberto e conexo de X ANR (o qual, é localmente conexo por caminhos),
existe um caminho v de x para x(k) em U(x(k), €xx)). Parat € I, d(y(1),r) < ezm) <6,

o que implica que

d(H(r)(+(1)), H(r)(z)) = d(H(r)(v(t)), =) < €/4,

assim d(H (r)(v(t)),v(t)) < € e entao, pelo teorema 2.1.3 temos que [H(r)y] = [v].
Vamos mostrar agora que = e z(k) estdo na mesma classe de pontos fixos de H(r).
Seja (k) € Fj(r) e x € U;, assim Fj(r) C U;. Por outro lado, U(z(k), €x(ky) € U quando
x(k) € ﬁj(r), o que implica que U; C U;. Portanto os conjuntos Uy, j = 1,...,n, satisfa-
zem as propriedades (1) e (2). Seja €; 0 menor dos nimeros €1y, .. ., €x(m). Uma vez que
Fix'(H(r)) € Uj_, Uj, existe n > 0 tal que € X\{Jj_, U; implica que d(H (r)(x), x) > 7.
Novamente, usando a continuidade uniforme, existe €5 > 0 com apropriedade de que, se
|r — s| < €, entao d(H(r)(z), H(s)(xz)) < n pra todo X € X. Assim, se |[r —s| < e e
z € X \Uj_, Uj, entdo H(s)(z) # z. Equivalentemente, Fiz'(H(s)) C Uj_, U;. Seja e o

menor dos €; e €s.

Resta mostrar que os conjuntos abertos Ui, ...,U, e o numero ¢ > 0 satisfazem as
condicoes (3) e (4).
Suponha que |r — s| < € e z, € F(s) € Fiz'(H(s)). Uma vez que € < €, z, € U, para

algum j = 1,...,n e portanto x, € U(x(k), €xx)) para algum z(k) € F;(r). Seja v um
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caminho em U(x(k), €,x)). Para todo t € I, H](t) = H(t'), onde t' = s +t(r — s), assim
Ir =t =1—t|r—s| <|r—s| <e.
Assim, uma vez que, € < €5 < 6 < €/2, nés temos que

d(H{(t)y(t),7(t)) = d(H{E)(v(1)),7(1)
< d(H(r)(v(1), H({E) (4(1))) + d(H (r)(7(2)),~(1))

/
4—i—2<e

<

e, pela definigdo de €, [(H!,7v)] = [y], o que siqnifica que =4 é H]-relacionado a z(k).

Por definicao, entdo, F'(s) é Hl-relacionada a F(r). Se existice um ponto z', € Uy, pela

mesma razdo, F(s) seria H'-relativo a F}(r). Entdo, pelo teorema 2.4.16, devemos ter
k = 7, assim F(s) C Uj, o que completa a prova de (3).

A condigao (4) é mais clara. Uma vez que € < €3, se |r — s| < € entao nos sabemos que

H(s) ndo tem pontos fixos em X \ |J;_, Uj; assim, em particular H(s) ndo tem pontos

fixos em U?:l oUj, o que implica que (H(s),U,) € C!y como desejado. O

Teorema 2.5.3 (Invariancia sobre homotopia). Sejam H um caminho em Map(X, X)
de f para g onde X ¢ um espaco AN R compacto e Fe Fiz'(f). Se F ¢ H-relacionada a
alguma G € Fia/(g), entio index(F) = index(G); e se F néo é H-relacionada a nenhum

A

elemento de Fiz'(g), entao index(F) = 0.

Demonstracio. Sejax € F' € Fix'(f), e seja I—A[(s) o conjunto dos pontos 2’ em Fixz(H(s))
tal que z é Hj-relacionado a 2’. Pelo teorema 2.4.16, H(s) é vazio ou uma classe de um
tinico ponto fixo de H(s).

Se H(s) = 0, entdo, tomando index(H(s)) := index(H (s), H(s)), temos que index(H(s)) =
0 de acordo com a prova do propriedade 2.2.2. Dessa forma, em qualquer caso, o que de-

vemos provar ¢ que o index(F') = index(H (1)) e, de tal modo, trataremos das duas partes

do nosso teorema ao mesmo tempo.

A~

Afirmamos que, dado r € I, existe € > 0 tal que |r — s| < € implica que index(H(r)) =

~

index(H(s)).

Se nossa afirmacao estd correta, entdao, uma vez que, I é conexo, devemos ter que
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~ A

index(H(s)) = index(F') para todo s € I. Nos tomaremos € sendo como no lema 2.5.2.
Temos dessa maneira dois casos:

Caso (1): H(r) = 0.

Suponhamos que H(s) # 0. Logo pelo lema 2.5.2, item (3), H(s) esta H'-relacionada
com algum Fj(r) € Fia'(H(r)). Agora H(s) esta Hj-relacionada a F', e assim, pelo lema
2.5.1, Ej(r) esta Hj-relacionada a F. Dessa forma, pelo teorema 2.4.16, Fj(r) = H(r) e
H(r) # 0. A contrapositiva nos diz que, se H(r) = 0, entdo H(s) = 0 ¢ index(H(r)) =
index(H(s)) = 0. Isto completa a prova da nossa afirmacao quando H(r) = 0.

Caso (2): H(r) # 0.

Quando f](r) # (), o ponto principal da demonstracao é que, se U C X é um conjunto

aberto como no lema 2.5.2 contendo H(r) e |r — s| < € , entdo
UNFix(H(s)) = H(s), (2.1)

Para provar (2.1), primeiro note que se ﬁ(s) # () entdao, pelo lema 2.5.2 temos que
H(s) C U; para algum j, e H(s) ¢ H!-relacionada a Fj(r). Mas nos ja mostramos acima
que H(r) = Fj(r), assim U; = U e H(s) C U. Portanto U N Fiz'(H(s)) = ¢ implica que
H(s) =0, e no caso (2.1) é certamente verdadeira. Nos assumimos que UNFiz(H(s)) # 0.
Tome z, € U N Fiz(H(s)); entdo z, esta em alguma classe de pontos fixos K de H(s).
Pelo lema 2.5.2, K C Uj, para algum j. Mas z, € U N Uj, assim, pelo lema 2.5.2
novamente, U = Uj, o que significa que KCUe portanto K é H-relacionada a f[(r)
Por defini¢io, ' é H-relacionada a H(r), assim pelo lema 2.5.1, F' é Hg-relacionada a K
o que, pelo teorema 2.4.16, implica que K = I:](s) Assim, se xs € U N Fiz'(H(s)), entao
n6s mostramos que x, € H(s), o que significa que U N Fiz/(H(s)) C H(s). Por outro lado
n6s ja vimos que H(s) C U, e assim segue que H(s) C U N Fiz'(H(s)), o que prova (2.1).
Por definicio, index(H (r)) := index(H(r),U), e por (2.1) podemos tomar index(H(s), U) =

index(H (s), uma vez que o lema 2.5.2 nos diz que (H(s),U) € C/; quando |r — s| < e.

Finalmente, H! é a homotopia de H(s) para H(r) e, para t € I, HI(t) = H(t'), onde
Ir —t'| < |r—s| < e Assim, pelo lema 2.5.2, (HI(t),U) € C4. Portanto, pela pro-

A

riedade 1.3.19, i.e., pela invariancia homotopia do indice de ponto fixo, index(H (r)) =

~

index(H(s)). O
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Observacao 2.5.4. O teorema anterior deiza claro porque a classe de pontos fixos F
da aplicacao f : X — X € chamada de "essencial”, se index(ﬁ) % 0. Isso se deve
ao fato que qualquer caminho H em Map(X, X) que comega em f deve induzir uma
correspondéncia que leva a para uma classe de pontos fizos de H(1). Portanto, Fé
essencial no sentido de nao pode ser eliminada por um movimento da aplicacdo f através

da homotopia.
Temos como uma consequéncia do teorema anterior o seguinte resultado:

Corolario 2.5.5. Sejam H um caminho em Map(X, X) de f para g onde X € um espago
ANR compacto e F € Fiz'(f). Se index(F) # 0, entdo F ¢ H-relacionada o algum

elemento de Fiz'(g).



Capitulo 3

O teorema de classificacao de

homeomorfismo de Thurston

Na secao 3.1 trataremos dos tipos de homeomorfismos que serao discutidos no pre-
sente trabalho. Na secao 3.2 discutiremos as principais propriedades dos homeomorfis-
mos pseudo-Anosov. Da secao 3.3 a 3.9 estaremos interessados em introduzir o conceito
de entropia topologica e entao calcular a entropia topolégica para um homeomorfismo
pseudo-Anosov. Tal calculo na pratica é complicado, mas no caso dos homeomorfismos
pseudo-Anosov introduziremos o conceito de subshift dado por uma matriz quadrada
Agxr, formada por zeros e uns, que representa as possiveis transi¢oes que ocorrem pelo
subshift e assim calcular a entropia topologica de tal subshift a qual estara diretamente
relacionada com a entropia topologica do homeomorfismo pseudo-Anosov. Por fim, na se-
¢ao 3.10 tendo em mente toda a discussao feita nas secoes anteriores, seremos capazes de
enunciar e entender o teorema de classificacao de Thurston cuja demonstracao fica fora do
contexto desse trabalho, ja que, é extremamente nao-trivial uma vez que sao necessarias

ferramentas um pouco mais complexas as quais nao abordaremos.

48
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3.1 Tipos de homeomorfismos

Definicao 3.1.1. Uma curva fechada em uma superficie orientdvel M de género maior
ou igual a 2 € uma aplicacao continua v : I — M. E ainda, uma curva simple é uma
aplicagao v : I — M injetiva. Assim, uma curva fechada simples em M definida como

acima € essencial se esta nao limita um disco.

Figura 3.1: Curva nao-essencial -y, representada pelo disco hachurado.

Definicao 3.1.2. Seja M uma superficie orientdvel de género maior ou igual a 2. Um
homeomorfismo f: M — M ¢€ redutivel se este preserva uma colegao finita de curvas

essenciais mutualmente disjuntas.

Definicao 3.1.3. Seja f: M — M um homeomorfismo com M uma superficie orientd-

vel de género maior ou igual a 2. Diremos que f é de ordem finita se existe um n € N

tal que f* = Id (homeomorfismo identidade).

Definicao 3.1.4. Seja M uma superficie orientdvel de género maior ou igual a 2. Um
homeomorfimo f : M — M é um pseudo-Anosov se eriste um par transverso de
folhecoes mensurdveis (F*°, ps), (F", i) e um nidmero X > 1 (chamado coeficiente de

dilatacao) tal que

) = (3 ) )

f(Fu>Mu) - (Fu7 Aﬂu)v

onde chamamos (F*, us) de folheagdao estdvel e (F*, ) de folheagdo instdvel.
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Observacao 3.1.5. A folheacio estdvel pode ser lembrada da senguinte maneira: se
tomarmos um ponto p em uma folha estdavel que emana de uma singularidade x € F*,
entdo f™(p) se aproxima de x quando n vai para o infinito. A folheagdo instdvel e vista

sequindo ideia andloga, porém f~"(p) se aproxima de x para uma singularidade v € F™.

Observacao 3.1.6. Note que um homeomorfismo pseudo-Anosov possui apenas um ni-

mero finito de singularidades e que ainda preserva as folheagoes estdvel e instdvel.

3.2 Algumas propriedades dos homeomorfismos pseudo-
Anosov

Proposicao 3.2.1. Sejam M uma superficie orientdvel de género maior ou igual a 2,
f: M — M um homeomorfismo pseudo-Anosov e X\ > 1. Entao, temos que:

(i) f mapeia singularidades em singularidades, de forma que todas as singularidades sao
pontos periddicos;

(11) f preserva a medida produto i induzida localmente por jis X j, em M.

Demonstragao. (i) Seja M uma superficie orientével de género maior ou igual a 2. Como
f: M — M é um homeomorfismo pseudo-Anosov, f vai preservar as folheacoes instavel
e estavel. Dessa forma a imagem de uma singularidade nao pode ser um ponto regular e
assim serd uma singularidade. Ainda, pela definicao de homeomorfismo pseudo-Asonov,
existe apenas um numero finito de singularidades. Logo toda singularidade é um ponto
periodico.

(17) Sejam A € ), B € 0, onde n e 6 sao o-algebras em M, sendo f e M como em (i).
Consideremos (M, n, ) € (M, 0, us) espacos de medida o-finitos. Tomemos R = A x B
sendo um retangulo mensuravel, i.e., um elemento basico em M. Sabemos que R tem
medida (1(R) = pu(R) X ps(R). Logo, u(f(R)) = pu(f(R)) X ps(f(R)) = (AA) - (%B) =
A- B = p,(R) x us(R). Assim f preserva a medida produto em M. O

Proposi¢ao 3.2.2 (Formula de Euler-Poincaré). Seja M uma supericie orientdvel com
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uma folheacao. Seja P, denotando o nimero de prongs em um ponto s € M. Entdo

E<2 - Pe)

xX(M) = 5

onde o somatorio é tomado sobre todas as singulares da folheacao.
Demonstracao. Veja [2]. O

Observacao 3.2.3. A proposicao anterior implica que:

(1) Uma superficie orientdvel M com x(M) > 0 nao pode transportar uma folheacdo.

(i1) Qualquer folheagao em uma superficie M com x(M) = 0 ndo deve ter singularidades
(como no caso do Toro) e que qualquer folheagao em uma superficie M com x(M) < 0
deve ter pelo menos uma singularidade.

(17i) A dnica superficie que admite folheacoes sem singularidades é o Toro (lembre que o

Toro € isomorfo a R?).

Proposicao 3.2.4. Sejam M wuma superficie orientdvel e Py como na na proposi¢ao
anterior. Assim, se M tem género maior ou igual a 2, entao existem singularidades em

M. Em particular, toda folheacdo em M tem singularidades.

Demonstrag¢ao. Se M tem género maior ou igual a 2, entdo y(M) < 0 . Pela formula de
Euler-Poincaré temos que 2x(M) = 3(2 — P;) < 0. Assim, existe um ponto s € M tal
que 2 — P; # 0 e, entao P; > 3. Logo, s ¢ uma singularidade. O]

Proposicao 3.2.5. Nao existem folhas de (F", i) (ou (F*, pus)) que unem uma singula-
ridade a outra singularidade de uma superficie orientdvel M de género maior ou igual a

2.

Demonstracao. Sejam duas singularidades p, ¢ € M com periodos n e m, respectivamente
(obedecendo a proposi¢ao 3.2.1 item (i)). Suponhamos que [ seja uma folha instavel de
(F™, 1,) unindo essas duas singularidades com comprimento dado por |l|. Sejam ainda
p1 e pg os periodos dos prongs determinados por p e ¢, respectivamente. Assim para

f: M — M um homeomorfismo pseudo-Anosov temos que
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frmmm (D) = dmem
= Koy
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P/ )\
A=1.

Absurdo, pois pela definicdo de homeomorfismo pseudo-Anosov temos que A > 1.

Temos resultado analogo para [ € (F*, us). O

s D

Figura 3.2: Detalhes da demonstragao da proposicao 3.2.5.

Para a demonstracao do proximo resultado usaremos o seguinte teorema:

Teorema 3.2.6 (Recorréncia de Poincaré). Seja f: M — M uma transformac¢ao men-
surdvel e seja p uma medida o-finita invariante por f onde (M,B,pu) é um espago de
medida com B sendo uma o-dlgebra. Seja E C M qualquer conjunto mensurdvel com
w(E) > 0. FEntdo, para todo ponto v € E u-qtp existem infinitos valores de n para os
quais f(x) também estd em E, i.e., ff(E)NE # 0.

Demonstracao. Veja [11]. O

Observacao 3.2.7. Em nosso trabalho a medida considerada no teorema de recorréncia

de Poincaré serd sempre a medida de Lebesque.

Proposicao 3.2.8. Seja M uma superficie orientdvel de género maior ou igual a 2 e
f M — M um homeomorfismo pseudo-Anosov. Logo nao existem curvas fechadas
simples em M compostas de uma quantidade finita de segmentos de folhas instdveis e

estdveis.
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Demonstra¢ao. Sabemos que f preserva medida (conforme a proposi¢ao 3.2.1 item(ii)).
Assim, suponhamos que exista um anel A formando por folhas fechadas 7, de (F*“, ),
com n € N. Pelo teorema de recorréncia de Poincaré sabemos que existe um ntmero
n € N tal que f*(A)N.A # 0. Logo teremos que f"(A) = A, uma vez que, sendo A
formado por folhas instéveis fechadas vemos que f™(.A) intersectar transversalmente .A.

Absurdo, pois as folhas instaveis sao expandidas por A > 1. Portanto A nao existe. [

Proposicao 3.2.9. Seja M uma superficie orientdvel de género maior ou igual 2. Se U
€ um conjunto aberto nao-vazio que € invariante sob um homeomorfismo pseudo-Anosov

f:M — M, entao U ¢é denso em M.

Demonstracdo. E suficiente considerar o caso em que o homeomorfismo pseudo-Anosov f
fixa as singularidades das folheagoes estavel e instavel. Seja W uma separatriz da folheagao
estavel (F*, u ), emanando de uma singularidade s € M. Como W & denso em M (W =
M), existe um segmento J de W contido em U. Sejam a,b € M os pontos finais de J.
As sequéncias f"(a) e f™(b) convergem para s. Seja T uma placa da folheagao instavel
(F™, ) que esta contida em U e intersecta J em um ponto. A medida que aumentamos
n, o arco f™(T) é alongado do ponto de vista da medida transversal da folheagao estavel
e se aproxima de duas separatrizes W’ e W adjacentes a WW. Precisamente W/ UW" esté
contida no fecho de nL}J()f”(T). Assim o fecho de U contém uma separatriz de (F™, )

inteiramente. Como uma separatriz é densa, segue que o fecho de U é denso em M. [

Corolario 3.2.10. Um homeomorfismo pseudo-Anosov f : M — M ¢é topologicamente

transitivo, ou seja, existe uma orbita por f que é densa em M.

Demonstracao. Sejam conjuntos U;’s formando um base contavel de abertos de M invari-
antes por f. A intersecao N( UZf”(UZ-)) ¢ nao-vazia pelo teorema de categorias de Baire.
1 ne

Logo, cada ponto da intersecao tem uma o6rbita densa em M. O

Proposicao 3.2.11. Seja M uma superficie orientdvel de género maior ou igual a 2.
Entao, os pontos periddicos de um homeomorfismo pseudo-Anosov f : M — M sao

densos em M.
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(FsaNS) (Fuaﬂu)

Figura 3.3: Detalhes da demostragao da proposicao 3.2.9.

Demonstracao. Pela proposigao 3.2.1 item (i) sabemos que toda singularidade é um ponto
periddico. Seja xop € M um ponto regular e seja U um retangulo que seja adaptado
as folheagoes (F™, ) e (F* 1) e que seja uma vizinhanca de zp. Seja V' um outro
retangulo vizinhanca de xy que é um subconjunto préprio de U. Como o homeomorfismo
pseudo-Anosov f deixa invariante uma medida que atribui uma medida nao-nula a cada
conjunto aberto nao-vazio (a medida é dada localmente pelo produto de g, por ps), o
teorema de recorréncia de Poincaré aplica-se: para qualquer ng, existe um n > ng tal que
VYNV #£10.

Seja x1 € V tal que f"(x1) € V. Seja J uma F*-placa de U passando através de z;. Nos
temos que fu, (f"(J)) = A", (J) onde X é o coeficiente de dilatagdo de f. Vemos que se
ng € escolhido para ser suficientemente grande (U e V sendo dados), seremos capazes de
garantir que f"(J) esta contido em U.

Identificando f"(J) a um intervalo de J (a identificdo sendo dada seguindo as F“-placas)
vemos que f" tem um "ponto fixo em J", ou seja, existe um ponto x5 € J onde a F"-folha
¢ invariante por f".

Seja L uma F“-placa de x5; se ng ¢ escolhido para ser suficientemente grande, podemos
ter certeza de que f"(L) contém L, uma vez que f"(L) e L ja tem f"(x2) em comum (esta

nova condigdo em ng depende apenas dos ug-comprimentos de U e V). Portanto, existe
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um ponto fixo para f"|. ]

Figura 3.4: Detalhes da demostracao da proposicao 3.2.11.

Observacao 3.2.12. Para ver que existe um ponto fizo para f™ restrito a L, considere L
sendo [a,b]* contido no plano XY . Logo, seque que, f"(a) < a e f*(b) > b, e assim para

um 3 € [a,b)* usando o teorema do valor intermedidrio temos que f(x3) = x3 € [a, b]?.

Proposicao 3.2.13. Seja d, uma métrica hiperbolica em uma superficie oreintdvel M de
género maior ou igual a 2 e o uma curva contida no conjunto das classe de isotopia de
curvas simples, fechadas e conexas nao homotdpicas a um ponto ou a um componente do
bordo de M. Denote por lg () o comprimento de uma geodésica que minimiza a classe
de a. Se f: M — M ¢é um homeomorfismo pseudo-Anosov com coeficiente de dilatacao

A > 1; a classe de isotopia de f(a) estd bem definida. Nés temos entdo que

lim /1. (f*(@)) = A

n—o0

Demonstragao. Veja [3]. O
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3.3 Folheacoes mensuraveis aracionais

Nesta secao faremos um estudo para o caso em que M é uma superficie orientavel de
género maior ou igual a 2 e que sempre terda um bordo, a menos que outra abordagem
seja feita. Consideraremos que f € Dif f(M) e [f] seja a classe de isotopia de f. Dessa

forma existird uma folhea¢ao mensuravel (F, ) e um escalar A € R, tal que

FOE ) ~™ (F Ap) = A(F, p). (3.1)

Observacao 3.3.1. Segue que ~™ é uma relacao de equivaléncia de medidas entre folhe-

acoes mensurdvess.

Observacgao 3.3.2. f(F,u) denota a imagem de F sobre f equipada com a medida p*
definida por u*(v) = p(f~1 (7)) se v € um arco transverso.

Definicao 3.3.3. Uma folheacao mensurdvel parcial de uma superficie orientdvel M
de género maior ou igual a 2 é uma folhea¢ao mensurdvel (F',p') que estd definida em
uma “subsuperficie” N C M satisfazendo:

(1) Cada componente conexa do bordo de N, i.e. ON, € um ciclo de folhas; e

(17) Se I' € ON limita um disco em M \ int(N), entdo o nimero de separatrizes que saem

de Sing(F' NT') e entrao em N € pelo menos 2.

Figura 3.5: Folhagao mensuravel parcial de M.
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Definigao 3.3.4. Se comecarmos com uma folheacao (F, ) C M podemos de certa forma
dizendo “desgrudar” (F,u) ao longo de todas as folhas que juntam singularidades a sin-
gularidades, e fazer um “blow-up” daquelas singularidades que nao estram conectadas as
outras. Obtemos assim uma folheagao mensurdvel descolada U(F, 1) de (F, ), cujas

singularidades estao todas no bordo.

Figura 3.6: Folheacdo mensuravel descolada U(F, i) de (F, u).

Definicao 3.3.5. Escreveremos SU(F, p) como sendo a unido dos componentes do bordo

do suporte de U(F, u) tal que nao limitam um disco em M.

Com respeito a relagao (3.1) segue que pode ocorrer o caso em que SU(F,p) = () e
A # 1. Mostraremos mais a diante que nesse caso temos um homeomorfismo pseudo-

Anosov.

Observacao 3.3.6. Observamos que nesta secao as superficies sao todas orientdveis, mas

0s difeomorfismos nao preservam necessariamente a orienta¢ao.

Definicao 3.3.7. Uma folheagiao mensurdvel (F,pu) onde SU(F,u) = 0 é chamada de

aractonal.

Pela figura 3.6 temos uma nogao geométrica de SU(F,u) onde podemos observar que

BU(F,M):F1UF2UF3UF4
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Lema 3.3.8. Seja (F,u) uma folhea¢io mensurdvel aracional em uma superficie orien-
tavel M de género maior ou igual a 2, e seja X um conjunto invariante consistindo de
todas as singularidades e todas as folhas unindo duas singularidades. Logo, seque que:
(1) Cada componente conexa de X € contratil em M.

(17) (F,p) nao tem quaisquer folhas sendo fechadas e suaves.

Demonstracao. (i) A superficie M \ Supp(U(F, 1)) pode ser colapsada em X, o que nos
fornece o resultado desejado.

(ii) Suponhamos que I" é uma folha suave de (F,u). Aplicando o “lema da estabilidade”
(veja [3] Expose 5) a um dos lados de I', podemos encontrar um cilindro maximal ¢ :
I' x [0,1] — M tal que

(i) 6(T x {0}) = T ¢

(17) ¢(I" x [0,1)) € um mergulho comegando do lado escolhido de T'.

Uma vez que o género de M é pelo menos 2, a maximalidade do cilindro implica que
o(I' x {1}) € X. Em vista do item (7), o conjunto invariante ¢(I" x {1}) é contratil e
podemos mostra assim que ¢(I' x [0,1]) é um disco D? com limite ¢(T' x {1}). Como
nao existe uma folheacdo mensuravel em D? onde dD? é uma folha, a existéncia de I" é
um absurdo. Portanto, toda semi-folha de (F, 1) que ndo chega em uma singularidade é

infinita. Logo o item (ii) esta provado. O

Definicao 3.3.9. Seja M uma superficie orientdvel de género maior ou igual a 2. Dize-
mos que duas folheacoes mensurdveis em M sao Whitehead equivalentes se elas diferem
por:

(1) isotopia; e

(i1) operacoes de Whitehead (conforme ilustrado na figura 3.7).

Lema 3.3.10. Se (F,u) € uma folheagio mensurdvel aracional, entdo eriste uma folhea-
¢ao mensurdvel equivalente (F', /') que ndao possui nenhuma conexdo entre singularidades.

Esta folheagao € unica sobre isotopia em sua classe mensurdvel.

Demonstrag¢ao. Obtemos (F’, i) colapsando cada componente do conjundo F-invariante

X descrito acima. O resultado desse colapso permanece invariante sobre isotopia se nos
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Figura 3.7: Operacoes de Whitehead.

(ii.1

(>
=

aplicamos uma operacao de Whitehead em X antes de colapsar. A unicidade segue

diretamente. [

Convengao. No que se segue, iremos constantemente representar uma classe de

folheacoes aracionais pelo modelo candnico acima.

Observacao 3.3.11. A equivaléncia tomada no lema 3.3.10 € a equivaléncia de Whi-

tehead.

Definicao 3.3.12. Seja (F, ) uma folheagao mensurdvel qualquer. Um F-retdngulo é
a tmagem de uma imersao ¢ : [0,1] x [0,1] — M com as seguintes propriedades:

() ©l01)x(0,1) € um C®-mergulho.

(1) p({t} x[0,1]) estd contido em uma unido finita de folhas e singularidades; set € (0, 1)
entao a imagem estd contida em uma tunica folha.

(171) ©([0,1] x {0}) e ¢([0,1] x {1}) sao transversos as folhas.

Definicao 3.3.13. Para um F-retingulo R, temos a decomposicao OR = 0p RUO, R onde
OrR = ¢({0,1} x [0,1]) e 0;R = ¢([0, 1] x {0, 1}).
Observacio 3.3.14. Denotaremos por O%R e OLR as imagens, respectivamente, de {0} X

[0,1] e {1} x [0,1]. Temos definicio andloga para O°R e O'R.

Observagao 3.3.15. Acharemos conveniente escrever int(R) = ¢((0,1) x (0,1)) o qual

em geral nao € o interior da imagem. Note ainda que int(R) N O(R) = 0.
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Defini¢ao 3.3.16. Um bom sistema de transversais para (F,p) € um sistema finito
T ={1 i €1} de arcos simples com as sequintes propriedades:

(1) Cada arco € transverso a (F, ) e pode somente encontrar uma singularidade em um
de seus pontos finais.

(17) Dois arcos nao se encontram, exceto possivelmente em um unico ponto final; se este

é uma singularidade os dois arcos vivem em dois setores distintos.
Observacao 3.3.17. Nao iremos requerer que todo arco contenha uma singularidade.

Definicao 3.3.18. Seja M uma superficie orientdvel de género maior ou iqual a 2. Dados
uma folheacao mensurdvel aractonal e um bom sistema de transversais T, existe um unico
sistema de F-retdngulos Ry, ..., Ry, com as sequintes propriedades:

(i) ULy Ri = M;

(¢d) int(R;) Nint(R;) = 0, para i # j;

(17i) OSR; estd contido em um unico arco de T, onde € € {0,1};

(iv) Cada 0%R; contém um ponto de Sing(F)NOT , onde € € {0,1}, em outras palavras,
todo F-retingulo R; é mazimal com respeito a condicdo (iii); e

(v) Os dois lados de cada arco de T sdo cobertos por estes F-retangulos.

Exemplo 3.3.19. O exzemplo mais instrutivo estd no caso em que tomamos uma trans-

versal a uma folheacao do Toro e construimos os F-retdngulos correspondentes.

Lema 3.3.20. Seja M uma superficie orientdvel de género maior ou igual a 2. Se (F, )
é uma folheagao mensurdvel aracional cada semi-folha L de (F,u) que nao leva a uma

singularidade € densa em M.

Demonstra¢ao. Sabemos que L é “infinita” pelo lema 3.3.8, item (ii). Seja 7 0 menor arco
transverso a (F,u) e Ry, ..., Ry um sistema de F-retangulos como na defini¢io 3.3.18.
Novamente pela defini¢ao 3.3.18, item (7), temos que Uf\il R, = M e, uma vez que L é
infinito, este contém placas em UZN:1 int(R;), assim L intersecta 7. Uma vez que 7 foi

tomado sendo arbitrario, L é denso em M. O
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3.4 Folheagoes mensuraveis aracionais com \ # 1.

Nesta secao estudaremos o caso envolvendo os homeomorfismos pseudo-Anosov. Para
tal proposito iremos assumir que f(F,pu) = (F,A\u) com coeficiente de dilatagdo A # 1
sendo (F, 1) um modelo candnico para a classe de folheagdes aracionais. Trocando f por

f~1, se necessério, podemos assumir que A > 1.

Lema 3.4.1. Seja (F, ) como acima. Sobre uma mudanca de f por uma isotopia que
mantém (F, p) invariante, podemos encontrar wm bom sistema de transversais T com as
sequintes propriedades:

(1) Existe pelo menos um arco de T em cada setor de cada singularidade, como na figura
3.8 a sequir.

(17) f(r) C 7, ie., f leva cada arco de T em um arco de T.

(1ii) Se x € O1 \ Sing(F), x pertence a separatriz de uma singularidade; denotamos por
F, o “arco da folha juntando x a Sing(F)”.

(1v) Toda separatriz contém um F,.

(v) UF: € f(UF).

%

Figura 3.8: Arcos trasnversais de mesmo comprimento em cada setor.

Demonstracao. Uma vez que, A > 1, f contrai as transversais. Sobre uma mudanca por
uma isotopia de f que preserva (F 1), podemos encontrar um bom sistema de transversais
7" que satisfaz (i) e (i7) e que tem um arco em cada setor. Seja o/ um arco de 7”7 e L
a separatriz emanando de uma singularidade s. Como pelo lema 3.3.20 temos que semi-

folhas sao densas, vai existir um primeiro ponto da intersecao de L com «”, comecando



62

de s. Considerando todas as separatrizes, n6s obtemos em «” um ntmero finito de tais
vertices; nos subdividimos a” e truncamos este o mais longe desses vértices. Seja 7/ um
bom sistema de transversais obtido por esta operacao em cada um dos arcos de 77. O
sistema 7’ satisfaz (i), (ii7) e (iv).

O bom sistema de transversais 7/ também satisfaz (7). Seja o/ € 7/, com pontos finais
x e y. A transversal o/ esta contida em uma transversal o’ de 7", e f(a”) C " para
algum 5" C 7”. Suponhamos por agora que f(a/) ja esteja contido em |J{f': 8’ € 7'}. Se
f(a’) nao esta contida em um simples arco de 7/, existe uma separatriz L onde o primeiro
ponto da intersecao com 3” é o ponto z entre f(x) e f(y). Mas f~!(L) intersecta o’ em
t # f71(z) antes de intersectar o’ em f~1(z). Assim L intersecta 5” em f(t), que esta
antes de z em L, uma contradicao.

Agora um argumento anélogo prova que f(o/) C {5 : p' € 7'} para todo o/ € 7/, 0
que completa a prova de 7’ satisfazer (ii).

Seja n o primeiro inteiro nao-negativo para o qual f**! deixa invariante cada separa-
triz. Seja 7 uma subdivisao de 7’ definida por 7' V a(7’) V...V a"(7’), i.e., um arco «
de 7 esta contido em um arco de 7’ e é limitado por dois pontos consecutivos da forma
fi(x), f'(2), com z,2' € 7" e 0 < 7,5' < n. As propriedades (7), (iii) e (iv) seguem
diretamente.

Para (ii), n6s supomos que f(«), para 7’ satisfazendo (ii), esté contida em um certo 3’
de 7', & subdividida. Assim dizemos que entre f/+!(z) e fI'*1(z'), vai existir um f7"(z"),
J" <n.

Afirmamos que j” > 1. Isto é verdade pois f(a), que estd contido em (', ndo é
subdividido por um ponto de 97’. Assim « contém of ~!, o que é uma contradicio.

Nos agora provaremos (v). Seja z € d7. Se f~! € I7, a propriedade (v) segue. Se
f~Yx) # Or, entao x € 9. A folha L de F, também contém f"1(F,); pela mesma
construcao como 7', x é o primeiro ponto da intersecao de L com um arco de 7" que passa

através de z. Assm, f"T(F,) contém F, e f~'(F,) C Fpn(y). O

Observagao 3.4.2. Seja x € 01\ Sing(F) e seja L uma folha contendo F,. Comegando

da singularidade s de L, nds consideramos o primeiro ponto y que pertence a T e nao a
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F,. Nés denotamos por F. o sequimento de s para y em L.
Seja F (respectivamente F') a unidgo dos F, (respectivamente F!). Como f(1) C T
pelo lema 3.4.1, e f(F) D F, seque que f(F') D F .

Definicao 3.4.3. Sejam M uma superficie orientdvel de género maior ou igual a 2, (F, p)
uma folheacdo mensurdvel aracional e f um difeomorfismo tal que f(F, ) = MN(F, p), com
A > 1. Uma pré-particio de Markov para (F,f) é uma colecio de F-retdngulos
Ry, ..., R, tal que:

(i) U, R = M;

(4d) int(R;) Nint(R;) = 0, para i # j;

(23i) f(UO-R;) C U0 R;; e

(iv) fFHUJOrR;) C UOrR;.

Lema 3.4.4. Uma pré-particao de Markov também satisfaz:

(v) Para cada i = 1,...,m e e € {0,1}, f(OR;) € coberto pelo lado correspondente a
f(R;) por um dnico F-retangulo: f(OLR;) C 8?(6’i)Rj(e, i).

(vi) Similarmente, f~1(0%R;) € coberto pelo lado correspondente a f~1(R;) por um tnico
F-retangulo. Isto quer dizer que a imagem sobre f de um F-retingulo é algumas vezes

como na figura a sequir.

ip
/Rm ]
/
(0°R;) ] f(0:R;)
I\
R“///’ Folha de F
i1,%2,. .., NA0 sao necessariamente distintos

Figura 3.9: A imagem de f sobre o F-retangulo R;.
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Demonstragao. Se (v) nao é valido, existe um x € int(R;) tal que f(x) € OpR;, o que

contradiz (iv). Similarmente, (vi) segue de (ii7). O

3.5 Entropia topolobgica

Se f: X — X & uma aplicacdo continua em um espaco topolégico compacto X e
N, (f) € a “cardinalidade” do conjunto dos pontos fixos de f™ entdo limsup = log N,,(f) é

uma medida de quanta dinamica f possui.

Definicao 3.5.1. Seja f : X — X uma aplicacao continua em um espaco topologico
compacto X. Sejam A = {A;}ier e B = {B,}jes coberturas abertas de X. A cobertura
aberta {A; N B;}ier jes serd denotada por AV B. Se A é uma cobertura,

Nu(f,A)
denota a cardinalidade minima da subcobertura AV f~H(A)V ...V f7"T(A) de X e
1
h(f, A) = limsup - log N,.(f,A)

denota a entropia de [ relativa a A. Como X é compacto seque que N, (f,.A) é finito,
e maior ou igual a 1 (de fato, ele sé pode ser igual a 1 se X for um elemento de A). A

entropia topologica de f ¢ dada por

h(f) = Sip(h(f, A)),
onde o supremo é tomado sobre todas as coberturas de X.

Observacao 3.5.2. Em algum senso, "entropiaé um niumero que descreve a complexi-

dade da dindmica que uma aplicacao tem.

Teorema 3.5.3 (Bowen). Sejam X e Y espacos topoldgicos compactos. Sejam ainda
g: X — X, f:Y —Y ep: X —Y aplicacoes continuas. Suponha que ¢ seja so-
brejetiva e que fop = pog, entao h(g) = h(f). Em particular, se ¢ € um homeomorfismo,

entdo h(f) = h(g). Assim a entropia topologia € um invariante topoldgico.
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xX-J.x
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Demonstrag¢ao. Tomemos X e Y sendo espacgos topologicos compactos. Seja A = {A; }ies
uma cobertura aberta de Y. Consideremos as aplicacoes continuas g : X — X, f :
Y — Y eyp: X — Y. Seja ainda ¢ sobrejetiva. Logo havera mais elementos ¢~ 1(A;)
da cobertura aberta B de X em relacao aos elementos da cobertura aberta A de Y, uma

vez que, ¢ é sobrejetiva. Portanto, h(g) = sup(h(g, B)) > sup(h(f, A)) = h(f). O
B A

Observacao 3.5.4. No caso em que temos o diagrama comutativo do teorema 3.5.3 e ¢
€ um homeomorfismo dizemos que ¢ € uma conjugac¢ao. No caso em que @ € sobrejetiva

dizemos que p é uma semiconjugacgao.

Definicao 3.5.5. Seja I(A) o nimero de Lebesgue da cobertura A, i.e., um nimero
[ tal que qualquer conjunto de diametro menor do que | estd contido em algum elemento

da cobertura.

O seguinte teorema pressupoe que X esteja munido de uma métrica para estabelecer

uma forma mais pratica de calcular a entropia topolégica usando coberturas abertas.

Teorema 3.5.6. Seja (X,d) um espago métrico compacto e f : X — X uma aplicagdo
continua. Se {An}, oy € uma sequéncia de coberturas abertas com didmetro indo a zero

entao

lim A(f, An) = h(f),

n—oo

bem entendido que os dois lados podem valer cc.

Demonstracao. Suporemos que h(f) < oo, sendo andloga a prova quando h(f) = oo.

Como h(f) =sup4(h(f,.A)) entdo para todo € > 0 existe cobertura A tal que

h(f, A) > h(f) —e.
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Seja [(A) um ntamero de Lebesgue para A. Existe ng € N tal que n < ng implica que

diam(A,) < I(A), logo A < A, portanto
h(f, A) < h(f, An),

de onde
h(f, An) > h(f) —€

para todo n > ny. O

Para espacgos métricos, compactos ou nao, Bowen propos a seguinte definicao de “en-

tropia topoldgica:

Definicao 3.5.7. Suponhamos que f : X — X € uma aplicacao continua em um espaco
métrico X e suponha que exista um K C X compacto. Seja ainda € > 0. Logo dizemos
que:

(i) E C K € (n,e)-separado se, dados z,y € E com x # vy, existe um 0 < i < n tal
que d(fi(x), fi(y)) > €. Tomaremos sx(n,€) sendo a cardinalidade mdzrima de um
conjunto (n,€)-separado contido em K.

(ii) E C K € (n,€)-abrangente se, dado y € K, existe x € E tal que d(f*(z), f'(y)) <€,
para cada 0 < i < n. Tomaremos rx(n,e) sendo a cardinalidade minima de um

conjunto (n, €)-abrangente contido em K.
Desa forma temos o seguinte lema:

Lema 3.5.8. Sejam X espaco métrico, f : X — X aplicagao continua, K C X compacto

ee>0 com sig(n,e) erg(n,e) como na definicao anterior. Logo segue que
TK(na 6) S SK(n7 6) S TK(TL, 6/2)

Demonstracao. Provemos primeiro a desigualdade da esquerda. Seja £ C K um conjunto
(n, €)-separado com cardinalidade méxima. Mostraremos que E é um conjunto (n,€)-
abrangente. Para isso, tome x € X que nao pertenca a F. Como a cardinalidade de E é
méxima segue que o conjunto E U {z} nao é (n,e)-separado, Entao existe y € E tal que

d(z,y) <e.
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Agora provemos a desigualdade da direita. Sejam E C K um conjunto (n, €)-separado
e FF C K um (n,e/2)-abrangente. Basta provar que a cardinalidade do primeiro é menor
ou igual a do segundo. Para isso, basta encontrar uma funcao ¢ : £ — F que seja
injetiva. Ora, tome, para cada z € F, um elemento ¢(z) € F tal que d(x,¢(x)) < €/2.
Nao pode haver dois pontos x; e x5 tais que ¢(x1) = ¢(x2), sendo a distancia entre x; e

T seria menor que e, contradizendo o fato de E ser (n, €)-separado. O

Assim podemos tomar

1
Sic(e) = T sup = log (syc (1. €)

1
icle) = lim sup —log (ric(n, )

Note que Sk (€) e Ti(€) sdo fungdes decrescentes de € e que
FK<€) S EK(E) S FK(E/Q)
Portando, somos capazes de definir

E—0O €E—00

Finalmente segue que
hx(f) =sup{hg(f): K C X é compacto}.

Proposicao 3.5.9 (Bowen). Se X ¢ um espa¢o métrico compacto e f: X — X € uma

aplicagao continua, entdo hx(f) = h(f).

Demonstracao. Pelo lema da cobertura de Lebesque, cada cobertura aberta de X possui

uma subcobertura formada por bolas abertas de raio €. Portando segue a nosso resultado.

]

Observacao 3.5.10. O ndmero hx(f) depende da métrica em X e faz mais sentido para

funcoes uniformemente continuas.
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3.6 O grupo fundamental e a entropia

Definicao 3.6.1. Suponhamos que X e Y sao espacos métricos. Dizemos que ¢ : X —>
Y ¢ uma aplicagcao de recobrimento métrica se é sobrejetiva e satisfaz a sequinte
condicao:

Existe € > 0 tal que para 0 < § < ¢, algum y € Y e algum = € ¢ '(y) a aplicagdo
v : B(x,0) — B(y,0) € uma isometria bijetora, onde B(e,d) € a bola aberta de centro e

e raio 0.

Exemplo 3.6.2. O principal exemplo em mente € dado pela aplicacao de recobrimento

w: M — M de uma superficie compacta orientdvel M de género maior ou igual a 2.

Definicao 3.6.3. Dado um grupo finitamente gerado G e um conjunto finito de geradores

G=Ag1,...,9-} de G, definimos o comprimento de um elemento g € G por

Lg(9)

o qual denota o minimo comprimento de uma palavra nos g;’s e g; ' ’s representantes do

elemento g.

Podemos observar ainda que se G’ = {¢{,...,¢.} &€ um outro conjunto de geradores

entao
Lg(g) < (max Lg(g;))Lg (9)-

Definigao 3.6.4. Se A: G — G é um endomorfismo, temos que

1 1
74 = sup lim sup —log Lg(A"g) = sup lim sup —log Lg(A"g;)

gGG n—oo n gieg n—oo n
Observacao 3.6.5. Segue que y4 € finito, pois € calculado sobre um conjunto finito de
geradores, e pela inequagao anterior, y4 nao depende do conjunto de geradores tomado

em sua definicao.

Proposigao 3.6.6. Se A : G — G ¢ um endomorfismo e g € G definimos gAg™" :
G — G por

(9Ag~")(x) = gA(x)g™".

Portanto temos que y4 = Ygag-1-
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Atencao: (gAg™h)" # gAtg~L.
Para a demonstracao da proposicao 3.6.6 vamos precisar do seguinte lema:

Lema 3.6.7. Sejam {an},c; € {bn},c; duas sequéncias com a, e b, nao-negativos, e seja
k positivo. Nos temos que:

(¢) limsup £ log(a, + b,) = max(limsup < log a,, limsup < log b,,)

(1) limsup + log(ka,) = limsup + log a,,

(#77) limsup + log(a,) < limsup £ log(a; + ... + a,) < max(0, limsup £ log a,)

Demonstracao. Tomemos a = lim sup % log a,, e b = lim sup % log b,,.
(4) A inequagdo max(a,b) < limsup + log(a, + b,) segue diretamente.
Se ¢ > max(a,b), entdo podemos encontrar um ny > 1 tal que n > ny implica que

a, < e"eb, <e™. No6s obtemos para n < ng:
L tog(an + by) < < log(26™)
—log(a, + b,) < —log(2e"™).
n & n &

Uma vez que, lim sup % log(a, + b,) < limsup % log 2e™“c.

(1) Segue diretamente.

(¢47) A inequacdo a < limsup log(as + ...+ a,) é direta.

Suponha que ¢ > max(0,a). Nos podemos encontrar ny > 1 tal que a, < €" para

n > ng. NOs temos para n > ng:

no—1 en+1—noc -1
a;+ ... < , + ————e™°.
1+ +an_ZaZ+ w1 ©
=1
segue dessa forma que lim sup % log(a; + ... +a,) <c ]

Estamos agora em condi¢oes de demonstrar a proposigao 3.6.6:

Demonstracao. Se x € G temos que

(gAg ")"(z) = gA(g) ... A" H(g) A" (@) A" N g™h) ... A(g " )g .
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De fato:
(gAg™)"(x) = (9Ag™")" (gA(x)g™")
= (947" ((gAg™ ) (gA(2)g ™))
= (gAg™")" " (gA(9)A%(x)A(g™")g™")
= (9Ag™")" (949 ") (gA(9) A*(2)A(g")g ™))
= (gAg™)" " (gAlg) A% (9) A*(2) A% (g™ ) A(g™)g ™)

= gA(g).. . A" (g A" (@)A" (g h) .. Alg g

Suponhamos primeiro que A™ = [d para algum ng, entdo segue pelo lema 3.6.7 item (i)
que

1 1
limsup — log Lg((gAg")"(x)) < limsup — log Lg(A™(z)).
n n
Se A™(g) # Id para cada n > 1, nos temos que Lg(A"(g)) > 1, para cada n > 1. Assim
segue que limsup +log Lg(A™(g)) > 0. Pelo lema 3.6.7 itens (i) e (iii), obtemos
: 1 —1\n : 1 n : 1 n
lim sup —log Lg((gAg™ )" (z)) < max(limsup — log Lg(A"(g)), lim sup — log Lg(A"(x))).
n n n
Isso nos fornece v,4,-1 < v4, € por simetria, temos que Yy4,-1 = V4. O

Para uma superficie orientavel M de género maior ou igual a 2, interpretamos (M)
como o grupo das transformacoes de recobrimento (ou de M&bius) do recobrimento
universal M de M.

Se f: M — M é continua, entao existe um levantamento ]7: M —s M de f. Um

dado levantado f; de f determina um endomorfismo flﬁ :m (M) — m (M) dado por

file™ (@) = fule (@) fi

para qualquer a C M e p~!(a) C M com Q: M —s M sendo a aplicagao de recobrimento.
Se fi e f, sdo dois levantamentos de f, entdo f, = go‘l(@)f; para algum 60 C M e

©~1(0) C M. Assim, segue que, para algum o C M e ¢~ (a) C M

fi=¢7'0)f2
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e entao

™ @) =7 O fale (@) = @ 0) fale™ (@) fo
= o O) fale (@) (@ (O) T,

assim
fio =7 O a7 O)
De acordo com a proposi¢ao 3.6.6 temos entao que
Ve = Vo
Logo podemos definir
V=75,

para qualquer levantamento f: M —s M de f, de forma que, f; é definida como a seguir:

Se f tem um ponto fixo o € M, entdo existe também uma aplicacdo fy : m(M,zo) —
(M, xg). O grupo m(M,x) é isomorfo ao grupo m(M) e f pode ser levantamento para
1 tal que ﬁ cm (M) — m (M) é identificado com fy : m (M, z9) — w1 (M, x) por este
isomorfismo.

Suponhamos agora que M possua uma métrica hiperbdlica e que podemos dotar M
de uma métrica hiperbdlica que é o levantamento da métrica tomada inicialmente em M
via uma aplicacao de recobrimento ¢ : M —s M. A aplicagao ¢ é entao uma aplicagao
de recobrimento métrica e as transformagoes de recobrimento sao isometrias. Temos o

seguinte lema proposto por Milnor:

Lema 3.6.8 (Milnor). Sejam M uma superficie orientdvel de género maior ou igual a 2
e M sendo seu levantamento. Fize To € M. Eristem duas constantes c1,co > 0 tais que

para cada g € (M), temos que
c1Lg(g) < d(wo, gro) < calg(g).
Demonstracao. Seja § = diam(M), e defina N C M por

N:{xeﬂzd(x,xo)gé}.



72

Temos que ¢(N) = M. Note que {gN'} .,y é uma cobertura localmente finita de M

gem

formada por conjuntos compactos. Escolha como um conjunto finito de geradores
Gg={gem(M):gNNN #0}

e note que g € G se, e somente se, g~' € G. Suponha que Lg(g) = n, entdo podemos
escrever g = gi - ... - gn, com ;N NN # (. Logo segue que d(zg, gro) < 20n. Obtemos
assim

d(zo, gro) < 20Lg(g)

¢ portanto temos que
d(wo, gzo) < c2Lg(g)-

Agora, tomemos v = min {d(N,gN) : N N gN = (}; por compacidade v > 0. Seja k o
menor inteiro tal que d(xg, gzo) < kv. Ao longo da menor geodésica ligando xy a gxg, tome
k + 1 pontos yo = o, Y1, - - -, Uk—1,Yx = gTo tal que d(y;,y;o1) < v parai=0,..., k— 1.
Entao, para 1 <i < k—1, escolhay; € N e g; € G tal que y; = ¢;y; e tome go = e e g = g.
Nos temos que d(giyl, gi+1Yi41) < v, entdo g; 'gi1 € G. Por g = (95" 91) - - - (95119"), nos
obtemos Lg(g) < k.

Uma vez que k é minimal, temos que

1 1 1
L < — 1< | = —
g(g) < Vd(%,gl’o) +1< (V + M) d(zo, go),

e portanto temos que
c1Lg(g) < d(zo, gzo)

onde pu = min {d(zg, gx0)} : g # €,9 € m(M). O

Considere agora f : M — M e seja f: M —> M sendo um levantamento de f.

Obtemos, para cada xg € ]Tf,

1 ~
= max limsup — logd(zg, fi'(g)zo),
V= max p logd(zo, f;'(9)xo)

pois aplicando o lema 3.6.8 visto acima, temos que

. 1 n . 1 n
sup limsup —log(e1Lg(fy'g)) < sup limsup —log(d(wo, f;'(g)r0)
gem(M) n gem(M) n

1 ~
< sup limsup —log(c2Lg(f;'g))
gem(M) n
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e aplicando agora o lema 3.6.7 item (i), seque que

. 1 - . 1 =
sup limsup —log(Lg(fi'g)) < sup limsup —log(d(xo, f;'(9)%o)
gem(M) n gem(M) n

1 ~
< sup limsup —log(Lg(f{'g))
gem(M) n

o que nos fornece o resultado desejado.

Lema 3.6.9. Sejam M uma superficie orientdvel de género maior ou igual a 2 e M sendo

seu levantamento. Dados x,y € M temos que

timsup ~ logd(F(x), 7*(4) < h(/).

Demonstracao. Escolha um arco o de x até y. Se yp, ...,y € o &€ um conjunto (n+ 1, €)-

abrangente para a e ﬁ entao

l

F(a) < U B (). o).

i=1

Uma vez que, f”(a) ¢ conexo, isto implica que dz’am(f”(a)) < 2¢l. Entéo

d(f"(x), ["(y)) < 2€l.

Tomando [ sendo minimal, temos que

d(fn(ﬁ),fn(y» < 2er,(n+ 1,€).

Logo noés obtemos

1 ~ ~ 1
lim sup —logd(f"(x), f"(y)) < lim sup —log(2ery(n+ 1,€)) =T4(¢)
n—o0 n n—00 n

< ha(f) < R(f) = h(f)

Podemos agora provar o seguinte resultado:

Teorema 3.6.10. Seja M uma superficie orientdvel de género maior ou igual a 2. Se

f:M — M ¢é uma aplicacao continua, entao

v, < h(f).
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Demonstracao. Uma vez que

1 ~
V4, géﬁlﬁ%( imsup — log (2o, fi'(9)z0)),

temos que provar que para cada g € m(M):

timsup o d(xo, 77(9)r0) < h(F).

Temos, pela desigualdade triangular, que

d(zo, ﬁn(g)a?o) < d(xo, f"(20))
+ d(f" (o), ff'(9)f" (o))
+ (] (9)]" (o). f (9)(0)).

Uma vez que, ﬁ”(g)f" = f”g, e as transformacoes de recobrimento sao isometrias, obte-

mos
d(o, ﬁ”(g)xo) < 2d(@o, f™(x0)) + d(f™ (o), f"9(x0))-
Observe ainda que

d(wo, [ (20)) < d(wo, f(x0)) + d(f(wo), F*(w0)) + ... + d(f" (o), F(w0)).

Aplicando o lema 3.6.9 e o lema 3.6.7 (juntamente com o fato de que h(f) > 0), obtemos

timsup o d(o, F1(9)r0) < h().
O

Observacao 3.6.11. Seja M uma superficie orientdvel de género maior ou igual a 2.
Para cada o« C (M, ), denotamos por ] a classe de lagos homotdpicos a «. Se M
tem uma métrica hiperbdlica, seja l([a]) o comprimento minimo de um lago (suave) nesta
classe. Se f: M — M € continua, f[a] estd bem definida como uma classe de homotopia

livre formada por lagos. Sejam

n—o0

Gy([o]) = Tim sup—log(1(f"[a]))
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Gy = sup Gy([a]).

Afirmamos que

Gf < Yy

De fato, temos que I(f"[a]) < d(xo,ﬁ”(a)(azo)), uma vez que a menor geodésica unindo

Ty @ fvﬁ”(a)(xo) tem uma imagem em M que representa f"[al.

Observagao 3.6.12. Se x € M e p é um caminho juntando x a f(x), teremos que
py » m(M, f(z)) — m(M,z) é um homeomorfismo. Uma vez que, fy : m(M,xz) —

m(M, f(x)), a composicao pso fy: m(M,x) — n(M,x) € dada por

(ps o fo)([a]) = [p~"vp]

é um homeomorfismo de m (M, x) em si mesmo. Assim, este homeomorfismo pode ser

identificado com fvﬁ por um levantamento f de f.

3.7 Subshifts de tipo finito

Seja Apxr = (a;j)pxk tal que a;; =0ou 1, para 1 <1i,j <k, i.e.,, A é uma matriz “0-1".
Tal matriz A determina “subshifts de tipo finito” que sao um caso particular e importante
de subconjuntos invariantes de X como sera tratado a seguir.

Sejam Sy, = {1, ..., k} um conjunto de simbolos e X = > (k) =TI___ S onde S} = Sy
para cada ¢ € Z. Dotamos entao Sy com a topologia discreta e > (k) com a topologia

produto. O conjunto >, C > (k) é fechado e é dado por

Sa={b={bn}oey t oy = LVi € 2}

Note que pela definicao dada de ) , segue que a matriz Ay, fornece as transicbes per-
mitidas.

Pictoricamente, imaginamos k caixas e um ponto que em um tempo discreto “n” possa
estar em qualquer uma das caixas. A sequéncia bi-infinita representa todas os possiveis

historias dos pontos. Se nos adicionamos a restricao de que um ponto pode se mover de
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uma caixa ¢ para uma caixa j se, e somente se, a;; = 1, entao o conjunto de todas as

possiveis historias é precisamente » _ ,.

Definigao 3.7.1. Um subshift de tipo finito o4 : > , — >, e dado por

UA({bn}n€Z> = {b;z}nez

onde bl = b,y para cada n € Z.

Observagao 3.7.2. Segue que o4 € continuo. De fato note que o' (3. ,) = >, C (k)
€ fechado.

Definicao 3.7.3. Seja C; C > (k) com C; = {z € > (k) :xzog=1i}. Seja D; C C; N Y,
entao

D ={D,...,Dy}

¢ uma cobertura aberta de ), por elementos disjuntos. Para alguma matriz Byyy, =

(bij)kxk, nos definimos a norma de B por

k
1Bl = il

ij=1

Considere além da cobertura (ou particdo) D também as coberturas (ou partigdes)
D! = \/é;(l) —iD! | > 1, que nada mais sdo do que caixas com [ simbolos fixados. O
diametro de D' tende a zero quando [ tende ao infinito, portanto a entropia topologica
pode ser calculada por

h(f) = lim h(f, D).

n—o0

Observe também que
n+l—2

n—1
\/ f—iDl _ \/ f_iDl.
i=0 i=0

Assim, usando o teorema 3.5.6, temos que

n—1 n+l—2

.1 i .1 —i
h(f,D) = lim ~logN,(f, \/ f'D') = lim —log Ny(f, \/ f~'D")
i=0 =0
n+l—2 1 e
= 1 log N, D'
o g e V)

= W/, D),
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e portanto segue que
h(f, D) = h(f).

Como todos os elementos de D™ sao essenciais para a cobertura, entao
n n
N, (f,D") = k",

logo
h(f) = logk
para os shifts com k simbolos.
Para determinar a entropia topologica de o4 = f|x , brecisamos calcular o nimero 6,
isto é, o niimero de sequéncias permitidas de tamanho n. Mas uma sequéncia de simbolos

(Jo, - --,Jn-1) € permitida se, e somente se,

Ajojr Ajrgo - - - Ajn_ofn—1 = L.

Assim

Hn = E ajojl aj1j2 e ajn_an_l.
(j()"“yjnfl)
Porém

_ (n=1)
Ajojr Aj1ga -+ - Vjp—ojn-1 = ajojn—N
(j07~~~7jn—2)

que ¢ a entrada (jo, jn—1) da matriz A"~!, implicando que 6,, é a soma das entradas da
matriz A" !. Se adotarmos como norma da matriz aquela definida anteriormente, entao
segue que

O = [[A™]

Logo para o4 e D como definidos anteriormente, temos que

1
h(oa) = h(oa, D) = nll_}I{.lo sup — log || A™||
1/n

= lim suplog ||An_1H .

n—ro0
O “teorema de Perron-Frobenius”, conforme [6], garante que uma matriz nao-negativa
sempre tem um autovalor nao-negativo A, com um autovetor de entradas nao-negativas,

que é, em valor absoluto, maior ou igual a qualquer outro autovalor.
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Definicao 3.7.4. O autovalor A especificado acima € o maior autovalor positivo de A e

¢ reconhecido como raio espectral de A e ainda é igual ao limite de HA”_lﬂl/n.
Portanto segue que teremos dessa forma que
h(ca) = log .
A discussoes desta se¢ao nos fornece portanto o seguinte resultado:

Proposicao 3.7.5. Para qualquer subshift de tipo finito o4 : Y, — > 4, nos temos

que
h<0A) = log )‘a

onde A € o raio espectral de A.

3.8 A entropia topolodgica dos homeomorfismos pseudo-

Anosov

Lembre que para qualquer curva simples fechada nao-trivial o temos que sendo

lim (lg, (f"(a)))"/" = A

n—oo

de acordo como a proposicao 3.2.13 e como
Gy([o]) = tim sup log(i( " [a])) /"
pela observacao 3.6.11 segue que
log A = Gy ([a]).
Ainda, como pela observacao 3.6.11 temos que
G = sup Gy([a])

segue que

log)\ < Gf.
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Proposicao 3.8.1. Sejam M uma superficie orientdvel de género maior ou igual a 2 e

f: M — M um homeomorfismo pseudo-Anosov, entao

h(f) = Vs

Em particular, f tem a menor entropia que qualquer elemento em sua classe de homotopia.

Além disso,
h(f) =log A,

onde A\ € o coeficiente de dilatacao de f.

Demonstragao. Uma vez que, logA < Gy, é suficiente mostrar que h(f) < log\ para
um homeomorfismo pseudo-Anosov f : M — M. Para este propoésito, encontramos um
subshift de tipo finito o4 : >, — >, e uma aplicacdo sobrejetiva continua 6 : ), —

M tal que o diagrama
YA 24
el le
é comutativo (i.e., § é uma semiconjugagao). Como pela proposicao 3.7.5
log A = log(raio espectral A) = h(o,)
para A sendo o coeficiente de dilatacao, temos que

log A\ < Gy <y, < h(f) < h(oa),

onde a segunda, a terceira, e a quarta desigualdades acima seguem pela observacao 3.6.11,

pelo teorema 3.6.10, e pelo teorema de Bowen, respectivamente. Assim, segue que
log A < h(f) <logA.

]

No que se segue, construiremos a matriz A e a aplicagao 6 usando as “particoes de

Markov”. Antes, contudo, precisamos de algumas definicoes.
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Definicao 3.8.2. Um subconjunto R de uma superficie orientdvel M de género maior ou
igual a 2 é chamado de (F*, F*)-retdngulo, se existe uma imersao ¢ : [0,1]x[0,1] — M
cuja imagem é R e tal que:

(1) ©l0,1)x0,1) € um mergulho;

(11) para qualquer t € [0, 1], p(t x [0, 1]) estd incluso numa uniao finita de folhas e singu-
laridades de (F*, us), e de fato em uma folha set € (0,1); e

(111) para qualquer t € [0,1], ©([0,1] X t) estd incluso numa unido finita de folhas e sin-

gularidades de (F", u,), e de fato em uma folha se t € (0,1).

Adotaremos as seguintes notacoes:
int(R) = p((0,1) x (0,1))
O 1t = ({0} x [0,1])
Ops R = ({1} x [0,1])

e analogamente, definimos 0%, R, 0%.R e Op«R.

Definigao 3.8.3. Nds chamaremos um conjunto da forma o({t}x (0, 1)) (respectivamente
©((0,1) x {t})) de uma F*-fibra (respectivamente uma F“-fibra) de R. Um (F*, F*)-

retangulo € dito ser bom se ¢ é um merqulho.

Bom (F*, F*)-retangulo

(F*, F*)-retangulo nao-bom

Figura 3.10: (F*, F'*)-retangulo bom e nao-bom.
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Observacao 3.8.4. Se R é um bom (F°, F")-retingulo, um ponto © € R que estd

contido em somente uma F*-fibra, serd denotado por F*(x, R). Analogamente, definimos

F'(z,R).

Observagdo 3.8.5. Se R é um F“-retangulo e °R e OLR estao contidos na unido de

Fs-folhas e singularidades, ¢ facil ver que R é de fato um (F*, F")-retangulo.
Definicao 3.8.6. Se R ¢ um (F*, F")-retangulo, definimos o comprimento de R por
W(R) = max {p,(F*-fibra), us(F"-fibra)} .

Lema 3.8.7. Eziste € > 0 tal que, se R é um (F*®, F*)-retangulo com W(R) < €, entdo

este é um bom (F*, F'")-retingulo.

Demonstra¢ao. Se um (F*, F")-retangulo esta contido em uma carta coordenada de uma
folheagao mensuravel, entao este é automaticamente um (F*, F'*)-retangulo. A existéncia
de € segue da compacidade da superficie orientdvel M de género maior ou igual a 2 que o

(F®, F")-retangulo esta contido. O

Lema 3.8.8. Eriste € > 0 tal que se o (respectivamente ) é um arco contido em uma
unido finita de folhas e singularidades de (F*, us) (respectivamente (F*, j1,,)) com pu,(a) <

€ (respectivamente ps(5) < €), entdo a intersecao de o e 3 € no mdzimo um ponto.

Definicao 3.8.9. Seja M uma superficie orientdvel de género maior ou igual a 2. Uma
particao de Markov para um homeomorfismo pseudo-Anosov f : M — M ¢é uma
colegao de (F*, F")-retangulos R = {Ry, ..., Ry} tais que:

(1). R; € um bom retangulo;

(2). Uf:l Ry = M;
(3). int(R;) Nint(R;) =0 para i # j;
(4). Se x € int(R;) e f(z) € int(R;), entdo
fF (2, Ri)) C F(f(x), R;)

FHF(f(2), By)) C F*(x, Ry),
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(5). Sex € int(R;) e f(x) € int(R;), entdo

f(F"(z, R;)) "Ry = F*(f(x), R;)

fHF (2, Ry)) N Ry = F*(x, Ry).

Isto significa que f(R;) cruza R; apenas uma vez como na figura a seguir.

R;
Figura 3.11: f(R;) cruzando R; com relacdo a folheagao instavel.

Dada uma particao de Markov R = {Ry,..., R}, construimos um subshift de tipo

finito o4 : >, — >, € uma aplicagao 6 : Y, — M como segue. Seja

a;; =1, se f(int(R;)) Nint(R;) # 0
Apxp =

a; =0, se n caso contrario.
Sebe ), entdo
() (Ry) #0

i€z
e de fato consiste de um tnico ponto. Isto segue de seguinte lema:
Lema 3.8.10. (i) Suponha que a;; = 1, entao f(R;) N R; € um bom (F*, F")-retangulo
que € a uniao de F*-fibras de R;.
(17) Suponha mais ainda que C é um (F*, F*)-retdngulo contido em R; que € a unido de
Fs-fibras de R;. Entao f(C) N R; € um (F*, F")-retdngulo que € a unigo de F*"-fibras de
R;.

(1) Dado um b€ Y ,, para cada n € N,

m f_l(Rbi)

1=—n
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¢ um (F*, F")-retangulo. Mais ainda, temos que
w ( ﬂ f_i(Rbi)> < A "max {W(Ry),...,W(Rg)}

Demonstragdo. (i) Uma vez que a;; = 1, podemos encontrar um = € int(R;)Nf = (int(R;)).
Nos temos que f(F*(x, R;)) C F*(f(x), R;) C Rj, pelo item (3) da definicdo de Particao
de Markov. Uma vez que cada F"-fibra de R; intersecta F**(z, R;), temos que a imagem
de cada F"-fibra de R; intersecta R;. Mais ainda, pela item (5) da definicdo de particao
de Markov temos que f(R;\ OpuR;) N R; é a unido de F“-fibras de R;, entdo

¢ também a uniao de [“-fibras de R;. Isto prova o presente item.

(77) Este item segue em analogo ao anterior.

(77i) Observamos que segue por indugdo em n usando o item (ii) que cada conjunto da
forma f"(Ry,)N [ (Rp,,,)N... Ry, ¢ um (F, F*)-retangulo que é a unido de F“-fibras

de Ry, ,. Em particular,

m fﬁZ(sz)

i=—n

¢ um (F*, F*)-retangulo em Ryp,. A estimativa do comprimento W ¢é clara. O

Pelo lema anterior, se b € > ,, o conjunto ) f*(Ry,) é a intersegao de uma sequéncia
decrescente de conjuntos compactos nao-vazios, nominalmente os conjuntos
n
ﬂ f_Z(sz‘)
1=—n
para cadan € N. Dessa forma () f~*(Rj,) € nao-vazio. Este ¢ redutivel a um ponto porque
n
W(ﬂfﬂ%v
i=—n
tende a zero quando n vai para o infinito.
A aplicacao 6 : >, — M dada por

60) = (£ (Ry)

1EL
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estd bem definida, é continua e faz com que o seguinte diagrama seja comutativo:

oA
YA
% P
M——-M
f
Vamos mostrar agora que 6 é sobrejetivo. Primeiro observe que, paracadai =1,...,k,

segue que int(R;) = R;. Portanto

V= Jint(R;)

i=1
¢ um conjunto aberto denso em M. Pelo teorema de categoria de Baire,
U={/"(v)

i€z
¢ denso em M. Se xz € U, entdo para cada n € Z, o ponto f"(x) estd em um tnico
int(Ry,) e b= {by},cy ¢ um elemento de >_ ,. E claro que §(b) = z. Assim U C 6(3_,).
Como ), é compacto e f & continua, temos que (> ,) = M. Dessa forma, segue que
0 ¢é sobrejetiva e portando uma “semiconjugacao”, ja que, faz com que o diagrama acima
seja comutativo.

Até agora, obtemos que
log A < Gy <7y, < h(f) < h(oa) = log(raio espectral de A).
Resta mostrar que:

Proposicao 3.8.11. O coeficiente de dilatacio de um homeomorfismo pseudo-Anosov
f: M — M € igual ao raio espectral de uma matriz Agx, que da origem a um subshift

de tipo finito.

Demonstragao. Para ver isso, tome y; = p,(F°-fibra de R;); é claro que esta quantidade
¢ independente das F*-fibras de R; e também y; > 0 pois uma medida é sempre positiva.

Sendo A o coeficiente de dilatagao nds temos a seguinte igualdade trivial:

k
Yi = Z %aija
i=1



85

ja que, estamos em uma folheacao instavel, de maneira que temos

k
Ay = Zyiaij
i=1

(em particular A é um autovalor de A). Entao, nés obtemos

k
Ay; > <Z aij) mzin Yi-
i=1
Isto nos fornece

A (Z%) > || Al miny,

J

Da mesma forma, nés obtemos para cada n > 2:

A" (Z yj) > [ A" miny;.

J

Portanto,

1/n
n n min(yla s 7yk>
AZHAH”( > ) -
i Yi

Uma vez que, min(yy, ..., yx) > 0,

. 1/n
lim (mm(yl,...,yk)> .

Obtemos assim que

A > lim ||A"||"™ = raio espectral deA.
n—oo
Uma vez que A é um autovalor de A, nés obtemos que

A = raio espectral de A.

3.9 Construcao de uma particao de Markov para um
homeomorfismo pseudo-Anosov

Proposicao 3.9.1. Sejam M uma superficie orientdvel de género maior ou igual a 2 e

f: M — M um homeomorfismo pseudo-Anosov. Entao f tem uma particao de Markowv.
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Demonstragao. Tomemos um bom sistema transversais para (F™,p,) contidas em F*-
folhas e singularidades, para construir uma sistema R de F*“-retangulos Ry, ..., R;, tal
que:
(i) UL, R, = M:
(¢d) int(R;) Nint(R;) = 0, para i # j;
(1id) f (Uz  Opu Rt ) C Ui:l OpuR;e f~ <U§:1 aFSRi> - Ué:1 Ops R

Pela observacao 3.8.5, os R;’s com i = 1,... 1l sao (F**, F")-retangulos uma vez que o
bom sistema de transversais esta contido em F*-folhas e singularidades.

Definimos para cada n uma familia de (F*, F*)-retangulos {R,} da seguinte forma:
os (F*, F*)-retangulos de {R,} serdo os fechos das componentes conexas de conjuntos
abertos nao-vazios contidos em

\/ Fiint(R)) = { () fi(int(Ra,)) : Ra, € R}

it=—n i=—n

E facil ver que R,, continua satisfazendo as propriedades (i), (ii) e (iii) dadas acima
pois os (F*, F*)-retangulos que formam R, sdo ao mesmo tempo F“-retangulos. Mais

ainda, se R € R, temos que
1
W(R) < /\maX{W( ;) Ri € R},

um vez que, o comprimento serd calculado com relacao a folheacao instavel.

Em particular, pelo lema 3.8.7, para n suficientemente grande, cada (F*, F'*)-retangulo
em R, é bom.

Afirmamos que para n suficientemente grande R,, é uma particao de Markov. De fato,
devemos verificar os itens (4) e (5) da definicao de particdo de Markov. Notemos que
o item (4) segue da propriedade (iii) dada acima (seguindo a ideia do item (6) do lema
3.4.4 no que se refere a pré-particdo de Markov). Pelo lema 3.8.8, se n é suficientemente
grande e R, R' € R,,, entdo se x € Re x € f(F"(x, R)) intersectam cada F*-fibra de R’

em no maximo um ponto. O item (5) segue da combinagao deste fato com o item (4). [
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3.10 O teorema de classificacao de Thurston

Tendo em mente todos os conceitos até aqui estudados somos capazes agora de enunciar

e entender o teorema de classificacao de homeomorfismo de supeficies proposto por Willian

P. Thurston.

Teorema 3.10.1 (Thurston). Seja f : M — M um homeomorfismo onde M ¢é uma
superficie orientdvel de género maior ou igual a 2. Sobre isotopia, f € de um dos sequintes
tipos:

(1) de ordem finita;

(2) redutivel; ou

(3) pseudo-Anosov.
Demonstragao. Uma demonstragao extremamente nao-trivial ¢ dada em [3]. O

Exemplo 3.10.2. Seja f : M — M como nas hipdteses do terema de Thurston. Logo
f € isotopico a um dos sequintes tipos:

(1) De ordem finita, caso em que f*(Sy) = Ss.

(2) Redutivel, caso em que f(n;) = n;, onde n; é uma colecdo finita de curvas essenciais
mutualmente disjuntas.

(3) Pseudo-Anosov, caso onde f(S1) = S1, f(S3) = Sy e f(Ss) = Ss.

Figura 3.12: Exemplo da aplicacao do teorema de Thuston.



Capitulo 4

O teorema de Handel

Na se¢ao 4.1 iremos definir o conceito de métrica equivariante e tratar de alguns resul-
tados envolvendo tal definicao. Na secao 4.2 introduziremos o conceito de sombreamento
global e trataremos de resultados relacionados a essa definicao. Na secao 4.3 enunciaremos
e demonstraremos o teorema de Handel o qual figura como o principal resultado deste
trabalho, e que nos diz que os pontos periodicos de um homeomorfismo pseudo-Anosov
f M — M, definido sobre uma superficie orientavel de género maior ou igual a 2,
nao podem ser eliminados usando isotopias. Segue portanto que, a entropia topologica de

uma aplicacao g : M — M homotoépica a f é maior ou igual a entropia topoldgica de f.

4.1 Meétrica equivariante

No que se segue sempre teremos que f : M — M serd um homeomorfismo pseudo-
Anosov sobre uma superfice orientdvel M de género maior ou igual a 2 e g: M — M
serd uma aplicacao que ¢ homotopica a f. Sejam também M o recobrimento universal de

Mep: M— M a aplicacao de recobrimento.

Definigdo 4.1.1. Uma métrica D € dita ser equivariante se para todo r € Aut(M) e

quaisquer pontos T,y € ]\7, temos que

D(Z,7) = D(r.7, 7).

38
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Equivalentemente, D é uma métrica equivariante se, e somente se, € o levantamento de

uma métrica D em M para M.
Observacao 4.1.2. Notemos que, em nossas discussoes, M serd sempre D ou H.

A préxima propriedade nos diz que nenhum levantamento de qualquer iterada de f

pode fixar dois pontos distintos em M.

Propriedade 4.1.3. Ezistem um nimero X\ > 1 (coeficiente de dilatagao) e uma métrica

~ [—2 ~—2
D = Ds +Du )

onde Dy + M x M —s [0,00] e Dy : M x M — [0,00] sdo fungodes equivariantes

equivariante D em M tal que

satisfazendo

D (f(@1), f(T2)) = ADy (71, 7»)

Dy(f7(@), f (@) = ADy (@1, T2)

para todo T1,%o € M e todo levantamento f de f.

Observacao 4.1.4. (i) As folheacédes estdvel e instdvel para f sao levantadas para as
folheagoes estdvel e instdvel para f, respectivamente. Dados T1,To € M, 53(51,%) é
definido como sendo o comprimento minimo, com respeito a medida transversal na folhe-
acao estavel de ]?, do arco conectando T, a To. Analogamente definimos 15u com respeito
a folheacgao instdvel.

(17) Para todo recobrimento universal M de M teremos que f : M —s M ¢ um
levantamento de f. Como g € homotdpica a f, existe um unico levantamento g : M— M

que € homotopicamente equivariante a f.

Propriedade 4.1.5. A ag¢do (a esquerda) sobre o grupo fundamental m (M, x,) induzida
por f nas classes de homotopias livres em M nao tem drbitas periodicas. Em outras
palavras, para toda classe de curvas [a] seque que uma curva em [f™(«)] nao € homotdpica

aa C M, para ¥n > 1, pois [ € um homeomorfismo pseudo-Anosov.
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Demonstra¢ao. Suponhamos que exista uma curva o C M tal que [f"(«)] ~ [a]. Entéo
f € homotopica a um g tal que ¢" () = a, ou seja, a classe de isotopias de f é redutivel.

Absurdo, pois um homeomorfismo pseudo-Anosov nao é redutivel. O

Definicao 4.1.6. Em nosso trabalho caminhos em Homeo(M) serdo isotopias e compo-
nentes conexas de Homeo(M) serio classes de isotopias. Se f € isotdpica a g via isotopia
H,;, usando a notacao jda introduzida, temos que H, : f = g. Dessa forma, levantamentos f
e g de f e g, respectivamente, sio isotopicamente equivariantes se eles sao isotdpicos

via um levantamento de H; definido em M. A notagao adotada serd H, : f=g.

4.2 Sombreamento global

Defini¢ao 4.2.1 (A. B. Katok). A f-drbita de v € M é K-sombreada globalmente

pela g-orbita de y € M se existem levantamentos T € M dexe Y€ M de y tal que

D(f*(@),3" (@) < K,

para Yk € Z onde K > 0 e dita constante de sombreamento. A notacao utilizada para

tal serd (f,z) ~% (g,y) ou (f,z) ~ (9,y) quando a constante K nao for especificada.

Observacao 4.2.2. Note que:
(a) (f,z) ~% (g,y) € uma relagao de equivaléncia.

De fato, seque que ~%

€ uma relacao:

(1) Reflexiva, pois para uma f-drbita de x € M com T € M sendo um levantamento de
x temos que 0 = D(f*(Z), f¥(%)) < K, onde K ¢ a constante de sombreamento global, e
assim temos (f,x) ~% (f, z);

(17) Simétrica, pois sendo a f-drbita de x € M K-sombreada globalmente pela g-drbita de
g € M ezistem levantamentos T e j de x ey, respectivamente, tais que D(f*(Z), §*(7)) =
D(§"@), f¥(%)) de onde obtemos ﬁ(ﬁk(@,fk(%)) < K e assim temos que se (f,x) ~%
(9.y), entio (g,y) ~* (f,x); e

(ii1) Transitiva, pois supondo que (f,x) ~% (g,y) e (g,y) ~% (h, 2) seque pela definicao
4.2.1 que sendo D(f*(2),3* (@) < & e D(F*(y), h*(2)) < & temos que D(f*(F), h*(2)) <



91

D(f*(Z),3*@)) + DG @), hi*(%)) < £+ L =K e assim temos que se (f,x) ~% (g,y) e
(g,y) ~% (h, 2), entdo (f,z) ~% (h, 2).

K ¢ uma relacio de equivaléncia.

Portanto a relacao ~
(b) (f,2) ~% (g9,9) nao depende da escolha da métrica equivariante tomada na defini¢do

do sombreamento global.

Definicao 4.2.3. Sex € M ¢é um ponto fixo de f" ex € M é um levantamento de x, entao
fM(Z) = s&, para algum recobrimento transladado (i.e. aplicagio de Mobius) s de M.
Analogamente, se y € M € um ponto fizo de g™ e y € M é um levantamento de Y, entao
9"(y) = ty, para algum recobrimento transladado t de M. Diremos que (f",x) e (g",y)
sao Nielsen equivalentes se existem T e 3y, como acima, tais que s = t. Designaremos
esta relagao por (f7,z) ~NE (g™, y). As classes de equivaléncia com respeito a esta relagdo

sao chamadas classes de Nielsen.

Lema 4.2.4. Se x € M ¢é um ponto fixzo de f* ey € M é um ponto fixo de g", entao

(f", ) ~E (g, y) se, e somente se, (f,z) ~" (g,y).

Demonstracio. (=) Suponha que f*(%) = t7 e *(7) = t7, i.e., (f", ) ~VE (g",y). Disso
temos ainda que T = f_"(tf) ey =g "(ty), aplicando as respectivas inversas. Logo segue

que

D(f*@).9°@) = DU (f(t ))J’“(ﬁ’”(@))
= D(f*"(t2), 3" (t9)

D(t

D(

I
G

¢ @) (@)
@), 3 @)

Il
b

uma vez que, t' = fkngf-(k=n) — Gh-nyg—(k-n)

¢ um recobrimento transladado e D &
equivariante. Assim ﬁ(fk(f),ﬁk@’)) toma apenas uma quantidade finita de valores e é
limitado.

(<) Suponha agora que f™(7) = 5.7 e §"(J) = t.J sejam acdes e que (f,z) ~% (g,).

Como D é equivariante e silfn(f) = 7, tomando como ponto fixo T € M (que em nosso
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caso sera sempre D ou H), segue que

D@, (s7'g)F @) = D(s ' f"(@). (s7'7) @)
= D(s'f"(sHM@)), (s79) @)
— D((s7'fM2@), (s7'g* @)

= D((s' "M@ (s'gN@) < K

para algum k € Z, ja que, caso contrario as iteradas tenderiam ao bordo de M. Uma
vez que qualquer subconjunto limitado de M intersecta somente uma quantidade finita
de levantamentos de y, entao (s~1g")* fixa ambos 7 e s71g"(y) = sty para algum k > 0.

De fato, vai existir tal £ > 0, de maneira que

(719" @) =7 (+)

(s71g")* ((s'g") (@) = s'3"(9)
(lembrando que g e homotopica a um homeomorfismo pseudo-Anosov f) e assim temos

que

(sT'g) ((s7@) = (7' ) = (s7') (579" ()
<~ —_—
() (%)
usando a igualdade (*). Isto implica que (s~'g")* comuta com o recobrimento transladado
st e pela propriedade 4.1.5 temos que s~'t = Id. Logo, segue que (f", z) ~NE (g",y).

O
Proposicao 4.2.5. O indice de ponto fixo para o ponto firo x de f" nunca serd zero.

Demonstracao. Suponhamos que x é um ponto regular de f com g = f". Segue que x é
um ponto periodico de f e sua n-ésima iterada f"(x) = g(z) é um ponto fixo de g. As
folheagoes (F, ) e (F*, us) de f mostram que f"(x) = g(z) ainda é um ponto de sela.
Segue assim que index(f™,x) = —1 # 0. Se x é um 3-prong segue que index(f",x) =

—2 # 0. Se x é um 4-prong segue que index(f™, x) = —3 # 0. Por indugao sobre o nimero
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de prongs, segue para um p-prong, que temos index(f" ) = —(p — 1) # 0. Portanto

concluimos que index(f", x) # 0. O

Corolario 4.2.6. O indice de ponto fizo de um p-prong (fizo) x de f* € index(f", x) =
—(p—1).

Podemos reescrever o corolario 2.5.5 em relacao a uma classe essencial de Nielsen da

seguinte forma:

Corolario 4.2.7 (Invariancia sobre homotopia). Para todo x € Fiz(f™) que estd contido

em uma classe essencial de Nielsen de f (i.e., index(f™,z) # 0) e qualquer f' homotdpico

a f, existe um x' € Fiz(f") com (f*,x) ~NE (f" 2).

O proximo lema nos diz que do ponto de vista da equivaléncia de Nielsen, f tem o

menor nimero de pontos peridédicos entre todas as aplicacoes em sua classe de homotopia.

Lema 4.2.8 (Thurston). (i) Se x; e x5 sdo pontos fixos distintos de ", entio (f", x1) e
(f™, z2) nao sdo Nielsen equivalentes.
(17) Se x é f-periddico com periodo pelo menos igual a n, entao existe y que é g-periddico

com periodo pelo menos igual a n e tal que (f™,x) € Nielsen equivalente a (g",y).

Demonstracao. (i) Segue pela propriedade 4.1.3, ja que, tal propriedade nos diz que ne-
nhum levatamento de qualquer iterada de uma dada f pode fixar pontos distintos em M.
(i) Vamos mostrar primeiro a existéncia de y bem como que (f", z) ~€ (g" y). Pela
proposicao 4.2.5 segue que o indice de ponto fixo para o ponto fixo = de f™ nunca é zero.
Agora, pelo corolario 4.2.7 para todo = € Fiiz(f) com z contido em uma classe essencial
de Nielsen de f™, isso devido a definicao 2.3.3, podemos tomar uma ¢ homotopica a f de
NE (g™ y)-

Resta mostrar que y tem pelo menos periodo n. Suponhamos que existam levanta-

forma que exista um y € Fiz(g) com (f™, x) ~

mentos T e y de x ponto fixo de f™ e y ponto fixo de ¢g", respectivamente. Seja ainda
t um recobrimento transladado tal que sendo (f",x) e (¢g",y) Nielsen equivalentes com
M@ = s¥ = t§ = §"(7) temos que t1f"(F) = 7 e t71§"(§) = J. Suponhamos por

contradicdo que y tenha periodo "m; < n". Entado (pela unicidade do levantamento de
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g" fixando 7) existe um recobrimento transladado ¢; tal que t~'¢g" = (t,g™ )™ onde
n

my = — > 1. Uma vez que, levantamentos isotopicamente equivariantes de f" sao
my

iguais, segue que
t—lfn — (tlfml)mQ-
Isto implica que toda érbita de tlf” de x ¢é fixada por t‘lf” contradizendo a propriedade

4.1.3, ja que, por esse resultado nenhum levantamento de uma iterada de f pode fixar

dois pontos distintos. O

Observacao 4.2.9. Dewve-se resaltar o fato que levantamentos de iteradas nao sao usual-
mente iteradas de levantamentos. De forma mais explicita, sejam J? um levantamento de
fe f” um levantamento de f™. Logo qualquer levantamento de f™ pode ser escrito como
a - f", para algum a € m(M). Por outro lado, todo levantamento de f pode ser escrito
como b - f, para algum b € w (M). Usando a relagao entre levantamentos de aplicagoes
para o recobrimento universal e aplicagoes deck (que em nosso trabalho sao considerados
sobre superficies de género maior ou igual a 2 e as quais sao definidas como composicoes

de elementos de um dado grupo Fuchsiano considerado) segue que

fb-7) = f(0)f (4.1)

onde ﬁ :m(M) — m (M) é um endomorfismo induzido por f e assim temos que
(b- ) = bﬁl(b)...ﬁ”’l(b)f Assim a- f* é a iterada de um levantamento somente no caso

especial em que a = bﬁl(b)...ﬁn_l(b), para algum b € M.

Proposicao 4.2.10. Sejam f,g € Homeo(M) com Hy : f = g e levantamentos isotopica-

mente equivariantes Hy : f = §. Entio (f,z) ~* (g,v) se, e somente se, (f,p(r) - x) ~&

(g,0(r) - y), para qualquer r € m(M).

Demonstracao. Pela observagao anterior, da equivariancia da métrica e do fato que ﬁ = G

via H; teremos

D(f"(r-%),3"(r-9)) = D) ["(@), %) - 7"®))
= D(f"(@).3"®)).
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Lema 4.2.11. Existe um K = K(g) tal que (f,z) ~ (g,y) se, e somente se, (f,z) ~%
(9,y). Em particular, se x, — @, Yo =y, € (f,20) ~ (g,yn), entdo (f,x) ~ (g,y).

Demonstragio. (=) Seja R = max[sup-_z; D(f(%),3(%)), SUD5 77 D(f~Y(%),§4(%))]. Te-
mos que sendo a métrica D equivariante e M uma superficie de género maior ou igual a 2
(i.e., M & compacta) segue que R < oo. Da propriedade 4.1.3 temos que D, (f(Z), f(7)) =
)\ﬁu(f, y) e 5S(f_1(55), f_l@')) = )\55(5, ), entdo segue da desigualdade triangular que

AD,(Z,7) = Du(f@), @)

IAN A
o
= B
Pt
RS
Q@ w
S =
+
wh
£
/Lg\z
NS
)
=

e portanto

Novamente, pela desigualdade triangular, segue que

AD,(Z,9) = D@, /(@)

)+ Do @), [ @)

IAN INA
oy
[v) v

TR
&;lz lez
SIS

e portanto

D,(f1@),57'(®)) = ADy(F,7) — R.

2(R+1
Tomemos K = K(g) = %
No caso em que IN)M(E, y) > K/2, segue que
~ 2(R+1
2D, (z,y) > K = ()\——i_l)

A=1)Du(7,7) > R+ 1
A—=1)Dy(%,7) —R>1
AD,(Z,7) — Du(Z,7) — R > 1

AD,(Z,7) — R > Du(%,7) + 1 (4.2)
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Pela desigualdade triangular, segue que

Du(f(@). J@) < DulF(@).9@)) + Du(f(5).5®))

e aplicando a propriedade 4.1.3 no lado esquerdo da desigualdade acima e usando a defi-

nicao de R no segundo termo do lado direito da desigualdade temos que

AD,(#.3) < Du(F(@).33) + R
AD(%.3) - R < Du(J(®),5(3))

Pela inequagao (4.2) temos que

L+ Du(%,7) < Du(f(2), 3(7))

Analogamente, se D,(%,7) > K/2, segue que
1+ Dy(Z,7) < Du(f71(3), 51 (@))

Portando, se (f,z) ~ (g,y), entao (f,z) ~* (g,9).
(<) Segue da definigao 4.2.1.
Em particular, suponhamos que x,, — =, 1, — ¥ € que ﬁ(fk@n)’ 7 (7)) < K para todo

k € Z en € N sendo K a constante de sombreamento global. Uma vez que
D(f*(®),3°(®)) < D(f*(@), [*(@)) + D([*(F0), 3" @) + DG (@), 5 (1))
para todo n, e como o primeiro e o terceiro termo da soma do lado direito da desigualdade

tendem a zero quando n — oo, temos assim que

D(f*(@), (@) < sup D(f*(#), " () < K.

nez

Portanto (f,x) ~% (g,y) e como (f,z) ~% (g,y) implica (f,z) ~ (g,y), nés terminamos.
O

4.3 O teorema de Handel

O préximo teorema nos diz que do ponto de vista do sombreamento global, um home-
omorfismo pseudo-Anosov f tem o menor niimero de 6rbitas entre todas as aplicagoes em

sua classe de isotopia.
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Teorema 4.3.1. Sejam f : M — M um homeomorfismo pseudo-Anosov definido em
uma superficie orientdvel M de género maior ou igual @ 2 e g : M — M uma aplicacao
qualquer que seja homotopica a f. Entao, seque que:

(1) se (f,x1) ~ (f,x2) entido x1 = xo; €

(i7) para todo x € M, eziste um y € M tal que (f,z) ~ (9,y), e ainda, se x é f-periddico
com periodo pelo menos n, entao y pode ser escolhido sendo g-periddico com periodo pelo

menos n.

Demonstracao. (i) Segue imediatamente da propriedade 4.1.3, uma vez que, qualquer
levantamento de qualquer iterada de f nao pode fixar dois pontos distintos em M.

(ii) Tomemos Yz € M sendo um ponto f-perioédico com periodo pelo menos n e f :
M — M um homeomorfismo pseudo-Anosov com g : M — M homotdépica a f. Pelo
lema 4.2.8 item (ii) segue que existe y € M que é g-periodico com periodo pelo menos n
NE (

tal que (f", z) ~V¥ (¢g",y). Agora pelo lema 4.2.4 temos que (f",x) ~ g",y) implica

(f,z) ~% (g,y). Pelo lema 4.2.11 segue que (f,z) ~* (g,y) implica que (f,z) ~ (g,y).
Seja Vx € M nao sendo um ponto f-periodico. Pela proprosicao 3.2.11, como os

pontos periodicos de M sdo densos em M, vai existir uma sequéncia {z, } de pontos f-

neN
periodicos de periodo pelo menos n tal que x,, — z. Analogamente, seja Vy € M nao sendo
um ponto g-periodico de forma que pela proprosicao 3.2.11 como os pontos periddicos de
M sao densos em M, vai existir uma sequéncia {y,}, oy de pontos g-periodicos de periodo
pelo menos n tal que y, — y.

Como (f,x,) ~ (9,yn), para cada indice n € N, pelo lema 4.2.11 segue entao que

(f,z) ~ (g,y) como queriamos. O
Como uma uniformizacao do teorema 4.3.1 temos o seguinte resultado:

Teorema 4.3.2 (Handel). Sejam f : M — M um homeomorfismo pseudo-Anosov
definido em uma superficie orientdvel M de género maior ou igual a 2 e g : M — M
uma aplicacao qualquer que seja homotdpica a f. Entao existe um conjunto compacto g-

tnvariante Y C M e uma aplicacao m: Y — M continua e sobrejetiva que € homotdpica
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a nclusao tal que o diagrama a sequir é comutativo.

gy
oy

Y

Seque em particular que h(gly) > h(f).

Demonstragao. Defina o seguinte conjunto,
Yi={yeM:3x e M,(f,x) ~"* (9.9)},

onde x,y € M sio levantamentos de x,y € M, respectivamente. Pelo teorema 4.3.1 item
(i), existe um tnico & € M tal que (gly,y) ~ (f,z) e assim podemos definir uma projecio
7:Y — M como

y—7(y) =1 (4.3)
Vamos mostrar que Y e 7 sdo projetadas para Y e m com as propriedades desejadas.
Pela proposicao 4.2.10, segue que Y & equivariante, i.e., para qualquer r € m1 (M) (grupo
das transformacoes de Mébius), r-Y =Y.
Mostremos que Y & fechado, i.e., vamos mostrar que o conjunto dos pontos limites de Y
est contido em Y.
Assuma que 7; € Y e que Ui — Yo. Tomando K = K(g|y) como no lema 4.2.11 temos
que para 7 suficientemente grande que z; € B(yo, 2K) (i.e., uma bola aberta de centro g
e raio 2K). Assim vai existir um 7y € M e uma subsequéncia z; ; — To. Novamente pelo

lema 4.2.11, para todos j e n temos que
D(f*(@i), 913" 5iy)) < K.
Fixando n e fazendo j — oo temos que
D(f*(70). 417" (%)) < K.
Dessa forma, segue que (f,zo) ~% (gly,yo) e 9o € Y onde g ¢ o levantamento de yo € Y.

Portanto, Y & fechado.

Vamos mostrar que 7 é continua.
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Seja y; — yo. Uma vez que Z,, = m(yy), por (4.3), é tal que o conjunto {Z,, }nen é limitado e
como mostramos anteriormente no lema 4.2.11 que se uma subsequéncia z,, ; — 7o implica
que (f,20) ~* (gly,90), temos de fato que, Z,, — T(7o) = Zo e assim 7T é continua.
Vamos mostrar que o gly = f om e que 7 é homotopica a inclusdo.

Segue imediatamente da proposicao 4.2.10 que Y é equivariante, i.e., para qualquer r €

m (M), (r-y) =r-7(y). De fato, temos que se r € m(M) entao,

Ty) =z & 7w(r-y)=r-x
& w(r-y)=r-7y).

Ainda, como temos que (f,x) ~% (gly,y) se, e somente se, (f, f(z)) ~* (gly,gly(y)),

segue que Y é g|y-invariante. De fato, segue da definicao 4.2.1 que

(f,z) ~* (gly,y) & D(f*@),3:"®) < K

< D Nf@).9:" '@y @) < K
& (f f(@) ~F (gly, gly ).

Podemos ainda observar que 7 (3ly (7)) = f().
Como 7 é equivariante, continua e 7 o gl = fo T temos que Togly = fomewé

homotépica a inclusao. Tais afirmagoes sao validas ja que, sendo 7(y) = T temos que

(Togly) = f(7) = f(7(©))

e portanto temos que

%O§|y=f0%-

Agora pela defini¢ao de ¢ e obeservando os diagramas da figuara 4.1 segue que
mogly = fom.

Resta mostrar que qualquer ponto periédico de f esta na imagem de 7.
Uma vez que Y & compacto por hipotese, sendo 7 continua, segue que m(Y') é compacto
e como pela proposicao 3.2.11 os pontos periddicos de f sao densos em M, temos que

m(Y) = M. Logo seja x € M um ponto de periodo n por f. Pelo lema 4.2.8 item (i), x
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é lnico em sua classe de Nielsen e sabemos pelo lema 4.2.5 que este tem indice de ponto
fixo diferente de zero. Dessa forma, esta constitui uma classe essencial de Nielsen pela
definicao 2.3.3 e pelo corolario 4.2.7, existe algum y € Fiz(gly) com (f*, z) ~NE (gly", y).
Dessa forma, pelo lema 4.2.4, existe § € Y com (f,z) ~% (gly,y) e assim T € %(17) com

zemn(Y). O

©O Il

,7.‘_

_,@_.N_,N

Figura 4.1: Detalhes da demostragao do teorema de Handel.



Conclusoes

A realizacao dessa dissertacao foi essencial para a compreensao do conceito de home-
omorfismo pseudo-Anosov e suas propriedades, as quais foram aqui consideradas sobre
superficies orientaveis de género maior ou igual a dois.

Fomos capazes a partir de tal definicao estudar a entropia topologica de um homeo-
morfismo pseudo-Anosov associada ao subshift de tipo finito, conceito que nos fornece a
nocao da complexidade da dinamica que tal aplicacao possui.

O estudo das propriedades do homeomorfismo pseudo-Anosov nos permitiu compre-
ender melhor o teorema de classificagao de homeomorfismo de superficies proposto por
Willian P. Thurston.

Por fim, fomos capazes de enunciar e demonstrar o teorema de Handel, o qual afirma
que pontos periddicos de um homeomorfismo pseudo-Anosov nao podem ser removidos

via isotopias.
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