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Resumo

Neste trabalho aprensentamos uma introducao matematica ao estudo de modelos
cosmolégicos espacialmente homogéneos, em especial aos modelos Bianchi tipo I,
que sao espacialmente planos. Neste caso analisamos como a geometria espacial
evolui sob certas condigoes da anisotropia. Ao final analisamos a possibilidade destes
modelos substituirem o modelo Robertson-Walker plano com constante cosmoldgica.

Palavras—chave: Anisotropia , modelos cosmoldgicos, Espacos-tempo de Bian-
chi.






Abstract

In this work we present a mathematical introduction to the study of spatially ho-
mogeneous cosmological models, specially to the type I Bianchi models, which are
spatially flat. In this case we analyse how the spatial geometry evolves under specific
conditions for the anisotropy. By the end we analyse the possibility of such models
replace the Robertson-Walker model with a cosmological constant.

Keywords: Anisotropy, cosmological models, Bianchi spacetime.
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Introducao

As tentativas de oferecer uma explicacao do que é observado no céu noturno fez com
que muitas das culturas conhecidas até agora criassem sitemas bem elaborados sobre
a origem e comportamento dos objetos no céu. Por exemplo, os indios Pijaos, que
ainda moram no sul do estado do Tolima na Colombia, tem bem arraigada a ideia
de que a terra ¢ plana, que embaixo desta existem trés torres de ouro que a mantém
acima da grande lagoa que representa o submundo, lar de duas criaturas que ainda
nao acordaram. Acima desta terra plana existem trés camadas que dividem o céu
observavel. Na tltima camada encontra-se o sol, o pai de tudo. Mais detalhes desta
cosmogonia podem ser encontrados em [§].

Em contraste com a cosmogonia das civilizagoes indigenas junto com as religioes,
a sociedade moderna aplica o método cientifico para dar uma explicacao do cos-
mos. Desde o século VI antes do ano zero, os fildsofos gregos foram aprimorando
suas explicagoes sobre o comportamento dos objetos no céu, até chegar no modelo
matematico proposto por Claudio Ptolomeo ha 20 séculos. Mas este modelo nao
era totalmente consistente com observagoes astronomicas da época. Indo um pouco
mais a frente nesta historia, com a teoria heliocéntrica E], junto as novas técnicas de
observacao astronomica desenvolvidas por Galileu Galilei e a teoria da gravitagao
exposta por Isaac Newton, entre os seculos XV-XVII, a descricao do cosmos foi fi-
cando cada vez mais robusta. Os modelos de universo baseados no método cientifico
sao chamados de modelos cosmoldgicos.

Entre os anos de 1920-1930 os fisicos Alexander Friedmann e Georges Lemaitre
concluiram que a teoria da Relatividade Geral pode ser usada para explicar um uni-
verso em expansao. Uma extensao da teoria heliocéntrica, nos diz que nossa galéxia

L A teoria heliocéntrica explica que os planetas e o Sol ndo giram em torno da Terra
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nao esta numa regiao especial do universo. Estendendo isto para qualquer outra
galéxia, dizemos que o universo é homogéneo, pelo menos em escalas suficientemente
grandes, assim como isotrépico, quer dizer, este apresenta as mesmas condicoes em
todas as direcoes visto desde qualquer ponto no espaco. Esta suposicao é funda-
mentada nas medicoes da radiacao césmica de fundo. As duas suposicoes juntas se
conhecem como o principio cosmologico.

Nos anos trinta o fisico Howard P. Robertson e o matematico Arthur Geoffrey
Walker demonstraram que existe uma métrica subjacente em todos os modelos cos-
molégicos homogéneos e isotrépicos, chamada de métrica de Robertson-Walker. O
modelo cosmolégico homogéneo e isotropico que aplica a métrica de Robertson-
Walker é conhecido como modelo padrao da cosmologia ou modelo FLRW. Para obter
a descrigao de um universo em expansao acelerada segundo o modelo FLRW, coloca-
se um termo adicional nas Equacoes de Einstein chamado de constante cosmoldgica

A.

Na medicao da radiacao cosmica de fundo se apresentam pequenas flutuagoes, o
que faz pensar que o universo é muito proximo do isotrépico. Uma questao que surge
de tudo isto é, se existem outros modelos de universo que consigam explicar a ex-
pansao acelerada tendo em conta apenas um pequeno devio com respeito a isotropia.
Os modelos cosmoldgicos que preservam s6 a homogeneidade do espago pertencem a
familia de modelos cosmolégicos tipo Bianchi. O modelo mais ”simples”desta familia
é o modelo Bianchi tipo I.

Os modelos Bianchi-I sao tais que, num instante de tempo o espaco 3-dimensional
é um espago Euclideano. O objetivo deste trabalho ¢ aplicar o modelo Bianchi-I ao
espago-tempo e poder concluir se, colocando certas condigoes sobre a matéria do
universo, pode este modelo concordar com a expansao do universo prescindindo da
constante cosmologica.

Neste trabalho analisaremos a evolucao da geometria espacial do universo sob
certas condigoes da anisotropia. Assim, se faz necessaria uma revisao sobre alguns
conceitos da Geometria Diferencial que serao apresentados no capitulo 1. No capitulo
2 estudamos os grupos de simetria que existem num espago homogéneo de dimensao 3.
Uma breve explicacao sobre modelos matematicos em cosmologia é feita no capitulo
3. Por ultimo, no capitulo 4 apresentamos um exemplo onde aplicamos os conceitos
estudados nos capitulos 1-3.



Capitulo 1

Conceitos de Geometria
Diferencial

O objeto de estudo da geometria diferencial, as variedades diferenciaveis, tém uma
caracteristica especial de que localmente podem ser analisadas com as ferramentas
do calculo diferencial do espaco Euclideano R™. Uma extensao do cédlculo em R”,
e consequentemente as variedades diferenciaveis é conhecida como calculo tensorial.
Neste capitulo apresentamos algumas propriedades dos tensores e das variedades
diferenciaveis.

Vamos adotar a convenc¢ao da soma de Einstein, i. e.:

n
E Kz, = k'z;.
i=1

Esta convencao ¢ valida s6 no produto de dois ou mais termos que esteja no mesmo
lado da igualdade.

1.1 Algebra Multilinear

1.1.1 Formas lineares

Neste secao vamos tratar espacos vetoriais e tensores sobre o corpo dos ntimeros reais
R. Para uma visao mais geral de algebra linear veja [2].

Definicao 1.1.1 Seja E um espaco vetorial real de dimensaon. Definimos o Espago-
dual (E*) de E como sendo o espago de todos os funcionais lineares sobre E, w :
E —R.

13
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Exemplo 1.1.1 Dada uma funcao real g : R — R, a derivada total dg, : R™ —
R € um funcional linear.

E f4cil mostrar que, dada uma base B = {ey, ..., e, } de E, E* é um espaco vetorial.
Definimos sua base dual de E* por B* = {e!,...,e"} tal que

6i(€j> = 5;‘7

para todo 7,5 = 1,...,n. A base dual de E* depende da escolha da base de F.
Existe o espaco dual de E* chamado de espago bidual E**. Entre E* e E** tem-se
um isomorfisrmo natural, i. e., que nao depende das bases escolhidas nos espacos
vetoriais.

Proposicao 1.1.1 A aplicagio Q2 : E — E** definida como Q(w) - (v) = w(v), €
um isomorfismo.

Fica claro que uma base de E** é a mesma base do espaco vetorial F, pois
Q(e) - (e5) = €'(¢;) = 95,

i,7=1,2,...,n. A prova pode ser encontrada em [I].

1.1.2 Formas bilineares

Definicao 1.1.2 Seja E espaco vetorial e dim E = n. Uma forma bilinear b é
uma funcao b : E x E — R, que € linear em cada uma de suas entradas, i.e., se
v,w,z € E eceR, tem-se

b(v+ cw, z) = b(v, z) + cb(w, z),
b(v,z + cw) = b(v, z) + cb(v,w).

O espaco das formas bilineares sobre E tem estrutura de espacgo vetorial. Na
continuacao apresentamos dois teoremas importantes com respeito as formas biline-
ares em espagos vetorias de dimensao finita. Se o leitor estiver interessado em mais
propriedades e resultados das formas bilineares, estas podem ser encontradas em [2].

Teorema 1.1.1 Seja E espaco vetorial com dim E = n e seja b uma forma bilinear
simétrica sobre E. Entao, existe uma base de E em relagao a qual b é representada
por uma matriz diagonal.
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Prova. Seja v € E tal que b(v,v) # 0. Seja S o subespago gerado pelo vetor
v e ST o conjunto dos vetores z tal que b(z,w) = 0, Yw € S. Afirmamos que
E=S®S*,5NnS*=0. Un vetor em S é da forma cv com ¢ € R. Suponhamos
que cv € S+, logo b(cv,cv) = c2b(v,v) = 0, como b(v,v) # 0, temos que ¢* = 0.
Agora, seja y um vetor em E =S @ S+, e

r—y by, v)
b(v,v) "’
x é a componente de y em S*. Assim
bo,2) = bovy) ~ b, 0) =0,

uma vez que b é uma forma bilinear simétrica. A restricao de b sobre qualquer
subespaco de F é ainda simétrica. O processo anterior se repete sobre o subespaco
S+ por inducao. Agora, escolhemos e; = v obtendo uma base {ey, ...,e,} de E tal
que b(e;, e;) = 5; i,j=1,2,...,n. N

Definicao 1.1.3 Dizemos que uma forma bilinear é nao-degenerada se num dado
sistema de coordenadas o determinante da sua representacao matricial € nao nulo

det(bw) 7é 0, bij = b(&z‘, ej).

Uma forma bilinear simétrica nao-degenerada é chamada de produto escalar. Se for
definida positiva, i.e., b(v,v) > 0 sobre E, é chamada de produto interno em E.

Pode-se mostrar que essa definicao nao depende da base escolhida.

Teorema 1.1.2 Seja E espaco vetorial de dimensao n e b um produto escalar.
Entao, existe uma base B de E em relacdo a qual a matriz de b é diagonal e tal
que

blei, e;) = £1 1=1,2,....n.

Ainda, o nimero de vetores da base para o qual b(e;,e;) =1 € independente da base
escolhida.

Prova. Pelo teorema existe uma base {éi, ..., é,} de E tal que

b(éi,€;) =0, sei#j;
b(é“é]) 7& 0, se i = j
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Seja B uma base com estas propriedades. Definimos E* como sendo o subespaco de
E gerado pelos vetores e; tal que b(e;, e;) = +1, analogamente E~. Sejap = dim E™,
o resultado importante é demonstrar a unicidade de p. Suponhamos que v € E™,
teria-se
b(v,v) = (v")?b(e;, e;) = (v')* > 0,

onde i = 1,2,...,p,. Analogamente, se v € E~, b(v,v) = —(v')? < 0. Seja E+ o
subespago gerado pelos vetores da base tal que b(ej, e;) = 0, se v € E* por definigao
b(v,w) =0 ,Yw € E.

Afirmamos que £ = E* & E~ @ E* (@ soma direta de espagos vetoriais). Se
escolhemos S subespaco de EY, temos que S, B, E~ sao linearmente independentes.
Escolhemos v € BT, w € B~ e 2z € E+ tal que v + 2z +w = 0. Logo

b(v,0) = b(v,v+w+ z) = b(v,v) + b(v,w) + b(v, z) =0,
b(w,0) = b(w,v+w+ z) = b(w,v) + b(w,w) + b(w, z) = 0.

subtraindo estas duas equacdes temos que b(v,v) = b(w,w), pois b(v,w) = b(w, v).

Ji que v € ET e w € E~, tem-se b(v,v) = b(w,w) = 0, o que implica que
v=w = 0. Assim z = 0. Portanto, estes subespacos sao linearmente independentes.

Sabemos que dim S < dim Et = p. Seja B uma outra base de E que satisfaz as
condicoes do teorema com os subespacos correspondentes E, By, E{-. Um proce-
dimento andlogo mostra que dim F;” < dim ET = p. Agora, partindo da base Be
usando o mesmo argumento, obtemos que dim £ < dim E; = p. Concluimos que,
a dimensao de E' nao depende da escolha da base de E. O mesmo acontece para
E-.

A quantidade de “-1”na representacao matricial de b relativa a uma base orto-
normal como no teorema [1.1.1{é o que chamamos de indice do produto escalar. Se b
¢ uma métrica de indice nao nulo, dizemos que b é nao-definida.

1.1.3 Formas multilineares

Até aqui mencionamos alguns tipos de formas lineares que nos sao familiares. Em
espacos vetoriais F, é possivel definir funcionais lineares que tenham mais de duas
entradas no seu dominio.

Definicao 1.1.4 Seja E espacgo vetorial. Um funcional

g: Ex---xE — R,
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¢ chamado de forma multilinear se ela € linear em cada uma de suas k-entradas, i.e.,
G(V1, ety QU F W, Vg1, ey V) = AG(V1, eey Uiy ey U) F G(U1, ooy W,y Vg1, oy U ).

Exemplo 1.1.2 Sejam os vetores {vy,...,v,} em R™, e o arranjo matricial destes
numa matric A,x,, entdo, a fung¢ao D(vy,...,v,) = det(A) € uma func¢ao n-linear
sobre R™.

Sendo as formas lineares e bilineares um caso particular das formas multilineares,
entao, por inducao tem-se que o espaco das formas multilineares é um espaco vetorial.

1.1.4 Tensores

Definicao 1.1.5 Sejam as duas formas f k-linear e g s-linear sobre o espacgo vetorial
E. Definimos o Produto tensorial de f, g como sendo: f®g: E** = EFx E* — R
definida por

f @ g,y Vprs) = f(01, 0 V) g(Vka 1, -ovy V).

Definicao 1.1.6 Uma forma k-linear sobre E é chamada de tensor k-covariante,
seu espago vetorial é denotado por w € TP (E).

Dada uma base B = {e;} com dual B* = {¢'}, pode-se mostrar que
1@ - - e,
forma uma base de TP (F), onde
€@ @e™ (v, ..., v) = € (vy) - - - € (vy).

Como uma forma multilinear é determinada pela acao dos vetores da base, se deno-
tamos wj,...;, = w(e,, ..., €, ), temos sua representacdo na base B:

w = w’il""ik€“®' e ®€Zk.
Assim, uma forma bilinear b tem a representagao
; :
b:bije ®€], bij = b(ei,ej).

Da mesma maneira que definimos os tensores k-covariantes, podemos definir os
tensores s-contravariantes, 7§ (F), apenas trocando os papeis de E com seu dual E*.
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De forma mais geral podemos mesclar essas duas defini¢oes e definir um tensor k-
covariante e s-contravariante, que ¢ um elemento do espago vetorial 77 (E). Como
um exemplo ilustrativo, um tensor ¢ 1-contravariante 2-covariante é uma aplicagao
3-linear t : E X £ X E* — R e pode ser caracterizado por

t= tfjei ®e ® €L,
onde tfj = t(e;,e;,€) e parav,w € Ee a € E*
€' ®e @ep(v,w,a) =e'(v)-e(w)-ena).

De forma geral {e"'®- - ®e'" ® e;, ®- - - ®e;, } é uma base do espaco T;(E). Logo, um
tensor t k-covariante s-contravariante fica representado por

t=1"7e"® - ®e" ®e;Q - Rej,.

1.1.5 Transformacao de base

Em alguns casos ¢ conveniente escolher uma outra base do espago E, por exemplo,
quando mudamos os eixos coordenados pelos autovetores de uma transformacao li-
near dada. Como foi dito acima, a base do espago dual depende da base do espaco
vetorial F. Portanto, quando trocamos de base, precissamos saber como mudam as
representacoes dos tensores nesta nova.

Sejam B = {e1,...,e,} ¢ B = {é1,...,é,} bases do espaco vetorial E, B* ¢ B*
as bases duais respectivas. A seguinte regra é chamada de lei de transformacao
fundamental

& = afey,
onde A = [a?] é a matriz de transformacao de base. Seja w € T°(E), expressa nas
duas bases de F

i i ~ ~7 ~
W= Wi, Qe =Wy, B ®eT,

onde

~. . — ~. ~- — kl.q k’," f— kl'nn kT‘
Oy = W(Ejy,s oy €5,) = ajl ~ajrw(ek, ey €)= gl G Wy k-

Analogamente, as bases duais estao relacionadas por uma matriz de transformagao
B, iste é, & = ble!. Fazendo uso da definicao de base dual, encontramos a relagao
entre as matrizes de mudanca de coordenadas

(&, =06] = (ble', afey) = blak(e!, e) = b]afsl, = bdl
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o] = blay = (BA)].

Assim, B = A~!. Um tensor r-covariante e s-contravariante tem suas componentes
nas duas bases relacionadas da seguinte maneira

g1-eds ki Jkepdn o pdsglids
til.A.iT - a’il air bll bgs tk1...kr'

Exemplo 1.1.3 Seja R € L(E). Escrevendo Re; = RFey,, entio uma das coorde-
nadas do operador R € obtida por (¢’, Re;) = RZ A segquinte fungao faz com que
tenhamos T} (E) = L(E).

¢: L(E) — T}

R — ¢(R) = tg,

com tg(a,v) = (o, Rv). Da regra de transformagao de base, temos que

]:Zf = afb{Rﬁc.

1.1.6 Traco de um tensor

Na Algebra Linear se define o tragco de uma matriz, sendo este invariante sob uma
transformagao de base do espago vetorial. Como T} (E) = L(E), entao tem sentido
falar do trago de um tensor (1,1), para logo ser estendido a tensores de ordem maior.

Seja T € T} (E), que em coordenadas se escreve T' = T}e? @ ¢;, entao trT = Tj.
O mesmo procedimento pode ser utilizado para tensores de ordem superior. Se R
é um tensor l-contravariante 3-covariante, podemos definir um tensor 2-covariante
tomando seu traco da forma

Rij = Rjy = Rjy; + Ryt + R},

Sob uma transformagao de base, lembrando que b} = (a})™,
B pk gk il 1§k
! /
Mas, bf,a}, = d.. Portanto,

D i e sl pk g
RZ] — CLZ- aj 5]6’6]6 Ri'l’j/ — a/i aj Ri/]’/,

o que mostra que a contragao nao depende da base escolhida.
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1.1.7 Levantamento e abaixamento de indices

Seja g um produto escalar em E e B uma base. Consideremos o seguinte isomorfismo
chamado de Isomorfismo musical.

o F— E*

v @g(v) = g(v,-),

e definamos o produto escalar em E* da forma

g(a,B) = g(o, o, 0,1 ).

Sendo o produto escalar uma forma bilinear simétrica, sua representacao em coorde-
nadas é

= i i (i o
g=g“ei®e;, g7 =gle',é).
O isomorfismo musical nos permite levantar e abaixar indices arbitrariamente, trans-
formando graus de liberdade covariantes em contravariantes e vice-versa. Por exem-
plo
_ — J
w; = (¢g(v))i = giv’.
Desta forma um tensor 4-covariante R € T} (E) poder ser visto também como um
tensor 1-contravariante 3-covariante, que em coordenadas

R=Rjue' @ @0 =R e0d e,

onde
i i’
ikl — 9 Rirjrr-

1.2 Variedades Diferenciaveis

Uma variedade diferenciavel é um conjunto M tal que localmente pode ser parametri-
zado por um sistema de coordenadas no qual é posssivel definir um espacgo tangente
em qualquer um de seus pontos. Como exemplo, temos as superficies suaves em R3.
Os conceitos apresentados nesta secao podem ser estudados com mais detalhes em
[14]

Definicao 1.2.1 Um espaco topologico Hausdortt M é uma variedade diferencidvel
de dimensao m se existir uma familia de aplicacoes X, : U, C M — R™ tal que:

(1) Uy, Ua = M com cada U, aberto.
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(ii) Para todo par a, 8 tal que U,NUg # 0, entdo & aplicao xgox, ' é diferencidvel.
(111) A familia {(Us,X4)} € a familia mazimal que cumpre as condicoes (i) e (ii).
As aplicacoes X, sdo chamadas de sistema de coordenadas local.

Definicao 1.2.2 Uma curva suave sobre M ¢é uma aplicacao ¢ : I C R — M tal
que sua expressdao em coordenadas dada por x,0c: U, Ne(l) — R™ é diferencidvel.

Seja p € M, denotamos por (), o conjunto de todas as curvas ¢ C M tal que
¢(0) = p. O vetor tangente expresso em coordenadas é dado por

. dce(t) d(xoc) 0
T a |, At oai|_
onde
0 _ d(x(0,..,0,,0,...,0))
ox' |,_, dt o
Escreveremos % = 0; quando nao houver confusdo. Dizemos que dois caminhos

c1, ¢2 € O, estao relacionados quando seus vetores tangentes expressos em coordena-
das sdo iguais, i.e., (x o) (0) = (z 0 ¢2)'(0). E facil mostrar que esta relacao é uma
relacao de equivaléncia.

Definicao 1.2.3 Seja c € C,, definimos o vetor tangente ¢ como sendo a classe de
equivaléncia de ¢, formalmente ¢ = {d € C,|d ~ c}.

O conjunto de todos os vetores tangentes em p é chamado de FEspaco Tan-
gente e denotado por T,M. Este espaco tem estrutura de espago vetorial onde
B ={01,...,0n} é uma base. Denotamos seu espaco dual por T,,M*, e sua respectiva
base dual B* = {dz',...,dz™}.

Da mesma maneira que falamos de tensores no contexto algébrico, podemos falar
de campos tensoriais no contexto de variedades. Assim, um campo tensorial em M k-
covariante s-contravariante ¢ uma aplicagao que para cada ponto p € M associa um
tensor k-covariante s-contravariante em 7,M, tal que num sistema de coordendas
qualquer suas componentes sao funcoes diferenciaveis. Assim, se ¢ é um campo
tensorial deste tipo, entao sua representacao local é da forma

t =110 () da" @ @da’ ® 0, @ - - ®0;,.

1. dp

Denotamos
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(i) F(M), é o conjunto das fungoes diferenciavéis sobre M.

(il) X(M) é conjunto dos campos vetoriais (campos tensorias 1-contravariantes)
sobre M.

(iii) 72 (M) é espago dos campos tensoriais k-covariantes s-contravariantes sobre M.
Um campo vetorial Y em coordenadas locais é representado por
Y(p) =Y'(p)0:.

Se f € F(M) é uma funcao diferenciavel, entao definimos a nova fungao Y f, chamada
de derivada direcional de f com respeito a Y, por

Y1) (p) = (Y'0:.f)(p)-

Teorema 1.2.1 Seja a variedade M e os campos vetoriais X e Y sobre M. Entao
existe um tunico campo vetorial Z = [X,Y], chamado de colchete de Lie dos campos
vetoriais X e Y, tal que, [X,Y|f = (XY =Y X)f. Ainda, para quaisquer X,Y, 7 €
X(M) e f,ge F(M), temos

a) [X,Y]=—[Y. X].

b) (X +Y, 2] =X, 2]+ [V, Z].

c) [fX,gY] = fg[X, Y]+ f(Xg)Y —g(Y /)X.
d) [[X,Y), 2] +[[Y, 2], X] + [[Z, X]. Y] = 0.

1.3 Variedades semi-Riemannianas

A seguir definiremos os objetos necesséarios que fixam a geometria da variedade M.

Definicao 1.3.1 Dizemos que v € uma métrica de indice r em M se for um campo
tensorial 2-covariante que em cada ponto p € M define um produto escalar de indice
r em T,M. O par (M,~) € chamado de variedade semi-Riemanniana. No caso em
que r = 0, dizemos que a variedade e a métrica sao riemanniananas, € se r = 1,
dizemos que ambas sao Lorentzianas.

Assim como falamos da derivada direcional de uma funcao, também podemos
falar da derivada de um campo vetorial na direcao de outro. Porém, nao existe uma
maneira natural de definirmos este objeto em variedades. Esta derivada direcional
se da por meio da escolha de uma conexao:
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Definicao 1.3.2 Uma conexao afim V em uma variedade diferenciavel M é uma
aplicagao V : X(M) x X (M) — X (M) que satisfaz as sequintes propriedades:

(i) VixigvZ = fVxZ +gVyZ,
(i) Vx(Y +2)=VxY +VxZ,
(i) Vx(fY)=fVxY + (Xf)Y,
onde f,g € F(M).
Em coordenadas (z1, ..., x,) em torno de p € M, os campos vetorias
X=X9 e Y=Y,
em T, M, teremos que
VxY = X'V, (Y70;) = X'Y'V5,0;, + X'0;(Y7)0;.
Definindo V,0; =T fj(?k, concluimos que
VY = (XYTE + X(Y")) 0.

As funcoes Ffj sao chamadas de simbolos de Christoffel. O objeto VxY é chamado
de Deriwada covariante do campo Y na direcao do campo X.

A seguir, o teorema fundamental da geometria semi-Riemanniana nos diz que
existe uma maneira de fazermos derivada covariante quando a variedade é munida
de uma métrica.

Teorema 1.3.1 Dado uma variedade M com métrica v, entao existe uma unica
conexao afim V em M, chamada de conexdao de Levi-Civita, tal que:

(a) V € simétrica: VxY — Vy X = [X,Y],
(b) V é compativel com a métrica: V(y(X,Y)) =4V -X,Y) +9(X,V-Y).

Ainda, em coordenadas, seus simbolos de Christoffel sao dados por

1
Il = 57" Grws + 0 — i)

Se Vy,0; = T;0, = 0, entdo Vp,0; = Vp,0; que é uma condigio de curvatura
nula. Sua definicao formal:
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Definicao 1.3.3 O operador de curvatura R de uma variedade M com conexdao V,
¢ uma fun¢do que associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicagdo Rxy : X(M) —
X (M), definida por

RxyvZ =VyvVxZ —VxVyZ+ V[X’y}Z.

Teorema 1.3.2 O operador de curvatura define um wnico campo tensorial R €
TH(M), que é chamado de tensor de curvatura de Riemann. Em um sistema de
coordenadas arbitrdrio

R;‘kl = 6kF§j — 0 Zj + T = i 3
Definindo %ng-’}d = Ry temos
(a) Riji = —Rjini;
(b) Rijkl = _Rijlk:;'
(C) Rijkl = Rklij;
(d) Rijii + Rinij + Rujr = 0;

(e) Identidade de Bianchi: V Rijr + ViRijie + ViRijer, = 0

Definicao 1.3.4 O tensor de Ricci € o traco do tensor de curvatura sequndo

Rij = Rk = gkazkjm

ikj
A curvatura escalar de M, € a fungao escalar
S = ’Yinip
onde [v7] = [;'].
O tensor de Einstein é construido a partir do tensor de Ricci e a curvatura escalar.

Da identidade de Bianchi para o tensor de curvatura de Riemann, entao, subindo
um indice e contraindo com outro obtemos

Vi(Rjr) + Vi(RY) + Vi(Ryy,) = 0.

J
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Usando as propriedades de simetria no segundo termo, se subimos o indice 7 e o
contraimos com [, entao

V;(R}) — Vi(S) + Vi(R,) = 0.
Das propriedades de antissimetria no ultimo termo, chegamos em
2V, (RL) — Vi(S) = V,;(2R] — §/5) = 0.
Definindo o Tensor de Einstein como sendo o tensor simétrico G
1
ij = Rkj — §Sgkj. (1.1)

Entao temos 4 ' '
V]GfC = Vj(2R{f — 5%5) = 0.

Uma explica¢do mais completa pode ser encontrada em [9].

1.4 Variedades Lorentzianas

Os resultados apresentados na secao anterior também sao validos no contexto de
variedades Lorentzianas. As demostragoes das proposicoes apresentadas aqui, podem
ser encontradas em [4].

O espago T,M pode ser construido como uma soma direta dos seguintes su-
bespacos vetoriais:

(i) O subespaco vetorial W tal que |y > 0, é chamado de tipo espago,
(ii) O subespaco vetorial W é chamado de tipo tempo se v|w < 0,

(iii) No caso restante 7|y = 0, chamamos o subago W de tipo luz.

Esta divisao é conhecida como sendo o cardter causal de vetores em T,M. Se
v e T,M e ~(v) <0, chamamos v de vetor tipo tempo. Analogamente, vetor tipo
espaco e vetor tipo luz.

Proposicao 1.4.1 Seja W um subespago de T,M de dimensao n > 2, entao sdao
equivalentes

(a) W € tipo tempo, entdo, ele mesmo € um espago de Lorentz.
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(b) W contém dois vetores nulos linearmente independentes.

(¢c) W tem um vetor tipo tempo.

Proposicao 1.4.2 Seja W um subespaco de T,M, entdo sao equivalentes
(a) W € tipo luz.
(b) W tem um vetor nulo, mas, nao um vetor tipo luz.

(c) A interse¢io de W com o conjunto dos vetores nulos forma um subespago de
dimensao 1.

Definicao 1.4.1 Seja ¢ uma curva em M, chamamos ¢ de curva tipo tempo, se ¢
¢ um vetor tipo tempo para todot € I.

Analogamente definimos curva tipo luz e tipo espaco.

Definicao 1.4.2 Seja P uma subvariedade de M, se para todo p € P tem-se que
v >0 em T,M, entao chamamos P de subvariedade tipo espago.

Analogamente define-se subvariedade tipo luz e tipo tempo.

Definicao 1.4.3 Numa variedade de Lorentz M, o campo vetorial X € X (M) € um
campo vetorial tipo tempo, se X (p) € um vetor tipo tempo para todo p € M.

Seja T o conjunto de todos os vetores tipo tempo em T,M. Para v € T definimos
o conjunto

Cv)={weT: (v,w) <0},
chamado de cone de luz. O cone oposto é C(—v) = —C(v) ={w € T : (v,w) > 0}.

Definicao 1.4.4 Dizemos que uma variedade Lorentziana M € temporalmete ori-
entdvel, se existe uma fungdo T que atribui a cada ponto p um cone temporal C, em
T,M e um campo vetorial do tipo tempo tais que X(p) € C, para todop € M. T é
uma orientacao temporal.

Definicao 1.4.5 Uma variedade de Lorentz conexa, temporalmente orientada, €
chamada de espago-tempo.

Para maior informacao da orientagao temporal numa variedade de Lorentz o leitor
pode consultar [5].



Capitulo 2

Grupos de Simetria

A simetria é um conceitos especial na ciéncia, tanto na Matematica como na Fisica.
Especificamente em nosso contexto, a simetria pode se relacionar aos “movimentos”
sobre uma variedade. Como exemplo, temos os movimentos rigidos de um conjunto
no espaco euclidiano R3, que sao feitos de forma continua e a composicao de dois
movimentos rigidos é ainda um outro movimento rigido. Melhor ainda, este con-
junto de movimentos no espaco Euclideano de dimensao 3 tem estrutura de grupo
e de variedade diferenciavel, o que chamamamos de grupo de Lie. Neste capitulo
abordaremos alguns conceitos bésicos de grupos de Lie e suas dlgebras de Lie.

2.1 Grupo de Lie e Algebras de Lie

Definicao 2.1.1 Dizemos que um conjunto G nao vazio, € um grupo se nele hd
definida uma operacao “*” chamada de operagao do grupo, que tem as propriedades
sequintes:

(i) a,b € G entao axb e G.
(ii) Se a,b,c € G, se tem ax (bxc) = (a*b)*c.
(11i) Ezxiste I € G tal que ax I = I % a, para cada elemendo de G.

(1v) para todo a € G, existe o elemento attal queaxal=a"t%a=1.

Por simplicidade de notacao vamos fazer a x b = ab. Existem conjuntos nao

discretos com uma operacao de grupo bem definida que podem ser parametrizados
assim como uma variedade diferenciavel. Estes grupos sao os grupos de Lie.

27
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Definicao 2.1.2 Um grupo de Lie G € um grupo com as sequintes propriedades:

(a) G é uma variedade diferencidvel.

(b) A operagao de grupo x : G x G — G € diferencidvel.

1

(¢c) O mapeamento inversoi: G — G, i(a) = a~" € diferencidvel.

Exemplo. Um espago vetorial E sobre R de dimensao finita é um grupo com a
operacao * definida como a soma de vetores em E. A aplicacao

r: ExFE—FE

z(ay, az) = ay + as,

é linear, portanto, diferencidvel. Da mesma forma i(a)™' = —a é suave. Logo E é

um grupo de Lie.

Todo grupo de Lie é geometricamente homogéneo, i. e., seja a,b € G com U
vizinhanca de a, entao existe uma vizinhanca V de b tal que V = ba~'U, pois a mul-
tiplicacao em G é continua. Em G existe um elemento que tem um comportamento
algebricamente diferente: este é o elemento I definido acima.

Do comentado acima, podemos dizer que tem sentido estudar as propriedades
do grupo G numa vizinhanca da identidade I, para logo serem estendidas ao grupo
todo, se este for conexo. Sendo G uma variedade diferenciavel, entao existe o espago
tangente T;G = g, que pelo estudado na secao [[.2], sabemos que tem estrutura de
espago vetorial E| Cada X € g define um campo vetorial em G por

onde h(t) € G com

d
— At =X, hO0)=1
dtt:o() : (0)

Dizemos que este campo é invariante a direita, pois satifaz

Xa(g-h) = Xa(g) - h=dRn(g) - X,4(9),

onde Rp(g) = gh. Pode-se mostrar que todo campo invariante a direita é desta
forma [4], implicando a existéncia de isomorfismo entre o espago desses campos e g.
Ainda, o comutador de campos invariantes a direita é também um campo invariante
a direita. Isto faz de g uma algebra de Lie como definida abaixo.

No que segue vamos tratar somente grupos de Lie de dimensao finita.
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Definicao 2.1.3 Uma dlgebra de Lie g é um espago vetorial TiG munido com uma
aplicacdo bilinear [—,—] : g X g —> g, tal que:

(i) [X,X] =0 para todo X € g.
(ii) Os elementos da dlgebra satisfazem a identidade de Jacobi
X[, Z]) + Y, [Z.X)) + [Z,[X. Y] = 0,
para todo X,Y, 7 € g.

A aplicacao aqui definida é chamada de colchete de Lie.

Tomando g a algebra de Lie de um grupo de Lie G, se X € g, entao esta bem
definida a curva F(t) € G pela equagao diferencial

{%F(t) — Xo(F(t)
F(0)=1.

Chamamos esta solucao de exponencial e a denotamos por

Seja a,b € Ge X,Y € gtal que a = exp(eX) e b = exp(dY) para ¢, € R. Entao
o comutador do grupo aba~1b~! satisfaz

aba b7t = e e e X e = [ £ e5[X, Y]+ O35, ¢).

Isto nos diz que o comutador da dlgebra ([X, Y]) caracteriza o comutador no grupo.

Embora tenhamos feito uma introducao rapida, quando G' é um grupo matricial
entao as expressoes aqui definidas de forma abstrata tomam suas formas usuais, como
por exemplo

[X,Y] = XY - VX,

t2
et :I+tX+§X2+...
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2.2 Constantes de Estrutura

Dado G grupo de Lie e g sua algebra de Lie com base {e;|i = 1,2,...n}, temos
le:, 5] = Cliex,

onde 7,7,k =1,2,...,n. As constantes ij sao chamadas de constantes de estrutura, e
serdo importantes para determinar quando duas algebras sao isomorfas. A aplicagao
[—,—] : gxg — g nem sempre ¢é sobrejetora, mas o seu contradominio tem estrutura
de algebra de Lie, a qual chamaremos de dlgebra derivada g'.

Proposicao 2.2.1 Sejam g, e g, duas dlgebras de Lie, ambas de dimensao n. Su-
ponhamos que exista uma base para g, e uma outra para g,, tal que as constantes de
estrutura coincidam. Entdo, g1 e go sao isomorfas.

Prova. Seja {ey,...,e,} base de g; e {é1,...,é,} base de go com
les, €] = ijek e i, é;] = éfjék'
Definimos o mapeamento linear ¢ : g, — ¢,, tal que
ole;) = ¢ para todo i=1,2,..,n,
logo, pela hipdtese temos que
Cloler) = Chipler) = Cliér = [0, 6] = [p(er), ole;)].

Portanto, ¢ é um isomorfirmo.H
Corolario. Se duas dlgebras de Lie sao isomorfas, entao, suas algebras derivadas
também o serao.

2.3 Classificacao das Algebras de Lie
de dimensao 3 segundo Winternitz

Neste trabalho estamos interessados na classificacao das algebras de Lie de dimensao
3, pois como sera esclarecido nas seguintes secoes, existe uma ligacao entre gru-
pos e éalgebras de Lie de dimensao 3 com variedades lorentizanas espacialmente ho-
mogeéneas. A dimensao da dlgebra derivada g', por simplicidade, a chamaremos de
posto. As demonstracoes dos resultados aqui apresentados podem ser encontradas
em [6].
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2.3.1 Algebra de Lie abeliana (dimg! = 0)

Uma &algebra de Lie g abeliana é definida por
(X, Y] =0, para todo X,Y € g,

por vezes g é chamada de algebra comutativa. Aqui temos que C’fj = 0 para todo
1,7, k. Pela proposicao se tem que esta algebra ¢é tinica a menos de um iso-
morfismo. Assim, em dimensao n ela é caracterizada pelo seu modelo padrao com
g=R'e[-,—]=0.

Pode-se mostrar que todo grupo de Lie abeliano, i. e., ab = ba para todo a,b € G,
tem uma algebra de Lie abeliana. De forma inversa, se g ¢ uma algebra de Lie
abeliana de um grupo G, entao este é abeliano.

2.3.2 Algebra de Lie com posto 1 (dimg! = 1)

Seja { X1, X2, X3} base de g. Aqui temos que posto de g é 1, logo existe X; que é
base de g'. Assim, existem a, b, ¢ € R, nao todos nulos, tais que

(X1, Xo] = aXy, (X1, X5] =0X1 e [Xy, X3 =cXi.

Procuramos uma base “canonica” que corresponda com o maior nimero de constantes
de estrutura nulas. Supondo que a # 0, pode se ter a seguinte base

1
€1 :Xl, €9 = EXQ (§] 63:CLX3—bX2+CX1.

A algebra derivada segundo esta nova base é
[e1, ea] = e, [e1,e3] =0 e [eg,e3] =0.

Esta nao é a unica possibilidade, ja que se supomos que a =b =0 e ¢ # 0, tomando
e1 = Xy, ea = X3, e3 = cX1, entao temos

[61,62] = €3, [@1,63] =0 e [62,63] =0.

Afirmamos que estas duas algebras nao sao isomorfas, e portanto existem duas
algebras de Lie de dimensao 3 e posto 1 a menos de isomorfismos.
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2.3.3 Algebra de Lie com posto 2 (dim g! = 2)

Neste caso, seja {ej, s} base de g'. Vamos escolher um e € g tal que {ej, €2, ¢} seja
base da dlgebra de Lie g. Agora, temos que

[e1, €2] = aey + beq,
onde a,b € R. Neste caso precisamos definir o seguinte conceito.
Definicao 2.3.1 Chamamos de representagao adjunta de X € g o mapeamento
adx : g — g',
adx(Y) =[X,Y].

Seja X = xle; +a2ey € gt arestricao a g da adjunta ady pode ser representada por
uma matriz 2 x 2 que ¢é construida pelas relagoes
{[X, e1] = [zle; + 22eq, e1] = 1?[ey, 1] = —a?[e1, o] = —ax?e; — bale,,

(X, eo] = [wle) + ey, €9] = xlley, €3] = azle; + br'les.

Logo na base escolhida de g' se tem

—azr? ax!
[a’dX]{ehez} = [_bx2 b£C1:| .

Afirmamos que o mapeamento ady : g' — g' é um isomorfismo [6]. Este
operador lienar possui dois autovalores, A\; e Ay, que podem ser postos em 3 casos
distintos, a saber

(i) A1, A2 autovalores reais e distintos;
(111) /\17 /\2 € C com )\2 = /\1<

Sejam X € g1 e Y € gy e [adx]|{e, es}, [ady]ié, .} SUAS representacoes matriciais
correspondentes, assim mesmo A, Ay € A}, X, sdo seus respectivos autovalores. De-
finimos k = A;/A2 e kK = N[ /A,. Agora um teorema importante nesta classificacao
das dlgebras de Lie de dimensao 3 e dim g' = 2.

Teorema 2.3.1 Duas dlgebras de Lie g1 e go de dimensao 3 sao isomorfas, se e
somente se, k e k' definidos acima, sao tais que k =k ou k =1/k'.
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2.3.4 Algebra de Lie com posto 3 (dim g! = 3)

Finalmente chegamos no caso onde dim[g'] = 3. A técnica para classificar estas
algebras é a mesma que a apresentada aqui, portanto, melhor apresentarmos um
exemplo.

Exemplo. Seja SL(2;R) := SLy o conjunto de matrices 2 x 2 com determinante
1. J& que existe det A~ para toda A € SLy e det(AB) = det(A) det(B) = 1, entao
temos que S Ly é um grupo. Pode ser parametrizado por uma variedade diferenciavel
de dimensao 3, como segue:

(p,g,7) — M(p,q,7) = {14;]9 1+qqr] :
T+p
Uma base para sly = sl sdo os vetores:
o — OM (p,q,r) _ [1 0 }
Ip 000 10 —1
_ OM(p,q,7) B [O 1}
N dq (0,0,0) 00
oy = OM (p,q,r) _ lO O}
or (0,0,0) 1.0

temos que as constantes de estrutura Cf; sao Cl, =1 = —Cj3), Cfy = =2 = —C3§, e
1L oo
Cos = 1= =Gy, pois

[e1, 2] = 2, [e1,e3] = —2e3, e e, e3] = es.

A classificagao fica das algebras de Lie de dimensao 3 é exposta na tabela seguinte:

Classe | Algebra

I le1, e2] = [e1, €3] = [e2,e3] =0

II le1, e0] = [e1,e3] =0, [eq,e3] = €1

I11 le1, e2] = [ea,e3] =0, [eq,e3] = e

1A% le1,e0]) =0, [er,e3] =e1, ea,e3] =e1+ ey

A% le1,e2] =0, [er,es] =e1, [ea,e3] =€

VI le1,e0] =0, [er,e3] =e1, [ea,e3] =wey, onde z #0,]1.
VII; | [e1,ea] =0, [er,e3] =eq, [e2,e3] = —€;
VI | [e1,es] =0, [61,63] =6y, [eg,e3]=—€1+x69, onde x#0(0<z<2).
VIIT | [e1,ea] =e1, [e1,e3] =262, [ea,e3] =e3

IX le1,e0] = €3, [ea,e3] = e, [es,e1] = eg
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Existe um outro procedimento para realizar a classificacao das dlgebras de Lie
de dimensao 3, que esta baseado na decomposigao de Berh [10]. Os ij’s podem ser
expressados como

CZ = el-jmlk + CL[(dlké; — (5;6(55),

onde a; se relaciona com o traco de C’fj por C’fj = —2a;. E possivel escolher uma
base tal que a; = ad?. Na seguinte tabela segue esta classificagao:

Classe | a; n Constantes de Estructura
I 0 0 ¢, =0
II 0 diag(1,0,0) Ciy = —Cly =1,
os outros C% =0
I | 307 —3A Cl; = —C‘%l' =1,
os outros C% =0
v 63 diag(1,0,0) Ciy;=—-C3 =1,
Cyy = —Cs =1,
0223 = ??2 =1,
os outros C% =0
\ 0; 0 C’113 = _C?h =1,
0223 - 03?2 =1,
os outros C% =0
VI, | 567 s(h—2)A Cly=—C3 =1,

Chy = ~Ch = (h-2),

os outros C%; =0

VIL, | 462 | diag(—1,-1,0)+ %A Chy=—C5 =1,
Oy = —C5 = —1,

0223 = _O??z =,

os outros €7 =0
VIII 0 diag(—1,—1,—1) Cyy = —C3 = —1,
Ch=-Ch =1,

Cfy =03 =1,

os outros C%; =0

2.4 Acoes de Grupos e Algebra de Lie
sobre uma Variedade

Nesta secao apresentamos formalmente o conceito de simetria numa variedade.
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Definicao 2.4.1 Uma acao de um grupo de Lie G em uma variedade M é um ma-
peamento suave

Gx M — M,
(9.p) = g-p
tal que
I-p=p
€

g-(h-p)=(g*h)-p,
onde I € a identidade e gh € o produto em G. A ac¢do é chamada de acao livre se
para todo g € G e todo p € M

g-p=p=>g=1.
Como uma algebra de Lie estd intrinsecamente associada com seu grupo, é de se

esperar que uma ac¢ao de um grupo de Lie também seja manifestada através de sua
algebra:

Teorema 2.4.1 Dada uma ac¢ao de um grupo de Lie G numa variedade diferencidavel
M e X um elemento da correspondente dlgebra de Lie g, se definimos o campo
vetorial Xyr, chamado de campo fundamental, por

d tX

Xu(p) = At €
t=0

D,
temos que

[XM,YM] == _[X7Y]M7
para todo X,Y € g.

A prova pode ser encontrada em [7]

2.4.1 Isometrias.

Definicao 2.4.2 Sejam M e N variedades diferencidveis com métricas de mesmo
indice g, g, respectivamente. Se ¢ : M — N é um difeomorfismo tal que ¢*g = g,
onde ¢*q € o pullback definido por

(¢*§)p(vla U?) = §¢(p)(d¢ + Uy, d¢ : U?) = gp(vla UQ)a p e M

entdao chamamos ¢ de Isometria. Quando M = N e g = g, o conjunto de tais fun¢oes
¢ um grupo chamado de grupo de isometrias de M :

Isom(M,g) ={¢: M — M| ¢ € uma g-isometria}.
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O grupo de isometrias serd sempre um grupo de Lie [4, [10]. Ele age naturalmente
em M segundo
Isom(M,g) — M,

(¢,p) = 9(p).

Os campos fundamentais dessa acao sao chamados de campos de Killing. Pode-
se mostrar que eles sao caracterizados pela condicao Lxg = 0. O operador Ly ¢
conhecido como operador derivada de Lie (veja [4]).

Definimos o subgrupo de isotropia em p € M por

1,(M, g) = {¢ € Isom(M, g)| ¢(p) = p}.
O conjunto
Op ={q € M|q = ¢(p) para algum ¢ € Isom(M, g)},

¢ chamado de drbita de p sob o grupo de isometrias. Se O, = M para todo p € M,
dizemos que M ¢é um espago homogéneo. Em outras palavras, para qualquer dois
pontos p,q € M existe uma isometria ¢ € Isom(M, g), tal que ¢(p) = q.

Nos capitulos seguintes apresentaremos um contexto especifico onde aplicamos os
conceitos estudados até aqui.



Capitulo 3

Nocoes de Modelos Cosmoldgicos

Neste capitulo vamos dar uma nocao matematica sobre alguns modelos do universo
que sao de interesse em cosmologia, a saber, o modelo padrao FLRW e os modelos
de Bianchi.

Nos modelos cosmolégicos que vamos considerar, temos que o universo é descrito
como uma variedade lorentziana M de dimensao 4 a qual chamamos de espaco-
tempo. Adotaremos a notacao dos indices tal como na relatividade geral, a dizer,
q = (2° 2, 2%, %) € M e denotamos a coordenada x° como sendo a varidvel temporal
t. Os indices gregos variam de 0 a 3, enquanto os indices latinos de 1 a 3. Assim, g,
é o tensor métrico com u,v = 0, 1,2, 3, e o elemento de linha ds? é representado por

ds? = gudztdz”,

ou
ds® = goodt® + giodtda’ + g;;da‘da’,

onde g;; ¢ a parte espacial de g, .

3.1 Equacoes de Einstein

A hipdtese que propods Albert Einstein foi a de que a gravitacao é representada
por g,, e ¢ uma manifestacao da curvatura do espago-tempo devido a presenca de
matéria, esta em alguma de suas representacoes. Antes de apresentar as equacoes
da gravitacao de Einstein, faremos alguns comentérios sobre o tensor de momento-
energia.

O universo pode ser pensado como o fluxo de um fluido, onde as galaxias sao
entendidas como objetos pontuais. Um observador que se desloca no universo acom-
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panhando o seu fluxo é chamado de observador comével. Estes sao descritos por um
campo vetorial U = J; tipo-tempo.

A presenca de matéria é representada por um tensor 2-covariante simétrico 7,
chamado de tensor de momento-energia. Como exemplo, entendemos por fluido
perfeito a matéria representada pelo tensor de energia-momento

T;w = PGuv + (g;w + UMUI/)p> (31)
onde U, = ¢, U", p é a densidade de energia definida por
pP= T(Uv U)v

e p é a pressao isotropica, ambas funcoes em M. Uma explicacao mais detalhada
pode ser encontrada em [4] pag 337.

A conservacao de um fluido perfeito é conhecida como equacao da continuidade,
e tradicionalmente tem a forma
dp
E + V(p) =0.
No espaco-tempo de Minkowski, onde a métrica é dada por g,, = diag(—1,1,1,1),
esta lei é simplesmente representada por

0,T = 0.

Em um espago-tempo geral, a lei da conservacao serd expressa pela equagao da con-
tinutdade
V. T} = 0. (3.2)
Pode-se mostrar que existe uma tunica familia de tensores 2-covariantes com as
seguintes propriedades:

e E construida a partir de e envolve até as segundas derivadas parciais de g, ;
e Simetria;

e Satisfaz a equacgao da continuidade

Esta familia de tensores é da forma G, + Ag,,, onde A é constante, chamada de
constante cosmoldgica e G, € o tensor de Einstein constriudo no capitulo 1.

Como ja foi dito, a gravitagao esta em relagao direta com a geometria do espago-
tempo. Assim, pode-se propor a seguinte definicao.

Definicao. Seja M um espaco-tempo contendo matéria representada pelo tensor
de momento-energia T, definimos as equagoes de Einstein por

ws
G+ Mg =T, (3.3)
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3.2 Modelos Cosmolégicos Espacialmente
Homogéeneos

Definigao. Para cada ponto ¢ € M, se a drbita de [som(M) em g, i.e.,

Yg ={o(q) | ¢ € Isom(M)}

¢ uma subvariedade tipo-espaco mergulhada em M de co-dimensao 1, dizemos que M
é espacialmente homogéneo. Se dim Isom(M) = 3, M é chamado de espago-tempo
de Bianchi.

A métrica g restrita a hipersuperficie ¥y, g|s,, serd denotada por . Assim, o par
(X4, 74) € uma variedade riemanniana homogénea. Numa vizinhanga de ¢ existe um
sistema de coordenadas (¢, !, 22, 2%), tal que as hipersuperficies 3 sdo caracterizadas
por t = const. e

g = —dt2 -+ %]dxzdx]

Neste contexto os observadores coméveis sao descritos pela 4-velocidade U = 0;.
Dessa maneira, M pode ser localmente vista como M =R x X.

Um espago-tempo de Bianchi pode ser visto localmente como R x G, onde G é
um grupo de Lie de dimensao 3 com métrica g = —dt?> + ~, sendo v uma métrica
riemanianna em G invariante por seu produto. Dessa maneira, podemos dividir
os espagos-tempo de Bianchi em 9 familias distintas, conforme a classificacao das
dlgebras de Lie de dimensao 3, como na se¢ao 2.3, Em particular, o modelo Bianchi
tipo I, ou simplesmente Bianchi-I, é tal que seu grupo de isometrias é abeliano de
dimensao 3.

3.3 Modelos Espacialmente
Homogeéneos e Isotrépicos

O modelo padrao da comologia faz uso do principio cosmolégico, isto é, o espaco
¢ homogéneo e isotrépico. Do ponto de vista matematico, o espaco-tempo M ¢é
espacialmente homogéneo e, dado g € M e u,v € T,% unitérios, existe ¢ € Isom(M)
tal que dog(u) = v. Assim, dizemos que M ¢é espacialmente homogéneo e isotropico,
ou simplesmente modelo Robertson-Walker (RW)[4]. Sob a hipé6tese desse principio,
o grupo de isometrias de M, [som(M), é de dimensao 6.
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Em um modelo RW a métrica toma a forma g = —dt? + ~, sendo v uma métrica
de curvatura seccional constante K. Assim, existem coordenadas tais que
(x - dx)?

2 2 2 2
dr* = —df* +a(t)” |de* + K i—7o s |

(3.4)

e as segoes espaciais homogéneas sao da forma:
e X é 0 espago Euclidiano (R?), se K = 0;
e X653 se K> 0;
e X é o0 espaco hiperbolico 3-dimensional, se K < 0.

Quando K = 0 temos que a representacao matricial de g nesse sistema de coor-

denadas é
-1 0 0 0
0

gl =10 0" a@2 o
0 0 0 alt)?
Neste contexto, se o espaco-tempo é preenchido por um fluido perfeito, entao as
equagoes de Einstein sao equivalentes a equagao de Friedmann

e a equacao da continuidade

p+3H(p+p) =0, (3.6)

onde _
Ht) = a(t) _ 1 da(t)

a(t) a(t) dt
¢é chamado de parametro de Hubble. Note que temos 3 variaveis a serem determinadas,
a saber, a(t), p(t),p(t). Como o nimero das equagoes de Einstein é 2, falta uma
terceira equacao para determinar o sistema. Esta chamaremos de equagao de estado,
que tipicamente tem a forma

p=(—1p.
Se substituirmos esta equacao na equacao 3.6, podemos obter a densidade de ener-
gia p em funcao do fator a para logo ser usada na equacao de Friedmann. Assim,
dependendo do modelo cosmoldgico analisado obtemos a(t) explicitamente ou impli-

citamente. Segue abaixo alguns exemplos que sao expostos com maior detalhe em
[12].



e Poecira (p=0): Se K =0 e A =0, neste caso temos

Po 2
p = 5 a,(t) = tS
e Radiagao (p =3p): Se K =0e A =0, temos
p= % a(t) = t2.
V3At

e Vicuo (p=p=0): se A >0, temos a(t) = e

41
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Capitulo 4

Efeito da Anisotropia em um
Modelo Espacialmente Plano

O modelo padrao da cosmologia apresenta um espago-tempo onde as segoes es-
paciais sao maximalmente simétricas, isto €, existe um grupo de Lie G de dimensao
6, representando a homogeneidade e isotropia espacial, que agem na variedade com
orbitas espacias 3-dimensionais. Isto implica que M ¢ da forma

M = J{t} x 2,

onde para cada t, ¥ é o Espaco Euclidiano R? no caso de curvatura nula, a esfera
S3 no caso de curvatura positiva e o espaco hiperbdlico H? no caso de curvatura
negativa, como foi visto na secao [3.3

Até que ponto este contexto com muita simetria é adequado para uma descri¢ao
realista do universo? E sabido que a radiagao césmica de fundo é muito préxima
de ser isotrépica, porém, a distribuicao das galdxias nao ¢é isotrépica e tampouco
homogénea (veja [12]). Sera que a aparente expansao do universo pode ser explicada
sem o uso da constante cosmoldgica, e consequentemente sem a mencao de “energia
escura”’, considerando modelos com menos isometrias? O objetivo deste capitulo é
explorar esta questao no contexto do modelo de Bianchi-I.
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4.1 O Modelo Bianchi-I Diagonal

O modelo de Bianchi-I é o modelo mais simples que nao considera a isotropia
nas segoes espaciais ¥. Neste caso o grupo de isometrias Isom (M) é abeliano e de
dimensao 3. Em coordenadas adaptadas, onde as érbitas O, sao caracterizadas por
t = const e o campo normal U = 0, temos que a métrica é representanda por

ds® = —dt* + ~;;(t)dx'da’. (4.1)

O modelo de universo aqui estudado é tal que a métrica tenha uma representacao
numa matriz diagonal e em cada instante de tempo a segao espacial seja um espaco
Euclideano. Assim, a métrica [4.1] fica na forma

ds® = —dt* + 01(t)*da® + ly(t)?dy* + (3(t)*d2>. (4.2)

E necessdrio mencionar que no modelo Bianchi-I nem sempre ¢ possivel encontrar
um sistema de coordenadas onde a métrica seja diagonal. Para maiores detalhes,
veja o apéndice do artigo [13].

A anisotropia do modelo esté codificada nos fatores de escala l; = [;(t), i = 1,2,3
de cada diregao espacial. Definimos o fator de escala isotrépico a(t) pela média

geométrica dos I;’s:
a(t) = \3/ €1€2£3. (43)

Neste contexto a(t) representa o fator de escala da expansdo volumétrica, sendo
ele reduzido ao fator de escala do modelo padrao com curvatura nula quando ¢; =
¢, 1,5 = 1,2,3. Para se ter uma relagao com os valores obtidos nas observacgoes as-
tronomicas, mantemos a definicao do modelo padrao e colocamos a taxa de expansdo

de Hubble ou parametro de Hubble como sendo

at) 1 (6 by ity
H=—~=-|—-424+=
(l(t) 3 (61 + 62 + Eg) ’

que representa a taxa média de expansao nas diferentes direcoes. Assim, as variaveis

Gooat)
S =12 4.4
gz a(t)’ ? ) 737 ( )

representam a diferenca entre a taxa de expansao em cada direcao e a taxa média

H.

o; =
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Das equagoes [£.4] obtemos as seguintes relagoes
6;(t) = a(t)el O =123, (4.5)
que tao logo as substituirmos em [£.2] teremos

ds? = —dt? + a(t)?[e] 11t dy? 4 2 ) o2t qy? 4 2T osdt 2], (4.6)

E facil verificar que
O'1+O'2—|—O'3:0. (47)

Definimos uma nova variavel que representa a magnitude de o quanto os valores
das taxas de expansao em cada direcao estao se afastando do parametro de Hubble.
Em outras palavras, ¢ uma medida da magnitude da anisotropia do universo em

Bianchi-I:
3 l 2
o= Z(i—H) = /ol + 0%+ 03 (4.8)

=1

O plano gerado na relagao (4.7)) pode ser parametrizado por o e uma varidvel
angular, segundo

~—

2
I
—

Q
N
|
—
Wi Wi win

~—

osena,
osen (a + &), (4.9)

osen (a + 4?”) .

~—

[T ST ST

Q
w
Il
—

Apresentaremos alguns resultados relacionados ao tensor de Einstein. Da métrica
codificada na equagao (4.6 obtemos os simbolos de Christoffel, omitindo aqueles que
sao nulos:

Dy = (H 4 o) 40, Ty = (H 4 )220, T, = (H + o) oo,
lly=H+o0y, T3 =H+o0y ' =H+os.

Analogamente, apresentamos as componentes nao nulas do tensor de Ricci

Ry = —(0% 4 3%)

R{ =3H(0y+ 03) + 69 + 63 — 2H? —
R2=3H(0y+ 03) + 01+ 63 —2H? —
R} =3H (o, + 03) + &1 + 69 — 2H? —

ISHISERSHISHRSHISH



46

e a curvatura escalar

5o (o (w+2)).

Como ja foi dito, quando t = const estamos no espaco Euclideano, e portanto,
assumindo uma distribuicao espacialmente homogénea de matéria, isto é, esta nao
depende da posicao no espaco. Pela nossa hipétese da métrica diagonal, temos que
o tensor de momento-energia deve ser igualmente diagonal, uma vez que esperamos
compatibilidade nas equagoes de Einstein. Assim,

T#V = diag{_p@)a pl(t)v p2(t)7 p3(t)}7

onde p(t) é a densidade de energia, p;(t) é a pressao na i-ésima dire¢ao. Entendemos
que a pressao média,

p(t) = %(pl + P2+ D3), (4.10)

tem um papel similar a pressao no modelo padrao, e portanto a chamaremos de
pressao isotropica. Desta forma temos variaveis m; que caracterizam a anisotropia
na pressao:
mi=pi—p, 1=1,2,3. (4.11)
Logo
1", = diag{—p(t), p(t) +m1, p(t) + 2, p(t) + ms},
com
7T1+7T2—|—7T3:0. (412)

De forma andloga a definicao de o, temos o parametro que nos dé a magnitude da

anisotropia na pressao:
II:= /7% + 73 + 73. (4.13)

O plano (4.12)) pode ser parametrizado como

~—

IIsen(a + f),
Isen (o + 3+ &), (4.14)
Isen (a+ 8+ %),

n
I
—

N
)
I
—~
WIN WINd Wi

~—r

~—
[T ST ST

3
w
Il

—

onde 5 = [(t) representa uma diferenga de fase entre as diregdes da anisotropia da
métrica e da matéria, e portanto a chamaremos de fase anisotropica.

Definimos os vetores Il = (7, o, m3) € & = (01, 09, 03) como sendo elementos do
espaco Euclidiano R?, com produto escalar “-”. Assim, o e II sao as normas dos
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vetores & e II, respectivamente. Desta forma ¢é direto verificar que 5 é o angulo entre
estes dois vetores, pois

o-1I 0171 + 09Ty + 0373
oll oll .

cos f = (4.15)

Com um procedimento analogo ao do modelo FLRW e fazendo uso da constante
cosmoldgica obtemos o sistema de equagoes de Einstein (veja [13])

2

SH? = p+ % +A. (4.16)
p+3H(p+p)+ocosf =0. (4.17)

Usando as equagoes [£.9] e é possivel codificar as 3 equagoes [£.18 em termos das
duas seguintes:
0+ 3Ho = Ilcos 3, (4.19)

od = IIsin g. (4.20)

Comparando o modelo Bianchi-I e o modelo FLRW, notamos que na equacao de
Friedmann aparece o termo de anisotropia 0?/2. J4 a equacdo da continuidade.
(4.17) nos diz que, para haver conservacao, temos que considerar a taxa de energia
produzida pela anisotropia que é representada pelo termo Ilo cos 5. Note que quando
o = 0 retomamos as equagoes do modelo padrao.

Para posterior referéncia, se derivamos a equacao de Friedmann e usamos a
equacao [4.19| e a equacao da continuidade, entao obtemos

. X
3% —A—0” = S(p+3p). (4.21)

Note que a presenca da anisotropia sé favorece uma desaceleragao nos casos de A = 0
ep+3p=>0.

4.2 Equacoes de estado

O sistema das 4 equacoes diferenciais independentes [£.16)4.17] [£.T9|4.20] apresenta
as 7 variaveis H, p, o, p,«a, [, II. Assim, para que o sistema fique unicamente
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determinado, precisamos de mais 3 equagoes independentes. Entao, nesta secao va-
mos explorar este sistema sob algumas hipdteses extras referentes a pressao exercida
sobre a matéria e a anisotropia da métrica.

Existem diferentes tipos de matéria que se relacionam por diferentes “equacoes
de estado”, que em geral sao meras relacoes algébricas ou equagoes diferenciais.
Como em cada era no modelo padrao, tomaremos uma equagao linear entre a pressao
isotropica e a densidade de energia,

p=(y—1p (4.22)

onde v é uma constante que depende da matéria em questao. Simples tal como na
hipotese anterior, assumimos que

ap ) €
o=09l|—] , 4.23
o (5 (423)
com a qual esperamos que no futuro o universo em expansao seja aproximadamente
isotropico, pelo menos no caso de e > 0. Da equagao temos quel4.23|é equivalente
a equacao de estado

[Tcosfp=(3—¢€)oH. (4.24)

Assim, as solugoes procuradas dependem dos valores tomados para 7y e e.
Se substituimos [£.22] e [£.23] em [£.17], obtemos

2¢
p+3Hyp+ (3 — ¢)oH (@> —0. (4.25)
a

Entéao, a equacao da continuidade em fungao do fator de escala isotrépico a(t) resulta
em

_ 2 2€

da a q2e+1
A solugao geral desta equagao diferencial linear de primeira ordem é obtida usando
o método de variagao de parametros, que depende da relagao entre v e ¢, resultando
em dois casos:
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Caso a: 3y # 2¢

Aqui, a solucao geral da equagao tem a seguinte forma

o= - (23] (@) (25) @)

Esta solucao pode ser colocada na equagao de Friedmann 4.16| o que nos da

\/—+—+A (4.28)

a26

onde

Intengrando a equagao sob a hipdtese de expansao, i. e., H > 0, chegamos em
a(t) implicitamente definida pela relacao

V3 " da
3 =t. 4.29
/ao Ve a?=37 + ey a?72 + A a? ( )

Caso b: 37 = 2¢

De forma anéloga, quando € = %’y a solugao da equacao é

pa) = (%)M {po + 203(7 —2)In (aﬁo)] . (4.30)

Da mesma forma, a solugao acima pode ser colocada na equacao de Friedmann [4.16),

resultando em
\/ai’w a37 n(a) + A, (4.31)

onde
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Integrando [4.3T}, supondo H > 0, obtemos

a(t) da
\/g/ao Va* 3 (c1 + ¢ In(a)) + Aa? = (4.82)
Das equacoes e obtemos
&= (3—¢)Htanp. (4.33)

Esta equacao, e consequentemente o sistema todo, s6 pode ser determinada quando
tivermos uma terceira equacao de estado, que por enquanto é desnecessaria para
nossa analise. Note que se tivermos [ préximo de +7/2 entao a velocidade angular
& seria em modulo muito maior do que H. Isto nos daria uma ideia de isotropia,
pois a variacao da anisotropia espacial seria efetivamente imperceptivel em escalas
cosmoldgicas.

E evidente que sao multiplas as opcoes para se analisar, porém, vamos estudar
casos com valores especificos de 7 e €.

4.2.1 Amplitude de anisotropia constante: ¢ =0

No que se segue vamos supor € = 0, o que implica que a magnitude da anisotropia o
é constante, que é consequéncia da equacgao mas nao necessariamente ocorre o
mesmo com o angulo « ou a magnitude Il da anisotropia da pressao.

Caso a.l: y=1ee=0

No modelo padrao isotrépico chamamos de poeira quando nao existe colisao entre
as particulas do fluido cosmoldgico, em outras palavras, p = 0, ou v = 1. E bem

exposto na literatura [I2] que quando a curvatura do espago é nula e A = 0, tem-se
1 2
pla) ] e a(t) o< ts. (4.34)

J& no nosso modelo anisotrdpico a equagao de densidade de energia [£.27], é da forma

pla) = [+ ) (%) = . (4.39

Esta solugao pode ser substituida na equagio de Friedmann [£.16] o que nos da

H= i%\/(po + af) (%)3 — ; +A. (4.36)

No que segue vamos tomar ay = 1, que representa o valor do fator de escala atual.
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Casoa.l.l:yzl,e:()e/\:%g

Realizando a mudanga de varidvel y = (o2 + po)a >

4.29 obtemos

em H e resolvendo a integral

a(t) = (i% 3(08 + po)(t — to) + 1)3. (4.37)

Supondo que o espago esteja em expansao, H > 0, e se pensamos que t = 0 quando
o0 espago ¢ reduzido num ”ponto”, a(0) = 0, entao a idade do universo neste modelo
é determinada por tg = 2/4/3(02 + po). A densidade de energia ¢

p(t) = 3 (%)2 — ol (4.38)

E importante observar que a densidade de energia tem um limite inferior negativo
que depende da anisotropia, ou melhor

p— —0p se t — o0.

Porém, mesmo que p tenda assintoticamente a um valor negativo, nao é suficiente
para ter uma expansao acelerada, pois

i 21\
a  9\t)

O seguinte grafico mostra o comportamento do fator de escala e a densidade energia

Figura 4.1: Nas duas fungoes escolhimos 03 = pp = 1.

Uma anélise analoga pode ser feita quando H < 0.
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Casoa.1.2:7:1,5:()eA<%3

Resolvendo a integral resulta em
a(t)=A COS%(wt + o), (4.39)

onde )

A — (2(034-/)0)) 3

0'(2)—2A

1
302—6A\ 2
w = 3 .

Asumindo, a = 0 se t = 0, entdo tomamos ¢y = 7/2. Assim, temos

202 3 2_6A\ 2
o) = (2R st ((PR)
o5 — 2A 8

Neste modelo observamos que o universo comec¢a com um “big bang”e termina
num “big crunch”num tempo de duragao t; = 7/w. Portanto, a densidade de energia
fica determinada por

2
o5 —2A 9

t) = ———— — 0. 4.40

pl) 2 sin’(wt) 0 (440)

Note que no tempo t = t;/2, a densidade de energia chega ao seu valor minimo,

que é negativo: p(ty) = —oa/2. Assumindo que Hy > 0, o qual é compativel com

as observacoes atuais, vemos que ainda estamos na primeira metade da histéria do

universo com
1 1
" 8 2 . 0'(2) — 2A 2 < td
= ——— arcsin _— —.
0 302 — 6A 2(c2 + po) 2

Como no caso anterior, mesmo com uma densidade de energia por algum tempo
negativo, o universo apresenta uma dinamica desacelerada, pois

=73 (%8 — A) (1 + QSHI%(W)) < 0. (4.41)

Se tomarmos o2 = p = 1, teria transcorrido apenas 7% do tempo de duragio

do universo. Se tomarmos ty = 13.7 bilhoes de anos, teriamos t; da ordem de 190
bilhoes de anos. Neste caso o comportamento de a(t) e p(t) é mostrado no seguinte
grafico

| o
—_
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Figura 4.2: Nas duas fungdes escolhimos 03 = pg=1e A = 0.4

Se tomarmos 02 = pp = 1 e A = 0 teria transcorrido apenas 16.7% do tempo de
duracao do universo. Se tomarmos ty = 13.7 bilhoes de anos, terfamos t; da ordem
de 82 bilhoes de anos. Da mesma forma, mas fazendo A = —1, teria transcorrido
apenas 33.3% dos 41 bilhdes de anos do tempo de duracao do universo. Nestes casos
o comportamento de a(t) e p(t) é o mesmo que o mostrado no grafico anterior.

Casoa.1.3:’y:1,e:Oe%‘%<A

Novamente, realizando um processo analogo como nos dois casos anteriores, temos
que a(t) apresenta o seguinte comportamento

a(t) = Acosh%(wt + o), (4.42)

tal que

p(t) = ( — %3) sech®(wt + ¢p) — op. (4.43)

Neste caso, segundo nosso modelo, o universo apresenta um comportamento no qual
ele ndo comega num “big bang”, pois a > A > 0 para todo t. Logo, escolhemos o
instante de tempo em que o raio do universo tem valor minimo como sendo nosso
evento césmico de referéncia t = 0. Neste contexto, a densidade de energia é limitada,
com



o4

—02<p<A-ap. (4.44)

Observe que o limite superior

------ a(t) “oeeo- alt)
o5 plt) oo plt)

05+

Figura 4.3: A =1 e A = 2 respectivamente com o2 = py = 1.

Nos dois graficos, propondo 2 = py = 1, vemos que o limite inferior para a(t)
varia inversamente a A, mas a densidade de energia aumenta rapidamente quando o
espaco esta perto de seu raio minimo. O comportamento da aceleracao neste modelo
fica determinada por

1
i1 2 1 A =302\ 2
2:_( —@> 1 — —sech® (M> t+ o (4.45)
a

O seguinte grafico da uma ideia do comportamento da aceleracdo quando a(t)
esta perto de seu minimo,

---------- A=1
0.250 A=1,5
A=2

Figura 4.4: Taxa de aceleracao.

nos tres casos vemos que a aceleracao ¢ positiva em todo momento.
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4.2.2 Amplitude de anisotropia nao constante: ¢ # 0

Neste caso vamos analisar um modelo de universo com comportamento assin-
toticamente isotrépico prescindindo da constante cosmoldgica. Por simplicidade,
escolhemos a anisotropia como sendo inversamente proporcional ao fator de escala

a(t). Logo, a equagao resulta em

o =0y (2) : (4.46)

e portanto no nosso modelo a densidade de energia [£.27] é dada por

pla) = [po + 207] (2)3 — 207 (2)2 : (4.47)

Fazendo o mesmo processo que nas anélises anteriores, temos que a integral
em sua forma simplificada é

d

a(t)
\/5/ a = £t — 1), (4.48)
Uy +208) 0t — o3
ou /5 a0
2 [ a
— da = =+(t —t
oh /1 V s2—a “ ( 0):
onde

2
82:—<p—g+2).
3 \ 0§

Se o0 “big bang” foi o comego, entao tem sentido supor que a(0) = 0. Assim, na
etapa de expansao, H > 0, temos

t= —Ul\/Qa(t)(s2 —a(t)) + £s2 arctan < JL) : (4.49)

o0 —af(t)

A relagao t ~ a fica esclarecida na figura 4.1. Novamente aparece a caracteristica de
que o fator de escala ¢ limitado, a(t) < s*. Quando a(t) — s* o primeiro termo do
lado direito pode ser ignorado, o que resulta numa aproximacao de t

2,
t =~ —s” arctan
00

) , (4.50)
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e consequentemente, a expansao acontece num tempo maximo

V2T

= Amaz-
(oy) 2

tmax -

Da funcao podemos encontrar explicitamente o comportamento do fator de
escala quando a expansao do universo esta perto de seu final, isto é

a(t) ~ 52 sin? (\/‘;052 t) . (4.51)

Quando t > t,,4., temos que H < 0, logo a dinamica é aquela referente ao “big
crunch”e o tempo em fungao do fator de escala, assumindo a continuidade de a(t), é

t= Uio\/Za(t)(s2 —al(t)) — QSQ arctan ( alt) > + Wﬂs? (4.52)

o0 s —af(t) 00

A anadlise do evento de contracao é similar ao periodo de expansao. Por exemplo,
da formula [£.52] pode-se ver facilmente que o tempo necesdrio para o colapso do

universo é
21v/2 [ po
ty = 2maw = 01 9). 4.53
! 300 <U§+ ) (4.53)

O gréfico de a em fungao do tempo ¢ é

20F

0.5

00!

Figura 4.5: Comportamento implicito do fator de escala e o tempo quando pg = 0'3 =1.
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Aqui, se faz necessario ressaltar o fato de que prescindindo de A, a(t) tem o
mesmo comportamento qualitativo que no modelo a.1.2, no qual vV2A < o0q. De
forma analoga, se t — t,,,. a densidade de energia se comporta como

2
%0 6 (_00 4(_0%0
t) ~ 3cse t|] —4csc t]l,
p(t) 2st { (\/532 ) (\/582 )]

que tem seu minimo quando t = t,,4z,

6
99

_ % 1,54
po + 203 ( )

9
Pmin = p(amtw) - _g

e tende ao infinito quando a — 0. A equagao

.. 1 2
O =058 < 70 t) : (4.55)
a

mostra uma dinamica desacelerada em todo momento.
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Consideracoes finais

Neste trabalho examinamos modelos cosmolégicos tipo Bianchi-I com a anisotropia
da métrica caindo com uma poténcia de a, a saber

o~ %. (4.56)
Diferentemente do que usualmente é feito com modelos Bianchi-I, temos um fluido
com pressao anisotrépica (II # 0), exceto no caso € = 3 (veja [£.24). Além disto,
apresentamos solugoes exatas para esses casos, enquanto na literatura estes tipos de
solugdes aparecem apenas sob o aspecto de uma anélise qualitativa (veja [15, [13] e
suas referéncias). Até o presente momento, entendemos que todas as consideragoes

envolvendo a analise da condicao sao originais.

Devido a relagao entre matéria e geometria, a presenca de anisotropia na expansao
do universo implica na anisotropia da pressao e vice-versa, desde que ¢ # 3. No
estudo apresentado nao se teve interesse nos principios fisicos que levaram a causa
dessas anisotropias. A énfase foi dada nas consequencias matematicas dos modelos.
Obtevemos os seguinte resultados:

(i) A presencga da anisotropia o com a caracteristica op > 2A ¢ suficiente para se
ter um modelo espacialmente limitado (0 < a < ay4.), pelo menos no caso
e = 0. Por continuidade esperamos um comportamento andlogo com € > 0,
pelo menos numa vizinhanca de 0. No caso e = 1 e A = 0, verificamos o mesmo
tipo de comportamento.

(iil) Nomodeloe =1e A =0e p =0, temos que a taxa de expansao H é dada por

e 208 (1N af (1Y
N 3 a 2 \a/’
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que em comparacao ao modelo FLRW, onde H ¢é

3
H? = Po 1 — 5
3 \a a?’
vemos que em nosso modelo a taxa de expansao tem o mesmo comportamento

que num espago com curvatura K = o7 /2 positiva e um acréscimo de 202 na
densidade de energia.

(iii) As equagdes de estado e propostas aqui, geraram solucoes exatas
(explicitas e implicitas) dos paramétros de interesse a(t) e p(t), evidenciando
um universo nao estatico, tipicamente em desaceleracao.

(iv) Notamos que a isotropia poderia ser efetiva se H < & (veja comentarios abaixo
da equacao [4.33)).

Esta foi uma primeira abordagem com o objetivo de identificar casos potencial-
mente condizentes com as observagoes astronomicas. Uma andlise mais contundente
em futuros estudos deverd levar em conta as entidades matematicas ralacionadas com
as observagoes reais, como por exemplo, a relacao distancia luminosa x redshift.
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