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Resumo

O foco principal desta dissertacao é o estudo da existéncia de variedades invariantes
folheadas por solucoes periddicas em um sistema linear por partes continuo em R? com
duas zonas, o qual é observavel, nao controlavel e cujas partes lineares compartilham um
par de autovalores imaginéarios. O estudo decorre da reducao desse sistema a uma equagao
diferencial na reta, a qual determina os pontos de equilibrio, as solugoes periodicas e as

variedades invariantes do sistema original.

Palavras—chave: Sistema linear por partes continuo, Variedade invariante, Solugoes

periodicas.
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Abstract

The main focus of this dissertation is the study of the existence of invariant manifolds
foliated by periodic solutions on a piecewise linear continuous system in R?, with two
zones, which is observable, uncontrollable and whose linear parts share a pair of imagi-
nary eigenvalues. The study follows from the reduction of this system to a differential
equation on the line, which determines the equilibrium points, the periodic solutions and

the invariant manifolds of the original system.

Keywords: Piecewise linear continuous system, Invariant manifolds, Periodic solutions.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo apresentamos a ideia geral desta dissertacao, assim como o que nos motivou

na escolha deste assunto e a estrutura do presente trabalho.

1.1 Motivacao

Atualmente, os sistemas lineares por partes vem sendo estudados ativamente, pois estes
descrevem de forma muito realista alguns fenémenos da natureza e possuem muitas apli-
cagdes em modelos mecanicos e eletronicos, conforme [1]. Além disto, os sistemas lineares
por partes reproduzem o mesmo comportamento dindmico de sistemas nao lineares sua-
ves, como ciclos limites, érbitas heteroclinicas, érbitas homoclinicas, atratores estranhos,

entre outros.

Com o intuito de se realizar um estudo mais completo dos sistemas lineares por partes,
algumas formas canonicas foram introduzidas, como, por exemplo, em [1]. Na pratica,
muitos sistemas nao lineares podem ser adequadamente modelados por sistemas lineares
por partes continuos separados por um ou dois hiperplanos paralelos, os quais dividem
o plano de fase em diferentes regides dinamicas lineares. Assim, as formas candnicas
propostas em [1] sdo capazes de lidar com estes sistemas nao lineares. Entretanto, mesmo

para os casos em que h& apenas um hiperplano de separacao, a analise dos sistemas



lineares por partes nao é muito satisfatoria. Desta forma, alguns casos mais especificos

tem sido analisados.

Nesta dissertagao, estudaremos o comportamento dinadmico de um sistema linear por

{ R3 d Para facilit Al tematica d
partes continuo em R”® com apenas duas zonas. Para facilitar a analise mateméatica desse
sistema, as formas canonicas estudadas em [1] serdo utilizadas. Neste artigo, os autores
aplicaram ideias bem conhecidas da teoria de controle aos sistemas lineares por partes a
fim de obter equagoes mais simples e, quando certas condi¢oes nao genéricas se mantém,

as formas canonicas podem ser simplificadas ainda mais.

Aqui, o sistema linear por partes continuo em R3 sera considerado observével, nao
controlavel e as partes lineares compartilharao um par de autovalores imaginarios. O
estudo desse sistema procede de sua reducao a uma equacao diferencial na reta. Deste
modo, mostraremos que os sistemas lineares por partes continuos em R? terao variedades
invariantes folheadas por solugoes periddicas, as quais podem ser limitadas ou nao limi-
tadas. No caso limitado, a variedade invariante é uma esfera topoldgica e, no caso nao

limitado, ha diversas possibilidades, dentre elas, um cone.

1.2 Revisao de Literatura

Os resultados apresentados nesta dissertacao foram baseados no estudo de cada item

presente nas referéncias bibliogréficas.

Para as defini¢oes, teoremas e demonstragoes referentes & Teoria de Controle Linear
foram utilizados [5] e [9]. Além disto, foram necessarias algumas definigoes e resultados
de Algebra Linear e Teoria da Medida, os quais podem ser encontrados em [6] e [8],
respectivamente. O livro [12] foi utilizado no entendimento do Lema 2.5.1. Esse livro
apresenta o Lema do Complemento de Schur, suas aplicagoes e aborda o historico de vida

e dos trabalhos do matemético russo Issai Schur (1875-1941).

O artigo [1] foi importante, pois nele os autores estudam a forma candnica generalizada

de Liénard, a qual foi empregada na simplificacao de nosso sistema linear por partes



continuo em R3, sob o pressuposto da observabilidade. O artigo 7] nos auxiliou no

estudo das solugoes periodicas da equagao diferencial (3.8).

Esta dissertacao foi fundamentada no artigo [2|. A maioria dos resultados apresentados
no Capitulo 3 foram retirados desse artigo. No decorrer do texto foram citados alguns
conceitos basicos da Teoria Qualitativa das Equacgoes Diferenciais, os quais foram extraidos

de [11].

Utilizamos o software Wolfram Mathematica [10] para a realizagao de alguns calculos,
simulagoes numeéricas e para a construgao de grande parte das figuras presentes nesta
dissertagao. Vale ressaltar que os resultados numéricos serao apresentados com apenas

seis casas decimais.

1.3 Estrutura da Dissertacao

Esta dissertacao foi dividida em trés capitulos, cada um conforme a estrutura a seguir.

No presente Capitulo 1 damos uma introdugao a esta dissertacao, apresentando uma
motivagao, os materiais utilizados neste estudo e a estrutura deste texto. No Capitulo 2,
comegamos introduzindo alguns conceitos iniciais, defini¢oes, resultados e estabelecendo
algumas notacoes que serao utilizadas para facilitar a leitura. Em seguida, definimos os
sistemas lineares por partes continuos em R™ e os sistemas de controle lineares, com énfase

nos conceitos de observabilidade e controlabilidade.

No Capitulo 3 serao demonstrados os principais resultados desta dissertacao, dentre
eles a existéncia de variedades invariantes folheadas por solu¢oes periddicas em um sis-
tema linear por partes continuo em R?, o qual é o objetivo deste trabalho. Finalmente,

apresentamos nossas consideragoes finais e as referéncias bibliograficas utilizadas.



Capitulo 2

Sistemas Lineares por Partes Continuos

em R': Observabilidade e
Controlabilidade

Iniciaremos este capitulo com alguns conceitos iniciais que ajudarao o leitor no decorrer do
texto e algumas notagoes que serao utilizadas. Em seguida, serao apresentadas algumas
defini¢oes e resultados referentes a Teoria de Controle Linear, com énfase nos conceitos

de observabilidade e controlabilidade.

2.1 Conceitos Iniciais

No decorrer desta dissertacao, sera denotado por R™™ o espago vetorial real de todas as
matrizes reais com n linhas e m colunas e, ainda, diremos que A é uma matriz de ordem
n quando A € R™". Se z € R", entdo x serd identificado como um elemento de RY™,

entretanto, dependendo do contexto, z podera ser identificado com um elemento de R™*.

A adjunta de uma matriz A, assim como a transposta de uma matriz A, serao de-

notadas por A*. Desta forma, A € R™" é dita simétrica se A = A*. Consideraremos



O € R™™ como a matriz nula, cujo nimero de linhas e de colunas dependerao do con-
texto em que estiver inserida. Se # € R"™ for um elemento de R™!, segue que z* € RY™,

mas, utilizaremos a notagao para transposto de um vetor somente nos casos em que for

necessaria.
Denotaremos a base canonica do espago euclidiano R™ por {ey, e, ..., €e,}, sendo e; =
(ej,€5,...,€}), come} =1ees =0, parai# j. Ainversa de uma matriz A sera denotada

por A7! e a matriz identidade serd chamada de E. As notagoes Po(A), Nuc(A) e Img(A)

representarao o posto, o nicleo e a imagem de uma matriz A, respectivamente.

Definigao 2.1.1. Sejam x = (x1, 22, ..., 2,), ¥y = (Y1,Y2, - - -, Yn) € R™. O produto interno

usual em R™ € definido por
i=1

Definigao 2.1.2. Seja x = (21,29, ..., x,) um elemento do R™. A norma, induzida pelo

produto interno usual, € dada por
3
b= VT - (Yot
i=1

Os proximos resultados serao utilizados na demonstracao da Proposigao 2.2.1.

Definigao 2.1.3. Seja w € R™! um vetor unitdrio. Uma matriz H é chamada Matriz de
Householder, se

H=F —2uwuw".

Proposicao 2.1.1. Se H ¢ uma matriz de Householder, entao H é simétrica e ortogonal.

Demonstracao. De fato, como

H* = (FE - 2ww*)" = E* — Quuw*)" = F - 2(w*)"w* = F — 2uw* = H,



segue que
HH* = (E — 2ww*)?
= E? — dww* + 4(ww*)(ww*)
= F — dww* + 4w(w*w)w*
= F — dww* + 4w (w, w) w*
= E — 4dww* + dww*
- F,
pois (w,w) = ||w||* = 1. Portanto, H = H* = H'. |

Teorema 2.1.1. Sejam z, y € R™! vetores unitdrios distintos. Emxiste uma matriz de

Householder H tal que Hx = y.
Demonstracao. Temos que para qualquer vetor unitario w € R™!,
Hr=(E -2ww")z =2 —2ww's =z — 2w (r,w) =z — 2 (z,w) w.

Ja que, por hipotese, x # y, definindo
_t-y
lz =y’

resulta que w é um vetor unitario e

Hx—x—2<:z;, T > .
lz =yl / llz =yl

=z —2(x,x—y) $_y2

|z =y
2 - @) e —y)

(x—y,x—y)

2 ((zv,2) = (z,9)) (v — y)
(z,2) = 2(z,9) + (¥, y)
2 ((z,x) — (z,9)) (v — y)

2 ((z,2) — (z,y))

=z —(z—y)

Observe que nos célculos anteriores foi usado o fato de ||z|| = ||y|| = 1. |



2.2 Sistemas Lineares por Partes Continuos em R”

Definicao 2.2.1. A equacao diferencial ordindria auténoma

comx = (x1,...,2,) € R", define um sistema linear por partes continuo em R"

com duas zonas, se existem c1, ¢, v € R", com v # 0, Ay, Ay € R"" e § € R tais que

Az +c, se (z,0)+06 <0,
F(z) = (2.1)
Aoz +co, se (z,v)+06 >0,

Aix 4+ ¢ = Ay + co.

O hiperplano (x,v) + ¢ = 0 é chamado de regiao de separagao, o qual divide o

espago em duas regioes lineares.

Proposicao 2.2.1. Qualquer sistema linear por partes continuo em R™ com duas zonas

pode ser escrito na forma
A~z +c¢, se x1 <0,
¥ =F(z)= (2.2)
Atz +c¢, se x>0,

com ¢ € R" e as matrizes AT, A~ € R™" verificando a relacao
(A_)ij:(A+)ij7 i:1,2,...,n, j:2,3,...,n,
isto €, as n — 1 iltimas colunas das matrizes AT e A~ coincidem.

Demonstracao. De acordo com a Defini¢ao 2.2.1, seja v € R"\{0}. Assim, v/ |jv]| é
um vetor unitario. Logo, pelo Teorema 2.1.1, existe uma matriz de Householder H tal
que

HL = €1,
[[v]]



ou seja, Hv = (||v[|,0,...,0) € R". Considere a mudanca de variaveis
v
v

Sendo Hxr = x — 2 (z,w) w, para algum vetor unitario w € R™, como na demonstragao

do Teorema 2.1.1, tem-se que

o]
)
= Hzx + s Hv
o]
)
=z — 2w (z,w) + H HZ(U 2w (v, w))
v
v o
=2 —2w(z,w) +0—s5 — 2w—sy (v, W)
Il o]

= (x—l—é '02) —2w<x+5L2,w>
o] o]

Yy =2 = 2w (2, w)

e, dai,

= F(z) — 2w (F(z),w) (24)
= HF(z).
Visto que (x,v) +d < 0 segue que (z,v) < —J. Como H é de Householder, pela Propo-
sigao 2.1.1, H = H~! = H* ¢, por (2.3), temos que

v

r=Hy—d—s.
o]

Assim, sendo y = (y1,¥2, .- -, Yn), €ntao

—§ > (z,v)




isto é,
0> (Hy,v)

= <Z/, HU>

= ((y1,92,-- > yn); (0]l ,0,...,0)).

Desta forma, concluimos que y; ||[v|| < 0, donde y; < 0, pois, por hipotese, temos que
v # 0, resultando que ||v|| > 0. Analogamente, se (z,v) + ¢ > 0, obtemos y; > 0. Para
simplificar a escrita, considere A = A; e ¢ = ¢;, com i € {1,2}. Assim, dos sistemas (2.1)

e (2.4), temos que
y = HF(x)

= H(Ax +¢)

= (Az + ¢) — 2w (Azx + c,w)

= Az + ¢ — 2w (Az, w) — 2w (¢, w)
= HAx+ Hc

:HA(Hy—5—U >+Hc

2
o]

— HAHy+ H (C—A5H UH2> .
v

Portanto, obtemos o seguinte sistema

HAHy+ H (01 —Aﬁ#) , se 1y <0,
v

/

y = (2.5)

(%
2
o]

Sendo o campo vetorial continuo, pela Definicao 2.2.1, se y € R" e y; = 0, entao

HAQHy+H(02—A25 ), se 1y > 0.

[

2
o]

HA1Hy+H(cl—A15 ):HAgHy+H<cg—A25 Y )

2
o]

Em particular, se y = 0 € R", entao

H (Cl — Alé%) =H (CQ — A26L2) .
o] o]

Logo, se y € R" e y; = 0, resulta que

HAlHy = HAgHy,
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e, consequentemente,
HAlHej:HAQHej, j:2,3,...,n

ou seja, as matrizes HA1H e HA>H coincidem em suas n — 1 dltimas colunas. Assim,

considerando

A~ = HA\H, A* = HAH, ¢=H <ci _ Ai(sﬁ) ,ie{1,2},
v

concluimos a demonstragao chamando y de . |

O préximo lema seré 1til na demonstragao da proposicao a seguir.

Lema 2.2.1 (Lema de Gronwall). Sejam ¢ : [a,b] = R, ¥ : [a,0] > R e~ : [a,b] = R

fungoes continuas em [a,b] tais que

o) < vlt) + [ A()oles, s,

com y(t) > 0, para todo t € |a,b]. Entao

/w s) exp (/:V(T)d7> ds, a<t<b.

Demonstracao. Sugerimos a leitura de [3]. |

No que segue, o sistema (2.2) serd denotado de modo simplificado por 2’ = A*z + c.

Proposicao 2.2.2. Considere a equagao diferencial definida em (2.2). O problema de
Cauchy
v = F(r) = ATz + ¢,
z(0) = xy,

com xg € R", possui solu¢cao mdzima unica definida em R.

Demonstragao. De acordo com [11] é suficiente provar que o campo vetorial F' é uma
fungao Lipschitziana em R™. De fato, sejam z, y € R" ¢ K = max{||A*|,| A7 ||}. Entao

hé os seguintes casos:
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(i) Sex; >0ey; >0, entdo

1F(z) = F(y)l = |47z — AMy|| < [|AT | lo — yll < K ||z = yll;

(ii) Sex; <0ey; <0, entao

|F(z) = F(y)| = |47z — A7y| < [[A7|[lle = yll < K ||z =yl

(iii) Se z1 > 0 e y; < 0, tomamos

Y
= ———(z—y)+y
h — T

Entao, z; = 0 e, pela continuidade do campo vetorial F', tem-se que
[1F(z) = F(y)ll = [|1F(x) = F(2) + F(z) = F(y)||

< ||F(x) = F) + 1F(2) = Fy)ll

= [ATz = AT2| + [[A7z — A7yl

< [ A*Hlz = 2l + 1A7] |z = vl

< max {[|AT|[, [[A7[]} (= — 2l + Iz — D)

= K|z —yl,
pois sendo x, y e z pontos colineares, a soma das normas é igual a norma da soma. Os
outros casos sao analogos. Portanto, F' é globalmente Lipschitziana em R™ e, logo, o

problema de Cauchy em questao possui solug¢ao tinica.

Observe que
[E @) = [I1F@I < [IF@I = IFWI < [|1F(z) = F)ll < Kllz—yll, Vz,yeR"
e, em particular, se y = 0 € R", temos que
[F ()] < K |lz|| + [|F(0)]] -

Sendo assim, suponha que

p: I — R"

to— (1),
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seja solugdo méaxima tnica desse problema de Cauchy, definida em [ = (w_,wy), com

wy < 0o. Como
t
M®=m+/FW®M&
0
segue que

[l < NIl + HF(O)HHK/O lp(s)llds < w(t)+K/0 le(s)lfds, T e[0,wy),

sendo 1 a funcdo dada por ¢ (t) = ||zo|| + ||F(0)| t. Assim, pelo Lema 2.2.1,
t t
le@)]] < ¥(t) + K/ P (s)exp (/ KdT) ds
0 s

= 60+ K [ vl (1t - ) s,
<M, tel0,wy),
sendo
M= 0fn) K [ ots)exp (5t - 9)ds.
Logo,
olt) € BOM) = {z € R": 2] < M}, te[0,w,),

o que contradiz o Teorema de Solucoes Mdzrimas. Portanto, w, = oo. Analogamente,
podemos mostrar que w_ = —oo e, assim, a solugdo maxima tunica do problema de

Cauchy esta definida em R. |

Agora, note que, se no sistema (2.2) fizermos ¢ = 0 € R", obtemos seu sistema

homogéneo associado

A"z, se x1 <0,

Atx, se x>0,

o qual ainda pode ser escrito como
a = A_1'+B77(<ZE,61>), (27)

sendo

B = (A+ - A_) €1,
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e n a fungao definida por

0, se u<0,

u, se u=>0.

De fato, se 1 < 0, segue que 7 ((z,e1)) = n(z1) = 0 e, assim,
' =A"x+ Bn({x,e)) = A"z
e, se 1 > 0, entdo 1 ((x,e1)) = (x,e1), resultando que
g =A"x+ (A" — A ) e (z,e) = A x + (AT — A7) eejz = Atz

pois, como foi visto na Proposigao 2.2.1, AT e A~ compartilham as n— 1 tltimas colunas

e
1 0 0
0O 0 - 0
ere] = ,
00 --- 0

sendo e; € R™!. Deste modo, podemos escrever o sistema (2.2) na forma

¥ = A"z + Bn({z,e1)) +c. (2.8)

Vale ainda ressaltar que de acordo com [1], pagina 612, quando ¢ = 0 no sistema
anterior, temos um caso particular de um sistema de controle linear auténomo (em malha,

fechada) da forma

2 = A~ x + Bu,
Yy = ex, (29)
u=n(y),

com e; € RM e 2 € R™!, o qual definiremos a seguir.
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2.3 Sistemas de Controle Lineares

Um sistema de controle linear é um sistema da forma

¥ = A(t)x + B(t)u,
(2.10)
y = Ct)z,

com o parametro t € [tg,t;] C R chamado de tempo, x : [to, t1] — R™ o vetor de estado,
u : [to,t1] — R™ o vetor de controle ou vetor de entrada e y : [to,t1] — RP o vetor de

observagao ou vetor de saida.

A menos que se diga o contrario, iremos considerar as fungdes matriciais A : [tg, t;] —
R™™ B : [ty,t1] = R™™ e C : [ty,t;] — RP" continuas em [to,t1]. A notagao (A, B,C)
seré utilizada para denotar o sistema de controle linear descrito no sistema (2.10).

Quando as func¢oes matriciais A, B e C' forem constantes, o sistema de controle linear
é chamado auténomo ou invariante no tempo e, caso contrério, o sistema é chamado de ndo

auténomo.

Como vetores de controle admissiveis serao considerados as fungoes
1 m
u €L ([to,tl],R ),

as quais sao funcoes pertencentes ao espaco vetorial de todas as classes de equivaléncia
de fungoes v : [tg,t1] — R™, Lebesgue mensuraveis que diferem apenas em um conjunto

de medida nula, e satisfazem

/1|]v(t)Hdt < 0.

to
Definigao 2.3.1. Seja ¢ : [to, t1] = R™" uma matriz fundamental para o sistema linear
=A@z, (2.11)
com x € R". A fun¢ao matricial
Ga: [to,t1] X [to,t1] —> R™"

(t,s) — Pal(t,s) = o (t)dp~1(s)

é denominada matriz de transicdo do sistema linear (2.11).
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As propriedades dessas matrizes podem ser encontradas em [5].

Nosso foco esta nos sistemas de controle lineares auténomos. Outros resultados rela-
cionados com os sistemas de controle lineares podem ser vistos com mais detalhes em [5].
Observe que, para sistemas de controle lineares autéonomos, uma matriz fundamental ¢
para o sistema linear

2 = Ax,
& o(t) = e t € R e, ainda, satisfaz ¢(0) = E.

A seguir, apresentaremos algumas defini¢oes e resultados que serao utilizadas no de-

correr do texto.

Definicao 2.3.2. Uma matriz simétrica M € R™" é denominada:

(a) Positiva definida, quando (x, Mx) > 0, Vo € R™"\{0};
(b) Positiva semidefinida, quando (xz, Mzx) >0, Vo € R";
(c) Negativa definida, quando —M for positiva definida;

(d) Negativa semidefinida, quando —M for positiva semidefinida.

Lema 2.3.1. Uma matriz simétrica M € R™™ € positiva definida se, e somente se, for

positiva semidefinida e nao singular.

Demonstragao. Sugerimos a leitura da Segdo Operadores AutoAdjuntos em [6]. |

Definicao 2.3.3. Uma solugdo, em [to,t1], do problema de Cauchy

2’ = Ax + Bu,
(2.12)

JT(tQ) = Xy,

com ty € [to, t1] e u € L*([to, t1],R™) € uma fungao absolutamente continua,

X [to,tl] — Rn,
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que satisfaz a equacdao integral
t

z(t) =z + [ Ax(s)+ Bu(s)ds

to

ou, equivalentemente, satisfaz a equagao diferencial em (2.12) em quase todo ponto e a

condi¢ao inicial.

O conceito de funcao absolutamente continua, bem como os espacos LP, pode ser visto

em [8].

Teorema 2.3.1. A solugao x : [to,t1] — R"™ do problema de Cauchy (2.12), com u €
L' ([to, ], R™), o € [to, t1], € da forma

B t
o) =g 1 [ I Bu(s)ds. (2.13)

to
A demonstragao desse teorema é dada em [9]. Observe ainda que, o teorema anterior
também ¢ valido para u € L? ([to, t1], R™), pois como o intervalo [ty, 1] ¢ compacto, resulta

da Desigualdade de Hdlder que L* ([to, t;],R™) C L' ([to, t1], R™).

Os sistemas de controle lineares autonomos possuem uma propriedade que permite
reescrevé-los em uma forma especial, denominada forma normal dos sistemas de controle
lineares auténomos, a qual também é conhecida como forma normal de Kalman. A van-
tagem é que na forma normal o sistema pode ser dividido em 4 blocos e isto seréd util

posteriormente. Neste sentido, considere o sistema de controle linear auténomo

2’ = Ax + Bu,
(2.14)

y = Cx.

Sejam x = x(t), t > 0 uma solucao de (2.14) e P € R™" uma matriz ndo singular.

Definindo z = Pz, temos

Z = Px’

= PAx + PBu

= PAP 'z + PBu,
y=Czr

= CP 'z
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Logo,

sendo A= PAP™!, B=PB e C=CP ..

Definigao 2.3.4. Dois sistemas de controle lineares autonomos (A, B,C) e (A, B, C) sdo

ditos linearmente equivalentes se, e somente se, existir uma matriz nao singular P € R™"

tal que A= PAP™', B=PB e C=CP

Observe que, ser linearmente equivalente, de acordo com a definicao anterior, define

uma relacao de equivaléncia. De fato:

(i) Reflexividade. O par (A, B,C) é linearmente equivalente ao par (A, B, C), pois
basta tomar P = FE, sendo E a identidade do R™";

(ii) Simetria. Se o par (A, B,C) é linearmente equivalente ao par (A, B,C), entéo

existe uma matriz nao singular P € R™" tal que

Assim,

A=P1'AP, B=P'B ¢ C=CP
Logo, existe S = P~! nao singular tal que
A=SAS™', B=SB e C=CS5"
e, portanto, o par (121, B, C’) é linearmente equivalente ao par (A, B, C);

(iii) Transitividade. Se o par (A, B,C) é linearmente equivalente ao par (A4, B,C) e
o par (A, B,C) ¢é linearmente equivalente ao par (A, B, C), ento existem matrizes

nao singulares P,.S € R™" tais que

A=PAP™', B=PB e C=CP',
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Logo,
A=S8A8™' = SPAP7'S,

B=SB=SPB

C=C8"'=cp's.

Tomando T' = S P, segue que T é nao singular e

A=TAT™ ",
B=TB
e
C=017"

Portanto, o par (A, B, C) é linearmente equivalente ao par (4, B, C).

2.4 Observabilidade de Sistemas de Controle Lineares

Auténomos

Antes de definirmos a observabilidade de um sistema de controle linear auténomo, consi-

deremos a seguinte questao:

Dado um sistema de controle linear autonomo (A, B, C), conhecido o vetor de controle
u e o vetor de saida y, em quais circunstincias € possivel reconstruir o estado inicial

xo = x(to) ?

Observe que, pelo Teorema 2.3.1, temos

B t
z(t) = et g, +/_ e~ Bu(s) ds

to

e, assim,
t

y(t) = Cx(t) = Cet=) Az, 4 / Ce*=*4Bu(s) ds,

to
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ou seja,

y(t) = Celt=to) Ay 4 y1(t),

sendo

t
y1 (%) :/ Cel"=94Bu(s) ds.
-

0
Logo, conhecido o vetor de controle u, é possivel que y; seja calculada a priori, indepen-
dente de conhecermos ou nao a condicao inicial zy. Portanto, determinar x, a partir do

par (y,u) é equivalente a determinar xy por meio da diferenga
y(t) — yi(t) = Cel' =g,

a qual corresponde ao vetor de saida do sistema linear homogéneo

quando z(tg) = xo. Isto significa que, para estudar a determinacao do estado inicial
de um sistema de controle linear auténomo (A, B, C), é suficiente estudar os sistemas de

controle lineares auténomos homogéneos da forma

2 = Az,
(2.15)
y = Cx.

O sistema anterior sera denotado pelo par (A, C'). Agora temos condigoes de formalizar

o conceito de observabilidade para sistemas de controle lineares auténomos.

Definigao 2.4.1. Diremos que o sistema de controle linear auténomo (A, C') é observavel

em [0,T], quando para toda funcao = de classe C*([0,T],R™) a condigdo
(2.16)

para todo t € [0,T), implicar em z(0) = zo = 0.
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Em outras palavras, a observabilidade do sistema (A, C') é equivalente ao fato da aplicagao

linear a seguir ser injetiva,

l
«Q
5

Zo

com
G(zo): [0,7] — R"

t  — G(xo)(t) = Cetay.

O teorema a seguir trata de uma forma equivalente de se definir a observabilidade de

um sistema de controle linear auténomo.

Teorema 2.4.1. Seja (A,C) um sistema de controle linear auténomo. As sequintes afir-

magoes sao equivalentes:
(a) O par (A,C) é observdvel em [0,T);
(b) A matriz

T
W ::/ eV CrCetds, T >0,
0

€ positiva definida.

Demonstragao.

(a) = (b) Suponha que W7 nao é positiva definida. Observe que a matriz Wr é simétrica,
pois o integrando é uma matriz simétrica para cada s € [0,7] e, além disto, é positiva

semidefinida ja que
(x, Wrz) = <:1c, ( A*C’*C’eSAds) x>
T
/ e C’*C’eSA:I:> ds
0

T
/ C’eSA:U C’eSA@ ds

0

/ ‘C’eSAx” ds >0, VzeR"
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Portanto, pelo Lema 2.3.1, Wy é singular, ou seja, existe 2o € R"\{0} tal que
<130, WTSL’O > = O

Temos que a funcdo z definida por x(t) = exg, t € [0,7], é solugao do problema de

Cauchy
x = Ar,
x(0) = zg
De fato,
gt = ()
= Aez
= Ax(t)

e, além disto,

2(0) = e*ay = Exg = 0.
Como
T T )
/ |Cx (s)]|* ds :/ ||C’eSAx0|| ds
0 0

T
:/ <C’eSAx0,CeSAa:0> ds
0

T
:/ <$0,€SA*C*C€SAI'Q> ds
0

T
— <x0, (/ eSA*C*CeSAds) $0>
0

= (20, Wro) =0,
segue que Cz(t) = 0, para todo ¢ € [0,7T], com x(0) = z9 # 0 e, portanto, o par (4, C)

nao ¢é observavel em [0, 7.

(b) = (a) Suponha que x seja uma fungao satisfazendo (2.16) para todo ¢ € [0, 7). Logo,
tem-se que

z(t) = elay, Vte (0,7,
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donde z(0) =z e
T
(20, W) — / ICz ()] ds = 0.
0

Como Wr é positiva definida, resulta que zo = 0. Portanto, o par (A, C) é observavel. B

O teorema a seguir ¢ de grande importancia no estudo de sistemas de controle lineares

autonomos. No que segue, a matriz

CA
O = OA2 ;

CATL—l
¢ chamada de matriz de observabilidade e
T
Wrp = / eV o Cettds, T >0,
0
definida no teorema anterior, ¢ denominada Gramiano de observabilidade.

Teorema 2.4.2. Seja (A,C) um sistema de controle linear auténomo. As sequintes

afirmagoes sao equivalentes:

(a) O par (A,C) é observdavel em [0,T] para todo T > 0;
(b) O par (A,C) é observavel em [0,T] para algum T > 0;
(c) A matriz Wy € nao singular para algum T > 0;

(d) A matriz Wy € nao singular para todo T > 0;

(e) Po(O) =n;

(f) ﬁ Nuc (CA*) = {0}.



23

Demonstracao.
(a) = (b) Nao ha nada o que fazer.
(b) = (c) Suponha que o par (A,C) é observavel em [0,7] para algum 7" > 0. Assim,

pelo Teorema 2.4.1, Wy é positiva definida para algum 7" > 0 e, do Lema 2.3.1, segue

que Wr é nao singular para algum 7" > 0.

(c) = (d) Suponha que Wy é nao singular para algum 7" > 0, escolhido de acordo com

(c) e seja T > 0 arbitrario, porém fixado. Como

T
<$07WT950> :/ HC€SA$0H2dS,
0
temos que
<1’0, WTZEQ> = 0

implica em

a(s) == Cettazg =0, Vse[0,T].

Assim, derivando a func@o a = a(s) k vezes em relagao a s, e calculando em s = 0, segue
que

a®(0) = CAk(BSAxO‘s:O =CA*zy=0, k=0,1,....

Logo, CA*s*zy = 0, para k = 0,1,... e s € [0,T]. Com isto, obtemos que

T
(xo, Wrag) :/ HCeSA:UOHst
0

2

T o0
:/ C(Z%Aksk> xol|| ds
0 k=0
T oo 1 2
_ / o CAksky|| ds
0 |lg=0 """

= 0.

Como Wy é nao singular e positiva semidefinida segue, do Lema 2.3.1, que Wy é positiva
definida. Portanto, xy = 0 e (x¢, Wzxo) = 0 se, e somente se, zo = 0, ou seja, Wz é ndo

singular. Como T ¢é arbitrario, concluimos que Wy é néo singular para todo T > 0.
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(d) = (e) Suponha que Wy é nao singular para todo 7" > 0 e, por contradi¢do, que
Po(O) < n. Desta forma, as linhas da matriz O, np x n, formam um conjunto linearmente

dependente. Pelo Teorema do Nicleo e da Imagem (ver [6]), temos que
dim Nuc(O) + dimIm(O) = n,

ou seja,

dim Nuc(O) + Po(O) = n.

Portanto, dim Nuc(O) > 1, isto ¢, existe g € R"\{0} tal que Oz, = 0, ou seja,
CA*2y =0, k=0,1,...,n—1.

Considere o polindémio caracteristico da matriz A

n—1

pa(A) i=det (\E —A) = \" + Zak)\k'

k=0
Pelo Teorema de Cayley-Hamilton (ver [6]), temos que

n—1

ba (A) = A" + Z OékAk
k=0

= A"+, AV b A+ oA+ oE = 0.

Logo,
A" = —q, AV — o — A — oA — aE
e, assim,
CA"zy = —a,_ 1CA" 'ag — - — anCA%*rg — a0y CAzg — agC Exgy = 0.
Para n + 1, temos
Al = AnA
= (—ap A" — o —apA? — A — agE)A
= —q, A" — - — A3 — a1 A% — apA

e, portanto,

CAn+1$() = —an_chnJTo — = Oé20A3$0 — OZ10A21L‘0 — CY()CAZL‘() =0.
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Por inducao, segue que C A¥zy = 0, para k = 0,1, ... e, ainda,

A" = Oénfl,n14n71 +oe 4+ 042,,1142 + al,nA + Oéo,nE;

sendo oy, = —oy, para k =0,...,n — 1. Desta forma, obtemos
An—i—l = —Oén_lAn — s — 042143 — OélAQ — OéoA
= —Oén_l(—Oén_lAn_l — e — OéQAQ — OélA — OéoE) —

—OéQA3 — a1A2 — Ck(]A
= (&n,12_an72)An_1 + (Oénflanf2 - OénfB)An_Q + e
+(Oén,1042 — Oél)Az + (Oén,10q — )A + (Odnfloéo)E.

Portanto,

n+1l __ n—1 2
A =11 A" AT o A+ o B

COM (i1 = Q10 € Qpil = Op_1Qf — g1, para k = 1,...,n — 1. Deste modo,
concluimos que

n—1
A™ = g akvak, m>n,
k=0

0 que nos permite escrever

et = Z %tJAJ

n—1 1 00

=) A4y A
=0 7’ j=n 7
n—1 00 n—1

=Y A S e
j=0 J: j=n J: k=0
n—1 oo n—1

=Y A+ Nty A
j=0 j=n k=0
n—1 n—1 00

SIS 90 S I
k=0 k=0 \j=n

= "z—f ltk + f: fltjak Ak,
k=0 k' j=n ‘7' !
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resultando que

n—1
et = Z oy, () AF,
k=0
sendo
1, 1,
(1) = 51" + Zﬁt Uk
j=n "
Portanto,
n—1
Cetxy = Z ay (t)C A%z =0,
k=0
isto é,

T
<CL’0, WTJZO> = / ||C€tAl’0H2dt = 0,
0

com xg # 0. Como Wr é nao singular e positiva semidefinida segue, do Lema 2.3.1, que

Wr é positiva definida e, assim, temos uma contradicao.
n—1
(e) & (f) Se zg € ﬂ Nuc (CA¥) e zy # 0, entdo

k=0

CA* 2y =0, k=0,1,...,n—1.

Logo, Po(O) < n e, portanto, (e) = (f). Se Po(O) < n, entdo existe xy € R"\{0} tal
que CA*zy =0, k=0,1,...,n — 1. Logo,

h Nuc (CA¥) # {0}

k=0

e, assim, (f) = (e).

(f) = (a) Suponha que zy € R" satisfaz Ce'dzy = 0, Vt € [0,T]. Como visto anterior-
mente, podemos concluir que CA*zy = 0, para k = 0,1,.... A hipotese em (f) implica

que zo = 0. Portanto, o par (A4, C') é observavel em [0, T] para todo T' > 0. |

Teorema 2.4.3. Se o sistema (2.2) € observdvel, entdo existe uma mudanga linear de
varidveis que o transforma na forma candénica generalizada de Liénard
M~y+c¢, se y <0,

y = (2.17)
Mty+ec, se 1y >0,
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com
& -1 0 0 0
& 0 —1 0 0
ME=| i i o i, e=[i]eRy
55, 0 0 —1 0
& 0 0 - 0 Cn
sendo 07,05 ,...,0- 1,65 € R os coeficientes do polindmio caracteristico de A* e c, € R.

Demonstragao. Se o sistema (2.6) ¢ observavel, entao sua matriz de observabilidade

€1
elA_
O= | e(A)

er (A7)t

tem posto completo, sendo e; € RY™. Assim, existe um tnico vetor z € R™! tal que

61(—147)”71
el(_A—)n—2
z=ej. (2.18)
61(-147)
€1
Considerando a matriz nao singular
Pi= (A7) (A7) 2] = AT2le)
temos que
AP =—(—A")P
= (=(=A7)" 2] = (A7) = (A7) 2] | = (A7) = (—A7)2).

Seja

pa-(A) = (=1)" A"+ (=1)" 7o NPT (1) AT 4 (<1)0, A+ 6y
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o polindmio caracteristico de A~. Assim, pelo teorema de Cayley-Hamilton, A~ satisfaz

pa- (A7) =0 e, deste modo,
—(—A )= (6 (AT S (AT P 5, (A7) + 6, E) 2.
Portanto, a matriz A~ P pode ser escrita na forma
(AT o e 4+ (A7)0, 2+ 0,2 = (A7) ] o[ = (A7) 2] = (A7)2)

o que é equivalente ao produto

0oy -1 0 0
0, 0 -1 0
(A7) 2| (A7) 2] | = A72]2) :
0,1 0 0 -1
o, 0 0 0
sendo este ultimo igual a PM~. Assim, PM~ = A~ P ou, equivalentemente,
PATP=M".

Da equagao (2.18), resulta que
er(—A)" =1, e(-A)"z=0, j=23,...,n,
ou seja,
el ((—A_)"_lz|(—A_)”_22| R A_z|z) =(1,0,0,...,0) = ey,
isto &,
erP = ey (2.19)

Escrevendo o sistema (2.2) na forma (2.8) e, realizando a mudanga de varidveis X = P~ 'z,

obtemos
X/ — Pflx/

= P71 (A z + Bn((z,e1)) +¢)
= P Y (A PX + Bn({(z,e1)) +¢)
= P 1A PX + P 'Bn({x,e,)) + P 'c

= M~X + Bn((z,e1)) + &
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com M~ =P 'A P, B=P 'Beé=Plc:= (c1,¢9,...,cn) € R™

Fazendo a mudanca de variavel

y:X—Elé
00 --- 00
10 --00|("
Co
=X-101 --- 00
Cn
00 --- 10
:X_(07cl7627"'7cn71)7
observando que
]\4_l?16 = (_017 —C2y ...y _Cn—170)

e utilizando a equagao (2.19), chegamos a
y =X
= M~X + By ((z,e))) + ¢
= M~y + M~ Fyé+ By ((Py + PE¢,e,)) + ¢
= M~y + Bn((Py,e1)) + M~ Eé+ ¢
= M y+ Bn((y,e1)) + ¢,

sendo ¢ = (0,0,...,¢,) € R". Observe que essa expressao coincide com (2.17), uma
vez que o sistema (2.8) é equivalente ao sistema (2.2). Sobre os calculos anteriores, vale

ressaltar que

(PE\¢,e1) = et PE ¢ = e Fré = (B¢, eq) =0,

<P?J7€1> =ePy=ey= <1/7€1> .
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2.5 Controlabilidade de Sistemas de Controle Lineares

Auténomos

Observe que no sistema de controle linear auténomo (2.14) a agdo do vetor de controle
u interfere apenas na primeira equacao. Assim, nao é necessario considerar a equagao
y = Cz. Desta forma, utilizaremos a notagao (A, B) para representar o sistema de controle
linear auténomo (2.14). Com isto, definiremos quando um sistema de controle linear

autonomo é controlével.

Definigao 2.5.1. O sistema de controle linear auténomo (A, B) € dito controlavel em
[0,T], quando para todo par de estados xg,x1 € R™, existe um vetor de controle u €
L' ([0, T],R™) de forma que a solu¢io x : [0,T] — R™ do problema de Cauchy
' = Ax + Bu,
(2.20)
z(0) = o,

satisfaz também a condigdo de contorno x(T) = x;.

Em outras palavras, o sistema (2.14) é controlavel, quando existe uma fungao u €
L' ([0, T],R™) que controla a evolugao do vetor de estado x, desde o estado inicial zy € R"
até o estado final z; € R™, através da dindmica de ' = Az + Bu no intervalo [0, T]. Neste

sentido, de acordo com a Definigao 2.5.1, utilizaremos a notagao
(0, 20) — (T, 1) .

Observe ainda que, pelo Teorema 2.3.1, o vetor de controle u satisfaz
(0, 20) — (T, 1)

se, e somente se,

T
z, = Tz +/ eI =) By(s)ds.
0

O proximo teorema mostra que existem formas equivalentes de se definir um sistema

de controle linear autonomo controlavel.
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Teorema 2.5.1. Sao equivalentes as sequintes afirmacoes:

(a) O par (A, B) é controldvel em [0,T1;
(b) Para todo x1 € R", existe uma funcao u € L' ([0, T],R™) satisfazendo

(0,0) —= (T, z1) ;

(c) Para todo xy € R™, existe uma funcio v € L* ([0, T],R™) satisfazendo

(0, z0) — (T,0).

Demonstracao.

Observe que as implicagoes (a) = (b) e (a) = (c) s@o imediatas, pois como valem para

todo xg, r1 € R", em particular, valem para zo =0 e x; = 0.

(b) = (a) Tome o, z; € R" arbitrarios. Logo, (z1 — e™zg) € R" e, por (b), existe
we L' ([0, T],R™) tal que

(0,0) = (T, a1 — ")

ou seja,

T
z1 — e zy = 740 —|—/ e =) Buyy(s) ds.
0

Desta forma,

T
zy = el —|—/ eI =94 Buy(s) ds
0
e, portanto, (0, o) — (T, x1), resultando que o par (A, B) é controlavel em [0, 7).

(c) = (a) Tome xo,z; € R"™ arbitrarios. Logo, (zg — (") 'z1) € R™ ¢, por (c), existe
uwe L' ([0,T],R™) tal que

(0,3:0 — (6TA)_1.:1:1) — (T,0),

isto é,

T
0=e" (2o — (™) a1) + / e =) Byy(s) ds.
0
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Assim, (0, ) — (T, 2,), pois
T
0=cezg— 2, + / e =904 Buy(s) ds,
0

implica que

T
1 = e g +/ e(T_S)ABu(s) ds.
0

Portanto, o par (A4, B) & controlavel em [0, 7. |

A propriedade apresentada no item (c) do teorema anterior é chamada controlabilidade

a0 Zero.

A matriz Vi definida por
T *
Vp = / e *ABB*e™*" ds,
0

sendo T um namero real positivo, exerce um papel importante no estudo da controla-
bilidade de um sistema de controle linear auténomo (A, B). Observe que esta matriz é
real, pois A € R"" ¢ B € R™™ ¢, ainda, ¢ simétrica, visto que (V)" = (V). De fato, a

simetria decorre de
(esA)* _ GSA*7 (e—sABB*e—sA*)* — €_SABB*€_SA*, Vs € [07 T]

Além disto, para cada r € R",

T
(z, Vrz) = <l‘, (/ eSABB*eSA*ds) x>
0

T
= z, e *ABB*e 4 1) ds
(
0. (2.21)
:/ <B*e‘5A*x,B*6_SA*x> ds
0

T 2
:/ |Bre™"a]"ds 2 0,
0

pois o integrando é nao negativo. Portanto, de acordo com a Definicao 2.3.2, Vi é

positiva semidefinida. Este resultado sera tutil na demonstracao do teorema a seguir.

Teorema 2.5.2. Seja (A, B) um sistema de controle linear auténomo. As sequintes

afirmagoes sao equivalentes:
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(a) O par (A, B) € controldavel em [0, T] para todo T > 0;
(b) O par (A, B) é controldvel em [0,T] para algum T > 0;
(c) A matriz Vi é nao singular para algum T > 0;

(d) A matriz Vi € nao singular para todo T > 0;

(e) Po(C) =n, sendo C = (B|AB|A?B|...|A" 'B) a matriz de controlabilidade.

Demonstracao.

(a) = (b) Nada a fazer.

(b) = (c) Suponha que o par (A, B) seja controlavel em [0,7], para algum T > 0 e,
por contradigdo, que Vp seja singular. Sendo Vr singular, existe z; € R™\{0} tal que

Vraxy; = 0. Assim, de (2.21), temos que
T
(@ Vro) = [ B ds=o.
0
Logo, segue que
B*e g, =0, Vtel0,T].

Como o par (A, B) ¢é controlavel em [0, 7], pelo item (c) do Teorema 2.5.1, existe u €
L' ([0,T],R™) tal que
(07331) 'L> (T7 0) )

isto €,
T
0=el (:1:1 + / e * Bu(s) ds)
0

e, assim,

T

T = —/ e *ABu(s)ds.

0

Mas,

||$1||2 = <$171‘1>

— <x1,— /0 ' e *ABu(s) ds>
__ /0 "o e Bu(s) ds

= — <B*e_5‘4*x1, u(s)) ds =0,
0
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o que implica que z; = 0, chegando a uma contradi¢cao. Portanto, V é nao singular para

algum 7" > 0.

(c) = (d) Suponha que Vy é nio singular para algum T > 0 e tome T > 0 arbitrario,

porém fixado. Sendo

T
(1, V) = / |B* e || ds, (2.22)

0

segue que para (1, Vizy) = 0 devemos ter

a(s) = Be 2, =0, Vsc0,T].
Derivando a fun¢ao a = a(s) k vezes em relagao a s, e calculando em s = 0, obtemos
a®(0) = (=1)*B*(A")fz; =0, k=0,1,....

Multiplicando a igualdade anterior por s*/k!, resulta que

B*
k!

(A =0, k=0,1,... e secl0,T].

Desta forma,

T
(a:l,VTx1>:/ HB*e_SA ds-/
0

ou seja,

2
ds =0,

1'1:0.

Logo, T" > 0 tal como no item (c) implica em z; = 0. Assim, de (2.22), segue que Vi
é positiva definida e, portanto, nao singular. Como T & arbitrario, temos que Vi é nio

singular para todo T" > 0.

(d) = (a) De acordo com o Lema 2.3.1, o item (d) é equivalente a V7 ser positiva definida

para todo T > 0. Deste modo, tome x; € R" e defina a fungao u € L' ([0, 7], R™) como

u(t) = Bre Ve My, t€[0,7T],
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a qual esta bem definida pelo fato de Vi ser nao singular. Assim,
T
x(T) = eT40 + eTA/ e *ABB* eV e T ds
0
T
S </ e *ABB*e %4 d5> Vite Tz,
0
= eTAVTV£16—TAx1

= .

Logo,
(070) 'L> <T7x1)'

Portanto, pelo Teorema 2.5.1, o par (A, B) é controlavel para todo T' > 0.
(d) = (e) Iremos mostrar a contrapositiva. Suponha que o posto da matriz
C=(B|AB|A*B|--- |A"'B)
é menor que n, ou seja, Po(C) < n. Entao, existe v € R, v # 0, tal que
vA'B =0,

para todo 0 < i <n —1. Seja
n—1
pa(d) = X"+ oA,
k=0

o polinémio caracteristico de A. Pelo Teorema de Cayley-Hamilton (ver [6]), temos que
pa(A) = 0, ou seja,

n—1

pa(A) = A"+ "y A¥

k=0
= A"+, AV A+ A+ o E =0,
isto é,
A" = —O[nflAnil — = 042142 - OélA — OéoE.

Portanto,

VA"B = —a,, 10A" !B — .. — aqvA%B — aqvAB — ayuB = 0.
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Para n + 1, temos

Antl = AnA
= (—OénflAn_l — e — OCQAQ — CklA — a0E> A
= —OénflAn — = 042143 — a1A2 — OéoA,
resultando que
VA" B = —q, jvA"B — -+ — apvA®B — aqyvAB — apvAB = 0.

Por inducdo, segue que vA*B = 0 para k = 0,1,... e, ainda,

A" = —q, AV — o — A% — o A — apE,
sendo oy, = —oy, para k =0,...,n — 1. Deste modo, obtemos
Artl = _anfl,nAn - 042,11143 - 051,11142 - aO,nA
= —Ozn_l(—an_lA"_l — — CYQAZ — OzlA — OfoE) —

Logo,

+1 _ -1 2
A" =y g1 AT Fagp 1 AT A+ agpn B

sendo o pt1 = Qp_10p € Qppi1 = Qp_10 — Qp—1, para k = 1,...,n—1. Concluimos que

n—1
A" = E akmAk, m>n.
k=0
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I[sso nos permite escrever

1
tA _ — 4 Ad
et = Z j!t A
§=0
n—1 1 00 1
DI I
=0 J’ j=n J°
n—1 1 0o 1 n—1
_ 4T AT iy
§=0 j=n k=0
n—1 1 co n—1 1
— 4 AT Y] Ak
— Zﬂt AT oA
§=0 j=n k=0
n—1 n—1 00
k Ak k
-5 S (3 d ) 4
k=0 k=0 \j=n
n—1 1 0o 1
_ ¢k iy k
-5t S e )
k=0 j=n
e, entao,
n—1
et = Z oy, () AF,
k=0
sendo
1, 1,
(073 (t) = Et + Z Ft A
j=n
Assim,
n—1
ve'*B = Z ay (t) vA*B =0,
k=0
para todo t, ou seja,
<’U, VTU> = O,

mostrando que V7 nao é positiva definida para qualquer 7' > 0. Com isto, segue do Lema

2.3.1 que Vp é singular, como queriamos.

(e) = (d) Suponha que Po(C) = n e, por contradi¢ao, que Vi seja singular para algum

T > 0. Entao, existe v € R", v #£ 0, tal que

<U, VTU> = O,
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ou seja,
ve'"B =0, Vtel0,T).

Assim, considerando t = 0, obtemos que
vB = 0.

Calculando a j-ésima derivada de vet4 B = 0, em relacio a t, aplicada em ¢ = 0, chegamos
a

vA’B =0, j>0.

Desta forma,

v (BJAB|A%B|---|A"'B) =0,

ou seja, Po(C) < n, contrariando a hipotese. Portanto, Vi é nao singular para todo 7' > 0.

A propriedade apresentada no item (e) do teorema anterior também é conhecida como

Critério de Kalman.

Definigao 2.5.2. Um sistema de controle linear auténomo (A,B), satisfazendo o Critério

de Kalman, é chamado de sistema de controle linear auténomo completamente controlavel.

Teorema 2.5.3. Se 0 Po(C) =r < n, sendo C = (B|A™B|(A7)?B|---|(A7)""'B), entio
o par (A~, B) € linearmente equivalente ao par (M~—,N), sendo
My My, N,
M- = , N= ,
O M, 0
com Mj; € R e Ny € R™'. Além disto, o par (My;, N1) € controldvel e Po(Cy) = r,
sendo C; = (Ny| M Ny|(My)?Ny|- -+ |(M7)" ' Ny).

Demonstragao. Suponha que o Po(C) = r < n. Logo, a matriz

C = (BJA"B|(A")*B|--|(A7)"'B)
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possui 7 colunas linearmente independentes. Sejam wvq,vs, ..., v, estas colunas. Entao,
o conjunto {vy,vs,...,v,} forma uma base para o subespago Img(C). Assim, existem
vetores v,11,...,0, € R" tais que {vy,v9,..., 0, Vp41,...,0,} € uma base do R™. Desta

forma, considere a matriz nao singular
P~ = (uilva] - opfvrga] -+ Jvn).
Assim, segue que

AP = (A A v| - A 0 |A v |- [AT )

Como vy, vs,...,v, sao as colunas linearmente independentes da matriz C, resulta que
A~ v;, 1 = 1,...,r, é combinagdo linear destas colunas. Se v; = (A7)" !B para algum
1=1,...,r, entao

A~v; = A~(A)"'B = (A")"B,

mas, pelo Teorema de Cayley-Hamilton, para cada j > n, (A~)’ é combinagao linear de
(A7), i=0,1,...,n — 1. Portanto, existem escalares mj, 1,7 =1,...,n, eventualmente

nulos, tais que

A7vy = myur+ -+ me v + v + -+ Oy,

A7vp = my, o1+ o+ mo v+ 0vpyg + -+ Oug,

A_/UTJrl =My V1 +o-t My py1Ur + My 1 r+1Vr+1 +-o+ My r41Vn;

ATvp = my, + MmO
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Com isto,

AP = (A A v] - - [AT 0 |[A 0 | - - |[AT0)

My =0 My, My 00 My,
L m;r My i1 e m;,n
= (v1|va] - - - [op|vpsa ] - - un)
0 o 0 Myi1r+1 "7 Mygin
O “o 0 mn,r+1 oo mT_L,n
. 11 12
= P_
0 22
=P M-,
sendo M, € R™" isto é, A~ = P71M~P. Analogamente, como B é uma das colunas da
matriz C, segue que B também é combinacao linear de cada v;, : = 1,...,r. Deste modo,
existem escalares n; € R, i = 1,...,n, com alguns nulos, tais que

B = njvy + ngvg + -+ + 1,0, + 00y + -+ - + Ovy

U3
U]
= (v1|ve| -+ [or|vpga| -+ |vn) | oy
0
0
— p-1 M
@)



41

com
Ny

@)

N —
e N; € R"!. Resta mostrar que o par (M, N7) é controlavel e que Po(C;) = r, sendo
Cr = (Ni| My N (My)* Ny -+ | (M) Ny
Para isto, basta observar que Po(C) =1 e
Ny MpNp - (My)™'Ny (Myp)'™Ny oo (Mp)" ™'V
C=pP"
1) o ... 1) 1) . 10,

Mas, pelo Teorema de Cayley-Hamilton, para cada j > r, (M;;)’ é combinagao linear de
(M), i=0,1,...,7 — 1. Assim, Po(C;) = r e, portanto, o par (Mj;, N;) é controlavel.
|

No que segue, considere
P = (@ @),
com Q; € R e Qy € RV . Como

AT = A" + (AT — A )ege,

temos que

PATP™' = PATP' + P(AY — A7 )eje[P7Y,
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isto é, de acordo com o teorema anterior
M+ = M_ —+ P(A+ — A_)€1€TP_1
= M~ + PBetP!

= M~ + PBe;P!

My, My N
- + (Ql Qz)

O M, O

My My, Ni@Q1 NiQs (2.23)
= +

O M, O O

My + NiQi1 M, + NiQs

0 M,
My M,
O M,

sendo My = My + N1Qy, My, = My, + N1Qa, My, = My, com M35 := My, € R0,

Este resultado serd importante na demonstragao do préoximo corolario, mas, antes,

vamos enunciar um lema que também sera util.

Lema 2.5.1 (Complemento de Schur). Seja W uma matriz de ordem n escrita em blocos,
15t0 €,

Al B

C|D
com A um matriz de ordem p e D uma matriz de ordem q de modo que n = p+q. Entao,
se A € nao singular,

det(W) = det(A) det(D — CA™'B)

e, se D € nao singular,

det(W) = det(D)det(A — BD™'C).
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Demonstragao. Indicamos a leitura de [12]. [

Corolario 2.5.1. Se Po(C) = Po(B|A™B|(A™)?*B|---|(A7)""'B) = r < n, entdio as

matrizes AT e A~ compartilham n — r autovalores.

Demonstragao. De fato, como visto no Teorema 2.5.3, as matrizes A* ¢ A~ podem
ser escritas na forma

AT=P'M*P ¢ A~ =P 'M P,
sendo P € R™" uma matriz nao singular e

o [

com Mﬁ € R™ e My, € R* """ Sendo
par(A) = py=(N) = det (M* — \E),

o polindmio caracteristico das matrizes A*, de acordo com o Lema do Complemento

de Schur, se det (Mli1 — )\E) # 0, entao
pas(N) = det (M — AE) det [(M22 — A\E) - O (ME — AE) ™" Mﬁ}
= det (M;] — AE) det (M — \E) .

Resulta que, pa+(A) = 0 se, e somente se, det (Myy — AE) = 0. Portanto, as matrizes A"

e A~ compartilham n — r autovalores. |



Capitulo 3

Sistemas Lineares por Partes
Continuos, Observaveis e nao

Controlaveis em R?

O objetivo deste capitulo é estudar a existéncia de variedades invariantes folheadas por
solugbes periddicas no sistema (3.1), quando tal sistema é observavel, ndo controlavel e
as matrizes A* compartilham o par de autovalores complexos conjugados +i3, 3 > 0.
Com tais propriedades, o sistema (3.1) serd transformado no sistema (3.6), por meio de
algumas mudangas lineares e, o estudo do sistema (3.6) decorrera de sua redugao a equagao

diferencial (3.8).

3.1 Sistemas Lineares por Partes Continuos em R?

Vamos estudar os sistemas lineares por partes continuos (SLPC) em R3 com duas zonas,

cujo plano de separagao coincide com o plano x; = 0, dados por

A"z +c¢, se w1 <0,
' =F(z) =A%z +c= (3.1)
Atz +c¢, se x>0,

44
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sendo © = (1,79, 73) € R3 A~ AT matrizes reais 3 x 3 e ¢ € R3. Ainda, a saber, 2/

denota a derivada de x em relagao ao tempo ¢ e F' indica o campo vetorial correspondente.

Conforme a Proposicao 2.2.1, a hipotese de continuidade implica que as matrizes A"

e A~ diferem somente na primeira coluna, isto é,
AT — AT = (AT — A7) egey.
Consideramos o polinémio caracteristico das matrizes A* como
par(N) = X3 — 15N £ P\ — dF,

sendo t*, d* € R o traco e o determinante das matrizes A*, respectivamente e, m* € R.

Note que o sistema (3.1) é um caso particular do sistema (2.2) quando n = 3. Assim, de

acordo com o Teorema 2.4.2, o sistema (3.1) é observével, se a matriz de observabilidade

€1
O=\| e 4 |,
e1(A7)?
tem posto completo. Além disto, pelo Teorema 2.5.2, o sistema é controlavel se a matriz
de controlabilidade

C=(B|A B|(A")2B)

tem posto completo, sendo B = (AT — A7) ey. Se o sistema (3.1) é observavel, a forma

canonica generalizada de Liénard, vista no Teorema 2.4.3, seré utilizada.

Proposicao 3.1.1. Se o sistema (3.1) € observdvel, entdo eziste uma mudanga linear de

varidveis que o transforma na forma

tt -1 0
¥=1m*t 0 —1]|z— bes, (3.2)
s 0 0

com b €R e es o 1ltimo vetor da base candnica de R3.
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Demonstracao. Segue diretamente do Teorema 2.4.3. ]

Como visto no Corolario 2.5.1, se o sistema (3.1) néo ¢ controlavel, entdo as matrizes

At e A~ compartilham alguns autovalores e os seguintes resultados podem ser obtidos.

Proposigao 3.1.2. Se o sistema (3.1) € observdvel e as matrizes AT e A~ compartilham
um autovalor X € R, entao existe uma mudancga linear de varidveis que transforma o

sistema (3.1) na forma

= mEENNE 0 —1|x— bes. (3.3)

Demonstracao. Devido a observabilidade, o sistema (3.1) pode ser transformado em

(3.2). Desta forma, considere a seguinte mudanga linear de variaveis

L1 = Y1,
T2 = Ay1 + Y2,
T3 = Y2 + Y3
Assim,
y o=
= ti:cl — T9

=ty — A\y1 — o

- (ti - )\)yl — Y2,
Yy = (2 — Ayn)’
=13 = Ay

=mEy; — Ay — yz — A [(t5 = Ny1 — y2

= (m* + 22 = XMy, — v,
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ys = (v3 — Ay2)’
= x5 — Ay
= dFy; — b — M[(m* — X* + A2y, — ys]
= (=A% NHE = Am*E 4+ dF)y + dys — b

= A\y3 — .
Observe que na tltima passagem foi usado que A é autovalor das matrizes A* e, assim,
pax(A) = 0. Deste modo, chegamos ao sistema
==\ -1 0
Y= |mE+X2-Nt 0 —1]|y-— bes,
0 0 A

sendo y = (y1,¥2,y3) € R3, o qual é equivalente ao sistema (3.3) chamando y de . |

Note que o sistema (3.3) ¢ bidimensional e nao auténomo, visto que a tltima equagao

em (3.3) pode ser simplesmente integrada. Entretanto, ndo estudaremos esse caso aqui.

Proposigao 3.1.3. Se o sistema (3.1) € observdvel e as matrizes AT e A~ compartilham
os autovalores A\, i € R, entao existe uma mudanca linear de varidveis que transforma o

sistema (3.1) na forma
tf—X—p —1 0
= 0 u —1 |z —bes. (3.4)
0 0 A

Demonstragao. Supondo que o sistema (3.1) é observéavel, sabemos que ele pode ser

transformado em (3.2). Agora, considere a mudanga linear de variaveis
T1 = Y1,
z2 = (A + Wy + 1o,

T3 = ANy + Ay2 + U3,



Logo,

!
Yy =2

= t*

€T1 — X2
=Ty — (A + p)y1 — vo

= (5 = A=y — 2,

Yo = w2 — (A + ]
=5 — (A + )y
=m Yy — My — Aya — ¥z — (A + p) [(E7 = X = p)yn — v
= [m* + N+ A+ = (A )]y + iy — ys.

Sendo
tE= A+ A+ p

mE = M\EA+ A+ A\,
com )\f o outro autovalor das matrizes A*, temos que
mE N A+ =N+ p) =0
e, portanto,

Yo = 12 — Vs

E, ainda,

Y3 = (z3 — Ayr — Aya)’
= Ty — A\y; — Ay
= dFy — b= A (17 = A = @)y — 2] — Mpya — ys3)
= (d* — \ut™ + N+ A\®)yn + Ays — b

= )\93 _b7

48
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pois, ja que

seque que
dF — M\t 4+ N2+ M\ = dF — MuOF + X+ ) + N2+ M\
= dF — i
= 0.
Finalmente, chegamos ao sistema

F_X—p -1 0

y, - 0 M —1|1y— b637
0 0 A
com y = (y1,¥2,y3) € R3, o qual corresponde ao sistema (3.4) chamando y de . |

Observe que o sistema (3.4) pode ser reduzido a uma equagao diferencial ndo autonoma

integrando as duas dltimas equagoes. Mas, esse caso nao sera considerado aqui.

Proposigao 3.1.4. Se o sistema (3.1) € observdvel e as matrizes AT e A~ compartilham
o par de autovalores complexos conjugados a1, com 3 > 0, entao existe uma mudanca

linear de varidveis que transforma o sistema (3.1) na forma
t+ — 2a -1 0
f— 0 20 —1 | z — bes. (3.5)
0 a?+ 5% 0
Demonstracao. Pelo fato de ser observavel, o sistema (3.1) pode ser transformado em

(3.2) e, para obter o sistema (3.5), basta fazer a mudanga linear de variaveis
rr =Y,
Ty = 2ay1 + Yo,

z3 = (&2 + B*)y1 + ys.



De fato, temos que

N =2

= ¢+

Tr1 — X2
= tiyl — 2091 — Y2

= (t* = 2a)y; — vo,

ys = (22 — 20m1)’

= x5 — 2ay;

= mFy — (& + B2y — ys — 20 [(1F — 2a)y1 — yo]
= (m* — 2at* + 3a% — B?)y; + 20y, — y3

= 202 — Y3,
pois, sendo

tt =X+ (a+iB) + (o —iB) = A\f +2a

m* =X\ (a +1iB) + N (@ = i) + (a +iB) (e = iB) = 22X} +a” + 32,

resulta que

m* — 201" 4 30” — 8% = 20 + o® + 57 — 20(A] + 20) + 30” — 52 = 0.

Além disto,
vy = [zs — (@@ + %))
=25 — (& + )y
= d*y; —b— (a® + %) [(tF — 2a)y;1 — y2]
= [d* — (t* = 20)(a® + )]y + (a® + )y — b
- (Oé2 + /62)y2 - b7
pois, como

&t =N (a +iB)(a—if) = \f(a® + 5?)

50
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t£ =20 + A\,
vem que
d* — (tF —2a)(a® + %) = \F(a? + B%) — (2a + A\f — 2a)(a? + %) = 0.
Enfim, chegamos ao sistema
t+ — 2 —1 0
y = 0 2av —1 |y — bes,
0 >+ 5% 0

com y = (y1, 2, y3) € R®, o qual é equivalente ao sistema (3.5) chamando y de z. |

Vale ressaltar que as duas tltimas equagoes do sistema (3.5) sao desacopladas e, por-
tanto, definem um sistema linear planar. Além disto, se o sistema (3.5) tem uma orbita
periddica, entao devemos ter o = 0 e, sendo assim, podemos prosseguir com o procedi-

mento de simplificagao do sistema (3.1).

Proposicao 3.1.5. Se a = 0 no sistema (3.5), entdo existe uma mudanga linear de

varidveis e pardmetros e um reescalonamento no tempo t que transforma o sistema (3.5)

na forma
= -1 0
=10 0 —-1|z—ae;, a€{0,1}. (3.6)
0o 1 0

Demonstragao. Fazendo a = 0 em (3.5), temos
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Agora, considere a mudanga linear de variaveis

( 1
T, = @yh
1
To = @?/2,
1
T3 = —
L 3 53/37

o reescalonamento no tempo t, fazendo ¢ = 7/ e, uma mudanga linear nos parametros

t* para t* = Bt*. Deste modo, resulta que

(dl‘l_dl‘ldt_l il _1 _1dy1
dr ~ @t dr g\ BN E") T Ear
dry _dmpdt 17 1 ) _ 1dw
ar _ dtdr 3\ g®) T gar
dog _dwgdt 151 ) _1dus
\ar T At ar g\l p® T Bar
ou seja,
(d _ _
%Iti%_w:ﬁti%_w:tiyl—m
dys
E:_y&
dys_
Lar — 20
Logo, chegamos ao sistema
o1 0
y=10 0 —1|y—bes,
0 1 0

com y = (y1,vs,y3) € R®. Em seguida, se b # 0, considere a mudanga adicional y = |b|z.

Assim, temos que
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isto é,
= -1 0
Z=10 0 =1]|2z-—sign(b)es, (3.7)
0 1 0

sendo z = (21, 22, z3) € R? e sign a fungao sinal dada por

-1, sex <0,
sign(z) = 0, sex=0,
1, sexz>0.

Observe que se b > 0, entao o sistema (3.7) é compativel com o sistema (3.6), entretanto,

se b < 0, é suficiente fazer em (3.7) a mudanca linear de variaveis

1 = —wy,
R = —Wy,
23 = —Ws,
a qual implica em
T —1 0
—w'=2=10 0 =1](—w)—sign(b)es,
0O 1 0
isto é,
= —1 0
w=10 0 =1|w+sign(b)es,
0 1 0

com w = (wy,ws,w3) € R3. Portanto, sendo b < 0, o sistema anterior é equivalente ao

sistema (3.6) com a = 1 e t£ = t*, |

Agora iremos concentrar no sistema (3.6), o qual é um sistema linear por partes con-

tinuo em R? observavel e nao controlavel, cujas matrizes A~ e AT compartilham o par de
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autovalores complexos conjugados +:3, § > 0. Observe que as duas ultimas equagoes no

sistema (3.6) s@o desacopladas. Assim sendo, considere o seguinte problema de Cauchy
[L‘2 = —$3,
Ty = Tg — q,

z9(0) = a+r,

com a € {0,1} e r > 0. Fazendo a seguinte mudanca para coordenadas polares,
Ty —a = rcosb,
x3 = rsenf,
com 6 € R, é imediato que
x9(0) =a+rcos, x3(0)=rsenf, 0cR,
satisfazem o problema de valor inicial e, além disto, cada cilindro da familia
(ZEQ—G)2+£E3 =r

¢ invariante pela dindmica do sistema (3.6). Assim, podemos estudar a dindmica do

sistema (3.6) no correspondente cilindro através da seguinte equagao diferencial

d
_del = g(x1,0) = t*x; —a —rcosb
t7xy —a—rcosf, se w1 <0, (3.8)

ttwy —a—rcosf, se x> 0.
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De fato, ja que

r2
2
T2
=1
e
— =1"x — X9,
q 1 2

resulta que

dxy _ dx; dt et _
@_E@_t x1 —a—rcosf = g(xq,0).

3.2 Analise do sistema reduzido

Observe que a fungao g em (3.8) é globalmente Lipschitziana com respeito a primeira va-
riavel e, assim, temos existéncia e unicidade de solugoes para (3.8). De fato, considerando

K = max {|t*|,|[t"|},
(i) Se x; < 0ey; <0, entdo
9(z1,0) — g(y1,0)| = |t~ (z1 — )| = |t |Jar — 1| < K |21 —

(ii) Se 1 > 0 e y; > 0, entao

9(21,0) — g(y1, 0)| = [t (z1 —y1)| = |t ||e1 — 31| < K |21 — wal;
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(iii) Se #; > 0 e y; < 0, entao

|9(z1,0) — g(y1,0)] = lg(z1,60) — 9(0,0) 4 9(0,6) — g(y1,0)]
< lg(z1,0) — g(0,0)| + 19(0,0) — g(y1,0)]
= [tTa | + [ty
= [t7]|z1] + [ [on ]
< max {[t7], [t7[} (Jz1] + [a])
= Kl|x1 — .
Além disto, visto que (3.8) é uma equagao diferencial ordinaria linear, se z; < 0 ou

x1 > 0, resulta que em ambos os casos a solucao esta definida para todo 6 € R e, ainda,

temos dependéncia continua das solucoes em relacao aos valores iniciais e aos parametros

(veja [11]).
A proxima proposigao refere-se aos pontos de equilibrio da equagao diferencial (3.8).

Proposicao 3.2.1. Se r > 0, entdo a equacao diferencial (3.8) ndo possui pontos de

equilibrio. Se r =0, temos que:

(a) Sea =0 ett =0 (respectivamente, t— = 0), entao todos os pontos da semirreta
x1 > 0 (respectivamente, 1 < 0) sao pontos de equilibrio da equagao diferencial

(3.8);

(b) Se a = 0 ettt # 0, entao a origem é o unico ponto de equilibrio da equagdo
diferencial (3.8), sendo assintoticamente estdvel, se t+ < 0 e t— < 0, instdvel, se

tt >0 et >0 e semiestdvel, set™t— < 0;

(c) Sea=1cett >0, entao 737 = 1/tT € um ponto de equilibrio instdvel da equagao

diferencial (3.8);

(d) Sea=1c¢et <0, entio T, = 1/t~ € um ponto de equilibrio assintoticamente

estavel da equagao diferencial (3.8);
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(e) Sea=1,t" <0et” >0, entao a equacao diferencial (3.8) nao tem pontos de

equilibrio.
Demonstracao. A demonstracao segue diretamente. |

Vale ressaltar que, no item (e) do teorema anterior, cada equacao diferencial possui um
ponto de equilibrio pertencente a outra zona, o qual é conhecido como ponto de equilibrio

virtual.

Os dois proximos resultados sao variagoes do Lema 2.2.1 e serao tteis na demonstracao

da Proposicao 3.2.2.

Corolario 3.2.1. Sejam ¢ : [a,b] = R e : [a,b] = R fungées continuas em |a,b], com

v(t) >0, t € [a,b]. Se

o(t) < Ly + Ly /t7(8)¢(s)ds, a<t<hb,

sendo Ly e Lo nimeros reais e Ly > 0, entao
¢
o(t) < Lyexp <L2/ 7(3)ds> , a<t<hb.

Demonstracao. A demonstracao é analoga & demonstracao do proximo corolario. W

Corolario 3.2.2. Sejam ¢ : [a,b] = R ey : [a,b] = R fungées continuas em |a,b], com

v(t) >0, t € [a,b]. Se

b
o(t) < L + Ly / A(s)6(s)ds, a<t<b

sendo Ly e Lo nimeros reais e Ly > 0, entao
b
o(t) < Ly exp <L2/ 7(3)d3> ., a<t<b.
¢
Demonstracao. Definindo v : [a,b] — R por

b
v(t) =L + Lg/t v(s)o(s)ds,
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resulta que
V() = —Lay(t)é(t), t € |a,b].

Como por hipotese ¢(t) < v(t), Vt € [a,b], temos que
v'(t) > —Lay(t)u(t),

e, assim,

implicando que

Portanto, a fun¢ao
b
—Lz/ v(s)ds
t— ov(t)e t

é crescente em [a, b]. Desta forma,

ou seja,
isto é,

Denotaremos por ¢ = ¢(0, 6y, x¢) a solucdo de (3.8) que satisfaz ¢(6y, 0y, z9) = xo.

Também utilizaremos a notagao

z1(0) = (6,0, 21(0)).
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Agora vamos nos concentrar em encontrar as solugoes periédicas da equacao diferencial
(3.8), ou seja, as solugoes nao constantes que satisfazem (0 + T, 00, z0) = (0,00, o)
para todo 6 € R e algum ntmero real T" # 0. O periodo das solugoes periddicas sera o

infimo dos valores positivos de T que verificam a relagao anterior.
A proxima proposicao trata de algumas propriedades importantes das solugoes de

(3.8).

Proposicao 3.2.2. As solugdes da equagao diferencial (3.8) possuem as sequintes pro-

priedades:

(a) Se xy < yo, entao ©(0, 00, x0) < ¢(0,00,y0) para todo 6 € R;

(b) Para todo 6y, ¢ € R e todo nimero inteiro k, vale a sequinte propriedade de transla-
¢ao:

90(6 + 2k7T, 007 xU) = 80(65 607 90(90 + 2k7T7 907 .’L'o)), (39)
(c) Se uma solugio da equagao diferencial (3.8) € periddica, entdo ela tem periodo 2m;

(d) A solugio x1 = x1(0) da equagao diferencial (3.8) € periddica se, e somente se,
21
/ t£,(0)dd = 27a.
0

Demonstracao.

(a) Suponha que zy < yo. Temos que

006,00, 70) — 9(0,600,0)) = 9(£(6. 00, 70).6) — (20,00, 1) )

t=(¢(0, 00, x0) — @(0,00,v0)), se el
- t_gO(97 607 ‘TO) - t+g0(97 807 y0)7 se 0 S I,
tT(p(0, 6o, x0) — ©(0,00,y0)), se 6elf,

sendo I~ o intervalo em que ¢(0, 6y, 29) < 0 e ¢©(0,6,y0) < 0, I o intervalo em que

©(0,00,10) > 0e p(d,00,y0) > 0 e, I ointervalo em que ¢(0, 0y, z9) < 0 e ¢(0,0y,y0) > 0.
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Definindo ¢ por ¢(0) = ¢(0, 00, z0) — ©(0,00,40), 6 € T, resulta que ¢ é solugdo do

seguinte problema de Cauchy,

2(0) = t£2(0),

2(0) = x0 — Yo,
e, portanto,

$(0) = e =0 (g —yo) <0, VO €T,

Em outras palavras, para aqueles valores de 6 em que (6,00, 29) < 0 e ©(0,6,y0) <0,

ou, @(97 907 LIZ'()) >0e ()0(‘97 90>y0) > 07 temos que

90(97 907 on) < 90(97 907 yO)

Agora, observe que se para algum valor de 0, ¢(6,00,70) > 0 e v(0,6y,20) < 0, ainda

continua valendo o resultado. Portanto, em todos os casos, se xy < yp, segue que

QO(07 007x0) < @(87 607 yO)u Vo € R.

(b) Suponha que ¢ = (0,0, zo) seja solucao de (3.8), com by, xy € R. Assim, ¢ satisfaz

a equacao integral, ou seja,

0

(0,00, x¢) = 0o +/ g(p(s, b, x0),s)ds, VO €R.
0o

Da mesma forma, para qualquer ntimero inteiro k,

0+2km
@0 + 2km, 0, 20) = w9 +/ 9(0(8, 00, 20), 5)ds
o

0+2km
= x¢ + p(0o + 2km, 00, 20) + / g(p(s, 0y, xp), s)ds—

o
Oo+2km
(xO + / 9(90(5790;$0)73)d3)
o
0+2km

= p(0y + 2km, Oy, zo) + / g(p(s, by, xp), s)ds.

90+2k‘7T

Fazendo a mudanca de variaveis u = s — 2km e, mantendo a integral na variavel s, resulta

que

0
@(0 + 2k, 6o, 20) = @(bo + 2k, 0, 20) + / g(p(s + 2km, b, z0), s)ds.

0o
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Além disto, temos que
©(0, 60, (0p + 2k7, 00, 20)) = p(b + 2k7, 0y, x0) + /99 g(p(s, 00, 000 + 2km, 0y, z0)), s)ds.
0
Definindo ¢ por ¢(6) = (0 + 2km, 0y, x0) — @ (0, 0o, 0(0g + 2k, 0y, x0)), segue que
o(0) = /: [g(p(s + 2k, 0y, x0), s) — g(©(s, b, p(0g + 2k, Oy, x0)), s)] ds,
0

resultando que

0 [%

l6(0)] < i lg(p(s + 2km, 0y, x0),s) — g((s, 0o, p(0o + 2km, 09, 20)),s)|ds < K i |o(s)| ds,

sendo K > 0 uma constante global de Lipschitz. Assim, pelo Lema 3.2.1, temos que se
0 > 0y, entao
0 < [¢(0)] < 0eK0=00) = 0,

implicando que ¢(#) = 0, ou seja,
90<9 + 2k7T7 007 xﬂ) = QD(&, 907 90(90 + 2]€7T, 907 -TO)),

como desejavamos. Agora, se # < 6y, com célculos analogos e usando o Lema 3.2.2, segue

o resultado.

(c) Primeiramente, observe que se r = 0, entdao a equagao diferencial (3.8) nao possui
solugbes periodicas. Deste modo, suponha r > 0 e que ¢ = ¢(0, 6y, x9) seja uma solugdo

periodica da equagao diferencial (3.8), com periodo T, ou seja,
o0+ T,6y,x0) = p(0, 00, x0).
Vamos mostrar que 7' = 27. Note que
¢'(0. 00, w0) = g(p(0, b, 79), 0) (3.10)

e, por outro lado,

90(0 + h’ 007 IO) - 90(07 QO, xO)

(0,00, z9) = lim

h—0 h
iy 2O T+ Dy b0, 70) — 9(0 + T, 6o, 79) (3.11)
h—0 h

= (,0/(0 + Ta HOa :L‘U)‘
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Assim, de (3.10) e (3.11) resulta que
g(¢(97 907 xO)a 0) - SO/(G + T7 807 fL’(]) = g(cp(@ + T7 807 fL’(]), 0 + T) - g(g@(@, 907 ,I'()), 0 + T)
e, portanto, T' = 2mn, n € N. Resta mostrar que n = 1. Para isto, faremos uma

construgdo bem semelhante ao que foi feito em [4], pagina 113.

De acordo com [4], podemos supor €, = 0 e estudar o comportamento assintotico da
solugao ¢ = (0,0, xg) através da sequéncia de fungoes Pory : [0,27] > R, k=0,1,2,.. .,
definida por

Do(0) = (0,0, z0),

Do (0) = (0 + 27,0, x),

q)27rk(9) - SO(G + 27Tk7 07 SL’(]).

Esta sequéncia de fungoes ¢ monétona, isto é, se @2, (0) > $o(0) = xp, entdo Por(pi1) () >
Dori(0), ou, se Por(0) < Po(0) = 2o, entao Por(ry1)(0) < Pori(f). De fato, suponha que

Do (0) > P(0) = xy (0 outro caso é analogo), ou seja,
©(2m,0,29) > ©(0,0,20) = xq.

Se (27,0, x9) = xo, entdao acabou.
Se @y 1= ¢(2m,0,x0) > z0, entdo pelo item (a),

©(0 4 27k, 0, 2o) > @(0 + 27k, 0, x0).
Mas, pelo item (b),

©(0 4 27k, 0, 20) = (0 + 27k, 0, (27,0, z0))
= (0 + 27k + 27,0, z9)

= (0 +2m(k+1),0,x0).

Assim,

o0+ 2m(k+1),0,20) > (0 + 27k, 0, ),
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isto é,

Por(kr1)(0) > Pori(6).
Como por hipotese ¢ é periddica e, por sua vez, ¢ é continua, segue que ¢ € limitada.
Logo, esta sequéncia de fungoes é limitada e, portanto, convergente. Seja & = () a
funcao limite, ou seja,

k—o00
Visto que pela equagao (3.9)
Do, (0) = (0 + 27k, 0, 39) = (6,0, p(27k, 0, 7)) = ©(0, 0, P2y, (0))
e v =p(0,0,0) é continua em 6,0y, zo, segue que

lim ®y.1(0) = klim (0,0, Do, (0)),

k—00
implicando que
D(0) = ¢(6,0,9(0)).
Portanto, ® também é soluc¢ao da equagao diferencial (3.8) no intervalo 0 < 0 < 27 e, da

equagao (3.9) resulta que

O(27) = lim (27,0, Pori(0))

k—o0

= lim (27,0, p(27k, 0, z0))
k—o0

= lim o(27 + 27k, 0, 7o)
k—o0

= lim p(2m(k +1),0,z0)
k—o0

= lim Por(rs1)(0)

— (0).

Desta forma, ® é uma solugao periédica de periodo 27 e, consequentemente, ¢ é periddica

de periodo 27 como queriamos.

(d) Integrando ambos os membros de (3.8) em relagao a 6, de § = 0 até 6 = 27, segue

que

2 27
/ 2 (0)do = / (t*x1(0) — a — rcos 0)dl
0 0
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e, assim, pelo Teorema Fundamental do Cdlculo, obtemos que
2w
21(27) — 21(0) = / a0 (0)d0 — 2a.
0

Dos itens (b) e (c), decorre que a solugao z; = z1(f) é periddica se, e somente se,

x1(2m) = 21(0), ou seja, se, e somente se,

27
/ t*2,(0)dh = 27a.
0

Agora, a partir do item (d) da Proposigao 3.2.2, vamos enunciar o primeiro resultado

referente a nao existéncia de solugoes periddicas para (3.8).

Proposicao 3.2.3. A equagao diferencial (3.8) satisfaz as sequintes propriedades:

(a) Sea=1,t" <0 et” >0, entao a equagao diferencial (3.8) ndao possui solugoes

periodicas;
(b) Sea=0etTt™ <0, entao a equagao diferencial (3.8) nao possui solugoes periddicas.

Demonstracao.

(a) Supondo a = 1, pelo item (d) da Proposicao 3.2.2, a solugdo x; = z1(f) é periddica

se, e somente se,
27
/ t£,(0)dd = 2.
0

Sendo t < 0 et~ > 0, temos os seguintes casos:
(i) Se x1(0) > 0, para todo € € [0, 27], entao
2
/ tTx1(0)do < 0;
0
(ii) Se z1(0) <0, para todo 6 € [0, 27], entao

27
/ a0 (0)d6 < 0:
0
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(iii) Se
1?1(0) SOJ 0§9§917
x1(9) > 0, 0, <6< 2T,

entao

27 01 27
/ ()0 = / £ 20 (0)d6 + / £ 20(6)d6 < 0.
0 0

01
Portanto, em todos os casos, a solugao de (3.8) nao é periodica.

(b) Suponha a = 0 e, primeiramente, que t* < 0 e ¢t~ > 0. De forma analoga a demons-

tragao do item (a), vemos que em todos os casos,

2T
/ 2,(6)46 < 0.
0

Portanto, pelo item (d) da Proposicao 3.2.2, a equagao diferencial (3.8) nao possui
solugoes periodicas. Agora, set™ > 0et™ < 0, novamente de modo similar & demonstragao

do item (a), obtemos que
2m
/ Fa, (6)d6 > 0,
0

mostrando que nenhuma solugao de (3.8) ¢ periodica. |

3.3 A Aplicacao de Poincaré

Definiremos a aplica¢ao de Poincaré P : R — R por P(p) = ¢(27,0,p) e, claramente, de
acordo com a Proposigao 3.2.2, os pontos fixos da aplicacao de Poincaré P determinam

as solugoes periodicas de (3.8). Veja a Figura 3.1.
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/‘ P(p)
o : >
0 \\/ 2775 0

Figura 3.1: Grafico qualitativo da fungao ¢ = ¢(6,0,p), 6 € [0, 27].

Observe que 6y = 0 na aplicacao de Poincaré, pois independe do 6, escolhido. De fato,

queremos mostrar que se ¢ ¢é periddica, entao
@(00 + 27T7 807p) - 90<27T7 07p)7 \V/QO € R7

ou seja,

Oo+2m 2
/ o(5(5, 00, p), 5)ds = / 9((5,0,p), 5)ds.

6o 0

Definindo a fungao h por h(s,p) = g(¢(s, by, p), s), é suficiente mostrar que a funcao F'
definida por
Oo+2m
F(QO) = / h(S,p)dS, 00 € R)

0o

¢ uma funcao constante. Com efeito, visto que

90+27T 90
Fo) = [ s — [ hspas
sendo a € R, segue do Teorema Fundamental do Cdlculo que

F/(60) = h(fo + 27, p) — h(fo,p) = 0.
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Como
resulta que

como desejavamos.

Para conhecer a aplicacao de Poincaré P, primeiramente, temos que determinar os
pontos do segmento S := {(z1,0) = (0,0) : 0 < 6 < 27} nos quais (6,0, p) muda de sinal.
Com este objetivo, no proximo lema, vamos estudar o sinal de x7(0,0) = ¢(0,0) e os

diferentes casos que surgem dependendo dos valores dos parametros r e a.

Daqui em diante, diremos que ¢(6,0,p) intercepta S quando o conjunto y(p) =
{0 € [0,27] : ©(0,0,p)} interceptar S.

Lema 3.3.1. As solugdes da equagao diferencial (3.8) satisfazem as sequintes proprieda-

des:

(a) Se0 <r <1ea=1, entao as solugdes que interceptam S sao transversais a S e

tem derivada negativa nos pontos de intersecao;

(b) Ser = a = 1, entdo as solugdes que interceptam S em (0,0), sendo 0 # w, sio
transversais a S e tem derivada negativa nos pontos de intersecio. Além disto, a
solugao que intercepta S em (0,7), muda de sinal e sua derivada se anula neste

ponto;

(c) Ser>1ea=1our>0ea=0, entio, definindo

6, = cos™! (—_a) . 0y =21 — 0,

r

resulta que:

(c1) As solugdes que interceptam S em (0,6), 6 € [0,601) U (0, 21| sio transversais

a S e tem derivada negativa nos pontos de intersecao;



68

(c2) As solugies que interceptam S em (0,0), 0 € (61,605) sio transversais a S e

tem derivada positiva nos pontos de intersecao;
(c3) A solugao interceptando S em (0, él) tem um minimo local neste ponto;

(c4) A solucio interceptando S em (0,0) tem um mdzimo local neste ponto.
Demonstracao.
(a) Suponha que 0 <r <lea=1em (3.8). Assim,
27(0,0) = —1 — rcosb.
Como —1 < cosf < 1, 6 € |0, 27], segue que
—1—r<—-1-—rcosf <—-1+r,
o que implica que z7(0,6) < 0.
(b) Se r =a =1 em (3.8), entao
21(0,0) = —1—cosh <0, se 0#m.

Em particular, se § = m,

21(0,7) = =1 —cosm = 0.

(c1) Sejam
—a

él = cos ! (7) , 0y =21 — él

e, suponha primeiramente que r > 0 e a = 0 em (3.8). Assim,

0, = cos 1(0) = g

~ - 3
02:27T—91:27T—E:—7r.
2 2

As solugdes interceptando S em (0,6), 0 € [0,6;) U (6, 2] satisfazem

27(0,0) = —rcosf < 0,



pois cosf > 0 para todo 6. Agora, se r > 1 e a =1 em (3.8), segue que

A 1
27(0,0) = =1 —rcosf, 60, =cos™! <T) :

implicando que
. A 3
01 S <g,ﬂ') € 02 S (71',771-) .

Observe ainda que, sendo cos 0, = —1 /7, resulta que

; . - -1
cos s = cos(2m — 6,) = cos ) = —.
r

Se 0 € [0,7/2], entdao cosf > 0 e, portanto, 27(0,0) < 0. Se
i ~
— < 0 < b,
5 1
como a fungao 6 — cos @ é decrescente nesse intervalo, temos que

cos él < cosf < 0.

Logo,

0 < —rcosf < —rcosb,

ou seja,

0< —rcosf < 1.

Assim, —1 < —1 —rcosf < 0, isto &, 2/ (0,0) < 0, para todo 6 € [0,91). Agora, se

A 3T
92<9<7,

visto que a funcao 0 — cos @ é crescente nesse intervalo, resulta que
cosfy < cosf <0

e, logo,

0< —rcosf < —rcoséQ,

0 que é equivalente a

0< —rcosf < 1.
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Assim,

—1<—1—rcosft <0,

isto &, 21(0,0) < 0. E, ainda, se 0 € [37/2,27], entdo cosf > 0 e, portanto, também temos

que 24 (0,60) < 0. Com isto, provamos que 2 (0,60) < 0 para todo 6 € [0,0;) U (05, 2],

(c2) Ser > 0 e a =0, entdo sabemos que
PR T 3T
0h,60) ==, — ).
( 1, 2) <27 9 )

3
27(0,0) = —rcosf >0, 0¢ (g,g) ,

Deste modo,

pois neste intervalo cosf < 0. Agora, se r > 1 e a = 1, como vimos no item (cl),

- 7r - 3T
0, € (—, 7T> e e |m,—|.
RV ? 2
Se 6, < 6 <, como a funcao # — cos 8 é decrescente nesse intervalo, segue que

-1 <cosf < cosél,

resultando que
—7 COS él < —rcosf <,
ou seja,
1< —rcosf <r.
Logo,

0<—-1—rcos <1+r.

Portanto, /(0,60) > 0. Agora, se 7 < 6 < 05, usando que a fungao 6 — cos 6 é crescente

nesse intervalo, de modo anélogo ao que foi feito anteriormente chegamos a ' (0,6) > 0.

Desta forma, concluimos novamente que z4(0,6) > 0 para todo 6 € (él, ég)

~

(c3) Primeiramente, observe que (0,6;) é um ponto critico da solugao x1, pois

2(0,0,) = —a — rcosf, = —a — rcos (cos.1 (—_a)) —0.

r
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Para mostrar que a solugao que intercepta S em (0, él) tem um minimo local neste ponto,
devemos mostrar que

27(0,0,) = rsenf; > 0.
De fato, se r > 0 e a = 0, entao él = 7/2 e, assim,
27(0,6,) = 2 (0, E) = rsen (Z) =r>0.
2 2
E,ser>1lea=1,entdo 0, € (m/2,7) e, portanto,
2(0,60,) = rsenfy > 0,

pois sen 6, > 0.

(c4) Se r >0 e a =0, entdo f, = 31/2. Logo,

~ 3
z5(0,6;) = rsen (g) =—r <0.

Deste modo, concluimos que a solu¢ao que intercepta S em (0, ég) = (0,37/2) tem um

maximo local neste ponto. Agora, se r > 1 e a =1, entdo 6, € (7,37m/2) e temos que
o ) (-1 1
21(0,63) = =1 —rcosfy = —1 — rcos | 2m — cos — =—1-r — =0

27(0,05) = rsenfy < 0,

j& que, neste caso, senfy < 0. Com isto, provamos novamente que a solucao interceptando

S em (0,60,) tem um méaximo local neste ponto. |

Corolario 3.3.1. As solugdes da equagao diferencial (3.8) podem ter apenas um dos

sequintes comportamentos:

(a) A solu¢ao nao muda de sinal;
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(b) A solugao € transversal a S em um, dois ou trés pontos;

(c) A solugao € tangente a S em um ponto sem alterar seu sinal e € transversal a S em

um outro ponto ou nao tem mais pontos em comum com S;

(d) A solugao possui apenas um ponto de intersegdo nao transversal com S e muda de

sinal neste ponto.

Todos esses casos estao ilustrados nas figuras a seguir.

o .

p.—v
o >

0 2 0

Figura 3.2: Gréafico qualitativo da fungao ¢ = ¢(6,0,p), com p > 0, que ndo muda de

sinal no intervalo [0, 27].
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Figura 3.3: Gréafico qualitativo da fungao ¢ = ¢(6,0,p), com p < 0, que ndo muda de

sinal no intervalo [0, 27].
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Figura 3.4: Grafico qualitativo da fungao ¢ = ¢(6,0, p), com p > 0, quando ¢ é transversal

a S em trés pontos.
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Figura 3.5: Grafico qualitativo da fungao ¢ = ¢(6,0, p), com p < 0, quando ¢ é transversal

a S em dois pontos.

o
[
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>

Figura 3.6: Grafico qualitativo da fungao ¢ = ¢(6,0,p), com p > 0, quando ¢ é tangente

a S em um ponto sem alterar seu sinal e é transversal a S em outro ponto.
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Figura 3.7: Grafico qualitativo da fungao ¢ = (0,0, p), com p > 0, quando ¢ é tangente

a S em um ponto sem alterar seu sinal e ndao tem mais pontos em comum com S.

(pA

— : >
0 01 0 0
P @—

Figura 3.8: Grafico qualitativo da fungao ¢ = ¢(6,0,p), com p < 0, quando ¢ é tangente

a S em um ponto sem alterar seu sinal e nao tem mais pontos em comum com S.
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s

Figura 3.9: Grafico qualitativo da fungao ¢ = ¢(6,0,p), com p > 0, quando ¢ possui

apenas uma intersecao nao transversal com S em # = m e muda de sinal neste ponto.

Figura 3.10: Grafico qualitativo da funcdo ¢ = ¢(0,0,p), com p < 0, quando ¢ possui
apenas uma intersecao nao transversal com S em 6 = 7, muda de sinal neste ponto e

intercepta S transversalmente em outro ponto.
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A solugao de (3.8) que nao altera seu sinal no intervalo [0, 27 é dita ser de uma zona,
positiva, se (0, 6y, xy) > 0 e negativa, se p(6,0y,z9) < 0. Neste caso, podemos ter uma
expressao explicita da aplica¢do de Poincaré, visto que a equagao diferencial (3.8) ¢ linear

restrita a cada zona.

Se ¢ = (0,00, 0) é de uma zona, entao

0
©(0, 0y, z9) = !0~ (ZEO - / e~ (g 41 cos s)ds) , (3.12)
0o

sendo t = tT, se (0,00, 20) > 0out=1t",se @b, 0,x5) <O.

Desta forma, supondo p > 0 e ¢(6,0,p) > 0, 6 € [0, 27], por (3.12), obtemos que

o
©(0,0,p) =¢'? (p - / et (a +rcos s)ds> :
0

Analogamente, se ¢(0,0,p) <0, 0 € [0,27], entdo

9
©(0,0,p) = e ? <p — / e " *(a+rcos s)ds) .
0

Assim, definindo

0<0<L27

0
M = max / et %(a + rcos s)ds,
0

segue que para p > M > 0, a aplicagao de Poincaré P é dada por

21
P(p) = ™ (p - / e (a4 rcos s)ds> . (3.13)
0
Da mesma forma, definindo

0
m = min / e " *(a+rcoss)ds,
0

0<o<2rw

temos que para p < min {m, 0}, a aplicagdo de Poincaré P é dada por
P(p) = e*™ (p - / e " *(a+rcos s)ds) : (3.14)
0

Note que, anteriormente, o parametro ¢ nao denota o tempo. A notacao t = t*
out = t~ também serd empregada no restante deste capitulo, bem como a notagao

t=tt=—t".
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A solugao que muda de sinal no intervalo [0, 27| é dita ser de duas zonas. Neste caso,
nao é possivel obter uma expressao explicita para a aplicacao de Poincaré P. Além disto,
como a derivada parcial de g com respeito a x; nao é continua, conforme [11] temos que
a diferenciabilidade da aplicacao de Poincaré P com respeito as condigoes iniciais nao é
garantida. Entretanto, veremos na préoxima proposi¢ao que a aplicacao de Poincaré P é
continuamente diferenciavel.

+

No que segue, seja 77 : R — RT a funcao que a cada p € R associa a medida

do conjunto {6 € [0,27] : p(6,0,p) > 0}. Afirmamos que 7+ é continua. De fato, tome
po € R arbitrario, porém fixado, e suponha que (6,0, py) intercepta S transversalmente

em trés pontos (os outros casos s@o analogos), digamos
91 < 92 < 93,

como na Figura 3.4.

Seja {pn},cn Uma sequéncia qualquer de pontos convergindo a py. Como ¢ é continua
em relagao a parametros e valores iniciais, dado € > 0, existe N € N tal que se n > N,
entao

|0(0,0,pn) —©(0,0,p0)| <e, VO €]0,2n]. (3.15)

Assim, para ¢ > 0, suficientemente pequeno, e n > N, (6,0, p,) também intercepta S
em pelo menos trés pontos. Mas, sabemos pelo Corolario 3.3.1 que qualquer solugao da
equagao diferencial (3.8) intercepta S no méaximo em trés pontos. Portanto, ¢(6,0,p,)

intercepta S exatamente em trés pontos, quais sejam 0 =6, ,i=1,2, 3.

Note que de (3.15), se n > N, entao

|0(6:,0,pn) — ¢(0:,0,p0)| = [0(0:, 0, pn)| < e
Em outras palavras, dado n > 0, para cada i, existe N; € N tal que se n > N;, entao
|0;, —6;| <mn, i=1,2,3.
Tomando N = max {N; : i = 1,2,3}, resulta que para n > N,

10;,, — 0i| <m, Vi
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Logo, se n > N, entdo

|77 (Pn) = 7 (po)| = |(61, + b5, — b2,) — (61 + 05 — 62)]
= |(6h, —01) + (02 — 05,) + (03, — 03)]
< |01, — 01| + |02 — 05, | + |03, — 03]
< 3.

+

Portanto, 77 & continua em py. Como py € R é arbitrario, segue que 7 é continua em R.

Note que se p > 0 é suficientemente grande, entao 77 (p) = 27 e, se p < 0 é suficiente-
mente grande em modulo, entdao 77 (p) = 0. Além disto, a fun¢ao 71 é nao decrescente,

pois se p; > po, entao pelo item (a) da Proposigao 3.2.2

@(‘97 O’pl) > 90(‘97 07]32)

e, consequentemente,

7 (p1) > 7 (p2).

Sendo assim, o grafico da funcao 7 é tal como ilustrado na Figura 3.11.

Figura 3.11: Grafico da fungdo 7" quando a = 1, r = 1/2, ¢~ = —1/5e tt = 2/5 em
(3.8).
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Escolhidos os valores dos parametros a e r, numericamente, a Figura 3.11 é obtida a

partir de
27
pER s H(p) = / V(6. ) do.
0

sendo

0, ¢(0,0,p) <0,
(0,p) — x(0,p) =
1, ¢(0,0,p) > 0.

Proposicao 3.3.1. A aplicacao de Poincaré P € continuamente diferencidvel com deri-

vada

Pl(p) = et )T D)2t (3.16)

Demonstracgao. Para determinar a derivada da aplicacao de Poincaré P vamos estudar

os casos listados no Corolario 3.3.1.

(a) Se (6,0, p) tem sinal constante para 6 € [0, 27], como visto anteriormente, segue que

a aplicacao de Poincaré P é dada por (3.13) ou (3.14). Portanto, temos que
p G p ) q

omtt

es™ . se (6,0,p) >0,
e se p(0,0,p) <0,

ou seja, P'(p) é como em (3.16) com 77 (p) = 27, se ¢(0,0,p) > 0 e 77 (p) = 0, se
©(6,0,p) <O0.

(b) Suponhamos p > 0 e que ¢(0, 0, p) intercepta S apenas transversalmente. Vamos fazer

o caso em que (6,0, p) é transversal a S em trés pontos, digamos 6y, 05 e 05 satisfazendo
0<6 <0 <0, <0y<0s<2m, (3.17)

sendo 6 e 05 como no Lema 3.3.1 (veja a Figura 3.12). Os outros casos estao incluidos
neste. Considerando U(z) como sendo uma vizinhanga de um ponto z € R, iremos definir

as seguintes aplicacoes de transicao

o Ulp) = U(6h),

51 : U(gl) — U(QQ),



& U(0y) — U(6s),

§3:U(03) — U(P(p)).
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Deste modo, podemos expressar a aplicacao de Poincaré P em uma vizinhanca de p por

P(p) = ({30808 0&)(p), peR

Assim, temos que
dé, 1 +
G0 =3 = e

a+rcosf,

d¢92 B a+ rcosb, o (02=01)

0

§(0) = d0, a +7‘00802 ’
d93 _a+rcosby o 03 92)

&(02) = d92 a + r cos 95

e

d

&5(63) = P = (a + 7 cosfs)e’ ~(2m—0s)
d03

De fato, como
+ o +
©(61,0,p) = e (p — / e ""*(a+rcos s)ds) =0,
0
ou seja,
o
p= / e ""*(a+ rcos s)ds,
0
resulta do Teorema Fundamental do Cdlculo que

dp

e e (a+rcost)

e, assim, pelo Teorema da Fungao Inversa, segue que

db, 1 o,
—_— = e .
dp  a+rcosb,

(3.18)
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Analogamente, se demonstra os outros casos. Agora, usando a Regra da Cadeia em (3.18),

obtemos que

P'(p) = &5(&2 0 &1 0 &) (p) &(& © &) (p) &1 (&o(p)) &o(p)
= &£5(03)€5(02)€1(61)&5(p)
=exp ((tT —t7)(01 — Oy + 03) + 27t ™).
Portanto, concluimos que P'(p) é como em (3.16) com 7+ (p) = 6 — 6 + 6.

(c) Iremos mostrar o caso no qual ¢(6,0,p) é tangente a S em um ponto sem alterar
seu sinal e é transversal a S em outro ponto. Pelo Lema 3.3.1, ¢(6,0,p) é tangente a S
em 0 = 6, ou § = . Supondo que p > 0, entdo ©(0,0,p) é tangente a S em 0§ = 0, e
transversal a S em 6 = 65, com by < 0y < 27 Assim, para € > 0, suficientemente pequeno,
©(0,0,p + ¢) intercepta transversalmente S em um ponto 0y = 0y + 0(e) e, ©(0,0,p —¢)

intercepta S transversalmente em trés pontos, digamos
0~1 :él —0(8), Q_l 291—1—0(6) e 6_2:92_0(5)

e, em todos os casos, o(¢) > 0 e converge a zero quando € — 07 (veja a Figura 3.13). Pelo
item (b), segue que

P'(p+¢) = exp ((t+ — )by + 27{)

Pl(p - 5) = €Xp ((t+ - t7)<(9~1 + 9; — gl) + 27Tt7> .

Agora, observe que

lim P'(p+e) = lim P'(p—¢) =exp ((t7 — )b+ 217,

e—0F e—0t
resultando que P é diferenciavel em p e P'(p) é como em (3.16) com 77 (p) = 65.

No caso em que a solugao é tangente a S em um ponto sem alterar seu sinal e nao tem

mais pontos em comum com S, segue que

e se p>0,
P'(p) =

2™ se p<0,
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e, assim, novamente P’(p) é dada por (3.16), com 71 (p) =27, se p > 0e, 71 (p) =0, se

p <0.

(d) De acordo com o Lema 3.3.1, se ¢(6,0,p) possui algum ponto de interse¢do nao
transversal com S e muda de sinal neste ponto, deve ser em 6 = w. De forma analoga
a demonstragao do item (c), suponha que p > 0 e para € > 0, suficientemente pequeno,
(0,0, p—e) intercepta transversalmente S no ponto 6; = m—o(e) e p(d, 0, p+¢) intercepta
S transversalmente no ponto 6, = m + o(e), com o(e) > 0 convergindo para zero quando

e — 07. Pelo item (b),

Pp—e)=exp((tT —t7)0 +2mt")

Pp+e)=exp((tt —t )0 +2mt7).

Visto que
lim P'(p+e¢)= 111%1+ Pp—e)=exp((tT —t")m+2mt"),
e—>

e—0t+
segue que P é diferenciavel em p e P'(p) é como em (3.16) com 77 (p) = m. Observe que
se p < 0, entao a solugao pode interceptar S novamente. Neste caso, a demonstracao esta

contida na demonstragao do item (b).

Note que, em todos casos, a continuidade de P’ segue diretamente da continuidade da

funcao exponencial e de 7. |
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Figura 3.12: Grafico qualitativo da fun¢ao ¢ = ¢(0,0,p) quando ¢ é transversal a S em

trés pontos.

Figura 3.13: Gréfico qualitativo da fungdo ¢ = ¢(0,0,p) quando ¢ é tangente a S em

0= él e é transversal a S em 6 = 0,.

Vale ressaltar que, pela proposicao anterior, a aplicagao de Poincaré P é crescente.
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Corolario 3.3.2. A derivada da aplicagcao de Poincaré é nao decrescente, se tt —t= >0

e, nao crescente, se tt —t= < 0.

Demonstragao. De fato, se p; < po, visto que 77 ¢ uma funcao nao decrescente, segue
que

7 (p1) < 7 (p2).

Assim, se tT — ¢~ > 0, resulta que
(=) () < (= )7 (),

Logo,
(" =t )T (pr) +2mt” < (7 —t7)7 (po) + 27t

implicando que
exp (t7 —¢7) 77 (p1) +2mt7) <exp ((t7 — 7)1 (p2) + 277,

ou seja,
P'(p1) < P'(pa).

Portanto, se t* — ¢~ > 0, temos que P’ ¢ nao decrescente. Por outro lado, se t+ —¢~ <0,

de modo analogo, mostra-se que

P'(p1) = P'(p2),

isto é, que P’ é ndo crescente. |

Ao longo do texto, utilizaremos com frequéncia a fungao d definida por
d: R — R

p +—— d(p)="7Pp) —p,

a qual é conhecida como func3o separacdo ou funcdo deslocamento. Estamos interessados
nos pontos em que d se anula, pois esses sao os pontos fixos da aplicacao de Poincaré P.

Observe que como P é continua em R, temos que d também é continua em R.
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No proximo teorema, através da aplicagao de Poincaré P, vamos estudar a existéncia de
solugbes periddicas para a equagao diferencial (3.8). Antes, note que a equagao diferencial

(3.8) ¢ invariante sob as transformagoes
x1— —xq, 00— —0, tT— —t, t — —t", (3.19)

lembrando que a fungao cosseno é par. Com isto, sera possivel reduzir o numero de casos

diferentes a serem considerados. Comegaremos com o caso em que 7t~ > 0.

Teorema 3.3.1. Suponha que t7t~ >0 er >0 em (3.8). Assim, temos que:

(d) Sea=1,t <0 ett <0 (respectivamente, t= > 0 e t* > 0), entdo a equa-
¢ao diferencial (3.8) possui apenas uma solu¢ao periddica, a qual € hiperbdlica e

assintoticamente estdvel (respectivamente, instdvel);

(b) Sea=0et"t™ >0, entao a equagao diferencial (3.8) possui apenas uma solu¢ao
periddica, a qual é de duas zonas, hiperbolica e assintoticamente estdvel, se tt+t~ <

0 e instdvel, se tt +1t~ > 0;

(c) Sea=0cettt™ =0, sendo t* +t~ # 0, entao a equagao diferencial (3.8) possui
um continuo de solucoes periodicas de uma zona e nao possui solugoes periodicas de

duas zonas;

(d) Sea=0ett =t~ =0, entao toda solug¢io é periddica.

Demonstracao.

(a) Suponha que a = 1, t= < 0 e t© < 0. Observe que, pela invaridncia da equagio
diferencial (3.8), o outro caso pode ser reduzido a este. Se |p| é suficientemente grande,
entdo, de (3.13), nos obtemos que d(p) = P(p) —p < 0, se p > 0 ¢, por (3.14), d(p) > 0,
se p < 0. De fato, visto que

—1 <coss <1,

segue que

e P(1—r)<e ™1 +rcoss) <e ™(1+r)
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e, assim,
2m 2w 2m
/ et (1 — r)ds < / e (1 + rcos s)ds < / e (1 +r)ds. (3.20)
0 0 0
Como
2 1
/ e (11 r)ds = LT (g ooy,
0 t
2 (1—r)
/ e (1 —r)ds = (1—e?™)
0 t
e

por (3.20), resulta que

27t (1 + 71)

: (1—e ™) < d(p) < (e*™ —1)p — em—<1 —7) (1—e?™), (3.21)

(827rt_1)p_6 < ;

sendot=tTout=1t".

Se tT =0, entao d(p) = =27 < 0. Set™ <0, p>0er < 1, entdo, de (3.21), segue que

d(p) < 0. Agora, se r > 1 e p > 0 for suficientemente grande, de forma que

1 —
(627rt+ _ l)p < 627rt+( = T)(l _ 6—27rt+)

)

resulta também que d(p) < 0. Set~ < 0 e p < 0 for suficientemente grande em modulo,

segue diretamente de (3.21) que d(p) > 0, como desejavamos.

Desta forma, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, a aplicacao de Poincaré P tem pelo
menos um ponto fixo p. Agora, vamos estudar a estabilidade dos possiveis pontos fixos

de P. De (3.16), temos que P’'(p) = exp(v(p)), sendo
v(p) =ttt (p)+t 27 — 7" (p)) <0. (3.22)

Note que v(p) < 0 para toda solu¢ao periddica, pois se v(p) = 0, resulta que t7 = 0 e
7H(p) = 27 e, portanto, p(6,0,p) > 0, para todo 0 € [0, 2x]. Deste modo, de (3.13), segue
que P(p) = p — 2w, o que é uma contradigao.

Assim, sendo v(p) < 0 para toda solugao periodica, temos que 0 < P'(p) < 1 e, logo, todos

os pontos fixos de P sao hiperbodlicos e assintoticamente estaveis. Visto que a aplicacao de
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Poincaré P nao pode ter dois pontos fixos hiperboélicos estaveis consecutivos, concluimos
que P possui apenas um ponto fixo. Portanto, neste caso, a equacao diferencial (3.8)

possui apenas uma solucao periodica.

(b) A demonstragao é analoga a demonstracao do item anterior. O fato da solucao
periodica ser de duas zonas decorre do item (d) da Proposigao 3.2.2, pois sendo a = 0,

segue que qualquer solucao z; = x1(0) é periddica se, e somente se,

2T
/ £ 20(6)d6 = 0.
0

Como tTt~ > 0, resulta que x1(0) < 0 para alguns valores de 6 € [0, 27] e, z1(0) > 0 para

os outros valores de 6 € [0, 27], ou seja, x1 = x1(#) é de duas zonas.

(c) Suponha primeiramente que a =0, t* =0 e ¢t~ # 0. De (3.12) temos que
©(0,0,p) =p—rsend
e, jaque —1 < senf < 1, 0 € [0, 27], segue que
p—r<¢0,0,p)<p+r, 0¢c]0,2n].

Portanto, se p > r resulta que ¢(6,0,p) =p —rsend > 0, V0 € [0, 27| e, logo, temos um

continuo de solugoes periddicas, pois
P(p) = ¢(2m,0,p) =p—rsen(2m) =p, Vp>r.
De modo anélogo, se a =0, ¢t~ =0 e tT # 0, entao de (3.12) resulta que
©(0,0,p) =p—rsend
e, consequentemente,
p—r<¢0,0,p) <p+r, 6€cl0,2r].

Assim, se p < —r segue que ¢(#,0,p) =p —rsenf < 0, V0 € [0,27] e, novamente temos

um continuo de solucoes periddicas.
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A inexisténcia de solugoes periddicas de duas zonas segue diretamente do item (d) da

Proposicao 3.2.2.

(d) Sea=0ett =t =0, entdo a equagao diferencial (3.8) tem uma solugao x; dada
por

x1(0) = —rsen,
a qual é periddica para todo r > 0. ]

Observe que supondo a = 1 e fazendo a mudanca z; = ru em (3.8), obtemos que

dxq du
—_— = r—
de dé
e, assim,
du_ e 0
r— =t>ru—1—rcos
dé ’
ou seja,
du 4 1
@—t u—;—cos@.
Logo, obtemos a equacao diferencial
du
el 0) = 3.23

sendo f(u,0) =cosf —tfu e q=—1/r.

Notamos que a anélise do niimero de soluges periddicas da equagao diferencial (3.23),
quando tT > 0 e t~ < 0, esta relacionado com o problema considerado em [7]. Nesse
artigo, os autores mostraram que existe algum ¢y de modo que a equagao diferencial (3.23)
tem nenhuma, pelo menos uma ou pelo menos duas solugoes periddicas dependendo se
q > qo, ¢ = qo ou q < qo. Além disto, se a fungdo f(-,0) é estritamente convexa, para
cada 6 € R fixado, entao temos exatamente nenhuma, uma ou duas soluc¢oes periddicas.
Entretanto, ja que no nosso caso f(-,f) nao é estritamente convexa, para cada 6 € R
fixado, entdo torna-se necessario fazer um estudo particular da equagao diferencial (3.23)
para determinar o niimero exato de solugoes periddicas. Neste sentido, primeiramente
vamos considerar t© = —t¢~ e, posteriormente, um caso mais geral em que tT > 0 e

t~ < 0.
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34 Ocasoemquet =—t" >0ea=1

Sendo t7 = —t~ >0 e a=1em (3.8), observe que

g(xh 0) - g(—901, 0)’
pois se z; > 0 (o outro caso é analogo), entao

g(—x1,0) = —t 2, —1—rcosf =tTz; —1—rcosf = g(x1,0).

Por outro lado, temos que para qualquer solu¢ao ¢ = ¢(0,6y,p) de (3.8), a solugao
¥ (97 007 —(,0(271' - 907 907p)) satisfaz

© (0,00, —p(2m — 0y, 00,p)) = —p(2m — 6,060, p). (3.24)

De fato, definindo

h(@) =@ (07 907 _SO(27T - 907 907p>) + @(27‘- - 97 007p>7

de modo anélogo & demonstragao do item (b) da Proposicao 3.2.2, segue o resultado.
Assim, a equagao (3.8) é reversivel. Denotaremos a aplicagao de Poincaré associada a

equacao reversivel por II.

A proxima proposigao refere-se a algumas propriedades da aplicagao de Poincaré II.

Proposigao 3.4.1. Suponhaa=1¢et" = —t— =t >0 em (3.8). Entao:

(a) O grifico da aplicagao de Poincaré 11 € simétrico em relagao a bissetriz do seqgundo

quadrante, isto €,

II(-Il(p)) = —p, pER; (3.25)

(b) Eziste um tnico ponto p satisfazendo T1(p) = —p. Além disto, p € o unico ponto em

que a derivada de 11 € igual a 1;

(c) Sep é um ponto fizo de 11, entao —p também é um ponto fixo de II.
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Demonstracao.

(a) Fazendo 6 = 27, 6y = 0 e tomando p € R em (3.24), resulta que

©(2m,0, —p(2m,0,p)) = —(0,0,p) = —p.

Assim,

H(—H(p)) = 90(271-7 07 _()0(27]-7 OuP)) = D

(b) Tomando 6 = 27, 6y =7 e p =0 em (3.24), temos que

o2, 7, —p(m,m,0)) = ¢(2m,7,0) = —p(0,7,0).

Definindo p = ¢(0, 7, 0), resulta que II(p) = —p. De fato, como ¢ = ¢(0,7,0) é solugdo
do problema de Cauchy
) = g(z1,0),
1 (m) =0,
segue do Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugoes que 1I(p) = ¢(2m,m,0) =
—(0,7,0) = —p. Devido & monotonicidade de II, p é o tinico ponto que satisfaz a igual-
dade acima. De fato, suponha por absurdo que exista p* < p (o outro caso é analogo)

satisfazendo TI(p*) = —p*. Como II é crescente, segue que
I(p*) <I(p),

resultando que
_p* < _ﬁ7

o que é uma contradi¢do. Além disto, de (3.25), temos que

(=) (-1T'(p)) = -1,

ou seja,
(I (p) =1
isto é,

(I'(p)* =1
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e, assim, pela Proposicao 3.3.1, resulta que II'(p) = 1. Afirmamos que p é o tnico ponto
em que a derivada de I é igual a 1. Com efeito, ja que t = tT = —t~ > 0, segue de (3.16)

que IT'(p) = 1 se, e somente se,
(tT — )M (p) + 2mt™ = 2t7H(p) — 2wt = 2t(7F (p) — 7) = 0,
ou seja, IT'(p) = 1 se, e somente se,

p) =,

implicando que 71 (p) = . Desta forma, ¢(6,0,p) ¢ de duas zonas e, pelo item (a) da
Proposigao 3.2.2, temos que se p > p (respectivamente, p < p), entdao 77 (p) > 71(p)
(respectivamente, 71 (p) < 77(p)). Logo, p é o tnico ponto satisfazendo IT'(p) = 1.

(c) Se II(p) = p, segue diretamente de (3.25) que II(—p) = —p e, portanto, —p também
é ponto fixo de II. |

Veremos no proximo teorema que a equagao diferencial (3.8) tem uma bifurcacao sela-
no6 de solugoes periddicas para um determinado valor do parametro r. Mas, antes iremos

enunciar um lema que serd fundamental na demonstracao do teorema mencionado.

Lema 3.4.1. Sea =1¢ett = —t— =t > 0 em (3.8), entao para todo p € R\{p},
H(p) > 0, sendo
H: R\{p} — R
(3.26)
p v+ H(p)=1l(p) —p+2p=dp) +2p.

Demonstragao. Como II' ¢ ndo decrescente, d'(p) = II'(p) — 1 e, pelo item (b) da
Proposicao 3.4.1, p é o tnico ponto em que II'(p) = 1, segue que se p* > p, entdo
d'(p*) > 0 e, se p* < p, entao d'(p*) < 0. Logo, d é crescente no intervalo (p,o0) e

decrescente no intervalo (—oo, p), isto ¢, se p > p entao

d(p) > d(p),

implicando que

d(p) —d(p) > 0.
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Visto que d(p) = —2p, de (3.26) resulta que
H(p) =d(p)+2p > 0.
Se p < p, entao d(p) > d(p) e, analogamente, segue o resultado. |
Note que, do lema anterior, temos que se t¥ = —t~ = ¢ > 0, entdo o grafico da

aplicagao de Poincaré II esta sempre acima da reta y = p — 2p, p € R, a qual é tangente

ao grafico da aplicagdo de Poincaré II no ponto (p, —p).

Teorema 3.4.1. Suponha a=1,t" = -t~ =t >0 em (3.8) e seja

Assim:

(a) Ser > 7, entio a equacao diferencial (3.8) nao possui solugoes periddicas;

(b) Ser =7, entao a equagao diferencial (3.8) possui apenas uma solu¢ao periddica, a

qual € semuestavel;

(c) Se0 < r <7, entdio a equacao diferencial (3.8) possui duas solugdes periddicas, as

quais sao hiperbolicas, sendo uma delas assintoticamente estdvel e a outra instdvel.

Demonstracao. Vamos estudar a existéncia de pontos fixos de II dependendo do sinal de
p, pois facilita a analise do comportamento das solugoes, conforme o Lema 3.3.1. Antes
vale ressaltar que, de acordo com (3.13), II(p) > p para p > 0 suficientemente grande. De

fato, sendo II(p) como em (3.13), tT > 0 e, de (3.21),

o e27rt+ (1 + 7“)

1 —
ety <) < (@ - - e D)

(6271’75+ _ 1)p

segue que se p > 0 é suficientemente grande , entao d(p) > 0.

(a) Se p < 0, entao a aplicagdo de Poincaré II ndo tem pontos fixos (veja a Figura 3.14).

Com efeito, suponha por absurdo que p é ponto fixo de II. Logo, de (3.26) obtemos que

H(p)=1(p) —p+2p=2p <0,
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o que contradiz o Lema 3.4.1. Além disto, analisando os itens do Lema 3.3.1, temos que
©(0,7,0) < 0 para todo 6 € [0,7], como esta representado na Figura 3.15 e, assim, de
(3.12)
p=00,7,0) =" /7r e (1 4 7 coss)ds < 0. (3.27)
0

Como t = —t~, segue que

p= e”t/ =™ (1 4 rcos s)ds < 0,
0

ou seja,
/ e ds + 7‘/ (€' cos s)ds < 0. (3.28)
0 0
Temos que
™ ts | Tt 1
/ etds = | =° (3.29)
0 tl, t
e, usando Integracao por Partes obtemos que
/ (€' cos s)ds = e'*sens| — / (te'® sen s)ds
0 0 0
= —/ (te" sen s)ds
0
= — (—tets oS § +/ (t%e" cos s)ds)
0 0
= te'Scoss| — / (t%e" cos s)ds,
0 0
resultando que
/ (1 +t?)(e" cos s)ds = te' cos s
0 0
Logo,
i tet*coss|™  —te™ —t
ts
cos s)ds = = . 3.30

Assim, substituindo (3.29) e (3.30) em (3.28), resulta que

e™ —1 e™ 4+ 1

rt
t 1+ t2

< 0,

implicando que
1+t2e™—1
2 et 41’
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isto é, r > 7 como queriamos.

(b) Se p = 0, entdo, conforme a Figura 3.16, a origem ¢é o tnico ponto fixo da aplicacdo
de Poincaré II. De fato, supondo por absurdo que p # 0 é outro ponto fixo de II, de (3.26)
obtemos que

H(p) =1l(p) =p+2p =0,
o que contradiz o Lema 3.4.1. Por outro lado, pelo item (b) da Proposicao 3.4.1,
temos que II'(0) = 1 e, portanto, a solugao ¢ = ¢(#,0,0) é a tnica solu¢do periodica, a
qual é semiestavel pelo Lema 3.4.1. Ainda, de acordo com o Lema 3.3.1, sabemos que
(0, m,0) < 0 para todo 8 € [0, 7] (veja Figura 3.17) e, logo, visto que p = 0, de (3.27)
segue que r = T.
(c) Se p > 0, entao II(p) = —p < 0 e d(p) = —2p < 0. Como II(p*) > p*, se p* > 0 ¢
suficientemente grande, isto é, d(p*) > 0, resulta do Teorema do Valor Intermedidrio que
existe p satisfazendo 0 < p < p < p* e d(p) = 0, ou seja, II(p) = p. Assim, pelo item (c)
da Proposigao 3.4.1, p e —p sao pontos fixos de II. Além disto, temos que —p < p < p,
pois definindo a fun¢ao A por A(p) =TI(p) + p, p € R, segue que

A(p)=TI(p) +p=2p >0

A(=p) =1I(=p) —p = —2p <0.
Desta forma, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe p; € (—p, p) tal que A(p;) = 0.
Entretanto, pelo item (b) da Proposigao 3.4.1, p é o tinico ponto satisfazendo A(p) = 0.
Portanto, p; = p € (—p,p). Por outro lado, como p também ¢é o tnico ponto em que

IT'(p) = 1 e, do Corolario 3.3.2, I é nao decrescente, resulta que
' (—p) < 1 < II'(p).

Deste modo, —p corresponde a uma solucao periddica hiperbolica assintoticamente estavel

e p corresponde a uma solucao periddica hiperbolica instéavel.

Afirmamos que II tem exatamente estes dois pontos fixos, como ilustrado na Figura 3.18.

De fato, se p fosse outro ponto fixo de I, como II" é ndo decrescente, a tinica possibilidade
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seria p € (—p,p) e p corresponder a uma solucao periddica semiestéavel, isto é, II'(p) = 1.
No entanto, isto é uma contradigao, visto que o tinico ponto com tal propriedade é p, o
qual nao é ponto fixo da aplicacao de Poincaré II. Além disto, ja que p > 0, segue do
Lema 3.3.1 e do Teorema de Ezisténcia e Unicidade de Solugdes que ¢(6,0,0) < 0 para
todo 0 € [0, 7] (veja as Figuras 3.19 e 3.20). Assim, de (3.12), temos que

o(m,0,0) = —e™ / e " *(1+rcoss)ds < 0,
0

ou seja,

o(m,0,0) = —e_”t/ e”(1+rcoss)ds < 0.
0

De (3.29) e (3.30) isto é equivalente a dizer que

7rt_1 i 1
—e (6 S i ) <0,

t 1+1¢2

resultando que

677rt _ 1 1 + 677rt
t < 0.
t o 1+¢t2

Portanto,
1+t21—e ™
2 1+4e 7t

ou seja, r < 7. ]
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Figura 3.14: A linha preta representa o grafico da aplicagao de Poincaré I1. Os valores dos
parametros em (3.8) sdo t7 = —t~ =1/5, a =1 e r = 10. Neste caso, r > 7 = 7.909621.
A linha azul tracejada corresponde a reta y = x e a linha vermelha tracejada corresponde

areta y = —z. O ponto vermelho tem coordenadas (p, —p).
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Figura 3.15: Grafico da fungao ¢ = ¢(0,7,0), 6 € [0,27], quando p < 0. Os valores dos
parametros em (3.8) sdo tT = —t~ =1/5, a =1 e r = 10. Neste caso, r > 7 = 7.909621.
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Figura 3.16: A linha preta representa o grafico da aplicagao de Poincaré II. Os valores
dos parametros em (3.8) sdo t7 = —t~ = 1/5, a = 1 er =7 = 7.909621. A linha
azul tracejada corresponde a reta y = z e a linha vermelha tracejada corresponde a reta

y = —z. O ponto vermelho tem coordenadas (p, —p)=(0,0).
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Figura 3.17: Grafico da fungao ¢ = ¢(0,7,0), 6 € [0,27], quando p = 0. Os valores dos
parametros em (3.8) sdo t™ = -t~ =1/5, a=1er =7 = 7.909621.
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Figura 3.18: A linha preta representa o grafico da aplicacao de Poincaré I1. Os valores dos
parametros em (3.8) sdo tT = —t~ =1/5, a =1 e r = 2. Neste caso, r < 7 = 7.909621.
A linha azul tracejada corresponde a reta y = x e a linha vermelha tracejada corresponde

a reta y = —z. O ponto vermelho tem coordenadas (p, —p).
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Figura 3.19: A linha azul representa o grafico da func¢do ¢ = ¢(6,7,0), quando p > 0,
e a linha azul tracejada representa o grafico da fungdo ¢ = (,0,0), 6 € [0,27]. Os
valores dos parametros em (3.8) sdo t¥ = —t~ = 1/5, a = 1 e r = 2. Neste caso,

O0<l<r<r="7.909621.
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Figura 3.20: A linha azul representa o grafico da func¢do ¢ = ¢(0,7,0), quando p > 0,
e a linha azul tracejada representa o grafico da fungdo ¢ = (,0,0), 6 € [0,27]. Os
valores dos pardmetros em (3.8) sao t¥ = —t~ = 1/5, a = 1 e r = 1/2. Neste caso,

O<r<1l<r7r="7.909621.

Corolario 3.4.1. Suponha a=1,t" =—t~ =t >0 em (3.8) e seja

1+ ¢2 t
pe U (T
12 2

Ser > 71, isto é, se p <0, entao a aplicagio de Poincaré 11 satisfaz 11(p) > p, para todo

peR.

Demonstragao. Pelo item (a) do Teorema 3.4.1, se p < 0, entao a aplica¢ao de Poincaré
IT nao tem pontos fixos, ou seja, d(p) # 0 para todo p € R. Como d(p) = —2p > 0, por
continuidade, resulta que d(p) > 0 para todo p € R, isto &, II(p) > p, ¥Vp € R. [ |

3.5 Ocasoemquet™ >0, <0ea=1

O proximo lema aborda a monotonicidade das solugoes de (3.8) com respeito aos para-

metros tT e ¢~ e serd importante na demonstracao da proposicao a seguir.
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Lema 3.5.1. Sejam x1 = z1(0) e y1 = y:1(0) as solugdes dos sequintes problemas de

Cauchy
) (0) = A\xy — 1 —rcosb, y1(0) = pyy — 1 —rcosé,

z1(61) = p, yi(61) = p,
sendo A, i, 01, p € R. Se A < u e eziste 5 > 0 de modo que y1(0) < 0, para todo
0 € (01,0s), entiao x1(60) > y1(0), para todo 0 € (01,65).

Demonstracao. De fato, temos que a funcao z = x; — y; satisfaz o problema de Cauchy
2(0) = Az + (A — )y (0),
2(91) = 0,
pois
=2~y = An = gy = v — Ay Ay — iy = Az A+ (A= @y

Pela solugao desse problema de Cauchy, envolvendo uma equagao diferencial linear, segue

que
0
2(0) = (N — ,u)e’\e/ e Myi(s)ds >0, VO € (6y,65),
01
visto que A < p e y1(0) < 0. Portanto, z1(0) > y1(0), para todo 0 € (6,,6). |

A proposicao seguinte refere-se a monotonicidade da aplicagao de Poincaré P depen-

dendo dos parametros t* e t~.

Proposigao 3.5.1. Suponha quea =1 et~ <0 <t" em (3.8), comtT < |t~|. Considere
a equacao diferencial reversivel
dr, ttxy —1—rcosf, se x>0,
@:tﬂxl]—l—rcos@: (3.31)
—ttxy —1—rcost, se x; <0,
e, sejam P e Il as aplicagoes de Poincaré associadas as equagoes diferenciais (3.8) e

(3.31), respectivamente. Entao, I1(p) < P(p), para todo p € R.
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Demonstracao. Temos que considerar os diferentes casos conforme o sinal de p e o
namero de intersegoes da solugao ¢ = ¢(6, 0, p) de (3.8) com o segmento S, como indicado

no Corolario 3.3.1.
Sep>0epd0p) >0, entao segue diretamente que P(p) = I1(p).

Sep > 0e(0,0,p) intercepta o segmento S nos pontos 0; < 6, < 03 (veja a Figura 3.21),

resulta que
¢(97 Oap) = QO(Q, O7p)7 Vo € [07 91}7

sendo ¢ = ¢(0,0,p) a solugao da equagao diferencial reversivel (3.31). Como ¢t~ < —t*,

do Lema 3.5.1 temos que

¢(97 Ovp) < 90(97 0,]7), ve € (917 92]

e, diferentes casos podem surgir dependendo do comportamento de ¢ = ¢(6,0, p).

(a) Se ¢(0,0,p) intercepta S novamente, entdao o deve fazer em 0 = Oy > 0, e, pelo
Teorema de Ezisténcia e Unicidade de Solugoes, segue que ¢(6,0,p) intercepta S mais

uma vez em 0 = O3z < 3, com

¢(97 Oap) < 90(07 Oap)> Vo € [927 93]

e, portanto,
¢(2m,0,p) < ¢(2m,0,p),

ou seja,

I(p) < P(p).

Caso contréario, se II(p) > P(p), entdo existiria um valor 6, > 05 de forma que

¢(047 07p) = 90(947 Oap)
e, do Lema 3.5.1 terfamos que
¢(0,0,p) < ¢(0,0,p), V0 € [0y, 27]

e, assim, chegamos em uma contradigao.
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(b) Se ¢(0,0,p) ndo intercepta o segmento S novamente, entao, se necessario, usando o
Lema 3.5.1 concluimos que II(p) < P(p).

Observe que os outros casos podem ser mostrados de modo analogo. Note ainda que,
se p < 0, segue diretamente do Lema 3.5.1 e do Teorema de Ezisténcia e Unicidade de
Solugoes que

#(0,0,p) < ¢(6,0,p), V8 € (0,27]

e, portanto, também temos que II(p) < P(p). [ |

Figura 3.21: A linha vermelha representa o grafico da fungao ¢ = ¢(6,0, p) e a linha azul

tracejada representa o grafico da fungao ¢ = ¢(6,0,p) quando t~ < 0 <tT e tt < [t7].

Em seguida, serao apresentados dois lemas que fornecem condigoes para a existéncia

de solugoes periddicas de uma zona.

Lema 3.5.2. Suponha a =1, t* >0 em (3.8) e defina

1 1 rtt
T | Ep— = ——— >0
Te + (t+)2 € p tt+ + 1+ (t+)2



107

Se 0 < r < rf, entao a tnica solugao periddica positiva da equagao diferencial (3.8) é

_l’_

v =¢(0,0,p"), a qual € hiperbdlica e instdvel. Caso contrdrio, ser > rl, entdo a equagao

diferencial (3.8) nao possui solugoes periddicas positivas.

Demonstracao. Comegaremos estabelecendo as condi¢oes necessarias para a existéncia
de solugoes periodicas na zona z; > 0. Suponha que ¢(6,0,p) > 0, para todo 6 € [0, 27].
Logo, de (3.13) segue que p = p* & o tnico ponto fixo da aplicacao de Poincaré P. De
fato, de (3.13) ,
P(p) =" <p - / ’ et (1 +r cos s)ds) =p
0

se, e somente se,

21
(627rt+ . 1)p _ 627rt+/ e—t+5(1 + 7 cos s)ds,
0

ou seja,

27
+ it
et / e ""°(1 4 rcos s)ds
0

D= o (3.32)
Usando Integragao por Partes obtemos que
2 N o 2 N
/ (et coss)ds = e *sens +/ (tTe " sens)ds
0 0 0
27 N
:/ (tTe " *sen s)ds
0
4 2 27 n
= —tTe " Scoss —/ ((tT)*e "% cos s)ds,
0 0
isto é,
2T N N o
/ (14 (tT)?) (e " *coss)ds = —tTe ™" *coss
0 0
e, logo,
27
2m + —tts + ,—2ntt +
—tTe Ccos s —tTe +1
—tts
coss)ds = —————| = . 3.33
/0 (e s =~ s L (3.33)
Como )
2 —tts |“7 —2mtt
—e 1—e
/ €_t+sd8 = t—Jr = t—+7 (334)
0
0




substituindo (3.33) e (3.34) em (3.32) resulta que

_omtt _omtt
627rt+ 1—¢e 21t +rt+1_€ 21t
t+ 1+ (t)2

p= 627rt‘+ -1
627rtJr -1 627rt+ -1
t+
B tT +r 1 <t+)2
- 627rtJr 1
1 N rtt
tt 14 (t)?
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Agora, vamos determinar o valor de r tal que ¢(6,0,p") > 0 é tangente ao segmento S.

Note que pelo item (c) do Lema 3.3.1, isto deve ocorrer em 6 = 6. De (3.12), temos que

se
R - b
p(6h,0,p") =" | p* —/ e " (1 +rcoss)ds | =
0
entao A
b,
p* _/ e " (1 + rcos s)ds,
0
ou seja, )
1 rtt R
F—I_m:/o e " (14 rcoss)ds.

Por Integra¢ao por Partes,

b1

by z
/ (e7 s coss)ds = e 5| + / (tre ™ sens)ds
0 0

0
A 0 .
¢t A _
=etTh sen01+/ (tTe " sens)ds
0

) . 01
_++ _++
=e P hgenf, — tte " Scoss

0
b1

b1
—/ ((t1)2e""* cos s)ds
0

(3.35)

(3.36)

— et hgenf, —tte 01 cosf, + tt — / ((ﬁ)ze*ﬁs cos s)ds

0

e, assim,

A o R s R
b e " senty —tTe " cosby + T
(e7" *coss)ds =
0

1+ ()2

(3.37)
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Ja que )
. 61 N
01 —stT —tT6;
it € _l—e
/0 ds = — = (3.38)
substituindo (3.37) e (3.38) em (3.36) resulta que
1 N rtt 1—et™h N et 0genf, — ttet 0 cos by + t+
- — -
tt 1+ ()2 tt 1+ (t1)? ’

isto é,

) A —tt0 A _++6
et 0genf, —ttet 0 cos@l) e tTo

" ( 1+ (t+)?

Dividindo ambos os membros da igualdade anterior por e‘t+él, segue que
senf, — t* cos b, 1 0
71 —_—— =
1+ (t+)2 t+

1+ (1)

t+(senfy — t+ cos ;)

e, logo,

r =

Visto que do Lema 3.3.1

-1
cosf; = —,
,
segue que
A A |
(senf;)? =1— (cosh)* =1— 5=
implicando que
N r2 —1
senf)y = ——,
,
pois 0, € (m/2,m) e, portanto, sen 0, > 0. Logo,
_ 1+ (¢)? _ r@+ ()%
2 _ +\ 2 _
t+( T 1+t_) tH(vVr2 — 1+ 1tt)
r r

e, dividindo ambos os membros por r resulta que

Lo (t*)?
tH(Vr2 —1+tt)

ou seja,

L+ @) =t"Vr2 — 14+ (t1)%
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implicando que

1=t"Vr2—1.

Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos que
1= (P62 - 1),

isto €,

Desta forma, afirmamos que ¢(0,0,p™) > 0, para todo # € [0,27] se, e somente se,
0 < r < rf. Com efeito, suponha, por contradi¢do, que ¢(6,0,p*) > 0, para todo
6 € [0,27] e que r > r. Como
CoS él = _—1 <0
r
r?—1

senf)y = — > 0,
r

resulta de (3.37) que
01
/ (e7""* cos s)ds > 0
0
e, assim,

él él
r/ (e7t"* cos s)ds > / (e cos s)ds,
0 0

implicando que

~ él j él
et (p+ —/ e~ 5 (1 + 7 cos S)ds) < et <p+ —/ e (1+ 1] cos S)d3> ;
. 0

ou seja,
¢(91707p+) < 07

o que contradiz o fato de ¢(6,0,p*) > 0, para todo 6 € [0,2xr]. Agora, note que se
©(0,0,p%) < 0, para algum 0 € [0,2x], entdo pelo Lema 3.3.1, ¢(0,0,p") < 0 (veja
a Figura 3.4). Portanto, se go(él,O,p*) > 0 segue que ¢(A,0,p") > 0, para todo 6 €
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[0, 27]. Deste modo, para mostrar a volta é suficiente mostrar que se 0 < r < rf, entdo

©(01,0,p) > 0. De fato, se 0 < r < rI, entdo

él él
r/ (e7t"* cos s)ds < / (e=t"* cos s)ds
0 0

e, logo,

R él R él
et <p+ - / e (14 rcos s)ds) > ht” <p+ - / e (1 rs cos 5)d5> )
0 0

isto é,
@(éla O?er) 2 07

como querfamos. Finalmente, pela Proposigao 3.3.1, como 77 (p™) = 27, segue que

P/(p+) — e(t+7t_)r+(p+)627rt_ _ 627rt+ > 1,

pois, por hipotese, t+ > 0. Com isto, concluimos que se 0 < r < 7}, entdo p(6,0,p") é

uma solucao periddica positiva, hiperbélica e instavel. |

Lema 3.5.3. Suponhaa=1,t" <0 em (3.8) e defina

S Ll
'S = e - N
b1y (t—)2

-

Se 0 < r <r_, entdo a unica solugdo periddica negativa da equacao diferencial (3.8) ¢

v =v(0,0,p7), a qual € hiperbolica e assintoticamente estdvel. Caso contrdrio, ser > 1,

entao a equagao diferencial (3.8) nao possui solugdes periddicas negativas.

Demonstracao. A demonstragao é similar & demonstracao do lema anterior. Primeira-
mente, vamos estabelecer as condigoes necessarias para a existéncia de solugoes periddicas
na zona x; < 0. Supondo que ¢(f,0,p) < 0, para todo 0 € [0, 27|, obtemos que o Gnico
ponto fixo da aplicagao de Poincaré P é p = p~. De fato, com calculos anélogos aos que

foram feitos no lema anterior, temos de (3.14) que

2
Pp) = <p - / e " *(1+rcos s)ds> =p
0
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se, e somente se,
1 rt~

=)

Agora, vamos determinar o valor de r tal que ¢(6,0,p) < 0 ¢é tangente ao segmento S.

Observe que pelo item (c) do Lema 3.3.1, isto deve ocorrer em 6 = f5. Deste modo,

segue de (3.12) que

A 0
©(0y,0,p7) = " (p - / e " *(1 +rcos s)ds) =0,
0

implica que

_ 1 rt é2 —17s
p =+ — e’ *(14rcoss)ds < 0. (3.39)
0

- 1+t

Como em (3.37), temos que

62 _ “t 02 genfy, —t et 02 cosfy + 1
et S coss)ds = € 2 2 3.40
| ) o (3.40)

e, visto que

0 —st™ —t=0
2 B _ 1— 2
/ e ids = —— S — (3.41)
] t- t-
0
substituindo (3.40) e (3.41) em (3.39), resulta que

1 rt- 1 — et 0 et 0250n 0y — t—et %2 cosfy + 1
— + —5 — — +r — )
= 14 ()2 t 1+ (t)2

isto é,

et 0250n 0, — t—et %2 cos b, et 0
’ _
1+ ()2

Dividindo ambos os membros por e*t_é{ segue que
sen ég — 17 cos ég 1
r - — =0,
1+ (t7)? t~

1+ (t7)?

t=(senfy — t= cosfy)

ou seja,

r =

Conforme o Lema 3.3.1,

- - . -1
cos Oy = cos(2m — ;) = cos by = —
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e

R R R R . 21

senfy = sen (2 — 6;) = sen (27) cos#; — cos(2m)senh; = —senfy = ———

r
Logo,
14 (t7)? (4 (t)?)
B =1t ()2 —tr2—1
t—(—T + 7) )

e, dividindo ambos os membros por r, segue que
)=t Vr2—1=1+(t")%

ou seja,

-t Vrz—1=1.

Elevando ambos os membros ao quadrado, resulta que
() -1 =1,

isto €,

Com isto, afirmamos que ¢(6,0,p~) < 0, para todo 6 € [0, 27] se, e somente se, 0 < r <
r. . Com efeito, suponha por contradigao que ¢(0,0,p~) < 0, para todo 6 € [0,27] e que

r > r. . De (3.39), temos que

oo
/ (e7" *coss)ds < 0
0

e, assim,

oo o
7’/ (e7" * cos s)ds < rc/ (e7" ® cos s)ds,
0 0

resultando que

N éQ j éz
ehat™ <p— _ / et (14 rcos s)ds) > f2t” (p_ - / e (147, cos S)d3> )
. 0

ou seja,

Sp(é% Ovp_) > 07



114

contrariando o fato de ¢(6,0,p~) < 0, para todo 6 € [0, 27]. Para mostrar a volta, vale res-
saltar que se ¢(#,0,p~) > 0, para algum 6 € [0, 27|, entao pelo Lema 3.3.1, gp(ég, 0,p7) >
0 (veja a Figura 3.5). Portanto, se go(ég, 0,p~) <0, resulta que ¢(#,0,p~) < 0, para todo

0 € [0,27]. Desta forma, basta mostrar que se 0 < r < r_, entéo go(ég,[),p_) < 0. De

c

fato, se 0 < r < r_, segue que

o »o
7“/ (e7" ®coss)ds > rc/ (e7" *coss)ds
0 0

e, logo,

. 0o _ A 0 _
ef2t (p‘ —/ e " *(1 +rcos s)ds) < et (p_ —/ e " *(1 47, cos s)ds) :
0 0
isto é,
§0<é2a O)p_> S 07
como desejavamos.

Além disto, visto que 77 (p~) = 0, segue da Proposigao 3.3.1 que

Pl(p_) _ e(t+—t*)r+(p*)€27rt* _ 627rt’ <1

Y

pois, por hipdtese, t~ < 0. Deste modo, concluimos que se 0 < r < r_, entao ¢(6,0,p7)

¢ uma solugao periddica negativa, hiperboélica e assintoticamente estavel. |

O proximo resultado é consequéncia direta dos Lemas 3.5.2 e 3.5.3.

Corolario 3.5.1. Suponha a = 1, t— < 0 < tT em (3.8) e seja r. = min{r_,rF}. Se

0 <r <r. entao a equagao diferencial (3.8) tem pelo menos duas solugoes periddicas, a

saber, ©(0,0,p7) <0 e p(0,0,p™) > 0.

O resultado a seguir refere-se a uma propriedade importante da aplicacao de Poincaré

P e sera util na demonstracao da proxima proposi¢ao.

Lema 3.5.4. Para qualquer ponto py € R, o grdfico da aplicacio de Poincaré P estd

acima da reta tangente ao grdfico de P no ponto (po, P(po))-
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Demonstracao. Tomando py € R qualquer e definindo

G: R — R
(3.42)

p +— G(p)="P(p) —Ppo) — P'(po)(p — po),

queremos mostrar que G(p) > 0 para todo p € R. De fato, sendo G'(p) = P'(p) — P'(po)
e P’ ndo decrescente, resulta que se p > pg, entdo G'(p) > 0, ou seja, G é nao decrescente
e, logo, G(p) > G(po) = 0. Por outro lado, se p < pyg, segue que G'(p) < 0, isto é, G & nao
crescente e, assim, G(p) > G(py) = 0. Portanto, G(p) > 0 para todo p € R. |

A proposicao a seguir é uma extensao do Teorema 3.4.1.

Proposigao 3.5.2. Suponha a=1,1" <0<ttt ett < |t7| em (3.8). Sejam

N - : i
T — r =
()% ‘ (tH)?
1 rt 1 rtt
R L — )] = > 0,
P = ixay P =w 1y

como nos Lemas 3.5.2 ¢ 3.5.3 e,

1+ (t7)2 mtt
+ __
T = W tanh T .

Temos que:

(a) Se 0 < r < r_, entao a equacao diferencial (3.8) possui exatamente duas solugoes

periddicas, a saber, ©(0,0,p7) > 0 e p(0,0,p7) < 0. Ambas sao hiperbélicas e de

uma zona, sendo ¢(6,0,p") instdvel e p(6,0,p™) assintoticamente estdvel;
(b) Ser >rt, entao a equagao diferencial (3.8) nao possui solugoes periddicas.
Demonstragao.
(a) Visto que t* < |[t7], segue que

() < (@)
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e, portanto,
1

1+ # 14
resultando que r > r_;. Assim, do Corolario 3.5.1, resulta que se 0 < r < r_, en-
tao a equagao diferencial (3.8) possui pelo menos duas solugoes periodicas, sendo elas
©(0,0,pT) > 0 e ¢(0,0,p7) < 0. Afirmamos que a equagao diferencial (3.8) tem exata-
mente essas duas solugoes periodicas. De fato, ja que P’ é ndo decrescente, ¢(6,0,p") é
uma solugao periddica hiperbélica instéavel e ¢(6,0,p~) é uma solu¢ao perioédica hiperbo-
lica assintoticamente estavel, a tnica possibilidade ¢ termos mais uma solugao perioédica
semiestéavel, ou seja, existir p € (p~, p") satisfazendo P(p) = p e P'(p) = 1. Sendo assim,
suponha por absurdo que exista tal p. Aplicando o Lema 3.5.4 a py = p, temos que para

todo p € R,

G(p) =P(p) —Pp) —P'(@)Wp—p)=Pl) —p—p+p="P{p)—p =0,
isto é, P(p) > p, para todo p € R. Desta forma, todo ponto fixo da aplicagao de Poincaré
P deve ser semiestavel, o que contradiz o fato de p™ ser um ponto fixo hiperbolico instéavel
e p~ ser um ponto fixo hiperboélico assintoticamente estavel.

(b) Consideremos novamente a equagao diferencial reversivel

dry . ttx; —1—rcosf, se x>0,
0 =tz —1—rcosf =
—ttzy —1—rcosh, se x; <0,

e seja Il a aplicagao de Poincaré associada a ela. Da Proposicao 3.5.1, temos que
P(p) > I(p), para todo p € R e, do Corolario 3.4.1, se r > r*, entdo II(p) > p, para
todo p € R . Portanto, se r > r* segue que P(p) > p, para todo p € R e, logo, a equagao

diferencial (3.8) ndo possui solugoes periodicas. |
A proposicao anterior possui uma dual, cuja prova necessita de algumas adaptacoes
no Lema 3.5.1 e na Proposigao 3.5.1.

Lema 3.5.5. Sejam x1 = x1(0) e y1 = y1(0) as solugdes dos sequintes problemas de

Cauchy
i (0) = A\x; — 1 —rcosb, Y1 (0) = pyy — 1 —rcosé,

1'1(91) =D, 3/1(91) =D,
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sendo A\, u, 01, p € R. Se A < p e existe 0y > 0, de modo que x1(0) > 0, para todo
0 € (01,05), entio y,(0) > x1(0), para todo 0 € (01, 65).

Demonstracao. De fato, note que a funcao z = y; — z; satisfaz o problema de Cauchy

2'(0) = pz + (p— N1 (0),
z(61) =0,
pois
2= — @) =y — Awy = pyr — pry + pmy — Az = pz 4 (p— Az

Pela solugao deste problema de Cauchy, o qual envolve uma equacao diferencial linear,

resulta que

0
2(0) = (u— )\)6“9/ e "xi(s)ds >0, VO € (61,0,),

01
ja que A < p e z1(0) > 0. Portanto, y;(0) > x1(0), para todo 6 € (61, 05). |

Proposigao 3.5.3. Suponha quea =1 et~ <0<ttt em (3.8), com |t~| <tT. Considere

a equacao diferencial reversivel

day —t o1 —1—rcost, se x>0,
w - [tz — 1 —rcosh = (3.43)
t7xy —1—rcost, se x; <0,

e, sejam P e Il as aplicagoes de Poincaré associadas as equagoes diferenciais (3.8) e

(3.43), respectivamente. Entao, I1(p) < P(p), para todo p € R.

Demonstracao. Conforme o Corolario 3.3.1, vamos considerar o sinal de p e o nimero

de intersegoes da solugdao ¢ = (0,0, p) da equagao diferencial (3.8) com o segmento S.
Sep<0epd07p) <0,entao P(p) =I(p).

Se p <0 e p(d,0,p) intercepta S nos pontos #; < b, (veja a Figura 3.22), temos que

©(0,0,p) = ¢(0,0,p), VO €0,04],
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sendo ¢ = ¢(6, 0, p) a solugdo da equagao diferencial reversivel (3.43). Visto que —t~ < ¢T,

do Lema 3.5.5, segue que
¢(‘97 O7p) < ¢(07 Oap)7 Vo € (‘91) 02]

e, logo, ¢(0,0,p) intercepta S novamente em 6 = Oy < 5. Portanto, pelo Teorema de

Existéncia e Unicidade de Solugoes obtemos que

¢(2m,0,p) < ¢(27,0,p),

ou seja,

II(p) < P(p).

Note que a demonstragao dos demais casos ¢ analoga e, se p > 0, resulta do Lema 3.5.5

e do Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugoes que
¢(0,0,p) < ©(0,0,p), V0 € (0,2n]

e, assim, concluimos que II(p) < P(p). |

o A

Figura 3.22: A linha vermelha representa o grafico da funcao ¢ = ¢(0,0,p) e a linha azul

tracejada representa o grafico da fungao ¢ = ¢(6,0,p) quando t~ <0 <t e [t7]| < ¢T.
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Proposicao 3.5.4. Suponha a=1,1" <0<t e|t™| <tT em (3.8). Sejam

N - : i
T — r =
() ‘ ()
1 rt 1 rtt
T — b ———— <0, = > 0,
P =t ixray L P ES

como nos Lemas 3.5.2 ¢ 3.5.3 e,

Assim:

(a) Se 0 < r < rf, entao a equacao diferencial (3.8) possui exatamente duas solugoes

periddicas, a saber, ©(0,0,p7) > 0 e p(0,0,p7) < 0. Ambas sao hiperbélicas e de

uma zona, sendo ¢(6,0,p™") instdvel e p(6,0,p™) assintoticamente estdvel;

(b) Ser >r—, entdo a equacao diferencial (3.8) nao possui solugoes periodicas.

Demonstragao.
(a) Como |t~| < tT, segue que
(7)< ()

e, logo,

1
e

1
GO GE

ou seja, r, > rl. Assim, pelo Corolario 3.5.1, sabemos que se 0 < r < r

1+

T, entdo a
equagao diferencial (3.8) tem pelo menos duas solugoes periddicas, sendo elas p(6,0,p™) >
0e (0,0,p7) <0. Afirmamos que existem apenas essas duas solugoes periodicas. De
fato, devido & monotonicidade de P’, se houvesse outra solucao periddica, tal solucao
deveria ser semiestével, isto é, existiria p € (p~,pT) com P(p) = p e P'(p) = 1. Suponha,

por absurdo, que exista tal p. Deste modo, aplicando o Lema 3.5.4 a py = p, resulta que

para todo p € R,
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ou seja, P(p) > p, para todo p € R. Com isto, concluimos que todo ponto fixo da
aplicacao de Poincaré P deve ser semiestavel, contrariando o fato de p* ser um ponto fixo

hiperbodlico instavel e p~ ser um ponto fixo hiperbélico assintoticamente estavel.

(b) Consideremos a equagao diferencial reversivel

Az, —t"xy—1—rcosf, se x;>0,
W |t7x1| — 1 —rcosf =
t—xy —1—rcosf, se x1 <0,
e seja I a aplicagao de Poincaré associada a ela. Da Proposigao 3.5.3 temos que P(p) >
[I(p), para todo p € R e, do Corolario 3.4.1, se r > r~, entao II(p) > p, para todo
p € R. Portanto, se r > r~ resulta que P(p) > p, para todo p € R e, consequentemente,

a equagao diferencial (3.8) nao possui solugoes periddicas. |

Sob as hipoteses do Teorema 3.4.1, a equagao diferencial (3.8) é reversivel e tem
uma bifurcagao sela-né de soluc¢oes periddicas para r = 7. As Proposicoes 3.5.2 ¢ 3.5.4
sugerem a existéncia de tal bifurcagao para o caso nao reversivel, ou seja, que existe pelo
menos um valor 7 > 0 (dependendo de t* e ¢7) de modo que a equagao diferencial (3.8)
tenha uma bifurcagao sela-nd de solugoes periddicas. Neste sentido, alguns resultados

serao apresentados para auxiliar na construcao da existéncia, unicidade e do valor de 7.

Lema 3.5.6. Para cada r > 0, a funcao
d: R — R

p +— d(p)=Pp —p

€ convexa.

Demonstracgao. Temos que mostrar que para qualquer ponto py € R, o grafico da funcao
d esté acima da reta tangente ao grafico de d no ponto (pg, d(pg)). De fato, tomando pg € R

qualquer e definindo
f: R — R

p +— f(p)=d(p)—d(po) — d'(po)(p — po),
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queremos mostrar que f(p) > 0, para todo p € R. Com efeito, sendo
f'(p) = d'(p) —d'(po) = P'(p) =1 = (P'(po) — 1) = P'(p) — P'(po),

segue que se p > pp, como P’ é nao decrescente, resulta que f'(p) > 0, ou seja, f é nao
decrescente e, logo, f(p) > f(po) = 0. Se p < py, visto que P’ é ndo decrescente, segue que
f'(p) <0, isto é, f é&nao crescente e, assim, f(p) > f(po) = 0. Desta forma, concluimos

que f(p) > 0, para todo p € R. |

No que segue, vamos destacar que d, P e 77 também sao fungoes de r, denotando d
por d(p,r), P por P(p,r) e 77 por 77 (p,r). As expressoes d'(p,r) e P'(p,r) denotardo a

derivada da funcao d e da aplicacao de Poincaré P em relagao a p, respectivamente.

Lema 3.5.7. Para cadar > 0, existe um unico ponto p = p(r) satisfazendo d' (p(r),r) = 0.

Além disto, p = p(r) é ponto de minimo global da fungdo d.

Demonstracao. De fato, para cada r > 0, se p; > 0 é suficientemente grande, entao

©(0,0,p1) > 0, para todo 6 € [0, 27] e, logo, 77 (p1,7) = 2m. Assim,

P'(p1,7) = et —t)T (pr,r) g2t~

+_ — —
— e(t t )27r€27rt

— 2" >,
pois t* > 0. Portanto, d'(p;,7) = P'(p1,r) — 1 > 0.

Se ps < 0 é suficientemente grande em modulo, entao ¢(6,0, py) < 0, para todo 6 € [0, 27]
e 77 (pa, ) = 0. Logo,
P/ (pa,r) = et )T p2m) 2wt
=¥ < 1,
pois t~ < 0 e, assim, d'(p2,7) = P'(p2,7) — 1 < 0. Deste modo, pelo Teorema do Valor
Intermedidrio, existe p = p(r) € (p1,p2) tal que d'(p(r),r) = 0. Observe que, como P ¢é
continuamente diferenciavel em relacao a p, segue que d também é. Com isto, temos que

p = p(r) € um ponto critico da fungao d. Visto que d é convexa, sabemos que se ela tem
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um ponto de minimo local, entdo esse ponto de minimo é global. Portanto, p = p(r) é

um ponto de minimo global da fungao d e é o tnico satisfazendo d'(p(r),r) = 0. |

Do lema anterior resulta que para cada r > 0 esta associado um tnico ponto p = p(r)

de modo que d'(p(r),r) = 0. Assim, fica bem definida a fungao
p: (0,c0) — R
r — p(r),

sendo p(r) o ponto em que d'(p(r),r) = 0, ou seja, o ponto de minimo global da fungao
d. Afirmamos que p é continua. Com efeito, suponha por absurdo que p nao é continua
em algum ry > 0 fixado, porém arbitrario. Logo, existe ¢ > 0 tal que para todo § > 0,

existe r > 0 satisfazendo
lr—mrol <6 e |p(r)— p(ro)| > e.

Para § = 1/n, n € N, existe uma sequéncia {r,} _y tal que

neN

1
\rn—ro\<ﬁ, n €N,

o(rn) = p(ro)| > €.

Assim,

lim r, = rg.
n—oo

A sequéncia de ntmeros reais {p(r,)} possui uma subsequéncia monoétona. Seja

neN

{p(rn,)} ren essa subsequéncia. Logo, ha dois casos:

(i) Se {p(rn;)} ey € limitada e, portanto, convergente, isto ¢, existe ¢ € R tal que

lim p(r,,) = ¢,

k—00

entao

lim [p(ry,) — p(ro)| = |g — p(ro)| > ¢,

k—o0
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ou seja, ¢ # p(rg). Como

d(p(ro)’rnk) > d(p(rnk)7rnk)a Vk € N,

pois d(p(rp,), s,) ¢ ponto de minimo global da fun¢ao d, pela continuidade da

funcao d segue que

lim d(p(ro)yrnk) > khm d(p(rnk)7rnk)7

k—o00 —00
ou seja,
d(p(ro), o) > d(q,70),

o que contradiz o fato de d(p(rg), 7o) ser um ponto de minimo global da fungao d.

(ii) Se {p(rn,)} ey D@0 € limitada, resulta que para k > 0 suficientemente grande,

p(1n,,) > p(ro) +€ > p(ro).

Assim, sendo d uma funcéo convexa e d(p(ry,), ) ponto de minimo global da

fungao d, segue que d é decrescente no intervalo (—oo, p(r,,)) e, portanto,

d(p(T0)7 rnk) > d(p(TO) t¢, T”k)'

Logo,
lim d(p(ro), 7a,) > Jim d(p(ro) +2,7,),
isto é,
d(p(ro),m0) = d(p(ro) + €, 70),

o que contradiz a minimalidade de d(p(rg), o).

De (i) e (ii) concluimos que p é continua em (0, 00). Em outras palavras, mostramos que

se r esté arbitrariamente proximo de rg, entdo o ponto de minimo global p = p(r) esta

arbitrariamente proximo do ponto de minimo global pg = p(r() da fungao d.

Por outro lado, fica bem definida a func¢ao

Y (0,00) — R

r — (r) =min{d(p,r) : p € R},
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ja que pelo Lema 3.5.7, para cada r > 0 existe um tnico ponto p = p(r) o qual é ponto

de minimo local e, portanto, global da funcao convexa d. Assim,

W(r)=d(p(r),r), ¥Yr>0
e, logo, 1 é continua, pois é a composicao de fungoes continuas.
Lema 3.5.8. Seja
Y: (0,00) — R
r — (r) = min{d(p,r) : p € R},

como anteriormente. Existe 7 > 0 satisfazendo ¢ (7) = 0.

Demonstragao. De fato, pela Proposigao 3.5.2,se t~ < 0 < t™ e t* < [t7], entdo para
0 < r <r., aequagao diferencial (3.8) tem exatamente duas solugoes periddicas, ou
seja, existem dois pontos, a saber, p = p™ e p = p~, tais que d(p*,r1) = d(p~,r1) = 0.
Assim, ja que d é convexa, segue do Teorema de Rolle que (1) < 0. Por outro lado,
usando novamente a Proposicao 3.5.2, temos que se 7 > ", entao a equacao diferencial
(3.8) nao possui solugoes periddicas e P(p,r9) > p, para todo p € R, isto &, d(p,rz) > 0,
para todo p € R. Portanto, ¥(rs) > 0. Logo, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe

7 € (r1,72) satisfazendo ¢ (7) = 0.

Note que, de acordo com a Proposicao 3.5.4, se t— < 0 < tT e |[t7]| < tT, entdo a

demonstragao ¢ anéloga. ]

Dos Lemas 3.5.7 e 3.5.8 concluimos que existe 7 e p = p(7) tal que
d(p,7) =d(p,7) =0,

isto é, p é um ponto fixo semiestavel da aplicagao de Poincaré P para r = 7. Deste
modo, no proximo resultado vamos demonstrar a unicidade de 7, determinar seu valor e,
consequentemente, confirmar que os resultados obtidos em [7], para fungoes estritamente

convexas, podem ser estendidos para nossa equagao diferencial (3.8).
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Teorema 3.5.1. Suponha a =1 et™ <0 <tt na equagao diferencial (3.8). Sejam

S S
A G R N Gk
‘ AN
V2r; 7t senh <_ 5 ! >
T = : (3.44)
v/cosh(Aft—) — cos(AD)
sendo
27t
A = :
it —t-
Temos que:

(a) Se 0 < r < T, entdo a equagao diferencial (3.8) possui duas solugdes periddicas, as

quais sao hiperbolicas, sendo uma delas assintoticamente estdvel e a outra instdavel;

(b) Ser =7, entao a equagao diferencial (3.8) possui apenas uma solugao periddica, a

qual € semiestdvel;

(c) Ser >7, entao a equagao diferencial (3.8) nao possui solugoes periddicas.

Demonstracao. A existéncia de uma bifurcacao sela-né de solucoes peridédicas parar = 7
segue dos Lemas 3.5.6, 3.5.7 e 3.5.8, das Proposicoes 3.5.2 ¢ 3.5.4 e do Teorema 3.4.1.
Resta mostrar a unicidade de 7 e determinar seu valor. Como vimos, para r = 7 existe
apenas uma solucao periddica, a qual é nao hiperbodlica, isto é, a aplicacao de Poincaré P
tem somente um ponto fixo p e P'(p) = 1. Além disto, esta orbita periddica deve ser de

duas zonas. De fato, de (3.16), temos que
Pl(ﬁ) _ 6(t+—t’)7+(ﬁ)€27rt’ =1,

implica que

(tT =) (p) + 27t” =0, (3.45)

ou seja,

(3.46)
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Se ¢(0,0,p) > 0, para todo 6 € [0, 27|, entdo 77 (p) = 27. Assim, de (3.46), teriamos que

t* =0, o que é uma contradi¢ao. Por outro lado, se ¢(6,0,p) < 0, para todo 6 € [0, 2],

entdo 71(p) = 0 e, logo, de (3.46) resultaria que t~ = 0, chegando novamente em uma

contradi¢ao. Portanto, ¢ = (0,0, p) é de duas zonas.

Suponha que p > 0 (se p < 0, entao os calculos sdo analogos). Do Corolario 3.3.1, existe

91 € (Oa 27T) € 92 > 91 tal que 90<01a07ﬁ) = ¢(9270aﬁ) = 07 ¢<0707ﬁ) <0 para 0 € (91792)

e ¢(0,0,p) > 0 para 0 € (63,0, + 27), lembrando que ¢(0,0,p) é periddica (veja a Figura

3.23).

Consequentemente, de (3.12), temos que

02
©(04,01,0) = —et_(9291)/ e~ =0 (1 4 Feoss)ds = 0,
01

92 92
—(s—6 - _4+—(s—0
/ e T ds + T/ (et “T cos s)ds = 0.
91 91

Por outro lado, de (3.12), também segue que

isto é,

01+27
o(0) + 27, 0,,0) = —et (O1+27=02) / e (570 (1 4 7 cos s)ds = 0,

02

ou seja,

01+2m N 01+2m N
/ et 50 s 4 f/ (e7t" (5702 cos 5)ds = 0.

92 92
Visto que 77(p) = 01 + 27 — 0y, resulta de (3.45) que

(tt —t7)(0; + 27 — ) + 27t~ =0
e, assim,
t7 (0 — 01) + 1 (0, + 2 — 6,) = 0.

Definindo A = 0, — 61, de (3.49), segue que

omtt
A =
tt —1—

e as expressoes (3.47) e (3.48) podem ser transformadas em

1— e—t*AG 01+A6 ~
—+ 7:/ (e7 =% cos s)ds = 0
t o

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)
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1 — et™ A0 01427 N
T / (e7t"(=01=29) co5 5)ds = 0. (3.52)
61+A60
Com efeito,
02 —t~s 02
/ et 0 = et —°
01 t o
—0 6—t‘6’1 _ e—t_92
= € 1
= (3.53)
1 _ e—t7(92—91)
= =
1 e—t*AH
= =
€
01427 tts O1+2m
/ eft+(5792)d — et+62 —€
0 et
2 0o
o €—t+92 o €—t+(01+2ﬂ’)
_ 2
—e =
1 . 6t+(92791)72ﬂ‘t+ (354)

1— €t+A0—27rt+

tt+
1— et*AG

++
Assim, substituindo (3.53) em (3.47), (3.54) em (3.48) e observando que 6, + Af = 0,

obtemos as expressoes (3.51) e (3.52), respectivamente. Considere agora as fungoes

0+80
L(0) = / (7" cos s)ds = Ay senf + By cos
0

0+2m
I(0) = / (e7t"6=0-29 o5 5)ds = Ay sen B + By cos b,
6+A0

sendo Ay, Ay, B e By certas expressoes que dependem de ¢+ e t—. De (3.51) e (3.52),

temos que
_ 1T Ad _ Al

l—e :_1 e (3.55)
t_11(¢91> t+12<91)

]
I
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e, logo,
1— eft_AB 1 — et_AB
I(01) —

1 (0,) =
— 1( 1) 07

++
o que sugere a introducao da funcao
1— e—t*AG 1 — et*AB

1(0) = ———I(0) —

= I,(0) = Asenf + Bcos¥,

+
sendo A e B outras expressoes que dependem de t* e t7. A equagao I(0) = 0 tem as trés
solugoes 0 = 6, e = 0; = 7. De fato, sendo I(0;) = Asenf; + B cosf; = 0, resulta que
I(0; +7m) = Asen (01 + ) + B cos(0; + 7)
= A(sen6 cosm + senmcosby) + B(cosb; cosm — sen b sen)
= —Asenf; — Bcosb,

=0,

I(6y — ) = Asen (0, — m) + Bcos(f; — )
= A(senf; cosm — senn cosby) + B(cos b cosm + senb; sen)
= —Asenf, — Bcosb,

= 0.
Mas, apenas duas dessas solugoes estao no intervalo [0, 27), sendo elas = 6, e § = 0, +,
pois, pelo Lema 3.3.1, 0; < 0, ¢ 0, € (r/2,7). Entretanto, como I;(0;) = —1;(0; + 7),
para i = 1,2, de (3.55) ambas as solugdes determinam um tnico valor de 7, a saber,

e—t*AO -1

t—1(01) |

7=

Com efeito, para 6 = 0, de (3.55), obtemos que

eft’AG -1

e ——
t_11<91)
e, para § = 0 + 7,
~ 6—t‘A0 -1 e
T = = — s
t_Il(Ql —|—7T) t_]1(91)

-t~ A0 1
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ja que I1(0y +7) = —1;(01). Com auxilio do software Wolfram Mathematica [10] obtemos
os valores explicitos de Ay, As, A, By, By, B dependendo de t™ e t~ e, a partir deles

chegamos que

e%ﬁ(eMr — 1)\/(1 + (t7)2)(1 + (t1)?)(1 + €297 — 280" cos(AF))
1+ (€27t + eAI FAT _ 90A0tT o5(Af))

ope [ €272 1 1 2060t~ N
*e m —1 <1 + W) <1 + W) (1 +e — 2e COS(AQ))

(e2mtt 4 A0 +AIT _ 2eA0tF cog(Af))

_ AN
927 (A7) /2 gan ]y (T) rorE /14 €280 — 26801 cog(Af)

(627rt+ 4 A0t +AOLT _ 9AftT cos(A@))

B AOt —Aft~ At~
2627rt++(A9t )/2 senh <T) 7”;7‘: A0t~ (6 4 e > _ COS(AQ)

e

=+

2
== . e27rt+—A6t+ A0t
2eA0t . A
e 2 +— cos(A0)
A B —
\/irc’rj senh (%) \/cosh(AGt—) _ COS(A0)62”t++A9t —Aott
=+

cosh(Aft—) — cos(Af)

+1/2r rF senh (_A;t_)
- V/cosh(Aft—) — cos(Af)

Logo,

V2r;rF senh <_A29t_ >
v/cosh(Aft~) — cos(AD)

como desejavamos. Sobre os calculos acima, vale ressaltar que foi utilizada a equagao

7=

Y

(3.50) e o fato da fun¢ao seno hiperbolico ser uma fungao impar. Note que, se tT = —t~ >

0, de (3.50), resulta que Af = 7 e o valor de 7 coincide com o valor de 7 estabelecido no
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Teorema 3.4.1. De fato, sendo t =t = —t~ > 0 e Af = 7, segue que

1 1
o= /1 1
el V *(t—N MGE
1 1
= 1+§ 1+t_2
1+ t2

e, consequentemente, de (3.44),

Se p < 0, entao a construgao é similar. Neste caso,

2t~
t— —tt

e 1 é dado por
AGtt
V2r;r} senh (T)

\/cosh(Aft+) — cos(Af)

Note que o valor 7 nao é alterado, pois a funcao seno hiperbélico é uma funcao impar, a

F=
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funcao cosseno hiperboélico é uma funcao par e, além disto,

omtt
cos [ ——— ) = cos
tt —t—

lembrando que a func¢ao cosseno é par. Todos os calculos foram feitos para o caso em que

p < 0, mas, serao omitidos aqui, pois sao analogos. |

o A

>

Figura 3.23: Gréafico qualitativo da funcao ¢ = ¢(6,0,p), 6 € [0, 27].

Vale ressaltar que o valor de 7 dado em (3.44) nao confere com o valor que esta no artigo
estudado. Foram feitas algumas simulagoes numéricas no sofware Wolfram Mathematica

e os resultados confirmaram que o valor de 7 dado em (3.44) esta correto.
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3.6 Prova dos Teoremas Principais

Observe que a solugao do sistema (3.6) com a condigao inicial
(21(0), 22(0), 23(0)) = (zg,a + ,0)

¢ dada por
(x1(0), 2(0), 23(0)) = (©(0,0,x0),a+ rcosf,rsend). (3.56)

Assim, temos a seguinte relagdo entre as solugdes periddicas da equagao diferencial (3.8)

e as solugodes periddicas do sistema (3.6).

Lema 3.6.1. Toda solugao periddica da equagao diferencial (3.8) determina uma solugdo
periddica para o sistema (3.6) e, se a equacao diferencial (3.8) ndao possui solugoes pe-
riddicas, entao o sistema (3.6) ndo pode ter solugoes periddicas. Além disto, se a = 0 e
a equagao diferencial (3.8) tem uma solugio periddica, entdo o sistema (3.6) possui um

continuo de solugoes periodicas folheando um cone.

Demonstragao. Se ¢ = ¢(0,0, zq) é uma solugao periddica da equagao diferencial (3.8),
entdo, de (3.56), o sistema (3.6) também possui uma solucdo periodica. Por outro lado, se
a equagao diferencial (3.8) ndo possui solugdes periddicas, de (3.56), temos que o sistema,
(3.6) nao pode ter solugoes periodicas. Se a = 0 e (z1(0), z2(0),x3(d)) é uma solugao do
sistema (3.6), entao para todo k > 0, k (z1(0), x2(6), x3(8)) também ¢é solucao do sistema
(3.6). De fato, definindo y;(0) = kz;(0), i = 1,2, 3, segue que

Yi(0) = (kz1(0)) = k', () = k(t*21(0) —22(0)) = t* (k1 (0)) — (k22 (0)) = t¥11(0) — 32 (0),

Y5(0) = (kxa(0))" = ka5y(0) = —kxs(0) = —ys(0)

Y3(0) = (kx3(0))" = kay(60) = ka2 (0) = 12(0).
Assim, se a = 0 e (z1(0),22(0), 23(0)) for uma solucao periodica do sistema (3.6), entao
para todo k > 0, k(z1(0),22(0),x3(d)) também serd uma solugdo periddica. Logo, o

sistema (3.6) possui um continuo de solugdes periddicas folheando um cone. Note que k
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deve ser positivo, pois k < 0 muda a orientacao e, consequentemente, a estabilidade das

Orbitas. [ |

Como estamos estudando a dinamica do sistema (3.6) em cada cilindro da familia
(zo —a)? + 235 =17,

através da equacao diferencial (3.8), temos que (3.56) é uma solugdo periddica assinto-
ticamente estavel do sistema (3.6), restrita ao cilindro, se ¢ = (0,0, ) é uma solugao
periodica assintoticamente estavel da equagao diferencial (3.8), ou seja, se xo € um ponto
fixo hiperbolico assintoticamente estavel da aplicagdo de Poincaré P. Se ¢ = ¢(6,0, x¢)
for uma solugao periodica instéavel ou semiestavel, entdo (3.56) é uma solugao periodica

instével ou semiestavel do sistema (3.6), respectivamente, restrita ao cilindro.

Lema 3.6.2. Se #; € um ponto de equilibrio da equagao diferencial (3.8), entao o ponto

(1,a,0) é um ponto de equilibrio do sistema (3.6).
Demonstracao. A demonstracao é imediata. ]

Se tt —t~ > 0, entao, pelo Corolario 3.3.2, P’ é nao decrescente e, consequentemente,
d é convexa, como demonstrado no Lema 3.5.6. Se tT — ¢t~ < 0, entao, novamente pelo
Corolario 3.3.2, P’ é nao crescente e, de modo analogo a demonstracao do Lema 3.5.6, é
possivel mostrar que d é concava. Assim, supondo d convexa (se d é concava, basta fazer
a mesma construcao para —d, pois —d é convexa) e tendo em conta que para cada r > 0
existe um tnico ponto p tal que d(p,r) = 0, conforme os itens (a) e (b) do Teorema

3.3.1, segue que d ¢é crescente ou d é decrescente.
Além disto, fica bem definida a funcao
a: (0,co) — R

r —  a(r),
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sendo «a(r) o ponto em que d(«(r),r) = 0. Afirmamos que « é continua. De fato, suponha
por absurdo que o nao é continua em algum ro > 0 fixado, porém arbitrario. Assim, existe

g > 0 tal que para todo § > 0, existe r > 0 satisfazendo
Ir—rol <0 e |a(r)—a(ry)| >e.

Para 0 = 1/n, n € N, existe uma sequéncia {r, }, .y tal que

1
|rn — 10| < —, meN
n

la(rn) — a(ro)| > e.

Logo,

lim 7, = rg.
n—oo

A sequéncia de numeros reais {a(r,)} possui uma subsequéncia monétona. Seja

neN

{a(rn,)}pey essa subsequéncia. Portanto, existem dois casos:

(i) Se {a(rn,)} ey € limitada e, consequentemente, convergente, entao existe ¢ € R tal
que

lim a(r,,) = q,
k—o0

com ¢ # a(rg). Sabemos que

d(a(ro),ro) = d(a(rn, ), T, ) =0

e, portanto, pela continuidade da funcao d,

lim d(a(ry, ), n,) = d(q,m0) = 0,

k—o0
o que é uma contradigao.
(ii) Se {a(rn,)}en ndo € limitada, entao dado ¢ € R, com ¢ > a(ro), existe ky € N tal

que se k > ky, entao

a(rp,) > q > aro).
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Se d é crescente (se d é decrescente, a demonstragao é aniloga), entao
0=d(a(rn,),m,) > d(q,rn,) > d(a(ro), rm, )
Tomando o limite quando k tende ao infinito em todos os membros, segue que
0>d(q,m0) > d(a(rg),m0) =0,
ou seja, d(q,r9) = 0 e novamente temos uma contradi¢ao.

De (i) e (ii) resulta que « ¢é continua em (0,00). Em outras palavras, mostramos que os

pontos fixos da aplicacao de Poincaré P variam continuamente com r.

Agora, considere a fungao
he: R X (a,00) — R3
(x1,22) = he(x1,29) = (21, 29,0),
com a € {0,1}. Temos que

1 0
Dhy(z1,22) =10 1|, a€{0,1}
0 0

e, sendo F' o campo vetorial dado pelo sistema (3.6), segue que

tixl — X9
F(h’a('xth)) = F(fL’l,.IQ,O) = 0
To — Q
Como
10 tifl—l@
det [0 1 0 =29 — a,

0 0 x3—a
segue que Dhy(xq,25) e F(he(xy,13)) geram o R? para todo (71, 22) € R x (a,00). Defi-
nindo

Yo =he (R X (a,00))
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e, tendo em conta que h, : R X (a,00) — X, é um difeomorfismo, resulta que ¥, é segdo

transversal de F', para a € {0, 1}, conforme [11], pagina 104.

Sendo r1 = p e x93 = a+ r, quando 6 = 0, com p ponto fixo da aplicacao de Poincaré
P associada a equagao diferencial (3.8), levando cada curva de pontos (p, ) nessas segoes
transversais (veja as Figuras 3.24, 3.26, 3.28 e 3.30), através do fluxo do sistema (3.6),

obtemos as variedades invariantes folheadas por solugoes periddicas.

Assim, temos condigoes para provar os teoremas principais. Vale ressaltar que a es-
tabilidade dos pontos de equilibrio e das solugoes periddicas estao dadas no sentido de

Lyapunov.

Teorema 3.6.1. Se a =0 no sistema (3.6), temos que:

(a) Set™ =0 (respectivamente, t— = 0) et™+t~ # 0, entdo todos os pontos (x1,0,0) com
x1 > 0 (respectivamente, x1 < 0) sio pontos de equilibrio do sistema (3.6). Além
disto, o sistema possui um continuo de variedades invariantes ilimitadas (cones)
situadas na zona x1 > 0 (respectivamente, x1 < 0), as quais siao folheadas por
solugoes periddicas estdveis e, o sistema (3.6) ndo possui solugoes periddicas de

duas zonas;

(b) Set™t™ <0, entdo a origem € o unico ponto de equilibrio do sistema (3.6) e o sistema

nao possut solucoes periodicas;

(c) Settt™ > 0, entao a origem € o tnico ponto de equilibrio do sistema (3.6), o qual
é estdvel, se tT + 1~ < 0 e, instdvel, se t* +1t~ > 0. Além disto, o sistema possui
uma variedade invariante ilimitada (cone) folheada por solugées periddicas de duas

zonas e, tais solugoes possuem a mesma estabilidade da origem.

Demonstragao.

(a) A primeira afirmacao segue diretamente do item (a) da Proposigao 3.2.1 e do Lema
3.6.2. A segunda afirmacao resulta do item (c) do Teorema 3.3.1 juntamente com o

Lema 3.6.1.
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(b) A primeira afirmagao decorre do item (b) da Proposicao 3.2.1 e do Lema 3.6.2. A

segunda afirmagcao decorre do item (b) da Proposi¢ao 3.2.3 e do Lema 3.6.1.

(c) A primeira afirmagao resulta do item (b) da Proposigao 3.2.1 e do Lema 3.6.2. A
segunda afirmacao segue do item (b) do Teorema 3.3.1 juntamente com o Lema 3.6.1.

Veja a Figura 3.25. |

Teorema 3.6.2. Se a =1 no sistema (3.6), temos que:

(a) Set™ >0et™ >0, entao o ponto (1/t,1,0) € o tinico ponto de equilibrio do sistema
(3.6), o qual € instavel. Além disto, o sistema possui uma variedade invariante

ilimitada folheada por solucoes periddicas instdaveis;

(b) Sett <0 et” >0, entao o sistema (3.6) nao possui pontos de equilibrio e também

nao possut solucgoes periodicas;

(c) Sett <0et” <0, entao o ponto (1/t~,1,0) € o unico ponto de equilibrio do sistema
(3.6), o qual € estavel. Além disto, o sistema possui uma variedade invariante

ilimitada folheada por solugoes periddicas estdveis;

(d) Sett >0 et <0, entao os tnicos pontos de equilibrio do sistema (3.6) sao os
pontos (1/t7,1,0), o qual é estdvel e (1/t7,1,0), o qual € instdvel. O segmento

unindo os pontos de equilibrios determina uma orbita heteroclinica o), : R — R3
(
1 ett™
(t—+—t—+,1,0 s Se tSO,

1 tt—
~_% 10], se t>o0.
= 4

\

Além disto, o sistema possui uma variedade invariante limitada (esfera topoldgica)

dada por

on(t) =

folheada por solugoes periddicas, algumas estdaveis, outras instdveis e uma semiestd-

vel.

Demonstracao.
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(a) A primeira afirmacdo resulta do item (c) da Proposicao 3.2.1 e do Lema 3.6.2.
Visto que, pelo item (a) do Teorema 3.3.1, para cada r > 0 a equagao diferencial (3.8)
possui apenas uma solugao periodica, a segunda afirmacao decorre do Lema 3.6.1. Veja

a Figura 3.27.

(b) A primeira afirmacdo segue do item (e) da Proposigao 3.2.1 ¢ do Lema 3.6.2. A

segunda afirmagcao decorre do item (a) da Proposigao 3.2.3 e do Lema 3.6.1.

(c) A primeira afirmagao resulta do item (d) da Proposigao 3.2.1 ¢ do Lema 3.6.2.
A segunda afirmacao também segue do item (a) do Teorema 3.3.1 e do Lema 3.6.1,
lembrando que, neste caso, para cada r > 0 a equagao diferencial (3.8) possui apenas uma

solucao periddica. Veja a Figura 3.29.

(d) A primeira afirmagao decorre dos itens (c) e (d) da Proposicao 3.2.1 juntamente
com o Lema 3.6.2. A segunda afirmagao segue do Teorema 3.5.1 e do Lema 3.6.1 e,

estd ilustrada nas Figuras 3.31 e 3.32. |

-0.1 f *
-0.2 f *
0.3 f *
-0.4 f *

05 | 1

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Figura 3.24: A linha azul representa os pontos fixos estaveis da aplicacao de Poincaré P

em fungao de r quando a =0, ¢t~ = —0,1 e t* = —10 em (3.8).
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Figura 3.25: Algumas solugbes periddicas estéveis folheando uma variedade invariante, a

qual é um cone. Neste caso a =0,t" = —0,1 et = —10 em (3.8).

Figura 3.26: A linha vermelha representa os pontos fixos instaveis da aplicacao de Poincaré

P em fungao de r quando a = 1,¢t~ =1/5et™ =2/5 em (3.8).
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Figura 3.27: Algumas solugbes periddicas instaveis folheando uma variedade invariante

quandoa =1,t" =1/5ett =2/5 em (3.8).

Figura 3.28: A linha azul representa os pontos fixos estaveis da aplicacao de Poincaré P

em fungao de r quando a =1, ¢t~ = —=2/5 e t* =0 em (3.8).
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Figura 3.29: Algumas solugoes periodicas estaveis folheando uma variedade invariante

quando a =1,t" = —=2/5ett =0 em (3.8).

<}
N
wl
I
<)
[}

Figura 3.30: A linha azul representa os pontos fixos estéveis, a linha vermelha representa
os pontos fixos instaveis e o ponto preto representa o ponto fixo semiestavel da aplicagao

de Poincaré P em fungao de r. Neste caso, a = 1,t~ = —1/5 ettt =2/5 em (3.8).
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Figura 3.31: Algumas soluc¢oes periddicas folheando uma esfera topologica, sendo as or-
bitas azuis estéveis e as oOrbitas vermelhas instaveis. Neste caso, a = 1, ¢t~ = —1/5 e

tt =2/5 em (3.8).

Figura 3.32: Esfera topologica folheada por solucoes periddicas, algumas instéaveis, outras

estaveis e uma semiestéavel. Neste caso, a =1, = —1/5 e tt =2/5 em (3.8).



Conclusoes

Nesta dissertacao estudamos a existéncia de variedades invariantes folheadas por solucoes
iodi istema li t t1 R3. Ap¢ tudo d it
periddicas em um sistema linear por partes continuo em R”. Apoés o estudo dos conceitos
sobre a observabilidade e a controlabilidade de um sistema de controle linear, demons-
tramos o Corolario 2.5.1 e encontramos a forma candnica generalizada de Liénard para
sistemas lineares por partes continuos em R”, vista no Teorema 2.4.3. Esses resultados
foram fundamentais para transformar o sistema (3.1) no sistema (3.6) através de algumas

mudancas lineares de variaveis.

Para estudar a dinamica do sistema (3.6), reduzimos o sistema em questao a equagao
diferencial (3.8) e analisamos o comportamento das solugoes dessa equacao diferencial.
Com esse proposito, os resultados mais utilizados foram a Proposicao 3.2.2 e o Lema
3.3.1. A Proposicao 3.3.1 foi essencial para determinarmos as solucoes periddicas da

equagao diferencial (3.8) e suas respectivas estabilidades.

Por fim, conhecendo as solugoes periddicas e os pontos de equilibrio da equagao di-
ferencial (3.8), demonstramos nossos resultados principais, que sao os Teoremas 3.6.1
e 3.6.2. Tais teoremas mostram que o comportamento de um sistema linear por partes
continuo pode nao ser tao simples. Apos reduzirmos o sistema (3.6) a equagao diferencial
(3.8), a qual parece ser uma equagao diferencial trivial, todo o estudo presente neste tra-
balho teve que ser feito para garantirmos a existéncia das variedades invariantes folheadas

por solugoes periddicas.

Vale ressaltar que demonstramos os resultados com o méximo de detalhes possiveis

e, assim, tornou-se necesséario que fizéssemos alguns. Além disto, algumas demonstragoes
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importantes foram omitidas no artigo estudado, sendo elas as demonstragoes das Pro-
posicoes 3.2.2, 3.2.3 e 3.5.4, e do Lema 3.3.1. Propusemos e enunciamos os Lemas
3.4.1 e 3.5.4 para auxiliar na demonstragao do Teorema 3.4.1 e das Proposigoes 3.5.2 e
3.5.4, respectivamente. Para provar a Proposicao 3.5.4, ainda fizemos o Lema 3.5.5 e a
Proposicao 3.5.3. Com o objetivo de garantirmos a existéncia da bifurcagao sela-né de
solucoes periddicas, quando ¢t~ < 0 < t*, enunciamos e demonstramos os Lemas 3.5.6,

3.5.7e3.5.8.
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