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Resumo
Neste trabalho, estudamos os efeitos da flutuação quântica do vácuo de um campo esca-
lar sem massa sobre o movimento de uma partícula teste que interage com o campo na
presença de uma fronteira perfeitamente refletora. Primeiramente revisamos os resultados
obtidos para o caso onde uma partícula carregada interage com o campo eletromagnético,
onde foram calculadas as dispersões da velocidade da partícula. Com base nos resultados
obtidos nesta configuração, examinamos o sistema onde uma partícula teste interage com
o campo escalar na presença de uma fronteira perfeitamente refletora. Assim como no caso
eletromagnético, foram obtidos resultados divergentes ao considerarmos que a interação
entre a partícula e o campo modificado pela presença da fronteira se inicia de forma ins-
tantânea. Com o objetivo de tornar o modelo mais realista, implementamos duas funções
de transição suaves distintas. Ambas as funções de transição foram capazes de eliminar
as divergências encontradas no caso com interação súbita. Entretanto, quando tomamos
intervalos de interação muito longos, as dispersões apresentam comportamentos distintos.
Verificamos que este comportamento está associado a quão rápida é efetuada a transição
entre os diferentes estados do sistema.

Palavras-chaves: flutuação quântica, campo escalar, fronteira perfeitamente refletora.



Abstract
In this work, we study the effect of quantum vaccum fluctuation of a massless scalar field
on the motion of a test particle that interacts with the field in the presence of a perfectly
reflecting boundary. First, we review the results obtained for the case where a particle
interacts with the electromagnetic field, where the dispersions of particle velocity were
calculated. In this case, we examined the system where a test particle interacts with the
scalar field in the presence of a perfectly reflecting boundary. As in the electromagnetic
case, divergent results were obtained by considering that the interaction between the par-
ticle and the boundary begins instantaneously. In order to make the model more realistic,
we implemented two different smooth transition functions. Both transition functions were
able to eliminate the divergences found in the case where a sudden interaction were assu-
med. Finally we’ve found that the latetime behavior of the system depends on how fast
the transition between the different states occurs.

Key-words: quantum fluctuations. scalar field. perfectly reflecting boundary.
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1 Introdução

O efeito mais famoso ocasionado pelas flutuações quânticas de vácuo de campos
na presença de fronteiras é o efeito Casimir. É conhecido na literatura que a força por
unidade de área entre duas placas condutoras paralelas interagindo eletromagneticamente,
separadas por uma distância 𝑑, é dada por [2, 3]

𝐹

𝐴
= 𝜋2

240
~𝑐
𝑑4 = 0.013

(︂
𝜇m
𝑑

)︂4
dyn cm−2.

No final da década de 1990 foi realizado um experimento baseado em um pêndulo de
torção com a finalidade de medir tal força, obtendo um acordo com a teoria na ordem de
95% [4].

Em 1998 foi estudada a densidade de energia de um campo escalar na presença de
fronteiras. É conhecido que o valor médio da densidade de energia de um campo escalar
na presença de uma fronteira em 𝑧 = 0 é dado por [5] ⟨0|𝑇𝑡𝑡 |0⟩ = −1/

(︁
16𝜋2𝑧4

)︁
, um

resultado divergente quando avaliamos na posição da fronteira. Entretanto, foi mostrado
que ao considerar que a posição 𝑞 da fronteira apresenta uma incerteza em torno de 𝑞 = 0,
e fazendo uso da distribuição de probabilidade Gaussiana 𝑓 (𝑞) = (𝛼/𝜋)1/2 𝑒−𝛼𝑞2 , o valor
médio da densidade de energia obtido adquiri um valor finito quando fazemos 𝑧 = 0,
sendo dado por ⟨0| 𝜌 |0⟩ = −1/

(︁
48𝜋2Δ2

)︁
, onde Δ =

√︁
⟨0| 𝑞2 |0⟩ [6].

O caso de uma carga elétrica próxima a uma parede plana perfeitamente refletora
situada em 𝑧 = 0 foi estudado em 2004 [7]. Neste caso foram encontradas divergências
quando a posição da partícula é dada por 𝑧 = 0 ou por 𝑡 = 2𝑧. A primeira divergência
está relacionada com a condição de fronteira sobre o campo eletromagnético, e a segunda
foi causada pelo fato de ter considerado o sistema idealizado, onde a interação entre
a partícula e o campo modificado pela presença da parede se dá de forma repentina e
também sendo a fronteira plana perfeitamente refletora. Além disso, foram encontrados
valores negativos nas dispersões da velocidade e posição da partícula. Para justificar tal
resultado não intuitivo, vale ressaltar que para resolver o problema foi usado o propagador
do campo renormalizado, ou seja, desconsiderando a contribuição do vácuo de Minkowski.
Assim, uma dispersão negativa deve ser entendida como uma redução no valor da incerteza
com relação ao que seria obtido sem a presença da fronteira. Foram estudados também
alguns resultados como radiação do sistema e construção de alguns modelos análogos,
como flutuações no cone de luz [8].

Também em 2004 foi estudado o sistema eletromagnético onde uma partícula in-
terage com o campo elétrico na presença de duas placas perfeitamente condutoras, mos-
trando que o movimento Browniano da carga elétrica na direção transversal às placas é
intensificado em comparação ao caso da existência de apenas uma placa. Novamente, os
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resultados negativos nas dispersões foram interpretados como uma redução das incertezas
quânticas da partícula [9].

Ainda referente ao caso eletromagnético, foi estudado o sistema constituído de
uma partícula de massa 𝑚 e carga 𝑒 a uma distância 𝑧 de uma uma placa perfeitamente
refletora e a uma temperatura 𝑇 . Foi mostrado que, neste caso, as dispersões da velocidade
da partícula, para 𝛽 .= 1/ (𝑘𝑇 ) ≫ 𝑡 e 𝛽 ≫ 𝑧, são dadas por [10]

⟨Δ𝑣2
𝑥⟩ ≈ 𝑒2

𝜋2𝑚2

{︃
𝑡

64𝑧3 ln
[︃(︂2𝑧 + 𝑡

2𝑧 − 𝑡

)︂2]︃
− 𝑡2

8𝑧2 (𝑡2 − 4𝑧2)

}︃
+ 32𝑒2𝜋4

945𝑚2
𝑡2𝑧2

𝛽6 ,

e
⟨Δ𝑣2

𝑧⟩ ≈ 𝑒2

𝜋2𝑚2
𝑡

32𝑧3 ln
[︃(︂2𝑧 + 𝑡

2𝑧 − 𝑡

)︂2]︃
+ 64𝑒2𝜋4

945𝑚2
𝑡2𝑧2

𝛽6 .

De fato, quando é feito 𝛽 → ∞, este resultado retoma os resultados para o movimento
Browniano no vácuo na presença da placa.

Em 2008 foi introduzido o processo de transição, considerando que a interação entre
a partícula e o campo modificado pela presença da placa ocorre de forma suave [11]. Foram
considerados dois tipos de funções de transição. A primeira foi a Lorentziana 𝑓𝜏 (𝑡) =
1
𝜋

𝜏 2

𝑡2 + 𝜏 2 , onde 𝜏 é o intervalo de interação. Entretanto, o comportamento para 𝜏 ≫ 𝑧 foi
distinto do obtido considerando o caso a interação iniciando de forma instantânea. Ainda,
foi considerado um plateau Lorentziano caracterizado pelos parâmetros 𝜏 e 𝜇, definido
por

𝐹𝜏𝜇 (𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, |𝑡| ≤ 𝜏/2
𝜇2

(|𝑡| /𝜇− 1/2)2 + 𝜇2
, |𝑡| > 𝜏/2

.

Neste caso, a interação da partícula com o campo modificado pela presença da placa é
iniciada e terminada em intervalos distintos.

Além disso, com relação ao caso eletromagnético, foram realizados outros estudos,
como a análise do sistema composto por uma partícula oscilando próxima à uma placa
refletora [12], ou considerando que a partícula é dada por uma função de onda, com
uma densidade de probabilidade [13]. E ainda foi estudado do movimento Browniano no
espaço-tempo curvo [14].

Em 2016 foi realizado um estudo do caso eletromagnético usando uma nova função
de transição, um tipo de generalização da função Lorentziana, dada por [1]

𝐹 (𝑛)
𝜏 = 𝑐𝑛

1 +
(︁

2𝑡
𝜏

)︁2𝑛 ,

com
𝑐𝑛 = 2𝑛

𝜋
sin

(︂
𝜋

2𝑛

)︂
.

Dessa forma, foi possível eliminar as divergências encontradas ao considerar a interação
iniciando de forma instantânea. Além disso, foi sugerido um experimento para medir os
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z
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Figura 1 – Configuração de um possível experimento para medir a dispersão da posição
da partícula induzida pelas flutuações de vácuo. Figura retirada da Ref. [1].

efeitos das flutuações quânticas do vácuo do campo eletromagnético. Seja a partícula teste
de massa 𝑚 e carga 𝑞 emitida paralelamente à placa, cuja trajetória tem uma distância
𝑧 da placa, e que esta está a uma distância 𝑑 da tela de condensação. Com a escolha da
velocidade inicial da partícula e a largura da placa tem-se 𝑛 = 65, levando a uma predição
para a dispersão da posição da partícula na tela de condensação dada por

𝛿𝑍 = 9.4
(︂
𝑚𝑒

𝑚

)︂(︃
𝑞

𝑞𝑒

)︃(︂1𝜇m
𝑧

)︂(︃
𝑑

100m

)︃
𝜇m,

onde 𝑚𝑒 é a massa do elétron e 𝑞𝑒 a carga do elétron. A configuração do experimento está
ilutrada na Fig. 1.

Dispersões quânticas induzidas por flutuações quânticas de um campo escalar em
um modelo análogo para geometria de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) na presença
de uma e duas fronteiras perfeitamente refletoras foram estudadas recentemente [15]. Foi
alegado que a implementação de um fator de escala dependente do tempo é suficiente para
regularizar as divergências que aparecem quando uma fronteira refletora está presente,
assim, fazendo o mesmo papel de realizar o processo de transição de forma suave na
regularização do processo. Porém, apenas o regime para longos intervalos de tempo foi
discutido, no qual nenhuma singularidade conhecida associada ao intervalo de tempo
ocorre.

Com relação ao campo escalar, foi mostrado em 2014 que, em 1+1 dimensões,
existem divergências em 𝑥 = 0 (posição da fronteira) e em 𝑡 = 2𝑥, assim como no caso
eletromagnético [16], e além disso, a dispersão na velocidade da partícula também diverge
quando tomamos 𝑡 → ∞. Entretanto, ao considerar a natureza quântica da posição da
partícula, adicionando uma flutuação estocástica em torno de 𝑥, foi obtido um resultado
em termos da função hipergeométrica generalizada, regularizando as divergências em 𝑥 =
0 e 𝑡 = 2𝑥, mas manteve o caráter divergente para 𝑡 → ∞.

Neste trabalho [17] estudamos o movimento de uma partícula teste interagindo com
um campo escalar na presença de uma fronteira perfeitamente refletora em 3+1 dimensões.
Os resultados mostram que o comportamento das dispersões são similares ao caso de uma
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carga elétrica interagindo com o campo eletromagnético. O efeito residual relatado no
caso eletromagnético também aparece no modelo do campo escalar quando o processo
súbito é considerado. Entretanto, tal efeito é altamente dependente da transição adotada.
Examinamos duas funções de transição convenientes e estudamos suas implicações no
comportamento da dispersão da partícula.

Os conceitos usados de teoria quântica de campos estão apresentados no Capí-
tulo 2. No Capítulo 3 é apresentado o mecanismo de introdução das funções de transição,
estudando brevemente as características de ambas funções utilizadas. No Capítulo 4 reali-
zamos uma revisão do caso eletromagnético, estudando a regularização das divergências e
o comportamento quando tomamos intervalos de tempo longos. No Capítulo 5 estudamos
a quantização do campo escalar na presença de uma fronteira perfeitamente refletora, efe-
tuando tal quantização usando a expansão em modos normais e também via funções de
Green. O comportamento de uma partícula teste interagindo com um campo escalar nas
proximidades de um fronteira perfeitamente refletora foi estudado no Capítulo 6, obtendo
as dispersões da velocidade da partícula considerando uma transição súbita e também
com o uso de duas funções de transição, analisando as diferenças nos resultados e com-
portamentos assintóticos. Finalmente, as conclusões estão apresentadas no Capítulo 7,
onde foi analisada a energia cinética da partícula. Unidades são tais que ~ = 𝑐 = 1.
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2 Teoria quântica de campos no espaço de
Minkowski

Considere um campo escalar 𝜑 (𝑥⃗,𝑡) de massa 𝑚 definido em todos os pontos (𝑥⃗,𝑡)
de um espaço-tempo de Minkowski 𝑛-dimensional satisfazendo a equação de onda(︁

2 +𝑚2
)︁
𝜑 = 0, (2.1)

onde 2 = 𝜂𝜇𝜈𝜕𝜇𝜕𝜈 , 𝜕𝜇 ≡ 𝜕/𝜕𝑥𝜇 e 𝜂𝜇𝜈 é o tensor métrico de Minkowski. Esta equação é
conhecida por equação de Klein-Gordon.

Um conjunto de soluções de Eq. (2.1) é dado por

𝑢𝑘⃗ (𝑥⃗,𝑡) = 𝑐𝑘⃗𝑒
𝑖𝑘⃗·𝑥⃗−𝑖𝜔𝑡, (2.2)

onde 𝑐𝑘⃗ é uma constante de normalização,

𝜔
.=

√
𝑘2 +𝑚2, (2.3)

e

𝑘
.=
⃒⃒⃒⃗
𝑘
⃒⃒⃒
=
(︃

𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖
2
)︃1/2

, (2.4)

e as componentes Cartesianas de 𝑘⃗ podem tomar os valores

−∞ < 𝑘𝑖 < ∞, 𝑖 = 1, · · · , 𝑛− 1.

Seja o produto de Klein-Gordon

(︁
𝑢𝑘⃗,𝑢𝑘⃗′

)︁
= −𝑖

∫︁ {︃
𝑢𝑘⃗ (𝑥⃗,𝑡)

[︃
𝜕

𝜕𝑡
𝑢*

𝑘⃗′ (𝑥⃗,𝑡)
]︃

−
[︃
𝜕

𝜕𝑡
𝑢𝑘⃗ (𝑥⃗,𝑡)

]︃
𝑢*

𝑘⃗′ (𝑥⃗,𝑡)
}︃
𝑑𝑛−1𝑥. (2.5)

Se escolhermos
𝑢𝑘⃗ = 1[︁

2𝜔 (2𝜋)𝑛−1
]︁1/2 𝑒

𝑖𝑘⃗·𝑥⃗−𝑖𝜔𝑡, (2.6)

então as funções 𝑢𝑘⃗ são normalizadas no produto de Klein-Gordon(︁
𝑢𝑘⃗,𝑢𝑘⃗′

)︁
= 𝛿𝑛−1

(︁
𝑘⃗ − 𝑘⃗′

)︁
. (2.7)

Pode ser mais conveniente restringir as soluções 𝑢𝑘⃗ no interior de um cubo de
aresta 𝐿, ou seja, escolhendo condições periódicas. Neste caso,

𝑢𝑘⃗ = 1√
2𝐿𝑛−1𝜔

𝑒𝑖𝑘⃗·𝑥⃗−𝑖𝜔𝑡, (2.8)
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onde
𝑘𝑖 = 2𝜋𝑗𝑖

𝐿
, 𝑗𝑖 = 0, ± 1, ± 2, · · · , 𝑖 = 1, · · · , 𝑛− 1.

Assim, (︁
𝑢𝑘⃗,𝑢𝑘⃗′

)︁
= 𝛿𝑘⃗,⃗𝑘′ . (2.9)

Para converter do sistema contínuo para o discreto devemos fazer uso da mudança
∫︁
𝑑𝑛−1𝑘 →

(︂2𝜋
𝐿

)︂𝑛−1 𝑛−1∏︁
𝑖=1

∑︁
𝑗𝑖

≡
(︂2𝜋
𝐿

)︂𝑛−1∑︁
𝑘⃗

.

2.1 Quantização de um campo escalar
Na mecânica quântica, os estados de um sistema são representados por vetores

normalizados |𝜓⟩ de um espaço de Hilbert ℋ, onde |⟨𝜙|𝜓⟩|2 é a probabilidade de encontrar
o sistema descrito pelo vetor |𝜓⟩ no autoestado |𝜙⟩ de um dado observável. Temos ainda
que observáveis físicos são identificados com operadores auto-adjuntos, 𝐴 = 𝐴†, no espaço
ℋ. O valor esperado do observável 𝐴 quando o sistema está no estado |𝜓⟩ é dado por
⟨𝜓|𝐴 |𝜓⟩ [18].

Temos que os modos normalizados dados nas Eqs. (2.6) e (2.8) e seus respecti-
vos complexos conjugados formam uma base ortogonal com o produto escalar dado na
Eq. (2.5), portanto, podemos expandir o campo 𝜑 na forma [19]

𝜑 (𝑥⃗,𝑡) =
∑︁

𝑘⃗

[︁
𝑎𝑘⃗𝑢𝑘⃗ (𝑥⃗,𝑡) + 𝑎†

𝑘⃗
𝑢*

𝑘⃗
(𝑥⃗,𝑡)

]︁
, (2.10)

onde 𝑎𝑘⃗ e 𝑎†
𝑘⃗

são os operadores aniquilação e criação [20], respectivamente, e satisfazem
as relações de comutação [︁

𝑎𝑘⃗,𝑎𝑘⃗′

]︁
= 0[︁

𝑎†
𝑘⃗
,𝑎†

𝑘⃗′

]︁
= 0[︁

𝑎𝑘⃗,𝑎
†
𝑘⃗′

]︁
= 𝛿𝑘⃗,⃗𝑘′

. (2.11)

Uma base conveniente no espaço de Hilbert ℋ é a chamada representação de Fock.
A base pode ser construída partindo do vetor |0⟩, definido como sendo estado de vácuo,
cujo significado será discutido posteriormente. O estado |0⟩ tem a propriedade de ser
aniquilado por todos os operadores 𝑎𝑘⃗,

𝑎𝑘⃗ |0⟩ = 0, ∀𝑘⃗. (2.12)

O estado obtido operando 𝑎†
𝑘⃗

no estado |0⟩ é chamado estado de uma partícula, e
é denotado por |1𝑘⃗⟩,

|1𝑘⃗⟩ = 𝑎†
𝑘⃗

|0⟩ . (2.13)
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Similarmente,

|1𝑘⃗1
,1𝑘⃗2

, · · · , 1𝑘⃗𝑗
⟩ = 𝑎†

𝑘⃗1
𝑎†

𝑘⃗2
· · · 𝑎†

𝑘⃗𝑗
|0⟩ , (2.14)

se todos 𝑘⃗1, 𝑘⃗2, ..., 𝑘⃗𝑗 são distintos. Se algum 𝑎†
𝑘⃗

é repetido, então

|1𝑛𝑘⃗1
,2𝑛𝑘⃗2

, · · · ,𝑗𝑛𝑘⃗𝑗
⟩ =

(︁
1𝑛!2𝑛! · · · 𝑗𝑛!

)︁−1/2 (︁
𝑎†

𝑘⃗1

)︁1𝑛 (︁
𝑎†

𝑘⃗2

)︁2𝑛
· · ·

(︂
𝑎†

𝑘⃗𝑗

)︂𝑗𝑛

|0⟩ . (2.15)

Ainda,
𝑎†

𝑘⃗
|𝑛𝑘⃗⟩ =

√
𝑛+ 1 |(𝑛+ 1)𝑘⃗⟩ , (2.16)

e
𝑎𝑘⃗ |𝑛𝑘⃗⟩ =

√
𝑛 |(𝑛− 1)𝑘⃗⟩ . (2.17)

2.2 Energia e momento
Para explorar o significado dos estados de Fock vamos examinar os operadores Ha-

miltoniana e momento para o campo. Estas quantidades são obtidas do tensor momento-
energia, 𝑇𝜇𝜈 . O tensor 𝑇𝜇𝜈 pode ser construído como [19]

𝑇𝛼𝛽 = 𝜑,𝛼𝜑,𝛽 − 1
2𝜂𝛼𝛽𝜂

𝜇𝜈𝜑,𝜇𝜑,𝜈 + 1
2𝑚

2𝜑2𝜂𝛼𝛽. (2.18)

Desse modo, a densidade de Hamiltoniana é

𝑇𝑡𝑡 = 1
2

[︃
(𝜕𝑡𝜑)2 +

𝑛−1∑︁
𝑖=1

(𝜕𝑖𝜑)2 +𝑚2𝜑2
]︃
, (2.19)

e para a densidade de momento

𝑇𝑡𝑖 = 𝜕𝑡𝜑𝜕𝑖𝜑, 𝑖 = 1, · · · , 𝑛− 1. (2.20)

Introduzindo a Eq. (2.10) nas Eqs. (2.19) e (2.20) e integrando em todo o espaço,
teremos

𝐻 ≡
∫︁
𝑇𝑡𝑡𝑑

𝑛−1𝑥 = 1
2
∑︁

𝑘⃗

(︁
𝑎†

𝑘⃗
𝑎𝑘⃗ + 𝑎𝑘⃗𝑎

†
𝑘⃗

)︁
𝜔 =

∑︁
𝑘⃗

(︂
𝑎†

𝑘⃗
𝑎𝑘⃗ + 1

2

)︂
𝜔, (2.21)

e
𝑃𝑖 ≡

∫︁
𝑇𝑡𝑖𝑑

𝑛−1𝑥 =
∑︁

𝑘⃗

𝑎†
𝑘⃗
𝑎𝑘⃗𝑘𝑖, (2.22)

sendo os operadores Hamiltoniana e componente do momento, respectivamente, onde
foram usadas as relações de comutação dadas na Eq. (2.11).

Nosso interesse agora será em torno do estado de vácuo |0⟩. O valor médio do
momento será dado por

⟨0|𝑃𝑖 |0⟩ = ⟨0|
∑︁

𝑘⃗

𝑎†
𝑘⃗
𝑎𝑘⃗𝑘𝑖 |0⟩ =

∑︁
𝑘⃗

⟨0| 𝑎†
𝑘⃗
𝑎𝑘⃗ |0⟩ 𝑘𝑖 = 0, (2.23)
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portanto, o estado de vácuo carrega momento nulo.

E a energia será dada por

⟨0|𝐻 |0⟩ = ⟨0|
∑︁

𝑘⃗

(︂
𝑎†

𝑘⃗
𝑎𝑘⃗ + 1

2

)︂
𝜔 |0⟩ = 1

2
∑︁

𝑘⃗

𝜔. (2.24)

Entretanto, note que, no termo da direita da Eq. (2.24) temos uma soma em 𝑘⃗,
sendo ainda 𝜔 =

√
𝑘2 +𝑚2, portanto, ao realizar esta soma teremos um resultado di-

vergente, já que 𝜔 irá divergir quando tomarmos 𝑘 tão grande quanto quisermos. Este
resultado problemático aparece devido à energia de ponto zero 1

2𝜔 associada a cada modo
de oscilador harmônico simples do campo escalar. Como 𝜔 não tem um limite superior,
a energia de ponto zero pode ser arbitrariamente grande. A energia, como tal, não é
mensurável na física não gravitacional, assim, podemos redimensionar - ou renormalizar
- a energia, mesmo por uma quantidade infinita, sem afetar as quantidades observáveis.
Isso pode ser feito subtraindo o termo 1

2
∑︁

𝑘⃗

𝜔 na Eq. (2.21). Podemos definir a opera-

ção ordenamento normal, definida pelo símbolo ::, fazendo com que, sempre que há um
produto dos operadores de criação e aniquilação, é entendido que todos os operadores de
aniquilação estão à direita dos operadores de criação. Assim, retornando à Eq. (2.21) e
assumindo o ordenamento normal, temos

: 𝐻 :=
∑︁

𝑘⃗

𝑎†
𝑘⃗
𝑎𝑘⃗𝜔, (2.25)

desaparecendo com o termo divergente 1
2𝜔.

2.3 Funções de Green
Os valores esperados no vácuo de vários produtos de um determinado campo 𝜑 (𝑥⃗,𝑡)

podem ser identificados como funções de Green. Temos uma particular importância nos
valores esperados do comutador e anti-comutador do campo, denotados respectivamente
por

𝑖𝐺 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = ⟨0| [𝜑 (𝑥⃗,𝑡) ,𝜑 (𝑥⃗′,𝑡′)] |0⟩ , (2.26)

e
𝐺(1) (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = ⟨0| {𝜑 (𝑥⃗,𝑡) ,𝜑 (𝑥⃗′,𝑡′)} |0⟩ , (2.27)

onde 𝐺 é conhecida como a função de Pauli-Jordan e 𝐺(1) é a função de Hadamard.

As funções de Pauli-Jordan e de Hadamard podem ser divididas em suas partes,
uma de frequência positiva e outra de frequência negativa

𝑖𝐺 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = 𝐺+ (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) −𝐺− (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) , (2.28)
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e
𝐺(1) (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = 𝐺+ (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) +𝐺− (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) , (2.29)

onde 𝐺±, conhecidas como funções de Wightman, são dadas por

𝐺+ (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = ⟨0|𝜑 (𝑥⃗,𝑡)𝜑 (𝑥⃗′,𝑡′) |0⟩ , (2.30)

e
𝐺− (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = ⟨0|𝜑 (𝑥⃗′,𝑡′)𝜑 (𝑥⃗,𝑡) |0⟩ . (2.31)

Agora, o propagador de Feynman 𝐺𝐹 é definido como o produto ordenado tempo-
ralmente dos campos

𝑖𝐺𝐹 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = ⟨0|𝑇 (𝜑 (𝑥⃗,𝑡)𝜑 (𝑥⃗′,𝑡′)) |0⟩

=𝜃 (𝑡− 𝑡′)𝐺+ (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) + 𝜃 (𝑡′ − 𝑡)𝐺− (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) ,
(2.32)

onde

𝜃 (𝑡) =

⎧⎨⎩ 1, 𝑡 > 0
0, 𝑡 < 0

.

Finalmente, as funções de Green retardada e avançada são definidas respectiva-
mente por

𝐺R𝑒𝑡 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = −𝜃 (𝑡− 𝑡′)𝐺 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) , (2.33)

e
𝐺A (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = 𝜃 (𝑡′ − 𝑡)𝐺 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) , (2.34)

cuja média é denotada por

𝐺̄ (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = 1
2 [𝐺𝑅 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) +𝐺𝐴 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′)] , (2.35)

que está relacionada com 𝐺𝐹 por

𝐺𝐹 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = −𝐺̄ (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) − 1
2𝑖𝐺

(1) (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) . (2.36)

A Eq. (2.36) determina a relação entre o propagador de Feynman e o propagador
de Hadamard.

Para uma revisão mais completa sobre o assunto veja Ref. [19].
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3 Processos de transição

Com o objetivo de tornar o sistema estudado mais realista iremos introduzir um
processo de transição, que consiste em considerar que a interação entre a partícula e o
campo modificado pela presença da fronteira não é mais iniciada de forma instantânea, e
sim que existe um intervalo de transição entre colocar e retirar a fronteira.

Seja uma determinada quantidade 𝒪 dada pela integral

𝒪 ≡
∫︁ 𝜏

0
𝜑 (𝑥⃗,𝑡) 𝑑𝑡 =

∫︁ ∞

−∞
𝜃 (𝑡) 𝜃 (𝜏 − 𝑡)𝜑 (𝑥⃗,𝑡) 𝑑𝑡, (3.1)

onde 𝜑 (𝑥⃗,𝑡) é um campo qualquer.

Note que no cálculo de 𝒪 temos que o efeito produzido pelo campo 𝜑 (𝑥⃗,𝑡) é
iniciado abruptamente em 𝑡 = 0 e desligado abruptamente em 𝑡 = 𝜏 . Tal comportamento
não reproduz com fidelidade o que ocorre na natureza. É esperado que uma interação
ocorra de forma suave. Para reproduzir tal comportamento iremos introduzir uma função
de transição 𝐹 (𝑡) na Eq. (3.1) motivada na seguinte da forma

𝒪 =
∫︁ 𝜏

0
𝜑 (𝑥⃗,𝑡) 𝑑𝑡 =

∫︁ ∞

−∞
𝜃 (𝑡) 𝜃 (𝜏 − 𝑡)𝜑 (𝑥⃗,𝑡) 𝑑𝑡 →

∫︁ ∞

−∞
𝐹 (𝑡)𝜑 (𝑥⃗,𝑡) 𝑑𝑡, (3.2)

onde, no limite em que a interação é iniciada e terminada de forma instantânea, temos
que 𝐹 (𝑡) é identificada com 𝜃 (𝑡) 𝜃 (𝜏 − 𝑡).

Neste trabalho estamos interessados no sistema onde uma partícula interage com
um campo na presença de uma fronteira, por isso, demandaremos que a função de tran-
sição 𝐹 (𝑡) apresente um parâmetro relacionado ao intervalo transcorrido na mudança da
configuração do espaço vazio para a configuração com a presença da fronteira, e que este
parâmetro será determinado com base no arranjo experimental. E ainda, iremos impor
que 𝐹 (𝑡) seja normalizada da forma∫︁ ∞

−∞
𝐹 (𝑡) 𝑑𝑡 = 𝜏. (3.3)

Trabalharemos com duas funções de transição diferentes. A primeira será [1]

𝐹 (𝑛)
𝜏 (𝑡) = 𝑐𝑛

1 +
(︁

2𝑡
𝜏

)︁2𝑛 , (3.4)

onde 𝑛 é um inteiro positivo relacionado com o intervalo de transição entre as configurações
e 𝑐𝑛 é obtido usando Eq. (3.3), sendo

𝑐𝑛 = 2𝑛
𝜋

sin
(︂
𝜋

2𝑛

)︂
. (3.5)
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Figura 2 – Comportamento de 𝐹 (𝑛)
𝜏 (𝑡) dada pela Eq. (3.4).

O gráfico do comportamento de 𝐹 (𝑛)
𝜏 (𝑡), que é caracterizada pelo parâmetro 𝑛 e

o intervalo de tempo 𝜏 , está ilustrado na Fig. 2, para diferentes valores de 𝑛. Note que,
quanto maior for o valor de 𝑛, mais o comportamento de 𝐹 (𝑛)

𝜏 (𝑡) irá se aproximar do
comportamento da função de Heaviside. Enquanto que, para 𝑛 = 1, temos que 𝐹 (𝑛)

𝜏 (𝑡) se
torna a distribuição Lorentziana.

Podemos ainda definir o intervalo de transição 𝜏𝑠 como sendo a diferença entre
os pontos de maior curvatura de 𝐹 (𝑛)

𝜏 (𝑡), podendo determiná-los com o uso da terceira
derivada de 𝐹 (𝑛)

𝜏 (𝑡). Desse modo, fazendo 𝑑3𝐹 (𝑛)
𝜏 (𝑡) /𝑑𝑡3 = 0 obtemos

−
(︂
𝑡

𝜏

)︂4𝑛

16𝑛 (𝑛+ 1) (2𝑛+ 1) +
(︂
𝑡

𝜏

)︂2𝑛

21+2𝑛 (2𝑛+ 1) (2𝑛− 1) − (𝑛− 1) (2𝑛− 1) = 0,

cuja solução será(︂
𝑡

𝜏

)︂2𝑛

= −21+2𝑛 (2𝑛+ 1) (2𝑛− 1)
−2 × 16𝑛 (𝑛+ 1) (2𝑛+ 1)

±

√︁
[21+2𝑛 (2𝑛+ 1) (2𝑛− 1)]2 − 4 × 16𝑛 (𝑛+ 1) (2𝑛+ 1) (𝑛− 1) (2𝑛− 1)

−2 × 16𝑛 (𝑛+ 1) (2𝑛+ 1)

= 2𝑛− 1
22𝑛 (𝑛+ 1) ± 2𝑛− 1

22𝑛 (𝑛+ 1)

⎯⎸⎸⎷1 − 4 × 16𝑛 (𝑛+ 1) (2𝑛+ 1) (𝑛− 1) (2𝑛− 1)
4 × 42𝑛 (2𝑛+ 1)2 (2𝑛− 1)2

= 2𝑛− 1
22𝑛 (𝑛+ 1)

⎡⎣1 ±

⎯⎸⎸⎷1 − (𝑛+ 1) (𝑛− 1)
(2𝑛+ 1) (2𝑛− 1)

⎤⎦ .
Portanto, as raízes serão

𝑡1 = 𝜏

2

(︂2𝑛− 1
𝑛+ 1

)︂ 1
2𝑛

⎡⎣1 +

⎯⎸⎸⎷1 − (𝑛+ 1) (𝑛− 1)
(2𝑛+ 1) (2𝑛− 1)

⎤⎦
1

2𝑛

,

e

𝑡2 = 𝜏

2

(︂2𝑛− 1
𝑛+ 1

)︂ 1
2𝑛

⎡⎣1 −

⎯⎸⎸⎷1 − (𝑛+ 1) (𝑛− 1)
(2𝑛+ 1) (2𝑛− 1)

⎤⎦
1

2𝑛

.
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Finalmente [1],

𝜏𝑠 ≡ 𝑡1 − 𝑡2 =𝜏2

(︂2𝑛− 1
𝑛+ 1

)︂ 1
2𝑛

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
⎡⎣1 +

⎯⎸⎸⎷1 − (𝑛+ 1) (𝑛− 1)
(2𝑛+ 1) (2𝑛− 1)

⎤⎦
1

2𝑛

−

⎡⎣1 −

⎯⎸⎸⎷1 − (𝑛+ 1) (𝑛− 1)
(2𝑛+ 1) (2𝑛− 1)

⎤⎦
1

2𝑛

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ .
(3.6)

Note que, da Eq. (3.6), temos que 𝜏𝑠 apresenta uma dependência com 𝜏 . Portanto,
se mantivermos 𝑛 fixo e fizermos 𝜏 → ∞, teremos que a transição entre as configurações
onde a partícula está no espaço vazio e onde ela interage com o campo modificado pela
presença da fronteira se dá num intervalo infinitamente longo. Nesse sentido, usaremos
outra função de transição, nesse caso, tendo 𝜏𝑠 independente de 𝜏 , para que possamos
estudar a influência do mecanismo de transição sobre as flutuações da velocidade. Essa
segunda função de transição será dada por [21]

𝐹𝜏𝑠,𝜏 (𝑡) = 1
𝜋

[︂
arctan

(︂
𝑡

𝜏𝑠

)︂
+ arctan

(︂
𝜏 − 𝑡

𝜏𝑠

)︂]︂
. (3.7)

Na Fig. 3 apresentamos o perfil do comportamento de 𝐹𝜏𝑠,𝜏 (𝑡) para diferentes
valores de 𝜏𝑠/𝜏 . Note que, nesse caso, o tempo de transição é independente do valor de 𝜏 .
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𝐹𝜏𝑠,𝜏 (𝑡)

𝑡/𝜏

Figura 3 – Comportamento de 𝐹𝜏𝑠,𝜏 (𝑡) dada pela Eq. (3.7).
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4 Revisão do caso eletromagnético

Nesse capítulo revisamos os resultados obtidos na Ref. [1], onde foi estudado o
sistema constituído de uma partícula de carga 𝑞 e massa 𝑚 sujeita às flutuações do
campo elétrico 𝐸⃗ (𝑥⃗,𝑡) na presença de uma placa perfeitamente refletora. Vamos assu-
mir que o campo esteja preparado em seu estado de vácuo, definido por ⟨𝐸⃗ (𝑥⃗,𝑡)⟩ .=
⟨0| 𝐸⃗ |0⟩ = 0, porém, que as correlações de segunda ordem do campo não sejam nulas,
ou seja, ⟨𝐸𝑖 (𝑥⃗,𝑡)𝐸𝑗 (𝑥⃗′,𝑡′)⟩ ̸= 0. A quantidade que iremos determinar é a dispersão da
velocidade da partícula ⟨(Δ𝑣𝑖)2⟩ = ⟨𝑣2

𝑖 ⟩ − ⟨𝑣𝑖⟩2.

Temos que as correlações do campo elétrico na presença de uma placa perfeita-
mente refletora em 𝑧 = 0 são dadas por [22, 1]

⟨𝐸𝑥 (𝑥⃗,𝑡)𝐸𝑥 (𝑥⃗′,𝑡′)⟩ = 1
𝜋2

⎧⎪⎨⎪⎩(Δ𝑡)2 − (Δ𝑥)2 + (Δ𝑦)2 + (Δ𝑧)2[︁
(Δ𝑡)2 − (Δ𝑥⃗)2

]︁3
⎫⎪⎬⎪⎭

− 1
𝜋2

⎧⎪⎨⎪⎩ (Δ𝑡)2 − (Δ𝑥)2 + (Δ𝑦)2 + (𝑧 + 𝑧′)2[︁
(Δ𝑡)2 − (Δ𝑥)2 − (Δ𝑦)2 − (𝑧 + 𝑧′)2

]︁3
⎫⎪⎬⎪⎭ ,

(4.1)

⟨𝐸𝑦 (𝑥⃗,𝑡)𝐸𝑦 (𝑥⃗′,𝑡′)⟩ = 1
𝜋2

⎧⎪⎨⎪⎩(Δ𝑡)2 + (Δ𝑥)2 − (Δ𝑦)2 + (Δ𝑧)2[︁
(Δ𝑡)2 − (Δ𝑥⃗)2

]︁3
⎫⎪⎬⎪⎭

− 1
𝜋2

⎧⎪⎨⎪⎩ (Δ𝑡)2 + (Δ𝑥)2 − (Δ𝑦)2 + (𝑧 + 𝑧′)2[︁
(Δ𝑡)2 − (Δ𝑥)2 − (Δ𝑦)2 − (𝑧 + 𝑧′)2

]︁3
⎫⎪⎬⎪⎭ ,

(4.2)

⟨𝐸𝑧 (𝑥⃗,𝑡)𝐸𝑧 (𝑥⃗′,𝑡′)⟩ = 1
𝜋2

⎧⎪⎨⎪⎩(Δ𝑡)2 + (Δ𝑥)2 + (Δ𝑦)2 − (Δ𝑧)2[︁
(Δ𝑡)2 − (Δ𝑥⃗)2

]︁3
⎫⎪⎬⎪⎭

+ 1
𝜋2

⎧⎪⎨⎪⎩ (Δ𝑡)2 + (Δ𝑥)2 + (Δ𝑦)2 − (𝑧 + 𝑧′)2[︁
(Δ𝑡)2 − (Δ𝑥)2 − (Δ𝑦)2 − (𝑧 + 𝑧′)2

]︁3
⎫⎪⎬⎪⎭ ,

(4.3)

onde Δ𝑎 .= 𝑎 − 𝑎′. O primeiro termo de cada uma das correlações corresponde à contri-
buição do vácuo de Minkowski, e o segundo é devido à presença da placa.

O movimento da partícula, no caso não relativístico, será dado por

𝑚
𝑑𝑣⃗

𝑑𝑡
= 𝑞𝐸⃗ (𝑥⃗,𝑡) ⇒ 𝑣⃗ (𝑥⃗,𝜏) = 𝑞

𝑚

∫︁ 𝜏

0
𝐸⃗ (𝑥⃗,𝑡) 𝑑𝑡. (4.4)

Portanto, tendo que ⟨𝐸⃗ (𝑥⃗,𝑡)⟩ = 0, para 𝑖-ésima componente,

⟨𝑣𝑖 (𝑥⃗,𝜏)⟩ = 𝑞

𝑚

∫︁ 𝜏

0
⟨𝐸𝑖 (𝑥⃗,𝑡)⟩ 𝑑𝑡 = 0. (4.5)
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Então, sendo ⟨(Δ𝑣𝑖)2⟩ = ⟨𝑣2
𝑖 ⟩ − ⟨𝑣𝑖⟩2, teremos [1]

⟨(Δ𝑣𝑖)2⟩ = 𝑞2

𝑚2

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝜏

0
⟨𝐸𝑖 (𝑥⃗,𝑡)𝐸𝑖 (𝑥⃗,𝑡′)⟩𝑅 𝑑𝑡𝑑𝑡

′, (4.6)

onde o índice 𝑅 em ⟨𝐸𝑖 (𝑥⃗,𝑡)𝐸𝑖 (𝑥⃗,𝑡′)⟩𝑅 indica o processo de renormalização, subtraindo
a contribuição do vácuo de Minkowski, o que significa retirar os termos que divergem
quando tomamos a coincidência de pontos nas Eqs. (4.1), (4.2) e (4.3). Assim, tomando
𝑥⃗′ → 𝑥⃗, teremos [7]

⟨𝐸𝑥 (𝑥⃗,𝑡)𝐸𝑥 (𝑥⃗,𝑡′)⟩𝑅 = ⟨𝐸𝑦 (𝑥⃗,𝑡)𝐸𝑦 (𝑥⃗,𝑡′)⟩𝑅 = (Δ𝑡)2 + 4𝑧2

𝜋2
[︁
4𝑧2 − (Δ𝑡)2

]︁3 , (4.7)

e
⟨𝐸𝑧 (𝑥⃗,𝑡)𝐸𝑧 (𝑥⃗,𝑡′)⟩𝑅 = 1

𝜋2
[︁
4𝑧2 − (Δ𝑡)2

]︁2 . (4.8)

Usando as Eqs. (4.7) e (4.8) na Eq. (4.6) obtemos [7, 23, 16]

⟨
(︁
Δ𝑣‖

)︁2
⟩ = 𝑞2

𝜋2𝑚2

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝜏

0

(𝑡− 𝑡′)2 + 4𝑧2[︁
4𝑧2 − (𝑡− 𝑡′)2

]︁3𝑑𝑡𝑑𝑡′
= 𝑞2

𝜋2𝑚2

∫︁ 𝜏

0
2 (𝜏 − 𝑡) 𝑡2 + 4𝑧2

[4𝑧2 − 𝑡2]3
𝑑𝑡

= 𝑞2

𝜋2𝑚2

{︃
𝜏

64𝑧3 ln
[︃(︂2𝑧 + 𝜏

2𝑧 − 𝜏

)︂2]︃
− 𝜏 2

8𝑧2 (𝜏 2 − 4𝑧2)

}︃
,

(4.9)

e
⟨(Δ𝑣⊥)2⟩ = 𝑞2

𝜋2𝑚2

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝜏

0

1[︁
4𝑧2 − (𝑡− 𝑡′)2

]︁2𝑑𝑡𝑑𝑡′
= 𝑞2

𝜋2𝑚2

∫︁ 𝜏

0
2 (𝜏 − 𝑡) 1

[4𝑧2 − 𝑡2]2
𝑑𝑡

= 𝑞2

𝜋2𝑚2
𝜏

32𝑧3 ln
[︃(︂2𝑧 + 𝜏

2𝑧 − 𝜏

)︂2]︃
,

(4.10)

onde ⟨
(︁
Δ𝑣‖

)︁2
⟩ ≡ ⟨(Δ𝑣𝑥)2⟩ = ⟨(Δ𝑣𝑦)2⟩ e ⟨(Δ𝑣⊥)2⟩ ≡ ⟨(Δ𝑣𝑧)2⟩.

Note que ambas as Eqs. (4.9) e (4.10) apresentam divergências em 𝑧 = 0 e em
𝜏 = 2𝑧. Observe ainda que, para a componente perpendicular, a dispersão da velocidade
apresenta um efeito residual, quando tomamos 𝜏 ≫ 𝑧, ou seja, nessa situação

⟨(Δ𝑣⊥)2⟩ ≈ 𝑞2

4𝜋2𝑚2𝑧2 .

Para tornar o sistema mais realista vamos introduzir a função de transição, consi-
derando que a interação entre a partícula e o campo modificado pela presença da fronteira
não ocorre mais de forma súbita, e sim que existe um intervalo de transição entre colocar
e retirar a fronteira.
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Agora, vamos usar a função de transição

𝐹 (𝑛)
𝜏 (𝑡) = 𝑐𝑛

1 +
(︁

2𝑡
𝜏

)︁2𝑛 , (4.11)

onde 𝑛 é um inteiro positivo relacionado com o intervalo de transição entre as configurações
onde a partícula está no espaço vazio e onde a partícula interage com o campo modificado
pela presença da placa, e 𝑐𝑛 é dado por

𝑐𝑛 = 2𝑛
𝜋

sin
(︂
𝜋

2𝑛

)︂
, (4.12)

como apresentados nas Eqs. (3.4) e (3.5).

Vamos introduzir a função de transição na Eq. (4.4) de forma análoga à usada na
Eq. (3.2), ou seja, faremos

𝑣⃗ (𝑥⃗,𝜏) = 𝑞

𝑚

∫︁ ∞

−∞
𝐹 (𝑛)

𝜏 (𝑡) 𝐸⃗ (𝑥⃗,𝑡) 𝑑𝑡.

Desse modo temos [1]

⟨(Δ𝑣𝑖)2⟩ = 𝑞2

𝑚2

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
⟨𝐸𝑖 (𝑥⃗,𝑡)𝐸𝑖 (𝑥⃗,𝑡′)⟩𝑅 𝐹

(𝑛)
𝜏 (𝑡)𝐹 (𝑛)

𝜏 (𝑡′) 𝑑𝑡𝑑𝑡′, (4.13)

Usando as Eqs. (4.7) e (4.8) na Eq. (4.13) obtemos

⟨
(︁
Δ𝑣‖

)︁2
⟩ = 𝑞2𝑐𝑛

2

𝜋2𝑚2

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞

(𝑡− 𝑡′)2 + 4𝑧2[︁
4𝑧2 − (𝑡− 𝑡′)2

]︁3 𝑑𝑡

1 +
(︁

2𝑡
𝜏

)︁2𝑛

𝑑𝑡′

1 +
(︁

2𝑡′

𝜏

)︁2𝑛 , (4.14)

e
⟨(Δ𝑣⊥)2⟩ = 𝑞2𝑐𝑛

2

𝜋2𝑚2

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞

1[︁
4𝑧2 − (𝑡− 𝑡′)2

]︁2 𝑑𝑡

1 +
(︁

2𝑡
𝜏

)︁2𝑛

𝑑𝑡′

1 +
(︁

2𝑡′

𝜏

)︁2𝑛 . (4.15)

Temos que [1]

𝐼
(𝑛)
𝜏,𝑖𝑗𝑘𝑙 =

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞

(𝑡− 𝑡′)𝑖 + (2𝑧)𝑗[︁
(2𝑧)𝑘 − (𝑡− 𝑡′)2

]︁𝑙 𝑑𝑡

1 +
(︁

2𝑡
𝜏

)︁2𝑛

𝑑𝑡′

1 +
(︁

2𝑡′

𝜏

)︁2𝑛

= 𝜋2

𝑛2

(︂
𝜏

2

)︂2+𝑖−2𝑙 𝑛−1∑︁
𝑝=0

2𝑛−1∑︁
𝑞=𝑛

𝜓𝑛,𝑝𝜓𝑛,𝑞
(𝜓𝑛,𝑞 − 𝜓𝑛,𝑝)𝑖 + (2𝑧)𝑗 (2/𝜏)𝑖[︁

(2𝑧)𝑘 (2/𝜏)2 − (𝜓𝑛,𝑝 − 𝜓𝑛,𝑞)2
]︁𝑙 ,

(4.16)

onde 𝑛, 𝑖 e 𝑙 são inteiros positivos, 𝑘 e 𝑗 são números reais, com a condição 𝑖 < 2𝑙, e ainda
onde 𝜓𝑛,𝑞 = 𝑒𝑖 𝜋

2𝑛
(1+2𝑞).

Então, usando a Eq. (4.16) as Eqs. (4.14) e (4.15) se tornam

⟨
(︁
Δ𝑣‖

)︁2
⟩ = −

(︂ 2𝑞𝑐𝑛

𝑚𝑛𝜏

)︂2 𝑛−1∑︁
𝑝=0

2𝑛−1∑︁
𝑞=𝑛

𝜓𝑛,𝑝𝜓𝑛,𝑞
(𝜓𝑛,𝑝 − 𝜓𝑛,𝑞)2 + (4𝑧/𝜏)2[︁
(𝜓𝑛,𝑝 − 𝜓𝑛,𝑞)2 − (4𝑧/𝜏)2

]︁3 , (4.17)
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Figura 4 – Comportamento da dispersão da componente paralela da velocidade para di-
ferentes valores de 𝑛.
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Figura 5 – Comportamento da dispersão da componente perpendicular da velocidade para
diferentes valores de 𝑛.

e
⟨(Δ𝑣⊥)2⟩ =

(︂ 2𝑞𝑐𝑛

𝑚𝑛𝜏

)︂2 𝑛−1∑︁
𝑝=0

2𝑛−1∑︁
𝑞=𝑛

𝜓𝑛,𝑝𝜓𝑛,𝑞
1[︁

(𝜓𝑛,𝑝 − 𝜓𝑛,𝑞)2 − (4𝑧/𝜏)2
]︁2 , (4.18)

onde 𝜓𝑛,𝑠 = 𝑒𝑖 𝜋
2𝑛

(1+2𝑠).

Os comportamentos das dispersões estão ilustrados nas Figs. 4 e 5. Note que as
dispersões são bem comportadas em 𝜏 = 2𝑧, fato que não ocorre caso não tivéssemos con-
siderado a função de transição [7, 8]. Outra divergência curada introduzindo o processo de
transição foi o comportamento das dispersões para 𝑧 = 0, ambas as dispersões são finitas
nessa situação. E, finalmente, temos que, quando 𝜏 → ∞, ⟨(Δ𝑣𝑖)2⟩ ∝ 1/𝜏 2, portanto, as
dispersões se tornam assintoticamente nulas.
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5 Quantização do campo escalar em 3+1 di-
mensões na presença de uma fronteira

No Capítulo 6 estudaremos o movimento de uma partícula escalar carregada pró-
xima a uma fronteira perfeitamente refletora. Mas para tal, precisaremos primeiramente
quantizar o campo com o qual a partícula interage. Assim, nesse capítulo estudaremos
duas maneiras para realizar tal quantização, a primeira será usando a expansão do campo
em modos normais e a segunda será via formalismo das funções de Green.

5.1 Quantização via expansão em modos normais
O campo escalar 𝜑 (𝑥⃗,𝑡) de massa 𝑀 em 𝑁 = 3 + 1 dimensões deve satisfazer a

equação de Klein-Gordon [19]

(︁
2 +𝑀2

)︁
𝜑 (𝑥⃗,𝑡) =

(︃
𝜕2

𝜕𝑡2
− 𝜕2

𝜕𝑥2 − 𝜕2

𝜕𝑦2 − 𝜕2

𝜕𝑧2 +𝑀2
)︃
𝜑 (𝑥⃗,𝑡) = 0. (5.1)

Mas como estamos interessados num sistema contendo uma fronteira perfeita-
mente refletora, que estará situada em 𝑧 = 0, iremos impor a condição de Dirichlet
𝜑 (𝑥,𝑦,𝑧 = 0,𝑡) = 0.

Agora, podemos expandir o campo 𝜑 (𝑥⃗,𝑡) em modos normais da forma [19]

𝜑 (𝑥⃗,𝑡) =
∫︁
𝑑3𝑘⃗

[︁
𝑢𝑘⃗ (𝑥⃗,𝑡) 𝑎𝑘⃗ + 𝑢*

𝑘⃗
(𝑥⃗,𝑡) 𝑎†

𝑘⃗

]︁
, (5.2)

onde 𝑎 é o operador destruição e 𝑎† o operador criação, que satisfazem a relação de
comutação

[︁
𝑎𝑘⃗,𝑎

†
𝑘⃗′

]︁
= 𝛿

(︁
𝑘⃗ − 𝑘⃗′

)︁
.

Temos que as funções 𝑢𝑘⃗ (𝑥⃗,𝑡) devem ser soluções da Eq. (5.1), ou seja, já fazendo
𝑀 → 0, (︃

𝜕2

𝜕𝑡2
− 𝜕2

𝜕𝑥2 − 𝜕2

𝜕𝑦2 − 𝜕2

𝜕𝑧2

)︃
𝑢𝑘⃗ (𝑥⃗,𝑡) = 0, (5.3)

com 𝑢𝑘⃗ (𝑥,𝑦,𝑧 = 0,𝑡) = 0. Dessa maneira,

𝑢𝑘⃗ (𝑥⃗,𝑡) = 𝐴𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑒𝑖𝑘𝑥𝑥𝑒𝑖𝑘𝑦𝑦 sin (𝑘𝑧𝑧) = 𝐴𝑒−𝑖𝜔𝑡
2∏︁

𝑗=1
𝑒𝑖𝑘𝑗𝑥𝑗 sin (𝑘𝑧𝑧), (5.4)

onde 𝐴 é uma constante e 𝜔 =
⃒⃒⃒⃗
𝑘
⃒⃒⃒
, com 𝑘⃗ = (𝑘𝑥,𝑘𝑦,𝑘𝑧). Note que da Eq. (5.4) temos a

condição 𝑘𝑧 > 0, já que dessa maneira já temos uma base completa, de fato, sin (−𝑘𝑧𝑧) =
− sin (𝑘𝑧𝑧).
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Ainda, as funções 𝑢𝑘⃗ (𝑥⃗,𝑡) são normalizadas no produto de Klein-Gordon definido
por [19]

(︁
𝑢𝑘⃗,𝑢𝑘⃗′

)︁
= −𝑖

∫︁ {︃
𝑢𝑘⃗ (𝑥⃗,𝑡)

[︃
𝜕

𝜕𝑡
𝑢*

𝑘⃗′ (𝑥⃗,𝑡)
]︃

−
[︃
𝜕

𝜕𝑡
𝑢𝑘⃗ (𝑥⃗,𝑡)

]︃
𝑢*

𝑘⃗′ (𝑥⃗,𝑡)
}︃
𝑑3𝑥 = 𝛿

(︁
𝑘⃗ − 𝑘⃗′

)︁
. (5.5)

Mas, para 𝑘𝑧 > 0 e 𝑘𝑧
′ > 0,

𝜕

𝜕𝑡
𝑢𝑘⃗ (𝑥⃗,𝑡) = −𝑖𝜔𝐴𝑒−𝑖𝜔𝑡

2∏︁
𝑗=1

𝑒𝑖𝑘𝑗𝑥𝑗 sin (𝑘𝑧𝑧), (5.6)

𝜕

𝜕𝑡
𝑢*

𝑘⃗′ (𝑥⃗,𝑡) = 𝑖𝜔′𝐴*𝑒𝑖𝜔′𝑡
2∏︁

𝑗=1
𝑒−𝑖𝑘𝑗

′𝑥𝑗 sin (𝑘𝑧
′𝑧), (5.7)

1
2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝑒𝑖(𝑘𝑗−𝑘𝑗

′)𝑥𝑗𝑑𝑥𝑗 = 𝛿 (𝑘𝑗 − 𝑘𝑗
′) , (5.8)

2
𝜋

∫︁ ∞

0
sin (𝑘𝑧𝑥) sin (𝑘𝑧

′𝑥)𝑑𝑥 = 1
𝜋

∫︁ ∞

−∞
sin (𝑘𝑧𝑥) sin (𝑘𝑧

′𝑥)𝑑𝑥

= 1
𝜋

∫︁ ∞

−∞

(︃
𝑒𝑖𝑘𝑧𝑥 − 𝑒−𝑖𝑘𝑧𝑥

2𝑖

)︃(︃
𝑒𝑖𝑘𝑧

′𝑥 − 𝑒−𝑖𝑘𝑧
′𝑥

2𝑖

)︃
𝑑𝑥

= − 1
2𝜋

∫︁ ∞

−∞

[︁
𝑒𝑖(𝑘𝑧+𝑘𝑧

′)𝑥 − 𝑒𝑖(𝑘𝑧−𝑘𝑧
′)𝑥
]︁
𝑑𝑥

= − [𝛿 (𝑘𝑧 + 𝑘𝑧
′) − 𝛿 (𝑘𝑧 − 𝑘𝑧

′)] = 𝛿 (𝑘𝑧 − 𝑘𝑧
′) ,

(5.9)

já que 𝑘𝑧 > 0 e 𝑘𝑧
′ > 0 ⇒ 𝑘𝑧 + 𝑘𝑧

′ > 0 ⇒ 𝛿 (𝑘𝑧 + 𝑘𝑧
′) = 0.

Assim, Eq. (5.5) se torna,

(︁
𝑢𝑘⃗,𝑢𝑘⃗′

)︁
= −𝑖

∫︁
𝑧>0

{︃
𝑢𝑘⃗ (𝑥⃗,𝑡)

[︃
𝜕

𝜕𝑡
𝑢*

𝑘⃗′ (𝑥⃗,𝑡)
]︃

−
[︃
𝜕

𝜕𝑡
𝑢𝑘⃗ (𝑥⃗,𝑡)

]︃
𝑢*

𝑘⃗′ (𝑥⃗,𝑡)
}︃
𝑑3𝑥

= −𝑖
∫︁

𝑧>0
𝑖 (𝜔′ + 𝜔) |𝐴|2 𝑒−𝑖(𝜔−𝜔′)𝑡

2∏︁
𝑗=1

𝑒𝑖(𝑘𝑗−𝑘𝑗
′)𝑥𝑗 sin (𝑘𝑧𝑧) sin (𝑘𝑧

′𝑧)𝑑3𝑥

= (𝜔′ + 𝜔) |𝐴|2 𝑒−𝑖(𝜔−𝜔′)𝑡
2∏︁

𝑗=1

∫︁ ∞

−∞
𝑒𝑖(𝑘𝑗−𝑘𝑗

′)𝑥𝑗𝑑𝑥𝑗

∫︁ ∞

0
sin (𝑘𝑧𝑧) sin (𝑘𝑧

′𝑧)𝑑𝑧

= (𝜔′ + 𝜔) |𝐴|2 𝑒−𝑖(𝜔−𝜔′)𝑡 (2𝜋)2
2∏︁

𝑗=1
𝛿 (𝑘𝑗 − 𝑘𝑗

′) 𝜋2 𝛿 (𝑘𝑧 − 𝑘𝑧
′)

= 𝜔 |𝐴|2 22𝜋3𝛿
(︁
𝑘⃗ − 𝑘⃗′

)︁
= 𝛿

(︁
𝑘⃗ − 𝑘⃗′

)︁
∴ |𝐴|2 = 1

𝜔4𝜋3 ,

(5.10)

sendo que a integral em 𝑧 deve variar em 𝑧 positivo, já que para 𝑧 negativo 𝑢𝑘⃗ (𝑥⃗,𝑡) deve
ser nulo, o que corresponde ao fato do campo se anular no interior da parede.

Escolhendo 𝐴 real, obtemos finalmente que

𝑢𝑘⃗ (𝑥⃗,𝑡) = 1
2𝜋3/2√𝜔

𝑒𝑖𝑘𝑥𝑥+𝑖𝑘𝑦𝑦−𝑖𝜔𝑡 sin (𝑘𝑧𝑧). (5.11)
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Sendo o estado de vácuo definido por 𝑎 |0⟩ = 0, o que implica que ⟨𝑎⟩ .= ⟨0| 𝑎 |0⟩ =
⟨0| 𝑎† |0⟩ = 0, o valor esperado no vácuo do produto 𝜑 (𝑥⃗,𝑡)𝜑 (𝑥⃗′,𝑡′) é obtido como segue

⟨𝜑 (𝑥⃗,𝑡)𝜑 (𝑥⃗′,𝑡′)⟩ =⟨
∫︁

𝑘𝑧>0
𝑑3𝑘⃗

[︁
𝑢𝑘⃗ (𝑥⃗,𝑡) 𝑎𝑘⃗ + 𝑢*

𝑘⃗
(𝑥⃗,𝑡) 𝑎†

𝑘⃗

]︁
+
∫︁

𝑘𝑧
′>0

𝑑3𝑘⃗′
[︁
𝑢𝑘⃗′ (𝑥⃗′,𝑡′) 𝑎𝑘⃗′ + 𝑢*

𝑘⃗′ (𝑥⃗′,𝑡′) 𝑎†
𝑘⃗′

]︁
⟩

= ⟨
∫︁

𝑘𝑧>0
𝑑3𝑘⃗

∫︁
𝑘𝑧

′>0
𝑑3𝑘⃗′𝑢𝑘⃗ (𝑥⃗,𝑡)𝑢*

𝑘⃗′ (𝑥⃗′,𝑡′) 𝑎𝑘⃗𝑎
†
𝑘⃗′⟩

= ⟨
∫︁

𝑘𝑧>0
𝑑3𝑘⃗

∫︁
𝑘𝑧

′>0
𝑑3𝑘⃗′𝑢𝑘⃗ (𝑥⃗,𝑡)𝑢*

𝑘⃗′ (𝑥⃗′,𝑡′)
(︁[︁
𝑎𝑘⃗,𝑎

†
𝑘⃗′

]︁
+ 𝑎†

𝑘⃗′𝑎𝑘⃗

)︁
⟩

= ⟨
∫︁

𝑘𝑧>0
𝑑3𝑘⃗

∫︁
𝑘𝑧

′>0
𝑑3𝑘⃗′𝑢𝑘⃗ (𝑥⃗,𝑡)𝑢*

𝑘⃗′ (𝑥⃗′,𝑡′) 𝛿
(︁
𝑘⃗ − 𝑘⃗′

)︁
⟩

=
∫︁

𝑘𝑧>0
𝑑3𝑘⃗

⃒⃒⃒
𝑢𝑘⃗

⃒⃒⃒2
𝑒−𝑖𝜔(𝑡−𝑡′)

2∏︁
𝑗=1

𝑒𝑖𝑘𝑗(𝑥𝑗−𝑥′
𝑗) sin (𝑘𝑧𝑧) sin (𝑘𝑧𝑧

′)

=
∫︁

𝑘𝑧>0
𝑑3𝑘⃗

1
4𝜋3𝜔

𝑒𝑖[𝑘𝑥(𝑥−𝑥′)+𝑘𝑦(𝑦−𝑦′)−𝜔(𝑡−𝑡′)] sin (𝑘𝑧𝑧) sin (𝑘𝑧𝑧
′).

(5.12)

Este resultado é a função de Wightman positiva, como indicada na Eq. (2.30).

Dessa maneira, o propagador de Hadamard, definido na Eq. (2.27), será [19]

𝐺(1) (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = ⟨𝜑 (𝑥⃗,𝑡)𝜑 (𝑥⃗′,𝑡′)⟩ + ⟨𝜑 (𝑥⃗′,𝑡′)𝜑 (𝑥⃗,𝑡)⟩

= 1
4𝜋3

∫︁
𝑘𝑧>0

𝑑3𝑘⃗

𝜔
sin (𝑘𝑧𝑧) sin (𝑘𝑧𝑧

′)

×
{︁
𝑒𝑖[𝑘𝑥(𝑥−𝑥′)+𝑘𝑦(𝑦−𝑦′)−𝜔(𝑡−𝑡′)] + 𝑒−𝑖[𝑘𝑥(𝑥−𝑥′)+𝑘𝑦(𝑦−𝑦′)−𝜔(𝑡−𝑡′)]

}︁
= 1

8𝜋3

∫︁ 𝑑3𝑘⃗

𝜔

(︃
𝑒𝑖𝑘𝑧𝑧 − 𝑒−𝑖𝑘𝑧𝑧

2𝑖

)︃(︃
𝑒𝑖𝑘𝑧𝑧′ − 𝑒−𝑖𝑘𝑧𝑧′

2𝑖

)︃
×
{︁
𝑒𝑖[𝑘𝑥(𝑥−𝑥′)+𝑘𝑦(𝑦−𝑦′)−𝜔(𝑡−𝑡′)] + 𝑒−𝑖[𝑘𝑥(𝑥−𝑥′)+𝑘𝑦(𝑦−𝑦′)−𝜔(𝑡−𝑡′)]

}︁
= − 1

32𝜋3

∫︁ 𝑑3𝑘⃗

𝜔

[︁
𝑒𝑖𝑘𝑧(𝑧+𝑧′) − 𝑒𝑖𝑘𝑧(𝑧−𝑧′) − 𝑒−𝑖𝑘𝑧(𝑧−𝑧′) + 𝑒−𝑖𝑘𝑧(𝑧+𝑧′)

]︁
×
{︁
𝑒𝑖[𝑘𝑥(𝑥−𝑥′)+𝑘𝑦(𝑦−𝑦′)−𝜔(𝑡−𝑡′)] + 𝑒−𝑖[𝑘𝑥(𝑥−𝑥′)+𝑘𝑦(𝑦−𝑦′)−𝜔(𝑡−𝑡′)]

}︁
= − 1

16𝜋3

∫︁ 𝑑3𝑘⃗

𝜔

[︁
𝑒𝑖𝑘𝑧(𝑧+𝑧′) − 𝑒𝑖𝑘𝑧(𝑧−𝑧′)

]︁
×
{︁
𝑒𝑖[𝑘𝑥(𝑥−𝑥′)+𝑘𝑦(𝑦−𝑦′)−𝜔(𝑡−𝑡′)] + 𝑒𝑖[𝑘𝑥(𝑥−𝑥′)+𝑘𝑦(𝑦−𝑦′)+𝜔(𝑡−𝑡′)]

}︁
= − 1

8𝜋3

∫︁ 𝑑3𝑘⃗

𝜔
cos [𝜔 (𝑡− 𝑡′)]𝑒𝑖[𝑘𝑥(𝑥−𝑥′)+𝑘𝑦(𝑦−𝑦′)+𝑘𝑧(𝑧+𝑧′)]

+ 1
8𝜋3

∫︁ 𝑑3𝑘⃗

𝜔
cos [𝜔 (𝑡− 𝑡′)]𝑒𝑖[𝑘𝑥(𝑥−𝑥′)+𝑘𝑦(𝑦−𝑦′)+𝑘𝑧(𝑧−𝑧′)].

Note que o segundo termo é devido ao vácuo de Minkowski enquanto o primeiro é
a contribuição para o propagador devido à presença da fronteira. O propagador renorma-
lizado é obtido quando abandonamos a contribuição de Minkowski. Ou mais formalmente,
definimos o propagador renormalizado como 𝐺(1)

𝑅 = 𝐺(1) −𝐺
(1)
0 , onde

𝐺
(1)
0 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = 1

8𝜋3

∫︁ 𝑑3𝑘⃗

𝜔
cos [𝜔 (𝑡− 𝑡′)]𝑒𝑖[𝑘𝑥(𝑥−𝑥′)+𝑘𝑦(𝑦−𝑦′)+𝑘𝑧(𝑧−𝑧′)]. (5.13)
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Assim,

𝐺
(1)
𝑅 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = − 1

8𝜋3

∫︁ 𝑑3𝑘⃗

𝜔
cos [𝜔 (𝑡− 𝑡′)]𝑒𝑖[𝑘𝑥(𝑥−𝑥′)+𝑘𝑦(𝑦−𝑦′)+𝑘𝑧(𝑧+𝑧′)]

= − 1
(2𝜋)3

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 𝜋

0

∫︁ ∞

0

𝑘2 sin 𝜃𝑑𝑘𝑑𝜃𝑑𝜙
𝑘

cos [𝑘 (𝑡− 𝑡′)]𝑒𝑖𝑘𝜂 cos 𝜃

= − 1
(2𝜋)2

∫︁ ∞

0
𝑘 cos [𝑘 (𝑡− 𝑡′)]2 sin (𝑘𝜂)

𝑘𝜂
𝑑𝑘

= − 1
2𝜋2𝜂

∫︁ ∞

0
cos [𝑘 (𝑡− 𝑡′)] sin (𝑘𝜂)𝑑𝑘

= − 1
2𝜋2𝜂

∫︁ ∞

0
Re

[︁
𝑒−𝑖𝑘(𝑡−𝑡′)

]︁
sin (𝑘𝜂)𝑑𝑘

= Re
[︃
− 1

2𝜋2𝜂

∫︁ ∞

0
𝑒−𝑖𝑘(𝑡−𝑡′) sin (𝑘𝜂)𝑑𝑘

]︃
,

(5.14)

onde 𝜂⃗ = (𝑥− 𝑥′,𝑦 − 𝑦′,𝑧 + 𝑧′) e 𝜂 = |𝜂⃗|. Ou ainda, fazendo 𝑡′ → 𝑡′ + 𝑖𝜖, teremos que (veja
Eq. (3.893.1) da Ref. [24])

𝐺
(1)
𝑅 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = − 1

2𝜋2
[︁
𝜂2 − (𝑡− 𝑡′)2

]︁
= − 1

2𝜋2
[︁
(𝑥− 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 + (𝑧 + 𝑧′)2 − (𝑡− 𝑡′)2

]︁ , (5.15)

estando de acordo com o resultado conhecido na literatura [19].

5.2 Quantização via funções de Green
Nessa seção vamos usar o formalismo das funções de Green para encontrar a solução

da Eq. (5.1). Para tal, precisamos primeiramente resolver a equação de autovalores
(︁
2 +𝑀2

)︁
𝜓 (𝑥⃗,𝑡) =

(︃
𝜕2

𝜕𝑡2
− 𝜕2

𝜕𝑥2 − 𝜕2

𝜕𝑦2 − 𝜕2

𝜕𝑧2 +𝑀2
)︃
𝜓 (𝑥⃗,𝑡) = 𝜆𝜓 (𝑥⃗,𝑡) . (5.16)

Como estamos interessados na quantização do campo na presença de uma fronteira
perfeitamente refletora em 𝑧 = 0 vamos impor a condição de Dirichlet 𝜓 (𝑥,𝑦,𝑧 = 0,𝑡) = 0.
Assim, procuraremos por soluções da Eq. (5.16) do tipo

𝜓 (𝑥⃗,𝑡) = 𝑐0𝑒
−𝑖𝜔𝑡𝑒𝑖𝑘𝑥𝑥𝑒𝑖𝑘𝑦𝑦 sin (𝑘𝑧𝑧), (5.17)

onde 𝑐0 é uma constante de normalização.

Desse modo, as derivadas de 𝜓 (𝑥⃗,𝑡) serão dadas por

𝜕2

𝜕𝑡2
𝜓 (𝑥⃗,𝑡) = −𝜔2𝜓 (𝑥⃗,𝑡) , (5.18)

e
𝜕2

𝜕𝑥2
𝑖

𝜓 (𝑥⃗,𝑡) = −𝑘2
𝑖𝜓 (𝑥⃗,𝑡) . (5.19)
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Usando as Eqs. (5.18) e (5.19) na Eq. (5.16) temos(︁
−𝜔2 + 𝑘2

𝑥 + 𝑘2
𝑦 + 𝑘2

𝑧 +𝑀2
)︁
𝜓 (𝑥⃗,𝑡) = 𝜆𝜓 (𝑥⃗,𝑡) ∴ −𝜔2 + 𝑘2

𝑥 + 𝑘2
𝑦 + 𝑘2

𝑧 +𝑀2 = 𝜆. (5.20)

Agora, vamos requerer que as autofunções na Eq (5.17) sejam ortonormais, ou
seja, ∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑘𝑥

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑘𝑦

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑘𝑧

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜔𝜓 (𝑥⃗,𝑡)𝜓* (𝑥⃗′,𝑡′)

= 𝛿 (𝑡− 𝑡′) 𝛿 (𝑥− 𝑥′) 𝛿 (𝑦 − 𝑦′) 𝛿 (𝑧 − 𝑧′) .
(5.21)

Mas,

𝜓 (𝑥⃗,𝑡)𝜓* (𝑥⃗′,𝑡′) = |𝑐0|2 𝑒−𝑖𝜔(𝑡−𝑡′)𝑒𝑖𝑘𝑥(𝑥−𝑥′)𝑒𝑖𝑘𝑦(𝑦−𝑦′) sin (𝑘𝑧𝑧) sin (𝑘𝑧𝑧
′). (5.22)

Desse modo, usando a Eq. (5.22) na Eq. (5.21)∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑘𝑥

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑘𝑦

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑘𝑧

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜔𝜓 (𝑥⃗,𝑡)𝜓* (𝑥⃗′,𝑡′)

=
∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑘𝑥

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑘𝑦

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑘𝑧

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜔 |𝑐0|2 𝑒−𝑖𝜔(𝑡−𝑡′)𝑒𝑖𝑘𝑥(𝑥−𝑥′)𝑒𝑖𝑘𝑦(𝑦−𝑦′) sin (𝑘𝑧𝑧) sin (𝑘𝑧𝑧

′)

= |𝑐0|2 2𝜋𝛿 (𝑡− 𝑡′) 2𝜋𝛿 (𝑥− 𝑥′) 2𝜋𝛿 (𝑦 − 𝑦′) 𝜋𝛿 (𝑧 − 𝑧′)

= |𝑐0|2 8𝜋4𝛿 (𝑡− 𝑡′) 𝛿 (𝑥− 𝑥′) 𝛿 (𝑦 − 𝑦′) 𝛿 (𝑧 − 𝑧′) ,

portanto
|𝑐0|2 = 1

8𝜋4 ,

e escolhendo 𝑐0 como uma constante real,

𝑐0 = 1
23/2𝜋2 . (5.23)

Assim, Eq. (5.17) se torna

𝜓 (𝑥⃗,𝑡) = 1
23/2𝜋2 𝑒

−𝑖𝜔𝑡𝑒𝑖𝑘𝑥𝑥𝑒𝑖𝑘𝑦𝑦 sin (𝑘𝑧𝑧). (5.24)

Agora, para calcular o propagador de Feynman usamos a relação [23]

𝐺𝐹 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = −𝑖
∫︁ ∞

0
𝑑𝜂
∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑘𝑥

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑘𝑦

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑘𝑧

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜔𝑒−𝑖𝜆𝜂𝜓 (𝑥⃗,𝑡)𝜓* (𝑥⃗′,𝑡′) . (5.25)

De fato, sendo que o propagador de Feynman deve satisfazer a equação [19](︁
2𝑥 +𝑀2

)︁
𝐺𝐹 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = −𝛿 (𝑥⃗− 𝑥⃗′) 𝛿 (𝑡− 𝑡′) , (5.26)
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onde 2𝑥 indica o d’alembertiano com relação ao 𝑥⃗. Agora, usando as Eqs. (5.16), (5.21)
e (5.25)

(︁
2𝑥 +𝑀2

)︁
𝐺𝐹 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) =

(︁
2𝑥 +𝑀2

)︁ [︂
−𝑖
∫︁ ∞

0
𝑑𝜂
∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑘𝑥

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑘𝑦

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑘𝑧

×
∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜔𝑒−𝑖𝜆𝜂𝜓 (𝑥⃗,𝑡)𝜓* (𝑥⃗′,𝑡′)

]︂
= − 𝑖

∫︁ ∞

0
𝑑𝜂
∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑘𝑥

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑘𝑦

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑘𝑧

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜔

× 𝑒−𝑖𝜆𝜂
(︁
2𝑥 +𝑀2

)︁
[𝜓 (𝑥⃗,𝑡)𝜓* (𝑥⃗′,𝑡′)]

= − 𝑖
∫︁ ∞

0
𝑑𝜂
∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑘𝑥

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑘𝑦

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑘𝑧

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜔

× 𝑒−𝑖𝜆𝜂
[︁(︁

2𝑥 +𝑀2
)︁
𝜓 (𝑥⃗,𝑡)

]︁
𝜓* (𝑥⃗′,𝑡′)

= − 𝑖
∫︁ ∞

0
𝑑𝜂
∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑘𝑥

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑘𝑦

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑘𝑧

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜔

× 𝑒−𝑖𝜆𝜂𝜆𝜓 (𝑥⃗,𝑡)𝜓* (𝑥⃗′,𝑡′)

= − 𝑖𝛿 (𝑥⃗− 𝑥⃗′) 𝛿 (𝑡− 𝑡′)
∫︁ ∞

0
𝑑𝜂𝑒−𝑖𝜆𝜂𝜆.

(5.27)

Mas∫︁ ∞

0
𝑑𝜂𝑒−𝑖𝜆𝜂𝜆 =

∫︁ ∞

0
𝑑𝜂 lim

𝜖→0
𝑒−𝑖(𝜆−𝑖𝜖)𝜂 (𝜆− 𝑖𝜖) = lim

𝜖→0
𝑖
∫︁ ∞

0
𝑑𝜂 (−𝑖𝜆− 𝜖) 𝑒(−𝑖𝜆−𝜖)𝜂

= lim
𝜖→0

𝑖𝑒(−𝑖𝜆−𝜖)𝜂
⃒⃒⃒⃒
⃒
∞

0
= −𝑖.

Assim, a Eq. (5.27) se torna(︁
2𝑥 +𝑀2

)︁
𝐺𝐹 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = −𝑖𝛿 (𝑥⃗− 𝑥⃗′) 𝛿 (𝑡− 𝑡′) (−𝑖) = −𝛿 (𝑥⃗− 𝑥⃗′) 𝛿 (𝑡− 𝑡′) ,

estando de acordo com a Eq. (5.26).

Agora vamos prosseguir com o cálculo do propagador. Usando as Eqs. (5.20) e
(5.24) na Eq. (5.25) temos

𝐺𝐹 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = − 𝑖
∫︁ ∞

0
𝑑𝜂
∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑘𝑥

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑘𝑦

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑘𝑧

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜔𝑒−𝑖𝜆𝜂𝜓 (𝑥⃗,𝑡)𝜓* (𝑥⃗′,𝑡′)

= − 𝑖
∫︁ ∞

0
𝑑𝜂
∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑘𝑥

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑘𝑦

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑘𝑧

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜔

× 𝑒−𝑖(−𝜔2+𝑘2
𝑥+𝑘2

𝑦+𝑘2
𝑧+𝑀2)𝜂 1

23𝜋4 𝑒
−𝑖𝜔(𝑡−𝑡′)𝑒𝑖𝑘𝑥(𝑥−𝑥′)𝑒𝑖𝑘𝑦(𝑦−𝑦′)

× sin (𝑘𝑧𝑧) sin (𝑘𝑧𝑧
′)

= − 𝑖

23𝜋4

∫︁ ∞

0
𝑑𝜂𝑒−𝑖𝜂𝑀2

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑘𝑧𝑒

−𝑖𝑘2
𝑧𝜂 sin (𝑘𝑧𝑧) sin (𝑘𝑧𝑧

′)

×
∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜔𝑒𝑖𝜔2𝜂−𝑖𝜔(𝑡−𝑡′)

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑘𝑥𝑒

−𝑖𝑘2
𝑥𝜂+𝑖𝑘𝑥(𝑥−𝑥′)

×
∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑘𝑦𝑒

−𝑖𝑘2
𝑦𝜂+𝑖𝑘𝑦(𝑦−𝑦′).

(5.28)
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Mas,

∫︁ ∞

−∞
exp

(︁
𝑖𝑎𝑥2 + 𝑖𝑏𝑥

)︁
𝑑𝑥 =

∫︁ ∞

−∞
exp

⎡⎣(︃√
𝑖𝑎𝑥+ 𝑖𝑏

2
√
𝑖𝑎

)︃2

− 𝑖𝑏2

4𝑎

⎤⎦ 𝑑𝑥
= exp

(︃
−𝑖𝑏2

4𝑎

)︃∫︁ ∞

−∞
exp

⎡⎣(︃√
𝑖𝑎𝑥+ 𝑖𝑏

2
√
𝑖𝑎

)︃2
⎤⎦ 𝑑𝑥.

Fazendo
√
𝑖𝑎𝑥+ (𝑖𝑏) /

(︁
2
√
𝑖𝑎
)︁

=
√
𝑖𝑎𝑝 ∴ 𝑑𝑥 = 𝑑𝑝

∫︁ ∞

−∞
exp

(︁
𝑖𝑎𝑥2 + 𝑖𝑏𝑥

)︁
𝑑𝑥 = exp

(︃
−𝑖𝑏2

4𝑎

)︃∫︁ ∞

−∞
exp

[︂(︁√
𝑖𝑎𝑝

)︁2
]︂
𝑑𝑝

= exp
(︃

−𝑖𝑏2

4𝑎

)︃∫︁ ∞

−∞
exp

(︁
𝑖𝑎𝑝2

)︁
𝑑𝑝 = exp

(︃
−𝑖𝑏2

4𝑎

)︃√︃
𝜋

−𝑖𝑎
,

para Im (𝑎) > 0. Desse modo,

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝜔𝑒𝑖𝜔2𝜂−𝑖𝜔(𝑡−𝑡′) = exp

[︃
−𝑖 (𝑡− 𝑡′)2

4𝜂

]︃√︃
𝜋

−𝑖𝜂
= 𝑒𝑖𝜋/4 exp

[︃
−𝑖 (𝑡− 𝑡′)2

4𝜂

]︃√︃
𝜋

𝜂
, (5.29)

e ∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑘𝑥𝑒

−𝑖𝑘2
𝑥𝜂+𝑖𝑘𝑥(𝑥−𝑥′) = exp

[︃
−𝑖 (𝑥− 𝑥′)2

4 (−𝜂)

]︃√︃
𝜋

−𝑖 (−𝜂)

=𝑒−𝑖𝜋/4 exp
[︃
𝑖 (𝑥− 𝑥′)2

4𝜂

]︃√︃
𝜋

𝜂
,

(5.30)

analogamente para 𝑘𝑦.

Então, a Eq. (5.28) se torna

𝐺𝐹 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = − 𝑖

23𝜋4

∫︁ ∞

0
𝑑𝜂𝑒−𝑖𝜂𝑀2

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑘𝑧𝑒

−𝑖𝑘2
𝑧𝜂 sin (𝑘𝑧𝑧) sin (𝑘𝑧𝑧

′)𝑒−𝑖𝜋/4

× exp

⎧⎨⎩𝑖
[︁
(𝑥− 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 − (𝑡− 𝑡′)2

]︁
4𝜂

⎫⎬⎭
(︃
𝜋

𝜂

)︃3/2

=𝑒
−3𝑖𝜋/4

23𝜋5/2

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑘𝑧 sin (𝑘𝑧𝑧) sin (𝑘𝑧𝑧

′)

×
∫︁ ∞

0
𝑑𝜂𝜂−3/2 exp

{︁
−𝑖
(︁
𝑘2

𝑧 +𝑀2
)︁
𝜂

+
𝑖
[︁
(𝑥− 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 − (𝑡− 𝑡′)2

]︁
4𝜂

⎫⎬⎭
=𝑒

−3𝑖𝜋/4

23𝜋5/2

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑘𝑧 sin (𝑘𝑧𝑧) sin (𝑘𝑧𝑧

′)

×
∫︁ ∞

0
𝑑𝜂𝜂−3/2 exp

{︁
−𝑖
(︁
𝑘2

𝑧 +𝑀2
)︁

×
[︃
𝜂 + (𝑡− 𝑡′)2 − (𝑥− 𝑥′)2 − (𝑦 − 𝑦′)2

4𝜂 (𝑘2
𝑧 +𝑀2)

]︃}︃
.

(5.31)
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Para resolver primeiramente a integral em 𝜂 vamos usar o resultado (veja Eq. (3.471.11)
da Ref. [24])

∫︁ ∞

0
𝑑𝑥𝑥𝜈−1 exp

[︃
𝑖𝜇

2

(︃
𝑥+ 𝛽2

𝑥

)︃]︃
= 𝑖𝜋𝛽𝜈 exp

(︂
−𝑖𝜈𝜋

2

)︂
𝐻

(1)
−𝜈 (𝛽𝜇) ,

para Im (𝜇) > 0 e Im (𝛽2𝜇) > 0, sendo 𝐻
(1)
−𝜈 (𝑧) as funções de Bessel do terceiro tipo.

Portanto, com 𝜈 = −1/2, 𝜇 = −2 (𝑘2
𝑧 +𝑀2) e

𝛽2 = (𝑡− 𝑡′)2 − (𝑥− 𝑥′)2 − (𝑦 − 𝑦′)2

4 (𝑘2
𝑧 +𝑀2) ∴ 𝛽 =

√︁
(𝑡− 𝑡′)2 − (𝑥− 𝑥′)2 − (𝑦 − 𝑦′)2

2
√︁
𝑘2

𝑧 +𝑀2
,

teremos∫︁ ∞

0
𝑑𝜂𝜂−3/2 exp

{︃
−𝑖
(︁
𝑘2

𝑧 +𝑀2
)︁ [︃
𝜂 + (𝑡− 𝑡′)2 − (𝑥− 𝑥′)2 − (𝑦 − 𝑦′)2

4𝜂 (𝑘2
𝑧 +𝑀2)

]︃}︃

= 𝑖𝜋

[︃
(𝑡− 𝑡′)2 − (𝑥− 𝑥′)2 − (𝑦 − 𝑦′)2

4 (𝑘2
𝑧 +𝑀2)

]︃−1/4

exp
(︂
𝑖𝜋

4

)︂

×𝐻
(1)
1/2

⎧⎨⎩
√︁

(𝑡− 𝑡′)2 − (𝑥− 𝑥′)2 − (𝑦 − 𝑦′)2

2
√︁
𝑘2

𝑧 +𝑀2

[︁
−2

(︁
𝑘2

𝑧 +𝑀2
)︁]︁⎫⎬⎭

= 𝜋𝑒3𝑖𝜋/4
[︃

(𝑡− 𝑡′)2 − (𝑥− 𝑥′)2 − (𝑦 − 𝑦′)2

4 (𝑘2
𝑧 +𝑀2)

]︃−1/4

×𝐻
(1)
1/2

[︂
−
√︁

(𝑡− 𝑡′)2 − (𝑥− 𝑥′)2 − (𝑦 − 𝑦′)2
√︁
𝑘2

𝑧 +𝑀2
]︂
.

(5.32)

Assim, a Eq. (5.31) se torna

𝐺𝐹 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = 1
23𝜋3/2

[︃
(𝑡− 𝑡′)2 − (𝑥− 𝑥′)2 − (𝑦 − 𝑦′)2

4

]︃−1/4

×
∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑘𝑧 sin (𝑘𝑧𝑧) sin (𝑘𝑧𝑧

′)
(︁
𝑘2

𝑧 +𝑀2
)︁1/4

×𝐻
(1)
1/2

[︂
−
√︁

(𝑡− 𝑡′)2 − (𝑥− 𝑥′)2 − (𝑦 − 𝑦′)2
√︁
𝑘2

𝑧 +𝑀2
]︂
.

(5.33)

Usando que (veja Eq. (5.7.5) da Ref. [25])

𝐻(1)
𝜈 (𝑖𝑧) = 2

𝜋𝑖1+𝜈
𝐾𝜈 (𝑧) ,

onde 𝐾𝜈 (𝑧) é a função de Macdonald ou função de Bessel modificada de terceiro tipo.
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Desse modo, a Eq. (5.33) fica

𝐺𝐹 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = 1
23𝜋3/2

[︃
(𝑡− 𝑡′)2 − (𝑥− 𝑥′)2 − (𝑦 − 𝑦′)2

4

]︃−1/4

×
∫︁ ∞

−∞
sin (𝑘𝑧𝑧) sin (𝑘𝑧𝑧

′)
(︁
𝑘2

𝑧 +𝑀2
)︁1/4

× 2
𝜋𝑖3/2𝐾1/2

[︂
𝑖
√︁

(𝑡− 𝑡′)2 − (𝑥− 𝑥′)2 − (𝑦 − 𝑦′)2
√︁
𝑘2

𝑧 +𝑀2
]︂
𝑑𝑘𝑧

= 1
23/2𝑖3/2𝜋5/2

[︁
(𝑡− 𝑡′)2 − (𝑥− 𝑥′)2 − (𝑦 − 𝑦′)2]︁−1/4

×
∫︁ ∞

−∞
sin (𝑘𝑧𝑧) sin (𝑘𝑧𝑧

′)
(︁
𝑘2

𝑧 +𝑀2
)︁1/4

×𝐾1/2

[︂
𝑖
√︁

(𝑡− 𝑡′)2 − (𝑥− 𝑥′)2 − (𝑦 − 𝑦′)2
√︁
𝑘2

𝑧 +𝑀2
]︂
𝑑𝑘𝑧.

(5.34)

E agora, temos a relação trigonométrica

sin (𝑘𝑧𝑧) sin (𝑘𝑧𝑧
′) = cos [𝑘𝑧 (𝑧 − 𝑧′)] − cos [𝑘𝑧 (𝑧 + 𝑧′)]

2 .

Portanto, também usando que o integrando é uma função par com relação à 𝑘𝑧,

𝐺𝐹 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = 1
23/2𝑖3/2𝜋5/2

[︁
(𝑡− 𝑡′)2 − (𝑥− 𝑥′)2 − (𝑦 − 𝑦′)2]︁−1/4

×
{︂∫︁ ∞

0
cos [𝑘𝑧 (𝑧 − 𝑧′)]

(︁
𝑘2

𝑧 +𝑀2
)︁1/4

×𝐾1/2

[︂
𝑖
√︁

(𝑡− 𝑡′)2 − (𝑥− 𝑥′)2 − (𝑦 − 𝑦′)2
√︁

(𝑘2
𝑧 +𝑀2)

]︂
𝑑𝑘𝑧

−
∫︁ ∞

0
cos [𝑘𝑧 (𝑧 + 𝑧′)]

(︁
𝑘2

𝑧 +𝑀2
)︁1/4

×𝐾1/2

[︂
𝑖
√︁

(𝑡− 𝑡′)2 − (𝑥− 𝑥′)2 − (𝑦 − 𝑦′)2
√︁

(𝑘2
𝑧 +𝑀2)

]︂
𝑑𝑘𝑧

}︂
.

(5.35)

Vamos usar que (veja Eq. (6.726.4) da Ref. [24])∫︁ ∞

0

(︁
𝑥2 + 𝑏2

)︁∓𝜈/2
𝐾𝜈

(︁
𝑎
√
𝑥2 + 𝑏2

)︁
cos (𝑐𝑥)𝑑𝑥 =

√︂
𝜋

2𝑎
∓𝜈𝑏1/2∓𝜈

(︁
𝑎2 + 𝑐2

)︁±𝜈/2−1/4

×𝐾±𝜈−1/2
(︁
𝑏
√
𝑎2 + 𝑐2

)︁
,

para Re (𝑎) > 0, Re (𝑏) > 0 e 𝑐 real. Finalmente, a Eq. (5.35) se torna, tomando o sinal
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positivo e sendo 𝜈 = 1/2, 𝑎 = 𝑖
√︁

(𝑡− 𝑡′)2 − (𝑥− 𝑥′)2 − (𝑦 − 𝑦′)2, 𝑏 = 𝑀 e 𝑐 = 𝑧 ± 𝑧′,

𝐺𝐹 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = 1
23/2𝑖3/2𝜋5/2

[︁
(𝑡− 𝑡′)2 − (𝑥− 𝑥′)2 − (𝑦 − 𝑦′)2]︁−1/4

√︂
𝜋

2

×
[︂
𝑖
√︁

(𝑡− 𝑡′)2 − (𝑥− 𝑥′)2 − (𝑦 − 𝑦′)2
]︂1/2

𝑀

×
{︂[︁

(𝑥− 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 − (𝑡− 𝑡′)2 + (𝑧 − 𝑧′)2]︁−1/2

×𝐾−1

[︂
𝑀
√︁

(𝑥− 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 − (𝑡− 𝑡′)2 + (𝑧 − 𝑧′)2
]︂

−
[︁
(𝑥− 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 − (𝑡− 𝑡′)2 + (𝑧 + 𝑧′)2]︁−1/2

×𝐾−1

[︂
𝑀
√︁

(𝑥− 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 − (𝑡− 𝑡′)2 + (𝑧 + 𝑧′)2
]︂}︂

= − 𝑖𝑀

22𝜋2

[︁
(𝑥− 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 − (𝑡− 𝑡′)2 + (𝑧 − 𝑧′)2]︁−1/2

×𝐾−1

[︂
𝑀
√︁

(𝑥− 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 − (𝑡− 𝑡′)2 + (𝑧 − 𝑧′)2
]︂

+ 𝑖𝑀

22𝜋2

[︁
(𝑥− 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 − (𝑡− 𝑡′)2 + (𝑧 + 𝑧′)2]︁−1/2

×𝐾−1

[︂
𝑀
√︁

(𝑥− 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 − (𝑡− 𝑡′)2 + (𝑧 + 𝑧′)2
]︂

=𝐺0 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) +𝐺𝑅
𝐹 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) ,

(5.36)

onde

𝐺0 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = − 𝑖𝑀

22𝜋2

[︁
(𝑥− 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 + (𝑧 − 𝑧′)2 − (𝑡− 𝑡′)2]︁−1/2

×𝐾−1

[︂
𝑀
√︁

(𝑥− 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 + (𝑧 − 𝑧′)2 − (𝑡− 𝑡′)2
]︂
,

(5.37)

e

𝐺𝑅
𝐹 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = − 𝑖𝑀

22𝜋2

[︁
(𝑥− 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 + (𝑧 + 𝑧′)2 − (𝑡− 𝑡′)2]︁−1/2

×𝐾−1

[︂
𝑀
√︁

(𝑥− 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 + (𝑧 + 𝑧′)2 − (𝑡− 𝑡′)2
]︂
.

(5.38)

Temos que o termo 𝐺0 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) é devido ao vácuo de Minkowski, na ausência da
fronteira, e 𝐺𝑅

𝐹 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) é o propagador renormalizado, devido à presença da fronteira.

Agora, temos que (veja Eqs. (5.7.10) e (5.7.12) da Ref. [25])

𝐾−𝜈 (𝑧) = 𝐾𝜈 (𝑧)

𝐾𝑛 (𝑧) ≈ 1
2 (𝑛− 1)!

(︂
𝑧

2

)︂−𝑛

, 𝑧 → 0, 𝑛 = 1,2,...,

portanto,
𝐾−1 (𝑧) = 𝐾1 (𝑧) ≈ 1

2

(︂
𝑧

2

)︂−1
= 1
𝑧
, 𝑧 → 0. (5.39)

Fazendo 𝑀
√︁

(𝑥− 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 + (𝑧 + 𝑧′)2 − (𝑡− 𝑡′)2 ≪ 1 em Eq. (5.38)

𝐺𝑅
𝐹 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = 𝑖

(2𝜋)2

[︁
(𝑥− 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 + (𝑧 + 𝑧′)2 − (𝑡− 𝑡′)2]︁−1

. (5.40)
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Finalmente, a relação entre o propagador de Feynman e o de Hadamard é dada
por

𝐺𝐹 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = −𝐺̄ (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) − 𝑖

2𝐺
(1) (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) .

Temos ainda que, neste caso, o termo 𝐺̄ (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) será nulo (veja Apêndice A),
portanto

𝐺(1) (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = −2
𝑖
𝐺𝐹 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) . (5.41)

Finalmente, usando Eq. (5.40) e tomando o propagador renormalizador,

𝐺
(1)
𝑅 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = −2

𝑖
𝐺𝑅

𝐹 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′)

= − 1
2𝜋2

[︁
(𝑥− 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 + (𝑧 + 𝑧′)2 − (𝑡− 𝑡′)2

]︁ . (5.42)

Assim, obtemos um resultado de acordo com a Eq. (5.15).
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6 Comportamento de uma partícula escalar
carregada próxima a uma fronteira perfei-
tamente refletora em 3+1 dimensões

O movimento de uma partícula teste de massa 𝑚 e carga 𝑔 interagindo com um
campo escalar 𝜑 (𝑥⃗,𝑡), no regime não relativístico, é dado por [26, 16]

𝑚
𝑑𝑣⃗

𝑑𝑡
= −𝑔∇𝜑 (𝑥⃗,𝑡) . (6.1)

Se nós restringirmos nosso estudo ao caso onde a posição da partícula não varia
apreciavelmente no tempo [8, 10], a velocidade da partícula será

𝑣𝑖 = − 𝑔

𝑚

𝜕

𝜕𝑥𝑖

∫︁ 𝜏

0
𝜑 (𝑥⃗,𝑡) 𝑑𝑡. (6.2)

Dessa maneira, o valor médio da i-ésima componente da velocidade da partícula
será

⟨𝑣𝑖⟩
.= ⟨0|𝑣𝑖|0⟩ = − 𝑔

𝑚

𝜕

𝜕𝑥𝑖

∫︁ 𝜏

0
⟨𝜑 (𝑥⃗,𝑡)⟩ 𝑑𝑡. (6.3)

Portanto, sendo o estado de vácuo definido por 𝑎 |0⟩ = 0, o que implica que
⟨𝑎⟩ .= ⟨0| 𝑎 |0⟩ = ⟨0| 𝑎† |0⟩ = 0. Assim Eq. (6.3) se torna

⟨𝑣𝑖⟩ = 0. (6.4)

Agora, da Eq. (6.2), podemos escrever 𝑣2
𝑖 como

𝑣2
𝑖 = 𝑔2

𝑚2

(︃
𝜕

𝜕𝑥𝑖

∫︁ 𝜏

0
𝜑 (𝑥⃗,𝑡) 𝑑𝑡

)︃(︃
𝜕

𝜕𝑥𝑖

∫︁ 𝜏

0
𝜑 (𝑥⃗,𝑡′) 𝑑𝑡′

)︃

= 𝑔2

𝑚2

(︃
𝜕

𝜕𝑥𝑖

∫︁ 𝜏

0
𝜑 (𝑥⃗,𝑡) 𝑑𝑡

)︃[︃
𝜕

𝜕𝑥′
𝑖

∫︁ 𝜏

0
𝜑 (𝑥⃗′,𝑡′) 𝑑𝑡′

]︃
𝑥⃗′=𝑥⃗

.

Agrupando as derivadas e integrais,

𝑣2
𝑖 = 𝑔2

𝑚2

[︃
𝜕

𝜕𝑥𝑖

𝜕

𝜕𝑥′
𝑖

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝜏

0
𝜑 (𝑥⃗,𝑡)𝜑 (𝑥⃗′,𝑡′) 𝑑𝑡𝑑𝑡′

]︃
𝑥⃗′=𝑥⃗

.

Mas para que 𝑣2
𝑖 seja um observável, portanto Hermitiano, devemos escrevê-lo

como

𝑣2
𝑖 = 𝑔2

2𝑚2

{︃
𝜕

𝜕𝑥𝑖

𝜕

𝜕𝑥′
𝑖

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝜏

0
[𝜑 (𝑥⃗,𝑡)𝜑 (𝑥⃗′,𝑡′) + 𝜑 (𝑥⃗′,𝑡′)𝜑 (𝑥⃗,𝑡)] 𝑑𝑡𝑑𝑡′

}︃
𝑥⃗′=𝑥⃗

.



Capítulo 6. Comportamento de uma partícula escalar carregada próxima a uma fronteira perfeitamente
refletora em 3+1 dimensões 37

E o valor esperado no vácuo será

⟨𝑣2
𝑖 ⟩ = 𝑔2

2𝑚2

{︃
𝜕

𝜕𝑥𝑖

𝜕

𝜕𝑥′
𝑖

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝜏

0
⟨𝜑 (𝑥⃗,𝑡)𝜑 (𝑥⃗′,𝑡′) + 𝜑 (𝑥⃗′,𝑡′)𝜑 (𝑥⃗,𝑡)⟩ 𝑑𝑡𝑑𝑡′

}︃
𝑥⃗′=𝑥⃗

= 𝑔2

2𝑚2

[︃
𝜕

𝜕𝑥𝑖

𝜕

𝜕𝑥′
𝑖

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝜏

0
𝐺(1) (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) 𝑑𝑡𝑑𝑡′

]︃
𝑥⃗′=𝑥⃗

,

(6.5)

onde 𝐺(1) (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) é o propagador de Hadamard [19].

Desconsideremos a contribuição de vácuo em Eq. (6.5), pois esta não causa efeito
no movimento da partícula teste [27]. Então, usando também Eq. (6.4),

⟨(Δ𝑣𝑖)2⟩ = ⟨𝑣2
𝑖 ⟩ − ⟨𝑣𝑖⟩2 = ⟨𝑣2

𝑖 ⟩ = 𝑔2

2𝑚2

[︃
𝜕

𝜕𝑥𝑖

𝜕

𝜕𝑥′
𝑖

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝜏

0
𝐺

(1)
𝑅 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) 𝑑𝑡𝑑𝑡′

]︃
𝑥⃗′=𝑥⃗

. (6.6)

Usando Eq. (5.42)

⟨(Δ𝑣𝑖)2⟩ = − 𝑔2

4𝑚2𝜋2

{︃
𝜕

𝜕𝑥𝑖

𝜕

𝜕𝑥′
𝑖

∫︁ 𝜏

0
𝑑𝑡
∫︁ 𝜏

0
𝑑𝑡′

×
[︁
(𝑥− 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 + (𝑧 + 𝑧′)2 − (𝑡− 𝑡′)2]︁−1

}︂
𝑥⃗′=𝑥⃗

.

(6.7)

Antes de prosseguir vamos demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 6.1. Seja 𝑓 (𝑥,𝑦) uma função da forma 𝑓 (𝑥,𝑦) = 𝑓 (|𝑥− 𝑦|), então∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝜏

0
𝑓 (𝑥,𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 = 2

∫︁ 𝜏

0
(𝜏 − 𝑤) 𝑓 (𝑤) 𝑑𝑤. (6.8)

Demonstração. Vamos introduzir as novas coordenadas dadas por

𝑢 = 1√
2

(𝑥+ 𝑦) , 𝑣 = 1√
2

(𝑥− 𝑦) .

Dessa maneira, as coordenadas 𝑥 e 𝑦 são escritas como

𝑥 = 1√
2

(𝑢+ 𝑣) , 𝑦 = 1√
2

(𝑢− 𝑣) ,

e o Jacobiano será

𝒥 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒det

⎛⎜⎝ 𝜕𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝜕𝑣

𝜕𝑦
𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝜕𝑣

⎞⎟⎠
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =

1√
2

1√
2

1√
2 − 1√

2

= 1.

Então, usando a mudança nos limites de integração ilustrada na Fig. 6, temos que
∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝜏

0
𝑓 (𝑥,𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝜏

0
𝑓 (|𝑥− 𝑦|) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁ 𝜏/
√

2

−𝜏/
√

2

∫︁ √
2𝜏−|𝑣|

|𝑣|
𝑓
(︁√

2|𝑣|
)︁
𝑑𝑢𝑑𝑣

=
∫︁ 𝜏/

√
2

−𝜏/
√

2

(︁√
2𝜏 − 2 |𝑣|

)︁
𝑓
(︁√

2 |𝑣|
)︁
𝑑𝑣.
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Usando o fato de que a função módulo é par,
∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝜏

0
𝑓 (𝑥,𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁ 𝜏/
√

2

−𝜏/
√

2

(︁√
2𝜏 − 2 |𝑣|

)︁
𝑓
(︁√

2 |𝑣|
)︁
𝑑𝑣

=2
∫︁ 𝜏/

√
2

0

(︁√
2𝜏 − 2𝑣

)︁
𝑓
(︁√

2𝑣
)︁
𝑑𝑣.

(6.9)

Agora, seja 𝑤 = 𝑥− 𝑦 =
√

2𝑣 ∴ 𝑑𝑤 =
√

2𝑑𝑣, então, Eq. (6.9) se torna∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝜏

0
𝑓 (𝑥,𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 = 2

∫︁ 𝜏

0

(︁√
2𝑡−

√
2𝑤
)︁
𝑓 (𝑤) 𝑑𝑤√

2
= 2

∫︁ 𝜏

0
(𝑡− 𝑤) 𝑓 (𝑤) 𝑑𝑤. (6.10)

Figura 6 – Mudança nos limites de integração.

Assim, usando o Teorema 6.1, a integral típica da Eq. (6.7) fica reescrita como

𝐼1 =
∫︁ 𝜏

0
𝑑𝑡
∫︁ 𝜏

0
𝑑𝑡′
[︁
𝑎2 − (𝑡− 𝑡′)2]︁−1

= 2
∫︁ 𝜏

0

(𝜏 − 𝑡)
(𝑎2 − 𝑡2)𝑑𝑡

= 2
∫︁ 𝜏

0
𝑎
(︂
𝜏

𝑎
− 𝑡

𝑎

)︂
𝑑𝑡

𝑎2
[︁
1 − (𝑡/𝑎)2

]︁ = 2
∫︁ 𝜏/𝑎

0

(︂
𝜏

𝑎
− 𝜂

)︂
𝑑𝜂

(1 − 𝜂2) ,
(6.11)

onde 𝜂 = 𝑡/𝑎 e 𝑎2 = (𝑥− 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 + (𝑧 + 𝑧′)2.

Agora, com o objetivo de contornar as divergências em 𝜂 = 1 na Eq. (6.11), seja

𝐼𝛿 =
∫︁ 1−𝛿

0

(︂
𝜏

𝑎
− 𝜂

)︂
𝑑𝜂

1 − 𝜂2 +
∫︁ 𝜏/𝑎

1+𝛿

(︂
𝜏

𝑎
− 𝜂

)︂
𝑑𝜂

1 − 𝜂2 . (6.12)

Mas ∫︁ 𝑑𝜂

1 − 𝜂2 = 1
2

∫︁ 𝑑𝜂

1 + 𝜂
+ 1

2

∫︁ 𝑑𝜂

1 − 𝜂
= 1

2 ln
⃒⃒⃒⃒
⃒1 + 𝜂

1 − 𝜂

⃒⃒⃒⃒
⃒, (6.13)

e ∫︁ 𝜂𝑑𝜂

1 − 𝜂2 = −1
2

∫︁ (−2𝜂) 𝑑𝜂
1 − 𝜂2 = −1

2 ln
⃒⃒⃒
1 − 𝜂2

⃒⃒⃒
. (6.14)
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Então, Eq. (6.12) se torna

𝐼𝛿 = 𝜏

2𝑎 ln
⃒⃒⃒⃒
⃒2 − 𝛿

𝛿

⃒⃒⃒⃒
⃒+ 1

2 ln
[︁
1 − (1 − 𝛿)2

]︁
+ 𝜏

2𝑎 ln
⃒⃒⃒⃒
⃒𝜏/𝑎+ 1
𝜏/𝑎− 1

⃒⃒⃒⃒
⃒+ 1

2 ln
[︁
(𝜏/𝑎)2 − 1

]︁
− 𝜏

2𝑎 ln
⃒⃒⃒⃒
⃒2 + 𝛿

𝛿

⃒⃒⃒⃒
⃒− 1

2 ln
[︁
(1 + 𝛿)2 − 1

]︁
.

Fazendo 𝛿 ≪ 1

𝐼𝛿 ≈ 𝜏

2𝑎 ln
(︂2
𝛿

)︂
+ 1

2 ln (2𝛿) + 𝜏

2𝑎 ln
⃒⃒⃒⃒
𝜏 + 𝑎

𝜏 − 𝑎

⃒⃒⃒⃒
+ 1

2 ln
⃒⃒⃒⃒
⃒𝜏 2 − 𝑎2

𝑎2

⃒⃒⃒⃒
⃒

− 𝜏

2𝑎 ln
(︂2
𝛿

)︂
− 1

2 ln (2𝛿) = 𝜏

2𝑎 ln
⃒⃒⃒⃒
𝜏 + 𝑎

𝜏 − 𝑎

⃒⃒⃒⃒
+ 1

2 ln
⃒⃒⃒⃒
⃒𝜏 2 − 𝑎2

𝑎2

⃒⃒⃒⃒
⃒.

(6.15)

Comparando as Eqs. (6.11) e (6.12) temos

𝐼1 = 2 lim
𝛿→0

𝐼𝛿 = 𝜏

𝑎
ln
⃒⃒⃒⃒
𝜏 + 𝑎

𝜏 − 𝑎

⃒⃒⃒⃒
+ ln

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜏 2 − 𝑎2

𝑎2

⃒⃒⃒⃒
⃒. (6.16)

Portanto, pela Eq. (6.7)

⟨(Δ𝑣𝑖)2⟩ = −
(︂
𝑔

𝜋𝑚

)︂2 1
4

{︃
𝜕

𝜕𝑥𝑖

𝜕

𝜕𝑥′
𝑖

[︃
𝜏

𝑎
ln
⃒⃒⃒⃒
𝜏 + 𝑎

𝜏 − 𝑎

⃒⃒⃒⃒
+ ln

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜏 2 − 𝑎2

𝑎2

⃒⃒⃒⃒
⃒
]︃}︃

𝑥⃗′=𝑥⃗

= −
(︂
𝑔

𝜋𝑚

)︂2 1
4

{︃
𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︃
𝜕𝑎

𝜕𝑥′
𝑖

𝜕

𝜕𝑎

(︃
𝜏

𝑎
ln
⃒⃒⃒⃒
𝜏 + 𝑎

𝜏 − 𝑎

⃒⃒⃒⃒
+ ln

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜏 2 − 𝑎2

𝑎2

⃒⃒⃒⃒
⃒
)︃]︃}︃

𝑥⃗′=𝑥⃗

= −
(︂
𝑔

𝜋𝑚

)︂2 1
4

{︃
𝜕

𝜕𝑥𝑖

[︃
𝜕𝑎

𝜕𝑥′
𝑖

(︂
− 𝜏

𝑎2 ln
⃒⃒⃒⃒
𝜏 + 𝑎

𝜏 − 𝑎

⃒⃒⃒⃒)︂]︃}︃
𝑥⃗′=𝑥⃗

= −
(︂
𝑔

𝜋𝑚

)︂2 1
4

[︃
𝜕2𝑎

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥′
𝑖

(︂
− 𝜏

𝑎2 ln
⃒⃒⃒⃒
𝜏 + 𝑎

𝜏 − 𝑎

⃒⃒⃒⃒)︂

+ 𝜕𝑎

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑎

𝜕𝑥′
𝑖

𝜕

𝜕𝑎

(︂
− 𝜏

𝑎2 ln
⃒⃒⃒⃒
𝜏 + 𝑎

𝜏 − 𝑎

⃒⃒⃒⃒)︂]︃
𝑥⃗′=𝑥⃗

= −
(︂
𝑔

𝜋𝑚

)︂2 1
4

{︃
𝜕2𝑎

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥′
𝑖

(︂
− 𝜏

𝑎2 ln
⃒⃒⃒⃒
𝜏 + 𝑎

𝜏 − 𝑎

⃒⃒⃒⃒)︂

+ 𝜕𝑎

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑎

𝜕𝑥′
𝑖

[︃
2𝜏
𝑎3 ln

⃒⃒⃒⃒
𝜏 + 𝑎

𝜏 − 𝑎

⃒⃒⃒⃒
− 2𝜏 2

𝑎2 (𝜏 2 − 𝑎2)

]︃}︃
𝑥⃗′=𝑥⃗

.

(6.17)

Mas relembrando, 𝑎 =
[︁
(𝑥− 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 + (𝑧 + 𝑧′)2

]︁1/2
. Assim, para 𝑣𝑧,

𝜕𝑎
𝜕𝑧 = 𝜕𝑎

𝜕𝑧′ = 𝑧+𝑧′

𝑎 , 𝜕2𝑎
𝜕𝑧𝜕𝑧′ = 1

𝑎 − (𝑧+𝑧′)2

𝑎3 .

Então, fazendo 𝑥⃗′ = 𝑥⃗ temos 𝑎 = 2𝑧, a Eq. (6.17) se torna

⟨(Δ𝑣𝑧)2⟩ = −
(︂
𝑔

𝜋𝑚

)︂2 1
8

{︃
𝜏

4𝑧3 ln
[︃(︂
𝜏 + 2𝑧
𝜏 − 2𝑧

)︂2]︃
− 𝜏 2

𝑧2 (𝜏 2 − 4𝑧2)

}︃
. (6.18)
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Analogamente, para 𝑣𝑥,

𝜕𝑎
𝜕𝑥 = − 𝜕𝑎

𝜕𝑥′ = 𝑥−𝑥′

𝑎 , 𝜕2𝑎
𝜕𝑥𝜕𝑥′ = −1

𝑎 + (𝑥−𝑥′)2

𝑎3
.

Portanto
⟨(Δ𝑣𝑥)2⟩ = −

(︂
𝑔

𝜋𝑚

)︂2 𝜏

64𝑧3 ln
[︃(︂
𝜏 + 2𝑧
𝜏 − 2𝑧

)︂2]︃
. (6.19)

A expressão para 𝑣𝑥 é idêntica à expressão para 𝑣𝑦, por isso, agora iremos separar
as componentes da velocidade em componentes paralela 𝑣‖ = 𝑣𝑥 = 𝑣𝑦 e perpendicular
𝑣⊥ = 𝑣𝑧 à fronteira. Podemos então ilustrar as relações entre as dispersões de 𝑣⊥ e 𝑣‖ com
a razão 𝜏/𝑧, apresentadas nas Fig. 7 e 8, respectivamente.

1 2 3 4 5

-0.03

-0.02

-0.01

0.01

0.02

𝜏/𝑧

⟨(Δ𝑣⊥)2⟩𝑚2𝑧2/𝑔2

Figura 7 – Comportamento da dispersão da componente 𝑣⊥.

Podemos verificar a existência de duas divergências nas Eqs. (6.18) e (6.19). A
primeira delas é em 𝑧 = 0, que é devida à fronteira de Dirichlet [6], e a segunda é em
𝜏 = 2𝑧. Na próxima seção tentaremos eliminar tais divergências com o auxílio do processo
de transição descrito no Capítulo 3.

Outro comportamento que pode ser estudado é o de (Δ𝑣𝑖)2 para 𝜏 ≫ 𝑧

⟨(Δ𝑣⊥)2⟩ ≈ − 𝑔2

8𝜋2𝑚2𝑧2 + 𝑔2

6𝜋2𝑚2𝜏 2 , (6.20)

e
⟨
(︁
Δ𝑣‖

)︁2
⟩ ≈ − 𝑔2

8𝜋2𝑚2𝑧2 − 𝑔2

6𝜋2𝑚2𝜏 2 . (6.21)

E também podemos notar que para 𝑧 → ∞, (Δ𝑣⊥)2 =
(︁
Δ𝑣‖

)︁2
= 0, como deveria

ser, já que corresponde à situação em que a partícula não interage com o campo modificado
pela presença da fronteira.
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𝜏/𝑧

⟨
(︁
Δ𝑣‖

)︁2
⟩𝑚2𝑧2/𝑔2

Figura 8 – Comportamento da dispersão da componente 𝑣‖.

6.1 Processo de transição
Nessa seção refaremos os procedimentos anteriores mas introduzindo as funções de

transição, como na Eq. (3.2).

Primeiramente, introduzindo a função 𝐹 (𝑛)
𝜏 (𝑡) em Eq. (6.7) teremos

⟨(Δ𝑣𝑖)2⟩𝑛 = − 𝑔2

4𝜋2𝑚2

{︂∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑡
∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑡′𝐹 (𝑛)

𝜏 (𝑡)𝐹 (𝑛)
𝜏 (𝑡′)

× 𝜕

𝜕𝑥𝑖

𝜕

𝜕𝑥′
𝑖

[︁
(𝑥− 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 + (𝑧 + 𝑧′)2 − (𝑡− 𝑡′)2]︁−1

}︃
𝑥⃗′=𝑥⃗

,

(6.22)

onde o subíndice 𝑛 indica que está sendo utilizada a função 𝐹 (𝑛)
𝜏 (𝑡). Relembrando que

𝐹 (𝑛)
𝜏 (𝑡) = 𝑐𝑛

1 +
(︁

2𝑡
𝜏

)︁2𝑛 , (6.23)

com 𝑐𝑛 = (2𝑛/𝜋) sin [𝜋/ (2𝑛)].

Mas {︃
𝜕

𝜕𝑧

𝜕

𝜕𝑧′

[︁
(𝑥− 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 + (𝑧 + 𝑧′)2 − (𝑡− 𝑡′)2]︁−1

}︃
𝑥⃗′=𝑥⃗

=

⎧⎪⎨⎪⎩ 8 (𝑧 + 𝑧′)2[︁
(𝑥− 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 + (𝑧 + 𝑧′)2 − (𝑡− 𝑡′)2

]︁3
− 2[︁

(𝑥− 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 + (𝑧 + 𝑧′)2 − (𝑡− 𝑡′)2
]︁2
⎫⎪⎬⎪⎭

𝑥⃗′=𝑥⃗

= 32𝑧2[︁
4𝑧2 − (𝑡− 𝑡′)2

]︁3 − 2[︁
4𝑧2 − (𝑡− 𝑡′)2

]︁2 ,

(6.24)
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e {︃
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑥′

[︁
(𝑥− 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 + (𝑧 + 𝑧′)2 − (𝑡− 𝑡′)2]︁−1

}︃
𝑥⃗′=𝑥⃗

=

⎧⎪⎨⎪⎩− 8 (𝑥− 𝑥′)2[︁
(𝑥− 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 + (𝑧 + 𝑧′)2 − (𝑡− 𝑡′)2

]︁3
+ 2[︁

(𝑥− 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 + (𝑧 + 𝑧′)2 − (𝑡− 𝑡′)2
]︁2
⎫⎪⎬⎪⎭

𝑥⃗′=𝑥⃗

= 2[︁
4𝑧2 − (𝑡− 𝑡′)2

]︁2 .

(6.25)

Usando as Eqs. (6.24) e (6.25) na Eq. (6.22), sendo ⟨
(︁
Δ𝑣‖

)︁2
⟩

𝑛
= ⟨(Δ𝑣𝑥)2⟩𝑛 =

⟨(Δ𝑣𝑦)2⟩𝑛 e ⟨(Δ𝑣⊥)2⟩𝑛 = ⟨(Δ𝑣𝑧)2⟩𝑛, obtemos

⟨(Δ𝑣⊥)2⟩𝑛 = − 𝑔2𝑐𝑛
2

4𝜋2𝑚2

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞

⎧⎪⎨⎪⎩ 32𝑧2[︁
4𝑧2 − (𝑡− 𝑡′)2

]︁3 − 2[︁
4𝑧2 − (𝑡− 𝑡′)2

]︁2
⎫⎪⎬⎪⎭

× 𝑑𝑡

1 +
(︁

2𝑡
𝜏

)︁2𝑛

𝑑𝑡′

1 +
(︁

2𝑡′

𝜏

)︁2𝑛 ,

(6.26)

e

⟨
(︁
Δ𝑣‖

)︁2
⟩

𝑛
= − 𝑔2𝑐𝑛

2

4𝜋2𝑚2

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞

2[︁
4𝑧2 − (𝑡− 𝑡′)2

]︁2 𝑑𝑡

1 +
(︁

2𝑡
𝜏

)︁2𝑛

𝑑𝑡′

1 +
(︁

2𝑡′

𝜏

)︁2𝑛 . (6.27)

Usando a Eq. (4.16),

⟨(Δ𝑣⊥)2⟩𝑛 = − 𝑔2𝑐𝑛
2

4𝜋2𝑚2

[︁
16𝑧2𝐼

(𝑛)
𝜏,0023 − 𝐼

(𝑛)
𝜏,0022

]︁

= − 𝑔2𝑐𝑛
2

4𝜋2𝑚2
𝜋2

𝑛2

𝑛−1∑︁
𝑝=0

2𝑛−1∑︁
𝑞=𝑛

𝜓𝑛,𝑝𝜓𝑛,𝑞

⎧⎪⎨⎪⎩ 16𝑧2 (𝜏/2)−4 2[︁
(2𝑧)2 (2/𝜏)2 − (𝜓𝑛,𝑝 − 𝜓𝑛,𝑞)2

]︁3
− (𝜏/2)−2 2[︁

(2𝑧)2 (2/𝜏)2 − (𝜓𝑛,𝑝 − 𝜓𝑛,𝑞)2
]︁2
⎫⎪⎬⎪⎭

= − 2𝑔2𝑐𝑛
2

𝑚2𝑛2𝜏 2

𝑛−1∑︁
𝑝=0

2𝑛−1∑︁
𝑞=𝑛

𝜓𝑛,𝑝𝜓𝑛,𝑞

⎧⎪⎨⎪⎩ 64𝑧2/𝜏 2[︁
(4𝑧/𝜏)2 − (𝜓𝑛,𝑝 − 𝜓𝑛,𝑞)2

]︁3
− 1[︁

(4𝑧/𝜏)2 − (𝜓𝑛,𝑝 − 𝜓𝑛,𝑞)2
]︁2
⎫⎪⎬⎪⎭

= − 2𝑔2𝑐𝑛
2

𝑚2𝑛2𝜏 2

𝑛−1∑︁
𝑝=0

2𝑛−1∑︁
𝑞=𝑛

𝜓𝑛,𝑝𝜓𝑛,𝑞
4 (4𝑧/𝜏)2 − (4𝑧/𝜏)2 + (𝜓𝑛,𝑝 − 𝜓𝑛,𝑞)2[︁

(4𝑧/𝜏)2 − (𝜓𝑛,𝑝 − 𝜓𝑛,𝑞)2
]︁3

= − 2𝑔2𝑐𝑛
2

𝑚2𝑛2𝜏 2

𝑛−1∑︁
𝑝=0

2𝑛−1∑︁
𝑞=𝑛

𝜓𝑛,𝑝𝜓𝑛,𝑞
3 (4𝑧/𝜏)2 + (𝜓𝑛,𝑝 − 𝜓𝑛,𝑞)2[︁
(4𝑧/𝜏)2 − (𝜓𝑛,𝑝 − 𝜓𝑛,𝑞)2

]︁3 .

(6.28)
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⟨(Δ𝑣⊥)2⟩𝑛 𝑚
2𝑧2/𝑔2

𝜏/𝑧

Figura 9 – Dispersão da componente 𝑣⊥, dada na Eq. (6.28), para diferentes valores de 𝑛.

Para a componente paralela,

⟨
(︁
Δ𝑣‖

)︁2
⟩

𝑛
= − 𝑔2𝑐𝑛

2

4𝜋2𝑚2 𝐼
(𝑛)
𝜏,0022

= − 𝑔2𝑐𝑛
2

4𝜋2𝑚2

(︂
𝜋

𝑛

)︂2 (︂2
𝜏

)︂2 𝑛−1∑︁
𝑝=0

2𝑛−1∑︁
𝑞=𝑛

2𝜓𝑛,𝑝𝜓𝑛,𝑞[︁
(4𝑧/𝜏)2 − (𝜓𝑛,𝑝 − 𝜓𝑛,𝑞)2

]︁2
= − 2𝑔2𝑐𝑛

2

𝑚2𝑛2𝜏 2

𝑛−1∑︁
𝑝=0

2𝑛−1∑︁
𝑞=𝑛

𝜓𝑛,𝑝𝜓𝑛,𝑞[︁
(4𝑧/𝜏)2 − (𝜓𝑛,𝑝 − 𝜓𝑛,𝑞)2

]︁2 .
(6.29)

Nas Figs. 9, 10, 11 e 12 estão apresentados os comportamentos de ⟨(Δ𝑣⊥)2⟩ e
⟨
(︁
Δ𝑣‖

)︁2
⟩, dadas pelas Eqs. (6.28) e (6.29), respectivamente, onde a curva “Súbito” cor-

responde ao processo tomando uma medição instantânea, cujas soluções são dadas pelas
Eqs. (6.18) e (6.19).

Note que, pelas Eqs. (6.20) e (6.21),

lim
𝜏→∞

⟨(Δ𝑣⊥)2⟩ = lim
𝜏→∞

⟨
(︁
Δ𝑣‖

)︁2
⟩ = − 𝑔2

8𝜋2𝑚2𝑧2 . (6.30)

Comportamento este que não se repete quando introduzimos a função de transição.
Segundo as Eqs. (6.28) e (6.29), quando tomamos 𝜏 ≫ 𝑧, temos ⟨(Δ𝑣⊥)2⟩𝑛 ∝ 1/𝜏 2 e
⟨
(︁
Δ𝑣‖

)︁2
⟩

𝑛
∝ 1/𝜏 2, portanto, lim

𝜏→∞
⟨(Δ𝑣⊥)2⟩𝑛 = lim

𝜏→∞
⟨
(︁
Δ𝑣‖

)︁2
⟩

𝑛
= 0. Isso é devido ao fato

de, segundo a Eq. (3.6), termos 𝜏𝑠 ∝ 𝜏 para um 𝑛 fixo, por isso, tomar 𝜏 → ∞ faz com
que, consequentemente, tomemos também 𝜏𝑠 → ∞, o que corresponde à um processo de
transição tão lento quanto queiramos. Portanto, ao fazer uso da função de transição 𝐹 (𝑛)

𝜏

e também tomando 𝜏 → ∞, temos que a introdução da fronteira no sistema ocorre de
forma tão lenta, que esta não causa influência sobre o movimento da partícula.

Agora vamos introduzir a função 𝐹𝜏𝑠,𝜏 (𝑡) em Eq. (6.6), assim

⟨(Δ𝑣𝑖)2⟩𝜏𝑠
= 𝑔2

2𝑚2

[︃
𝜕

𝜕𝑥𝑖

𝜕

𝜕𝑥′
𝑖

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐹𝜏𝑠,𝜏 (𝑡)𝐹𝜏𝑠,𝜏 (𝑡′)𝐺(1)

𝑅 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) 𝑑𝑡𝑑𝑡′
]︃

𝑥⃗′=𝑥⃗

, (6.31)
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Figura 10 – Dispersão da componente 𝑣⊥, dada na Eq. (6.28), para diferentes valores de
𝑛.
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Figura 11 – Dispersão da componente 𝑣‖, dada na Eq. (6.29), para diferentes valores de
𝑛.

onde o subíndice 𝜏𝑠 indica que estamos usando a função de transição 𝐹𝜏𝑠,𝜏 (𝑡).

Usando a representação de 𝐺(1)
𝑅 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) dada na Eq. (5.14)

⟨(Δ𝑣𝑖)2⟩𝜏𝑠
= 𝑔2

2𝑚2

{︃
𝜕

𝜕𝑥𝑖

𝜕

𝜕𝑥′
𝑖

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐹𝜏𝑠,𝜏 (𝑡)𝐹𝜏𝑠,𝜏 (𝑡′)

× Re
[︃
− 1

2𝜋2𝜂

∫︁ ∞

0
𝑒−𝑖𝑘(𝑡−𝑡′) sin (𝑘𝜂)𝑑𝑘

]︃
𝑑𝑡𝑑𝑡′

}︃
𝑥⃗′=𝑥⃗

= − 𝑔2

4𝜋2𝑚2 Re
[︃
𝜕

𝜕𝑥𝑖

𝜕

𝜕𝑥′
𝑖

1
𝜂

∫︁ ∞

0
𝑑𝑘 sin (𝑘𝜂)

×
∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐹𝜏𝑠,𝜏 (𝑡)𝐹𝜏𝑠,𝜏 (𝑡′) 𝑒−𝑖𝑘(𝑡−𝑡′)𝑑𝑡𝑑𝑡′

]︂
𝑥⃗′=𝑥⃗

.

(6.32)
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Figura 12 – Dispersão da componente 𝑣‖, dada na Eq. (6.29), para diferentes valores de
𝑛.

Mas temos que (veja Apêndice B)

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐹𝜏𝑠,𝜏 (𝑡)𝐹𝜏𝑠,𝜏 (𝑡′) 𝑒−𝑖𝑘(𝑡−𝑡′)𝑑𝑡𝑑𝑡′ = 2𝑒−2𝑘𝜏𝑠

𝑘2 [1 − cos (𝑘𝜏)] (6.33)

Então, da Eq. (6.33),

⟨(Δ𝑣𝑖)2⟩𝜏𝑠
= − 𝑔2

2𝜋2𝑚2

{︃
𝜕

𝜕𝑥𝑖

𝜕

𝜕𝑥′
𝑖

1
𝜂

∫︁ ∞

0
𝑑𝑘 sin (𝑘𝜂)𝑒

−2𝑘𝜏𝑠

𝑘2 [1 − cos (𝑘𝜏)]
}︃

𝑥⃗′=𝑥⃗

. (6.34)

Seja

𝐼2 =
∫︁ ∞

0

sin (𝑎𝑘)𝑒−𝑏𝑘

𝑘2 𝑑𝑘 = 1
2𝑖

∫︁ ∞

0

(︁
𝑒𝑖𝑎𝑘 − 𝑒−𝑖𝑎𝑘

)︁
𝑒−𝑏𝑘

𝑘2 𝑑𝑘

= 1
2𝑖

∫︁ ∞

0

𝑒−𝑘(𝑏−𝑖𝑎)

𝑘2 𝑑𝑘 − 1
2𝑖

∫︁ ∞

0

𝑒−𝑘(𝑏+𝑖𝑎)

𝑘2 𝑑𝑘.

(6.35)

Fazendo 𝜆 = 𝑏± 𝑖𝑎, para Re (𝜆) > 0,
∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑘

𝑘2 𝑑𝑘 = lim
𝜖→0

∫︁ ∞

𝜖

𝑒−𝜆𝑘

𝑘2 𝑑𝑘 = lim
𝜖→0

∫︁ ∞

𝜆𝜖

𝑒−𝛼(︁
𝛼
𝜆

)︁2
𝑑𝛼

𝜆
= 𝜆 lim

𝜖→0

∫︁ ∞

𝜆𝜖

𝑒−𝛼

𝛼2 𝑑𝛼 = 𝜆 lim
𝜖→0

Γ (−1,𝜆𝜖) ,

onde Γ (𝛼,𝑥) é a função Gamma Incompleta [28].

Com o auxílio do software Mathematica obtemos que a expansão de Γ (−1,𝜆𝜖)
para 𝜆𝜖 ≪ 1 é

Γ (−1,𝜆𝜖) ≈ 1
𝜆𝜖

− 1 + 𝛾 + ln 𝜖+ ln 𝜆, (6.36)

onde 𝛾 ≈ 0.577216 é a constante de Euler-Mascheroni.
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Dessa forma, Eq. (6.35) se torna

𝐼2 = 1
2𝑖 lim

𝜖→0
{(𝑏− 𝑖𝑎) Γ [−1, (𝑏− 𝑖𝑎) 𝜖] − (𝑏+ 𝑖𝑎) Γ [−1, (𝑏+ 𝑖𝑎) 𝜖]}

= 1
2𝑖 lim

𝜖→0

[︂1
𝜖

+ (𝑏− 𝑖𝑎) (−1 + 𝛾 + ln 𝜖) + (𝑏− 𝑖𝑎) ln (𝑏− 𝑖𝑎)

−1
𝜖

− (𝑏+ 𝑖𝑎) (−1 + 𝛾 + ln 𝜖) − (𝑏+ 𝑖𝑎) ln (𝑏+ 𝑖𝑎)
]︂

= 1
2𝑖 lim

𝜖→0

[︃
2𝑖𝑎 (1 − 𝛾 − ln 𝜖) + 𝑏 ln

(︃
𝑏− 𝑖𝑎

𝑏+ 𝑖𝑎

)︃
− 𝑖𝑎 ln

(︁
𝑏2 + 𝑎2

)︁]︃

= 1
2𝑖 lim

𝜖→0

[︂
2𝑖𝑎 (1 − 𝛾 − ln 𝜖) − 2𝑖𝑏 arctan

(︂
𝑎

𝑏

)︂
− 𝑖𝑎 ln

(︁
𝑏2 + 𝑎2

)︁]︂
= lim

𝜖→0

[︂
𝑎 (1 − 𝛾 − ln 𝜖) − 𝑏 arctan

(︂
𝑎

𝑏

)︂
− 𝑎

2 ln
(︁
𝑏2 + 𝑎2

)︁]︂
.

(6.37)

Finalmente, usando que 2 sin (𝑘𝜂) cos (𝑘𝜏) = sin [𝑘 (𝜂 + 𝜏)]+sin [𝑘 (𝜂 − 𝜏)], Eq. (6.34)
se torna

⟨(Δ𝑣𝑖)2⟩𝜏𝑠
= − 𝑔2

2𝜋2𝑚2

{︃
𝜕

𝜕𝑥𝑖

𝜕

𝜕𝑥′
𝑖

1
𝜂

∫︁ ∞

0
𝑑𝑘 sin (𝑘𝜂)𝑒

−2𝑘𝜏𝑠

𝑘2 [1 − cos (𝑘𝜏)]
}︃

𝑥⃗′=𝑥⃗

= − 𝑔2

2𝜋2𝑚2

{︃
𝜕

𝜕𝑥𝑖

𝜕

𝜕𝑥′
𝑖

1
𝜂

lim
𝜖→0

∫︁ ∞

𝜖
𝑑𝑘 sin (𝑘𝜂)𝑒

−2𝑘𝜏𝑠

𝑘2 [1 − cos (𝑘𝜏)]
}︃

𝑥⃗′=𝑥⃗

= − 𝑔2

2𝜋2𝑚2

{︃
𝜕

𝜕𝑥𝑖

𝜕

𝜕𝑥′
𝑖

1
𝜂

lim
𝜖→0

[︃∫︁ ∞

𝜖
𝑑𝑘

sin (𝑘𝜂)𝑒−2𝑘𝜏𝑠

𝑘2

−
∫︁ ∞

𝜖
𝑑𝑘

sin (𝑘𝜂) cos (𝑘𝜏)𝑒−2𝑘𝜏𝑠

𝑘2

]︃}︃
𝑥⃗′=𝑥⃗

= − 𝑔2

2𝜋2𝑚2

{︃
𝜕

𝜕𝑥𝑖

𝜕

𝜕𝑥′
𝑖

1
𝜂

lim
𝜖→0

{︂
𝜂 (1 − 𝛾 − ln 𝜖) − 2𝜏𝑠 arctan

(︂
𝜂

2𝜏𝑠

)︂
− 𝜂

2 ln
(︁
𝜂2 + 4𝜏 2

𝑠

)︁
− 1

2

{︂
(𝜂 + 𝜏) (1 − 𝛾 − ln 𝜖) − 2𝜏𝑠 arctan

(︂
𝜂 + 𝜏

2𝜏𝑠

)︂
− (𝜂 + 𝜏)

2 ln
[︁
(𝜂 + 𝜏)2 + 4𝜏 2

𝑠

]︁
+ (𝜂 − 𝜏) (1 − 𝛾 − ln 𝜖)

−2𝜏𝑠 arctan
(︂
𝜂 − 𝜏

2𝜏𝑠

)︂
− (𝜂 − 𝜏)

2 ln
[︁
(𝜂 − 𝜏)2 + 4𝜏 2

𝑠

]︁}︃}︃}︃
𝑥⃗′=𝑥⃗

= − 𝑔2

2𝜋2𝑚2

{︃
𝜕

𝜕𝑥𝑖

𝜕

𝜕𝑥′
𝑖

{︃
𝜏𝑠

𝜂

[︂
−2 arctan

(︂
𝜂

2𝜏𝑠

)︂
+ arctan

(︂
𝜂 + 𝜏

2𝜏𝑠

)︂

+ arctan
(︂
𝜂 − 𝜏

2𝜏𝑠

)︂]︂
− 1

2 ln
(︁
𝜂2 + 4𝜏 2

𝑠

)︁
+ (𝜂 + 𝜏)

4𝜂 ln
[︁
(𝜂 + 𝜏)2 + 4𝜏 2

𝑠

]︁
+(𝜂 − 𝜏)

4𝜂 ln
[︁
(𝜂 − 𝜏)2 + 4𝜏 2

𝑠

]︁}︃}︃
𝑥⃗′=𝑥⃗

.

(6.38)
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Figura 13 – Dispersão da componente 𝑣⊥, dada na Eq. (6.39), para diferentes valores de
𝜏𝑠.

Efetuando as derivadas e igualando os pontos obtemos as seguintes dispersões,

⟨(Δ𝑣⊥)2⟩𝜏𝑠
= − 𝑔2

32𝜋2𝑚2𝑧3

⎧⎨⎩− 4𝜏 2𝑧3 (𝜏 2 − 4𝑧2 + 12𝜏𝑠)
(𝑧2 + 𝜏 2

𝑠 )
[︁
(𝜏 − 2𝑧)2 + 4𝜏 2

𝑠

]︁ [︁
(𝜏 + 2𝑧)2 + 4𝜏 2

𝑠

]︁
− 8𝜏𝑠 arctan

(︂
𝑧

𝜏𝑠

)︂
+ 4𝜏𝑠

[︂
arctan

(︂2𝑧 − 𝜏

2𝜏𝑠

)︂
+ arctan

(︂2𝑧 + 𝜏

2𝜏𝑠

)︂]︂

+𝜏 ln
[︃

4𝜏 2
𝑠 + (𝜏 + 2𝑧)2

4𝜏 2
𝑠 + (𝜏 − 2𝑧)2

]︃}︃
.

(6.39)

e
⟨
(︁
Δ𝑣‖

)︁2
⟩

𝜏𝑠
= 𝑔2

64𝜋2𝑚2𝑧3

{︂
8𝜏𝑠 arctan

(︂
𝑧

𝜏𝑠

)︂
− 4𝜏𝑠

[︂
arctan

(︂2𝑧 − 𝜏

2𝜏𝑠

)︂

+ arctan
(︂2𝑧 + 𝜏

2𝜏𝑠

)︂]︂
+ 𝜏 ln

[︃
4𝜏 2

𝑠 + (𝜏 − 2𝑧)2

4𝜏 2
𝑠 + (𝜏 + 2𝑧)2

]︃}︃
.

(6.40)

Nas Figs. 13, 14, 15 e 16 estão apresentados os comportamentos de ⟨(Δ𝑣⊥)2⟩
e ⟨
(︁
Δ𝑣‖

)︁2
⟩, dadas pelas Eqs. (6.39) e (6.40), respectivamente, onde a curva “Súbito”

corresponde ao processo de introdução súbita da placa, cujas soluções são dadas pelas
Eqs. (6.18) e (6.19).

Note que lim
𝜏𝑠→0

⟨(Δ𝑣⊥)2⟩𝜏𝑠
= ⟨(Δ𝑣⊥)2⟩ e lim

𝜏𝑠→0
⟨
(︁
Δ𝑣‖

)︁2
⟩

𝜏𝑠
= ⟨

(︁
Δ𝑣‖

)︁2
⟩, como deveria

ser, já que corresponde à situação em que a introdução da placa é realizada de forma
repentina.

Outra análise que podemos fazer é o comportamento para um tempo de transição
tendendo a infinito,

lim
𝜏𝑠→∞

⟨(Δ𝑣⊥)2⟩𝜏𝑠
= lim

𝜏𝑠→∞
⟨
(︁
Δ𝑣‖

)︁2
⟩

𝜏𝑠
= 0, (6.41)

o que indica que, se a interação entre a partícula e o campo modificado pela presença da
fronteira for de forma tão lenta quanto queiramos as dispersões da velocidade da partícula
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Figura 14 – Dispersão da componente 𝑣⊥, dada na Eq. (6.39), para diferentes valores de
𝜏𝑠.
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Figura 15 – Dispersão da componente 𝑣‖, dada na Eq. (6.40), para diferentes valores de
𝜏𝑠.

serão nulas. Essa conclusão pode ser verificada tomando o limite 𝜏𝑠 → ∞ na função de
transição 𝐹𝜏𝑠,𝜏 (𝑡), tendo que a função de transição se torna nula para todo 𝑡.

E por último,

lim
𝜏→∞

⟨(Δ𝑣⊥)2⟩𝜏𝑠
= − 𝑔2

8𝜋2𝑚2𝑧3

[︃
− 𝑧3

𝑧2 + 𝜏 2
𝑠

− 2𝜏𝑠 arctan
(︂
𝑧

𝜏𝑠

)︂
+ 2𝑧

]︃
, (6.42)

e
lim

𝜏→∞
⟨
(︁
Δ𝑣‖

)︁2
⟩

𝜏𝑠

= 𝑔2

8𝜋2𝑚2𝑧3

[︂
𝜏𝑠 arctan

(︂
𝑧

𝜏𝑠

)︂
− 𝑧

]︂
, (6.43)

portanto, mesmo que o intervalo de interação dure um tempo muito grande, a velocidade
da partícula terá uma dispersão diferente de zero. Note ainda que, se fizermos 𝜏𝑠 → 0
nas Eqs. (6.42) e (6.43) retornaremos às Eqs. (6.20) e (6.21), e que para 𝜏𝑠 → ∞ nas
Eqs. (6.42) e (6.43) teremos que ambas as dispersões se tornam nulas, como já constatado
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Figura 16 – Dispersão da componente 𝑣‖, dada na Eq. (6.40), para diferentes valores de
𝜏𝑠.

anteriormente. Temos ainda que, para a componente paralela, a dispersão fica limitada
entre valores obtidos no caso súbito e o valor nulo, obtido para a primeira função de
transição Já para a componente perpendicular esse comportamento não se repete, temos
que novamente o caso súbito é o limite inferior, entretanto a dispersão apresenta um valor
máximo e depois se torna nula assintoticamente. Tais comportamentos estão ilustrados
nas Figs. 17 e 18.
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Δ𝑣‖
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⟩

𝜏𝑠
𝑚2𝑧2/𝑔2

Figura 17 – Comportamento da dispersão ⟨
(︁
Δ𝑣‖

)︁2
⟩

𝜏𝑠
para 𝜏 → ∞.

Note ainda que, quando foi usada a função de transição 𝐹 (𝑛)
𝜏 , obtemos que ao

tomar 𝜏 tendendo a infinito, teremos ambas as dispersões nulas. Esse comportamento é
justificado com o fato de que com o uso dessa função de transição temos 𝜏𝑠 ∝ 𝜏 , o que
implica que, ao tomar 𝜏 → ∞, tomamos consequentemente 𝜏𝑠 → ∞, fato este que não se
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Figura 18 – Comportamento da dispersão ⟨(Δ𝑣⊥)2⟩𝜏𝑠
para 𝜏 → ∞.

repete na função de transição 𝐹𝜏𝑠,𝜏 . Para reproduzir este resultado também com o uso da
segunda função de transição podemos fazer 𝜏𝑠 = 𝛼𝜏 , impondo que 𝜏𝑠 seja proporcional à
𝜏 , com constante de proporcionalidade 𝛼. Desse modo, ao tomar 𝜏 ≫ 𝑧 teremos

⟨(Δ𝑣⊥)2⟩𝜏𝑠
≈ 𝑔2 (1 + 12𝛼2)

24𝜋2𝑚2 (𝛼 + 4𝛼3)2 𝜏 2
, (6.44)

e
⟨
(︁
Δ𝑣‖

)︁2
⟩

𝜏𝑠

≈ − 𝑔2 (1 + 12𝛼2)
24𝜋2𝑚2 (𝛼 + 4𝛼3)2 𝜏 2

. (6.45)

Portanto, ambas soluções serão assintoticamente nulas, como obtido com a função
de transição 𝐹 (𝑛)

𝜏 .
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7 Conclusões

Neste trabalho examinamos o comportamento de uma partícula teste sob a in-
fluência das flutuações de vácuo de um campo escalar sem massa em 3+1 dimensões na
presença de uma fronteira perfeitamente refletora. As dispersões da velocidade da partí-
cula foram calculadas usando dois modelos distintos, um usando o processo de transição
súbito e o outro usando processo de transição suave. No caso onde o processo súbito foi
considerado as dispersões apresentaram duas divergências. A primeira delas em 𝑧 = 0,
relacionada à fronteira de Dirichlet, e a segunda em 𝜏 = 2𝑧. Ambas as divergências es-
tão ligadas à idealização na descrição do sistema, onde consideramos que a interação da
partícula com o campo modificado pela presença da fronteira é iniciada subitamente.

O uso da transição suave regularizou completamente tais divergências, como pode
ser notado nas Eqs. (6.28) e (6.29) para a primeira função de transição 𝐹 (𝑛)

𝜏 e nas
Eqs. (6.39) e (6.40) para a segunda função de transição 𝐹𝜏𝑠,𝜏 . Entretanto, no limite onde
o intervalo de interação é muito longo temos que, ao passo que usando a primeira função
de transição temos ambas as dispersões se tornando assintoticamente nulas, temos que
ao usar a segunda função de transição, ambas as dispersões se tornam uma constante
que depende de 𝜏𝑠, como determinado nas Eqs. (6.42) e (6.43). Essa diferença nos com-
portamentos das dispersões está ilustrada nas Figs. 19 e 20. Note que, das Eqs. (6.42)
e (6.43), teremos que fazendo 𝜏𝑠 → 0 iremos obter valores residuais para as dispersões
iguais aos valores obtidos quando fizemos o processo de forma súbita, como deveria ser.
Por outro lado, fazendo 𝜏𝑠 → ∞, obtemos valores residuais nulos em ambas as dispersões,
correspondendo ao sistema onde a transição se dá tão lentamente quanto se queira, fato
este que está relacionado com a conservação de energia [7]. Além disso, foi analisado o
sistema com o uso da segunda função de transição e fazendo 𝜏𝑠 proporcional a 𝜏 , e, como
obtido na primeira função de transição onde esse comportamento ocorre naturalmente, ao
fazer 𝜏 tendendo ao infinito, obtemos que ambas as dispersões se tornam assintoticamente
nulas, estando de acordo com a hipótese desse fato estar relacionado à conservação da
energia.

No sistema em 1+1 dimensões também foram encontradas as divergências em
𝑥 = 0 (posição onde a placa está localizada) e em 𝜏 = 2𝑥 [16]. Foi estudado que, neste
caso, a introdução de uma flutuação na posição da placa foi suficiente para curar tais
divergências [23]. Além disso, considerando que a interação entre a partícula e o campo
modificado pela presença da placa não ocorre de forma súbita, isto é, introduzindo uma
função de transição, foi mostrado que as divergências também são regularizadas [29].

A regularização ocasionada pela função de transição encontrada nos casos em 1+1
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Figura 19 – Dispersão da componente 𝑣⊥.

20 40 60 80 100

-0.03

-0.02

-0.01

0.01

𝑛 = 10 𝜏𝑠/𝑧 = 0.1
𝜏𝑠/𝑧 = 0.03 Súbito

⟨
(︁
Δ𝑣‖

)︁2
⟩𝑚2𝑧2/𝑔2

𝜏/𝑧

Figura 20 – Dispersão da componente 𝑣‖.

ou 3+1 dimensões também acontece em 2+1 dimensões [29]. Fato interessante que pode
ser ressaltado nesse caso é o comportamento nada usual do propagador de Hadamard. Foi
mostrado que para o campo escalar em 2+1 dimensões na presença de uma fronteira em
𝑥 = 0, o propagador de Hadamard renormalizado é dado por

𝐺
(1)
𝑅 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = − 1

2𝜋
𝜃
[︁
(𝑥+ 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 − (𝑡− 𝑡′)2

]︁
√︁

(𝑥+ 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 − (𝑡− 𝑡′)2
,

causando também um comportamento inesperado nas dispersões das velocidades de uma
partícula teste próxima à fronteira [29].

Agora, retornando ao caso da partícula interagindo com um campo escalar em 3+1
dimensões quando somente os efeitos quânticos são considerados, temos que o valor médio
da energia cinética da partícula, dado por ⟨𝐾⟩ = 𝑚

(︁
⟨𝑣‖

2⟩ + ⟨𝑣⊥
2⟩ /2

)︁
, pode assumir

valores negativos. Entretanto, devemos ressaltar que os resultados encontrados foram
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obtidos tomando os propagadores renormalizados, ou seja, descartando o termo devido
ao vácuo de Minkowski. Portanto, obter um valor negativo nas dispersões da velocidade
indica um efeito de sub-vácuo, i.e., uma supressão da incerteza da velocidade da partícula
comparada ao vácuo de Minkowski. Assim, obter uma quantidade negativa para o valor
médio da energia não deve ser entendido como resultado problemático. Neste trabalho foi
usado um modelo simplificado para o sistema, onde tomamos que a posição da partícula
não varia apreciavelmente no tempo. Se tomarmos um modelo mais realista, mesmo com a
partícula inicialmente em repouso, temos que há uma interação clássica entre a partícula
e a parede refletora, fazendo com que a partícula se mova perpendicularmente com relação
à placa. Este movimento traz um novo termo à energia cinética da partícula, um termo
estritamente clássico, que deve levar a um valor positivo para a energia cinética total da
partícula. Este é um assunto que merece uma investigação mais detalhada.

Por fim, podemos apontar alguns estudos que podem ser realizados posteriormente.
Observe que ao introduzir a interação clássica entre a partícula e a placa, teremos uma
aceleração ocasionada no movimento da partícula, assim, para tratar um modelo mais re-
alista, deveremos considerar também possíveis efeitos de radiação. Outro cálculo que pode
ser feito é determinar o valor das dispersões na posição da partícula, podendo verificar
se a exigência feita no modelo, de que a posição da partícula não varia apreciavelmente,
é satisfeita. Também é possível alterar as condições de contorno do sistema, aplicando
condições de contorno de Neumann, ou até mesmo condições de contorno de Robin. Para
tornar o problema mais realista podemos estudar ainda o caso relativístico, alterando as
equações de movimento da partícula. E por fim, um estudo interessante nessa área seria
considerar o sistema à temperatura finita. Já no caso eletromagnético, uma possibilidade
é estudar o sistema onde a placa não é perfeitamente refletora, e sim que é um dielétrico,
fazendo com que os modos do campo sejam alterados [30].
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APÊNDICE A – Média das funções de
Green retardada e avançada

Seja o campo escalar 𝜑 (𝑥⃗,𝑡) de massa 𝑀 em 3+1 dimensões na presença de uma
placa perfeitamente refletora em 𝑧 = 0. Nosso objetivo é determinar a média das funções
de Green retardada e avançada 𝐺̄.

Primeiramente temos que o campo pode ser escrito como

𝜑 (𝑥⃗,𝑡) =
∫︁
𝑑3𝑘⃗

[︁
𝑢𝑘⃗ (𝑥⃗,𝑡) 𝑎𝑘⃗ + 𝑢*

𝑘⃗
(𝑥⃗,𝑡) 𝑎†

𝑘⃗

]︁
, (A.1)

onde, como obtido na Eq. (5.11),

𝑢𝑘⃗ (𝑥⃗,𝑡) = 1
2𝜋3/2√𝜔

𝑒𝑖𝑘𝑥𝑥+𝑖𝑘𝑦𝑦−𝑖𝜔𝑡 sin (𝑘𝑧𝑧). (A.2)

Agora, segundo a Eq. (5.12), o valor esperado no vácuo do produto 𝜑 (𝑥⃗,𝑡)𝜑 (𝑥⃗′,𝑡′)
é

⟨𝜑 (𝑥⃗,𝑡)𝜑 (𝑥⃗′,𝑡′)⟩ =
∫︁

𝑘𝑧>0
𝑑3𝑘⃗

1
4𝜋3𝜔

𝑒𝑖[𝑘𝑥(𝑥−𝑥′)+𝑘𝑦(𝑦−𝑦′)−𝜔(𝑡−𝑡′)] sin (𝑘𝑧𝑧) sin (𝑘𝑧𝑧
′). (A.3)

Portanto, o propagador de Pauli-Jordan 𝐺, definido na Eq. (2.26), é dado por

𝑖𝐺 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = ⟨𝜑 (𝑥⃗,𝑡)𝜑 (𝑥⃗′,𝑡′)⟩ − ⟨𝜑 (𝑥⃗′,𝑡′)𝜑 (𝑥⃗,𝑡)⟩

= 1
4𝜋3

∫︁
𝑘𝑧>0

𝑑3𝑘⃗

𝜔
sin (𝑘𝑧𝑧) sin (𝑘𝑧𝑧

′)

×
{︁
𝑒𝑖[𝑘𝑥(𝑥−𝑥′)+𝑘𝑦(𝑦−𝑦′)−𝜔(𝑡−𝑡′)] − 𝑒−𝑖[𝑘𝑥(𝑥−𝑥′)+𝑘𝑦(𝑦−𝑦′)−𝜔(𝑡−𝑡′)]

}︁
= 1

8𝜋3

∫︁ 𝑑3𝑘⃗

𝜔

(︃
𝑒𝑖𝑘𝑧𝑧 − 𝑒−𝑖𝑘𝑧𝑧

2𝑖

)︃(︃
𝑒𝑖𝑘𝑧𝑧′ − 𝑒−𝑖𝑘𝑧𝑧′

2𝑖

)︃
×
{︁
𝑒𝑖[𝑘𝑥(𝑥−𝑥′)+𝑘𝑦(𝑦−𝑦′)−𝜔(𝑡−𝑡′)] − 𝑒−𝑖[𝑘𝑥(𝑥−𝑥′)+𝑘𝑦(𝑦−𝑦′)−𝜔(𝑡−𝑡′)]

}︁
= − 1

32𝜋3

∫︁ 𝑑3𝑘⃗

𝜔

[︁
𝑒𝑖𝑘𝑧(𝑧+𝑧′) − 𝑒𝑖𝑘𝑧(𝑧−𝑧′) − 𝑒−𝑖𝑘𝑧(𝑧−𝑧′) + 𝑒−𝑖𝑘𝑧(𝑧+𝑧′)

]︁
×
{︁
𝑒𝑖[𝑘𝑥(𝑥−𝑥′)+𝑘𝑦(𝑦−𝑦′)−𝜔(𝑡−𝑡′)] − 𝑒−𝑖[𝑘𝑥(𝑥−𝑥′)+𝑘𝑦(𝑦−𝑦′)−𝜔(𝑡−𝑡′)]

}︁
= − 1

16𝜋3

∫︁ 𝑑3𝑘⃗

𝜔

[︁
𝑒𝑖𝑘𝑧(𝑧+𝑧′) − 𝑒𝑖𝑘𝑧(𝑧−𝑧′)

]︁
×
{︁
𝑒𝑖[𝑘𝑥(𝑥−𝑥′)+𝑘𝑦(𝑦−𝑦′)−𝜔(𝑡−𝑡′)] − 𝑒𝑖[𝑘𝑥(𝑥−𝑥′)+𝑘𝑦(𝑦−𝑦′)+𝜔(𝑡−𝑡′)]

}︁
= 𝑖

8𝜋3

∫︁ 𝑑3𝑘⃗

𝜔
sin [𝜔 (𝑡− 𝑡′)]𝑒𝑖[𝑘𝑥(𝑥−𝑥′)+𝑘𝑦(𝑦−𝑦′)+𝑘𝑧(𝑧+𝑧′)]

− 𝑖

8𝜋3

∫︁ 𝑑3𝑘⃗

𝜔
sin [𝜔 (𝑡− 𝑡′)]𝑒𝑖[𝑘𝑥(𝑥−𝑥′)+𝑘𝑦(𝑦−𝑦′)+𝑘𝑧(𝑧−𝑧′)].
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Note que, assim como no propagador de Hadamard, temos que o propagador de
Pauli-Jordan apresenta um termo devido ao vácuo de Minkowski, sendo o segundo, e uma
contribuição devido à presença da fronteira, sendo o primeiro termo. Logo, o propagador
renormalizado será dado por

𝐺𝑅 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = 1
8𝜋3

∫︁ 𝑑3𝑘⃗

𝜔
sin [𝜔 (𝑡− 𝑡′)]𝑒𝑖[𝑘𝑥(𝑥−𝑥′)+𝑘𝑦(𝑦−𝑦′)+𝑘𝑧(𝑧+𝑧′)]. (A.4)

Assim,

𝐺𝑅 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = 1
8𝜋3

∫︁ 𝑑3𝑘⃗

𝜔
sin [𝜔 (𝑡− 𝑡′)]𝑒𝑖[𝑘𝑥(𝑥−𝑥′)+𝑘𝑦(𝑦−𝑦′)+𝑘𝑧(𝑧+𝑧′)]

= 1
(2𝜋)3

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 𝜋

0

∫︁ ∞

0

𝑘2 sin 𝜃𝑑𝑘𝑑𝜃𝑑𝜙
𝑘

sin [𝑘 (𝑡− 𝑡′)]𝑒𝑖𝑘𝜂 cos 𝜃

= 1
(2𝜋)2

∫︁ ∞

0
𝑘 sin [𝑘 (𝑡− 𝑡′)]2 sin (𝑘𝜂)

𝑘𝜂
𝑑𝑘

= 1
2𝜋2𝜂

∫︁ ∞

0
sin [𝑘 (𝑡− 𝑡′)] sin (𝑘𝜂)𝑑𝑘

= − 1
2𝜋2𝜂

∫︁ ∞

0
Im

[︁
𝑒−𝑖𝑘(𝑡−𝑡′)

]︁
sin (𝑘𝜂)𝑑𝑘

= Im
[︃
− 1

2𝜋2𝜂

∫︁ ∞

0
𝑒−𝑖𝑘(𝑡−𝑡′) sin (𝑘𝜂)𝑑𝑘

]︃
,

(A.5)

onde 𝜂⃗ = (𝑥− 𝑥′,𝑦 − 𝑦′,𝑧 + 𝑧′) e 𝜂 = |𝜂⃗|. Ou ainda, fazendo 𝑡′ → 𝑡′ + 𝑖𝜖, teremos que (veja
Eq. (3.893.1) da Ref. [24])

𝐺𝑅 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = Im

⎧⎨⎩− 1
2𝜋2

[︁
𝜂2 − (𝑡− 𝑡′)2

]︁
⎫⎬⎭ = 0. (A.6)

Logo, as funções de Green retardada e avançada serão dadas, respectivamente, por

𝐺R𝑒𝑡
𝑅 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = −𝜃 (𝑡− 𝑡′)𝐺𝑅 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = 0, (A.7)

e
𝐺A

𝑅 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = 𝜃 (𝑡′ − 𝑡)𝐺𝑅 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = 0, (A.8)

onde foi tomado o propagador de Pauli-Jornda já renormalizado.

Finalmente, temos que a média das Eqs. (A.7) e (A.8) será dada por

𝐺̄𝑅 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) = 1
2 [𝐺R𝑒𝑡

𝑅 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′) +𝐺A
𝑅 (𝑥⃗,𝑡; 𝑥⃗′,𝑡′)] = 0. (A.9)

Portanto, de fato temos que, no caso de um campo escalar em 3+1 dimensões
na presença de uma fronteira perfeitamente refletora, o termo 𝐺̄ que aparece na relação
entre o propagador de Feynman e o propagador de Hadamard é nulo, justificando assim
a Eq. (5.41).
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APÊNDICE B – Detalhamento do cálculo
da Eq. (6.33)

Vejamos que, para Re (𝑎) ≥ 0, Im (𝑡) ≥ 0 e Im (𝑏) < 1,∫︁ ∞

−∞
arctan (𝑎𝑡+ 𝑏)𝑒𝑖𝑡𝑑𝑡 =

∫︁ ∞

−∞

[︃∫︁ 𝑎

0

𝑡𝑑𝑢

1 + (𝑢𝑡+ 𝑏)2 + arctan 𝑏
]︃
𝑒𝑖𝑡𝑑𝑡

=
∫︁ 𝑎

0

∫︁ ∞

−∞

𝑡𝑒𝑖𝑡

1 + (𝑢𝑡+ 𝑏)2𝑑𝑡𝑑𝑢

=
∫︁ 𝑎

0
2𝑖𝜋1 + 𝑖𝑏

2𝑢2 exp
[︃
−(1 + 𝑖𝑏)

𝑢

]︃
𝑑𝑢

= 𝑖𝜋 (1 + 𝑖𝑏) 1
1 + 𝑖𝑏

exp
[︃
−(1 + 𝑖𝑏)

𝑢

]︃ ⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑎

0

= 𝑖𝜋 exp
[︃
−(1 + 𝑖𝑏)

𝑎

]︃
,

(B.1)

onde foi usado o teorema dos resíduos para resolver a integral em 𝑡 e tomando o contorno
𝐶+.

Dessa forma,∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐹𝜏𝑠,𝜏 (𝑡)𝐹𝜏𝑠,𝜏 (𝑡′) 𝑒−𝑖𝑘(𝑡−𝑡′)𝑑𝑡𝑑𝑡′

= 1
𝜋2

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞

[︂
arctan

(︂
𝑡

𝜏𝑠

)︂
+ arctan

(︂
𝜏 − 𝑡

𝜏𝑠

)︂]︂
×
[︃
arctan

(︃
𝑡′

𝜏𝑠

)︃
+ arctan

(︃
𝜏 − 𝑡′

𝜏𝑠

)︃]︃
𝑒−𝑖𝑘𝑡𝑒𝑖𝑘𝑡′

𝑑𝑡𝑑𝑡′

= 1
𝜋2

∫︁ ∞

−∞

∫︁ −∞

∞

[︃
arctan

(︂
− 𝑢

𝑘𝜏𝑠

)︂
+ arctan

(︃
𝑘𝜏 + 𝑢

𝑘𝜏𝑠

)︃]︃

×
[︃
arctan

(︃
𝑢′

𝑘𝜏𝑠

)︃
+ arctan

(︃
𝑘𝜏 − 𝑢′

𝑘𝜏𝑠

)︃]︃
𝑒𝑖𝑢𝑒𝑖𝑢′

(︃
−𝑑𝑢

𝑘

)︃
𝑑𝑢′

𝑘

= 1
𝑘2𝜋2

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞

[︃
arctan

(︃
𝑢+ 𝑘𝜏

𝑘𝜏𝑠

)︃
− arctan

(︂
𝑢

𝑘𝜏𝑠

)︂]︃

×
[︃
arctan

(︃
𝑢′

𝑘𝜏𝑠

)︃
− arctan

(︃
𝑢′ − 𝑘𝜏

𝑘𝜏𝑠

)︃]︃
𝑒𝑖𝑢𝑒𝑖𝑢′

𝑑𝑢𝑑𝑢′

= − 𝜋2

𝑘2𝜋2

{︂
exp

[︂
−𝑘𝜏𝑠

(︂
1 + 𝑖

𝜏

𝜏𝑠

)︂]︂
− exp (−𝑘𝜏𝑠)

}︂
×
{︂

exp (−𝑘𝜏𝑠) − exp
[︂
−𝑘𝜏𝑠

(︂
1 − 𝑖

𝜏

𝜏𝑠

)︂]︂}︂

= −𝑒−2𝑘𝜏𝑠

𝑘2 [exp (−𝑖𝑘𝜏) − 1] [1 − exp (𝑖𝑘𝜏)]

= −𝑒−2𝑘𝜏𝑠

𝑘2

(︁
𝑒−𝑖𝑘𝜏 − 1 − 1 + 𝑒𝑖𝑘𝜏

)︁
= 2𝑒−2𝑘𝜏𝑠

𝑘2 [1 − cos (𝑘𝜏)] .

(B.2)
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