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Resumo

Neste trabalho, estudamos os efeitos da flutuacao quéantica do vacuo de um campo esca-
lar sem massa sobre o movimento de uma particula teste que interage com o campo na
presenca de uma fronteira perfeitamente refletora. Primeiramente revisamos os resultados
obtidos para o caso onde uma particula carregada interage com o campo eletromagnético,
onde foram calculadas as dispersoes da velocidade da particula. Com base nos resultados
obtidos nesta configuragao, examinamos o sistema onde uma particula teste interage com
o campo escalar na presenca de uma fronteira perfeitamente refletora. Assim como no caso
eletromagnético, foram obtidos resultados divergentes ao considerarmos que a interacao
entre a particula e o campo modificado pela presenca da fronteira se inicia de forma ins-
tantanea. Com o objetivo de tornar o modelo mais realista, implementamos duas fungoes
de transicao suaves distintas. Ambas as fungoes de transicao foram capazes de eliminar
as divergéncias encontradas no caso com interagao subita. Entretanto, quando tomamos
intervalos de interagao muito longos, as dispersoes apresentam comportamentos distintos.
Verificamos que este comportamento esta associado a quao rapida é efetuada a transicao

entre os diferentes estados do sistema.

Palavras-chaves: flutuacdo quantica, campo escalar, fronteira perfeitamente refletora.



Abstract

In this work, we study the effect of quantum vaccum fluctuation of a massless scalar field
on the motion of a test particle that interacts with the field in the presence of a perfectly
reflecting boundary. First, we review the results obtained for the case where a particle
interacts with the electromagnetic field, where the dispersions of particle velocity were
calculated. In this case, we examined the system where a test particle interacts with the
scalar field in the presence of a perfectly reflecting boundary. As in the electromagnetic
case, divergent results were obtained by considering that the interaction between the par-
ticle and the boundary begins instantaneously. In order to make the model more realistic,
we implemented two different smooth transition functions. Both transition functions were
able to eliminate the divergences found in the case where a sudden interaction were assu-
med. Finally we’ve found that the latetime behavior of the system depends on how fast

the transition between the different states occurs.

Key-words: quantum fluctuations. scalar field. perfectly reflecting boundary.
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1 Introducao

O efeito mais famoso ocasionado pelas flutuacoes quanticas de vacuo de campos
na presenca de fronteiras é o efeito Casimir. E conhecido na literatura que a forca por
unidade de area entre duas placas condutoras paralelas interagindo eletromagneticamente,
separadas por uma distdncia d, é dada por [2, 3]

2 4
Z = 27;025 =0.013 (M;n) dyn cm 2.
No final da década de 1990 foi realizado um experimento baseado em um péndulo de

torcao com a finalidade de medir tal for¢a, obtendo um acordo com a teoria na ordem de
95% [4].

Em 1998 foi estudada a densidade de energia de um campo escalar na presenca de
fronteiras. E conhecido que o valor médio da densidade de energia de um campo escalar
na presenga de uma fronteira em z = 0 é dado por [5] (0|73 |0) = —1/ (167r2z4>, um
resultado divergente quando avaliamos na posicao da fronteira. Entretanto, foi mostrado
que ao considerar que a posi¢ao ¢ da fronteira apresenta uma incerteza em torno de ¢ = 0,
e fazendo uso da distribuicao de probabilidade Gaussiana f (¢) = («/ 7T)1/ 2 e_o‘q2, o valor
médio da densidade de energia obtido adquiri um valor finito quando fazemos z = 0,
sendo dado por (0] p|0) = —1/ (487*A%), onde A = /(0] ¢*|0) [6].

O caso de uma carga elétrica préxima a uma parede plana perfeitamente refletora
situada em z = 0 foi estudado em 2004 [7]. Neste caso foram encontradas divergéncias
quando a posicao da particula é dada por z = 0 ou por t = 2z. A primeira divergéncia
esta relacionada com a condic¢ao de fronteira sobre o campo eletromagnético, e a segunda
foi causada pelo fato de ter considerado o sistema idealizado, onde a interagao entre
a particula e o campo modificado pela presenca da parede se da de forma repentina e
também sendo a fronteira plana perfeitamente refletora. Além disso, foram encontrados
valores negativos nas dispersoes da velocidade e posicao da particula. Para justificar tal
resultado nao intuitivo, vale ressaltar que para resolver o problema foi usado o propagador
do campo renormalizado, ou seja, desconsiderando a contribui¢ao do vacuo de Minkowski.
Assim, uma dispersao negativa deve ser entendida como uma reducao no valor da incerteza
com relacao ao que seria obtido sem a presenca da fronteira. Foram estudados também
alguns resultados como radiacdo do sistema e construcao de alguns modelos analogos,

como flutuagoes no cone de luz [8].

Também em 2004 foi estudado o sistema eletromagnético onde uma particula in-
terage com o campo elétrico na presenca de duas placas perfeitamente condutoras, mos-
trando que o movimento Browniano da carga elétrica na direcao transversal as placas é

intensificado em comparacgao ao caso da existéncia de apenas uma placa. Novamente, os
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resultados negativos nas dispersoes foram interpretados como uma reducgao das incertezas

quénticas da particula [9].

Ainda referente ao caso eletromagnético, foi estudado o sistema constituido de
uma particula de massa m e carga e a uma distancia z de uma uma placa perfeitamente
refletora e a uma temperatura 7. Foi mostrado que, neste caso, as dispersoes da velocidade
da particula, para § =1/ (kT) >t e > z, sao dadas por [10]

) e? t 2z + 1\ 2 t? 32e*mt 1222
(AvZ) ~ ——In < ) — + :
m2m? | 6423 2z —t 822 (12 — 42?) 945m? (36

ezt (22 + t>2 6de’mt 1222
——In | —— _ .
m2m? 3223 2z —t 945m?2 (36

De fato, quando é feito 8 — oo, este resultado retoma os resultados para o movimento

(Av?) ~

Browniano no vacuo na presenca da placa.

Em 2008 foi introduzido o processo de transi¢ao, considerando que a interagao entre
a particula e o campo modificado pela presenga da placa ocorre de forma suave [11]. Foram

considerados dois tipos de funges de transicdo. A primeira foi a Lorentziana f, (t) =

1 72 , - .
TR onde 7 ¢ o intervalo de interacao. Entretanto, o comportamento para 7 > z foi
s

distinto do obtido considerando o caso a interacao iniciando de forma instantanea. Ainda,

foi considerado um plateau Lorentziano caracterizado pelos parametros 7 e p, definido
por
1, It] < 71/2
Fru (t) = s
(1t /pe = 1/2)" 4 2’
Neste caso, a interacao da particula com o campo modificado pela presenca da placa é

t| > 7/2

iniciada e terminada em intervalos distintos.

Além disso, com relacao ao caso eletromagnético, foram realizados outros estudos,
como a andlise do sistema composto por uma particula oscilando préoxima a uma placa
refletora [12], ou considerando que a particula é dada por uma funcao de onda, com
uma densidade de probabilidade [13]. E ainda foi estudado do movimento Browniano no

espago-tempo curvo [14].

Em 2016 foi realizado um estudo do caso eletromagnético usando uma nova fungao

de transi¢do, um tipo de generalizagao da fungao Lorentziana, dada por [1]

Cco1m

Dessa forma, foi possivel eliminar as divergéncias encontradas ao considerar a interacao

iniciando de forma instantanea. Além disso, foi sugerido um experimento para medir os
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Figura 1 — Configuragdo de um possivel experimento para medir a dispersao da posicao
da particula induzida pelas flutuagoes de vacuo. Figura retirada da Ref. [1].

efeitos das flutuagdes quanticas do vacuo do campo eletromagnético. Seja a particula teste
de massa m e carga ¢ emitida paralelamente a placa, cuja trajetéria tem uma distancia
z da placa, e que esta esta a uma distancia d da tela de condensacao. Com a escolha da
velocidade inicial da particula e a largura da placa tem-se n = 65, levando a uma predigao

para a dispersao da posicao da particula na tela de condensacao dada por

oz =0a(75) () () (i) o

onde m, é a massa do elétron e g, a carga do elétron. A configuragao do experimento esta

ilutrada na Fig. 1.

Dispersoes quanticas induzidas por flutuacoes quanticas de um campo escalar em
um modelo andlogo para geometria de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) na presenga
de uma e duas fronteiras perfeitamente refletoras foram estudadas recentemente [15]. Foi
alegado que a implementacao de um fator de escala dependente do tempo é suficiente para
regularizar as divergéncias que aparecem quando uma fronteira refletora esta presente,
assim, fazendo o mesmo papel de realizar o processo de transicao de forma suave na
regularizacao do processo. Porém, apenas o regime para longos intervalos de tempo foi
discutido, no qual nenhuma singularidade conhecida associada ao intervalo de tempo

ocorre.

Com relagdo ao campo escalar, foi mostrado em 2014 que, em 1+1 dimensées,
existem divergéncias em = = 0 (posigao da fronteira) e em ¢ = 2z, assim como no caso
eletromagnético [16], e além disso, a dispersao na velocidade da particula também diverge
quando tomamos t — oco. Entretanto, ao considerar a natureza quantica da posicao da
particula, adicionando uma flutuacgao estocastica em torno de z, foi obtido um resultado
em termos da funcao hipergeométrica generalizada, regularizando as divergéncias em x =

0 e t = 2x, mas manteve o carater divergente para t — oc.

Neste trabalho [17] estudamos 0 movimento de uma particula teste interagindo com
um campo escalar na presenca de uma fronteira perfeitamente refletora em 3+1 dimensoes.

Os resultados mostram que o comportamento das dispersoes sao similares ao caso de uma
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carga elétrica interagindo com o campo eletromagnético. O efeito residual relatado no
caso eletromagnético também aparece no modelo do campo escalar quando o processo
subito é considerado. Entretanto, tal efeito é altamente dependente da transicdo adotada.
Examinamos duas func¢oes de transicdo convenientes e estudamos suas implicagdes no

comportamento da dispersao da particula.

Os conceitos usados de teoria quéantica de campos estao apresentados no Capi-
tulo 2. No Capitulo 3 é apresentado o mecanismo de introdugao das fung¢des de transigao,
estudando brevemente as caracteristicas de ambas fungoes utilizadas. No Capitulo 4 reali-
zamos uma revisao do caso eletromagnético, estudando a regularizacao das divergéncias e
o comportamento quando tomamos intervalos de tempo longos. No Capitulo 5 estudamos
a quantizacao do campo escalar na presenca de uma fronteira perfeitamente refletora, efe-
tuando tal quantizagdo usando a expansao em modos normais e também via funcoes de
Green. O comportamento de uma particula teste interagindo com um campo escalar nas
proximidades de um fronteira perfeitamente refletora foi estudado no Capitulo 6, obtendo
as dispersoes da velocidade da particula considerando uma transicao subita e também
com o uso de duas fung¢oes de transicao, analisando as diferengas nos resultados e com-
portamentos assintéticos. Finalmente, as conclusoes estao apresentadas no Capitulo 7,

onde foi analisada a energia cinética da particula. Unidades sao tais que h =c = 1.
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2 Teoria quantica de campos no espaco de
Minkowski

Considere um campo escalar ¢ (7,t) de massa m definido em todos os pontos (Z,t)

de um espaco-tempo de Minkowski n-dimensional satisfazendo a equacao de onda
(o+m?)e=0, (2.1)

onde O = 9*0,0,, 0, = 0/0x" e n*” é o tensor métrico de Minkowski. Esta equagao é

conhecida por equacao de Klein-Gordon.

Um conjunto de solugdes de Eq. (2.1) é dado por
up (#,t) = cEeiE'f_w, (2.2)
onde ¢; € uma constante de normalizagao,

w=Vk*+m? (2.3)

. n—1 1/2
k= ‘k:‘ — (Z kﬁ) , (2.4)
i=1
e as componentes Cartesianas de k podem tomar os valores

—oco<k;<oo, =1, ---,n—1.

Seja o produto de Klein-Gordon
: N O =l 2l e
(u];,ug,) = —z/ {UE (Z)t) [atug, (x,t)} - l@tu’; (x,t)] uz, (x,t)} d" 'z (2.5)

Se escolhermos .
ik-Z—iwt
up = 56 , (2.6)
[2w (27?)"_1} /

entao as funcoes uj sao normalizadas no produto de Klein-Gordon

(u,;,u,;,) =yt (E — E’) . (2.7)

Pode ser mais conveniente restringir as solugoes wuj no interior de um cubo de

aresta L, ou seja, escolhendo condigoes periddicas. Neste caso,

1 oL
U~ = 7ezk~x—zwt (28)

N Y, ’
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onde

Assim,
(UE7UE’> = 5,}7%,. (29)

Para converter do sistema continuo para o discreto devemos fazer uso da mudanca

o (5) T () '

=1 j;

2.1 Quantizacao de um campo escalar

Na mecanica quantica, os estados de um sistema sao representados por vetores
normalizados |¢) de um espaco de Hilbert H, onde |{¢|t)|* é a probabilidade de encontrar
o sistema descrito pelo vetor [1) no autoestado |¢) de um dado observavel. Temos ainda
que observaveis fisicos sdo identificados com operadores auto-adjuntos, A = A, no espaco

H. O valor esperado do observavel A quando o sistema estd no estado [¢) é dado por
(Y| Aly) [18].

Temos que os modos normalizados dados nas Eqgs. (2.6) e (2.8) e seus respecti-
vos complexos conjugados formam uma base ortogonal com o produto escalar dado na
Eq. (2.5), portanto, podemos expandir o campo ¢ na forma [19]

6 (Tt) = |agug (F1) + alur (F1)], (2.10)

—

k

onde aj e a% sao os operadores aniquila¢ao e criacao [20], respectivamente, e satisfazem

as relagoes de comutagao

R
B

I\—l
I
o o

(2.11)

[
Il
(=%

————
SRS
e
=
TR T
| N

B

k'

Uma base conveniente no espaco de Hilbert H é a chamada representacao de Fock.
A base pode ser construida partindo do vetor |0), definido como sendo estado de vacuo,
cujo significado serd discutido posteriormente. O estado |0) tem a propriedade de ser

aniquilado por todos os operadores ag,

a |0) = 0, V. (2.12)

O estado obtido operando alz no estado |0) é chamado estado de uma particula, e
¢ denotado por |17),
17) = a’|0). (2.13)
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Similarmente,
e lgy - 1g) :agla;z?---a%j 0), (2.14)
se todos /;1, /22, e Ej sao distintos. Se algum aTE é repetido, entao
1, 2 j 1,12 N2 i\
ng g, ,Jn,;:j> = ( n!*n!- . -Jn!) (aE1) (aEQ) e\, |0) . (2.15)
Ainda,

a%]n,ﬁ =vn+1|(n+1))), (2.16)
agIng) = v/n|(n—1)g). (2.17)

2.2 Energia e momento

Para explorar o significado dos estados de Fock vamos examinar os operadores Ha-
miltoniana e momento para o campo. Estas quantidades sao obtidas do tensor momento-

energia, T},,. O tensor T),, pode ser construido como [19]

1 1
Taﬁ = ¢,a¢,/5 - §na6nuy¢,u¢,u + §m2¢2na5- (218)

Desse modo, a densidade de Hamiltoniana é

1 n—1
Ty = 5 |00)° + 3 (90)° + m*6?| (2.19)
i=1
e para a densidade de momento

Introduzindo a Eq. (2.10) nas Egs. (2.19) e (2.20) e integrando em todo o espaco,

teremos
H= /Tttdn—lx = ;Z (alag + azal) w = > (aga,; + ;) w, (2.21)
. i
P = /Ttidn_lx = Zagagki, (2.22)
K

sendo os operadores Hamiltoniana e componente do momento, respectivamente, onde

foram usadas as relagoes de comutagao dadas na Eq. (2.11).

Nosso interesse agora serd em torno do estado de vacuo |0). O valor médio do

momento serda dado por

(0] P [0) = (0] Y alagk; [0) = S~ (0] ala; |0) k; = 0, (2.23)
3 3
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portanto, o estado de vacuo carrega momento nulo.

E a energia serda dada por

(Ol H[0) = (0] Y <a£a,§ + ;) w|0) = ;Zw. (2.24)

i i

Entretanto, note que, no termo da direita da Eq. (2.24) temos uma soma em E,
sendo ainda w = Vk? + m?, portanto, ao realizar esta soma teremos um resultado di-
vergente, ja que w ira divergir quando tomarmos k tao grande quanto quisermos. Este
resultado problematico aparece devido a energia de ponto zero iw associada a cada modo
de oscilador harmonico simples do campo escalar. Como w nao tem um limite superior,
a energia de ponto zero pode ser arbitrariamente grande. A energia, como tal, nao é
mensuravel na fisica nao gravitacional, assim, podemos redimensionar - ou renormalizar
- a energia, mesmo por uma quantidade infinita, sem afetar as quantidades observaveis.

1
Isso pode ser feito subtraindo o termo 3 > w na Eq. (2.21). Podemos definir a opera-

¢ao ordenamento normal, definida pelo simbolo ::, fazendo com que, sempre que ha um
produto dos operadores de criacao e aniquilagao, é entendido que todos os operadores de
aniquilacdo estdo a direita dos operadores de criagdo. Assim, retornando a Eq. (2.21) e

assumindo o ordenamento normal, temos

cH = Za%a,;w, (2.25)
k
i 1
desaparecendo com o termo divergente v

2.3 Funcoes de Green

Os valores esperados no vacuo de varios produtos de um determinado campo ¢ (,t)
podem ser identificados como fungoes de Green. Temos uma particular importancia nos
valores esperados do comutador e anti-comutador do campo, denotados respectivamente
por

iG (@57 ) = (0] [6(7,0) 6 (4] [0), (2.26)

Gz T 1) = (0| {0 (Zt) .0 (F'4)}]0) , (2.27)
onde G é conhecida como a funcio de Pauli-Jordan e GV é a funcao de Hadamard.

As funcgoes de Pauli-Jordan e de Hadamard podem ser divididas em suas partes,

uma de frequéncia positiva e outra de frequéncia negativa

iG(T L) =G (7)) - G (B2, (2.28)
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GY (2t @) =GT (T T4+ G (271, (2.29)

onde G*, conhecidas como funcdes de Wightman, sdo dadas por

G (@2 t) = (016 (3t) ¢ (7'1) |0) (2.30)

G (@57 H) = (0] 6 (&) ¢ (7,) ]0). (2.31)

Agora, o propagador de Feynman G é definido como o produto ordenado tempo-

ralmente dos campos

iGr (#8:34) = 01T (6 (&4) 6 (&) |0) o)
=0t —t)GT (TET ) +0{H —t) G (T67 1), '
onde
1, t>0
0(t) = ’ .
0, t<0
Finalmente, as fun¢oes de Green retardada e avancada sao definidas respectiva-
mente por
Gret (Bt 70 0) = -0 (t —t') G (Z,t; 7, (2.33)
e
GA (T ) =0 —t)G(Tt; 7)), (2.34)

cuja média é denotada por
= 1
Gt ) = 3 Gr(Z,; 2 ")+ Ga (2,7 )], (2.35)

que esté relacionada com G g por

1
Gr (@7 1) = -G (Zt; 7 1) — 5@(;(1) (Tt 2 ). (2.36)

A Eq. (2.36) determina a relacao entre o propagador de Feynman e o propagador
de Hadamard.

Para uma revisdo mais completa sobre o assunto veja Ref. [19].
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3 Processos de transicao

Com o objetivo de tornar o sistema estudado mais realista iremos introduzir um
processo de transicao, que consiste em considerar que a interacao entre a particula e o
campo modificado pela presenca da fronteira nao é mais iniciada de forma instantanea, e

sim que existe um intervalo de transicao entre colocar e retirar a fronteira.

Seja uma determinada quantidade O dada pela integral

(’)E/()Tcﬁ(f,t)dt:/oo 0(1)0 (1 — 1) (T,t) dt, (3.1)

—00
onde ¢ (Z,t) é um campo qualquer.

Note que no célculo de O temos que o efeito produzido pelo campo ¢ (Z,t) é
iniciado abruptamente em ¢t = 0 e desligado abruptamente em ¢ = 7. Tal comportamento
nio reproduz com fidelidade o que ocorre na natureza. E esperado que uma interacio
ocorra de forma suave. Para reproduzir tal comportamento iremos introduzir uma funcao
de transigdo F'(t) na Eq. (3.1) motivada na seguinte da forma

O:/()ngb(f,t)dt:/oo 9(t)9(7—t)¢(f,t)dt—>/oo F)o@i)dt,  (3.2)

onde, no limite em que a interacdo ¢ iniciada e terminada de forma instantdnea, temos
que F (t) é identificada com 6 (t) 0 (7 —t).

Neste trabalho estamos interessados no sistema onde uma particula interage com
um campo na presenca de uma fronteira, por isso, demandaremos que a funcao de tran-
sigdo F' (t) apresente um pardmetro relacionado ao intervalo transcorrido na mudanga da
configuracao do espago vazio para a configuragdo com a presenca da fronteira, e que este
parametro serd determinado com base no arranjo experimental. E ainda, iremos impor
que F'(t) seja normalizada da forma

/ T F)di =1 (3.3)

—0o0

Trabalharemos com duas fungoes de transicao diferentes. A primeira serd [1]

_ O
L+ (2)"

onde n é um inteiro positivo relacionado com o intervalo de transicao entre as configuragoes

(3.4)

e ¢, é obtido usando Eq. (3.3), sendo

Cp = 2n sin (W> (3.5)
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Figura 2 — Comportamento de F™ (¢) dada pela Eq. (3.4).

O gréfico do comportamento de F(™ (t), que é caracterizada pelo pardmetro n e
o intervalo de tempo 7, esta ilustrado na Fig. 2, para diferentes valores de n. Note que,
quanto maior for o valor de n, mais o comportamento de F(™ (t) ird se aproximar do
comportamento da funcio de Heaviside. Enquanto que, para n = 1, temos que F™ (t) se

torna a distribuicao Lorentziana.

Podemos ainda definir o intervalo de transicao 7, como sendo a diferenca entre
os pontos de maior curvatura de F™ (t), podendo determini-los com o uso da terceira
derivada de F™ (t). Desse modo, fazendo d*F™ (t) /dt® = 0 obtemos

_ (i)M 16" (n+1) (20 + 1) + (i)% 2120 (9 4 1) (20 — 1) — (n— 1) (20 — 1) = 0,

cuja solucao sera
N =2 (2n+1) (2n — 1)
() T 2% 16" (n+1) (2n+1)
\/[21+2” 2n+1)2n -1 —4x16"(n+1)2n+1)(n—1)(2n —1)
—2x16"(n+1)(2n+1)
-1 o — 1 4x16"(n+1)(2n+1)(n—1)(2n—1)
T2 (n41) T 22 (n+ 1)\ 4% 420 (2n + 1) (2n — 1)

1i¢1_<(n+1)(n—1) ]

2n+1)(2n —1)

T

+

_ 2n—1
S22 (n 4 1)

Portanto, as raizes serao

t1_7'<2n—1>21n e |t D=1

T 2\n+1 2n+1)2n—1)|

T (2n—1 2 (n+1)(n—1)
t2_2(n+1> L 1_(2n+1)(2n—1)
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Finalmente [1],

2n—1)21n

t —t T(
Te =t —tg ==
L2 9\ nt1

(n+1)(n—1) o
1+\ll_(2n+1)(2n—1)]

(n+1)(n—1)
a ll_Jl_@n—l—l)(Qn—l)

Note que, da Eq. (3.6), temos que 7, apresenta uma dependéncia com 7. Portanto,

(3.6)

1
2n

se mantivermos n fixo e fizermos 7 — 00, teremos que a transicao entre as configuragoes
onde a particula esta no espaco vazio e onde ela interage com o campo modificado pela
presenca da fronteira se dd num intervalo infinitamente longo. Nesse sentido, usaremos
outra funcao de transicdo, nesse caso, tendo 7, independente de 7, para que possamos
estudar a influéncia do mecanismo de transicao sobre as flutuagoes da velocidade. Essa

segunda funcdo de transi¢ao serd dada por [21]

F. . (t) = 1 [arctan (t> + arctan (T — t)] . (3.7)

™ Ts Ts

Na Fig. 3 apresentamos o perfil do comportamento de Fy, . (t) para diferentes

valores de 7,/7. Note que, nesse caso, o tempo de transigao é independente do valor de 7.

Figura 3 — Comportamento de F_ , () dada pela Eq. (3.7).
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4 Revisao do caso eletromagnético

Nesse capitulo revisamos os resultados obtidos na Ref. [1], onde foi estudado o
sistema constituido de uma particula de carga ¢ e massa m sujeita as flutuagoes do
campo elétrico E (Z,t) na presenga de uma placa perfeitamente refletora. Vamos assu-
mir que o campo esteja preparado em seu estado de vacuo, definido por <E (@) =
(0] E |0) = 0, porém, que as correlagdes de segunda ordem do campo nao sejam nulas,
ou seja, (E; (Z.t) E; (',t')) # 0. A quantidade que iremos determinar é a dispersao da
velocidade da particula ((Av;)?) = (v2) — (v;)*.

(2

Temos que as correlagbes do campo elétrico na presenca de uma placa perfeita-

mente refletora em z = 0 sdo dadas por [22, 1]

s 1) B ) = {( 0k [Ei; +(< ﬂ)éf’ (A }

(4.1)
_ 1 { ( 2 ( ) (Ay) (Z+Z/)23}7
{(Atﬁ (Am) (Ay) (2_}_2,)2}
(B, (7.8) By (#1)) 7}{< £ +<Aw22 (Ay ﬁ)jzr(Az)Q}
{(At) (AT) } "
_1{ ( 2+( ) (Ay) (Z+Zl>23}’
[(At)2 (Az)? — (Ay)* — (Z—i-z’)ﬂ
(B. (#1) E. (&1) FQ{< £ +<Aw>j+< AP — (2o }
(A = (A7)’] B
1

(A1) + (Az)* + (Ay)* — (2 + 2)°
3
Sl [Ar? - (An)? - (Ay) — (= + 2)’]
onde Aa = a — a'. O primeiro termo de cada uma das correlagoes corresponde a contri-

buicao do vacuo de Minkowski, e o segundo ¢ devido a presenga da placa.

O movimento da particula, no caso nao relativistico, sera dado por
= q T
m = 4B (@) = 7(@@r) = L / E(zt) dt. (4.4)
m Jo

Portanto, tendo que (E (Z,t)) = 0, para i-ésima componente,

(v (77) = L /0 (B, (7.4)) dit = 0. (4.5)
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Entéo, sendo ((Av;)?) = (v2) — (v;)?, teremos [1]

2

(Avy)?) = / / (@) dtdt (4.6)

onde o indice R em (E; (Z,t) E; (Z,t')) indica o processo de renormalizagio, subtraindo
a contribuicao do vacuo de Minkowski, o que significa retirar os termos que divergem
quando tomamos a coincidéncia de pontos nas Eqgs. (4.1), (4.2) e (4.3). Assim, tomando

¥ — &, teremos [7]

. . o . At)? + 422
(B (7) Ba (B = (By (G By (i) g = — oL 22 g
2 [422 — (At) }
¢ 1
<Ez (f7t) EZ (fat,»R = 2 2° (48)
12— (A1)
Usando as Eqs. (4.7) e (4.8) na Eq. (4.6) obtemos [7, 23, 16]
(t —t)? + 422 ,
(D)) == / / PRm——" st
, 2
= ¢ / 2 (1 —t) idt (4.9)
“2m? Jo [422 — 2]
¢ T (22+T>2 B 72
“rem2 6428 |\2z — 7 822 (12 —422) |’
e
((Avy)®) / sdtdt’
7r2m2 / 422 —t) }
q 1
— 7 —t) — 4.10
== /0 (r—1t) T St (4.10)

¢ T I (22—1—7’)2
- m2m2 3223 2z—71/) |
2
onde ((Av))") = ((Av,)) = ((Av,)*) e ((Av1)?) = ((Av.)?).
Note que ambas as Eqs. (4.9) e (4.10) apresentam divergéncias em z = 0 e em

7 = 2z. Observe ainda que, para a componente perpendicular, a dispersao da velocidade

apresenta um efeito residual, quando tomamos 7 >> z, ou seja, nessa situacao

2 q°
Av )~ —————.
(Av)) ™ 5 s
Para tornar o sistema mais realista vamos introduzir a funcao de transicao, consi-
derando que a interacao entre a particula e o campo modificado pela presenca da fronteira
nao ocorre mais de forma stubita, e sim que existe um intervalo de transicao entre colocar

e retirar a fronteira.
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Agora, vamos usar a funcao de transicao

(4.11)

onde n é um inteiro positivo relacionado com o intervalo de transicao entre as configuragoes
onde a particula estd no espago vazio e onde a particula interage com o campo modificado

pela presenca da placa, e ¢, é dado por
2
Cy = — sin (W) (4.12)

como apresentados nas Egs. (3.4) e (3.5).

Vamos introduzir a fungao de transi¢ao na Eq. (4.4) de forma anéloga & usada na

Eq. (3.2), ou seja, faremos
P(En =L /_ O:o FO (4) B (#,0) dt.
Desse modo temos [1]
(Avy)?) = / / Ei (7)) 5 F™ (£) E® (¢) dtdt, (4.13)
Usando as Eqs. (4.7) e (4.8) na Eq. (4.13) obtemos

Aur)? q*c,? 2 1422 dt _ dt’ _ 114
<< ”) ) = 72 mz/ / 422 — ) } 1+ (%) 1+ (2t') " ( )

- dt dt’
<(AUL) > - 7r2m2/ / 422 —t’)ﬂz 1+ <%) L+ (2t’)2 . (4.15>

Temos que [1]

o /°° /°° (t—t)' +(22) i dt’
7,5kl oo oo 2z k t_t,)21|l1+(%>2 1+<2t'>2

: , 4.16
LTI g, W) 0 Ol o
A s ) /) = e — )]

onde n, ¢ e [ sdo inteiros positivos, k£ e 7 sao numeros reais, com a condi¢ao ¢ < 2, e ainda

onde 1, , = e'2n (1+20),
Entao, usando a Eq. (4.16) as Egs. (4.14) e (4.15) se tornam

2 2qc, \ 2 e W’np - wn,q)Q + (42/7—)2
((Ayy) ) =~ Vnpng 7 37 (4.17)
( ”) (mm’) pZ;) (;L {(@bn,p —Yng) — (42/7')2}
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((AU”)2) m22%/q?

0.20¢
0.15¢
0.10¢

0.057]

-0.05

-0.10

-0.15"

Figura 4 — Comportamento da dispersdo da componente paralela da velocidade para di-
ferentes valores de n.

(Avr)*)m*2*/g?
0.07
0.06
0.05
0.04
0.03
0.02

0.01

Figura 5 — Comportamento da dispersao da componente perpendicular da velocidade para
diferentes valores de n.

© 9 QC]Cn 2n—12n—1 1
(Av)?) = Unptng 5 (418)
<mm> Z = ((np — ) — (42/7)]

onde v, ¢ = e'zn(1129),

Os comportamentos das dispersoes estao ilustrados nas Figs. 4 e 5. Note que as
dispersoes sao bem comportadas em 7 = 2z, fato que nao ocorre caso nao tivéssemos con-
siderado a fungao de transicao [7, 8. Outra divergéncia curada introduzindo o processo de
transicao foi o comportamento das dispersoes para z = 0, ambas as dispersoes sao finitas
nessa situacdo. E, finalmente, temos que, quando 7 — oo, ((Avi)2> o 1/7%, portanto, as

dispersoes se tornam assintoticamente nulas.
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5 Quantizacao do campo escalar em 3+1 di-

mensoes na presenca de uma fronteira

No Capitulo 6 estudaremos o movimento de uma particula escalar carregada pro-
xima a uma fronteira perfeitamente refletora. Mas para tal, precisaremos primeiramente
quantizar o campo com o qual a particula interage. Assim, nesse capitulo estudaremos
duas maneiras para realizar tal quantizagdo, a primeira sera usando a expansao do campo

em modos normais e a segunda serd via formalismo das fun¢oes de Green.

5.1 Quantizacao via expansdao em modos normais

O campo escalar ¢ (Z,t) de massa M em N = 3 + 1 dimensdes deve satisfazer a

equagao de Klein-Gordon [19]

. 0? 0? 0? 0? .

Mas como estamos interessados num sistema contendo uma fronteira perfeita-

mente refletora, que estara situada em z = 0, iremos impor a condi¢cao de Dirichlet
¢ ($7y7z = 07t) = O'

Agora, podemos expandir o campo ¢ (#,t) em modos normais da forma [19]
o) = / AR [ug (T1) ag + ul (Z.) ol (5.2)
onde a é o operador destruicio e a' o operador criacdo, que satisfazem a relacio de
comutacao [a,;,a;%,} =90 (E - E’)
Temos que as funcoes uy (Z,t) devem ser solucoes da Eq. (5.1), ou seja, jé fazendo
M — 0,
0? 0? 0? 0? .
(8752 o o 822> up (Zt) =0, (5.3)

com ug (x,y,2 = 0,t) = 0. Dessa maneira,

2

up (Bt) = Ae e r e gin (k,z) = Ae™™" [] €% sin (k.z), (5.4)
j=1

, com k = (ky,ky,k.). Note que da Eq. (5.4) temos a

condicao k, > 0, j& que dessa maneira ji temos uma base completa, de fato, sin (—k,z) =

—sin (k,z).

onde A é uma constante e w = ‘k
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Ainda, as fungoes uy (#,t) sdo normalizadas no produto de Klein-Gordon definido
por [19]

(ugouz ) = —i / {uk (Z,t) [gtu;g, (f,t)] - [gtu% (f,t)] ul, (f,t)} d*z =0 (k=F). (5.5)

Mas, para k, > 0 e k,’ > 0,

2
; c(Tt) = —iwAe ™ [] ™% sin (k.2), (5.6)
j=1
0 2,
auz, (T,t) = iw A% T] e ™% sin (k. 2), (5.7)
j=1
1 z(k —k;" )z /
/ idr; = 8 (k; — k') | (5.8)
o

2 [ 1 foo
—/ sin (k.z) sin (k.'z)dz = —/ sin (k.z) sin (k.'z)dx
0

T
zkza:_ —ik,x ik’r _ _—ik)x
L) ()
2 (5.9)

- /_O:O [e (koo ei(kz—kz’)w} dr

- [5 (kz + kz/) -9 (kz - kz,)] =9 (kz - kz,) )

jaAquek, >0ek,/>0=k +k'>0=06k. +k')=0.

Assim, Eq. (5.5) se torna,

(upu) = i / . {uk (Z,0) l;ug, (f,t)} - lgt“k (Z, t)] o (7, )}d3

= —i/ i (W +w) A et H ek )25 gin (k,2) sin (k. 2)d*x
2>0

=1

2 oo . , e
= (W 4 w) |A]? g7t H/ elki=ki )””jdxj/ sin (k.2) sin (k,'z)dz  (5.10)
el A 0
2

= (W' +w) |A]? e @Dt (97) H (5(k — k')
J=1
L. L 1
_ 26923 N _ AN 2 _
—wl|AP 2275 (k—F) =6 (k=) . |4 =

sendo que a integral em z deve variar em z positivo, ja que para z negativo uy (Z,t) deve

ser nulo, o que corresponde ao fato do campo se anular no interior da parede.

Escolhendo A real, obtemos finalmente que

1
273/2, Jw

ug (Z,t) = etkertikyy=ivt gin (K, 2). (5.11)
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Sendo o estado de vacuo definido por a |0) = 0, o que implica que (a) = (0] a |0) =
(0] a’ |0) = 0, o valor esperado no vacuo do produto ¢ (Z,t) ¢ (Z,t') é obtido como segue

(0 @0 0@ 1)) (|

301, (= . * (5 T
kz>0d k [uk (Zt) ap + uf (71) aE]

+ k>0 d3E/ {UE’ (flatl) ap + u;ci’ (f/’t/> a%/b
= k2>0 &k 'S0 d3/;/u]; (Z,t) Uz (&) aEaTE/>
([ B[ R @) ([apab] + dbag)
k2 >0 hrso RN U AT o] T G (5.12)
)

- °k 3kl (Z )t (745 (k- K
_</k‘z>0dk k,’zl>0d kuk (x7t)uk, (ZL’ 7t) (k; k)>

2
— 2 . / ; /
= d*k UE’ e =TT et (%5775) gin (k.z)sin (k,2")
k.>0 j=1
= Pk ! eilha@=a)Fhy Y=y )= i (k. 2) sin (k. 2).

k>0 4mdw
Este resultado é a funcao de Wightman positiva, como indicada na Eq. (2.30).

Dessa maneira, o propagador de Hadamard, definido na Eq. (2.27), sera [19]
GO (@83 H) = (0 (T) 0 (F ) + (0 (1) 6 (F:1))
1 &k
/ — sin (k,z) sin (k,2)
k

T4 Jrso w
« {ez‘[kx(x—x'>+ky<y—y'>—w<t—t'>1 n e—z‘[ka:<x—m’)+ky<y—y'>—w(t—t'>l}

B 1 /d3E eikzz _ efikzz eikzz/ _ efikzz’
8m ) w 2i 2i

% {ei[kz(x*x’)Jrky(y*y’)*w(t*t’)] + e*i[kz(x*w’)Jrky(y*y/)*w(t*t’)]}

1 [ BE [ ran sbos L o
_ BNV itk (242) ik (2—2")  —ik.(2—2") —ik.(z+2")
=T 30 / o [e e e +e }

y {ez’[kz<mfx'>+ky(yfy’>fw(t7t'>1 n efi[kz(xfw’)Jrky(yfy’)fw(tft’)]}

1 [ BE [ ran sbos
- _ BNV itk (242") ik (2—2")
- 1673 / w [e c }

x {lhela=e) Py )=ttt ilhala=s') iy amyyartt=)

1 d3E . / / /
=— — [ —cosw(t— t')]edkz(x—x )tky (y—y')+kz (2+2")]
8m3 ) w
1 [ &k

55 | o cos w (t —t')]elks (z=a")+hy (y—y")+kz(2—2")]

Note que o segundo termo ¢é devido ao vacuo de Minkowski enquanto o primeiro é
a contribuigdo para o propagador devido a presenca da fronteira. O propagador renorma-
lizado é obtido quando abandonamos a contribui¢ao de Minkowski. Ou mais formalmente,

definimos o propagador renormalizado como Gg) =G — Gél), onde

1 dSE ; / / /
Gy (T3 t) = —5 | — cos[w (t — t/)]eilh=lma) TR y=y) ks (e=2], (5.13)
83 w
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Assim,
GO (747 1) = 87T3 / T cosw (t — 1)) ilhs o=a )k (y=y)Hhs (s+21)]
_ _W /2”/ / k:2 sin Hgkdﬁdgp cos [ (t — t’)]eikncow
= 27T / k cos [k )]28127(7kn)dk _
_ Wn /0 cos [k (t — ')] sin (kn)dk |
= _273277 /OOO Re {e”'k(t’t/)} sin (kn)dk
— Re l— 273277 /0 etk gin (/cn)dk] ,

onde 7= (z — o',y — v,z + 2’) e n = |77]. Ou ainda, fazendo t' — ¢’ +i¢, teremos que (veja
Eq. (3.893.1) da Ref. [24])

1
oW (Tt a0 ) = —
f 212 [n? — (t — t/)°]

' (5.15)

e [(x —)+(y—y) + ()= (- t’ﬂ |

estando de acordo com o resultado conhecido na literatura [19].

5.2 Quantizac3o via funcdes de Green

Nessa se¢ao vamos usar o formalismo das fungoes de Green para encontrar a solugao

da Eq. (5.1). Para tal, precisamos primeiramente resolver a equagao de autovalores

S SR LR
(O+ M)y (&) = (W ~ 37 " op 97T M2> (Tt =M (BL).  (5.16)

Como estamos interessados na quantizagao do campo na presenga de uma fronteira
perfeitamente refletora em z = 0 vamos impor a condi¢ao de Dirichlet ¢ (z,y,z = 0,¢t) = 0.

Assim, procuraremos por solugoes da Eq. (5.16) do tipo
Y (T,t) = coe” e Te™Y gin (k,2), (5.17)
onde ¢y ¢ uma constante de normalizagao.

Desse modo, as derivadas de v (Z,t) serao dadas por

5 () = —wh (Tt (5.18)

gt (T) = —kFy (Z.1). (5.19)
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Usando as Eqs. (5.18) e (5.19) na Eq. (5.16) temos

(—0® + k2 + B2+ k2 + M) (3) = M (£) - —w® + k2 + k7 + k2 + M? = X (5.20)

Agora, vamos requerer que as autofungoes na Eq (5.17) sejam ortonormais, ou

seja,
/ dk, / dk, / dk, / duwp (Z,) * (T 1)
—00 —00 —00 —00 (521)
=6(t—t)o(x—a2)o(y—vy)d(z—2").
Mas,
Y (Z4) (T ) = |eo* et eihele=2D) otky =4 gin (K, 2) sin (k,2'). (5.22)

Desse modo, usando a Eq. (5.22) na Eq. (5.21)
/ dk, / dk, / dk. / d) (T,6) 0" (7 1)
= /Oo dk, /C>Q dk, /Oo dk, /Oo dw |co|” e @t gitkel@=2oiky W=Y) gin (K, 2) sin (k,2)

= |col? 278 (t — t') 276 (x — 2) 276 (y — i) 76 (2 — 2)
= |co]? 870 (t —t) 6 (x —2) 6 (y—y) 6 (2 — 2),

portanto
2 _
leol” = 8’
e escolhendo ¢y como uma constante real,
1
€= 23m2 (5.23)
Assim, Eq. (5.17) se torna
= 1 —iwt tkex ik :
v (Tt) = S3zaC e ™Y sin (k,z). (5.24)
s

Agora, para calcular o propagador de Feynman usamos a relagao [23]
Gr (B4 7 4) = —i / dn / dk, / dk, / dk. / dwe™ ¥ (T,8) v (7 4) . (5.25)
0 —00 —o0 —00 —o0
De fato, sendo que o propagador de Feynman deve satisfazer a equagao [19]

(00 + M?) Gp (F17 ) = =6 (T — &) 5 (t— 1), (5.26)
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onde O, indica o d’alembertiano com relagao ao #. Agora, usando as Eqs. (5.16), (5.21)
e (5.25)

(00 + M?) Gp (T2 1) = (0, + M?) [ 2/ dn/ dk;/ dk:/ dk.
< [ O:O duwe= 1) (T,) * (7 ,t’)}

:—z/mdn/oo d/%/oo dky/oo dkz/oo dw
0 —00 —00 —00 —00

x e (0, + MP) [0 (T) 0" (7))

:—z'/oodn/oodkz/oodk;y/oodkz/oodw (5.27)
0 —00 —00 —00 —00

x e (Og + M?) ¢ (F8)| & (1)

:—@'/mdn/w dkm/oo dk;y/oo dkz/oo duw
0 —00 —0o0 —00 —0o0
e N\ (Z,8) ™ (2 )
— (T )5 (t—1) / " dpe M,
0

/ dne = [~ dylim e “E)"(A ie) = limi [~ d (—id =€) e

0

= lim je "~ 6)” = —3.

e—0

0

Assim, a Eq. (5.27) se torna
(O + M) Gp (8 #) = —i6 (F— &) 5 (t —¥) (i) = =0 (F— &) 6 (t — 1),

estando de acordo com a Eq. (5.26).

Agora vamos prosseguir com o calculo do propagador. Usando as Egs. (5.20) e
(5.24) na Eq. (5.25) temos

Cr (Z4: 21 :—2/ dn/ dk/ dk/ dk/ dwe N (T,) " (71')

:—i/ dn/ dkx/ dkzy/ dkz/ dw
0 —o0 —0o0 —o0 —o0

i(w2+k§+k§+k§+M2)n23:;4€—iw(t—t/)€ikx (2=a’) yiky(y=y')

x sin (k,z) sin (k,z") (5.28)
=— 23;4 /OOO dne="M* /O:O dk,e~*2 sin (k.z)sin (k.2")

» /OO diei =i (t—t) /OO dli, e~ kEntike (=)

> ik2n-+iky (y—y'
> / dk, e~ kvt y(y—=y)
—00

X e



Capitulo 5. Quantiza¢do do campo escalar em 3+1 dimensées na presenca de uma fronteira 31

Mas,

/OO exp (iam2 + ibx) dr = /

wepr\/ﬁﬁ \/_a> o

b2\ oo ib \°
= exp <_4a> [mexp [(\/Ez—l— 2@) ] dzx.
Fazendo Viaz + (ib) / (2%) = Viap . dx = dp
&0 . 9 . ’lb2 o0 - 2
/ exp (za:v + sz) dx = exp ~1a / exp [(\/ﬁp) } dp
ib? o0 , ib?
= exp (—4@) /_OO exp (zap ) dp = exp ( 4@) _—m,

para Im (a) > 0. Desse modo,

o . 4 / (F — )2 , (t—1t
dwezw2nfzw(t7t ) — exp |— ! ( ) ﬂ— = em/4 exp 7> —7 (529)
— 4n —) N

/ dk, efzkszrzkz z—zx') = exp [ LL’ — ] T
V =i (=n)
:e—iw/4exp [ z—a') 1 \/?

(5.30)

d

analogamente para k.

Entao, a Eq. (5.28) se torna

Gr (T t; 2 ) =

237r4/ dne="M* / dk,e~* 2 sin (k,2) sin (k,2')e "™/

Xexp{l[(x_x) +(y—y) —(t—t’)}}<ﬁ>3/2

4n n

—327r/4

T 93.5/2
/ dnn =3/ exp {—i (k:ﬁ + MQ) n
i[@— o)+ -y — (@~ )] } (5:81)

/ dk, sin (k.z) sin (k.2")

+

4n
73171'/4

237r5/2/ dk, sin (k,z) sin (k,2")
dnn~ —i (k2 4+ M?
></0 m eXp{ @( 24+ M?)

o [77 n (t—t)" ;;fkgiz\;—) (v — y')Q] } .
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Para resolver primeiramente a integral em 1 vamos usar o resultado (veja Eq. (3.471.11)
da Ref. [24])

“ (az + i)] = imp exp (—20) HY (B),

> d v—1
/0 T €Xp B

para Im (p) > 0 e Im (8%n) > 0, sendo H(,l,z (z) as fungbes de Bessel do terceiro tipo.
Portanto, com v = —1/2, u = —2(k* + M?) e

p_ = ==y =y Jit =1 — (@ -2~ (y —y)’
(k2 + M) B 2, /K2 + M2 |

teremos

e e e

o l@ e y')zl‘”“ o (1)

4(k2+ M2) 4
1 (t— t/)Q — (z - x,)Q —(y— ')2 2 2
T = S ] e

—-1/4

x 1, [ =0 — =2~ -y P ]

Assim, a Eq. (5.31) se torna

Y "2 N2 —1/4
Gr (B4 ) = [(t—t) —(x— ) —(y—y)}

Bk 1
x [ e sin .2)sin (k.) (2 + ) (5.33)

X H{}; {—\/(t — ) —(z—a) = (y— )\ k2 + M2] :

Usando que (veja Eq. (5.7.5) da Ref. [25])

HO (i2) = — K, (=),

. v
7T11+V

onde K, (z) é a funcdo de Macdonald ou fungao de Bessel modificada de terceiro tipo.



Capitulo 5. Quantiza¢do do campo escalar em 3+1 dimensées na presenca de uma fronteira 33

Desse modo, a Eq. (5.33) fica

_1/4
L [t=t)—(z—2) - y—y)
=4
Gr (Zt; 2t =533/ [ 1

X /OO sin (k,z) sin (k,2") (k:g + M2)1/4
2 :
X WKI/Q |:’l\/<t - t/)g - (I - I,)2 - (y - y,)QW} dkz (534)

1 2 2 21—1/4
=S5237250 (=) = (@—2)" = (y— )]

X /Oo sin (k,2) sin (k,z') (k? + M2)1/4

—00

x K13 [z’\/(t P —(r—a) = (y— )R + MQ} dk..

E agora, temos a relagao trigonométrica

cos [k, (z — 2)] — cos [k, (z + 2)] ‘

sin (k,2)sin (k,2') = 5

Portanto, também usando que o integrando é uma funcdo par com relagao a k,,

1 2 2 2
N / / /
7t)_23/2i3/2775/2 {(t_t> —(l'—l') _(y_y) ]

X {/OOO cos [k, (z — 2')] (k:g + M2)1/4

x Ko [t =00 = o =) = -y PR M) ke (5.39)

—-1/4

8L

GF (f7ta

- /OOo cos [k, (z + 2')] (/{:3 + M2)1/4

XK1 o [z\/(t P —(r—2) = (y— )+ M2)] d/cz} .

Vamos usar que (veja Eq. (6.726.4) da Ref. [24])

/OOO (952 + 52):FV/2 K, (a\/m) cos (cx)dx :\/Zcﬁ’“bl/ﬁ” (a2 + 02) /2174
X Kiy_1/2 (bv a? + 02) ,

para Re(a) > 0, Re(b) > 0 e ¢ real. Finalmente, a Eq. (5.35) se torna, tomando o sinal
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positivo e sendo v = 1/2, a = 2\/(15 — )Y — (-2 —(y—y), b=Mec=z2+2,
R 1 2 2 21-1/4 T
Gr (Tt 7t = 53/2;32,5) [(t —t) = (=2 = (y—v) } \/;
51172
W=ty — @y —-yp| M
Al =2V + -y = =7 + (= )]

X Ko My =P+ =y = (= )+ (= )]

X

—-1/2

L I ey ) RS s

<K [M\/(x P (y—y) — (- )Pt (2 zfﬂ } (5.36)

T 222]\7/:2 {(w - I,)2 + (y — y’)2 —(t— t,)z +(z— Z/)z}—1/2
e [M\/(x —a) =y - =)+ (2 - z’)Q]
iM iy

+

P =Pt ]

x K, [M\/(x — o)+ (y—y) =t —t)+ (2 + "")2}

=Gy (T 7 )+ GR(Z 2 ),

onde
Go(B:7) = = g [l = ') o (y =) + (s = ) = (= )] -
X K_4 [M\/(m — 2V y—y) (2= 2) = (t— t’)Q] :
CR@ELT M) = — g [ =P+ (y =y P+ (4 20 = (= 1] .

X K4 {M\/(x — )+ -y + (2 + ) —(t - t’)z} :

Temos que o termo Gy (Z,t; @ ,t') é devido ao viacuo de Minkowski, na auséncia da
fronteira, e G (Zt; ') é o propagador renormalizado, devido & presenga da fronteira.
Agora, temos que (veja Egs. (5.7.10) e (5.7.12) da Ref. [25])
K ,(2)=K,(2)
K, (z) = ;(n —1)! (;>—n7 z2—0, n=1.2,.,

portanto,

K1 (2) = K1 () ~ ; <;)_1 SN (5.39)

Fazendo M\/(x — 2V + (y—y) + (242 = (t—t) < 1em Eq. (5.38)

GR (47t = (@=2) 4y —y)+(z+2) = (t—t)] - (5.40)

[

(2m)
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Finalmente, a relacao entre o propagador de Feynman e o de Hadamard é dada
por .
Gr (@t T H) = —G (D47 1) — %G(l) (Tt 2 1) .
Temos ainda que, neste caso, o termo G (Z,t; Z,t') serd nulo (veja Apéndice A),
portanto
G (T ) = —fGF (Tt 1), (5.41)

Finalmente, usando Eq. (5.40) e tomando o propagador renormalizador,

2
GO (@@ ) = 2GR (@7 1)
7
1 (5.42)
272 [(w — )y —y) (22— (- t’)ﬂ '

Assim, obtemos um resultado de acordo com a Eq. (5.15).
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6 Comportamento de uma particula escalar
carregada proxima a uma fronteira perfei-

tamente refletora em 3+1 dimensoes

O movimento de uma particula teste de massa m e carga g interagindo com um

campo escalar ¢ (Z,t), no regime nao relativistico, é dado por [26, 16]

di
md—;} = gV (). (6.1)

Se nos restringirmos nosso estudo ao caso onde a posicao da particula nao varia

apreciavelmente no tempo [8, 10], a velocidade da particula sera

p— 99 /Td)(:z-‘,t) dt. (6.2)

m ox; Jo

Dessa maneira, o valor médio da i-ésima componente da velocidade da particula

= (Olo) = = £ "o @y an (63

m Ox; Jo

Portanto, sendo o estado de vacuo definido por a|0) = 0, o que implica que
{a) = (0] a|0) = (0] a' |0) = 0. Assim Eq. (6.3) se torna

(v;) = 0. (6.4)

Agora, da Eq. (6.2), podemos escrever v? como

(o . O [T imy g
V2 z% (8%/0 ¢(x,t)dt> (ax‘/o qb(:c,t)dt)

_92 0 T - 0 T 1 41 /
-L (ax,-/o ¢(x,t)dt> [ax{/() qb(:c,t)dtLl E

3 =T

Agrupando as derivadas e integrais,

V2 = g [aml 5 / / ,t’)dtdt’] -

Mas para que v? seja um observavel, portanto Hermitiano, devemos escrevé-lo

como

o= 2{ 5o 0 / / ,t’)+¢(f’,t’)¢(f,t)]dtdt’}ﬁ R

T =T
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E o valor esperado no vacuo seréa

(w2) = 2fn g { Sa 0 / / t’)+¢(f’,t’)¢(f,t))dtdt’}ﬁ_q

2?7@2 laxzax / / GO (T )dtdt] -

=

onde G (#t; #,t') é o propagador de Hadamard [19].

Desconsideremos a contribuigao de vacuo em Eq. (6.5), pois esta nao causa efeito

no movimento da particula teste [27]. Entao, usando também Eq. (6.4),

(B0 = i)~ =y = g | 20 [ 6 eyt (60

==

Usando Eq. (5.42)

2

<<Avi)2>: 477.3271'2{8(@81’ / dt/ '

- (6.7)
x|@—a)+@-y)+(+2) =t —t)] }

=T

Antes de prosseguir vamos demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 6.1. Seja f (z,y) uma fungao da forma f(z,y) = f (|z —y|), entdo
/ / x,y) dedy = 2/ (1 —w) f(w)dw. (6.8)

Demonstragdo. Vamos introduzir as novas coordenadas dadas por

1 1
E(ZUJF?/), v:ﬁ(x—y).

u =

Dessa maneira, as coordenadas x e y sao escritas como

r= (), Y= (-0,

e o Jacobiano serd
Oz Oz 1
ou  Ov V2 V2

Entao, usando a mudanca nos limites de integracao ilustrada na Fig. 6, temos que

/ / f(zy dxdy—/ / f(lz—y|) dxdy—/z//\;/lfT . \/_|U]>dudv
= /T/ﬂ (Var —21u]) £ (VZI0]) do.
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Usando o fato de que a fungao médulo é par,

7'/\/5
) dxd V2r —2v|) f (V2 ]v]) dv
T o e O

=2 /OT/\/5 (\/§T — 21}) f (\/ﬁv) dv.

Agora, seja w =z — y = v/2v .". dw = \/2dv, entdo, Eq. (6.9) se torna

// T,y dwdy—2/ \/_t—\/_w> —_2/ (t —w) f (w)dw.  (6.10)
O
Y v
T - u=|v
T/\/§ _————
=7 +y),v=7@-v) u= 27 —[v|
T t p . U
NG -

Figura 6 — Mudanca nos limites de integracao.

Assim, usando o Teorema 6.1, a integral tipica da Eq. (6.7) fica reescrita como

:/Tdt/Tdt’[at(t—t'r _2/ aZ:;
S I

onden=t/aea?=(x—a)V+y—y) +(z+2)".

(6.11)

Agora, com o objetivo de contornar as divergéncias em 7 = 1 na Eq. (6.11), seja
1=6 /7 dn T/a /T dn

I Y I N

= ) a 1—772+1+5 a 1 —n? (6.12)

dn 1 podnp 1 dn 1 ‘1—1—7}
= —— =—-In|——

Mas

(6.13)

1—n2 2) 14972/ 1—9p 2 |1—9/
€
d 1 —2n)d 1
[ L C2n)dn _ L) (6.14)
1—n 2 1—n? 2
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Entao, Eq. (6.12) se torna
Iy =11 2_5+11[1 (106" +5-1 T/“+1+11[(/)2 1]
=—1In —In|l1—-(1- —1In —In a)” —
"o |8 |2 % |rja—1| T2 1T
T 2+5 1 )
— 5o In| = ‘—2111[(14—5) - 1.
Fazendo 0 < 1
T 2\ 1 T |T+al 1 |7*—a?
Is~—In(=)+=In(20) + —1 —1
’ 2an<5>—|—2n( )+2an7—a+2n a?
. (6.15)
™ (2) 11 (26) T T+a +11 T —a
——In{=)—=In =—1In —In
2a o 2 2a |T—al 2 a?
Comparando as Egs. (6.11) e (6.12) temos
2 _ 2
L=2liml;= 2|0 |2 (6.16)
30 a |T—a a?
Portanto, pela Eq. (6.7)
21 (0 0 |7, |7T+a 72— a?
Avy)? _—<9) - 7 1
((Avi)) mm/) 4 | 0x; 0z} | a t T—a +n a? o
(g)21 0 [0a O T T+a —l—l 2 —a?
=—(—=) - — |(—In n
mm/) 4 | 0x; |0x,0a \a |T—a a? -
<g>21 0 f)a( 7, T—l—a)
=—|—) = ——1In
mm/) 4 | 0zx; |0z, \ a® |T—a .
g \?1[ 0% ( T T+a>
—_ (2 —1 6.17
<7rm> [8:@-8% 2 T —a (6.17)

4
da da O (_Tl
Ox; 0z} da \ a? "

__<9)21 0a <_Tln )
B mm/) 4 | 0x;0z] \ a?

da Oa 27'1 T+a 272
a?(r?—a?)| ).

+8xi ox; T—a
N2 N2 n2]1/2 .
Mas relembrando, a = {(aj -2+ y—vy) +(z+2) } . Assim, para v,,

+

..

T+a
T—a

a3

o _ 00 _ 2tz 0 _ 1 _ (42
0z 02— a 0207  a a

Entao, fazendo ¥ = & temos a = 2z, a Eq. (6.17) se torna

(e == (L)'5 {41 [C - 3)] - <_4>} (618)
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Analogamente, para v,,

2
da _ _ da __ x—2a' a1 + (x—:c’) .
or 0 a ° O0x0x a a
Portanto ) 52
n_ (9 \V_ T H_Z)
(Awe)) = (ﬂm) 6423 i [(T — 2z ] (6.19)

A expressao para v, ¢ idéntica a expressao para v,, por isso, agora iremos separar
as componentes da velocidade em componentes paralela v = v, = v, e perpendicular
vy = v, a fronteira. Podemos entao ilustrar as relacoes entre as dispersoes de v, e v com

a razao T/z, apresentadas nas Fig. 7 e 8, respectivamente.

(Av)*) m?2*/g?
0.02/

0.01F

: : : ‘ — T/Z
N
-0.01¢

-0.02 ¢

-0.037

Figura 7 — Comportamento da dispersao da componente v, .

Podemos verificar a existéncia de duas divergéncias nas Eqgs. (6.18) e (6.19). A
primeira delas é em z = 0, que é devida a fronteira de Dirichlet [6], e a segunda é em
T = 2z. Na proxima secao tentaremos eliminar tais divergéncias com o auxilio do processo

de transicao descrito no Capitulo 3.

Outro comportamento que pode ser estudado é o de (Avi)Z para 7 > 2

2 g’ g’
(Avr)) ™ = st gm0 (6.20)
e
2 7 7
((Av”) )~ C8m2m2z22 6m2m2r? (6:21)

2
E também podemos notar que para z — oo, (A?)L)2 = (Av”) = 0, como deveria
ser, ja que corresponde a situacao em que a particula ndo interage com o campo modificado

pela presenca da fronteira.
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<(Av||)2> m2z%/g*

-0.005¢|

-0.010¢

-0.015¢

-0.020

-0.025¢

-0.030

-0.035|

Figura 8 — Comportamento da dispersao da componente vj.

6.1 Processo de transicao

Nessa se¢ao refaremos os procedimentos anteriores mas introduzindo as fungoes de

transigdo, como na Eq. (3.2).

Primeiramente, introduzindo a fungao F™ (t) em Eq. (6.7) teremos

2

(B0, = =5 { [t [~ a1 FO )

472m2

e R AUR AR e e I

=T

(6.22)
X

onde o subindice n indica que esta sendo utilizada a funcao F™ (t). Relembrando que

Cn

F™ (t) = —"—-, 6.23
0= 4] (6.23)
com ¢, = (2n/m)sin 7/ (2n)].
Mas
e g R AR O
_ { 8(z+2)°
(=2 + =y + (2 = (= 0]
(6.24)
_ 2
(=P + =y + G+ =) |
3222 2
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e

(o 2l + =P+ G+ =]}

—
xr'=x

F(z 42— (t— t’)2]3

(6.25)
N 2
[@—a) + -y + G+ — -] }
2

422 — ¢ — )2

Usando as Egs. (6.24) e (6.25) na Eq. (6.22), sendo <(Av||)2>n = ((Av,)?), =
((Avy)2>n e ((Avy)?), = ((Av,)?) , obtemos

2 2
Avy)?), = 5 i
(( )7 n 477 m2 / / { 452 t/)ﬂ [422 —(t— t’)ﬂ } (6.26)
dt dt’

L (7 (T

X

dt dt
Av = . )
<( H) 47T2m2 / / 42;2 _ t,)z]Q 1 I (%)2 1 n <2t’)2 (6 27)

Usando a Eq. (4.16),

2

g n n
<(AUL)2>n = 47T2m2 [16 2I£0)023 ]i,o)ozz}

g%cy? w s 12n—1 1622 (7'/2)_42

- 2m2 2 2.2 Un Pan{ 2 2 213
Ammint 20 (2202 (2/7)" = (np — ¥ng)’]

) (r/2)22 }

[(22)° (2/7)% = (Ynp — ¥ng)’]
29 2¢,2 nzlontl 6422/7'2

= 2,92 Vnpn,g 5 513 .
minirt & & { (@27 = Yy — Yug)] (6:28)

1
((42/7)2 = W — 00| }
| 2g%c,? R 4(4z/7)" = (42/7)° + ($np — Yng)’
=T 9. 922 Vnpn,g 2 : 213
meneT pzo = [(42/7)> = (np — ¥ng)’]

_ 2% &R 3(42/7)" + (Ynp = Yna)”
m2n27—2 PZO qzn Q’D p¢ e {(42/7')2 - (djn,p - wn,q)ﬂg ‘
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(0., m?2?

] = = T/2
assigecczazanas Bimmmmmmanmn= 40 /
_____ n =
-0.05}
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Figura 9 — Dispersao da componente v, , dada na Eq. (6.28), para diferentes valores de n.

Para a componente paralela,

2 g26n2 (n)
<(AUH> >n = _47T2m217,0022

B g2cn2 T 2 2 2n—12n—1 2¢n,p¢n,q
= T (n) <7) pZ::O (;L {(42/7)2 — (e — ¢n7q)2}2 (6.29)

_ 29 Cn2 il ¢n,pwn:q
 m2n2r? pZO qz;l [(42/7')2 — (Ynp — wn,q)Q}Q‘

Nas Figs. 9, 10, 11 e 12 estdo apresentados os comportamentos de ((Av,)?) e
((AvH)Q), dadas pelas Egs. (6.28) e (6.29), respectivamente, onde a curva “Subito” cor-
responde ao processo tomando uma medi¢ao instantanea, cujas solugoes sao dadas pelas
Egs. (6.18) e (6.19).

Note que, pelas Egs. (6.20) e (6.21),

lim ((Av)?) = lim ((Ay)))) = — L. (6.30)

T—00 T—500 Sm2m?222

Comportamento este que nao se repete quando introduzimos a funcao de transicao.
Segundo as Egs. (6.28) e (6.29), quando tomamos 7 > z, temos ((Av,)?), o 1/7% e
((AvH)Q)n o 1/7%, portanto, lim (Avy)?), = lim ((Av||)2>n = 0. Isso é devido ao fato
de, segundo a Eq. (3.6), termos 7; o< 7 para um n fixo, por isso, tomar 7 — oo faz com
que, consequentemente, tomemos também 7, — 00, 0 que corresponde a um processo de
transicao tao lento quanto queiramos. Portanto, ao fazer uso da funcao de transicao FT(”)
e também tomando 7 — oo, temos que a introducao da fronteira no sistema ocorre de

forma tao lenta, que esta nao causa influéncia sobre o movimento da particula.

Agora vamos introduzir a fungao F; , (t) em Eq. (6.6), assim

32 g / 1) f= 4. =t g2 /
(B)),, = 5 [ Sl / / SO EL ) GY (77 ) dtdt |, (6.31)

=T




Capitulo 6. Comportamento de uma particula escalar carregada préxima a uma fronteira perfeitamente

refletora em 3+1 dimensédes 44
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Figura 10 — Dispersao da componente v, dada na Eq. (6.28), para diferentes valores de
n.
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o Subito

Figura 11 — Dispersao da componente v, dada na Eq. (6.29), para diferentes valores de
n.

onde o subindice 7 indica que estamos usando a fungao de transicao F;, ; (t).

Usando a representacao de Gg) (Z,t; @ t') dada na Eq. (5.14)

(o), =g [ [P 0 F @)

1o
/ e~ =) gin (k) dk | dtdt’
2120 Jo

2 o 01 = |
—ﬁ [ / dk sin (kn)

/ / FTS,T Ts T (t,) G_ik(t_t/)dtdt/] .

x Re [—
=T (6.32)

ox; 8:6 n
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Figura 12 — Dispersao da componente v, dada na Eq. (6.29), para diferentes valores de
n.

Mas temos que (veja Apéndice B)

[ee) o) ) , 2 —2kTs
/ / Fy . (8) Fro () e gpay = 2 5 (1= cos (k7)) (6.33)
Entao, da Eq. (6.33),
2 —2kTs
g 0 01 [ ) e kTS
<(Avi)2>fs =55 {8:5037(77/0 dk sin (kn) = [1— cos (kT)]}ﬂ K (6.34)
Seja
]2 _ /oo Mdk _ l /oo (ezak o e—zak) e—bk ”
0 k2 21 Jo k2 (6.35)
1 0o »—k(b—ia) 1 0o p—k(b+ia)
= k= o [T
21 Jo k? 21 Jo k?
Fazendo A = b +ia, para Re (\) > 0,
) e—)\k ) 00 e—)\k ) © e~ o ) 00 =« )
/0 ok = liny [ S dk = liny [ (a)”:xg% [ S da = Alm T (—19),
)

onde I' (o,z) ¢ a fungdo Gamma Incompleta [28].

Com o auxilio do software Mathematica obtemos que a expansao de I' (—1,\e)
para e < 1 ¢é
1
I'(—1,he) %}\——1+7+1n6+1n)\, (6.36)
€

onde v = 0.577216 ¢é a constante de Euler-Mascheroni.
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Dessa forma, Eq. (6.35) se torna

I = ;llgn{(b—za)F[—l,(b—ia)e]—(b+ia)F[—1,(b—|—ia)e]}
:;ilii%t+(b—ia)(—1+7—|—1ne)+(b—ia)1n(b—ia)
—i—(b—l—m)( 14 +1ne) — (b+ia)In (b + ia)

(6.37)

1. . b—ia ‘ ) N
:2711_{% [Zm(l—fy—lne)—i—bln <b+z’a> —mln(b +a )]

1
= —lim [Qia (1 =+ —Ine) — 2ibarctan (Z) —idaln (b2 + az)}

27 €—=0

1 PV _ ay_a 2, 2
_11_1)%{@(1 v —Ine) barctan(b) 21n<b +a)}.

Finalmente, usando que 2 sin (kn) cos (k1) = sin [k (n 4+ 7)]+sin [k (n — 7)], Eq. (6.34)

se torna
2 —2kT,
2 g 0 01 /00 . e
((Avy)%) .. = 52,3 {6@ ol dk sin (kn) 2 [1— cos (/’{;7’)]}5/:f

2 —2kr,

___ 9 Jo o1 R

=~ 533 {8331 o1 1_{% ~ dksin (kn) 12 [1 — cos (k)] L
2 1 —2kTs

_ 9 0 0 / dksm

om2m? | Oz, oxin HO
00 72]@7’5
_/ dksm(kn) coksz(k:T) ]}

2

g 0 01 n
= St {axz gy (1= =)~ 2rarctan ()

1 1 1+TY (638
_iln(n —|—4Ts>—2{(77—1—7')(1—fy—lne)—27'sarctan<273> (6.38)

{ —1—47} (m—71)(1 =~ —lne)
—27, arctan < > T) In [(77 -7+ 4752] }}
) =7
g 0 8 Ts n n+T7
= ~ 523 {8% o { { 2 arctan (27_8) + arctan ( or
tarctan (LT | - 1lm (772 + 47’2> + (n+7) In [(77 +7)° 4 472}
27, 2 N 4n s

+(”;7T) I [(5 —7)? + 477] }}

edd

xr'=x
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Figura 13 — Dispersao da componente v, , dada na Eq. (6.39), para diferentes valores de

re

Efetuando as derivadas e igualando os pontos obtemos as seguintes dispersoes,

g° 47223 (12 — 42% + 127)

Av, ) =— —
(BoL)-, 32m2m?2z3 { (22 +72) {(7’ — 22 4 47'82} {(7’ +22)° + 4732]
2z — 2
— 87 arctan (z) + 47, {arctan ( 22 T) -+ arctan ( Z2+ Tﬂ (6-39)

Ts Ts Ts
AT2 + (T + 22)°
A2+ (1 —22)°| )~

+71In [

2 2 9,
((Av”) >TS :m {87'3 arctan (2) — 47y {arctan ( 227'3 T)

22471 472 + (1 — 22)°
+ arctan ( )] +71ln ARE
275 472 + (T + 22)

(6.40)

Nas Figs. 13, 14, 15 e 16 estao apresentados os comportamentos de ((Awv,)?)
2
e ((AUH> ), dadas pelas Egs. (6.39) e (6.40), respectivamente, onde a curva “Sibito”

corresponde ao processo de introducao subita da placa, cujas solucoes sao dadas pelas
Egs. (6.18) e (6.19).

Note que TliLnO <(Avl)2>% = ((Av))?) e Thino <(AUH>2>TS = ((AUH)Q), como deveria
ser, ja que corresponde a situacdo em que a introducao da placa é realizada de forma
repentina.

Outra analise que podemos fazer é o comportamento para um tempo de transicao

tendendo a infinito,

lim ((Av))®). = lim <(Av”)2>TS —0, (6.41)

Ts—+00 s Tg—>00
o que indica que, se a interacao entre a particula e o campo modificado pela presenca da

fronteira for de forma tao lenta quanto queiramos as dispersoes da velocidade da particula
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_____ Ts/z2=1  ememe=13/2=0.1
Subito

-0.03

Figura 14 — Dispersao da componente v, , dada na Eq. (6.39), para diferentes valores de
Ts.

- T/z
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-o0t0f N
-0.015
----- Ts/2 =1
-0020- V¢ .. -7,/z=0.1
P | — 7./7 = 0.03
Subito
~0.030

Figura 15 — Dispersao da componente v, dada na Eq. (6.40), para diferentes valores de
Ts.

serao nulas. Essa conclusao pode ser verificada tomando o limite 7, — oo na fungao de

transicao Fy, . (t), tendo que a fungdo de transicdo se torna nula para todo t.

E por ltimo,

. 2 9 2 <
lim ((Avy)), = ~ St [— i 27, arctan (7'3) + 231 , (6.42)

2

[Ts arctan (Z> — z] : (6.43)

Ts

lim ( (AU||)2>TS

A = Somis
portanto, mesmo que o intervalo de interacao dure um tempo muito grande, a velocidade
da particula terd uma dispersao diferente de zero. Note ainda que, se fizermos 7, — 0
nas Egs. (6.42) e (6.43) retornaremos as Egs. (6.20) e (6.21), e que para 7, — 00 nas

Egs. (6.42) e (6.43) teremos que ambas as dispersoes se tornam nulas, como ja constatado
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Figura 16 — Dispersao da componente v, dada na Eq. (6.40), para diferentes valores de
Ts-

anteriormente. Temos ainda que, para a componente paralela, a dispersao fica limitada
entre valores obtidos no caso subito e o valor nulo, obtido para a primeira funcao de
transicao Ja para a componente perpendicular esse comportamento nao se repete, temos
que novamente o caso subito é o limite inferior, entretanto a dispersao apresenta um valor
maximo e depois se torna nula assintoticamente. Tais comportamentos estao ilustrados
nas Figs. 17 e 18.

((AU”> 2>Ts m2z2/g2

Ts/z
-0.002 1
-0.004 ¢
—-0.006 1
-0.008 f
-0.010

-0.012

2
Figura 17 — Comportamento da dispersao ((AUH) ) para T — oo.

Note ainda que, quando foi usada a funcdo de transicao FT("), obtemos que ao
tomar 7 tendendo a infinito, teremos ambas as dispersoes nulas. Esse comportamento é
justificado com o fato de que com o uso dessa fungao de transicao temos 7, & 7, 0 que

implica que, ao tomar 7 — 0o, tomamos consequentemente 7, — oo, fato este que nao se
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Figura 18 — Comportamento da dispersao <(AUJ_)2>TS para T — 00.

repete na funcao de transicao F., .. Para reproduzir este resultado também com o uso da
segunda funcao de transicdo podemos fazer 7, = a7, impondo que 7, seja proporcional a

7, com constante de proporcionalidade «. Desse modo, ao tomar 7 > z teremos

g% (14 1202)

Av,)?) &~ , 6.44
<( J—) >7'5 247T2m2 (Oﬁ + 4053)2 7_2 ( )
¢ 2 (1 4 120?)
2 g + 12«
<(AUH) > ~ — 5 5 02 o (645)
Ts 24m2m? (o +4a)" 1

Portanto, ambas solugoes serao assintoticamente nulas, como obtido com a funcao

de transicao F(™.
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7 Conclusoes

Neste trabalho examinamos o comportamento de uma particula teste sob a in-
fluéncia das flutuagoes de vacuo de um campo escalar sem massa em 3+1 dimensoes na
presenca de uma fronteira perfeitamente refletora. As dispersoes da velocidade da parti-
cula foram calculadas usando dois modelos distintos, um usando o processo de transicao
stubito e o outro usando processo de transicao suave. No caso onde o processo subito foi
considerado as dispersoes apresentaram duas divergéncias. A primeira delas em z = 0,
relacionada & fronteira de Dirichlet, e a segunda em 7 = 2z. Ambas as divergéncias es-
tao ligadas a idealizagdo na descri¢ao do sistema, onde consideramos que a interagao da

particula com o campo modificado pela presenca da fronteira é iniciada subitamente.

O uso da transicao suave regularizou completamente tais divergéncias, como pode
ser notado nas BEgs. (6.28) e (6.29) para a primeira funcdo de transicio F\ e nas
Egs. (6.39) e (6.40) para a segunda funcao de transicao I, ,. Entretanto, no limite onde
o intervalo de interagao é muito longo temos que, ao passo que usando a primeira fungao
de transicao temos ambas as dispersoes se tornando assintoticamente nulas, temos que
ao usar a segunda funcao de transicdo, ambas as dispersoes se tornam uma constante
que depende de 7,5, como determinado nas Eqgs. (6.42) e (6.43). Essa diferenca nos com-
portamentos das dispersoes esta ilustrada nas Figs. 19 e 20. Note que, das Egs. (6.42)
e (6.43), teremos que fazendo 7, — 0 iremos obter valores residuais para as dispersoes
iguais aos valores obtidos quando fizemos o processo de forma siibita, como deveria ser.
Por outro lado, fazendo 7, — oo, obtemos valores residuais nulos em ambas as dispersoes,
correspondendo ao sistema onde a transicao se da tao lentamente quanto se queira, fato
este que estd relacionado com a conservagao de energia [7]. Além disso, foi analisado o
sistema com o uso da segunda funcao de transi¢ao e fazendo 7, proporcional a 7, e, como
obtido na primeira func¢ao de transicao onde esse comportamento ocorre naturalmente, ao
fazer T tendendo ao infinito, obtemos que ambas as dispersoes se tornam assintoticamente
nulas, estando de acordo com a hipdtese desse fato estar relacionado a conservagao da

energia.

No sistema em 141 dimensbes também foram encontradas as divergéncias em
x = 0 (posicdo onde a placa estd localizada) e em 7 = 2z [16]. Foi estudado que, neste
caso, a introdugdo de uma flutuagao na posi¢do da placa foi suficiente para curar tais
divergéncias [23]. Além disso, considerando que a interacao entre a particula e o campo
modificado pela presenca da placa nao ocorre de forma sibita, isto é, introduzindo uma

fungao de transigao, foi mostrado que as divergéncias também sao regularizadas [29].

A regularizagao ocasionada pela fungao de transi¢ao encontrada nos casos em 141
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Figura 19 — Dispersao da componente v, .
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Figura 20 — Dispersao da componente vj.

ou 3+1 dimensoes também acontece em 2+1 dimensdes [29]. Fato interessante que pode
ser ressaltado nesse caso é o comportamento nada usual do propagador de Hadamard. Foi
mostrado que para o campo escalar em 241 dimensoes na presenca de uma fronteira em

x = 0, o propagador de Hadamard renormalizado é dado por
1 0@ +a) +y—y) - (-t
a4y —y) 1)’

causando também um comportamento inesperado nas dispersoes das velocidades de uma

GY (@t ) =

9

particula teste préxima a fronteira [29].

Agora, retornando ao caso da particula interagindo com um campo escalar em 341
dimensoes quando somente os efeitos quanticos sao considerados, temos que o valor médio
da energia cinética da particula, dado por (K) = m ((UH2> + (v, %) /2), pode assumir

valores negativos. Entretanto, devemos ressaltar que os resultados encontrados foram
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obtidos tomando os propagadores renormalizados, ou seja, descartando o termo devido
ao vacuo de Minkowski. Portanto, obter um valor negativo nas dispersoes da velocidade
indica um efeito de sub-vacuo, i.e., uma supressao da incerteza da velocidade da particula
comparada ao vacuo de Minkowski. Assim, obter uma quantidade negativa para o valor
médio da energia nao deve ser entendido como resultado problematico. Neste trabalho foi
usado um modelo simplificado para o sistema, onde tomamos que a posicao da particula
nao varia apreciavelmente no tempo. Se tomarmos um modelo mais realista, mesmo com a
particula inicialmente em repouso, temos que ha uma interagao classica entre a particula
e a parede refletora, fazendo com que a particula se mova perpendicularmente com relagao
a placa. Este movimento traz um novo termo a energia cinética da particula, um termo
estritamente classico, que deve levar a um valor positivo para a energia cinética total da

particula. Este ¢ um assunto que merece uma investigacao mais detalhada.

Por fim, podemos apontar alguns estudos que podem ser realizados posteriormente.
Observe que ao introduzir a interagao classica entre a particula e a placa, teremos uma
aceleragao ocasionada no movimento da particula, assim, para tratar um modelo mais re-
alista, deveremos considerar também possiveis efeitos de radiacdo. Outro calculo que pode
ser feito é determinar o valor das dispersdes na posicao da particula, podendo verificar
se a exigéncia feita no modelo, de que a posicao da particula nao varia apreciavelmente,
é satisfeita. Também é possivel alterar as condi¢oes de contorno do sistema, aplicando
condi¢oes de contorno de Neumann, ou até mesmo condi¢oes de contorno de Robin. Para
tornar o problema mais realista podemos estudar ainda o caso relativistico, alterando as
equacoes de movimento da particula. E por fim, um estudo interessante nessa area seria
considerar o sistema a temperatura finita. Ja no caso eletromagnético, uma possibilidade
é estudar o sistema onde a placa nao é perfeitamente refletora, e sim que é um dielétrico,

fazendo com que os modos do campo sejam alterados [30].
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APENDICE A — Média das funcdes de

Green retardada e avancada

Seja o campo escalar ¢ (Z,t) de massa M em 3+1 dimensbes na presenca de uma
placa perfeitamente refletora em z = 0. Nosso objetivo é determinar a média das fungoes

de Green retardada e avancada G.
Primeiramente temos que o campo pode ser escrito como
o) = [ @R [up (7.0) ag + uz (7)o (A1)

onde, como obtido na Eq. (5.11),

ped 1 tkex+1 —iwt s
up (7,t) = W@ Rawtikyy=iot gin (k,z). (A.2)

Agora, segundo a Eq. (5.12), o valor esperado no vacuo do produto ¢ (Z,t) ¢ (7,t')
= 1 ; / ! /
(¢ (1) o (Zt)) = /kz>0 dgkmez[kz(z” k=)=t gin (k,2) sin (k,2').  (A.3)

Portanto, o propagador de Pauli-Jordan G, definido na Eq. (2.26), é dado por

iGG (futa f/7tl) = <(b (fat) (b (f/7t/)> - <¢ (flvt/) ¢ (fat»
1 Bk
~1 /kz>0 — sin (k,2) sin (k,z')
x {ethelea P =)=l 0] _ il by ty=y)lt=))

B 1 / dSE eikzz o ef'ikzz eikzz’ o efikzz’
C8m ) w 2 2

% {ei[kz(ifx’)Jrky(y*y’)*w(t*t’)] _ efi[kz(Ifﬂf')Jrky(y*y’)*W(t*t')}}

1 dBE o spo i o

_ NV tka(z42) ik (2—2") =ik (2—2") —ikz(z+2")

=353 / o [e e e +e }
% {6i[kz(I—x’)'f'ky(y—y’)—w(t—t’)] _ 6—1'[7%(I—I')‘i‘ky(y—y’)—W(t—t')}}

U [ Ph o rey b
— NV itk (z42) ko (2—2")
- 1673 / w {6 c }

% {6i[kz(I—x’)'i‘ky(y—y’)—w(t—t’)] _ 6i[’€z(1‘—90’)+ky(y—y')+w(t—t’)]}

. 3_'
. DR 0 e (1 — 1)]eithele=a" Py ly=s)+hs (o)
8 w
i [k
—— [ —sinfw(t —

t/ kg (x—a')+ky(y—y')+kz(z2—2")] )
873 w )Je
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Note que, assim como no propagador de Hadamard, temos que o propagador de
Pauli-Jordan apresenta um termo devido ao vacuo de Minkowski, sendo o segundo, e uma
contribuicao devido a presenca da fronteira, sendo o primeiro termo. Logo, o propagador

renormalizado sera dado por

]. d3E N ! / /
Gr(Zt; 2 t) = s3] o sin [w (t — t)]eflke @20 +hy(y=y")+ha(z+20], (A.4)
m w

Assim,
1 dglz; ; / ! !
Cr(F83) = / 2 sin o (1 — el o ()

1 2r em roo |2 sin Odkdfd ;
_ . / / / Sin ¥ sin [lﬂ (t o Z5/)]€zkncos0
(2m)” Jo Jo Jo k

L rin (¢ — ¢y 23k
_(%)2/0 bsin [k (¢ = )] = = d

1

. e . oy .
= 5oy /0 sin [k (£ — t')] sin (kn)dk
1

= oz /OO Im {e‘ik(t_t,)} sin (kn)dk
72n Jo

=Im [— ! /OO e~ gin (kn)dk] ,

(A.5)

2m2n Jo

onde 7= (z — o',y — ¢,z + 2’) e n = |17]. Ou ainda, fazendo t' — ¢’ +i¢, teremos que (veja
Eq. (3.893.1) da Ref. [24])

1
Gr(Zt 1) =Tm { — - =0. A.
@ E) { 27r2[n2—(t—t’)]} o

Logo, as fungoes de Green retardada e avangada serdao dadas, respectivamente, por

GRREt (fat; flat/) = —0 (t - tl) GR ('fat; flvt/) = 07 (A7)

Gy (T2 ) =0 —t)Gr(Z ;7)) =0, (A.8)
onde foi tomado o propagador de Pauli-Jornda ja renormalizado.

Finalmente, temos que a média das Eqgs. (A.7) e (A.8) sera dada por

1
G (#6:8.1) = 5 (O (@6E8) + G4 (F6,E 1) = 0. (A.9)

Portanto, de fato temos que, no caso de um campo escalar em 3+1 dimensoes
na presenca de uma fronteira perfeitamente refletora, o termo GG que aparece na relagao

entre o propagador de Feynman e o propagador de Hadamard ¢é nulo, justificando assim
a Eq. (5.41).
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APENDICE B - Detalhamento do célculo
da Eq. (6.33)

Vejamos que, para Re (a) > 0, Im (¢) > 0 e Im (b) < 1,

/Oo arctan (at + b)edt = /OO /a td—u2 + arctan b| " dt
—c0 -0 |JO 1+ (U,t + b)

a [oo tett
N
0 J—oco 1+ (ut+0)

a_ 141ib 1+ib
:/ 2im ;Z exp [—( al )1 du (B.1)
0

u? U

(1+z‘b)] ¢

u

1

(1+7Lb)17

a

0

= 17T exp [—

onde foi usado o teorema dos residuos para resolver a integral em ¢ e tomando o contorno

Ct.
Dessa forma,

/ / Fp . () Fy, - (t) e ™= atay
t T—t
= 7/ / [arctan <T> -+ arctan < — )}
(e —00 J—00 s s
/ h— / . . /
X [arctan <t> + arctan <T t )] ekt R gty
Ts Ts
1 00 —00
= 7/ / [arctan <— Y ) + arctan < T+u>]
s —o0 Joo k’TS
/ !
X |arctan Y + arctan T —u eiveit 7u l
kTS kTs l{ l{}
1 SIS k
= 753 / / larctan (ul_;' T) — arctan (kT ] (B.2)

u u — kTt
X |arctan — arctan e e™ dudu/
kT, kT,

2

— _k;r? {exp [—k‘TS <1 + Z;)] — exp (—kTs)}

X {exp (—k7s) — exp {—lm’s (1 - z;ﬂ}

672]67'5
== lexp (—ikT) — 1] [1 — exp (1kT)]
e—QkTs ik iy 26—214:7'3
=7 (e k—l—l—{—ek): 12 [1 — cos (kT)].
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