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Resumo

Neste trabalho analisamos a interacao entre objetos classicos e respectivas fungoes de Green
simulados por potenciais delta de Dirac acoplados ao campo nao-relativistico em nimero de dimensoes
arbitrarias. Para tanto, utilizou-se da Lagrangeana do campo nao-relativistico de modo a obter as
fungoes de Green para uma e duas placas. E sabido que a presenca de uma placa espacialmente loca-
lizada sob condic¢oes de Dirichlet podem ser simuladas a partir de um termo aditivo na Lagrangeana
proporcional a delta de Dirac. Sendo assim estudamos em detalhes a obtengao das fungoes de Green e
com elas foi possivel obter a energia de interacao entre uma placa e uma carga pontual, recuperando
assim resultados conhecidos na literatura e também obter as energias de interagao e auto-interagao
das placas e, quando possivel, estabelecer os niveis de energia e auto-fungoes das mesmas estando estes
de acordo com o que ¢ ja conhecido na literatura. No contexto abordado, a obtencao das energias de
interacao entre esses objetos se faz importante, uma vez que nao é conhecido um mecanismo mais

fundamental que fornece tais resultados em mecanica quantica.

Palavras-chave: energia de Casimir, potenciais delta, campo de Schrodinger, fungao de Green.
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Abstract

In this work, we analyze the interaction of classical objects, and their Green functions, simulated
by a coupling between the of non-relativistic field and delta-like potentials in arbitrary number of
dimensions. Therefore, we use non-relativistic field Lagrangean in order to obtain Green functions for
one and two plates. It is well known that a plate spacially localized under Dirichlet conditions can
be computed as an additive term delta-like in that Lagrangean. In doing so, we study in depth the
calculus wich emerge the Green functions and, with them, we obtained the energy due to interactions
between the two plates and self-interaction of each plate and, whenever possible, compute energy
levels and eigenstates in accordance with is already known on literature. In that framework, these
energies are important because it is not known to the consistent method that these quantities emerge

in quantum mechanics.

Keywords: Casimir energy, delta-like potentials, Schrodinger field, Green function.
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Capitulo 1

Introducao

A criacao da Mecanica Quantica, em sua formulagao nao relativistica, nos proporcionou a
compreensao da estrutura dos atomos e o comportamento da matéria. No caso do atomo de
hidrogénio, a simples resolucao da equagao de Schrodinger para o potencial de Coulomb, que pode ser
obtida exatamente, nos fornece os niveis atomicos e raias espectrais de transicao do sistema.

O grande sucesso dos resultados obtidos com abordagens estritamente nao-relativisticas da
Mecanica Quantica logo se mostraram limitados. Podemos citar, como exemplo, as estruturas fina e
hyper-fina das raias espectrais dos atomos. Em muitos deses casos, pequenas corregoes oriundas da
relatividade restrita podem explicar diversos desses fenémenos.

E natural, entao, pensarmos numa teoria quantica que seja relativistica de principio, ou seja,
invariante de Lorentz, e nao simplesmente numa teoria que carrega corregoes da relatividade. Esse
tipo de teoria sempre acaba por apresentar algum tipo de problema. Como exemplo, vamos tomar
a mais simples teoria quantica relativistica, dada pela equacao de Klein-Gordon. Essa teoria nos
fornece energias negativas para particulas livres, assim como problemas na conservagao de correntes,
como ¢é o caso do paradoxo de Klein.

A solugao para muitos desses problemas foi dada pela chamada “segunda quantizagao”, ou teoria
de campos, onde as quantidades fisicas sao obtidas nao por meio de fungoes, mas sim por operadores
quanticos de campos. Problemas como autovalores negativos de energia de particulas livres foram
resolvidos com ao conceito de anti-particulas.

As teorias quanticas de campos nao serviram apenas para resolver os problemas inerentes das
teorias quanticas relativisticas, de primeira quantizacao. Por meio das teorias quanticas de campos
conseguimos compreender uma variedade muito maior de fenomenos, como a previsao de existéncia de

anti-particulas, a criagao de pares de particulas, a compreensao do que vem a ser uma particula como



2 CAPITULO 1. INTRODUCAO

uma quanta de energia de campo (algo essencial para a compreensao do que vem a ser um féton) e o

efeito Casimir.

A mais bem testada teoria de campos é a chamada Eletrodinamica Quéantica (QED), na qual
um campo fermionico (campo de Dirac) interage minimamente com o campo eletromagnético [1].
Dois importantes efeitos da QED, compreendidos com a segunda quantizacao, sao a criacao de pares

elétron-positron na presenca de campos externos e o efeito Casimir.

O Efeito Casimir foi proposto em 1948 [2] e, em sua versao mais simples, e mais popular, trata-se da
interacao entre duas placas perfeitamente condutoras e neutras, colocadas paralelamente entre si. Essa
interacao ¢ compreendida como sendo decorrente da alteracao dos modos do campo eletromagnético,
em seu estado de vacuo, devido a presenca das placas condutoras, que impoem condi¢oes de contorno
no campo eletromagnético. Essa alteracao nos modos do campo faz surgir uma forca de interacao
de natureza atrativa entre as placas. Atualmente na literatura entende-se como efeito Casimir as
alteragoes das energias de vacuo de campos quanticos quando estes sao submetidos a condigoes de

contorno [3].

A imposicao de condicoes de contorno é comumente utilizada para simular a presenca de fronteiras
materiais que interagem com campos. Uma abordagem mais realistica para esse tipo de problema
consiste e nao impor condigoes de contorno nos campos, mas tomar modelos onde os campos interagem
com potenciais externos espacialmente localizados. Esse tipo de proposta tem por objetivo simular de

forma mais fiel o papel da presenga de fronteiras materiais em teorias de campos [3-7]

A segunda quantizacao é um procedimento necessario para a consisténcia de teorias relativisticas
de campos. Para teorias nao-relativisticas, a primeira quantizacao ja fornece teorias consistentes. No
entanto, podemos considerar teorias quanticas nao-relativisticas em segunda quantizagao, ou seja,
teorias de campos nao-relativisticas. Tais teorias sdo conhecidas por teorias de muitos corpos (many

body theory) e encontram intimeras aplicagoes no estudo de sistemas de matéria condensada.

Uma pergunta imediata sobre as teorias de campos nao-relativisticas consiste no que seria o
efeito Casimir em sua versao nao-relativistica, ou seja, o efeito Casimir para o campo de Schrodinger.
Pode-se mostrar que para o campo de Schrodinger, a energia de Casimir é nula (estamos nos referindo
a energia obtida com o campo de Schrodinger obedecendo a condicao de Dirichlet entre dois planos
paralelos entre si). Podemos mostrar também que as corregoes relativisticas em todas as ordens para

a energia de Casimir do campo de Schrodinger sao nulas [8].

Ja que nao existe efeito Casimir para o campo de Schrodinger com condig¢oes de Dirichlet, sera

que o mesmo ocorreria ao considerarmos esse campo nao submetido a condi¢oes de contorno, mas sim



em acoplamento com potenciais externos localizados espacialmente?

Nesse trabalho consideramos o campo de Scrodinger em d + 1 dimensoes e em interagao com
potenciais externos do tipo delta de Dirac, concentrados em um e em dois hiper-planos (no caso de
dois hiper-planos, estes sdo tomados como paralelos entre si).

No capitulo 2 fazemos um estudo sobre a energia de Casimir do campo de Schrodinger sob
condigoes de Dirichlet em planos paralelos. No capitulo 3 calculamos a funcao de Green do campo de
Schrodinger na presenca de um potencial tipo delta de Dirac concentrado ao longo de um hiper-plano.
Mostramos que, no limite onde a constante de acoplamento entre o potencial e o campo tende a
infinito, a funcao de Green correspondente se reduz aquela obtida quando impomos a condicao de
Dirichlet no campo sob o plano onde o potencial se concentra. Dessa forma, podemos dizer que o
modelo em questao é um tipo de condigao de Dirichlet atenuada para o campo. A partir dos resultados
obtidos encontramos os conhecidos auto-valores e auto-funcoes de energia da equacao de Schrodinger
para um potencial delta de Dirac.

No capitulo 4 fazemos um estudo parecido, mas tomamos dois potenciais delta de Dirac concentra-
dos em hiper-planos paralelos entre si. As constantes de acoplamento entre os potenciais e o campo
nao sao necessariamente iguais e no limite onde elas tendem a infinito, recuperamos o caso onde o
campo satisfaz a condicao de Dirichlet nos hiper-planos. Encontramos os auto-valores de energia do
campo. Iniciamos um estudo, ainda em andamento, de suas auto-fungoes.

No capitulo 5 calculamos a energia de interacao entre uma fonte pontual para o campo de
Schrodinger e um potencial delta, em interagao com esse campo, concentrado em um hiper-plano.
Mostramos que essa interacao é a mesma que a obtida para o campo de Klein-Gordon em interacao
com um potencial delta com a mesma natureza.

Iniciamos um estudo sobre a energia de Casimir para o campo de Schrodinger em interacao com
potenciais delta concentrados em hiper-planos paralelos no capitulo 6. Obtivemos a energia de Casimir
em forma de quadratura para o caso 1+ 1-dimensional, e como uma integral dupla para o caso de mais
dimensoes. Até o presente momento, nao conseguimos concluir esse estudo de forma mais ampla, mas
os resultados preliminares que obtivemos indicam que a energia de Casimir, mesmo para condicoes de
Dirichlet generalizadas, é nula. O Capitulo 7 é dedicado as nossas conclusoes e perspectivas futuras

que temos dos resultados obtidos nesse trabalho.



Capitulo 2

Efeito Casimir para o campo

nao-relativistico

E conhecido na literatura que em 1948 Casimir 2] estudou flutuagdes na energia de ponto zero
produzida pelo campo eletromagnético quantico na presenca de duas placas perfeitamente condutoras
dispostas paralelamente entre si, de modo que a distancia entre as mesmas é muito pequena comparada
com as dimensoes das placas. Se [ denota o comprimento da aresta da placa e d a distancia entre as
duas placas paralelas, entao | >> d.

Descartando-se a energia do campo obtida na auséncia das placas, o resultado que Casimir
encontrou para a energia de ponto zero do campo na presenca das placas, interpretada como a

alteragao de sua energia de vacuo devido a presenga das placas ¢, é dada por [2]

€ m2he
272043 (2.1)

onde [, como dito, é a dimensao linear da placas vistas como quadradas nessa analise, e d a separacao
entre as placas paralelas. Essa dependéncia na distancia de separacao entre as placas é responsavel
por produzir uma for¢a por unidade de area (pressao) calculada pelo gradiente da expressao (2.1)
com sinal negativo, dada por,

F m2he

2 240aF (2:2)

O sinal negativo em 2.2 indica uma forca de natureza atrativa entre as placas, a qual foi medida
experimentalmente pela primeira vez por Sparnaay [9]. Posteriormente outros pesquisadores também
encontraram os resultados previstos por essa teoria, como pode ser visto nas referéncias [10-12].

Na fisica contemporanea o Efeito Casimir vem sendo fortemente explorado em intimeras vertentes

de pesquisa [13] e sua interpretagdo no arcabougo da mecéanica quantica nos remete a um conceito

4



2.1. EFEITO CASIMIR PARA O CAMPO NAO-RELATIVISTICO 5

bastante fundamental do vacuo quantico.

Existe, entretanto, muita discussao sobre o Efeito Casimir, muitas delas questionando se o efeito
é, por si 80, um fenomeno quantico no sentido genuino. Uma andlise superficial do ponto de vista
do eletromagnetismo, por outro lado, deve ser capaz de mostrar que nao se pode deixar de lado
a manifestacao relativistica do fenomeno, uma vez que o féton nao possui massa. Uma andlise
mais moderna explica o Efeito Casimir como um desbalanceamento entre a flutuacao de pares de
particulas-antiparticulas virtuais pela imposicao de condigoes dada pela presenga das placas. Sendo
assim, nao existem tais antiparticulas no caso nao-relativistico, o que deve produzir uma energia de
Casimir nula nesse contexto. Como mostrado por M.V. Cougo-Pinto, C. Farina, J.F.M. Mendes e
A.C. Tort [8], de fato, tal energia se anula. Esse resultado, contudo, gera um segundo questionamento
que emerge da situacao onde atinge-se o limite nao-relativistico através de uma série de poténcias na

2
D
m2c2’

relagao de dispersao de energia em potéencias de O que seria impor o regime nao-relativistico

perturbativamente alterando a relagao de dispersao nao-relativistica

p2

“(p) = 2 23

pela relacao relativistica

w(p) = Vp? +m?. (2.4)

A primeira vista, deve-se esperar que a energia de Casimir seja algo muito préximo de zero em
cada ordem de aproximagao, entretanto, como mostrado por Couga-Pinto et al no mesmo trabalho [8]
e que também sera exposto a seguir, a energia é zero termo a termo, sendo assim, para uma teoria de
campo escalar massivo o Efeito Casimir, que é um efeito quantico, é também um efeito relativistico

por si so.

2.1 Efeito Casimir para o campo nao-relativistico

Nessa segao estudamos a energia de Casimir para o campo de Schrodinger em 3 + 1 dimensoes no
caso onde o campo ¢é submetido a condigoes de contorno de Dirichlet ao longo de planos paralelos,
separados por uma distancia d.

Partindo da relacao de dispersao nao-relativistica

p2

“(p) = 2 (25

a imposicao das condigoes de Dirichlet na presenca das placas resulta numa quantizagao dos modos

perpendiculares do momento linear. E bem sabido que somando em todos esses modos permitidos,



6 CAPITULO 2. EFEITO CASIMIR PARA O CAMPO NAO-RELATIVISTICO

deve-se encontrar a energia de Casimir da configuracao. O vetor momento linear para essa configuracao

pode ser escrito da forma,

%hz, (2.6)

sendo z a direcao normal as placas. O parametro n pode assumir qualquer valor natural e nao ha

B / o i%pﬁﬂnm/dﬁ (2.7)

P=p+

restrigoes em p. Portanto,

[? (2mh)? 2m

Uma regularizacao da expressao acima fornece naturalmente

c A2 p mrh/d) o
2 2(2rh)? / ”Z [ H ’ (28)

onde A é um parametro regularizador para manter as dimensoes fisicas consistentes, processo conhecido

como regularizagao dimensional em teoria de campos.
Usando coordenadas polares na integral (2.8), integrando em na coordenada angular, fazendo

algumas manipulacoes simples e usando a substituicao de variavel

_pd

2.9
pp— (2.9)

a expressao 2.8 pode ser escrita como uma das representagoes integrais da funcao Beta [14]

e (AP B2 1 [
i - s - d 2 1 1—
[2 (hﬂ') 218md4 n25—4/0 wulu”+1)

A\ X r2rd 1
= — ————B(1,s —2). 2.10
(hw) — 8md* n?*~4 (1,5 -2) (2.10)

Utilizando da definicao da funcao Beta em termos de um quociente de funcoes Gama bem

conhecidas, a equacao acima pode ser simplificada de maneira bastante conveniente utilizando a

definigao da fungao Zeta de Riemman [14] e tomando o limite apropriado s — 0 |

€ A\*  R2r

s—0

Sendo assim, apds a aplicagao do limite, a energia de Casimir, em termos da funcao Zeta é escrita

como
€ h2n3
i —32md4<(—4). (2.12)

E bem sabido que a extensao analitica da funcao Zeta para argumentos pares negativos é

identicamente nula, donde conclui-se facilmente que
h2m31?

ennl(d) = =55

¢(—4)=0. (2.13)



2.2. EFEITO CASIMIR COM PRIMEIRAS CORRECOES RELATIVISTICAS 7

Nessa expressao foi utilizada a notacao eygr a qual designa a energia de Casimir devido ao campo

nao-relativistico.

2.2 Efeito Casimir com primeiras correcoes relativisticas

Nessa secao, vamos usar unidades na qual A = 1.
Analogamente a analise feita no caso nao-relativistico, a relagao de dispersao relativistica é dada

por
w(p) = vV p3c + m2c, (2.14)

sendo assim, esperamos que a energia de Casimir, para um caso onde o regime relativistico é atingido
via uma expansiao em série de poténcias de p?/m?c?, até uma dada ordem N, deve ser muito pequena.
Cada um dos termos deveria, individualmente, contribuir para corregoes na relacao de dispersao
classica em (2.5) e, quanto maior a ordem N da expansao, mais contribui¢oes deveriam ser obtidas
até que a energia de Casimir usual em (2.1) seja finalmente alcangada. Cada termo, portanto, em
uma analise superficial, deveria contribuir com quantidades muito pequenas a medida que o regime
relativistico é atingido. Como serd mostrado a seguir, essa andlise estd incorreta. Cada termo é
identicamente nula na expansao proposta.

Expandindo a equagao (2.14) em série de poténcia e subtraindo da energia relativistica seu termo

de repouso, obtém-se a energia do sistema

2 2
1 1 p
E — mCQ = — (1 — Z_lm2cz -+ (@) (042)> , (215)

onde o = p?/m?c?.

Considere Tj(d, s) como a j-ésima contribuigao relativistica para a energia de Casimir £(d, s).
Pode-se mostrar através da soma dos modos permitidos dos momentos e uma regularizagao dimensional
apropriada, que

J(1=s)
. 2 2
A2_]S - o0 m [pH + (mrh/d)

n=1

onde b; é um fator binomial da j-ésima contribuicao. Assim, a energia de Casimir pode ser calculada

por

l%(d,s) - ZTj(d, 5). (2.17)

Apés algumas simples manipulagoes muito semelhantes ao caso anterior obtém-se uma expressao
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da forma

€ - 1 _
n=1 s—0

Note que na equacao acima o resultado classico da sessao anterior é dado pelo termo j = 1. Outro fato
importante é que todos os termos sao nulos. Em outras palavras, pode-se dizer que o efeito Casimir é
um fenémeno puramente quantico e relativistico. Isso refuta a analise ingénua feita inicialmente de
que existiria contribui¢cao, mesmo que pequena, num caso onde o regime relativistico é alcancado
em aproximacao em série. Com efeito, somente numa teoria que comporte tanto relatividade quanto
a mecanica quantica deve existir efeito Casimir. Note também que os célculos que trouxeram tal
resultado foram oriundos de uma teoria de campo escalar massivo, que € intrinsecamente quantico e
também relativistico, como ja discutido.

Ja sabemos, entao, que nao ha efeito Casimir para o campo nao-relativistico quando esse ¢é
submetido a condi¢ao de contorno de Dirichlet. E se considerarmos o campo de Schrodinger nao
submetido a condicoes de contorno, mas sim em interagao com potenciais externos localizados ao
longo de planos paralelos? Talvez tal configuragao originasse algum tipo de alteragao da energia do
vacuo do campo resultando em uma interacao entre esses planos.

Nos capitulos subsequentes vamos, dentre outras coisas, estudar esse assunto.



Capitulo 3

Campo de Schrodinger com um unico

potencial delta

Nesse capitulo fazemos um estudo sobre a funcao de onda de Schrédinger, em um espaco d + 1
dimensional, acoplado a um potencial do tipo delta de Dirac estacionario e concentrado em um

hiper-plano.

Para estabelecer notagao e tornar o texto mais acessivel para iniciantes, vamos rever alguns
aspectos basicos do campo de Schrodinger classico. Primeiramente consideramos que o estado fisico
de um sistema de uma particula deve ser determinado por uma fungao de onda complexa 1(x,t), que

satisfaz a chamada equacao de Schrodinger [15-17]

Loy —h?_,

onde V(x,t) é um potencial externo acoplado a fungao de onda.

h(x,t) |2 representa a

Sendo 1(x,t) a funcao de onda, sabe-se que o médulo ao quadrado de v,
probabilidade de se encontrar uma particula em uma determinada posi¢cao x em um determinado

tempo t.

Na terminologia conhecida em teoria quantica de campos, o processo de estabelecer essa funcao 1
em (3.1) é chamado de primeira quantiza¢ao. Nesse contexto, a fun¢ao de onda é definida como um

campo cléssico e é nessa abordagem que esse capitulo sera elaborado.

A dinamica da funcao de onda pode ser estabelecida por um formalismo analitico, com a introducao
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de uma densidade Lagrangeana! do campo nao-relativistico,

o R

L(, Vi, 0) = ih)" 5 = 5=V V= V()0 (32)

Substituindo (3.2) nas equagoes de Euler-Lagrange

o 0 or
o(z)  Oxrd(0)
oL 0 oL —0 (3.3)

Ou*(x)  Owr 9(0,07)
obtemos a equagao (3.1), no segundo caso, e o complexo conjugado de (3.1), no primeiro caso.

No formalismo da teoria classica de campos, ¥ e ¥* sdao tomados como campos independentes.

Define-se também, o campo canonicamente conjugado a v, denotado por 7(x,t), como

oc .
m(x,t) = % = ih*(x,1). (3.4)

E facil ver, a partir de (3.2), que o campo conjugado a ¥* é nulo, o que resulta apenas em dois
novos campos independentes: 1 e 7, que, por uma transformacao de Legendre, fornecem de maneira

direta a densidade Hamiltoniana H do sistema

_ 0 R .

A densidade Hamiltoniana se relaciona com a Hamiltoniana propriamente dita através de uma
integral nas coordenadas de posicao x. Assume-se em teoria de campos que os campos se anulam no

infinito, sendo assim, através de uma integragao por partes encontra-se facilmente.

H= /d%%(:@) = /d?’w*(x,t) (—%VQ—FV(X, t)) V(x,t). (3.6)

3.1 Funcoes de Green do campo de Schrodinger na presenca

de potenciais delta de Dirac espacialmente localizadas

Vamos agora considerar o campo nao relativistico na presenca de N potenciais do tipo delta

de Dirac, todos concentrados ao longo de hiper-planos paralelos entre si, e perpendiculares ao eixo

Desse ponto em diante toda referéncia & densidade Lagrangeana serd chamada, por abuso de linguagem, de

Lagrangeana apenas.
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d

espacial z?, e localizados nas posicoes 2% = a; , i = 1,2,---N. Nesse caso podemos escrever o

potencial na forma [18].
N
= ot —ay), (3.7)
i=1

sendo os parametros pu; constantes de acoplamento entre as fungoes delta e o campo.

A densidade Lagrangeana do campo nao-relativistico na presenga do potencial (3.7) é dada por

R = 3
L= 1/1*(X> t) Zha + %V - ;MZ (S(ZL‘ - ai) ¢(X> t) (38)

De agora em diante, vamos utilizar o sistema de unidades naturais, no qual h =1e ¢ = 1.

A fungao de Green G(x,y;t,t') correspondente ao sistema deve obedecer a equagao

(i% + i > Hid(@* = a)) G(x,yit,t') = d(t —t)d(x —y). (3.9)

Similarmente, a fungao de Green livre, isto é, sem a presenca de potenciais, Go(x,y;t,t'), deve

obedecer a equacgao

(z% + 2—V > Go(x,y;t,t") =d(t —t")o(x —y). (3.10)

Vamos iniciar pelo estudo da funcao de Green livre. Dada a simetria de translacao espacial e
temporal da equagao (3.10), vamos propor uma solu¢ao tipo integral de Fourier para a fungao de

Green livre na forma

dd ~ ) N
Go(x,y;t,t) / / )e*lw(t*t)em(xfy)7 (3.11)

onde a funcio Gy(p,w) deve ser determinada.
Substituindo a integral (3.11) na equagao (3.10) e usando o fato de que a transformada de Fourier
da distribuicao delta de Dirac é igual a unidade, obtém-se a expressao final para a transformada de

Fourier da funcao de Green livre do campo nao-relativistico

~ 1

Go(w,p) = (3.12)

w— P m

A fungao acima apresenta um pélo para w = £p”/2m, 0 que torna a prépria fungao de Green mal

definida. Para garantir a consisténcia da teoria [19] devemos deslocar o pélo de integracao como segue

1 . N
Go(x,y;t,t) / / e W=t gip(x=y) (3.13)

4 (w+i€) — P’ om

onde fica subentendido o limite € — 0 a ser tomado no final das contas.
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d

Vamos tratar de um problema sem invariancia translacional na coordenada x®. Sendo assim,

serd necessario escrevermos a fun¢ao de Green livre como uma integral de Fourier excluindo essa

variavel, ou seja, uma integral somente para as coordenadas paralelas as placas. Vamos entao definir

2 dfl)

as coordenadas paralelas como x| = (2t 22, o e escrever a funcao de Green livre na forma

dd lp o
Go(x,y;t,t") / / ' - Go(py,w; zd, yt)e W=t gt G =y (3.14)

onde Gy denota a funcao de Green reduzida, que pode ser obtida ao compararmos as equagoes (3.14)

e (3.13)
d . d dp* ipd(zl—y?)
gO(pHaw;x Y ) = o G ( ) ) (315)

pois substituindo (3.15) em (3.14) retorna a transformada de Fourier usual da fun¢ao de Green Gy
dada por (3.11).
Substituindo (3.12) em (3.15) obtemos

dpd 2m ind (2d—_qyd
codody (=), 3.16
Go(p||, w; 2%, y) o I+ omie — 7~ (P e (3.16)
O integrando da expressao acima apresenta polos quando
pd:i\/me—pﬁ—l—%ma , (3.17)

e a integral pode ser calculada com o teorema dos residuos. No caso em que 2% > y¢, devemos escolher
um caminho de integracao fechado composto pelo eixo real e um semi-circulo (de raio infinito) no

. l d t . . 7. .t. d d d '_ 7 1 d t .-~ d ‘t
semi plano de parte imagindaria positiva. Quando y* > x%, o semi-circulo deve estar na regiao de parte
imaginaria negativa.

Em todos esses casos, temos o seguinte resultado para a integral

. . ei1 /Qm(w—i-ie)—pﬁ\a:d—yd\
go(W, P,T,y ) = —um ) (318)
2mw — pﬁ

onde fica implicito o limite € = 0.
Considere, por outro lado, a funcdo de Green G(x,y;t,t') na presenca de um potencial estacionario

V(x) . Vamos mostrar que sua fungao de Green pode ser escrita na forma
G(X7 y; t? t/) = GO (X7 y; t’ t/) + / dt”dz G(X7 Z; t7 t )V<Z)G0<Z7 y; t? t ) (319)

Aplicando o operador de Schrodinger, na presenca do potencial V' (x) em ambos os lados da

equagao (3.19) obtemos

<z’2 e V(X)) G(x,y;t,t') = (Z% + —V ) Go(x,y;t,t) — V(x)Go(x,y;t, 1)
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+/dt”dz Kzg + Lveo V(x)) G(x,z;t,t”)} V(z)Go(z,y;t,t") . (3.20)

2m

Usando a equagao (3.10) e integrando em dz e dt”, temos

(22 —+ Lv2 — V(X)) G(X7 y; t, t/) = 5(X — Y)é(t - t/) - V(X>GO(X7 Y; t7 t/) + V(X)GO(X7 y; ta t/) =
=0(x—y)o(t—t") .(3.21)

que é exatamente o que esperamos da fungao de Green. Isso demonstra a validade de (3.20).

No nosso caso, o potencial depende apenas da coordenada x? ou seja, V(x) = V(z¢). Nao havendo,
portanto, invariancia translacional ao longo de z¢.

Substituindo em (3.20) a equagao (3.14) e uma integral de Fourier aniloga para G(x,y;t,t'), na

forma

dd 1p () o (e

sendo G(p|, w; 2, y?) uma fun(;ao a ser determlnada, obtemos

di- lp” | | |
/ / g P; qjd yd>62p”'(x”_yll)e—lw(t—t) _
27T d—1 w, ) D
d—1
/ / : pl HovacrGo(w, pyat yt)er —y)) gmiw(t=t)

d—1
“for [ [/ 2 [ Gyl piiat e ey ()

dd 1I) 7 < T4l 4l
/ / o7 )d o Go(w, B 2, y e P I (O | (3.23)
’7T

Agora integramos as duas ultimas linhas da equagao acima em dd_le, usamos o fato de que

fdd_lzuei(pﬂ‘pﬂ)'zu = (27r)d_16(p1| — p|), integramos em dp’H, integramos em dt”, usamos o fato de

que [ dt"elw= ) — 976(w — w') e integramos em dw’, o que resulta em

d—1
/ /d ;)ng( w,p;T ,y ) ip-(x y”) —iw(t—t') _

d—1
/ / d pH w, pH, 7 yd)eipu-(x”—yH)e—iw(t_t/)

dd 1 ' 4 /
/ / 5 5”1 /dzdg(w, P|; $d, Zd)V(Zd>g0<w, Py; Zd, yd)elpl\’(xl\ ’yH)e*W(t*t ) (3'24)
7T

Nos dois lados da equagao acima temos uma integral de Fourier com as mesmas exponenciais.

Dessa forma, podemos igualar os integrandos e escrever

G(w,py;z%,y") = Go(w, p; 2%, y*) + /dzdg(w,m;wd,zd)V(zd)Qo(mp;Zd,yd)- (3.25)
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Para o potencial em questao, temos que
G(w,pp; 2% y?) = Go(w, py; 2%, y?) + /dzd Gw,p; 2%, 2%) D> wb(z* — ai)Golw, py; 2%, 4. (3.26)

No presente capitulo, estamos interessados apenas no caso onde ¢ = 1, simulando, portanto, a
presenca de uma tnica placa espacialmente localizada. Sendo assim, V(2¢) = ud(z% — a). Nesse caso

podemos efetuar a integral em (3.26),
G(w,py; 2% yh) = Go(w, P|; z? y?) + 1G (W, py; 2%, a)Go(w, P|: a, y9). (3.27)
Vamos avaliar a equacdo acima em y? = a,
G(w,py; 2%, a) = Go(w, P|; z? a) + 1S (w, py; 2%, a)Go(w, P|;a,a). (3.28)

Resolvendo para G(w, pj; 2%, a)

. d _ go(wapusﬂﬂd,a)
g(w,pH,x ,CL) - 1— ,ug()(uJ,p”;a,a)' (329)

Substituindo em (3.29) em (3.27), tem-se finalmente que

M
_l’_
1— Mg()(w7 pHa a, (l)

g(vaﬂ;xd?yd) = gO(w7p||;xd7yd) gO(wvpH;wdva’)QO(vaH;aayd)' (330)

Usamos agora o resultado (3.18),
61'1 /2mw—pﬁ|x’1—yd|

Go(w, pj; 2, y?) = —im
W/ 2mw — pﬁ

i 2mw—pﬁ|md—yd| 2 i 2mw—pﬁ(|xd—a|+\yd—a|)
e um* eV

G(w,pj; 2% y?) = —im - 5 -
o ium
N et Ry e

Esse resultado, portanto, representa a funcao de Green reduzida para uma tnica placa na presenca

em (3.30) para escrever

(3.31)

de um potencial delta espacialmente localizado. Com ele é possivel encontrar os niveis de energia
para esse potencial delta, resultado ja bem conhecido na literatura, calculado com a resolucao da
equagao de Schrodinger.

Quando g = 0, ficamos apenas com o primeiro termo do lado direito da equagao (3.31) , que
corresponde & funcao de Green sem o potencial, como era de se esperar.

No caso em que p — —o0, a equagao (3.31) se reduz a

i Qmw—pﬁ\wd—yd\

lim G(w,py;2%y?) = —imS +1 m e
p—r—oo \/2mw — pﬁ \/2mw — pﬁ

i\/mefpﬁ(‘xdfa‘“i"yd*al) ] (332)
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Quando ¢ = a ou y¢ = a, a equacdo acima ¢ nula. Ou seja, no limite onde p — —oo, a funcao de
Green reduzida satisfaz a condicao de Dirichlet sob o plano onde o potencial se concentra. Dessa
forma a propria funcao de Green e o campo satisfazem essa condicao de contorno para esse limite.
Com efeito, podemos interpretar o modelo como um certo tipo de condicao de Dirichlet generalizada
e o plano potencial como um tipo de espelho semi-transparente para o campo, sendo a constante de

acoplamento 1 uma medida da intensidade da transparéncia desse espelho.

3.2 Niveis de energia e auto-funcoes para uma placa espaci-
almente localizada

E um fato bem conhecido de que os polos da funcao de Green nos fornecem os auto-valores de
energia do sistema. Isso pode ser constatado com a férmula espectral [20]. Para identificar os pdlos

relevantes, vamos tomar a funcao de Green reduzida na forma

G =Go+ AG, (3.33)

onde G, representa o caso onde nao existe potencial e é dado pelo primeiro termo do lado direito
da equacgao (3.31). Por outro lado, AG representa a contribui¢ao para a fun¢ao de Green reduzida
introduzida pela presenca da placa propriamente dita. Sao os polos dessa contribuicao que estao
associados aos auto-valores de energia da funcao de onde de Schrodinger na presenca do potencial
delta.

Da expressao (3.31) temos que seu polo deve satisfazer
AGps10s = 4/2mw — pﬁ + ipm = 0. (3.34)

Resolvendo a equacao para w, obtemos facilmente a expressao que denota os niveis de energia de uma
unica placa
pm 2

Restringindo ao caso 1 + 1 dimensional, onde p; = 0, vemos que o resultado esta em pleno acordo
com aquele j& conhecido na literatura [21].

Com a férmula espectral [20], também podemos obter a autofungao de energia

¢(x) = \/mu| e-mHlr=el, (3.36)

Com a imposicao p| = 0, o resultado encontrado fica em pleno acordo com o caso 1 + 1 dimensional

conhecido na literatura [21].



Capitulo 4

Campo de Schrodinger com dois

potenciais delta

Nesse capitulo consideramos o campo de Schrédinger na presenga de dois potenciais delta de Dirac

concentrados ao longo de planos paralelos entre si.

A obtencao da funcao de Green desse problema segue de forma andloga a construcao da funcao de

Green para um unico potencial delta, exposta no capitulo anterior. Seja entdo a equacao (3.26), com

i = 2. Podemos fazer a integracao em dz?, o que resulta em

2

g(w7 Py xda yd) = g()(w? p\\amda yd) + Z ﬂig(w7 P xda ai>g0<w7 Py, ai, yd) )
=1

onde a; ¢ a localizacao espacial da placa i e p; seu respectivo parametro de opacidade.

Avaliamos a equacao acima para y? = a;
2
g(w7 pH? xda CL]) = g()((,d, pH7 xd’ a]) + Z /vbzg(w7 p||7 xda ai)gO(wa p||7 a;, a])
i=1
Definimos agora as matrizes

gj = g(w,pu;xd,aj), gj(O) = gO(wapH;xd’aj)?

gij(O) = go(w7p||§ Q;, aj)7 M;; = 5ij - ,uig()(wa Py a4, aj)-

de modo a reescrever a equagao (4.2) na forma

2 2
G =Gjo + Z 1:GiGij0) = G5 — Z 1:G:iGij0) = Gjo) =

=1 i=1

16

(4.1)

(4.2)
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2 2 2
= Z 0i;Gi — Z 1:GiGij0) = Gjo) = Z g <5ij - ,uigij(o)> =
i=1 =1 =1 )
= Z giMij = gj(O) . (4-4)
i=1
Multiplicando ambos os lados de (4.4) pela inversa da matriz M, obtemos
2
G, = Z gj(o)Mﬁgl- (4.5)
j=1
Com as definigoes (4.3) e ajustando os indices, temos que
2
g(wa P xd’ a’i) = Z g0<wv Py; :Ed7 aj)szl(wv P (I). (46)
j=1

Substituimos agora (4.6) em (4.1) e podemos escrever

2 2
g(wa p||7xd7 yd) - go(w, Py xda yd) + Z Z ,uiQO(wa Py; a:d? aj)szl(wﬂ P G)QO(W7 Py @, yd) (47)

i=1 j=1
A matriz M = 6;; — 11:Go(w, Py; @i, @), que deve ser invertida na equacao acima, tem a seguinte

estrutura
eis
M=T,+A ™ M), (4.8)

s

H2e K2

onde lpyo é a matriz identidade 2 x 2, A é um fator numérico, assim como s, definidos como

m
A= —n08oo s:,/2mw—pﬁa, a=|a; — ajl. (4.9)
\/2mw — pﬁ
A matriz M possui inversa, cuja representacao é dada pela expressao

_ L LA Aue” (4.10)
(1+ Apn)(1+ Apia) = A2pygoe®™ \ _pcis 14 Apy ) '

-1

Substituindo (4.10) na equacao (4.7) e realizando algumas manipulagdes simples, obtemos final-
mente a func¢ao de Green reduzida para o campo de Schrodinger com duas deltas

m? 1

— X
2mw (1 4+ Apa ) (1 + Apo) — A2y puoe?

14/ 2mw— z%—a d_q 14/ 2mw— z?—a d_q
i (1+Am>em<| L+ly 1|)+u2(1+Au1)e 2muw—p? (o —as|+]y?—az)

G(w,p; 2%, yY) = Go(w, py, 2%, y*) —

7 mw— z%—q d_g a i mw— z%—a d_qg a
B e G B R e (e Ll (4.11)
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Como é possivel notar, a expressao acima carrega algumas similaridades com o caso de uma tinica
placa. Existe uma contribuicao livre, que deve ser interpretada como a parcela do vacuo livre, seguido
de um proximo termo bem mais complicado que traz informagoes sobre a existéncia das placas.

Como visto no capitulo anterior, ao demandar que 4 — —o0, a fungao de Green deve se anular

exatamente sobre as placas (condigdes de Dirichlet). Sendo assim

. 1 i\ /2mw—p?(|zt—a d_gq
lim g(vanaxdvyd) = gO(wapHaxdayd) + o [6 mﬂ 1l+ly 1‘)_}_

: — 2
H—00 mm pﬁ 1 622 2mw pja
; _n2 d__ d__ ; _n2 d__ d__ ; _n2 d__ d__
ez 2mw p”(\x az2|+|y*—azl) 611/2mw pH(|ac a1 l+|y*—az|+a) eu/?mw pH(|a: az|+y a1+a)]' (412)

d

Para qualquer uma das quatro situacoes: ¢ = ay, ¢ = ay, y? = a; ou y? = ay, temos que

lim G(w, py, 2% a1) = lim G(w,py, 2%, a3) = lim G(w, py, a1,y%) = lim G(w, py, az,y%) =0, (4.13)
L—>00 HU—>00 H—00 H—>00

como esperado.

4.1 Niveis de energia para duas placas

Com a fungao de Green obtida na segao anterior, podemos encontrar os auto-valores de energia do
problema. Para isso, devemos estudar os pdlos da funcao de Green. Vamos nos restringir para o caso
onde 0s potenciais sao iguais, ou seja, (1 = s = U.

Com uma andlise simples da equagao (4.11), podemos mostrar que os pé6los do propagador sao
dados pela equacao

2 i,/2mw—pia
<, /2mw — pf + i,um) +pPm2eP VIR — g, (4.14)

As solugoes de (4.14), para d # 1, sdo dadas por

2
i
2m
[LW (mape™*) — mayu]* Pﬁ
w = — + L
2ma? 2m
LW (—mape™ ) — may]’  Pj
CUQ — _[ ( ma,ue ) mal’b] + _” , (415)

2ma? 2m
onde LW (zx) designa a fungdo W de Lambert, definida como a fungdo transcendental que resolve y na
equacao (y = LW (x)) [22]
ye¥ = . (4.16)
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Quando d = 1, as solugoes sao
Wy = 0

[LW (mape™ ) — mayu]®
2ma?

Wy = —

o _[LW(=mape™*) — may)? . (4.17)

2ma?

Vamos fazer uma rapida andlise dos autovalores de energia para o caso 1 + 1 dimensional, ou seja,
d = 1. Nesse caso, wy = 0, exibindo um comportamento trivial. O autovalor w, é estritamente real,

negativo para p < 0 e nulo para pu > 0.
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Figura 4.2 — Parte imagindria de w_/a em func¢do de u e do produto ma, apresenta valores positivos

indicando problemas na teoria

O autovalor w_ exibe um comportamento peculiar. No gréfico da figura (4.1) temos o comporta-

mento da parte real de w_ multiplicada por a. Percebemos que para valores positivos de u, a parte
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Figura 4.3 — Parte imagindria de w_/a em funcao de p e do produto ma. Os valores sao estritamente

nulos para p < 0.

real de w_ é nula. Os gréficos (4.2) e (4.3) mostram que a parte imagindria de w_ é nula para u < 0 e
apresenta valores positivos para > 0. Esse é mais um indicio de que a teoria s6 faz sentido para
valores de p estritamente negativos.

Por esses resultados é possivel concluir que a imposi¢ao de p negativo deve ser feita e assim as

energias possuem valores negativos, indicando estados ligados na teoria.



Capitulo 5

Campo de Schrodinger com uma carga

pontual e um plano

Com o intuito de compreender um pouco melhor o papel do potencial considerado no capitulo (3),
vamos considerar o campo de Schrédinger na presenca do potencial e de uma fonte externa pontual.

Antes de abordar esse caso, vamos considerar alguns aspectos do campo de Schrodinger.

5.1 Campo de Schrodinger na presenca de fontes externas

Entendemos por fontes externas de campo, fungoes que se acoplam linearmente com este. No
caso do campo nao relativistico, a presenca de fontes externas é descrita com a introducao de termos

adicionais a Lagrangeana (3.2), como segue

. 72
L0,V ) = i D~ gy G- Vo, ) — Ty T, 6.)

A equacao dinamica correspondente é dada por

oY 1,
5y = %V v+ V) +J, (5.2)
e a densidade de hamiltoniana,
1
H = %Vw* VY +V(x, )" + J(z)* + J* (x)y . (5.3)

Note que a solugao particular da equacao (5.2) é obtida por meio da fun¢ao de Green

V() = / Pyt Glx,y, 1) (y. 1) - (5.4)

21
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Tomando o complexo conjugado de (5.4) temos
v (z) = /d3zdt"G*(x,z,t,t’)J*(z,t’) : (5.5)
A energia do sistema é dada por
o / PxH = / Px [%w* V4 V(x,  + J(2)0" + J*(xw] (5.6)

Substituindo (5.4) e (5.5) em (5.6)
E = / d3x [% ( / Pydt'V, G*(x, t,y,t’)J*(x,t,y,t’)) : < / d*zdt"V G (x, t,z,t”)J*(z,t”))
m
+V(x, t)/d3zdt”G*(x,z,t,t”)J*(z,t”)/d3ydt’G(x,y,t,t’)J(y,t’)

(1) / Badt' G (x, 7, £, ") " (2,8") + J* (%, 1) / d3ydt’G(x,y,t,t’)J*(y,t’)] (5.7)

Fazendo uma integragao por partes na equacao acima e reagrupando termos, podemos escrever

E:/d3x

2

/dgydt’/d3zdt”G*(x,t,y,t’)J*(y,t’)J(z,t”) (—Z + V(x, t)) G(x,t,z,t")

2m

—I—J(X,t)/d3zdt"G*(x,z,t,t")J*(z,t”)—|—J*(x, t)/d?’ydt'G(x,y,t,t')J*(y,t’)] (5.8)

Pela prépria definicao da fungao de Green, temos que

V2 " __ N S3 8 "
(—% + V(x, t)) Gx t,2,1") = =0(t = )5 (x = y) +i5.G(x t,2,1") (5.9)

0 que nos permite reescrever a equacao (5.8), apés algumas manipulagoes simples, na forma

E= /d3x/d3ydt'/d3zdt"G*(x,t,y,t')J*(y,t')J(z,t")z’%G(x,t,z,t”)

+/d3x/d32dt”J*(X, G (x,t,2,t")J(z,t") (5.10)

Para o caso onde o potencial ndo depende do tempo, isto é, V(x,t) = V(x), a fungdo de Green
deve exibir invariancia por translagdo temporal, ou seja, G(x,t,y,t') = G(x,y,t —t'). Dessa forma,
temos que

0 A 0 A 0 "
aG(X,t,z,t ) = EG(X,z,t t") = at”G(X,z,t t") . (5.11)

Levamos agora a equagao (5.11) em (5.10),

0 G(x,z,t —t")

o / P / Pyt / ot G %,y 1~ 1) (3, ) ) (~1)iy
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+/d3x/d3zdt”J*(x, G (x,z,t —t")J(z,t") . (5.12)

Fazemos agora uma integracao por partes,
E = d3 d3 d / dS d //G* / J* ! . 0 J " G "
- X yat zat (XaY7t_t) (Y>t) _Zw (Zat) (X7Zat_t)

+ / Px / Badt" J* (x, )G (%, 7.t — ") I (z,") . (5.13)

Para fontes externas estaciondrias, ou seja, J(x,t) = J(x), a derivada na equagao acima é nula e

a energia pode ser escrita como

= /d3x/d3zdt”J*(x)G'(x,t,z,t”)J(Z) . (5.14)

5.2 Interacao plano-carga

Nessa secao vamos nos restringir a um espago 3 + 1 dimensional.

No problema abordado no capitulo (3) a fungao de Green foi escrita na forma
G(x,y.t,t') = Go(x,y,t,t") + AG(x,y,t,1') , (5.15)

sendo Gy(x,y,t,t') a fungao de Green livre (3.12) e AG(x,y,t,t') uma corre¢ao introduzida pela

presenca da placa, obtida com a equagao (3.31), dada por

AG(x,y;t,t') e~ Wty (5.16)

p” Mm2 z} /2mw—pﬁ(|xd—a\+|yd—a\)
/ /27Td12mw—p” 14
\/2mw— pH

Ao substituirmos (5.15) em (5.14), vamos obter um termo oriundo da fungao de Green livre
Go(x,y,t,t') para a energia do sistema. Essa contribui¢ao nao contém informagao alguma a respeito
da posicao da placa e nao contribui para a interagao entre a placa e a fonte externa. De fato, essa
contribuicao fornece a auto-energia da fonte e sera descartada de agora em diante. Com isso, a energia

de interagao fica
Eini = /dgx/dgzdt"J*(x)AG(x,t,z,t”)J(z) . (5.17)

Vamos tomar a seguinte fonte pontual, localizada na posicao b,

J(x) = Aé(x — b) , (5.18)
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onde A é uma constante complexa.

Substituindo (5.18) em (5.17), temos que

dw p|| um?
Eyn = dt' | d*xd*y / / A9(x —b)———
6 / / X 27)d il i >2mw — pﬁ X

ez 2mw— pH (|z¢—a|+|y*—al)

y e =) eI x1¥1)5(y — b). (5.19)

1+
1/2mw p”

Realizando a integragao na ordem y, x, w, Y’ e entao em 22 e y?, usando o fato de que

[dt'e" = (27)§(w) e recuperando o pardmetro regularizador €, obtém-se

|>\’2 , m 6_2 pﬁ—ie|b3—a|
Fy=——=1]d - , 5.20
’ (27)? / P pﬁ —de 1+ ( )

p” —1€

onde b® — a é a distancia entre a carga pontual e o plano e p| € o mddulo do vetor py. Essa expressao

pode ser integrada em coordenadas polares, observando que nao ha dependéncia explicita do angulo

polar,
B ‘)\|2Mm2 o) r —2\/r2—ie\b3—a|
Eyp=— SR (5.21)
(271') 0 r< — 1€ 1 -+ m

Temos que efetuar a integral acima com cautela. O caso p — 00 nao exibe polos e pode ser

encontrado facilmente,

. IAI*m
lim B = —
u—l>I:Eoo ‘ (27T)|b3 — CL|

(5.22)
exibindo um comportamento de interacao de longa distancia Coulombiano repulsivo, entre a fonte e
sua imagem refletida no plano onde o potencial se concentra.

O caso de p finito deve ser também considerado com cuidado. Apesar de sabermos que valores
finitos e positivos de p fornecem autovalores de energia inconsistentes (com parte imagindria positiva).
No entanto, nesse capitulo, vamos calcular a energia (5.21) também para p positivo.

Se > 0 a integral (5.21) ndo exibe pélos e pode ser facilmente calculada com o uso da definigao

da fungao exponencial integral

FEi(a, z):/ ds” : (5.23)
1 s*
o que fornece
APpm? . 3 2mpu|b® —
Fiy = ———FEi(1, 2mu|b® — mplb”—al , 5.24
= Py B 2m” — a7 (524

que exibe a mesma dependéncia com a distancia entre o plano e a carga que a obtida com o campo

de Klein-Gordon na presencga do mesmo tipo de potencial [5].
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Para tratar o caso de p < 0, vamos reescrever a integral (5.21) como segue

A2 2 —2\/r2—ie|b3—a|
B - | AP pm?® | /vbm /
\/r2 — i€ V12 —ie+ um

A2 2 0 2 —2v12 —ie|b3 —al
:M/d Ve e | (5.25)
2(2m) V12 —ie /12 —ie+ um
A integral acima apresenta pélos para
r=(ie)Y? | r=(ie+pPm)Y? | r=—(ie)"? | r=—(ie + pPm*)? (5.26)

e seu integrando é nulo ao longo dos semi-circulos de raio infinito no plano complexo r para Im(r) > 0
e Im(r) < 0. Podemos entao usar o teorema dos residuos para computar a integral (5.25). Podemos
tomar um caminho fechado composto pelo eixo r real e um semi-circulo de raio infinito no semi-plano
superior ou inferior.

Os residuos dos integrandos de (5.25) sao dados por

/2 —2\/r2—ie\b3—a|

1
=95 exp(2mplb® — al)

RGS =(ie+p2m?2)1/2 [

V12 —ie V12 —ie+um

/2 672\/r27ie|b37(1|

1
= —— 2mulb® —
5 exp(2my| al)

Res, _ (ietp2m?2)1/
- 2)12[\/7“2 ie Vr2 —ie+ um

/2 —2\/r2—ie\b3—a|

RBST (i€)1/2 [

V1?2 —ie 12 —ie+ pm

1 [—1+z /1231 (14 4)el/ 2 1/2(1+2um\b3—a])

= —lim 1/2
o | VT Vo) o o )]

2mi p=0
\/7,._2 672\/r27i6\b37a|
Vr? —
(

Res y1/2
T=—\1€ B B
(i) i€ /1?2 —ie+ pum

1 —14d /2280 (1 +0)e/227Y2(1 + 2um|b® — al)
27m p 0

— +O(p'?) (5.27

Vit iyl 2 )
Os primeiros termos do terceiro e do quarto residuo acima divergem com lim,— p~ /2. Esses
termos divergentes nao dependem da distancia entre a placa e a carga, |b®> — al, e nao contribuem

para a interacao entre estes. Sendo assim, podemos desconsiderar esses termos de agora em diante.

Com isso, os termos dependentes |b®> — a| dos pélos acima podem ser escritos como

\/ﬁ —2\/7”2—ie|b3—a\ 1 5
RS ierytmty [\/7’2 — i€ V1?2 —ie+ um B iﬁ exp(2mplb” = al)
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Res Vit e 1 490 4 duml — al) o
r=-+(ie)l/2 " B T o - )
£(ie)!/ V2 —ie 12 —ie + um 27 prm? )

Lembrando que, ao final dos calculos, devemos tomar o limite € = 0, temos que

\/ﬁ 6—2\/7‘2—ie|b3—a\ i 1 5
Res,_ (et p2m2)1/2 T Vet am = i% exp(2mul|b® — al)

2 —2v/12 —je|b3 —al i
Res,_y o2 Vi _ £ - 0. (5.29)
V12 —ie Vr2 —ie+ um

Usando entao o teorema dos residuos, para efetuar a integral (5.25), com um contorno de integragao

no semi-plano superior ou inferior, temos que

A pm? 2um|b3—al
HI 2um|b®—a , 5.30
2r) © <0 (5:30)

Eint =
O resultado acima apresenta algumas curiosidades. Ele cai exponencialmente com a distancia
(lembre-se de que p < 0), mas seu decaimento é mais lento em comparagdo com o potencial de Yukawa.

Nos limites em que A = 0 ou = 0, a energia se anula. A interagao produzida é de origem atrativa.



Capitulo 6

Energia de Casimir para o campo de

Schrodinger com potenciais delta

Nesse capitulo vamos iniciar um estudo sobre a energia do campo de Schrodinger, no estado de
vacuo, na presenca de dois potenciais tipo delta de Dirac.
Como ¢ sabido da teoria de campos, a energia de um dado sistema pode ser obtida pela integracao

no espago tridimensional da densidade Hamiltoniana [23]
E = /ddrH. (6.1)

Onde H é a densidade de Hamiltoniana do sistema.

No caso do campo de Schrédinger, temos que
1
H=—VY*"-Vip4+ V. (6.2)
2m
E a energia (6.1) se torna
1
E = / Ao T (1 8) - V(e 1) + V(e 09 (1 (1) (6.3)

Com uma integragao por partes, a energia acima pode ser escrita na forma

o / ' K-Vi LV t)) W (r, t)] olr,t) . (6.4)

2m

A equacao acima é divergente e se faz necessario utilizar algum procedimento de regularizacao.

Usamos, entao, a separacao de pontos, como segue

r/ —>r
t—t’

E = /ddr lim (—% + V(r,t)) v (r, ) () . (6.5)

27
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Com um formalismo de integral de caminho, para campos em estado de vacuo, descritos por

Lagrangeanas quadraticas, podemos fazer a identificagao
(e, (e’ 1) — iG(r, ', 1) (6.6)

onde G(r,r’,t,t') é a funcao de Green do sistema , e a energia (6.5) se torna

2
E = /ddr lim (—Z— + V(r, t)) iG(r,x' t,t") (6.7)
] m
Usando o fato de que
2 Y |G ) = o) ) (6.8)
(975 2m ) » Y - ) .

podemos reescrever a equagao (6.12) na forma

E = /ddr limi(i%G(r,r’,t,t') —(5(r,r’)§(t,t')> : (6.9)

r/ —r
t—t!

Escrevendo a funcdo de Green como a soma da Funcao de Green livre, Go(r, (r',¢,t’) acrescida de

um termo de correcao decorrente da presenca do potencial, ou seja
G(r,r' t,t") = Go(r, v, t,t") + AG(r, 1, t,1). (6.10)

temos que a energia do sistema é dada pela integral

I‘ —r 8 r’'—r
t—t’ t—t’

0 0
/ddr lim 3> —AG(r, 1’ t,t') + /d3r hmz(za—Go(r vt t) — 5(r,r')5(t,t')> (6.11)
A contribuigao para a energia da funcao de Green livre G e do termo que envolve as fungoes delta
de Dirac nada mais sao do que a energia livre do sistema, ou seja, a energia do sistema na auséncia
de potencial. Esses termos nao contribuem para a interacao entre os potenciais delta e, de agora em

diante, serao descartados.

Para o caso em que estamos interessados, temos que

d* 1Pn 4 dy is(-t) i
AG(r, 1 t, 1) / / TAG(w, py, 2%, 2 Je W=t gty (X =y)) (6.12)

onde AG(w, py, 2%, 2’ d) ¢ dado pelo segundo termo do lado direito da equagao (4.11), no caso de dois

potenciais delta. Sendo assim, substituindo (6.12) em (6.11), temos a energia do sistema

dd 1 d li - dd_lp” A d _sdy _—iw(t—t) ipy-(x)—y|)
r| x 1mz r)i] G(w,pj,z% 2" )e e
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dd 1p
/er (1313% / ” /dx iwAG(w,pyj, 2%, 27 + 6) (6.13)

d . ..
onde fizemos 2'* = z¢ + 4, r'| = r|, tomamos a derivada temporal e o limite ¢ — ¢'.
O integrando acima nao depende mais das coordenadas perpendiculares r|. Identificando a area

na qual um potencial delta se concentra, A4 = [ d?~'r| encontramos finalmente

. d’ 1p|| d .d
E = Alim / /dx iwAG(w,py, 2%, 1% + 6). (6.14)

6.1 Auto-energia de uma placa

Partindo da equacdo (6.14), a energia de auto-interacao de uma placa é calculada como

iy/2mw—pf(lz?—as|+]a?+d—ail)

dd 1 2
E, = Alim / L / datie | -} £ _ (6.15)
6—0 2mw — P 14— m

A /Qmwfpﬁ

— a; = u resulta em

Aplicando limite e realizando uma mudanca de varidveis x¢

2i, /2mw pﬁ\u|

d* 1p —z',u wm? e N
E; = .A/ / H / - 6.16
2 pH 1+ —:ﬁ ( )

w—pﬁ

A integral em u pode ser efetuada com o teorema dos residuos. A escolha de um caminho de

integracao no plano complexo adequado depende do sinal de 2mw — pﬁ. Para 2mw — pﬁ > (0, usamos

que w — w + i€, cOMoO segue
_— 1/2
5 9 mwie
2mw — pjf = [(me - Pj) (1 + W—pﬁ (6.17)
Apds uma expansao em séries de poténcias retendo apenas o termo linear em ¢ a expressao acima

pode ser reescrita como

\/Qmw — pﬁ = \/2mw - pﬁ + 10, (6.18)

onde 0 é um parametro tao pequeno quanto necessario, que sera avaliado no limite 6 — 0. Com isso

00 9]

2i, /2mw—p?|u . 24, [2mw—p2+id ) lu

/ due i |—>hm due< 1 )‘ |
— 0 o0

6—0 |

= lim du 67267(721'\/ Qmwfpﬁ)‘u‘ = S (6.19)

6—0 oo /2mw o pﬁ
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A analise é idéntica quando 2mw — pﬁ < 0, basta fatorar uma unidade imaginaria do argumento
da raiz e prosseguir de maneira similar e facilmente recupera o mesmo resultado acima, dado em

(6.19). Com isso, a expressao (6.16) se torna

dd 1 2
B = A/ / DI _fwm ! . (6.20)

- _ :
2m)¢=! 2mw — pj \/2mw — pi +ipm

A integral em p; pode ser resolvida utilizando coordenadas esféricas generalizadas, se p representa

o modulo do vetor p|, entao a auto-energia da placa ¢ pode ser expressa em termos de uma integral

em w e outra em p; com a condicao que d # 1,

d#£1  (6.21)

d q(d=1)/2 wm? 1
Bl [T oL
(2m)d=1 T'( ( 1)/2) 2w — Py [2mew — P+ dpgm
Para d =1 a energia de auto-interacao da placa i ¢ substancialmente mais simples, uma vez que

nao existe py, e a hiper-drea A é nula, uma vez que os potenciais se concentram em pontos. Sendo

assim
dw p;m 1

Ei: -

d=1. (6.22)

6.2 Energia na presenca de duas placas e a energia de Casi-
mir

A energia do sistema quando temos duas placas presentes é determinada de forma analoga ao caso

quando temos somente uma unica placa

d* pH —im2w 1
A (2m)41 2mw — p? % 2, [2mw—pZa %
I (T + Ap) (1 + Apg) — A%papioe ”

x/ dz®

i, /2mw—p2(|Jzi—a z%—as|+a iy /2mw—p2(|zi—a z%—a1|+a
_Alulluze /2 p‘|(| 1]+ 2|+a) _ AMQMle 2 p“(‘ 2|+ 1|+a) (623)

i, /2mw—p2|zi—a i, /2mw—p2|zi—a
V(1 Aprg) e VRPNl (1 Apay ) VAR e

valida para d # 1, onde o fator A correspondente a

A=_—" (6.24)

1/2mw—pﬁ

4 _ @y, podemos escrever que

Com a transformacao de variavel u = x

o % mw—p2(|zt—a z%—a a 0 “ > i, [2mw—p? (Ju|+|u—al+a
/ dyte B Pl (-l —aala) _ (/ +/ +/ )due‘/z PR (ful-+fu—al-+a) (6.25)
—00 —00 0 a
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Usamos agora o fato de que

0 . . o0 .
/ du ez 2mw—pﬁ(\u|+|u—a\+a) _ e?z, /2mw—p2a/ du 6211 /Qmw—pﬁu ’ (626)
0

—0o0

* 7 mw—p2(|u|+|lu—a|+a 7 mw—p2a o 7 mw—p32u
/ du VORI uiluelta) 2 f2mep] / du VP (6.27)
a 0

a X a . .
/ du 62, /2mw—pﬁ(\u|+|u—a\+a) _ / du 621, /Qmw—pﬁa _ aeQZ, /Qmw—pﬁa‘ (628)
0 0

e substituimos os resultados (6.26), (6.27), e (6.28) em (6.25),

oo 7 mw—p?2(|u|+|u—al+a ) 7 mw—p2a
/ du Ve Pultumata) 0 Y e2m : (6.29)

1/Qmw—pﬁ

Paralelamente a este resultado, outra integral se faz de interesse. Para o cédlculo dos demais termos

da equagao (6.23), considere a integral

o i,/ 2mw—p2|zt—a; 1 > iy [2mw—p5|u
/ dz? 2VEmePlet el 5/ du V2Pl (6.30)

Procedendo de forma similar ao que fizemos na secao anterior, obtemos

1/2mcu —pﬁ

Inserindo os resultados (6.29) e (6.31) em (6.23) resulta em

f [ e 1 |
d—1 7 mw—p3a
2wyt 2me — p (14 Ap)(1+ Ap) — A2pyjuae™V 2"

o | it Ap) +ipp(1 + Ap) 2 Ay eV PR i ta
2mw — pﬁ \/2mw — pﬁ

(6.32)

Analogamente ao que fizemos na se¢ao anterior, utiliza-se o sistema de coordenadas esféricas

generalizadas, que fornece de maneira direta

dp 2rd=1/2 _im2w 1
By = ‘A/ / (2m) c‘l‘ P Ic\l i (d-1) 2mw — p? x 2, [2mw—pa %
I (T) I (1 + Apn) (1 + Apa) — A2 pne |
) 1 A ] 1 A i, /[ 2mw—pia )
y iy (14 Apio) + ipao(1 + Apr) _ 214#1#262 \/2mw—pj ¢ ta , (6.33)
1/2mw—pﬁ \/me—pﬁ
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valido para d # 1. Para o caso onde d = 1, a expressao acima se simplifica consideravelmente pois
novamente nao ha pj, e A =0, assim

d 1
E12 = —Z— _W - X
2. 2m (14 Apa)(1 + Apig) — A% piy pgeV2mea

7 e
X (pn(1+ Apz) + pa(1 + Apn)) — 2Ap o (\/m + a) e 2mwa] (6.34)

i
X
V2mw
para d = 1. Note que nessa expressao o fator A difere do anterior, sendo avaliado como

m

A= (6.35)

2mw

O célculo da energia de Casimir se d& de maneira muito simples, com os resultados entao obtidos.
Essa energia é dada pela subtracao da energia de interagao E1o, derivada na expressao (6.33), das auto-
energia de cada uma das placas obtidas na segao anterior, dada pela equagao (6.21). Particularizando
o sistema para 1 + 1 dimensoes, a mesma analise deve ser feita, entretanto, deve-se subtrair do

resultado (6.34) das as auto-energias obtidas em (6.22). Deste modo

dp 2 d=1/2 1 miw 1 ipomiw
ECAS—A/ / 2W21ﬁ2 (d—1) ZQmH:;— 2 2 2752}— 2
r (T) P\ /2mw — pt + ipum Pj
X ! + ! X
2mw — P2 Fiem (14 Apn)(1+ Ap) — A2 e V2
) 1+ A ) 1+ A i, /2mw—pia .
By G o g —— ) FTET
1/Qmw—pﬁ V2mw—pﬁ
Vilido para d # 1. E também
dw | mu 1 M 1
ECAS1+1 - a_ ) -
27 2 \V2mw +im 2 \2mw + ipgm
m 1

, X
2 (1+ Apm)(1 + Apa) — A%y proe?V2mea

X (1 (1 Apis) + a1+ Apn)) — 2 A ( — ) “m” . (637)

1
X
[\/ 2mw
para d = 1 e em unidades onde h = 1.

Infelizmente, nao conseguimos avancar mais com os cdlculos, nem mesmo com analises numéricas.

Sendo assim, vamos estudar alguns casos particulares, todos eles restritos a 1 + 1 dimensoes.

6.2.1 Limite de placas Dirichlet

Ja sabemos que no limite p; — +00, o campo deve satisfazer a condigao de Dirichlet no potencial

d

concentrado no plano z% = a;. Tomando entao esse limite na equacao (6.37), e descartando os termos
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independentes de a, obtemos

dow 62“ /2m(w+i€)a
E =1 — ay/2 ' . 6.38
CASu—c0 el—%/ 2w av/2m(w + 26)1 _ p2in/2m(wtic)a ( )
onde recuperamos o parametro regularizador e.
O integrando acima exibe pélos em w = (7N)?/(2m) —ie, com N = +1,42,--- 1. Vamos resolver

essa integral com o teorema dos residuos. Escolhemos um contorno de integracao composto pelo eixo
real e um semi-circulo de raio infinito no semi-plano complexo superior. O integrando se anula ao
longo desse semi-circulo e a integral pode ser encontrada com o residuo dos pdlos internos ao contorno.
No entanto, os polos encontram-se no semi-plano complexo inferior, e a integral é zero nesse caso.

Temos entao o resultado

Ecas, s, = 0. (6.39)

como ja esperavamos para o caso de planos com condi¢oes de Dirichlet.

6.2.2 Uma placa Dirichlet

Outro caso de interesse, e mais delicado, é o qual apenas um dos coeficientes p tende a mais
ou menos infinito e o outro permanece finito. Utilizando-se de mesmo procedimento analitico,

desconsiderando termos que nao contribuem com a interagao entre as placas (independentes de a),

obtém-se de (6.37)

1 + 2[uma’€2i\ / 2m(w+z’e)a
V2m(w + d€) + impu(1 — 2V 2mwtioa)

O integrando acima nao apresenta pélos. Apesar de w — 7e ser um zero do denominador, nesse

(6.40)

v [ dw -
Ecas,, o = 5 §\/2m(w + i€)

caso o numerador também é nulo.

Vamos considerar, separadamente, cada termo na integral (6.40). Para o primeiro deles, o
tratamento é totalmente andlogo ao que fizemos na resolugao de (6.38), onde utilizamos um caminho
de integracao composto pelo semi-circulo de raio infinito no semi-plano complexo superior. Usando o

fato de que o integrando anula-se ao longo do semi-circulo, e de que nao ha poélos, temos que

2i4/2m(w+ie)a

dw e
—/2m(w + i€) ' g (6.41)
27 \/m + Zmu(l _ 621\/2m(w+ze)a)

10 caso N = 0 é um zero do denominador, mas ndo um pélo do integrando, pois o denominador também se anula

para N = 0.
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O segundo termo é dado por

1
\/2m (w + t€) — . (6.42)
V2m(w + i€) + impu(1 — 2V 2mwtioa)

Para resolver a integral acima, também utilizamos o teorema dos residuos, mas desta vez, devemos

escolher um caminho de integracao composto pelo eixo real e uma semi-circulo de raio infinito no
semi-plano complexo inferior. Ao longo desse semi-circulo, o integrando anula-se. Com isso temos

novamente

1
/ vV 2m(w + i€) — . (6.43)
V2m(w + i€) + impu(1 — 2V 2mwtioa)

Portanto, a energia de Casimir nesse caso também é nula

Ecas,, ... = 0. (6.44)

6.2.3 Potenciais iguais

Nesse caso, tomamos p; = g = j na equagao (6.37)

Ecas

dw \/ m(w + i€) + ipum + ipm?a)e*V Imwtida
g = \/2m (w + €) 4 (6.45)
/9 w + ZE + z,um 2 4 m 2m2e 2t/ 2m(w+ie)a

Novamente, o integrando na equacao acima nao possui polos, fazendo com que a integral seja

nula.



Capitulo 7

Conclusoes e Perspectivas

Nesse trabalho fizemos um estudo sobre o campo de Schrodinger na presenca de potenciais
espacialmente localizados. Tomamos um espaco d + 1 dimensional e potenciais tipo delta de Dirac
concentrados ao longo de hiperplanos paralelos entre si. Fizemos um estudo da funcao de Green do
modelo nos casos com um e com dois potenciais presentes. Por meio das fungoes de Green obtidas,
encontramos os auto-valores de energia correspondentes nos casos de 1 + 1 dimensoes, no contexto da
primeira quantizacao (fun¢ao de onda).

Mostramos que, no limite no qual as constantes de acoplamento entre os potenciais e o campo
divergem, as fungoes de Green correspondentes satisfazem a condigao de Dirichlet nos planos onde os
potenciais se concentram. Sendo assim, os préprios campos devem satisfazer as mesmas condicoes
em tais planos. Dessa forma, interpretamos o modelo como um certo tipo de condi¢ao de Dirichlet

generalizada para o campo nao relativistico.

Nossos resultados indicam que o modelo deve ser consistente somente nos casos onde as constantes
de acoplamento entre os potenciais e o campo assumem valores negativos finitos ou divergem negativa
ou positivamente. Caracteristica oposta ao campo escalar, onde, em um modelo andlogo, as constantes
de acoplamento devem ser positivas. No caso do campo nao-relativistico, os auto-valores de energia

apresentam parte imaginaria positiva quando as constantes assumem valores positivos finitos.

Consideramos um modelo bastante interessante com a funcao de Green na presenca de um
unico potencial delta. Tomamos o campo de Schrodinger na presenca de tal potencial e também
na presenca de uma fonte pontual do tipo delta de Dirac, concentrada em um ponto do espaco.
Nos restringimos, nesse problema, ao caso de 3 + 1 dimensoes. Apesar da teoria classica indicar
inconsisténcia para constantes de acoplamento finitas e positivas, nesse problema, nés consideramos

também essa possibilidade. Obtivemos a interacao entre o potencial e a fonte de campo, intermediada

35
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pelo campo nao-relativistico. Mostramos que, quando a constante de acoplamento entre o potencial e
o campo diverge, a interacao se reduz a energia Coulombiana entre a fonte e sua imagem refletida no
plano. Quando a constante de acoplamento é negativa e finita, obtemos uma energia de interacao
com decaimento exponencial mais lento do que a interagao de Yukawa. O caso onde a constante
de acoplamento é positiva e finita requer mais investigacao, mas nossos resultados mostram que a
interacao tem exatamente a mesma estrutura do que a obtida com o campo escalar, estudado em um

modelo analogo.

Por fim, iniciamos um estudo sobre a energia de Casimir para o campo nao-relativistico. Usamos
a funcao de Green na presenca de dois potenciais calculada previamente para encontrar a energia
de vacuo do campo na presenca de dois potenciais. Sabemos que a energia de Casimir do campo
nao-relativistico, quando submetido a condigoes de contorno, é nula. No entanto, no modelo proposto,

nao impomos condicoes desse tipo. Apenas acoplamos o campo com potenciais externos.

Devido a complexidade dos calculos, tivemos que nos restringir ao caso 1 + 1 dimensional. Mesmo
assim, nao conseguimos avancar com os calculos de forma geral. Dessa forma, tomamos apenas

algumas situagoes especificas.

Como ja era de se esperar, mostramos que no limite onde as constantes de acoplamento entre os
dois potenciais e o campo diverge, a energia se anula. Isso era esperado pois nesse limite, o campo

passa a satisfazer a condi¢ao de contorno de Dirichlet nos planos.

Consideramos o caso onde uma das constantes de acoplamento diverge e a outra permanece finita,
ou seja, temos um ponto onde o campo satisfaz a condicao de Dirichlet e outro onde o potencial se

concentra. A energia de Casimir obtida também foi nula para essa configuracao.

A 1ltima situacao estudada foi o caso onde as constantes de acoplamento sao finitas e iguais uma

a outra. Novamente obtivemos uma energia nula.

Os resultados sugerem que a energia de Casimir deve se anular, de um modo geral, para outras

configuragoes. No entanto, esse assunto requer mais investigacao.

Com esses resultados, surgem uma série de indagacoes. Como mostrado no inicio desse trabalho,
a energia de Casimir nao pode ser obtida por meio de corregoes relativisticas da relacao de dispersao
nao-relativistica, quando o campo é submetido a condi¢oes de contorno. Sera que o mesmo é valido
quando o campo esta em interacao com potenciais delta? Outra pergunta que surge naturalmente é
se outros tipos de potenciais, como o que generaliza a condi¢ao de Neumann, nao poderiam fornecer
uma energia de Casimir nao nula para o campo nao relativistico. Podemos pensar também no que

aconteceria se fizéssemos um estudo parecido para o campo nao-relativistico de natureza fermionica,
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ja que nesse trabalho tratamos apenas do campo de natureza bosonica.
Pretendemos redigir um artigo de cunho cientifico expondo os resultados obtidos sobre a interacao
entre o potencial delta e uma carga pontual, para o campo nao-relativistico. Esperamos também

verificar como seria tal interagao, mas com um potencial que simula a condi¢ao de Neumann.
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