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“Um dia quando olhares para trds, verds que os dias mais belos foram aqueles em que lutastes.”

Freud



Resumo

Apresentamos um estudo sobre a existéncia de cones invariantes em uma familia de sis-
temas lineares por partes continuos e nao observaveis em R?. Inicialmente, encontramos
uma subfamilia de tais sistemas que apresenta um tnico cone invariante folheado por
orbitas periddicas. Depois disto, perturbamos os membros da subfamilia, através de uma
perturbagao linear, tornando-os observaveis e nao homogéneos e, entao, estudamos as
orbitas periddicas que persistem as quais estao associadas com os zeros de uma fungao

integral.

Palavras—chave: Sistema linear por partes continuo, Cone invariante, Orbita periodica.
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Abstract

We present a study on the existence of invariant cones in a family of continuous and
unobservable piecewise linear systems in R?. First, we found a subfamily of such systems
that has an unique invariant cone foliated by periodic orbits. After this, we perturb the
members of this subfamily by means of a linear perturbation making them observable and
non-homogeneous and then we study the periodic orbits that persist which are associated

with the zeros of an integral function.

Keywords: Piecewise linear continuous system, Invariant cone, Periodic orbit.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo abordamos a introducao desta dissertacao. Na Secao 1.1, mostramos uma
motivacao para este estudo e nas proximas segoes comentamos resumidamente das refe-

réncias utilizadas e da estrutura deste trabalho.

1.1  Motivacao

Esta dissertacao esté centrada no estudo de cones invariantes e o6rbitas periddicas em
sistemas lineares por partes continuos em R®. Atualmente, tais sistemas possuem grande
interesse, devido as suas aplicagoes como modelos de processos eletroeletronicos, mecéani-

cos e biologicos. Veja, por exemplo, [3| e outras referéncias 14 citadas.

A existéncia de um sistema linear por partes continuo e observavel em R? com um
cone invariante folheado por érbitas periddicas foi provada em [5]. Mas, nao foi possivel
caracterizar essa propriedade, ou seja, encontrar uma familia especifica de tais sistemas
com um cone invariante folheado por érbitas periddicas. Logo, neste trabalho, conside-
ramos o caso nao observavel e, explicitamente, obtemos uma subfamilia de tais sistemas
com um unico cone invariante folheado por orbitas periédicas. Quando temos esta situa-

¢ao nao genérica, ¢ possivel perguntar sobre o nimero e a posicao das 6rbitas periodicas



que persistem apos uma perturbacao do sistema. Particularmente, utilizamos uma per-
turbagao do tipo linear (ou afim) que torna os membros da subfamilia observéaveis e nao

homogéneos.

Para estudar as orbitas periddicas que persistem, podemos usar diversas técnicas,
sendo uma delas a Teoria da Média [14]. De modo simples, a ideia principal dessa teoria
é relacionar as orbitas periddicas do sistema perturbado com os pontos de equilibrio de
um sistema autéonomo. Entretanto, neste trabalho, nao empregamos tal técnica, mas
escrevemos o sistema numa forma apropriada para usar as ideias do Capitulo 14 de 6],

no qual perturbacoes nao autonomas de sistemas lineares foram analisadas.

Tendo em conta o que foi dito anteriormente, o objetivo desta dissertacao é encontrar
uma subfamilia de uma familia de sistemas lineares por partes continuos e nao observaveis
em R? que possua um tnico cone invariante folheado por érbitas periédicas no retrato
de fase e, em seguida, perturbar os membros da subfamilia, através de uma perturbacao
linear, e analisar as o6rbitas periddicas que persistem, as quais estao associadas com os

zeros de uma funcao integral.

1.2 Revisao Bibliografica

O artigo 2] é a principal referéncia utilizada nesta dissertagdo. Em |7] e [11], encontram-
se as definicoes e os resultados referentes aos sistemas de controle lineares auténomos
citados no Capitulo 2, os quais foram utilizados para melhor compreender o conceito
de observabilidade. Em nosso estudo, precisamos de algumas defini¢oes e resultados de
Algebra Linear e Teoria da Medida que poderdo ser vistos em [8] e [9]. A definicdo da
matriz de Householder e suas propriedades foram retiradas do livro [13]. J& o livro [15]

apresenta o Lema do Complemento de Shur, sua demonstracao e aplicagoes.

Os conceitos relacionados com a Teoria Qualitativa das Equagoes Diferenciais Or-

dindrias foram retirados de [12]. Utilizamos o software Wolfram Mathematica [10] na



realizacao de célculos e nas construgoes de algumas figuras apresentadas nesta disserta-
¢ao.

No artigo [3] estudamos os conceitos referidos aos sistemas observaveis e a forma
canonica generalizada de Liénard abordados na Segao 2.3. As referéncias [1] e [4], que
apresentam um estudo sobre bifurcagoes sela-né de cones invariantes em sistemas lineares
por partes continuos e observaveis em R? e a referéncia [5], que trata da existéncia
de um cone invariante folheado por orbitas periddicas nestes mesmos sistemas, foram
mencionadas a titulo de informacao.

A referéncia [14] foi citada apenas para exemplificar uma outra maneira de estudar
as oOrbitas periddicas que persistem em um sistema perturbado e utilizamos as ideias
do Capitulo 14 do livro [6] para analisar as orbitas peridédicas que persistem, apds uma

perturbacao linear do sistema linear por partes continuo e nao observéavel em R3.

1.3  Estrutura da Dissertacao

Esta dissertacao esta dividida em trés capitulos. No Capitulo 1, apresentamos a ideia
geral desta dissertacao, destacamos resumidamente as referéncias utilizadas e a estrutura
deste trabalho. Ja no Capitulo 2, abordamos alguns conceitos essenciais para a leitura
deste texto e estabelecemos algumas notagoes. Também, definimos os sistemas lineares
por partes continuos em R”, que serao estudados no Capitulo 3, no caso tridimensional,
apresentamos o conceito de observabilidade e encontramos as formas canénicas para os
casos em que estes sistemas sao observaveis ou nao observaveis.

No Capitulo 3, introduzimos a nocao de cones invariantes em sistemas lineares por
partes continuos em R? e analisamos a existéncia de um tnico cone invariante folheado
por oOrbitas peridédicas, no caso em que tais sistemas sao nao observaveis. Depois, per-
turbamos esses sistemas com uma perturbacao linear, de forma a torna-los observaveis
e nao homogéneos, e focamos no estudo das oérbitas periddicas que permanecem apods a
perturbagao. Para finalizar, apresentamos as principais consideragoes desta dissertagao

em Conclusoes.



Capitulo 2

Sistemas Lineares por Partes Continuos

em R" e Observabilidade

Neste capitulo, iniciamos com uma secao apresentando alguns conceitos fundamentais
para a leitura desta dissertagao e estabelecemos algumas notacoes. Na proxima segao,
definimos os Sistemas Lineares por Partes Continuos em R™. Na Secao 2.3, abordamos
o conceito de observabilidade para sistemas de controle lineares auténomos, provamos
alguns resultados e encontramos as formas canodnicas para os casos em que esses sistemas

sd0 observaveis ou nao observaveis.

2.1 Conceitos Iniciais

Nesta dissertacao, denotaremos por R™™ o espaco vetorial real das matrizes com n linhas
e m colunas. A matriz identidade seré denotada por E,,, uma matriz pertencente a R™", e
a matriz nula sera denotada por O, cujo numero de linhas e colunas depende do contexto
no qual ela esté inserida. A inversa de uma matriz A e a transposta de uma matriz A,
serao denotadas por A™! e A*, respectivamente. Adotaremos a notagao Po(A), Nuc(A) e

Im(A) para representar o posto, o nicleo e a imagem de uma matriz A, respectivamente.



A base canonica do R" seré representada por {ej, e, ..., e,}, sendo e; = (1,0,...,0).

Além disto, em R", adotaremos o produto interno usual definido por

<JI, y) - Z TiYi
i=1

e a norma induzida por este produto interno,

1

el = v/w2) = (Z ) ,

sendo = (1, %o, ..., Tn) € Y = (Y1, Y2, - - -, Yn)-

O espaco vetorial R” podera ser identificado com o R™! e, na maioria dos casos, o
leitor deve interpretar o contexto. Assim, observando o produto matricial, se x,y € R”

forem identificados com elementos de R™!, entao z* € RY" e, ainda,

(z,y) = 2"y e |z]* = (v,2) = 2.

Uma matriz A € R™" é chamada simétrica, se A = A*. O conjunto de todas as

matrizes simétricas é parcialmente ordenado pela relagao
Ay > As se, e somente se, (x, Ajz) > (x, Asx), Vo € R™.

Neste sentido, as matrizes simétricas admitem a seguinte classificagao.

Definicao 2.1.1. Uma matriz simétrica S € R™" ¢ denominada:

a. Positiva definida, quando (x,Sx) > 0, Va € R"\{0},
b. Positiva semidefinida, quando (z, Sz) > 0, Vo € R";
c. Negativa definida, quando —S for positiva definida;

d. Negativa semidefinida, quando —S for positiva semidefinida.

O préximo lema apresenta uma caracterizagao das matrizes positivas definidas.



Lema 2.1.1. Uma matriz simétrica S € R™™ € positiva definida se, e somente se, for

positiva semidefinida e nao singular.

Demonstragao. Veja a Se¢ao Operadores Autoadjuntos em [§]. |

A seguir introduzimos o conceito de matriz de Householder. Um estudo mais detalhado

pode ser encontrado em [13].

Definigao 2.1.2. Seja w € R™ um vetor unitdario. Uma matriz H é chamada de matriz
de Householder, se

H=FE, — 2uww".

Os proximos dois resultados apresentam algumas propriedades das matrizes de Hou-

seholder e serao empregados na demonstracao da Proposicao 2.2.1.

Proposicao 2.1.1. Se H é uma matriz de Householder, entao H é simétrica e ortogonal.

Demonstracao. De fato, se w € R" é um vetor unitéario, entao
H* = (E, —2ww")" = E' — 2uwuw")* = E, —2(w")"w" = E, —2ww* = H

e, como H* = H,
HH* = (E, — 2ww*)?
= E2 — 4ww* + 4(ww*)(ww*)
= E, — dww* + dw(w*w)w*
= E, — dww* + 4w (w, w) w*
= F, — 4ww* + dww*

= Env

em razdo de (w,w) = ||w||> = 1. Portanto, H = H* = H™'. |

Teorema 2.1.1. Sejam z,y € R"™ wvetores unitdarios distintos. Eziste uma matriz de

Householder H tal que Hx = y.



Demonstracao. Sabemos que, para qualquer vetor unitario w € R",
Hx = (E, - 2ww")z = B,z — 2uw's =z — 2w (x,w) =z — 2 (z,w) w.

Por hipotese x # y e definindo
r—1Y
w=—7
lz —yll
resulta que w é vetor unitério e, ainda,

Hx:x—2<x, T > T
lz =yl / llz—yll

:x—2<x,x—y>Ly2
|z =yl

_ ., 2z) — (@y)(z—y)
(r—y, 2 —y)

2((w, ) — (2,y))(x — y)
(z,2) = 2(z,y) + (Y, v)

=z —(z—y)
Observe que usamos o fato de que ||z|| = [|y|| = 1. |

Utilizaremos o proximo lema na demonstragao do Corolario 2.3.1.

Lema 2.1.2 (Complemento de Schur). Seja M € R™" uma matriz particionada por blocos

da sequinte forma
A|B

C|D

sendo A € R"" e D € RPP de modo que n = r + p. Entao, se A é nao singular,
det(M) = det(A)det(D — CA™'B)

e, se D € nao singular,
det(M) = det(D)det(A — BD™'C).

Demonstragao. Sugerimos a leitura de [15]. |



2.2 Sistemas Lineares por Partes Continuos em R”

Nesta se¢ao, definimos os sistemas lineares por partes continuos em R”™ que serao estudados

no proximo capitulo no caso tridimensional.

Definicao 2.2.1. A equacao diferencial ordindria auténoma

com x = (x1,...,2,) € R" e 2’ denotando a derivada de x em rela¢io ao pardmetro t,
chamado aqui de tempo, define um sistema linear por partes continuo em R"™ com duas
zonas, se existem by, by, v € R™, com v # 0, A;, Ay € R™ e 6 € R tais que o campo

vetorial F' é dado por
Az +b,  (xz,v)+5<0,

AQ:C“FbQ, <I,'U>+5>O,

All' —+ bl = Agl‘ -+ bg.
O hiperplano (x,v) + 6 = 0 é chamado de regido de separacdo, o qual divide o espago em

duas regioes lineares.

Os sistemas lineares por partes continuos em R™ podem ser escritos em uma forma

especial conforme a seguinte proposigao.

Proposicao 2.2.1. Qualquer sistema linear por partes continuo em R™ com duas zonas

pode ser escrito como
A x+0b, r1 <0,
ATz +0b, 11 >0,
com b € R" e as matrizes A~, AT € R™" verificando a relacao

(A_>i,j:(A+)i,j; i:1,2,...,n j:2,3,...,n,

ou seja, as n — 1 tltimas colunas das matrizes AT e A~ sao igquais.



Demonstragao. Seja v € R"\{0} tal que v/||v|| # e;. Assim, pelo Teorema 2.1.1,

existe uma matriz de Householder H tal que

v
T — €1,
o]
ou, equivalentemente, Hv = (||v],0,...,0) € R™.

Fazendo a mudanca de variaveis

y:H(x+5 02)
o]

e usando o fato que Hr = x — 2 (x, w) w, para algum vetor unitario w € R", temos que
v v
Y= <x+5—2) —2w<x—|—5—2,w>
o] Il

Yy =2 —2w (2, w)

e, assim,

= F(z) — 2w (F(z),w)

= HF(z).
Se (x,v) + 60 < 0, entao (x,v) < —4. Visto que a matriz H é simétrica e ortogonal, pois é

matriz de Householder, segue que

=HO) ~
Assim,
-6 > (x,v)
=(H(y) —0 Y , U
(1 ol )
— (H(y),v) #w,w
— (H(y),v) — 5.
isto é,
0> (H(y).v)
)

= <(y17y2a e 7yn)> (HUH 0, 70)> .
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Logo, 1 ||v|| < 0, o que implica que y; < 0, pois v # 0, o que resulta em ||v|| > 0. Do

mesmo modo, se (x,v) +d > 0 obtemos y; > 0.
Considere, na Defini¢ao 2.2.1, A = A; e b = b;, i = 1,2. Assim, dos sistemas y' = HF(x)
e 2’ = F(x), temos que
y = HF(z)
= H(Az +b)
= (Az +b) — 2w (Az + b, w)
= Az +b— 2w (Az, w) — 2w (b, w)

= HAxz + Hb
v

:HA(Hy—(5 5
o]

)+Hb

:HAHy+H<b—A5 Y >

2
o]

Entao, obtemos o sistema

(%
HAlHy+H (bl _A15W> , N S O,

/

y =
HAgHy+H (bQ —A25ﬁ> , Y1 > 0.
v

Como o campo vetorial é continuo, as matrizes HA1H e HAyH tém as n — 1 ultimas

H <b1 - Ala%) —H (b2 - A25L2> .
] o]

colunas iguais e

Portanto, definindo

A~ = HAH, A* = HA,H, b= H (bm — A@ﬁ)
v

e chamando y de x concluimos a demonstracao. |

O proximo teorema mostra que todo problema de Cauchy envolvendo a equacao dife-

rencial (2.1) tem solugao unica.
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Teorema 2.2.1. Considere o sistema (2.1). O problema de Cauchy

x(0) = z,

com xg € R", possui solugao unica definida em R.

Demonstragao. De acordo com [12], basta mostrar que o campo vetorial F', tal como
em (2.1), é uma fungao Lipschitziana em R". Com efeito, tome = = (21,22, ...,2,), y =

(Y1,Y2, -, yn) € R" e K =max {||AT]|, ||A7]|}. Assim:

1. Sex; >0ey; >0, entao

[F(x) = Fy)ll = AT — A%y[| < [J AT [l — yll < Kl = yl;

2. Sex; <0ey <0, entao

[1F(z) = Fy)l = [[A72 = A7y[| < [[A7[[lz — yl| < K[z = yl|

3. Se x1 < 0 ey >0, tomamos

Y
= ———(z—y)+y.
h — T

Entao, z; = 0 e, pela continuidade do campo vetorial F' e como x, y e z sao pontos

colineares, temos que

[F(x) = F(y)|| = [[F(2) = F(2) + F(2) = F(y)
<[ATz— ATz + ATz — ATy

< A7 = 2l + 1Az = vl

< max {|| A7, [A*I} (l= = 2]l + Iz = wl)

= Kz =yl
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Os outros casos sao analogos. Logo, F' é globalmente Lipschitziana em R" e, desse modo, o
problema de Cauchy (2.2) possui tnica solugao. O sistema (2.1) é¢ uma equagao diferencial

ordinéria linear por partes com coeficientes constantes e, assim, a solucao esté definida

em R. [ ]

No caso em que b =0 € R™ em (2.1), obtemos o sistema homogéneo

Az, r1 <0,
ATz, x>0,

o qual pode ser escrito na forma
o' = A"z + Bn((e1, 1)),

com B= (A" —A7)e; e

Realmente, se x; < 0, entao n ({e1,z)) = n(x1) = 0 e obtemos
' = A"z + Bn({eg,z)) = A"z,
Porém, se x; > 0, entao n ({e1,x)) = (e1,x) e
' =A"z+ (AT — A7) e (e, 2) = ATz + (AT — A7) erejz = Az,

pois AT e A~ tém as n — 1 ultimas colunas iguais, o que implica que AT — A~ =

(AT — A7) egef, donde

e1e] =
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Logo, podemos escrever o sistema (2.1) na forma
¥ = A"z + Bn({e1,x)) +b. (2.3)

Quando b = 0, o sistema (2.3) é um caso particular de sistema de controle linear
autonomo. Compreender a dindmica de tais sistemas envolve entender os conceitos de
controlabilidade e observabilidade. Este ultimo conceito sera discutido em detalhes na

proxima segao.

2.3 Observabilidade

Nesta secao, apresentamos o conceito de observabilidade. Primeiramente, considere as

seguintes definigoes e resultados.

Definigao 2.3.1. Um sistema de controle linear auténomo ou um sistema de controle linear

invariante no tempo € um sistema da forma

2’ = Ax + Bu,
(2.4)

y = Cu,
sendo ' a derivada de x em relagao ao parametro t € a,b] C R, chamado aqui de tempo,
x : [a,b] = R™ o vetor de estado, u : [a,b] — R™ o vetor de entrada ou vetor de controle,

y : [a,b] = RP o vetor de saida ou vetor de observagio, A € R™", B € R"™ ¢ C € RP™.

O sistema de controle linear auténomo (2.4) seré denotado pela terna (A, B,C). Os

vetores de controle admissiveis sao considerados como fungoes
m
u € Ll([aa b]vR )7

isto é, as funcoes pertencentes ao espaco vetorial de todas as classes de equivaléncia de
fungdes v : [a,b] — R™ Lebesgue mensuréaveis que diferem apenas em um conjunto de

medida nula, tais que

/ba lo(t)]| dt < oo.

Estes conceitos anteriores, bem como o conceito de fungao absolutamente continua

que aparece na proxima defini¢do, podem ser encontrados em [9].
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Definigao 2.3.2. Uma solugao em [a,b] do problema de Cauchy

2’ = Ax + Bu,
(2.5)
I(to) = X2y,
com ty € la,b] e u € Li([a,b],R™) é uma fungdo absolutamente continua, ¢ : [a,b] — R",

que satisfaz a equagdo integral

x(t) = o + / Az(s) + Bu(s)ds

to
ou, equivalentemente, satisfaz a equagao diferencial em (2.5) em quase todo ponto e a

condi¢cao inicial.
Considerando uma equagao diferencial ordinaria linear da forma
1 = Ax, (2.6)

a matriz

Du(t,s) =V ()W (s), (t5)€ [a,b] x [a,b]

é chamada matriz de transicdo, sendo U(t) = ¢4, t € [a,b], a matriz fundamental de
(2.6) satisfazendo ¥(0) = E,. As propriedades dessa matriz fundamental podem ser

encontradas em [12].

A seguir enunciamos um teorema que fornece a solugao analitica de (2.5).

Teorema 2.3.1. A solugao tnica ¢ : [a,b] — R™ de (2.5) € da forma

¢
o(t) = ete oAz + / e =94 Bu(s) ds.

to

Demonstracao. Sugerimos a leitura de [11]. |

Considere o sistema de controle linear autonomo (2.4). Sejam x = z(t), t € R, uma

solugdo de (2.4) e P € R™" uma matriz ndo singular. Definindo a variavel z = Puz,
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obtemos

2 = Px’

= PAx + PBu

= PAP 'z + PBu,
y=Cx

= CP 2.

Entao,

2 = Az + Bu,
y=Cxz,
donde, A= PAP', B=PB e C =CP.

Logo, podemos reescrever o sistema de controle linear auténomo (2.4) numa forma

especial, conhecida como forma normal de Kalman.

Os sistemas de controle lineares auténomos homogéneos da forma

y = Cu,

serao denotados simplesmente pelo par (A, C).

Definigao 2.3.3. Dois sistemas de controle lineares auténomos homogéneos (A,C) e

(A, C) sao ditos linearmente equivalentes se, e somente se, existir uma matriz nao singular

P eR™ tal que A= PAP™! ¢ C =CP.

A relagao introduzida na Definigao 2.3.3 é uma relagao de equivaléncia. De fato, tal

relagao é:

a. Reflexiva O par (A, C) é linearmente equivalente ao par (A, C). Basta tomar P = FE,,,

a identidade do R™™;
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b. Simétrica Se o par (A, C) ¢é linearmente equivalente ao par (A, C'), entéo existe uma

matriz nao singular P € R™" tal que
A=PAP? e C=0P".

Portanto,

A=P1'AP e C=CP.

Tomando R = P!, temos que existe R nao singular tal que
A=RAR™ e C=CR!

e, portanto, o par (A, C‘) ¢ linearmente equivalente ao par (A, C);

c. Transitiva Se o par (A, C) é linearmente equivalente ao par (A,C) e o par (A,C) ¢
linearmente equivalente ao par (fl, é), existem matrizes nao singulares P, R € R™"

tais que

Assim,

Logo, existe uma matriz nao singular S = RP tal que
A=S8A871,

C=08""

e, portanto, o par (A, C) é linearmente equivalente ao par (A, C).
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Observe que para determinar o estado inicial xg de um sistema de controle linear
(A, B,C) basta estudar os sistemas de controle lineares homogéneos, pois, temos que
t
z(t) = etle g, —i—/ e "4 Bu(s) ds
to

e, portanto,

t
y(t) — O.%’(t) — C@tAe_tOAQTO ‘l‘/ C’etAe_SABu(s) dS,

to

ou seja,
y(t) = Cete ™ ag + (1),
com

t
g(t):/ Ce'e 4 Bu(s) ds.

to
Logo, conhecido o vetor de controle u, é possivel que a funcao 7y seja calculada a
priori, independente de conhecermos ou nao a condigao inicial xy. Portanto, determinar

xo a partir do par (y,u) é equivalente a determinar xy, por meio da diferenga
y(t) — y(t) = Cele %y,
que é o vetor de saida do sistema linear homogéneo

= Azx.

Agora, estamos em condigoes de definir o conceito de observabilidade para sistemas

de controle lineares auténomos.

Definicao 2.3.4. Dizemos que o par (A,C') € observavel em [0,T], quando para toda
fungdo x de classe C*([0,T],R"™), a condi¢io

(2.7)

para todo t € [0,T), implicar em z(0) = zo = 0.
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A matriz

T
Wi = / e CrCetA ds,
0

chamada Gramiano de observabilidade, desempenha um papel importante no Teorema

2.3.2. Note que a matriz W é simétrica, pois
(eSA*C*CeSA)* =0 Cet, Vs e [0,T]
e é também positiva semidefinida, ja que
T
(z, Wrx) = <93, (/ e C'*CeSAds) x>
0
T
= / <x, A C*CeSAx> ds
0
T
= / <Ces‘4x, CeSAx> ds
0
r 2
:/ HC@SAx” ds >0, VzxeR".
0
O Lema 2.1.1 sera utilizado nas demonstragoes dos teoremas seguintes.

Teorema 2.3.2. As sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
a. O par (A,C) é observdvel em [0,T);
b. A matriz Wy € positiva definida.

Demonstracao.

(a) = (b). Suponha que Wr nao é positiva definida. Sabemos que Wyp é simétrica e
positiva semidefinida. Entao, pelo Lema 2.1.1, existe zo € R™\{0} tal que (zq, Wrzq) = 0.
Agora, definindo a funcao x por z(t) = ez, t € [0,T], temos que essa ¢ solucio do
problema de Cauchy
x = Ax,
x(0) = zo.
De fato,
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e, também, x(0) = zy = .

Como

T T )
/ HCx(s)H2d3:/ ||CeSAac0|| ds
0 oT
:/ <C’eSAxo,CeSAa:0> ds
0

T
:/ <$0,€SA*C*C€SAZC0> ds
0

T
— <x0, (/ A O e ds) :Bo>
0

= (w0, Wrzo) = 0,
segue que Cz(t) = 0, para todo t € [0,7], com zy # 0 e, portanto, o par (A,C) ndo é

observavel em [0, 7.

(b) = (a). Seja x uma fungao que satisfaz (2.7) para todo t € [0,T]. Assim z(t) = e!4x,
Vt e [0,7], (0) =z e

T
(xo, Wrxg) = / |Cxz (s)]* ds = 0.
0

Como Wr é positiva definida, temos que xy = 0. Portanto, o par (A, C) é observavel.

A matriz

C
CA
O = C A?

CAn—l

é chamada matriz de observabilidade.

Teorema 2.3.3. Se (A,C) e (A,C) sio sistemas de controle lineares autonomos homo-

géneos linearmente equivalentes, entao Po(O) = Po(O), sendo
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Demonstragao. Como o par (A, C) ¢é linearmente equivalente ao par (A, ('), existe uma

matriz nao singular P € R™" tal que
A=PAP? e C=0P™".

Provaremos que

CAF = CA*PY, k=1,...,n—1. (2.8)

Para k =1,
CA=CP'PAP ' =CAP".

Por indugao, suponha que (2.8) vale para k = j, ou seja,
CA =CcA P,
com 1 < j<n—1. Logo, para k =5 + 1,
CA* = CATA
= CAP'PAP!
= CAH P

e, entao, fica provado (2.8). Assim,

C cp! C
. CA CAP™! CA
0= = = pPt=0p!
C An—1 CA-1p-1 C A1
e, portanto, Po(Q) = Po(OP~') = Po(O). |

Teorema 2.3.4. Seja (A,C) um sistema de controle linear autonomo homogéneo. As

afirmagoes a sequir sao equivalentes:

a. O par (A,C) € observdvel em [0,T) para todo T > 0;

b. O par (A,C) é observdvel em [0,T] para algum T > 0;
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c. A matriz Wy € nao singular para algum T > 0;
d. A matriz Wy € nao singular para todo T > 0;

e. Po(O) =n;
n—1

f. () Nuc (CA¥) = {0}.
k=0

Demonstragao.

(a) = (b). Nada a demonstrar.

(b) = (c). Seopar (A, C) & observavel em [0, 7], para algum 7' > 0, entao, pelo Teorema
2.3.2, vem que Wy é positiva definida para algum 7' > 0 e do Lema 2.1.1 temos, portanto,

que Wr é nao singular para algum 7" > 0.

(c) = (d). Assuma que Wy é nao singular para algum 7" > 0, escolhido conforme (c) e

seja T > 0 arbitrario. Da identidade

T
(0. Wia,) = / |C ()| ds.

vem que

(o, Wizy) =0

o que implica em

a(t) == Cetzy =0, Vte[0,T).

Resulta, por inducao, que
a®(0) = CAketAxo‘tzo =CA*zy=0, k=0,1,....
A expressao anterior é valida para k = 0 e, supondo valida para k = j, ou seja,
a9 (0) = CAjetAJfo‘t:O =CAlxy =0,
entao, para k = j + 1,

a(j+1) (O) — (a(j))/(o) — (CAjetAIO)/

= C’AjAetAxOLZO =CA gy =0.

t=0
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Logo, CA*s*zq = 0, para k = 0,1,... e s € [0, T]. Dessa igualdade, obtemos

T
(o, Wrxg) :/ HC@SAon2d3
0

T o0 1

0 k=0

Tl > q 2
0 Jlg=0 "

ds
=0.

2

ds

Como Wr é nao singular e positiva semidefinida segue, do Lema 2.1.1, que Wy é positiva
definida. Logo, o = 0 e, assim, <£L‘0, WT~3:0> = 0 se, e somente se, o = 0, o que implica
que Wy € nao singular. Deste modo concluimos que Wy é nao singular para todo 7' > 0.
(d) = (e). Suponha que Wp é nao singular para todo T' > 0 e, por contradigao, que
Po(O) < n. Entao, as colunas da matriz O, np X n, formam um conjunto linearmente

dependente. Segue do Teorema do Nicleo e da Imagem (ver [8]), que
dim Nuc(O) + dimIm(0O) = n

e, assim,

dim Nuc(O) + Po(O) = n.

Entao, dim Nuc(OQ) > 1, ou seja, existe zo € R™\{0} tal que Ozy = 0, isto é,

CA*2y=0, k=0,1,...,n—1.

Considere o polinémio caracteristico da matriz A

n—1

pa(A) = det (AE, — A) = X" + Y A",

k=0
Do Teorema de Cayley—Hamilton (ver [8]), temos que

n—1

pa(A) = A" ) 5, AF

k=0

= A" 4+ 6, AV 0, A% + 51 A + 6 E =0,



ou ainda,
A" = =5, A — o 5,A% — 5 A — 6o E,.
Assim,
CA”ZEO = — n_lcrAn—le — (SQCAQIO - 51014(130 - 500EnI0 =0.
Para n + 1, temos
Al = A A
== (—571,114”_1 — 52142 - (5114 - 50En)A
= 0 A" — - — A3 — 5, A% — 5 A
e, portanto,
CA”+1.Z'0 = — n_lCA"xo — 520/131‘0 - 5101421'0 - 5OC’Ax0 = 0.
Por inducdo, segue que C Afzy = 0, para k = 0,1, ... e, ainda,
A" = 5n—1,nAn_1 + ot 52,71142 + 51,7114 + 50,nEn7
sendo 0y, = —0x, para k =0,...,n — 1. Desta forma obtemos
Al = 6 AT — = 5543 — 5, A% — 6 A
= b1 (—Ou AT = e = 5,A% — 5 A — GoB,) — -+
—09A3 — 01 A% — §pA
= (6n_12_5n—2)An71 + (5n—15n—2 - 6n—3)An72 +
+(6p109 — 61) A%+ (0,101 — 6o VA + (0,,_100) En.
Entao,

An+1 — n—l,n+1An_1 B 62777,_1_1142 -+ (517n+1A + 607n+1En7

com 0gpt1 = Op—100 € Ofpt1 = Op—10x — Op—1, para bk =1,...,n — 1.

23
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Segue que
n—1
A" =3 "G mAr, m>n
k=0
Assim, podemos escrever
et = i ltJAJ
4!
5=0
n—1 1 ) 00 1
DD o
=0 J* j=nJ’
n—1 1 ) 00 1 n—1
S IETEES L) DA
j=0 J: j=n J: k=0
n—1 1 ) oo n—1 1
— — 4N iy k
S DETVED ) SETW
5=0 j=n k=0
n—1 1 X n—1 00
_ k k
St S5 g
k=0 k=0 \j=n
—»Sf Lk }:-—ﬁé A*,
B k! "
k=0
Logo,
n—1
= 6 (t) A", (2.9)
k=0
com
5 ( _—%V+§:—ﬂ@ﬂ
e, dai,
n—1
Cettzy = 25k C’A xo = 0.
k=0
Portanto,

(o, Wraxg) = / ||C’etAx H dt =0,

sendo zo # 0. Mas, como Wr é nao singular e positiva semidefinida segue, do Lema

2.1.1, que Wr é positiva definida e temos, portanto, uma contradicao.
n—1

(e) & (f). Se zg € ﬂ Nuc (CA*) e zy # 0, obtemos que

k=0

CA*2y =0, k=0,1,...,n—1.
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Assim, Po(O) < n e, portanto, (e) = (f).

Por outro lado, se Po(O) < n, entao CA*zy =0, k=0,1,...,n—1, com g # 0. Assim,

n—1

() Nuc (CA*) # {0}

e, portanto, (f) = (e).

(f) = (a). Suponha que 7y € R e que Ce!zy = 0, V¢t € [0,T]. Como verificado
anteriormente concluimos que CA*zy = 0, para k = 0,1,..., mas, pela hipétese em (f),

temos que xy = 0. Portanto, o par (A, C') é observavel em [0, T| para todo T > 0. |

Conforme dito anteriormente, quando b = 0 no sistema (2.3), temos um caso particular

de sistema de controle linear autéonomo da forma

2 = A~z + Bu,
(2.10)

y = ez,
sendo x € R", A= € R™" B € R" u=n({e,z)) =n(y) o qual é chamado de realimen-
tagao estatica de saida. Assim, se o sistema (2.10) é observével ou, equivalentemente, o
sistema 2.1, a sua matriz de observabilidade
el
e;A”
O = er(A)? , (2.11)

ej(A7)"!
tem posto completo.

Teorema 2.3.5. Se o sistema (2.1) € observdvel, existe uma mudanca linear de varidveis

que o transforma na forma candnica generalizada de Liénard

Miy + ¢, U1 S Oa
y = (2.12)
M+y + ¢, U1 > 07
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com
s, -1 0 - 0
sE, 0 —1 0
M* = :
5§ 0 0 ~1
s 0 0 -~ 0

sendo 65,0F,...,05 , € R os coeficientes do polinomio caracteristico de A* e c

(0,0,...,¢,) € R™.
Demonstracao. Se o sistema (2.10) é observavel, entao a sua matriz de observabilidade
€1
e;A”
O=| ef(a) |

ef (A7)
tem posto completo, isto é, Po(Q) = n. Como o posto de uma matriz é preservado apos

uma mudanca linear de variaveis, entao

ef (A7) !
ef (A7) 0
: z= (2.13)
ef (—A7) 0
1 0
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Considerando a matriz nao singular
Pi= (~AT )2 (AT ] | - ATz 2),
particionada por colunas, temos que
AP =—(—-A")P

= (~(=AT)2] = (= A7) e | = (- A7))
Pelo Teorema de Cayley—Hamilton, tomando
pa-(A) = (=1)" A" + (=1)" 15 A (=)0 AR ()0 A+ 5y
o polinémio caracteristico de A~, temos que A~ satisfaz p4- (A7) = 0 e, entao,
—(= A7)z = (0, (A7) T 0, (A7) T+ 0y (—AT) + 6 Bz,
Assim, a matriz A~ P pode ser reescrita como
(A7)0, 2+ (A7) 20, pz o+ (A7) 2+ 0g 2| = (A7) 2] [ = (=A7)2),

a qual é equivalente ao produto

57, =1 0 - 0

5o, 0 -1 0
(A2 (A7) 22 | = AT2]2)

550 0 ~1

55 0 0 0

Portanto, segue que PM~ = A~ P e, portanto, P~'A~P = M~.

Pela equagao (2.13), temos que

(A" =1, ef(-A)"z=0, j=2,3,...,n.
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Logo,
(A [ (A7) | e | = ATz]2) =€,
ou seja,

eiP=el. (2.14)

Dai, escrevendo o sistema (2.1) como em (2.3), pois estes sistemas sdo equivalentes e

fazendo a mudanca de variavel X = P~ 'z, obtemos
X' =Pt
= P~ YA x + Bn({e1,z)) + b)
= P~Y(A~PX + Bn((e1, z)) +b)
= P'A"PX + P'Bn({e1,z)) + P~'b
= M~X + Bn({e1,x)) + ¢,

com M~ = P'A"P, B =P 'Beé=P'b = (c1,¢5,...,¢,) € R". Realizando a

mudanca
w=X—FEeé
0 0 [P 0 0 Cl
1 0 0O O
=X — ’
0 Cn—1

0 0 10 Cn

entao
w:X—(O,Cl,---,Cn—l)a

e

M E¢c= (—Cl, ceey —Cnfl,O) .
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Logo,
wl — X/
= M~X + Bn((ey,z)) + ¢
= M~(w+ E¢) + Bn((e1, PX)) + ¢
= M~w+ M~E¢+ Bn((er, P(w + Eé))) + ¢
= M~w+ M~E¢+ Bn((ey, Pw + PE?)) + ¢
=M w+ M FE¢+ Bn((el, Pw)) + Bn(<€1, PE?¢)) +¢.

Usando, a equagao (2.14), temos que (e;, PE¢) = efPE¢ = ejFE¢ = (e, E¢) = 0 e

(e1, Pw) = ej Pw = ejw = (e, w).

Assim,
w = X'
= M~w+ Bn({ey,w)) + M~ Eé + ¢
= M~w+ Bn({e1,w)) + ¢,
com ¢ = (0,0,...,¢,) € R", coincide com (2.12). |

Teorema 2.3.6. Se Po(O) = r < n, com a matriz O tal como em (2.11), entdo o par

(A%, et) € linearmente equivalente ao par

B
~i s Y elr O 9
Ayn Ay
com Aﬁ € R"", A;tl e R*"7, 121552 € R e e, = (1,0,...,0) € R", o primeiro

elemento da base canonica do R". Além disto, o par (Ay;,€5,) € observdvel e Po(O") =r,

sendo
*
elr

* <
el An

eir("il_l)ril
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Demonstracao. Como Po(O) = r < n, existem r linhas da matriz O (vistas como
vetores) formando um conjunto linearmente independente. Sejam {Vi,Vs,...,V,}, com

Vi = ey, estas linhas. Assim, existem n — r vetores do R", {V,44,...,V,,} tais que

{e1, ..., Vi, Viiq, ...,V } € uma base do R™.

Defina a matriz nao singular, particionada por linhas,

€1
‘/2*
pP= e R™™. (2.15)
‘/r*
Vo
Observe que, existem escalares a, ;, 7 =1,...,r, nao todos nulos, tais que

CIAT = Ay e+, Ve OV - OV,

ViA™ = a5 €l + -+ g, Vi + OV 4 - - 4 0V,

VIAT =ap €1+ +a, Vo + 0V +-- -+ 0V,

pois {ey, V5,...,V,} é um conjunto linearmente independente formado por r linhas da
matriz de observabilidade O e, ainda, se V;* = ef(A7)""! para algum i € {1,2,...,r},

entdo V*A™ = ej(A7)". Assim, pelo Teorema de Cayley—Hamilton,

(A7) = =0, 1 (A7) = 0, (A7) = = 0y (A7) — 0y B,

n

(A7) = =0, 41 (A7) = 0, e (A7) = =0y ef(AT) — €]dy

que é uma combinagao linear de V*, parai =1,... 7.



Como
7:—1 B
7"):-2 B
VXA~
segue que
PA- =
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_ == * ~— * ~— * ~— *
= Qg €]+ ar+1,rvr + ar+1,r+1Vr+1 T+t ar+1,nVna

o~ * ~— x| o~ * ~— *
= G016 +oeee ar+2,r‘/r + Qpi9ri1 Vs +eeet ar+2,nVn7

o~ — % ~— * ~— * ~— *
- an,lel +eeet an,r‘/r + an,r‘/rJrl +eeet an,nvn7

£ A—
;A
VA
* A—
VA
* A—
VA
ar, - a 0 .. 0
*
€1
*
Vs
a, a,, 0 0
o o o - V*
Qri11 o Ay Ari1r41 o Ari1n r
*
Ay 1 T QA Ay 11 o Ay
11 O
P,
A21 22

sendo A, € R™", O € R"™ " Ay, € R*"" e 1212_2 e R*™""~". Portanto,

i, O
= PA- P!

21 22

Como e} P = e}, entao e} = e PP~ = e;P~1. Logo,

e’{Pz(eir O)Pze”{z(e; O).
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Falta mostrar que (A, €},) é observavel e que Po(O") = r. Para isto basta observar que
€1
eTrAII

O = 61(1" (Afl ) 2

S O O

eTr (Al_l )TL O

Mas, Po(O) = r e, pelo Teorema de Cayley-Hamilton, para cada j > r, (A7;)’ é combi-

nagao linear de (A};)%, com i =0,1,...,r—1. Assim, temos que Po(O") = r e, portanto,

o par (A7}, et,) é observavel.
Fazendo a mudanga de variavel z = Pz no sistema (2.3), segue que
7 = Px’
= P(A x + Bn({e1,x)) + b)
= PA P72+ PBn({e;, P7'2)) + Pb,

Visto que (e, P7'2) = e P71z = ez = (ey, 2), segue que

2 = Px' = PA"P'2 + PBn({e1,2)) + Pb,

com
Ay O ) )
PA P! = ., PB=PA" —A)ey =B e Pb=b.
Ay Ay
n
As matrizes
A, O Af, O

Ay A Af Aj,
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serdo denotadas, respectivamente, por A~ e A* ou, ainda, por A*. Agora, observe que,

como as matrizes AT e A~ compartilham n — 1 colunas, temos que

At = pATP-1

= PA P '+ P(A" — A))eye; P!

= A=+ P(AT — A7 )eget,

Assim,
At —A- =

sendo

nl,l 0 0 e 0

UDRI 0 0 e 0
Ny = : Soor e eRY

Ny—1,1 0 0 e 0
Ny o o0 --- 0

)

Nll

N21

N21 =

@)

O

P(AT — A7 ee

e R’nf’f‘,’l"

Dai, resulta que as matrizes Aj; e A]; diferem apenas na primeira coluna e o mesmo

vale para as matrizes Ay e Aj.

Corolario 2.3.1. Se Po(O) = r, entdo:

a. As matrizes AY e A~ compartilham n — r autovalores;

b. Eziste uma matriz nao singular () € R™" tal que

M:t _ QA:tQ_l _

+
M

+
Ms;



com
6, —1 0 0
E, 0 -1 0
My =1 ¢ : P . eRr
5§ 0 0 —1
& 0 0 -~ 0

sendo 5ii € R os coeficientes do polinomio caracteristico Ay, parai =0,1,...

Demonstragao. (a) O polinémio caracteristico de A* é o polinémio

pir(\) = det(A — \E,).

Entdo, pelo Lema 2.1.2, se det(A, — AE,) # 0, temos que
Af E. O
pA:t = det — A\
A21 A22 O Enfr
= det

Aétl A22 - >\En r

— det(AE — \E,) det (A22 C\E,_,) — A% (A - /\ET)‘10>

| |
/\

¢ (AF - ) det <A22 - /\En_T> .
Assim, de

pis(\) = det(AE — \E,) det(Ayy — AE,_,) = 0,
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segue que det(/~122 — AE,_,) = 0, com 12122 € R" """  Portanto, as matrizes A~ e

A*compartilham n — 7 autovalores.

(b) Pelo Teorema 2.3.6, temos que o par (A}, e’.) é observavel. Entdo, existe uma

mudanca linear de varidveis que o transforma na forma canoénica generalizada de Liénard,

ou seja, existe uma matriz nao singular

Q=i [Val - | Vit [V2)



35

tal que
QrALQ ! = My,
sendo
0., —1 0 0
0, 0 -1 0
My, =
o1 0 0 -1
oo 0 0 0

Considere, o sistema

_ *
Yy = €%,

com

_ B,

B = ,

BTL—T
B, eR" e B, , € Rn"L
Tome
wr
z = ,
wn—’/‘
sendo w, = (21,22, ...,2) € R" e wy_p = (241, Zra2, - - -, 2n) € R"". Entao,
) - .
w, A, O Wy B,
- T A e
, _
W,,_, A21 A22 W —r Bn—r
e
w,
* *
€1z = (6;7" O) = €, W, = <617“7 wr> .
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Assim, segue que

( ~ ~
’LU;“ = Aﬁwr + Brn(<€17“7 'UJ7«>),

w;l,T = Aglwr + 12122wn7r + anrn«elr? wr>)7

_ %
Y = €1, Wy.

\

Agora, defina uma matriz nao singular R = QQ P, sendo

Q- O

@ En—r

Q=

e P tal como em (2.15). Fazendo a mudanca linear de variaveis w = Rx, temos que
w' = Ra'
= R(A z + Bn({e1,z)))
= RA“R™'w + RBn({ey, )
= QPAP'Q'w+ QPBn({e1, x))

= QA~Q'w + QBn((e1,x)).

Dai,
Q. O A, O Q' O Q- O B,
w' = w + n({e1, z))
) En—r A2_1 A22 @ En—r @ En—r Bn—r
Qszil_l O Q;l O QT‘BT‘
= w + n({ex, 7))
12151 12122 O Enfr anr
Qrfll_lQ;l O QTBT
= w+ n({er, 7))
A2_1Q;1 A22 Bn—'r
My O QB
= w+ n({ex, z))
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e
y = ejr=€e;R'w
= e P'Q 1w
Q' 0O
= (e, O) w
O En—r
= (,Q7" O)w= (e}, O
= ejw.
Com isto,

77(<61,£B>) = 77(<€17 R_1w>) - U(<€17w>)>

ois e*x =e*R'w e e* R 1w = efw.
1 1 1 1

Observe no Corolario 2.3.1 que as matrizes M e M~ compartilham n — 1 colunas,

pois AT e A~ também compartilham.



Capitulo 3

Sistemas Lineares por Partes Continuos

e nao Observaveis em R3

Iniciamos este capitulo introduzindo a nocao de cones invariantes em sistemas lineares
por partes continuos em R3. A parte restante é tratada da seguinte forma. Na Secao
3.2, realizamos uma mudanca de varidveis para o caso em que estes sistemas sao nao
observéveis, analisamos a existéncia de um tunico cone invariante folheado por orbitas
periddicas e perturbamos esses sistemas através de uma perturbacgao linear. Na tultima
secao, estudamos as orbitas periddicas do continuo que permanecem apos a pertubagao

linear.

3.1 Sistemas Lineares por Partes Continuos em R?

Analisamos os Sistemas Lineares por Partes Continuos em R? (SLPC3), com duas zonas,

dados por (2.1) para n = 3. Denotaremos tais sistemas por
v’ = F(x) = A*x + b, (3.1)

sendo = = (11, T2, 73) € R3, 2’ representando a derivada de z com respeito ao parametro
t, chamado aqui de tempo, A=, AT € R?3, b € R3 e F indicando o correspondente campo

vetorial.
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Estamos interessados no caso em que o campo vetorial F' é continuo e, entao, pela
Proposigao 2.2.1, temos que as duas ultimas colunas das matrizes AT e A~ sdo iguais,

isto ¢, AT — A~ = (AT — A7) esel, com e; = (1,0,0) € R>.
Pelo Teorema 2.2.1, o problema de Cauchy
1 = F(x) = ATz + b,
x(0) = xo,
com xy € R3, tém uma tnica solucao definida em R.

Denominamos o plano de separagao do sistema (3.1) por
II= {x = (21,72, 23) ER® 1y = 0}

e, assim, todo ponto x € II sera identificado por (xq, 3).

Quando for possivel, definimos uma aplicacdo de Poincaré para o sistema (3.1) da

seguinte forma. Para todo ponto p = (py,pa, p3) € R?, a fungao ¢, : R — R? dada por

©p(t) = (01(t), pa(t), @s(t)), teR,

representa a solugao do sistema (3.1) com condigao inicial ¢,(0) = p. A correspondente

orbita sera denotada por (.

Tome p = (p1,p2,p3) € {x € R3: 2, <0}. Temos que se p; = 0, ou seja, p € Il e
(€1, ATp+b) > 0, ent@o a orbita (, cruza o plano I com ¢y(t) > 0 e ¢1(—t) < 0, para
t > 0 suficientemente pequeno. Prosseguindo por (,, se ¢;(t) = 0, para algum ¢ € (0, c0),
entdo definimos 7.7 como menor tempo, tal que ¢ (7,7) = 0 e ¢1(t) > 0 em (0,7,"). Diante
disto, definimos a semiaplicagdo de Poincaré P+ : Xt — 37 no ponto (pa,p3) € Lt

por

P (p2,ps) = (pa(7)), p3(7,)) €11,

cujo dominio é Xt = {p e Il: (e}, ATp+b) > 0}. Note que semiaplicacgao de Poincaré

Pt depende somente do fluxo do sistema linear 2’ = ATz + b.
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Analogamente, definimos a semiaplica¢ao de Poincaré P~. Tomando p = (p1, pa, p3) €
{z € R®: z; > 0}, temos que se p; = 0, ou seja, p € [l e {e;, A~p+b) <0, entdo a oérbita
(, atravessa o plano II com ¢;(t) < 0 e ¢1(—t) > 0, para t > 0 suficientemente pequeno.
Continuando por ¢, se ¢;(t) = 0 para algum t € (0, 00), entao definimos 7, como menor
tempo, tal que p1(7,) = 0 e pi(t) < 0 em (0,7,7). Assim, definimos a semiaplicagao de

Poincaré P~ : ¥~ — X1 no ponto (ps,p3) € ¥, por

P (p2,ps) = (wa(7, ), ps(7, ) € 10,

cujo dominio ¢ X~ ={p € I : (e;, A"p+ b) < 0}. Novamente, tal semiaplicagdo de Poin-

caré P~ depende somente do fluxo do sistema linear 2’ = A~z + b.

As semiaplicacoes de Poincaré P e P~ estao bem definidas, porque o fluxo do sistema
(3.1) s6 é tangente ao plano de separacao quando é ortogonal ao vetor e;. Portanto,
podemos definir a aplicacao de Poincaré¢ P : ¥~ — X~ por PT o P~ cujo dominio &

Ym={pell: (e, A p+b) <0}.

Tendo em consideragdo que o campo vetorial F' associado com o sistema (3.1), para
b = 0, ¢ homogeéneo, isto ¢, F({x) = (F(z), Vo € R? e £ > 0, pois
A_(S.T), T S 0 g(A_.Z'), € S 0

F(&x) = = = &£F (x),
At (€x), x1>0 E(ATx), x1>0

é facil verificar que as aplicagoes Pt, P~ e P sdo também homogéneas. Demonstraremos

para Pt dado que as outras provas sao analogas.

Para ¢ = 0 é imediato. Considere, entao, £ > 0 e x € II, com (e;, Atz) > 0. Logo,

Ex € X1 e, em termos do fluxo do sistema 2’ = ATz, existe um menor 77 > 0 tal que

Pt(ex) € I Assim, Pt (éx) = e A7 (Ex) = €e™ A7 (x) = EPF ().

Assim sendo, Pt, P~ e P transformam semirretas contidas no plano de separacio e
partindo da origem em semirretas contidas no plano de separagao também partindo da

origem. Logo, temos a seguinte definicao.
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Definigao 3.1.1. Dizemos que o sistema (3.1), para b = 0, tem um cone invariante de

duas zonas, se a aplicagcao de Poincaré P possui semirreta invariante.

Veja na Figura 3.1, as representacoes das semiaplicagoes e da aplicacao de Poincaré

associada ao sistema (3.1) quando b = 0.

Figura 3.1: Semiaplicagoes de Poincaré P~ e P+ e a aplicacao de Poincaré P associada ao

sistema (3.1) quando b = 0.

3.2 Cones Invariantes em SLPC3 nao Observaveis

Nesta secao, mostramos a existéncia de cones invariantes quando os sistemas lineares por
partes continuos em R? sdo nao observaveis. Antes disto, precisamos escrever o sistema

(3.1) em uma forma candnica apropriada, conforme o seguinte resultado.
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Proposicao 3.2.1. Se a matriz de observabilidade O do sistema (3.1) € tal que Po(Q) = 2
eb =0, entao existe uma mudanga linear de varidveis que transforma o sistema (3.1) na

forma

_ =*
/ +

/ +
T3 = 3121 + C3373.

Demonstracao. Como b = 0 e Po(O) = 2, pelo Teorema 2.3.6, o sistema (3.1) pode

ser escrito na forma

2= B (3.3)

Ja que as matrizes A~ e A" diferem apenas na primeira coluna, entao

~4 ~

oL AL O
AT = a5y Qa2 0 - ~ B
A3 Ay

Q31 A3z A33

Também, pelo Teorema 2.3.6, temos que <fll’1, eTQ) ¢ observavel e do Corolario 2.3.1

segue que existe uma matriz nao singular @) tal que

my —1 0
M*=QA* Q' =|mf 0 0

~ + ~ ~
ms; M3z 133

Logo, o sistema (3.3) pode ser escrito na forma
-+
~

_ 5t ~ -
W3 = Mz W + Mm3aWsg + M33Ws.
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Considere agora a seguinte mudanca de variaveis

(
T = W,

y 2 = W2,

T3 = mggwl + ws.

Dai, segue que
_ _ ~E _ =t
Y - = - =
Ly = Wy = My W1 = My Ty,

s / I 5 ~E ~ £ ~ ~
ma3aWy -+ W3 = M32 (mllxl — .1?2) -+ ms31 Ty —+ M3oT2 -+ m33Ws

&
w
I

= (77~’L3277~’L1i1 -+ ﬁlyﬁ) T -+ 77~”L33’LU3 = (mggmﬁ -+ Th?l) T + 77~”L33 (.1'3 — mggiﬁl)
= (mggmﬁ -+ m?l — 77~’l3377~’l32) T + m33$3.

Assim, o sistema (3.4) é transformado em

.
—
T, = M T1 — T2,

/! _ o~ =t
Lo = My L1,

/ ~ o~ F ~ 3+ S ~
T3 = (mggmn + msy — m33m32) T1 + Ma33T3.

Definindo os parametros ¢, = mi;, ci; = My, 3 = MaxMi; + 1M — MagMag € C33 = M,

o resultado segue. |

Na busca por cones invariantes, é necessario assumir a existéncia de autovalores com-
plexos das matrizes AT dos campos vetoriais definidos em ambas as zonas, pois, caso
contrario, nao seria possivel definir a aplicacao de Poincaré no plano de separacao II, ja
que assumimos aqui que b = 0. Neste sentido, estudamos o sistema (3.1) quando os auto-

valores das matrizes A* sao o +iBT e A, com aT, * e X ntimeros reais e 4 > 0. Assim,
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empregando a Proposigao 3.2.1, podemos escrever o sistema (3.2) na forma 2/ = C*x e
expressar alguns coeficientes das matrizes
c;; —1 0
+ _ +

+

em termos dos autovalores a® 4+ i3 e X\. De fato, como o traco é a soma e¢ o de-
terminante ¢ o produto dos autovalores, entdo Tr(C*) = 2a* + X\ = ¢ + ¢33 e 0
det(C*) = A ((a®)? 4 (B*%)?) = cs3c3;. Dai, segue do Lema 2.1.2 que A\ = c33 e, con-

sequentemente, cli1 =2a% e Cétl = (Oéi)2 + (5i)2~

Entao, podemos escrever o sistema da Proposicao 3.2.1 na forma

(
T = 20t 1) — 29,

vy = ((aF)* + (8%))x1, (3.5)

_ ot
Ty = 3121 + Ax3.

Considere agora os seguintes parametros

ot = 1 (3.6)

7= (3.7)
w=e THOT_q (3.8)

e
p=oc"e (e T 41— (e T 4 1), (3.9)

que serao uteis no proximo teorema, o qual trata da existéncia de cones invariantes para

o sistema (3.5).



45

Teorema 3.2.1. Considere os pardmetros dados em (3.6), (3.7), (3.8) e (3.9). FEntao,

temos as sequintes propriedades:

a. Sey~ +~7 #£0, o sistema (3.5) possui um inico cone invariante de duas zonas tal
que v§ == pu/w fornece a inclinacdo da semirreta que estd localizada no semiplano
{z € Il : x5 > 0}, intersecao do cone invariante com o plano de separagao I1. Além
disto, o cone invariante € atrator, quando v~ +~ > 0 e é repulsor, quando v~ +~+

< 0
b. Sey "+t =0ce

1. u#0, o sistema (3.5) nao possui nenhum cone invariante de duas zonas;

2. u =0, existe um continuo de cones invariantes de duas zonas.

Demonstragao. Primeiro, encontraremos uma expressao explicita para a aplicacao de
Poincaré associada com o sistema (3.5).
Considere o problema de Cauchy associado a regiao {z € R®: z; < 0} do sistema (3.5)

com condic¢ao inicial no plano de separacao 11

(
) =201 — T,

vy = ((@7)? + (87)),

(3.10)
xh = cqT1 + A3,
L l’(O) = (07 ao, bO);
com ag, by € R, ag > 0. A solugao do problema de Cauchy (3.10) é ¢, dada por
p(t) = (01 (1), 0 (1), 95 (1), tER,
com )
@1 (1) = —52e sen (B7¢),
/6_
o5 (t) = age™ * <cos(ﬁ_t) — g—_ sen (6‘15)) : (3.11)
| @5 (t) = boe™ + ago™ (ea*t(cosw—t) —~sen (Bt)) — e’\t) .
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De fato, como sabemos, os autovalores da matriz

C3 0 A

sdo o~ £ iB7, com BF >0, e \. Além disto, de (2.9), resulta que

o0

1
eth = EtkAk = 5o()Es + 61 (1) A + 6,(t) A2
k=0

Dai, vem que
(
e HBE — 50 (1) 4+ (o + i) () + (o +i7)265(1),

Qe =B = §i(t) + (o= —iB7)01(t) + (= — iB7)2(t),

6)\t = (So(t) + )\(51 (t) + )\252(t),
com

So(t) — 287 ((a™)2 4+ (B7)2)eM + (—ia™ + B7)N—a™ —iB~ + )\)e(o‘_’iﬁ_)t_i_
(@) + ()~ 2 A T X%)
(ia™ 4+ B)AN(—a™ +iB~ + N)elo Tt
28 ((a™)2 4+ (B7)2 —2a= A+ \2)
5,(1) — —dia= BN + ((a™)? + 2ia~ B~ — (B7)? — )\2)6(0‘7_%7)15_{_
! 28~ (o~ + i~ — N)(ia— + B~ — i)
(—(a7)* +2ia" B~ + (67) + A)ele H07)0
(o + i~ N+ — )

(ia™ 4+ B~ —iX)el® B 4 (—ia™ 4 BT +id)el® T8 237N

da(t) = — 26-((a" )2+ (B~)% — 20 A+ \2)

Assim, a exponencial da matriz A é dada por

e H(Bcos(ft) + a sen(87t)) e 'sen (87t)

B B 0
= | T ) (B sen (57 (B cos(B0) —amsen (57) |,
5 B

B3 (1) Es)(t) et
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_ oa(BTAN — BT Ae Teos(B7t) + ((a7)? 4+ (B7)° — a” A)e* “sen (57t))
A((a7)? +(87)* =207 A+ A?)

_cgi(BTe* Peos(Bt) — (a” — N)e® fsen(B7t) — e ALY
Falt) = F (@) T (B V20 A+ N) |

De (3.6) e (3.7), temos que

e H(Bcos(ft) + a sen(87t)) e 'sen(B7H) 0
8- 8-
A | @R (B ))sen (8 (B cos(3) —asen(878) ||
8- B
E31 (t) E32 (t) GM
sendo
Ea(t) = o= (BN — B e teos(Bt) + (ﬁ(of)2 +(B7)* —a " Ne” tsen (87t))

Esp(t) = o~ (e* tcos(B7t) — vy e tsen (B7t) — M)
e, a partir dai, obtemos a solugao tinica de (3.10) empregando a condicao inicial.

Para calcular a aplica¢do de Poincaré, tome um ponto (y9, y3) no plano de separagao com
y2 > 0. Entdo, empregando o fluxo do sistema (3.5), restrito a regidao {z € R?: z; < 0},
o proximo ponto de interse¢ao com o plano de separagao serd a imagem da semiaplicagao
de Poincaré P~. Resolvendo a equagao ¢ (t) = 0, com a fun¢do ¢; = ¢ (t) dada em

(3.11), temos que

pr(t) = — G tsen (574) =0

quando ¢ = w/3~. Assim, o proximo ponto de interse¢gao com o plano de separagao ocorre
quando t = 7/f~. Portanto, a imagem da semiaplicacdo de Poincaré P~ aplicada no

ponto (ya,ys), para t = w /-, é dada por

o g 2 _ 2 q a -
7)_(1/2793) = (—y2€5_ ,Yself™  — 0 Yo (65‘ +er” >> .
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Fazendo uma anélise semelhante para a regiao {x € R3: z; > 0}, podemos definir a se-
miaplicagao de Poincaré P* do sistema (3.5). Logo, para um ponto (29, z3) com 25 < 0,

a semiaplicacao P* é dada por
at A A ot
T T — T - T —T T
Pz, 23) = (_22€B+ 2568t — gtz (65+ + est )) .

Entao, para um ponto (ag,bg), com ay > 0, definimos a aplicagdo de Poincaré como a

composicao das semiaplicacoes de Poincaré P+ e P, isto &,

P(ao, bo) = Pt (’Pi(ao, bo)) ,

=Pt (—aoegﬂ, boeﬁ%7r — o0 a (eﬁA7r + egﬁ>)
= (P1(ao, bo), P2(ao, bo)) ,

co1m

- + +
S—m Sm (%+L>ﬂ
Pi(ap,bo) = apes™ et = qge\s~ 5T

Y

A

Pa(ag,by) = (boeﬂA‘Tr — 0 ay <(35‘A‘7r + eg:w>) ept " —

a A a+
ot (—aoeﬁw) (eﬁ+7T + e“ﬂ> : (3.12)
A A A a”
= eft | bpef” —oagl|ler +eb +

- +
a” o A o a® o
otapes” (eﬁ+ + es* ) )

Agora, como temos a expressao explicita da aplicagao de Poincaré, podemos analisar
a existéncia de cones invariantes de duas zonas para o sistema (3.5). Para fazer isso,
considere uma semirreta contida no plano de separacao e passando pela origem com
inclinagao vy = bg/ag, sendo (ag,by) um ponto que pertence a semirreta, com ag > 0.
Como ag > 0, podemos tomar ag = 1 e vg = by. A imagem do ponto (1, by) pela aplicagao

de Poincaré ¢ P(1,by) = (P1(1,bg), Pa(1,by)), com Py e Py dadas por
P o
Pl(17bO) = G(F—’_F)W?

2Ar A 2 a o a_ 2 a+7r
Po(1,bg) = et | boer~" —o e " +es™ +otes " [ert" 4 et ).
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A condigao para a existéncia de um cone invariante de duas zonas para o sistema (3.5) é
agora reduzida a invariancia da inclinacao da semirreta pela aplicacao de Poincaré. Assim,

se definirmos uma funcao h por

devemos analisar a existéncia de solug¢oes da equacao h(vg) = vg, ou seja, os pontos fixos

da funcao h que correspondem aos cones invariantes. Segue da defini¢ao da funcao h e de

(3.12) que
2 2 2 o o a2 ot
et (vper™ " —o [ er " + e +otes " [ ert" 4 est
h(vo) = - at
(5
e\s— ' pt
A A A A a” a” A at
-0 T ——T _ =TT — T — T — T —0 T —T T
voeBt ehm — o eht (eﬁ + eB™ >+0+66 (eﬁ+ + es* )
- a” ot ’
e(ﬁ—+ﬁ+)”
A A A A A o a” at
-+ “—+= — T+ e S+ )T
voe(ﬁ+ 8 ) o BT e BE TR gt G TR g )
N a” at )
e<6*+6+>ﬂ-
A A\, _(aZ et A4 A\, _(aZ et A qam )\ _(aZ ot
:U06<B++5_)7re (ﬁ—+ﬁ+>”—g @(B++B_)7re (5_+ﬂ+) — 0 e(ﬂ++ﬂ_>7re (5—+ﬁ+>”+

Note que utilizamos (3.7) nos célculos anteriores. Entao, da equagao h(vg) = vy e de (3.8)

e (3.9), segue que
Vo = UOB_(7++77)W — 0'_6_(“/++"/7)7F — O——e—WJrTr 4 O.+e—7+7r + 0.—}—’
Vo (1 - 6_(%”7)”) = g e T _gme T pgte VT gt
= —e V' - + vt
vo(—w) = —07e T (e T4 1) 4ot (e,
UO (—(,U) = —u

e, portanto, temos que

Vow = . (3.13)
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Logo, da equagao (3.13), obtemos os resultados relativos a existéncia de um tnico cone

invariante. Além disto, como a derivada de h, calculada no ponto vy, é dada por
Ay

e(ﬂ+ t- )”

(o= ot

e(ﬁ* T )W

— o~y N)m
= e~ (Y7

W (vo) =

se v~ +~T <0, o cone invariante é repulsor e se 7y~ +~" > 0, o cone invariante é atrator.

Agora, se v~ + 41 = 0 em (3.8), temos que w = 0 e, portanto, se u # 0 segue de (3.13)
que o sistema (3.5) ndo tem nenhum cone invariante de duas zonas e quando 1 = 0 temos

um continuo de cones invariantes de duas zonas. [ ]

A partir do Teorema 3.2.1, segue-se a impossibilidade de ter dois cones invariantes
hiperbolicos de duas zonas em um sistema nao observavel. Portanto, nao é possivel obter
uma bifurcacao de cones invariantes de duas zonas, do tipo sela-no, e a dinamica é mais
simples do que no caso observavel, no qual essa bifurcacao de cones invariantes ocorre,

como foi conjecturado em [4| e demonstrado em [1].

A proxima proposigao trata da dindmica do sistema (3.5) restrita ao cone invariante

e da estabilidade da origem, conforme item (a) do Teorema 3.2.1.

Proposigao 3.2.2. Suponha que o sistema (3.5) possui um tinico cone invariante de duas

zonas, isto €, v~ +~* # 0. Entao, valem as sequintes afirmagoes:

1. Sea /B~ +at /Bt >0, a origem € um ponto de equilibrio instdvel para dindmica do

sistema (3.5) restrita ao cone invariante;

2. Sea /B~ +aT /BT <0, a origem € um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel

para dindmica do sistema (3.5) restrita ao cone invariante;

3. Sea /B~ +at /Bt =0, o cone invariante € folheado por drbitas periddicas, todas

com o mesmo periodo T =7 /B~ + /5T,
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Demonstragao. Basta verificar se Py (1,by) = 6(6 B+ ) ¢ menor, maior ou igual a um.

Para ilustrar, considere a Figura 3.2.

T3 4

» To

0 Pi(1,b9) 1

T

Figura 3.2: Analise de estabilidade da origem restrita ao cone invariante.

[
Considere o sistema (3.5) definido pelas matrizes
—1.02 -1 0 1 -1 0
A= =1lo05101 0 0 e Af=105 0 0 |,
-05 0 -049 0.5 0 —-0.49
as quais possuem autovalores o~ i3~ = —0.51 0.5, aT+ifT = 0.5+ 10.5e A = —0.49.

Resulta que v~ + 4" = 1.94, o~ /8~ + ot /BT = —0.02 e v§ = 0.4167. Logo, pelo item
(a) do Teorema 3.2.1 e a Proposigao 3.2.2, tal sistema possui um tnico cone invariante
de duas zonas, sendo a origem um ponto de equilibrio assintoticamente estavel para a
dindmica do sistema (3.5). Nas Figuras 3.3 e 3.4, apresentamos de duas maneiras, para

melhorar visualizagao de uma o6rbita, este cone invariante.
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Figura 3.3: Cone invariante de duas zonas, ilustrado pela cor azul, sendo a origem um ponto de

equilibrio assintoticamente estavel.

Figura 3.4: Com a linha azul ressaltamos uma orbita do cone invariante de duas zonas da Figura

3.3, a qual tende para a origem.
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Considere agora o sistema (3.5) definido pelas matrizes

—-096 -1 0 1 -1 0
A"=104804 0 0 e AT=lo5 0o 0 [,
-05 0 -0.49 0.5 0 —-0.49
cujos os autovalores sao o~ +i3~ = —0.48 £ 40.5, at £i8T = 0.5 £ i0.5 e A = —0.49. Tal

sistema possui um tnico cone invariante de duas zonas com a origem sendo um ponto de
equilibrio instével para a dinamica do sistema (3.5), com v~ +~v" =2, o~ /" + a1 /T =

0.04 e v§ = 0.4158. Para ilustrar, veja a Figura 3.5.

Figura 3.5: Cone invariante de duas zonas, ilustrado pela cor azul, sendo a origem um ponto de

equilibrio instavel.

Para melhorar a visualizagao de uma 6rbita no cone invariante, considere a Figura 3.6.
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Figura 3.6: A linha azul representa uma orbita, se afastando da origem, no cone invariante de

duas zonas da Figura 3.5.

O Corolario 3.2.1 a seguir apresenta alguns resultados acerca da existéncia de um

tnico cone invariante de duas zonas folheado por érbitas periddicas para o sistema (3.5).

Corolario 3.2.1. Se a™ /B~ +a™ /BT =0 e X # 0, o sistema (3.5) tem um unico cone
mvariante de duas zonas que € folheado por orbitas periodicas, todas com mesmo periodo

T =mn/p"+n/B%. Além disto

com o* dados em (3.6), fornece a inclinagdao da semirreta que estd localizada no semiplano
{z €I : x5 > 0}, interse¢ao do cone invariante com o plano de separagao II. O cone

mvariante € atrator, quando A\ < 0 e repulsor, quando \ > 0.
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Demonstragao. Se o=/~ + at /1 =0, como

fy - /Bi’
segue que
N +_a+—)\+oz_—)\
a”  af 1 1
() (319

1 1
= (ﬁ ﬁ+)

Pelo item (a) do Teorema 3.2.1, temos que 7y~ 4+~ é diferente de zero se, e somente se,

A # 0. Agora, de (3.13), resulta que

L oe (e T 1) — ot (e ™ +1)
Yo = e~ T — 1 ’

o~ (e—(7++7*)7r + e_7+“) — aJr(e_7+7r +1)
e—(77+7+)7r —1 ’

o (PG 4 o)) g () )

e)\(ﬁ%_‘_ﬁ%)w —1

Assim, obtemos

Novamente, pelo item (a) do Teorema 3.2.1, temos que o cone invariante é repulsor, se
v~ 4+~ <0, e é atrator, se v~ + " > 0. Portanto, por (3.15), concluimos que o cone

invariante é atrator, quando \ < 0, e é repulsor, quando A > 0.
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Considere o sistema (3.5) definido pelas matrizes

-1 -1 0 1 -1 0
A"=105 0 0 e At=los5 0o 0o |- (3.16)
—-05 0 —-0.49 0.5 0 —0.49
Os autovalores de A~ e A" sao o~ £ i~ = —0.5 & 0.5, o™ £ it = 0.5 & 0.5 e
A = —0.49, respectivamente. Pelo, item (a) do Teorema 3.2.1, o sistema (3.5) possui

um tnico cone invariante de duas zonas com 0§ = 0.4164, pois v~ + 7 = 1.96. Como
a” /B~ 4+ at /Bt = 0, o cone invariante é folheado por orbitas periddicas, todas com
mesmo periodo T = 4w. Nas Figuras 3.7 e 3.8, apresentamos de duas maneiras (para

melhor visualizagao das orbitas) este cone invariante folheado por 6rbitas periodicas.

Figura 3.7: Cone invariante de duas zonas, ilustrado pela cor azul, folheado por 6rbitas perio-

dicas.
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Figura 3.8: Orbitas periddicas, representadas na cor azul, no cone invariante de duas zonas da

Figura 3.7.

A partir de agora, o sistema (3.5), sob as hipoteses do Corolario 3.2.1, serd chamado
de sistema nao perturbado. O passo seguinte consiste em perturbar esse sistema, mediante

uma perturbagao linear, com o objetivo de estudar as érbitas peridédicas que persistem.

Primeiro, para a persisténcia das érbitas, precisamos tornar o sistema nao homogéneo
e, assim, adicionamos um termo independente ecs na segunda equagao do sistema (3.5).
Por outro lado, adicionamos um termo exs que torna o sistema (3.5) observavel. Esse
termo ¢é adicionado também na segunda equacgao. Observe que o sistema perturbado deve
ser nao homogéneo, pois um sistema linear por partes continuo em R?, homogéneo e

observavel, ndo possui érbitas periddicas isoladas, conforme pode ser visto em [4] e [5].

Especificamente, consideramos uma perturbacgao linear que torna o sistema nao per-
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turbado (3.5) em um sistema observavel e nao homogéneo da forma

(
T = 2aF 1) — 29,

zh = ((aF)* + (BF)%)z1 + e(23 + 2), (3.17)

+
Ty = 3371 + A,

sendo € € R\ {0}, suficientemente pequeno, c; € R, a= /B~ +at /Bt =0e A # 0. E facil

verificar a observabilidade do sistema, basta notar que a matriz de observabilidade

tem posto completo, pois det (O) = € # 0.

Para A # 0, o Corolario 3.2.1 garante que o cone invariante do sistema nao pertur-
bado (3.5) é hiperbdlico. Entao, para € # 0, suficientemente pequeno, ha uma variedade

invariante no retrato de fase do sistema perturbado (3.17).

Agora, nosso objetivo principal é a anéalise das orbitas periddicas do sistema (3.17),

que provém das orbitas periédicas do continuo do sistema nao perturbado (3.5).

3.3 Orbitas Periddicas para o Sistema Perturbado

Nesta se¢ao, analisamos as orbitas periodicas do continuo do sistema nao perturbado (3.5)
que persistem no sistema perturbado (3.17), com o=/~ + ot/ =0, A £ 0 e e € R,

suficientemente pequeno.

Para este estudo, usaremos as ideias do Capitulo 14 de [6]. Para aplicar essas ideias,

¢ necessario transformar o sistema (3.17) na forma

d
d—x = Az + ef(s, 2, €), (3.18)
S
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com A € R¥ z = (y,2) e R? e f € C(R x R? x (—¢, 6), R?), uma fungao periodica
de periodo T na primeira variavel s, sendo €y um numero real positivo suficientemente

pequeno.

Para obtermos um sistema na forma (3.18), realizamos algumas mudancas de variaveis
no sistema (3.17). Essas mudangas de variaveis sdo essenciais na analise das orbitas perio-
dicas que permanecem apoés a pertubacgao. Lembre que o periodo das érbitas periddicas

do continuo do sistema nao perturbado (3.5) é dado por T'=n/8~ + n/5+.

Faremos uma mudanca de variaveis por partes nas variaveis xy, xs, levando em con-
sideragao as propriedades das orbitas periddicas do sistema nao perturbado (3.5). Mais
precisamente, na regiao {z € R3 : z; < 0}, mudamos as variaveis z1 e T3 por s e y, respec-
tivamente, e na regiao {z € R®: x; > 0} por r e y, respectivamente, sendo y a intersecio
positiva de cada orbita periddica com o plano z; = 0. Dado um ponto p = (p1, p2, p3),
fora do cone invariante do sistema néo perturbado (3.5), a variavel s serd o tempo que
a Orbita leva pra chegar da condigao inicial (0,y) ao ponto (pi,p2), no plano z3 = 0, e
r = s — T. Veremos mais adiante que s € (0,7/57), parax; < 0e s € (n/7,T), para

x> 0.

Por outro lado, mudamos a terceira variavel xs por z, uma nova variavel que mede
a distancia do ponto p = (p1, p2, p3) em relacdo ao ponto p = (p1, p2, Z) pertencente ao
cone invariante do sistema nao perturbado (3.5). Veja a Figura 3.9 para um melhor

entendimento dessa mudanca de variaveis.
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T3 4

» To

Figura 3.9: Interpretagdo geométrica da mudanga de variaveis (x1, x2, x3) para (s,y, 2).

Seja ¢, dada por ¢(t,q) = (p1(t, q), P2(t, q), ¢3(t,q)), t € R, a tnica solugao do sistema
nao perturbado (3.5) com condigao inicial (x1(0),z2(0),23(0)) = g = (co,a0,bp). Ob-
serve que a expressio explicita de ¢ na regiao {x € R®: z; < 0}, com condigao inicial no
plano de separagao, foi dada em (3.11). Na regiao {x € R®: z; > 0} pode-se obter uma

expressao semelhante.

Agora, na regiao {x € R®: x; <0}, considere o ponto p = (p1, ps, p3), dado anterior-
mente, e os pontos p = (p1,p2,2) e p = (0,y,v5y), conforme a Figura 3.9. Para o ponto
p = (0,y,v5y) temos que

¢y (D)
e p=| ¢, (t,p)

¢3 (. D)
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Como x; < 0, pela mudancga de variaveis anterior, segue que

¢1 (5, D)
e p=|6y(s,p) | =P
¢3 (5, D)
ou seja,
I = ¢1_(Saﬁ)7
To = QSQ_(Saﬁ))
2= d5(s,D).
Note que
X1 ¢I(87 p) SA— 0
= = e s
3 5 (s,D) Y
é solugao do problema de Cauchy
x) 2
= A~ ,
xh To
com condi¢do inicial (x1(0),z2(0)) = (0,y), sendo
2a” -1

A terceira variavel é z = r3 — 2, na nova mudanga de variavel. Logo,
x3=2+2=2+¢5(5p).

Analogamente, obtemos um resultado semelhante na regiao para aregiao {x € R3 : z; > 0}
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e, assim, obtemos a seguinte mudanca de varidveis por partes

(

0 0

N=(s) |y | + 0 , se r1 <0,
T1
| = (3.19)

0 0

T3

N*(s) |y | + 0 ,se x1 >0,

\ z (b;(s - T7 (07 Y, 68y))

sendor =s—T,y >0, 05 dado em (3.14),

A 0
N (s) = ,
0 01
N¥(s) =
e
+
Gt 2x -1

12 +12
(@) +(8)* 0
Observe que as condigoes 1 < 0 e x; > 0, nas novas variaveis, correspondem a

s€(0,m/p7) es e (n/B~,T), respectivamente, pois,

¢y (s) = —Bi_e"‘_ssen (B7s) <0,

se sen (5~s) > 0, ou seja, quando s € (0,7/57) e

o (r) = —%e‘ﬁT sen (Br) > 0,

5
se sen (ftr) < 0, isto é, quando r € (—7/f1,0). Como r = s — T, temos que s €
(m/B~,T). Por esta, razao, mais tarde, vamos denotar as fungoes com o sobrescrito “—"
quando s € (0,7/57) e com sobrescrito “4” quando s € (7/5~,T). Por motivos de abre-

viatura, usamos “4” para considerar s € (0,7), e significa “—" , se s € (0,7/57) e “+7, se
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s € (n/B7,T). A partir da expressio explicita de ¢ em (3.11) na regidao {x € R? : z; < 0}
e a expressao analoga na regiao {r € R3:z; > 0}, temos que a expressao explicita da

solugdo ¢ = ¢(s, (0,y,05y)) € tal que

.

¢1 (s,y), se s € [0,7/57],

le(sv(oaya@[c)y)) =
1 (s,y), se s € (w/B7,T),

\

.

¢y (s,y), se s € [0,7/57],

¢2(87 <07 Y, 683/)) =
3 (s,y), se s € (w/B7.T),

\

o5 (8,y,75), se s € [0,7/87],

¢3(87(07y76(c)y)) = B
3 (5,9, 75), se s € (n/B7,T),

sendo
Or (5,9) = =5 "sen (57s),
[(5,9) = —gpe” sen (5 (s = 1)
by (s,y) = ye* ° (COS(/B_S) — g—: sen (B‘s)) ,
03 (sv) = e 71 (con( (s - 1)) = Sosen (575 - 7))
57 (5,1,75) =y (5 — 0)e™ 4+ 07e ™ (cos(83) — 7~ sen (675)))
e

03 (5,0.78) = (1 — ) + 07 0D (cos(3H (s — ) — 7+ sen (87 (s = T))) )

com 6F e v* dados em (3.6) e (3.7), respectivamente.

Na seguinte proposigao, transformamos o sistema (3.17) efetuando a mudanga de va-

riaveis (3.19), que é um homeomorfismo.
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Proposicao 3.3.1. A mudanc¢a de varidveis (3.19) transforma o sistema (3.17) em

(

s'=1—€eM(s,y,z,¢€),

y, = EMQ(Say7z7€)v (320)

\ 2 =Xz + eMs(s,y, z,€),

sendo
—2a” s

_¢1_(37 y)T(z + ¢3_(8a yvﬂg) + C2)> se s € [Ovﬂ-/ﬁi]?

—2at(s—
chx(sT)

_gbi_(svy)T(z + ¢;(87y71~)8) + 02)’ se s € (ﬂ-/ﬂi»T)a

Ml(87y727 6) =

dﬁbl_ 6—204’5
- ds (57 y)

(z + &5 (s,y,05) + ¢2), se s €[0,7/57],

M2(57y727€> - d¢+ 20t (s=T)
_d_;(s7y)T(Z + (b;,r(S?yaf}S) + 02)7 se s € (ﬂ-/ﬁ_aT)a

03 e 03 R
S S TOMS (5,9,2,6) = 3 (5,0 5) My (5,00, s 5 € 0,m/5].

agbg_ ~c + 8925;_
85 (37y7U0>M1 (s,y,z,e) ay

M3(379727€) =
(5,9, 05) My (5,9, 2,€), se s € (7/57,T).

Demonstragao. Primeiro, consideramos a regiao {x € R®:z; <0}. A mudanga de

variaveis (3.19), nas variaveis xy, xq, é dada por
= : (3.21)

sendo y > 0. Tomando a derivada na expressao (3.21), em relagao a variavel independente

t, temos
) ds - [V Y
— A SA™ sA™
y T € +e %
2 Y dt

Pelo sistema (3.17), a igualdade seguinte é valida

T O d 5 - 0 - 0
A- + = d—jA_GSA + et . (3.22)
T €(z3 + o) Yy —



Assim, considerando a mudanga de variaveis (3.21), a expressao (3.22) torna-se

0
A—es;l* 0 . %A— SA™ 0 o 65/1* _ 0
dt dy €3 + 2) |
() Y dt 3 2
e, dai,
~_ [0 [0 0
A= et 1— dsy %68’47 = — ,
dt dt
y 1 €(x3 + o)

de modo que

0 dy 0
e (1 B %) _dt s
dt Y

Y Yy (w3 + o)
Agora, utilizando as notagoes
] ds
/l) P —_— —
dt
e
_dy
dt’
temos que
{0 _ [0 0
A_65A7 v — E68A7 e
y Y y (23 + c2)
Note que
1 (s,9) [0
— €SA
5 (5, 9) y
é solugao do problema de Cauchy
.
l’l N xl
= A~ ,
2(0) Y

65

(3.23)

(3.24)
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(¢1) (s,9) _ [ o1(sy) |0
= A =A"e
(92) (s,v) by (5,9) Y
Logo,
(61) (5,) W 1 (s,9) 0
(6)(sm)) Y \er(s.m) (w3 + c2)

Portanto, o sistema (3.23), pode ser escrito como

(61) (5,9) o1 (s,9)/y) (v 0
- . (3.25)

(62) (s,y) —o5(s,0)/y) \w e(3 + c2)

E facil ver que a matriz de coeficientes do sistema (3.25),

(¢I)/(S, y) _¢I(s7 y)/y
B(s) = )

(02) (5,9) —2 (5,9)/y
¢ uma matriz fundamental do problema de Cauchy (3.24), porque as colunas sao solugoes
de (3.24), ou seja, formam uma base para o espaco de solugoes. Entao, pela Formula de

Liouville (que pode ser encontrada em [12]), temos que
det (B(s)) = e** *det (B(0)),
. —y 0
= e?* s det ,
0 —1
=y A0,

pois, y > 0. Assim, usando a Regra de Cramer, o sistema (3.25) é facilmente resolvido e

672a’s¢1_(8ay) ([E3 +C2)

V= —¢€
2
Y

d— 672a_s
o) (o)

w =
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Dai, resulta que

o051 (5,Y)
— =1+ee 20 s 20 (13 + ),
dt y? (w3 +c2)
dy d¢_ e2a7s
T _dsl (s,9) (23 + c2).

Além disto, a partir da terceira equagao da mudanga de variaveis (3.19), isto é,

T3 = 2z + <Z5§(87 317775)7 (326>
podemos escrever
d - 91 (S, - 0
d_i — 1_}_667204 SLSZy)(2+¢3 (s,y,v8)+02)7
d d¢ EJQ ) (3.27)
Y e @8 — ~c
&= g G ) o)

Para finalizar a mudanca de variaveis, precisamos calcular dz/d¢ em termos das novas
variaveis s, y e z. Ao derivarmos a expressao (3.26), em relacdo a variavel temporal ¢,

obtemos que
%_%_%(S @C)ﬁ_%(s @C)%
at — dat o9s PG T Ty Yy

Usando as equagoes do sistema (3.27) e a terceira equagao do sistema (3.17), temos que

z _ 0 . _ 0 _
-7 = Gl + Axr3 — &(371/7@8) (1 - 6‘]\/[1 (s,y,z,e)) - a(b; (8 y7v0) (€M2 (57y7276)) )

dt 0s
_ _ - (o . _ Op3
= C3111 + A (Z + ¢3 (37yavg)) - %(&yal)g) (1 - EMl (S,y,Z,E)) - Eaiéy(s y7UO)
M2_(87 y’ Z’ 6)7
_ _ N 0
= ot + N2+ A0 (5,0, 55) — O (5,9, T8) + e (5,1, T5) My (59,2, €)—
e _
€5 ay (S Y, UO)M2 (Sv Y, %, E)'

Observe que ¢5 (s,y,§) € o terceira componente da solu¢ao do problema de Cauchy dado
pelo sistema nao perturbado (3.5), com condi¢ao inicial (z1(0),22(0), z3(0)) = (0,y,§),
e, assim, resulta que

dz
dt

0 03
= Az +e (%(S y7UO)M (S Y, =, 6) - ai;(s y7UO>M (S Y, =, 6))
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e a prova para a regiao {z € R3: r; < 0} esté concluida. Para a regiao {z € R?: x; > 0},

como r = s — T', temos que

dr ds
dt — dt’
e, entao, podemos fazer uma prova analoga. |

Agora, o sistema (3.20) ¢ transformado em um sistema planar na forma procurada
(3.18), no qual o papel da variavel temporal ¢ seré capturado pela variavel s. Pelo sistema

(3.20), vem que
dydt dy  eMy(s,y,2,¢€)
dtds ds 1 —eM(s,y,z¢€)
dzdt dz Az +eMs(s,y,2,€)

dtds — ds  1—eMy(s,y, 2, €)

Além disto, como

=1+ €M1(87y7z76) +RM1 (62) ?

1-— €M1(87y7za 6)

resulta que

d
d_y = eMs(s,y,2,€) + R, (€%),
dS (3.28)
2
= Az + eNzMy(s,y, z,€) + eMs(s,y,z,€) + R, (€2) .
s
O sistema (3.28) é um sistema da forma desejada
¥ =Ax +ef(s,x,¢), (3.29)

sendo x = (y, z), € € R, suficientemente pequeno,

0 O
A=
0 A
e
f ) )
f(s,x,€) = 1(e5,€) +R(€2)7

fa(s,z,€)
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com
fl(saxu 6) = M2(Suy727€)7
fa(s,x,€) = AzMq(s,y, z,€) + Ms(s,y, 2, €)

e R (€™) uma fungdo com expansao em série de Taylor na variavel €, em torno de € = 0,

iniciando nos termos de ordem m € N = {1,2,...} no minimo.

Agora, procuraremos orbitas periddicas do sistema perturbado (3.29). Seja ¢ =

(s, T4, €) a solugao unica do problema de Cauchy

¥ = Ax 4+ €ef(s,x,€),
(3.30)
z(0) = z,.

Fazendo a mudanca de variével y = e *4z, temos que
y = —Ae %Az 4 ey
= —Ae 4z + e (Ax + ef (s, 1, €)),
= —Ay + Ay + ee A f(s, 2, €),
= ee A f(s,2,€).
Entao, o sistema (3.30) pode ser escrito como
y = ee A f(s, ey e),

y(O) = Tx,

e, assim,

y(s) — . =/ y' (p)dp
° . (3.31)
= 6/ e P f(p,(p, xe, €), €)dp.
0
Como e*4y = z, multiplicando (3.31) por e*4, vem que

U(s, 1y, €) — e, = ee™t / e P2 f(p,U(p, w4y €), €)dp,
0

— ¢ / eI (p,0(p, ., €), €)dp
0
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e, dai, segue que

(s, x,,€) = e, + e/ eCPAE(p h(p, s, €), €)dp, Vs €[0,T]. (3.32)
0

Resulta diretamente de (3.32), que uma condi¢do necessaria e suficiente para 1 ser

periodica de periodo 7 (¢), com 7(0) =T, é

7(e)
(eT(E)A - EQ) T, - 6/ 6(7(5)_’))Af(,0,1/)(p, Ty, 6), e)dp =0,
0

pois, ¥(7 (€) , x4, €) = (0, 24, €) = x, ou, equivalentemente, se denotamos =, = (v, 2«),

0 0 Us
+
0 e —1 Zy
(3.33)
(e (1 0 MQ(P; L, 6)
e/ +R(€2)dp:0.
0

0 6/\(7(6)—P) )\le(p, Z‘*,E) +M3(p, 33*76)

No proximo teorema, ao analisar as solugoes do sistema (3.33), provaremos a existén-
cia de uma solugao periddica do sistema (3.29), para € # 0 suficientemente pequeno e,

consequentemente, a existéncia de uma orbita periddica do sistema (3.17).

Teorema 3.3.1. Considere o sistema perturbado (3.17), com o~ /B~ +aT /T = 0 e
A # 0. Sejam

o (1) ()7 + (57)7) .
— ﬁf '

7 )
S @ /61

(56— o7) (1 + e—fﬂ) 20~ —\) (5 — o) (1 + ev*ﬂ) (2at — \)
2 2 - 2 2 +
(a==A)"+(67) (at =)+ (87) (3.35)

T (o vy ot yrat
(5 (-) 5 0-5)
+

com oF, vF e ¥ dados em (3.6), (3.7) e (3.14), respectivamente. Se a.b <0 ee # 0 ¢

B:

suficientemente pequeno, entdo existe uma orbita periddica do sistema (3.17) de periodo
7 () =T+R; (€). Quando e — 0 esta drbita periddica converge para a orbita do continuo
do sistema nao perturbado (3.5) cuja intersecgao positiva com o plano de separagao 11 €

dado por y° = —a/b.
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Demonstracao. Devemos analisar as solugoes do sistema (3.33) para encontrarmos

solugoes periodicas para o sistema (3.29). Para isto, considere a fungao

I(y,) = / My (p, y.,0,0)dp. (3.36)

A fungado M, é uma fungao definida por partes, entao o calculo da integral (3.36) deve ser

divido em duas partes

L(y.) = L (y) + L2 (v)
T (3.37)

/8
= / M; (p, Y, 0,0)dp + / My (p, y., 0,0)dp,
0 /B~

com

M7 (5,9.0,0) = (eam + o — 7)) (cosw—s) + 5 sen w—s)) T

Y]

(07

-

yo~ [0082(5_5) - O;Y_ sen?(B87s) + (

e

-
My (r,y,0,0) = <02€_0‘+T + y(vg — U*)e()‘_‘ﬁ)r) (cos(ﬁﬂ") + 5 sen (B*r)) +
+

sen2(ftr) + (g—+ — 7+> sen (67r) COS(ﬁ”‘)} ,

ot

yot |:COSQ(5+7’) — aﬁz

sendor =s—1T.

Calculando (3.37), obtemos

a” <6_0‘7/577r + 1) at (e‘ﬁ/’m” + 1)
L () + 1z (y4) = 2o ()% + ()2 o (81)2 + (at)? +

[ (55— o7) (1 + e—ﬁ) (20" =) (75— 0") (1 + ev*ﬂ) (20 — \)
_ (a= =)+ (87)° (at =N+ (8+)°

(T (0~ Yo ot yrat
k5 (5 (-) + 5 (-50))

Considerando a condigao a~ /™ 4+ a™ /BT =0, vem que

Yx +

I(y,) = a+ by,
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sendo @ e b dados em (3.34) e (3.35), respectivamente. A equacdo I(y.) = 0 possui uma
tinica solugdo y, = y° = —a/b, desde que b # 0. Obviamente, (v, z.,0) = (y%,0,0) é uma
solucao do sistema

(e)
Fy (y*,Z*,E) = f1 (,O,CE*,G)—FRy (62) dp =0,
: (3.38)

7(€)
Fy (4a, 24, €) = (e,\T(e) — 1) 2, + e/ fa(p,zi€) + R, (52) dp =0,
0

e, portanto, uma solu¢do do sistema (3.33). Agora, aplicamos o Teorema da Fung¢ao

Implicita ao sistema (3.38) com solugao (ys, z«,0) = (y2,0,0). A matriz jacobiana do

sistema é
@Fl aFl
W(@/*az*ﬁ) a_z(y*7z*7€)

(Yo 2, €) = OF, OF, ’

83/ (y*a Zies 6) 02 (y*a Zses 6)
b 0
0 Ja

sendo

7(€)
Jog = (e’\T(E) — 1) + e/\/ AMTEO=P) p g (p, T4, €) dp.
0
O determinante da matriz jacobiana em (y2,0,0) é
b 0
det (J (yx, 24, €)) = det
0 (e)‘T — 1)
que é diferente de zero se b.A # 0. Mas, como b # 0 e, por hipotese, A # 0, segue que

este determinante é nao nulo. Logo, existem um intervalo aberto I C R, contendo ¢ = 0,

e uma vizinhanga V de (y2,0) tal que z.(€) = (y.(€), 2.(¢)) satisfaz
Fy (y*(E),Z*(E),E) =0,
F5 (y«(€), z:(€),¢) =0, Veel.

Portanto, v = 9 (s, z.(€),€) é uma solugao periddica de periodo 7 (€) para o sistema

(3.29). Finalmente, para garantir a existéncia de uma orbita periédica para o sistema
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(3.17) devemos ter em mente a diregdo do fluxo no plano de separagao II. Precisamos que

Y0 >0, isto &, a.b < 0. -

Para concluir esta se¢ao, veremos agora um exemplo de um sistema perturbado (3.17)

com uma oOrbita periddica persistente.

Considere, o sistema nao perturbado (3.5) definido pelas matrizes A* em (3.16). Para
tornar esse sistema perturbado como em (3.17), tome € = 0.05 ¢ ¢, = —0.5. Fazendo
calculos, obtemos os respectivos valores @ = 48,2814 e b = —23,6191, e, entdo, a.b < 0.
Pelo Teorema 3.3.1, existe uma orbita periédica no retrato de fase deste sistema. Na

Figura 3.10, ilustramos esta orbita.

Figura 3.10: Orbita periodica do sistema perturbado (3.17) ilustrada na cor azul. As 6rbitas
representadas em vermelho possuem condigoes iniciais dadas por :c(l] = (1,-0.5,0.5) e x% =

(7,0.5,14).

Com a teoria utilizada nao foi possivel determinar a estabilidade da érbita periddica
que persiste. Os resultados numéricos apresentados na Figura 3.10 indicam que a o6rbita

periodica, neste exemplo e para aqueles valores dos parametros, é assintoticamente estéavel.



Conclusoes

Nesta dissertacao, estudamos os sistemas lineares por partes continuos em R". Em parti-
cular, baseamos nossos estudos em sistemas lineares por partes continuos em R? (SLPC3),
com duas zonas. Na Secao 2.2 definimos o que vem a ser tais sistemas. Em seguida, apre-
sentamos os sistemas de controle lineares autonomos, para melhor compreender o conceito
de observabilidade. Consideramos o caso nao observével, e no Teorema 3.2.1, mostramos
a existéncia de cones invariantes em uma familia de tais sistemas. Nesta familia, encon-
tramos uma subfamilia com um tnico cone invariante hiperboélico folheado por érbitas

periodicas.

Para finalizar, perturbamos o sistema (3.5), sob as hipoteses do Corolario 3.2.1, para
estudar as érbitas periddicas que persistem. A perturbacao linear empregada transforma
o sistema nao perturbado (3.5) em um sistema observéavel, ndo homogéneo e com uma
variedade invariante no retrato de fase. No Teorema 3.3.1, fornecemos condi¢oes para a
existéncia de uma orbita periddica do sistema perturbado (3.17) que converge para uma
orbita do sistema nao perturbado (3.5) quando o parametro de perturbagao tende a zero.

Contudo, nao foi possivel determinar a estabilidade da 6rbita periddica que persiste.

Na principal referéncia [2], utilizada nesta dissertagao, encontramos alguns erros na
demonstracao da Proposigao 3.3.1, porém estes erros foram corrigidos e nao comprome-

teram o resultado final.
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