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Abstract

In this work we did a research in a mass scalar field with potential and/or sources external
spatially located. The considered models simulate the presence of material boundaries as well as
loads in interaction with the field. We review some results obtained previously in the literature
and, later, propose a model not yet studied, as far as we know. The proposed model simulates
the presence of a material surface located along a hyperplane where, at the boundary where the
coupling constant between the field and the surface tends to infinity, we show that the model
is equivalent to imposing Neumann conditions under the hyperplane. Thus, we interpret the

model as a kind of generalized Neumann condition for the field.

Key-words: External potentials, field sources, field theory.
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Resumo

Nesse trabalho fazemos um estudo sobre o campo escalar com massa na presenga de potenciais
e/ou fontes externos espacialmente localizadas. Os modelos considerados simulam a presenga
de fronteiras materiais assim como cargas em interagao com o campo. Fazemos uma revisao de
alguns resultados obtidos anteriormente na literatura e, posteriormente, propomos um modelo
ainda nao estudado, até onde sabemos. O modelo proposto simula a presenga de uma superficie
material localizada ao longo de um hiperplano onde, no limite em que a constante de acopla-
mento entre o campo e a superficie tende a infinito, mostramos que o modelo equivale a impor
condigoes de Neumann sob o hiperplano. Dessa forma, interpretamos o modelo como um tipo

de condi¢ao de Neumann generalizada para o campo.

Palavras-chave: Potenciais externos, fontes de campo, teoria de campo.
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Capitulo 1

Introducao

Teorias de campos encontram uma ampla diversidade de aplicagoes em fisica. Elas sao usadas
desde a descrig¢ao de sistemas de matéria condensada, até o chamado Modelo Padrao das Inter-
agoes Fundamentais, de mecénica dos fluidos até a gravitacao (esta ultima sendo interpretada
como uma teoria geométrica de campo).

Um assunto abordado de tempos em tempos em teoria de campos é como se pode simular a
presenca de objetos em tal teoria. Isto é feito de inimeras formas e, pelo que conhecemos, pode-
mos classifica-las em quatro categorias: pela introducao de campos auxiliares, pela imposicao
de condicoes de contorno nos campos, pela presenca de potenciais externos e pela presenca de
fontes externas.

O caso da presenca de fontes externas talvez seja o mais conhecido. Neste contexto, por
exemplo, podemos simular a existéncia de distribui¢oes de cargas e correntes elétricas da eletrod-
inamica cléassica [1]. Mesmo na eletrodinamica quantica |2, 3|, esse tipo de estudo desempenha
um importante papel, assim como em teorias alternativas a eletrodinamica de Maxwell [4, 5, 6, 7|
e outras teorias de campo (8, 9, 10].

No que diz respeito as condi¢oes de contorno, a relevancia do assunto é indiscutivel na
eletrodindmica classica e na chamada QED de cavidades. Elas, as condigoes de contorno,
sao usadas para a descricao de fronteiras materiais, principalmente de fronteiras condutoras
[11, 12, 13]. Lembrando que a presenga de condutores pode ser considerada também em outras
teorias para a eletrodinamica, pomo exemplo podemos citar as referéncias [14, 15].

Uma forma de implementar a presenca de superficies materiais de forma mais realistica do
que a imposigao de condi¢oes de contorno é por meio do acoplamento de campos com potenciais
externos [16, 12, 11, 17, 18, 19|. Nestes casos, os potenciais considerados sao definidos em regioes
do espago.

E um fato bem conhecido na literatura que ao acoplarmos o campo escalar com um potencial
tipo delta de Dirac, concentrado ao longo de um plano, podemos simular a presenca do que viria
a ser um espelho semitransparente para o campo, no plano onde o potencial se concentra. O
grau de transparéncia do espelho é determinado pela constante de acoplamento entre o potencial
e o campo. Ao tomarmos o limite onde essa constante de acoplamento tende a infinito, podemos
mostrar que o modelo se reduz aquele obtido ao impormos a condi¢ao de Dirichlet no campo sob

o plano onde o potencial de concentra. Dessa forma, o modelo é visto como uma generalizagao
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da condicao de Dirichlet.

Nesse trabalho fazemos um estudo sobre o papel de potenciais externos, estacionarios e
espacialmente localizados acoplados com o campo escalar.

Iniciamos no capitulo 2 com uma revisao sobre o campo escalar, de modo a tornar o texto
acessivel para recém formados em fisica.

No capitulo 3 consideramos um potencial do tipo delta de Dirac concentrado em um plano.
O potencial em questao, como ja mencionamos, faz o papel de um espelho semitransparente
para o campo escalar. No limite em que a constante de acoplamento entre o potencial e o
campo tende a infinito, mostramos que a funcao de Green do problema tende a funcao de
Green obtida quanto tomamos o campo escalar sob condigoes de Dirichlet sob o plano onde o
potencial se concentra. Sendo assim, interpretamos o modelo como sendo um tipo de espelho
semitransparente para o campo escalar, cujo grau de transparéncia é determinado pela contante
de acoplamento entre o campo e o potencial.

Consideramos a interagao entre o potencial e uma carga para o campo escalar, descrita por
uma corrente externa estacionéria tipo delta de Dirac localizada em um ponto do espaco. No
limite onde a constante de acoplamento entre o campo e o potencial tende a infinito (condigoes
de Dirichlet), mostramos que essa energia fornece a interagao de Yukawa de natureza repulsiva
entre o espelho e a carga. A natureza repulsiva nao é surpresa, pois em se tratando de um
campo de spin par (spin 0), sabemos que cargas de sinais opostos devem se repelir, e a carga
imagem tem sinal oposto ao da carga original.

No capitulo 4 tomamos um potencial tipo delta de Dirac localizado em um ponto do espaco.
Encontramos a fungao de Green do problema e mostramos, novamente, que no limite onde
a constante de acoplamento entre o potencial e o campo tende a infinito, a fungao de Green
do modelo satisfaz a condi¢ao de Dirichlet no ponto onde o potencial se concentra. Por fim,
calculamos a energia de interacao entre o potencial e uma carga pontual estacionaria para o
campo escalar, simulada por uma corrente externa do tipo delta de Dirac, concentrada em um
ponto do espago.

Os resultados presentes nos capitulos 3 e 4 podem ser encontrados na referéncia [20].

O capitulo 5 contém resultados originais, neste capitulo consideramos um modelo para o
campo escalar em D + 1 dimensoes. Tomamos um potencial externo do tipo delta de Dirac
acoplado com derivadas do campo escalar. O potencial se concentra em um hiperplano com
D — 1 dimensoes espaciais. Encontramos a funcao de Green do modelo e mostramos que, no
limite onde a constante de acoplamento entre o campo e o potencial tende a infinito, a funcao
de Green tende aquela obtida ao impormos condi¢oes de Neumann no campo sob o plano onde
o potencial se concentra. Dessa forma, interpretamos o modelo como sendo um certo tipo de
condicao de Neumann generalizada para o campo escalar.

Consideramos a presenga de uma carga pontual para o campo escalar e calculamos a energia
de interacao entre a carga e o potencial. Descrevemos a carga por meio de uma fonte externa

do tipo delta de Dirac concentrada em um ponto do espago. Para o caso de trés dimensoes
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e no limite onde a constante de acoplamento entre o campo e o potencial tende a infinito,
mostramos que a energia de interacao tende ao potencial de Yukawa, mas com natureza atra-
tiva. Exatamente o comportamento oposto ao caso do potencial que generaliza a condicao de
Dirichlet.

E importante ressaltar que todos os resultados foram obtidos exatamente, sem a necessidade
de apelar para teorias de perturbacao.

Finalizamos o trabalho com nossas conclusoes e perpectivas, presentes no capitulo 5, co-
mentando sobre outros resultados originais que obtivemos nessa mesma linha de pesquisa, mas
que nao constam nessa Dissertacgao.

Ao longo do trabalho, tratamos de modelos no espaco de Minkowsky em 3+ 1 e em D + 1
dimensodes, para os quais usamos a métrica n* = (1,—1,—-1,—1) e (1,-1,—-1,—1,--- ,—1),

respectivamente.



Capitulo 2

Campo de Klein-Gordon na presenca de fontes externas

Nesse capitulo fazemos uma breve revisao sobre alguns aspectos do campo de Klein-Gordon.
Vamos tratar de alguns topicos importantes para a compreensao dessa Dissertagao e, ao mesmo
tempo, estabelecer algumas notagoes empregadas ao longo de todo esse texto.
Esse capitulo deve servir também para facilitar a compreensao da Dissertagao por bacharéis
em fisica recém graduados e por fisicos que nao sejam da area de Teoria quantica de Campos.
O chamado campo de Klein-Gordon real é um campo escalar quantico e relativistico. Isso
significa que estamos falando de uma func¢ao do espago e do tempo, que assume valores escalares

reais. Vamos denotar esse campo por
o(t,x) , (2.1)
sendo t a coordenada temporal e x as coordenadas espaciais.
O campo de Klein-Gordon satisfaz a chamada equacao de Klein-Gordon, dada por

31

m2c?

ﬁZ

20 ¢(t,x) = 0, (2.2)

onde m > 0 é a massa do campo.

Utilizando a notagao para o operador D’Alembertiano

g@_v = 9,0" = 0O, (2.3)
e definindo a quantidade m;f = u, podemos escrever
(O+p) ¢ =0, (2.4)

De agora em diante vamos usar as chamadas unidades naturais, para as quais h = ¢ = 1.

Nesse caso a equagao de Klein-Gordon se torna
(O+m?) ¢ =0. (2.5)

E importante ressaltar que, além da solucdo trivial (de campo nulo), o tinico tipo de solucdo
que a equagao (2.5) admite sao as do tipo propagantes, ou seja, solu¢oes de onda.
A equagao de Klein-Gordon pode ser obtida por meio de um principio variacional La-

grangiano. A densidade lagrangiana correspondente é dada por
1 1
L= 5@@8‘% — §m2¢2 . (26)

4



Capitulo 2. Campo de Klein-Gordon na presenca de fontes externas 5

Usando o principio variacional, temos que a equagao de Euler-Lagrange

oL oL

90,6~ 00

(2.7)

Substituindo (2.6) em (2.7), encontramos a equagao dindmica (2.5).

O tensor momento-energia momento ¢ dado por

w_OC
0(0u9)

Usando a densidade lagrangiana dada por (2.6) em (2.8) encontraremos o tensor energia

9" — L. (2.8)

momento correspondente & equagao de Klein-Gordon. Para isso, consideramos a derivada

oL 1 1
v Ak 14 paYY v Gk 14
a(augbp ¢ =50"00"¢ + 50"90"¢ = 9"¢0"¢, (2.9)
enquanto que
v 1 v 1/1 2.2 1 v Vl 212
L = S 0,00"¢ — ' omieT = 50"¢0"¢ — n om e (2.10)

Levando ambos os termos acima em (2.8), obtemos
v v 1 v 1/1 242
T = 91606 — 50" 60"+ 1 S,

1 1
T = 0"+ S mie,

THY %(80¢)2 + %(81(25)2 + %77“”77@2(]52, (2.11)
1 1. 1

T,W — 580¢80¢ + §az¢az¢ + §nuum2¢2’
1 1 1

T = ga%sa%s +5VoVe + 5n*“’m%f,

onde usamos o fato de que 9° = 9,
De agora em diante, vamos usar o quadrivetor x = (,x) por brevidade de notagao.
Podemos também considerar o campo escalar submetido a uma fonte externa. Entendemos
por fonte externa uma func¢ao prescrita do tempo e do espago e que se acopla linearmente com o

campo escalar ¢(t,x) na densidade lagrangiana. Nesse caso, a lagrangiana do sistema se escreve
L= % GOV P — %ngbQ +Jo . (2.12)

Com (2.12), a equagao (2.7) nos fornece
(0,0" + m*)g(x) = J(x). (2.13)

A equagao (2.13) é ndo homogénea e sua solugao geral ¢ uma combinagao da solucao da
equagao homogénea (2.5), do tipo onda, e uma soluc¢ao particular que depende da fonte J. A

solugao particular pode ser encontrada com o método da Funcao de Green.
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A fungao de Green do operador diferencial presente em (2.13) é definida como aquela que

satisfaz a equacao diferencial
(0,0" +m?) Go(z,y) = 6*(z — y). (2.14)
A solugao particular de (2.13) é dada por
@) = [ Gale) )y, (215)

Essa afirmacdo pode ser constatada ao substituirmos (2.15) em (2.13) e usando (2.14), como

segue
(0,0 + m?) / Gol,y)J (y)dy = J(z)

/ (0.0" +m?) Go(x,y)J (y)dy

I
=
=

/ 5(x — y)J(y)dy = J(2)
J

() =J(z) C.Q.D. (2.16)

Temos agora que encontrar a fun¢ao de Green (2.14). Vamos fazer isso com a transformada
de Fourier. Propomos entao escrever a fungao de Green em (2.14) como uma integral de Fourier

no espaco de momento

Go(z —y) = / %éo(p)e_ip(x_y). (2.17)

sendo p = (p°, p) e Go(p) a transformada de Go(z — y), a ser determinada. Usamos também a

representacao integral de Fourier da funcao delta de Dirac

d4 —ip(x—
(54(:1:—3;):/#6 pa=y), (2.18)

e substituimos (2.18) e (2.17) em (2.14), como segue

d*p - , d* .
(0u6“+m2)/(2;;46’0(]3)@—1?(96—1/) :/(271—1;46_”3(&:_2/)’

2.19)
d'p ooy A - d'p (
SRl S G G —ip(z—y) _ / P —ipla—y)
/ (27T)4 ( p +m ) O(p)e (271')46
Os integrandos de ambos os lados da equacao acima devem ser iguais, portanto
~ 1
Go(p) = QT (2:20)

e portanto a fungdo Go(xr — y) serda dada por

Golz — y) = / g;’;{ L i) (2.21)

p2 —m2
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onde p? = p#p, = (p°)* — (p')* — (p*)? — (P°)*

A integral (2.21) é mal definida, pois exibe pélos na camada de massa, ou seja, sempre que
p? —m? = 0. Sendo assim essa integral necessita de uma regularizacao. Regularizacoes podem
ser feitas de diversas formas, levando a diferentes fungoes de Green. As mais conhecidas sao as
fungoes de Green avancada, retardada e a de Feynman. Esta é a mais importante em teoria de

campos, cuja representacao integral é dada por

Go(z —y) = lim &' [— ! i (2.22)
b | @ | TP = (m—iep

Daqui por diante, vamos considerar apenas funcao de Green de Feynman, deixando este
fato sempre subentendido. Vamos deixar também o parametro e subentendido nos calculos.

Até agora consideramos o campo escalar em primeira quantizacao, isto é, como uma funcao
de onda.

Ao tomarmos o campo ¢ como um operador quantico, estamos tratando a teoria do campo
escalar em segunda quantizacao. De forma alternativa, podemos proceder a segunda quan-
tizacao do campo escalar por meio do formalismo de Feynman de integral de caminho. O

Formalismo de Feynman se baseia na obtengao do funcional gerador da teoria, dado pela inte-

Z[J] =X / D¢ exp (@ / d%/:) (2.23)

Usamo entao a densidade lagrangiana dada por (2.12) para obtermos

gral funcional

1 1
ZJ] = N/ng exp {i/d“x <§aﬂ¢aﬂ¢ — §m2gb2 + J¢>} . (2.24)
Definimos os seguintes termos
(6:49) = [ ' [ d'ao(e) A 2)o(a).
A’ x) = (=0,0" —m?)0* («' — ),
(J.6) = / 2o (2)(x). (2.25)
Uma observagao é que a primeira equagao vem da generalizacao
N
(6, Ag) = " Ad =D 6] Ay, (2.26)
i=1

a segunda pode ser mostrada da mesma forma. Usamos as definigoes de (2.25) para expressar

Z[J] da seguinte forma
Z1J] = N/D¢e§(¢’A¢)+i(J’¢). (2.27)
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Essa passagem é um pouco demorada pode ser vista claramente em [21] ou também no apéndice

A. Temos entao
_iJg?

Z[J] = Z[0]e™ #x.

(2.28)

Precisamos entao usar a definigao da primeira equagao de (2.25) na equagao acima para obter-

mos
Z[J) = Z[0]e 3 f e [d'I @A @) ) (2.29)

Agora precisamos obter o valor de A7!(z,y). Essas contas ja foram previamente feitas. Vamos

obter o resultado a partir de (2.19) usando o seguinte

~ 1
AGo(p) = (=8,0" = m")*(a —y) = ——.
) . pl (2.30)
AGo(p) = / (2 (_pQ + m2) e~ ple—y) _ - _ 54<x —y)

No capitulo seguinte trabalharemos diretamente com a equagao (3.5), que quando comparado

com A vemos que

Go(w,y) = A% (2.31)

Portanto obtemos
Z17] = Z[0] exp (—% / i / d4yJ(x)G0(x,y)J(y)> | (2.32)

A integral acima foi obtida no apéndice A e é dado por (A.14). Podemos mostrar também que

o funcional gerador é dado por

Z[J] = exp(iET), (2.33)

sendo F a energia do estado fundamental do sistema e para facilitar fazemos Z[0] = 1 (como
feito no apéndice A). Ao compararmos (2.32) e (2.33), e fazendo algumas manipulagoes simples,
podemos escrever
' 1
E=—(Z[0) + lim —— [ d*z [ d'yJ(x)Go(z,y)J(y). (2.34)
T T—oo 2T
O primeiro termo em (2.34) é independente da fonte externa J, e existiria mesmo com
sua auséncia. Esse termo estd relacionado com a energia de véacuo livre, por isso podemos

despreza-lo.

A contribuicao da energia decorrente da existéncia da fonte externa é dada por

E = lim —LT/d4x/d4yj(x)Go(x,y)J(y). (2.35)

T—oo 2

Vamos considerar a seguinte féormula do valor médio, no vacuo, do quadrado do campo

(O (6(1)..-b(n)) [0) = (3) 5{}(27;?[{}(%) i (2.36)



Capitulo 2. Campo de Klein-Gordon na presenca de fontes externas 9

onde T (¢(x1)...¢(x,)) denota o ordenamento temporal dos termos. Vamos usar a derivada
funcional acima para obter a relacao da funcao de Green de dois pontos com o valor médio, no

vacuo, do quadrado do campo. Procedemos entao da seguinte forma

5(5JZ<[;]/]) _ li_{%Z[O] exp {—% [ d*z [ dy [J(:U)Go(:v,y)J(yz + 2e6(x — 2")Go(z,y)J (y) + 02(6)]} N
—h_I)%Z[O] exp{—%fd4xfd4g:J(x)Go(x,y)J(y)}’

(2.37)

tomamos o termo com €2 como nulo. Juntamos entao todos os termos para obter

0Z[J) _ 20 tim &2 (=% [d*x [ d*yJ(2)Go(z,y)J(y)] {exp [—i [ d*yeGo(a’, y) I (y)] — 1}
§J () e—0 € ’
(2.38)
Para simplificar a notagao usamos
x|~ [ s [ atyata)Gote.I)] =0,
(2.39)
~i [ dtyGole' ) ) = 1)
Assim sendo podemos escrever
52J]  {exp [T(a')] — 1)
— = Z[0]91 2.40
(SJ(QT/) [ ] eg% € ) ( )
entao precisamos enunciar o limite fundamental
e _ ]
lim & —Ina, (2.41)
e—0 ET

portanto se a = e esse limite sera igual a 1. Assim multiplicamos em cima e embaixo a equagao

(2.40) por 7 () para usarmos o limite fundamental. Com isso obtemos

8 Z[J]
dJ(x")

= Z[0]97 (2. (2.42)

As contas seguem andlogas quando encontramos a derivada direcional de Z[.J] com respeito a

J(z"). Encontraremos agora a derivada direcional de 7°(z") com respeito a J(z")

o) . RREA),
=—1 [ dyG . 2.43
Usamos entao a defini¢ao
0J(y)
=0y —2"). 2.44
Usando a equagao acima em (2.43) e integrando obtemos
0T (2
@) ial o). (2.45)

oJ(z")
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Encontraremos agora (2.36) para n = 2 entao temos

AN
Nl = —1|=iZ[0]0 | d*yGo(z",y)J(y)T(2') + —iZ[0]9G (2, 2"
5J(.Z'//)5J(ZEI) o |: t [ ] / Yy O(x 7y) (y) ($)+ t [ ] Q(ZE,I’ ) _
(2.46)
Portanto quando tomarmos J = 0 na férmula acima encontramos
1\*  82[J]
) s = 1Z[0]Go(2, 2" 2.47
(2) ST @), Z0C ) (2.47)
Quando tomarmos Z[0] = 1 e usarmos a definigao (2.36) encontramos
(0lg(2")(2")|0) = iGo(2', 2") . (2.48)

Na segunda quantizacao do campo escalar, o tensor energia e momento é tomado como um
operador. Seu valor esperado no vacuo é divergente e necessita ser regularizado. Isso pode ser
feito com o método da separacao de pontos, como segue

T (2) = lim 20%()0" 6(x') + S VO@)V'0(e') + smPo(a)6 (')
1 1

1 (2.49)
0 50’ / 2 /
28 0" + §VV + g™ 1 o(z)p(x").

r—x’

T = lim [

Tomando o valor esperado no vacuo em ambos os lados da equagao acima, e usando (2.48)
encontramos

(T" (2)) = lim % (00" + V' +m2) (6(2)o("))

r—x’

~ lim (aoao’ N vAv m2> (iGg(x,x’)). (2.50)

z—z’ 2

Cabe mencionar que quase todos os resultados apresentados nesse capitulo foram obtidos para
o campo escalar sem a presenca de potenciais externos. No entanto, mesmo com a presenca
de potenciais externos (ou seja, fungoes que se acoplam quadraticamente com o campo na
densidade lagrangiana), muitos dos resultados obtidos continuam vélidos, uma vez que estamos
lidando com uma teoria quadratica no campo em questao. Em especial, mesmo na presenca de
um potencial externo, a equagao (2.35) continua valida, bastando-se usar a func¢ao de Green do

problema ao invés da fungao de Green Gy(z,y) do campo livre.



Capitulo 3

Condicoes Generalizadas de Dirichlet

Nesse trabalho consideramos o campo escalar, em 3 4+ 1 dimensdes, em interacao com um
potencial externo localizado em um plano. O potencial em questao é proporcional a uma
funcao delta de Dirac concentrada ao longo do plano.

No limite onde a constante de acoplamento entre a fungao delta e o campo tende a infinito. O
modelo estudado corresponde ao campo escalar submetido a condi¢oes de contorno de Dirichlet
no plano onde o potencial se concentra. Dessa forma podemos entender o modelo estudado como
um certo tipo de espelho semitransparente para o campo escalar, cujo grau de transparéncia ¢é
dado pela constante de acoplamento entre o potencial e o campo.

Os resultados aqui considerados podem ser encontrados na referéncia [20], onde se trata o

mesmo tipo de modelo, s6 que em um ntmero arbitrario de dimensoes espaciais.

3.1 Campo escalar na presenca de um potencial externo

Como dito no capitulo anterior, podemos considerar o campo escalar na presenca de um poten-
cial externo. Entendemos como potencial externo uma fungao prescrita do tempo e do espaco
que se acopla quadraticamente com o campo na densidade lagrangiana. Nesse caso temos
1 1
L = §ay¢a”¢ -3 [m* + V(z)] ¢* + J o, (3.1)
onde V(x) é o potencial externo e consideramos também uma corrente externa.
Com a equacao de FEuler-Lagrange
{ oL } oL
“10(0,0)

e a densidade lagrangiana (3.1) encontramos a equagao de movimento para o campo escalar na

~55 = O (3.2)

presenca do potencial e da fonte
(0,0 +m*> + V(z)] ¢ = J. (3.3)

A equagao (3.3) é ndo homogénea. A fungao de Green correspondente deve satisfazer a

equagao

(0,0" + m* + V(2)] G(z,2') = ¢*(x — o). (3.4)

11
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Definimos agora a fungao de Green relacionada a versao homogénea de (3.3) (com J = 0)

como sendo a fun¢ao que satisfaz a equagao
[0,0" + m?] Go(z,y) = 6*(z — y). (3.5)

As fungoes G(z,y) e Go(x,y) estao relacionadas pela equagao

G(z,y) = Go(z,y) — /d4zG(x,z)V(z)G0(z,y). (3.6)

Isso pode ser demonstrado de forma imediata ao aplicarmos, em ambos os lados de (3.6), o

operador presente na equagao (3.4) e usando a equagao (3.5), como segue

[0,0" +m® + V()] G,y) = [0,0"+m®+V(2)] Go(a,y)
~ [0+t 4 V(@) [ 56,2V ()Gl
= §a —y) + V(2)Golx.y)
- / 042 [0,0" +m? + V(2)] G(z, )V (2)Ga(2,y)
= o=y +V@Galny) - [ d55' e~ )V (Galz
= 0z —y) + V(2)Go(x,y) — V(2)Go(z,y)

= Mz —vy), (3.7)

o que esta em pleno acordo com (3.4).

Uma vez que estamos tratando de uma teoria quadratica, pelos mesmos argumentos empre-
gados no capitulo anterior, podemos escrever contribuicao para a energia de vacuo do sistema
devido & presenca da fonte externa como

E = Th_r)rgo—% d4x/d4yJ(ac)G(x,y)J(y). (3.8)

3.2 Potencial delta de Dirac

Nessa seccao tratamos de um modelo para o campo escalar no qual o potencial externo é dado
por
V(z) = pd(x®) . (3.9)

Note que o potencial acima se concentra no plano z° = 0 e é um potencial estacionério, ou
seja, nao depende do tempo. O parametro p é uma constante de acoplamento entre a fungao
delta e o potencial. Como discutido na referéncia [16], para evitar modos taquionicos, vamos

considerar o parametro 1 como sendo positivo p > 0.
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Ao longo desta seccao, vamos denotar as coordenadas de um vetor espacial paralelas ao
plano onde o potencial se concentra como x| = (z',2%,0). E de forma semelhante para um
vetor de Lorentz, x| = (¢, x', 2% 0). Usaremos notagao semelhante para outros vetores também.

Nosso ponto de partida ¢ a densidade lagrangiana
L = % L GO ¢ — % [m? + pé(2%)] ¢* + J o, (3.10)
cuja fungao de Green correspondente satisfaz a equagao diferencial
(0,0 + m* 4+ V(2)] G(z,2') = &*(x —2). (3.11)

que é um caso particular de (3.4) com o potencial dado por (3.9).
Vamos encontrar a fun¢ao de Green do modelo (3.10). Para isso iniciamos com a fun¢ao de

Green do campo livre (2.22), sem a presenga do potencial, escrita como uma integral de Fourier

d*p e~ ir(z—y)
Golany) = / (2m)* [_p"pu - mg]

no espaco de momento

_ _/ py [/ dp® ¥’ (@ —v") ] o= iP11 (@) =9))) (3.12)
(2m)* | ) (27) prpu — m? '
Definimos agora a funcao
Go(w,p;2°,y°) = —/ (C;Z:) pupﬂl_ — e’ @ =v’) (3.13)
de modo a escrever a equagao (3.12) na forma
Go(z,y) Z/(d;f)'ggo(p|;$3,y3)6_ip'(m'_y') : (3.14)

O operador diferencial presente na equagao (3.11) exibe simetria de transla¢do temporal
e nas coordenadas espaciais paralelas, ! e 22. O lado direito dessa equacao também exibe
invariancia translacional nessas mesmas coordenadas (e também na coordenada z?), sendo
assim, podemos escrever a funcao de Green desse operador como uma integral de Fourier nas

coordenadas paralelas,

Glr. ) — ] Gpy: 23, y3) e ®i@i—v) 3.15
( ay) (277')3 (p||a 7y> ( )

Substituindo (3.14), (3.15) e (3.9) em (3.6) obtemos

d3p —inn (2 — d3p —ip)(z))—
/(2w)||3g(pll?$3’y3)€ i) :/(ZW)LQO(pII3x37y3)e Ao

- [d Lo s, ) e P g (28 k] -3 ) e~ =) 3.16
2 | @y (pj; 2°, 2%)e 1o (z") (%)SQo(qH,z,y)e . (3.16)
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Integrando o lado esquerdo de (3.16) em d°z; = dz°dz"d=?, usando o fato de que 276(p—q) =

[ dzexp(i(p — q)x). Integrando em d°q e, finalmente, integrando em dz* podemos escrever

/ d3p|| g(pl‘x3 y3)6_ip\|(x|\_y|\) =
(27‘(‘)3 Y )
(3.17)

d? |
- / (27]:);[90(%;%3#3) - g(pH;56'3,O)/Lgo(pH;O,y3)]e*w|\(1‘|*y\|)'

Igualando os integrandos em (3.17),

Gp;2®,y°) = Golpy; 2°,y%) — uG(py; 2°,0)Go(py; 0,9°) - (3.18)

Atribuindo o valor 4> = 0 na equagio (3.18) acima e efetuando algumas manipulagoes

simples encontramos

Go(py; 2°,0)
G(pj;2°,0) = . 3.19
(232,0) L+ 1Go(py; 0,0) (3.19)
Levando o resultado (3.19) em (3.18) obtemos
1Go(py; 2%, 0)Go(p); 0,
6oy 2%, %) = Golpy o, ) — LR Dol 0. 7) (3.20)

1+ uGo(py; 0,0)

Resta agora encontrar a funcao Go(p; 2®,y?), definida em (3.13). Para isso definimos a

o =/—pj +m? (3.21)

quantidade

e reescrevemos (3.13) como

Go(p:2®,y°) = —/

dp? 1

i 3(3337 3)
ox P T o et (3.22)

A integral em (3.22) exibe polos em p* = +ig. Para 2® # y° e ¢ real (m* > pf), podemos
calcular a integral facilmente usando o teorema dos residuos. A partir daqui vamos suprimir
o termo w que aparece dentro de Gy, mas que fique claro que ele estd implicito dentro de o.
Quando 3 # y* e ¢ for um nimero imaginario puro (m? < pﬁ), devemos deslocar os polos de
acordo com a prescricao de Feynman, fazendo a substituicao m — m — i€ e tomando, no final

das contas, o limite ¢ — 0. Para todos os casos, o resultado é dado por

670'|$37y3|

3 3
_— . 2
—— . 2y (3.23)

Golp; 2°,y°) =

O caso onde z® = y3 pode ser considerado com o limite da equagio (3.23) quando z3 = 33
ou, de forma alternativa, com o auxilio das integrais presentes no apéndice (B) com g = 0,
a=1eC =o0. O resultado é

1
Golp;2° = 0,y° = 0) = % (3.24)
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Com os resultados (3.23) e (3.24), a equagao (3.20) se torna

e_o.le_yS‘ /’L 6—0(|1‘3|+|y3|)

U B _ . 3.25

Substituindo a equagao (3.25), onde o primeiro termo vem de (3.14) e o segundo de (3.15).
Temos finalmente a fun¢do de Green na presenga do potencial (3.9)

d3p|| /"L e_a(|x3|+|y3|)

G(z,y) = Go(z,y) — / —— e~ i@ (3.26)
(2m)340? 1+ 4

Um caso especial ocorre quando p — oo onde a equagao (3.25) se torna

e—olz® =l o—a(j2®+]y?))

lim G(p;2°,y°) = 5 - 5 : (3.27)
H—00 g o

que corresponde a funcao de Green para o caso onde o campo é submetido a condicao de
Dirichlet no plano 2®> = 0. Esse fato pode ser constatado ao avaliarmos a funcdo acima no

plano 2® = 0

' g g e el

lim G(p;2°,y°) = =0. (3.28)
HU—+00 20 20

fazendo com que a propria func¢ao de Green (nesse caso) se anule no plano. Com isso as solugoes

de campo também serao nulas nesse plano.

3.3 Interacao plano - carga

Nesta seccao consideramos um sistema composto pelo potencial, descrito na seccao anterior, e

uma fonte pontual para o campo escalar dada por
J = M\’ (x—a). (3.29)

sendo A uma constante real e a um vetor posigao.

Sem perda de generalidade, por conveniéncia, daqui por diante vamos adotar um sistema
de coordenadas no qual o vetor a s6 tem a componente nao nula perpendicular ao plano onde
o potencial se concentra, isto é, a = (0,0, a).

A fonte acima é estacionaria e concentra na posicao a. Pode-se argumentar que ela faz, para
o campo escalar, o papel de uma carga pontual estacionéria [8]. Como estamos lidando com
uma teoria quadrética, a energia desse sistema pode ser calculada com o auxilio da equacao

(3.8), onde a fungao de Green pertinente é dada por (3.26) e a corrente externa por (3.29)

Go(z,y)

T—o0

1
E = lim ~oT d4x/d4y)\53(x—a)

A6 (y — a)

3 —o(|z%[+]y*))
_/ d’py _p e IR
(2m)340? 14+ £
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~ lim _2i e / dyN28 (x — a)Go(z, y)8%(y — a)

T—o0 T
&p o)
4 153 | M € —ipy (@ —y)) §3 (v _
i o [t [t [ Gh oA

(3.30)

O primeiro termo na equagao (3.30) é a auto energia da carga. Esse termo divergente esta
presente mesmo sem a presenca do potencial externo e nao contribui para a energia de interacao

entre o potencial e a fonte. O segundo termo é devido a interagao entre a fonte e o potencial

I ol )
Eipy = Jim —/d4 /d4y63 /(2:)3 4526 T E e PIEIvN g (y —a) . (3.31)
20

Quando integramos a equacao acima em d*x e d*y usamos uma das propriedades da funcao

delta de Dirac, assim obtemos

T/2 T/2 d? —20al
E;; = lim —/ dx® / zw(g:oyo)/ p|\2 l ; a ], (3.32)
T—o0 2 /2 T/2 (2m)* [20(20 + p)

onde explicitamos o limite de integracao das coordenadas temporais

Integramos agora em dz”. Usamos o fato de que 27d(w f dalexp(—iwz) e integramos
em dw de modo a escrever

E N[ dp ¢ PVrirmlel,

int — o

(3.33)
2 J (2m)? 2\/10H + m?( 2\/p|| +m? + p)

onde usamos o fato de que o(w = 0) = , /pﬁ + m2.
A integral em (3.33) pode ser simplificada usando coordenadas polares. Ao integrarmos na

coordenada angulares somos levados a

32 o g o~ 2V Fm?al
E,, = “on / - i (3.34)
2 o (2m)% | 2vr2 + m2(2vr? + m2 + p)
Com a mudanca de variavel 2y/72 +m? = y, obtemos
>\2 0 efy‘a"u
Epi(a,m,pu) = — dy | ———1| . 3.35
damu) = g /zm ’ [4(y+u)] (3.35)

Fazemos agora uma nova mudanca de variaveis, w(2m + p) = y + p, o que resulta em

)\QILL o0 6_[w(2m+ﬂ)_ﬂ”a|

A2getlal oo [ emw@mtwlal
- 4K /dw {e—} (3.36)
1

167 w
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Usamos a definicao da funcao exponencial integral
Fi(a,z) = / e "*(w) *dw, onde Re(z) > 0, (3.37)
1
para identificar a integral presente em (3.36) como

A2
Bina(a,m,p) = T ABi(1,2m]al + plal)e!}. (3.38)

O comportamento da energia de interagao (3.38) pode ser constatado na figura (3.1). Pode-
mos ver pela figura que a energia cai rapidamente a medida que ma aumenta e também a
medida que pa aumenta.

A massa do campo, m, funciona como um parametro atenuador da interagdo, o que ja
era esperado, pois esse € um papel tipico exercido pela massa de campos que intermediam
interagoes. O parametro u, que da o grau de transparéncia do espelho, também desempenha
um papel semelhante, funcionando como um atenuador da interacao. No limite em que p = 0,

a interagao se anula.

o
o5
T —

e o

%:_4 e TSl
S e
S
TS
-

Figura 3.1: Gréafico para a energia (3.38)

Outro caso ocorre no limite para o qual m = 0,

M)\2€H|a‘ .
Eint(a7m:07,u) = WEZ(LMM’D . (339)

Um outro limite interessante é aquele correspondente & um espelho perfeito, obtido quando
i — 0o. Para obter esse limite, voltamos na equagao (3.35) e tomamos o limite quando u — oo

no integrando,

—ylal —ylal
lim —* — fjim — S F ,onde y << pu,
U—00 4(y—{—/1) M_>OO4[/1J (g—l—l)]
H (3.40)
e_yl‘l'M €_y|a|

im
pooo Ay +p) 4
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Logo, a energia de interagao fica

Eini(a,m, p— 00) = — dy { } , (3.41)
AT Jorm 4
que pode ser facilmente integrado
A o)
Eini(a,m, p— = ——e M9, 3.42
t(a@,m, p— o) Tonfal® (3.42)

A energia (3.42) é o potencial de Yukawa entre a carga e a sua imagem no espelho. Esse
potencial é de natureza repulsiva, o que ja era de se esperar, pois o campo que intermedia a
interacao esta associado a particulas de spin par (spin zero).

Quando o campo nao tem massa, a energia (3.42) se reduz & interagdo coulombiana de

natureza repulsiva.



Capitulo 4

Potencial Pontual

Nesta secgao consideramos o campo escalar real com massa em 3 4+ 1 dimensoes e submetido a
um potencial externo estacionario do tipo delta de Dirac. Tomamos um potencial concentrado
em um ponto do espaco.

O modelo considerado é descrito pela densidade lagrangiana
L= %auaw - % [m? + 18 (x — b)] & + J(x). (4.1)
sendo b um vetor espacial. O potencial externo é dado por
V(x) = u0*(x — b) (12)

Vamos obter a fungao de Green do problema assim como a energia de interagao entre
o potencial e uma carga pontual estacionédria. Aqui trabalharemos explicitamente com p, =
(po, p1, P2, p3) que denotaremos da seguinte forma p,, = (w, —p).Vamos considerar o caso especial
para o qual u — oc.

Os resultados apresentados podem ser encontrados na referéncia [20].

4.1 Fungao de Green do campo escalar com um potencial pontual

Para encontrar a fun¢do de Green do modelo (4.1), procedemos de forma semelhante ao que
fizemos no capitulo anterior. Iniciamos escrevendo a fun¢ao de Green do campo livre (sem a

presenga do potencial) como uma integral de Fourier no tempo

d*p  e—irlE—y)
GO(CE’y):_/( P

2m)* pip, — m?

- / d_w / d3p eP(x—Y) e_w(xo_yo)‘ (4.3)
27 (2m)3 w? — (p? + m?)

Definimos agora a fungao

dgp eip(x_y)
= — 4.4
gO<W7 X, y) / (27T)3 w2 — (pg + mQ) ( )
de modo a reescrever a Func¢ao de Green livre como
dw —iw(x” —
Go(z,y) = /ggo(w,x, y)e e (4.5)

19
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Vamos também escrever a fung¢do de Green para o operador diferencial presente em (4.1)
como uma integral de Fourier no tempo. Podemos fazer isso pois, pelas caracteristicas do

operador em questao, este deve exibir simetria de translagao temporal. Sendo assim, temos

dw —tw(x” —
G(z,y) =/§g(w,p,x,}’)e @) (4.6)

Substituindo as equagoes (4.5) e (4.6) em (3.6) temos que
Glary) = Golay) = [ 426w )V (x)Gaz,1)

d . d |
/ (0. px y)e :/—wgo(w,x,y)e—MxO—yO)
27 2m

d | i }
_ / 0z / iz / g, 7))~ b) / o go(@, 7, y)e ) (a)

Efetuando a integragio em d*z, em d2°, usando o fato de que 2md(w — @) = [ dz%e(~i(w=9)=")

e integrando em dw, obtemos

dw —tw(x”’ — d(,d —iw(x”’ —
/gg(p;x,we (=) =/ggo(p;x,)f)—ug(p;x,b)go(p;b,y)e @@= (4.8)

Igualamos agora os dois integrandos na equagao acima,

9(P;%,y) = 9o(P; X, y) — 9(P; X, b)rugo(p; b, y). (4.9)

Fazemos agora y = b na equacao acima, o que fornece

9(p;x,b) = go(pP; x,b) — g(p; x, b) ugo(p; b, b),

90(p;x, b)
'x,b) = . 4.10
9 b) =17 1190(p; b, b) (410
Substituindo (4.10) em (4.9) temos que
X, b b,
g(pix.y) = go(pix,y) — LR PIsolp:b.y) (4.11)

1+ pgo(p; b, b)

Substituimos a fungao (4.11) em (4.6) e usamos a equagao (4.5) para escrever

dw go(p; X, b P;b,y) o
Gl y) = Gol,) _/ﬂg()(l +ugl?1i?i) b) ferit). (4.12)

Temos agora que encontrar a funcdo go(p;x,y), definida em (4.4). Iniciamos essa tarefa
usando coordenadas polares na integral de (4.4) e integrando no angulo solido. Isso pode ser

feito com o auxilio da equacao (C.18), com f(p) = 1/[p* + (m? —w?)],a=x—-yed =3,
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d3p eip(xfy)

go(w.x,y) = / (27)3 p? + (m? — w?)

oo

2mr)3/2 1
k=31 [ (0 —
(2m)? P et (m?—w?)
0 X Y|
1 17 |
= duu®?J 4.13
(2m)32 |x — y] / uu %(U)ug T (m?— ) x—y[? (4.13)

Usamos agora o fato de que

2
J =4/ —si 4.14
1/2(U) u sin(u) ( )
para escrever

4.1
go(wa 3/2\/>‘X_y’/duu51n u2+[( _%) —UJQHX y|2 ( 5)

onde deixamos explicita a prescricao de Feynman.

Se m > w, a integral acima pode ser facilmente resolvida com o auxilio de [22]

sm moo_
/ u2+A2 = 3¢ 4 Re(A) > 0. (4.16)
0

Se m < w, também podemos usar esse mesmo resultado para calcular a integral em (4.15), s6
que devemos ter a cautela de, somente ap6s o término dos célculos, tomar o limite e — 0. O

resultado final é dado por

1 —Vme—we|X—
go(wix,y) = P Tl x £y (4.17)

Resta-nos agora encontrar

B d*p 1
9o, %,%) = / 213 p? + (m? — u?)
dr r?
:47r/< 2 (4.18)

2m)3 12 4+ (m? — w?)

onde efetuamos a integragao, em coordenadas polares, no angulo soélido.
Usando a equagio (B.2), com 8 =2, a = 1e C?* = (m? — w?) e usando o fato de que
I'(3/2) = /7/2 e I'(—1/2) = —2y/7, temos finalmente
1

go(w,x,x) = I m

2

— 2 (4.19)



Capitulo 4. Potencial Pontual 22

A fungdo go(w;x,y) exibe uma descontinuidade, o que vai se refletir também em uma
descontinuidade na propria fungdo de Green do problema. Levando (4.17) e (4.19) em (4.12)

obtemos a fungdo de Green para o modelo (4.1)

B dw go(P; X, D) 1go(P; B, Y) _iuo(uo—y)
Foy) = Goloy) ./ﬁQW I+ ugo(pib,b)

O 6m2 |x — lmb vl 1- £ Wﬂ—wQ
Xx#by#Db
_ G (Z‘ y) % dw V m2 — w2e” m*—w?b-y| e*i&)(:rofyo)
1672 |b y| 1 —£v/m? — w?
x=b,y#b
- G (ZE y) + 2 % dw V m2 — w?e” mz_w2|x_b‘6—iW(3:0—y0)
’ 1672 [x — b| b| 1— £y/m2 =2
x#Zb,y=Db . (4.20)

O limite da equagao (4.20) para o qual p — oo é dado por

—iw(@0—y0)

lim G(z,y) = Go(z,y)+

/dw 6—\/m2—w2|x b, —vVm2—w?|b—y|
R WW yl

H—>00 m2 — w2
x # b,y # b
— Golmyy) — - dw =P o—y| i@ —0)
ST dr b —y|
x=by#b
1 1 dw 2 2 . 0_,0
= @ o o —vm2—w?|x—b| ,—iw(z"—y")
o(@,y) 47 |x — b ¢ ¢
x#4b,y=b . (4.21)

Com o auxilio das equagdes (4.5), (4.17), (4.19) e (4.21), podemos mostrar ver que

lim G(z,y",y =b) = lim G(2°,x=b,y) =0 (4.22)

HU—+00 HU—+00
4.2 Interacao potencial pontual-carga

Nessa secgao consideramos a presencga do potencial pontual, descrito anteriormente, e também

a presenga de uma fonte pontual estacionéria para o campo, dada por
J(x) = M’(x—a). (4.23)

A fonte é a mesma que estudamos no capitulo anterior, e faz o papel de uma carga para o

campo escalar, localizada no ponto a.



Capitulo 4. Potencial Pontual 23

Vamos considerar que a carga nunca sera posicionada no ponto onde o potencial se concentra,
ou seja, a # b.
Como estamos lidando com uma teoria quadratica e com uma fonte estacionéria, podemos

escrever que a energia do estado fundamental do sistema é

T—o00

E = lim ——/d4 /d4yJ ) (y). (4.24)

Substituindo (4.23) e a segunda equacdo (4.20) na equagdo acima e desprezando a con-
tribui¢ao oriunda da funcdo de Green livre Go(z,y), que esta relacionada a auto energia da
carga e nao a interacao entre o potencial e a carga, temos a energia de interagao entre o

potencial e a carga

Eii = Thm —/d4 /d4y53 a)6®(y —a)

p /dw o—Vm?=|x—b| ,—/m’ =7 [b—y|

—wE ) (4,95
1672 |x—b||b y| ‘ (4.25)

1—— m2 — w?

Integrando em d®x, d®y, da°, usando o fato de que 276(w) = [ dz%e~™*" integrando em dw
e em dy° e definindo a dlstan(na entre o potencial e a fonte, R = |a — b|, obtemos finalmente a

energia de interacao entre o potencial e a fonte

)\2[u 1 672mR

Pl ) = o (U= T a2

(4.26)

A energia (4.26) exibe um decaimento mais rapido com a distancia R em comparagao com
o potencial de Yukawa. Tomando a restrigdo m > 47 /u para evitar instabilidade do vacuo, é
facil mostrar que a energia de interacao acima leva sempre a uma forca atrativa nao divergente

entre o potencial e a fonte. Temos também os seguintes casos especiais

DI
Eini(p,m=0,R) = 3977 77’ (4.27)
A2
Emt(ﬂéooam>R) = _87TmR26 2mR‘ (428)

O primeiro resultado (4.27) é um tipo de potencial centrifugo (para m = 0 nos devemos ter
i < 0) e corresponde ao caso do campo sem massa. O segundo resultado (4.28) é uma forga
atrativa e corresponde ao caso de um espelho perfeito.

Como discutido na referéncia [16] , o caso do campo sem massa com espelho perfeito leva a

instabilidade do vacuo. Nessa situagao, temos uma divergéncia na energia (4.26).



Capitulo 5

Condicoes generalizadas de Neumann

Nesse capitulo consideramos o campo escalar acoplado com um potencial externo estacionario
e localizado em uma regiao do espaco. O potencial considerado que generaliza as condigoes de
Neumann, tendo estas condi¢oes como um caso limite.

Consideramos um espaco tempo com D + 1 dimensoes no espaco de Minkowsky, sendo o
vetor de Lorentz dado por x = (¢,x), com as coordenadas espaciais x = (a!, 22, ...,27).
Precisamos entao levar em considera¢ao uma generaliza¢ao do sistema de coordenadas (como

o feito no apéndice D).

D — . As coordenadas es-

paciais paralelas ao plano onde o potencial de concentra serdo denotadas por x| = (z?, ..., P,

Vamos tomar o potencial externo concentrado ao longo do plano x

Definimos o vetor de Lorentz perpendicular ao plano onde o potencial se concentra
n*=(0,0,0,...,1) (5.1)

O modelo que propomos ¢é descrito pela densidade lagrangiana

1

£= %(aad)) (0°9) = gm’¢" + %u (n"020) (n/059) 8(” — a) . (5.2)

A equacao de movimento do sistema pode ser obtida com a equacao de Euler-Lagrange

aplicada a densidade lagrangiana (5.2)
{(0.0% +m?) + pn“0s [6(x” — a)n’05] } ¢ = 0. (5.3)

A seguir vamos calcular a fungao de Green para esta densidade lagrangiana.

5.1 Funcao de Green

Nesta sec¢ao calculamos a fungao de Green do modelo proposto. Iniciamos considerando a

equacao diferencial
{(0,0% +m?) + pdy [n*6(z” — a)n’ds] } G(z,2") = &(z — ). (5.4)
Por conveniéncia, vamos definir o operador diferencial
V() = pna [0(x” — a)n0p] (5.5)

24
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e reescrevemos a equagao (5.4) como
[0,0% +m* + V(2)|G(x,2') = §(x — ). (5.6)

Vamos agora verificar se a equagao (3.6) ¢ satisfeita pela fungao de Green escrita em (5.6),
mesmo no caso onde V' (x) nao é uma fung¢ao, mas um operador diferencial, como aquele definido

em (5.5). Temos entdo a proposta de escrever a fun¢ao de Green como

G(r,2') = Golu, ') — / PGz, )V () Goly. 2') (5.7)

o potencial V(y) é dado por (5.5) quando trocamos a variavel z por y. Atuando como operador

diferencial presente na equagao (5.4) dos dois lados da equagao acima,

{(820% +m?) + V(2)} G(z,2")= { (020 + m?) + V(2)} Go(z, 2')
- / 4Py {(0,0° +m?) + V(2)} Gla, )V (4)Coly, )

={(0,0" + m*)} Go(x,2') + V(2)Go(x, 2

- / a7y (@ — y)V (y)Goly, 2')

=54z — ') + V(2)Go(w,2') — V(2)Golx, 2')

=5tz —2) . (5.8)

Portanto, a equagao (5.7) é valida para o modelo proposto, onde V' (x) é um operador diferencial
Substituindo em (5.7) o operador V' (z) dado por (5.5), temos que

G(z,y) = Go(z,2') — / APy Gz, y) un® Oy [6(y" — a)n’8y)sGo(y, o)
= Go(z,2') + p / AP ys(yP — a) (n°0)aG(7,y)) (1°04)sGo(y, )

—p / AP yn® 0 [Gx, y)8(y" — a)n’ 0y 5Go(y, 2')] (5.9)

Consideramos que a funcao de Green deva ir a zero no infinito, o que implica na condic¢ao

lim,p_, 1 G(x,y) = 0. Com isso o Gltimo termo na equagao acima deve ser nulo. Portanto

G(z,y) = Go(x,2') + p / dP ' ys(y” — a) (1 0y)aGlx,y)) (n°04)sGoly.2'))  (5.10)

Vamos escrever as fungoes de Green na presenga do plano e livre como integrais de Fourier

nas coordenadas paralelas ao plano

D
Gla,2) = d”p)| G(p; 2P x/D)e—ipH(xu—ﬂﬁh)
) (271_)13 D ) )
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D
GO(IEJE'):/(C; )” Go(py; 2, a'P)e P11, (5.11)

A fungéao de Green livre, Go(z,y), pode ser escrita dessa forma e o calculo de Gy(p); 27, 2'P)
serd feito posteriormente sem maiores dificuldades. A func¢do G(x,y) exibe invariancia de
translacao nas coordenadas paralelas, o que justifica escrevé-la nessa estrutura.

Substituindo as integrais (5.11) em ambos os lados da equagao (5.10), obtemos
b D
| & PGy, e ) / PG (s, aP)e M) 4

(2m)P (2m)P
+u/dDy/dyD(5

dpl\i _DDi(m)/dq_ —iqy| (yy—=|,)
[ b s Gtmia® e e [ IO Guqy” a ) )

Integramos agora em dy”, em d” Y|, usamos o fato de que

(2m)76" (p) — q) = / dPyjel i (5.13)

e integrando em d”gj, obtemos

dp ’ 8g(p,x 7a)8g (p;aax/ ) —ipy(z)) —x!
= [ 5 |Gl P )4 P 2 ga e (514)

Podemos agora igualar os integrandos acima

oG (pyj; zP, a) Gy (py; a, 2'P)

...D _ID — ...D _ID 515
G(py; 2™, 27) = Golpy; 27, 2"7) + p——5~ 5 (5.15)
Tomando z'P = b na equagao (5.15) e derivando em relagao a b,
oG (py; x”,b)  9Go(py; x,b)  9G(py; a7, a) 9*Go(py; a, b)

= . 1

ab n M oa 9adb (5.16)
Agora tomamos o limite b — a na equacao acima, que fornece
oG (py;x”,a)  9Go(py;x”,a) | 9G(py;aP,a) .. 0?Golpy;a,b)

= | . 1

9a da M aa =T daob (5.17)

Com algumas manipulagoes simples da equagao (5.17), podemos escrever
2

0
%g(pu,a: , )[1—,uhm(9 0

0
Yo <P||3ayb)] = %Qo(pu;xl),a) =

2

2Q('D)—gg("))l li ag(-b)_1 (5.18)
da ;T ,a _aa o\p|s T ,a Mlma ob o\P||; @, ) .
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Levando o resultado (5.18) na equagao (5.15) obtemos

G(py;a”, ') = Go(py; 27, 2'P)

+1 (5.19)

da Oa

9Go(py; 27, a) 9Go(p)); a, ') Ll
Hoa ™ Dadb

_0*Go(py; a,b) }1
m -————-—r- .

Nesse ponto, devemos encontrar a funcao Qo(pH;xD ,yP). Lembrando que essa fungiao de

Green livre deve satisfazer a equagao
(0,0" +m?) Go(z —y) = 6" (z —y) , (5.20)

podemos mostrar que sua solu¢ao, em termos de uma integral de Fourier, é dada por

d*'p 1 —ip(z—y)
Go(x —y) = / r)P (= ie)Qe (5.21)

onde deixamos explicita a escolha da representagao de Feynman.

Por conveniéncia, escrevemos a fungao de Green livre como

deH dpD 1 inD (pD _ D ;
Golz — ) — _ ip” (@7 —y”) | =iy () —y))
oz~ ) / (2m)P / 27 pﬁ - (pP)? — m2© ‘

deH D | D\ _—ip(z;—y)
= [ GGl ) (5.2
onde definimos a funcao
dpD 1 iyD (D _ oD
...D Dy _ w7 (" —y") 5.23
gO(pHvx Y ) / o (pD)2+(m2—pﬁ)e ( )

A integral da equagao (5.23) é exatamente a mesma estudada no capitulo 3 e, portanto,

pode ser resolvida da mesma forma, com o método dos residuos
—olaP—yP|

(&
Golpiz”,y") = ———— o =/m* —pff. (5.24)

Ao substituirmos a equagao (5.24) em (5.19), vamos precisar tomar derivadas do modulo

|zP — yP|. Isso é feito da seguinte forma
8‘ID - yD‘ 0 D D2 (xD — yD) D D
_ _ 7 ) _ — ) 5.25
92D 9D [ (zP —yP) ] P sgn(z” —y") (5.25)
Da mesma forma, temos também a relagao
Olz" —y”| 0 (y” —2P)
5,7 = 5,7 [ (xD — yD)Q} — m = sgn(y” — 2P). (5.26)

Usando as equagoes (5.24), (5.25) e (5.26), podemos obter as derivadas

) g ( /D) o e—U\a—x’D| ( /D>€—o|a—x’D|
- . P n _ -
da”° Pll; @, da 20 SeIa = & 2 ’
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0 6fo'|zD7a| b 670|1D7a|
=T = —sgn(a —x") 5

Para encontrar a derivada segunda presente na equagao (5.19) utilizamos a definigao (5.24),

0
5a 90y 2", a) (5.27)

como segue

a2g0(p\|7 a, b) /oo dpD (_ZpD)(ZpD) eipD(a—b)

lim — 2
ma  Oadb oo 21 (pP)? [(m? — py)?] -

B > dpP (p")?
- 2/0 2 (pP)2 + [m? — (p))?] (528)

Usamos agora a formula (B.2) e obtemos o resultado
iy PGoab) /°° dp" (»")?
b=a Oadb 0 2 (pD)2 — [(m2 — pH)Q}
r(Hr(=3) 1
2I'(1)(m? — pf) =12 27

™o o

- 2 __Z 5.29
2m 2 ( )
Agora calculamos G(p); 2, 2'P) a partir de (5.19) e usando (5.29) e (5.27),
G(py;a”,2"”) = Go(py; 27, ')+
N 1 670|:pra\ efa\af:pD| (a _ ZED)<CL o I/D)
'ul—i—,ua/Z 2 2 la — zP|la — 2'P|’
—o|zP —a| ,~ola—2P)| _ D _ D
p oy, © ¢ (@ —27)(a — 2"
_ : 5.30
gO(I)\Maj , L )—l-,LL 4+2’u0_ |a—xD||a—x’D|’ ( )

Substituindo (5.30) na primeira equagao (5.11) e usando a segunda equagao (5.11) obtemos

a funcao de Green do modelo

deH e—a|acD—a\e—a|a—ac’D\ (CL _ .T}D)(CL _ Z'ID)

—wi@=T) (531
(QW)DM 4+ 2uo la — 2P||la — 2P| ¢ ( )

G(z,2") = Go(z,2') +/

Vamos agora estudar algumas caracteristicas da fun¢ao de Green (5.31) nas proximidades
do plano onde o potencial se concentra. Com a segunda equacao (5.11) e a equagao (5.24)

podemos reescrever a equagao (5.31) na forma

dp —a|zP—yP| —o|zP —a| ,~0'|a—2P)| _ D _ D )
G(m,y):/ dl [6 —|—,u6 ‘ laza)a=y) e~ PI@I=v) | (5.32)

(2m)P 20 44 2u0 la — 2P||la — yP|

Tomando o limite em que pu — oo,

AP —a|zP —yP| —olzP —a| ,—ola—yP| _ D _ D )
G(a;,y)—/ P [e +e e (@ —27)(a—y") o= PI@ =y (5.33)

(2m)P 20 20 la — 2P||la — yP|
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Derivando ambos os membros em relacdo a z” e efetuando algumas manipulacoes simples,

—o|zP —yP
8G(.T, y) _ / deH [_6 | vl P — yD 1 (CL - yD)e—UrD—a|€—0'|a—yD] e—ip” (=) '

DD (2m)P 2 P —yP " 2ja—yP
(5.34)
Se avaliarmos a equacao acima no plano onde o potencial se concentra, ou seja, z” = a,
temos que
D —ola—yP D D
GG(wl;y) / d i} [_6 v oy’ l(a—yD)e_am—yD] =
i (27) 2 fa—yPl 2fa—y”|
= 0, (5.35)

ou seja, no limite u — oo, a funcao de Green do modelo proposto satisfaz a condicao de
Neumann no plano onde o potencial se concentra.

Dessa forma podemos dizer que o modelo proposto generaliza as condi¢oes de Neumann. Por
um abuso de linguagem, vamos chamar esse plano de um espelho Neumann semitransparente

com grau de transparéncia dado pela constante de acoplamento .

5.2 Interacgao hiperplano - carga

Nessa secgao vamos investigar como se dé a interagao entre o potencial descrito na se¢ao anterior
com uma fonte pontual estacionéaria para o campo. Vamos usar a fonte que descreve o que viria

a ser o analogo & uma carga para o campo escalar
J(x) = \6P(x — B) (5.36)

sendo B um vetor espacial fixo.
O modelo proposto é descrito por uma densidade lagrangiana quadratica. Sendo assim, a

energia de interacao entre a fonte e o potencial pode ser obtida por meio da equacao

1
E = —jlijgoﬁ/dD+1de+1yJ(X)G(:E,y)J(y). (5.37)

Substituindo (5.31) e (5.36) em (5.37), usando a definigao de o dada em (5.24) e descartando
a contribui¢do da func¢ao de Green livre G(z,y), que esta relacionada a auto energia da carga

pontual e que nao contribui para a interagao entre o plano e a carga, temos que

S 00 Do 1D dp° d°'p; p D
Emt——jll_r)lgoﬁ/d:c dy /d xd y/(27r)/(27T)D_15 (x —B)d“(y — B)

¢ VPR el IRl () Dy, D)

4+2#\/m2+pﬁ—(p0)2 la — 2P||a — yP|

e~ @ =) Iy (5.38)

1
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Integrando em d”x, dPy, dz°, usando o fato de que

(2m)5(°) = / dafe= "’ (5.39)

T/2

e integrando em dy° levando em conta que [~ 12 dy’ = T, temos

N2 [ dPlpy e VTRIIBT el oy miRien B gy gD

M
2 | (2m)P-1 A+ 20, fr? + 2 la — BP[ja — BP|

— 2 21._RD

Ez'nt

= M . (5.40)
2 (27T)D 1 4—}-2# /m2+pﬁ
Definindo a distancia entre o plano onde o potencial se concentra e a carga pontual
R=|B” —d (5.41)

e integrando em coordenadas esféricas em D — 1 dimensoes, temos

A2 dr Do 672\/m2+r2R
Epp=—— [ dQp_ - , 5.42
t 2/~ DQ/k%y%” EN T (5.42)

onde designamos por d€)p_5 o elemento de angulo s6lido em D — 1 dimensoes.

Pelos resultados do apéndice (B), temos a integral no angulo solido

a0 o= 2 5.43
[0+~ wi=rymy o

0 que nos permite escrever a energia (5.42)

)\2 0 dr 6—2\/m2+r2R
Eint = — D-1 / D 17’D72 1 . (5.44)
(4m) %= T (Z2) Jo  (2m)P- 24 2vm? 42

Com a mudanca de varidveis

B=2vVm?+r? (5.45)

a energia (5.44) se torna

D-3

(g)z—m2] 2 : (5.46)

Nao conseguimos resolver a integral em (5.46) de forma geral. Sendo assim, vamos considerar

A
D—1

2 0 e*ﬁR
Eipi(m,pu, D) = — / dp
« ) 4(4m) 5T (B5L) Jom | 2+ 8

alguns casos especiais.

Para o campo sem massa, a equagao (5.46) se torna

Eii(m = 0,1, D) = — s T ap s oo (5.47)
wnt 7,“7 2D*1(4W)%F (T_l) o %—}-6 . .
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Observando que

d
-BR  _ 1= —BR
e (e,
D-2 -8R pp V77 R
6 N 6_5 = (—1) n W(B_B ) (548)
e definindo
dfl _sR R _pu
it /oo du e (5.49)
temos
)\2 o0 1 dD—2
E’in m = 07 7D = - d -1 L ei’BR
t( I ) 2D71(47T)%F (__1) 0 5é+6( ) dRD—Q( )
2 I
)\2 dD—2 00 1
_ : (—1yp-2 / d3(e="R) 1 (5.50)
2D—1(47r)%f‘ (1) dRrRP=2 J, % + 5
A ultima etapa consiste na mudanca de variavel de integracao %u’ = ﬁ + 0,
)2 qb-2  [oo . 4
Ep(m=0,u,D) = — _ —1)P—2 / du'e”wW—DE_L
t( ) 2D71(47T)%F (%)< ) dRD_2 . 4%
)\2 dD_2 4R o 4. 1
= — —1)P2 o / du'e " "= |(5.51
20-1(47) "z T (1) (=1) dRP-2 [e 1 e u/ (5.51)
e no uso da definigdo (3.37) para encontrar
/\2 dD—Q iR
Eyu(m =0, 4, D) = — — D—2—[7E'1,4R } 5.52
t(m y Ky ) 2D_1(47T)D?1F(%)( ) dRD—2 € Z( /,U) ( )
No caso especial de D = 3 dimensoes espaciais, a equagao (5.52) fornece
)\2 d 4R
B(m=0,u,D=3) = - (~1)— |e ¥ Bi(1,4R/p)|
A2 ar 4 1
= —— |ler —Fi(l,4R/n) — = 5.53
que no limite p — oo, que corresponde a impor as condi¢oes de Neumann no plano 23 = 0, se
reduz a
—)\2 5.54
Ei, = 07 7D =3)=- : :

E importante ressaltar que a energia (5.54) é a interacdo entre a carga e sua imagem refletida
no plano! Porém essa interagao é de natureza atrativa, exatamente o contrario do que foi obtido
com as condigoes de Dirichlet generalizadas (estudadas no capitulo 2).

Lembramos aqui que, como estamos lidando com um campo bosoénico de spin par (spin
zero), a natureza das interagoes entre fontes é atrativa. Para o campo escalar cargas iguais se

atraem.
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Podemos interpretar entao, a carga imagem refletida no espelho tipo Neumann, como tendo
o mesmo sinal da carga original. Situagao oposta ao que ocorre com espelhos tipo Dirichlet.
Usando a expansao
Fi(l,z) ~ —y—In(z) , z<<1 (5.55)

podemos escrever a energia (5.54) para 4R/ << 1,

X211 AR
Eiy(m =0,p,D =3 SR e R . 5.56
elm =0, ) ar/p<<t  (16m) {R b {’)/-i— n( 7 >]} (5:56)

Outro caso especial importante ¢ dado pelo limite das condigoes de Neumann, quando

i — 00. Nesse caso, a energia (5.46) se torna

D—-3

2 2
Eint(m,pp — 00, D) = (47T o D_ / 6,66 AR [(5) _m2]

B 22 dB 1 _smn | (B 2 =
- _(47T)1321F(%)2m/ om1t [(%) —1] mP(3.57)

Trocamos de variavel de integracao por v = $/(2m) em (5.57) obtemos

>\2 / D—s3
Eii(m, yu — 00, D) = 2m dv—- e’”sz —1] 2 mP3. 5.58

Usando novamente a referéncia [22] temos a relac¢ao

K,(2)I (v+3)
L(1/2)(3)"
[Re<1/+%)>0, larg z| <7m/2;0uRez=0ev=0] . (5.59)

= / e H(t? — 1)”’%dt , onde
1

Identificando v = ¢, 2mR = z e v = (D — 2)/2 em (5.59), podemos calcular a integral em
(5.58)

(T 00 _ A2 poa KT (v+1)
Emt( [ ,D) - 2(47{')%F (771) F(l/?) (%)V
_ A? oy K2 2mR)T (P52 + )
— 2(47r) =T (D2 1) T(1/2) (QmR)(D 2)/2
= <47TA)D/2KD 2 (2mR) (Z)T. (5.60)

O caso de tés dimensoes espaciais, D = 3, pode ser obtido facilmente, usando o fato de que

Kiys(2) = \/ge_z, (5.61)
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portanto

Eint(mmu — 00, D = 3)

)\2
= —— e MR (5.62)

(16m)R

Note que a energia (5.62) é o potencial de Yukawa entre a carga e sua imagem no espelho.

Por fim, consideramos o caso especial de trés dimensoes espaciais. Tomamos entao a equagao

(5.46) com D = 3,

Eint(mu Ly D = 3) =

Coma mudanga de variavel de integracao ﬁ + B8 =ul2m+ %), temos que

Eint<m7M7D:3) = -

A2 d [* e BR
— —1)— df——. )
(167r)( ViR o 5§+5 (5:63)
o0 ~[u(zm+5) 3R
(—1)%/ du <2m+ é) ‘ .
1 H U (2m+ ;)
d ap_ . 4R
—1)—er"Ei |1, — +2
( )dRe z( , — + mR)
4 4 4 —2mR
—enl B <1,— +2mR) - } (5.64)

Note o resultado (5.64) consiste na intera¢ao de Yukawa acrescida de um termo que cai

rapidamente com a distancia. Esse termo também cai rapidamente & medida que a constante

de acoplamento p aumenta No limite em que g — 00, esse termo tende a zero, e a energia

passa a ser dada apenas apenas pelo o potencial de Yukawa. Ressaltamos novamente que essa

interacao do tipo Yukawa é de natureza atrativa, o que nos faz interpretar a carga imagem,

refletida no espelho, como tendo o mesmo sinal da carga original no caso de um espelho tipo

Neumann (lembre-se de que, para o campo escalar, cargas com o mesmo sinal se atraem).

A figura (5.1) ilustra o comportamento da energia (5.64) em fun¢ao de 2mR e de 4R/ .

Para grandes valores dessas variaveis, a energia tende a zero.
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Figura 5.1: Gréfico para a energia (5.64)



Capitulo 6

Conclusoes e Perpectivas

Nessa dissertagao fizemos um estudo sobre o campo escalar real na presenca de potenciais
externos espacialmente localizados. Consideramos diversos modelos, cada um deles descrito
por um tipo de potencial.

No capitulo 2 iniciamos por fazer uma breve revisao do campo de Klein-Gordon real. Com
isso estabelecemos notacao e alguns conceitos usados ao longo de todo o trabalho. Esperamos
também que este capitulo sirva para tornar a leitura mais acessivel para iniciantes, principal-
mente para bacharéis em fisica recém formados. Neste capitulo estudamos um modelo no qual
o campo escalar com massa se acopla & um potencial externo estacionario do tipo delta de
Dirac concentrado num ponto. Calculamos a fungao de Green do sistema e mostramos que, no
limite onde a constante de acoplamento entre o potencial e o campo tende a infinito, o modelo
equivale a impor condicoes de Dirichlet sob o campo no ponto onde o potencial se concentra.

No capitulo 3 estudamos um modelo no qual o campo escalar com massa se acopla & um
potencial externo estacionério do tipo delta de Dirac concentrado ao longo de um plano. Calcu-
lamos a funcao de Green do sistema e mostramos que, no limite onde a constante de acoplamento
entre o potencial e o campo tende a infinito, o modelo equivale a impor condi¢oes de Dirichlet
sob o campo no plano onde o potencial se concentra.Os resultados presentes nos capitulos 2 e
3 podem ser encontrados na referéncia [20].

Consideramos também a situacao na qual o campo, além de estar na presenga do potencial
tipo delta de Dirac, estd na presenca de uma fonte externa pontual do tipo delta de Dirac.
Calculamos a energia de interacao entre o potencial e a fonte. A energia esta intermediada pelo
acoplamento do campo com essas duas estruturas. No limite onde a constante de acoplamento
entre o campo e o potencial tende a infinito, mostramos que essa energia se reduz a interacao de
Yukawa, de natureza repulsiva, entre a fonte e sua imagem refletida no plano onde o potencial
se concentra.

O fato da interacgao ser repulsiva nao é uma surpresa, pois no caso do campo escalar, cargas
de sinais opostos se repelem.

No capitulo 4 consideramos o campo escalar com massa na presenca de um potencial esta-
cionario tipo delta de Dirac, mas concentrado em um ponto do espaco. Mostramos que, no
limite onde a constante de acoplamento entre o potencial e o campo tende a infinito, o modelo

equivale a impor condi¢oes de Dirichlet com o campo no ponto onde o potencial se concentra.
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Calculamos a energia de interagao entre o potencial e uma fonte externa de campo estacionaria
e pontual do tipo delta de Dirac.

O capitulo 5 contém resultados que ainda nao foram considerados na literatura, até onde
sabemos. Nesse capitulo consideramos um modelo para o campo escalar real com massa em
D + 1 dimensoes (sendo D o numero de dimensoes espaciais). Nesse modelo, o campo esta
acoplado a um potencial externo estacionério concentrado ao longo de um hiperplano com D —1
dimensoes. O potencial tem a estrutura de uma funcao delta de Dirac, mas o acoplamento se
d& com derivadas do campo.

Encontramos a fun¢ao de Green do modelo e mostramos que, no limite onde a constante de
acoplamento entre o campo e o potencial tende a infinito, a funcao de Green se reduz aquela
encontrada, quando impomos condi¢goes de Neumann no campo e no plano onde o potencial
se concentrava. Desta forma, interpretamos o modelo em questdo como um certo tipo de
condicoes de Neumann semitransparentes, ou generalizadas, onde a constante de acoplamento
entre o potencial e o campo controla o grau de transparéncia do hiperplano (para condigoes de
Neumann).

Consideramos também o campo acoplado a uma fonte pontual estacionéria do tipo delta
de Dirac. Encontramos, em forma de quadratura, a energia de interagao entre o potencial e a
fonte. Obtivemos essa energia de forma exata em diversas situagoes, as de destaque sao aquelas
onde a constante de acoplamento e o campo tende a infinito e as solugoes para um espago 3+ 1
dimensional.

No caso do limite onde a constante de acoplamento e o campo tendem a infinito, em 3 + 1
dimensoes, a energia entre o plano e a fonte é a dada pela interacao de Yukawa de carater
atrativo. Exatamente o oposto do que se encontra ao tomarmos um espelho.

Como perspectiva futura esperamos redigir um artigo de cunho cientifico, a ser submetido
para publicagao, com os resultados presentes no capitulo 5. Assim como outros resultados que
obtivemos, considerando um modelo no qual o campo escalar estid acoplado com um potencial
tipo delta de Dirac concentrado em um ponto do espago. Neste modelo, tomando o limite onde
a constante de acoplamento entre o potencial e o campo tende a infinito, a funcao de Green do

sistema satisfaz as condi¢oes de Neumann no ponto onde o potencial se concentra.



Apéndice A

Integral Gaussiana

Vamos mostrar aqui a origem da equagao (2.32) e também demonstrar a seguinte igualdade

/ D¢ exp {z / diz (%augb@“gb— %m2¢2 + ng)} = / Do ($:AN) i) (A1)

Vamos trabalhar do lado direito da equacao. Antes precisamos mostrar que o primeiro
termo que aparece na exponencial de (2.27) é compativel com (2.24), ja que o segundo (termo

de fonte) visivelmente é compativel. Entao vamos mostrar que

/ d'z (%aﬂqsaw - %m2gb2) = / d'a’ / dz(2) A2, )6 (). (A.2)

Vamos entao trabalhar no lado direito da equacao. Comegamos usando as defini¢oes dadas em
(2.25

)
/ dia’ / oz Az, 1)d(x) = / dia’ / d'zp(@)(0,0" —m*)s* @ —x)g(z).  (A3)

Vamos trocar a posicao das integrais, do lado direito, para integrar primeiro na variavel z’.

Comegamos com o termo massivo

- / 4" 6(a) (m?)5 (2! — 2)p(x) = —(m?)¢(x). (A4)

Agora vamos trabalhar do lado direito da equacao efetuando uma integracao por partes, no

termo com funcao delta de Dirac. Comegamos definindo ¢(z') = v, assim obtemos

d4x’(3;t8“)54(x' —z)p(x) = dv,
o(z') =,

/vdu = vu— /udv. (A.5)

A integral devera ser tomada em todo o espaco. Devemos notar que a variavel 2’ possui quatro

dimensoes, portanto obtemos
[6(2")(0")5* (2" — 2) ()] [ — / d'a' 6% (2" — x)(9")p(2)0],6(2"), (A.6)
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aqui vemos que o primeiro termo vai se anular devido a funcao delta de Dirac ser nula nos
pontos avaliados. Assim que integrarmos em z’ obtemos a equagao (A.2). E interessante ver
que os termos da exponencial do lado esquerdo podem ser rearranjados da seguinte forma, aqui

nao estamos muito interessados em deixar as coordenas explicitas

1 1 1
[ =(pA = A |=¢d® + = A.
i 00+ 30| =ia [0+ S0 (A7)
a partir daqui vamos simplesmente ocultar o ¢ para obtermos
1 1 J J?
Al 202+ = A.
(ch + AJcb) (¢+ ) =X (A8)
Usando esse artificio obtemos a integral
/D¢e§[(¢’A¢)+2(J’¢)} — /D¢63[A(¢+i)2‘f] (A.9)

Fazemos uma translacao dada por ¢ = ¢ + % onde obtemos
d¢' = do, (A.10)

os limites de integragao envolvem o espaco todo e portanto nao serao mudados. Assim a integral

em A.9 se torna

e~ 5 /D¢' 2 A¢l2 (A.11)
Podemos notar que com auséncia de fontes a nossa integral em (A.1) se torna
/ Dees(49°), (A.12)

que terd o mesmo resultado de (A.11). Como estamos interessados no componente da fonte

colocamos a mao Z[J = 0] = 1 em (2.27), assim obtemos
Z[J=0] = N/nge%(%“@ = 1. (A.13)

Com isso nosso resultado final sera dado por

Z[J] =e 27, (A.14)

ou ainda

(A.15)

Chegamos portanto na equagao que queriamos demonstrar



Apéndice B

Extensao analitica para integral

Nesse apéndice consideramos a integral

i rBdr
/7‘2+02 (B.1)
0

usada na obtencao de varios resultados ao longo dessa Dissertagao. Nao vamos obter o resultado
da integral. Vamos apenas apresentar o resultado e justifica-lo.

Em primeiro lugar, é importante notar que a integral acima é fungao das variaveis «, e C.
E também imediato perceber que, dependendo dos valores atribuidos para essas variaveis, essa
integral é divergente. Restringindo as variaveis para valores em que a integral seja convergente,
temos que [23]

r2 4+ C%)o 2(C?)e—+H)/2D (o)

7’ rldr T30+ 5)T (a—5(1+8) (B.2)

O lado direito da equacdo (B.2) é bem definido para um dominio maior das variaveis «, [
e C, portanto, podemos considerar o resultado acima como uma extensao analitica da integral
do lado esquerdo da equagao.
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Apéndice C

Integral para a funcao de Green

Nesse apéndice vamos tratar a integral

I— / d'pf(p)eiPe

onde o diferencial da integral é da forma

d—1
d'p = (p)*~'dp [ [ sin®+1 0,d0); .

i=1
Colocando tudo dentro da integral obtemos

d—1

la= / dp(p)*" [ [ d0:sin™ Y .= f (p) |

=1

onde o vetor a é dado por

portanto dentro da exponencial temos

se p e a sao representados no mesmo sistema de coordenadas : p'a; + pZas + ...

p-a=
caso contrario : pacosf ,
onde cos #; corresponde a correlagao entre os vetores p e a que pode ser obtida por
2 2 2
la+p|° — |p[* — |a
2|p||al

Usarei o segundo caso, assim a integral fica

= cos 6,

d—1

o= [ dptp)* [ dossin® 0 gt ().
1=1

= /dp(p)dl / db, Sind*Q eleiipa cos 61 f(p) %

0

T T T 2T
X / dBs sin®=3 0, / dfssin®=465 | ... / dB,_osin 0,y / df,_,
0 0 0 0
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(C.3)

(C.4)

n

TP ay

(C.7)
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A funcao de Bessel de primeira espécie pode facilitar um pouco a nossa vida. Vou enuncié-la

™

_ E v +ixcosO _:. 2v _1
J(x) = —)' <2) /e sin® 6df , para v > 5 - (C.8)
0

Incorporando as propriedades da fungao de Bessel podemos reescrever (C.8) da seguinte forma

r » 1 1 T\ v
+izcosf ;. 2v — 3 — )=
/e sin® 0df = 7 (u 2). <2> J () . (C.9)
0

Usando a propriedade da funcao Gamma temos

(y—%)!:f‘(y+%) . (C.10)

Assim a integral em df; fica

™

/ df sin®2 g eFiPacost | (C.11)

0
fazendo as substituicoes seguinte

d—2 d
=60 ,pa=x,d—2=2v — I/:T—>V:§—1, (C.12)

passamos entao da integral que envolve a funcao de Bessel para a integral em df; original
- 2v ) tixcosb 1 1 TNV
df sin® fe =m2l u—|—§ <§> J,(z)
0

™

; d 1 —(5-1

(5@

Para resolvermos as integrais de df;, onde 7 # 1, usaremos a seguinte relagao

N

=T

™

r 1
/sinm odg — yrzm )
'(5(m

0

—

(C.14)

+ [+
D=

N[N

—
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Fazendo uso dela chegamos em

s ™ s

/Sil’ld3 92d02.../s1n )Hd 3d9d 3/sind(d1) Hd_gded_g =
T(-2)  T(E-8)  T(3) T (2) (.15)
VTG )G 2) YT VT ()

Juntando agora todas equacoes obtemos

= [ (152 (2)7 b ey 27 0),

o0

= 24/274/2 / dp(p)*~"Ja_, (pa) (pia)g_lf(p) , (C.16)

0

(2m)¥%q d/duud/sz () f(u/a),
0

onde, na ultima linha, fizemos a transformagao de variaveis

u=pa, (C.17)

para nao confundir com a transformacao que fiz antes, quando passei da funcao de Bessel para

a formula da integral em df, usei variaveis diferentes. Temos portanto o resultado final para a

integral
o

/ddpf(p)eiip'a = (27r)d/2a_d/duud/2<]gl(u)f <E> ,d>2. (C.18)
a
0
Portanto essa é a formula geral que usamos em um dos capitulos.



Apéndice D

Coordenadas esféricas em n-dimensoes

Nesse apéndice vamos explorar um conceito que é bem citado na dissertagao, o sistema de
coordenadas n-esférico. Esse sistema de coordenadas nada mais é do que uma generalizacao
do famoso sistema de coordenadas esféricas tridimensional. Vale lembrar que a base desse
sistema de coordenadas, em trés dimensoes, é a coordenada espacial radial “r” e dois angulos
que caracterizam localidade “6” e “¢”. Portanto para generalizarmos o sistema de coordenadas
tridimensional para um outro com “n” dimensoes tomaremos “n —1” angulos e uma coordenada
radial “r”, mantendo assim uma coordenada radial para distancia.

Para completarmos nossa generalizacao vamos considerar que o sistema de coordenadas
n-esférico se relaciona com um outro sistema cartesiano generalizado de “n'"dimensoes com

3

coordenadas (x!, 22 23, ..., 2") da seguinte forma

! =rcoséb,
2?2 = rsin 6 cos s,

22 = rsin 6, sin 0 cos b,

(D.1)

2" 1 = rsiné; sinfs...sin6,_5 cos6,,_1,

2" =rsinf;sinf,...sinf,_osinb,,_;.
Utilizando as formulas acima podemos chegar numa forma simples e geral de expressar a trans-

formacdao de uma coordenada z”
j—1
7l = rHsiné’,- cosf; , paran >j > 1. (D.2)
i=1

Devemos observar que as relagoes acima mantém a ideia seguinte
r= /(@) 4 (@22 + (@) + o (1) o ()2 (D.3)

A variacao dos angulos é dada por

0<60;<m, parai<n-—2,

(D.4)
0 S en—l S 2.
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7

E interessante notar que alguns textos denotam o angulo “6,,_;” como sendo “¢”, mas por

comodidade eu manterei assim. A variacao da coordenada radial se da como
0<r<o0. (D.5)

Antes de usarmos o jacobiano iremos declarar as coordenadas do sistema de coordenadas n-

esférico como sendo

Fl' =,
PQ :zeh
(D.6)
Fn - Gn,l.
Como podemos ver abaixo essa notagao facilita muita a formulagao do jacobiano
ozl ozl
o(zt, 22, ..., 2"
( . (D.7)
O(F', F? ..., F")
Oz Oz
OFT oF™

Agora voltaremos a denotar as coordenadas do sistema de coordenadas n-esférico como 6 e r.
Usando um programa computacional podemos chegar na seguinte férmula para o jacobiano,

este que sera denotado pela letra .J, de transformagoes entre os sistemas de coordenadas

n—nm+1 0

J =r""tsin® 20, sin” > ... sin h—osin" "0, _1,

nl 4 D.8
J ="t H sin"” (1 9, o)
i=1

Podemos ainda mudar o indice ¢ para ¢+ 1, com isso ¢ passa a iniciar do ntimero ¢ = 2 e termina

em n — 1. Fazendo as mudangas obtemos a seguinte equagao
J=r""1 H S (D.9)
i=2

O elemento do n-volume sera dado por
A"V = |J|drdf,db,...do, -,

A"V =yt H sin™"* @,_1drdf,dbs...do,,_,

=2

(D.10)
d"V = r" dr H sin" "0, ,df; ;.

1=2
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Note que o ultimo termo do produtério (¢ = n) possui uma parte sendo a fungao seno e a outra
parte contendo a diferencial. Embora a funcao seno seja elevada a zero,e portanto seja igual a
1, a parte diferencial,que é dada por df,,_;, aparece. Entao separamos a parte radial da parte

do angulo solido, este sera denotado por
de—l = H sin"_i Gi_ldﬁi_l. (Dl].)
i=2

Se as relagoes (D.1) funcionam podemos a partir delas encontrar o sistema de coordenadas

esférico tridimensional

z! =rcoséb,

z? = rcosfysin b, (D.12)

2% = rsin 0y sin 6.

Como foi falado antes “6,,_1”, no nosso caso “65”, é conhecido por “¢”. Fazendo essa substituicao
e chamando “6;” de “6” temos
!l =rcos = z,
2? = rcos¢sinf =, (D.13)

23 =rsingsind = y.

Com isso podemos ver que nossa generalizacao contempla até o caso mais simples.
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