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Resumo

O acoplamento minimo entre a gravidade e campos de Yang-Mills é investigado no mo-
delo cosmolégico, homogéneo e isotrépico, de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker, com
constante cosmoldgica positiva (Ag > 0) e preenchido com um campo de Yang-Mills. O
modelo proposto seria aplicavel a um estagio primario do universo, onde sua densidade de
energia espera-se ser grande. Solugoes apresentando uma fase de expansao acelerada sao
obtidas em um modelo de universo com se¢ao espacial plana. Estas solugoes tornam-se sin-
gular ou nao-singular dependendo da magnitude de alguns parametros. A motivacao para
essa abordagem se baseia nos dados observacionais indicando uma constante cosmologica

positiva, mesmo com magnitude muito pequena, e uma secao espacial plana.

Palavras—chave: Relatividade Geral, Universo primordial, Modelos Cosmolégicos

de FLRW, Fluido de Yang-Mills.



Abstract

The minimal coupling between gravity and Yang-Mills fields is investigated in the ho-
mogeneous and isotropic Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker cosmological model with
positive cosmological constant (Ay > 0) and filled with a Yang-Mills field. The proposed
model would be applicable to a primary stage of the universe, where its energy density is
expected to be large. Solutions presenting a phase of accelerated expansion are obtained
in an universe model with flat spatial section. These solutions turn out to be singular or
non-singular depending on the magnitude of some parameters. The motivation for this
approach relies on the observational data indicating a positive cosmological constant, even

with very small magnitude, and a spatial section flat.

Keywords: General Relativity, Very early universe, Friedmann Cosmology,

Yang-Mills fluid.
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Introducao

As descobertas realizadas na ciéncia moderna sao acusadas de retirar da humanidade o
status de centro do universo. Porém a humanidade aprendeu com essas descobertas a ser
tao ardilosa quanto aparentemente é o universo e decidiu que se ela nao é o centro do
universo, logo ninguém mais seria, e assim adotou o Principio Cosmolégico, a hipdtese de
que todas as posi¢oes no universo sao essencialmente equivalentes, numa dada época [1].
Ou seja, o universo ¢é espacialmente homogeéneo e isotrépico. E bem verdade, no entanto,
que essa é uma valiosa hipotese de trabalho. A importancia estd em poder estender as
observagoes feitas sob nossa perspectiva para o universo como um todo, tornando possivel
assim o teste observacional de modelos cosmoldgicos [2]. Esta é uma via de mao dupla,
posto que sendo o universo o objeto de estudo da cosmologia, e tendo definido universo
como tudo que existe, logo o estudo sobre a estrutura do universo, como um todo, pode
implicar no entendimento de fenomenos locais. Como em um quebra-cabeca quando se
torna necessario o vislumbre da imagem completa para se determinar o encaixe correto

das pegas, das quais temos pouca informagao.

Recentemente (no final do Século XX), o principio cosmolégico foi firmado pelos dados ob-
servacionais, deixando assim de ser apenas uma hipotese inteligente e se tornando uma boa
aproximacao sustentada pelos experimentos. Tais dados mostram um universo que se apre-
senta homogeéneo e isotrépico em largas escalas, acima de 100Mpc (1Mpc ~ 3,08 x 10**cm),
contudo, segundo a teoria inflacionaria, o universo torna-se altamente inomogéneo quando
visto em escalas muito maiores do que o trecho observédvel, na ordem de 3.000Mpc [2].
Em escalas menores existem consideraveis inomogeneidades tais como superaglomerados
de galaxias. Dessa forma o principio cosmoldgico parece valido dentro de um intervalo
limitado de escala. Note porém que as inomogeneidades estao associadas a grandes estru-
turas de matéria-energia. Contudo, ao se investigar o universo numa era onde o contetido

dominante de matéria-energia se apresenta constituido de entes que interagem muito fra-



camente, podemos esperar que o universo seja, em esséncia, homogéneo e isotropico. Le-
vantamos esta questao, pois estamos interessados em tratar aqui o universo de Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW), que é homogéneo e isotrépico, numa fase de intensa
densidade, onde a formacao de grandes estruturas é inviabilizada enquanto valer o regime
de altas energias, ao qual os constituintes da matéria estao submetidos. E muito comum
na literatura denominar este estdgio de intensa densidade por universo primordial (no
inglés, the very early universe). Achamos importante fazer um esclarecimento a respeito
do termo “primordial” na denominacgao desse estagio do universo, visto que ele atribui um
carater de inicial ao estdgio. A questao da existéncia de uma singularidade que atribui
a0 universo uma origem ainda é algo em aberto na cosmologia relativistica e tem tantos
defensores quanto opositores, igualmente competentes, tentando respondé-la. No entanto,
durante boa parte da segunda metade do século XX a hipdtese da existéncia de uma
singularidade ganhou status de teoria comprovada a qual recebeu o nome de Teoria do
Big Bang [3]. No modelo padrao da cosmologia, o modelo cosmolégico de Friedmann-
Lemaitre [4, 5], descrito pela geometria de Robertson-Walker [6, 7] com a eletrodinamica
como fonte, leva a uma singularidade em um tempo finito no passado [8]. Denominaremos
os estagios logo apos essa origem como fases primordiais do universo. Neste dominio, o
universo apresenta-se extremamente denso, ocasionando uma curvatura do espago-tempo
extremamente grande. Isso sugere que tal cendrio escapa do escopo de previsao da Teoria
da Relatividade Geral. Espera-se, portanto, que a formulacao de uma teoria quantica para
a gravidade, que considere efeitos quanticos relevantes nesta situagao, possa esclarecer a
questao da singularidade e abrir uma nova janela para a investigacao do que héa antes desse
suposto ponto de minimo volume do universo. Entao quando nos referimos ao universo
primordial, estamos em esséncia tratando do universo em uma fase de extrema densidade,
muito proxima do dominio onde as previsoes da teoria da relatividade comecam a titubear

a amizade entre cosmoélogos favoraveis e contrarios a singularidade primordial.

As propostas de solugoes cosmoldgicas sem singularidade levam o sugestivo nome de
solugoes nao-singulares e estao ganhando cada vez mais espaco nas pesquisas sobre a
estrutura do universo, reiterando o status da teoria do Big Bang como uma hipdtese ape-
nas. A maioria das solugoes nao-singulares descrevem um universo que colapsa até atingir
um volume minimo no qual fendmenos quanticos seriam responsaveis por incitar uma

evolugao para um fase de expansao [8]. Tais solugoes sao chamadas bouncing cosmology



[9] e podem ser obtidas ao se considerar mecanismos como, por exemplo, acoplamento
nao-minimo da gravidade com os campos de matéria [10], lagrangeanas nao-lineares envol-
vendo termos quadraticos na curvatura [11], termodinamica fora do equilibrio [12], entre
outros. Recentemente foram feitas propostas onde um fluido de Yang-Mills, sendo a forma
de matéria dominante no regime do universo primordial, é a fonte de uma cosmologia
inflaciondria e de uma expansao acelerada da segao espacial do universo [8, 13, 14, 15].
Tais propostas se valeram de um tratamento de acoplamento minimo entre gravidade e
os campos envolvidos e consideram a constante cosmoldgica nula. A motivagao para se
considerar esse fluido como contetido dominante no universo primordial esta no fato deste
ser uma fase da cromodinamica quantica (QCD), uma teoria que trata das interagdes entre
quarks e gluons, elementos fundamentais da matéria (até agora), existente no regime de
altas energias e/ou densidades onde esses quarks e gluons interagiriam apenas fracamente
sendo assintoticamente livres. Tal regime é exatamente como se espera ser o universo
numa fase primordial [2]. Dados observacionais indicam a existéncia de uma expansao
acelerada atual do universo [2, 16]. No entanto, esperava-se uma expansao desacelerada
pela gravidade, que é uma interacao atrativa. Com isso, foi atribuido a energia escura
a causa dessa aceleracao medida, e busca-se entender o que é a energia escura, a qual
constituiria uma parte majoritaria do universo observavel. A possibilidade de realizar
medidas de cardter cosmoldgico possibilitou a cosmologia o merecido status de ciéncia [3],
além de nortear e restringir a pluralidade de solucoes obtidas dos modelos de universo.
Dentre estas medidas estao os dados do Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP)
que impoe vdrias restri¢oes para os modelos que descrevem uma fase inflacionaria [17, 18],
favorecendo modelos com secao espacial plana, ja que as medidas sugerem que o parametro
de densidade total do universo, )y é aproximadamente 1. O parametro de densidade total
do universo é uma quantidade adimensional definida como a razao entre a densidade total
do universo e a densidade critica que tornaria o universo plano, Qo = puniv/per- Além
dessa indicacao em relacao a secao espacial temos ainda que observacoes do redshift de
supernovas tipo la sugerem uma constante cosmolégica positiva (Ag > 0) [19], que embora
seja esperado ter pequena magnitude Ay ~ 107%°c¢m =2, torna-se substancial em escalas

cosmologicas.

Dessa maneira, buscamos neste trabalho considerar uma constante cosmolégica positiva

dentro da linha de investigacao desenvolvida na Ref. [8], ao se considerar um acoplamento



minimo entre campos efetivos de Yang-Mills e gravidade, motivado pela expectativa que

0 QGP seja uma boa idealizacao para o fluido dominante no cenario do universo primordial.

Organizamos este trabalho apresentando no Capitulo 1 uma revisao da teoria da rela-
tividade geral aplicada ao modelo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW),
obtendo as equacgoes da dinamica deste modelo. No Capitulo 2 tratamos de apresentar
brevemente a lagrangeana que descreve o QGP e derivamos dela o tensor momento-energia
do fluido, e consequentemente as quantidades dinamicas relevantes no modelo. De posse
destes resultados, fazemos no Capitulo 3 um estudo grafico para as solugoes das equagoes
que obtemos nos capitulos anteriores atrelando o QGP a dinamica do modelo FLRW.
Por fim sao feita algumas consideragoes dos resultados interpretados nas andlises graficas
das solucoes. Foram usadas unidades normais, G = h = ¢ = kg = 1, com o intuito de
aliviar notacao. Indices gregos variam de 0 a 3, indicando coordenadas espacotemporais,

enquanto que indices latinos variam de 1 a 3.



Capitulo 1

Universo de Friedmann-Lemaitre-

Robertson-Walker

Apresentaremos neste capitulo uma breve revisao sobre os principais pontos do modelo
cosmoldgico de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW), onde aplicaremos as fer-
ramentas matematicas da teoria da relatividade geral para obter a sua dinamica. Na Se¢ao
1.1 tratamos de obter as quantidades cinematicas medidas por uma classe de observadores
identificados pelo campo de vetores tangentes a uma curva do espago-tempo. Definidas
tais quantidades, na Segao 1.2 obtemos uma expressao geral para a evolucao das mesmas,
onde focamos nossa atencao numa expressao para a evolugao do fator de expansao, que
apresentamos no final da Subsecao 1.2.1. Na Segao 1.3 a distribuicao de energia-matéria

do universo é representada pelo tensor momento-energia 7T,,, que por sua vez é decom-

na
posto e expresso em termos das suas partes irredutiveis. A equagao para a conservagao
da energia de um fluido arbitrario é obtida em termos das quantidades decompostas de

T,, na Sub-secao 1.3.1. De posse das expressoes derivadas de T),,, as equacoes de campo

T
de Einstein sao utilizadas com o intuito de obter uma expressao para a evolucao do fator
de expansao em termos das quantidades cinematicas e dinamicas medidas pelo observador
v#. Tal equagao, chamada de Equacao de Raychaudhuri, é apresentada na Secao 1.4. Fi-
nalmente, na Secao 1.5 derivamos o elemento de linha da métrica de Robertson-Walker, e

dessa forma especificamos o modelo de trabalhado como o modelo FLRW obtendo entao a

forma da equacao de evolucao do fator de expansao e da conservacao da energia, dentro do



contexto imposto pelo modelo. O resultado sera a equacao de Friedmann com constante

cosmoldgica nao-nula.

1.1 Quantidades cinematicas

Todo processo de descricao de sistemas fisicos requer a realizacao de medidas, que por
sua vez sao feitas por uma determinada classe de observadores. Portanto, para descrever
as propriedades fisicas do universo é necessario caracterizar cineméatica e dinamicamente
a classe de observadores que realizam as medidas [20]. Primeiramente, sendo estes ob-
servadores necessariamente dotados de propriedades materiais eles devem ser quantidades
tipo-tempo. Seja v* = dx*(7)/dT um campo de vetores tipo-tempo tangentes a linha de
universo de particulas materiais, onde o parametro afim 7 é o tempo préprio (ds* = dr?),
podemos identificar uma classe de observadores materiais movendo-se com esta velocidade

v, Consequentemente, teremos v*v, normalizado, ou seja
g, =0, = 1. (1.1)

Em cada ponto do espago-tempo, o quadrivetor velocidade v*, por ser um campo de ve-
tores tangentes a este ponto, define um subespaco tridimensional constituido de vetores
ortogonais a v* [20]. Chamaremos este espaco tridimensional de hipersuperficie X. A
hipersuperficie 3 representa o que entendemos simplesmente por espaco 3-d, portanto é

em Y que a classe de observadores mede quantidades tipo-espago.

Note que o tensor

Py = G — Uy, (1.2)
pode ser chamado de Tensor de Projecao em ¥ (ou simplesmente projetor), ja que ele atua
projetando vetores do espaco-tempo sobre . Comprova-se isso atentando que a quanti-
dade h,,v” = 0, e também que para um dado vetor arbitrario A, temos que v*(h,, A”) =0

Portanto, a quantidade A’/ definida como
AR = i AV, (1.3)

é a componente do vetor arbitrario A* na diregdo perpendicular a v* [21], ou a projecao

de A* em Y. Além disso, como consequéncia das definicoes acima, temos que

guwAl B = h,, A BY, (1.4)



onde BY, assim como A/, é a proje¢do de um vetor arbitrario B” em Y. Concluimos
portanto que h,, desempenha o papel de tensor métrico no subespaco tridimensional
que denotamos por hipersuperficie 3 [21]. E imediato demonstrar que hy, satisfaz a

propriedade matematica de um projetor, a saber,
huah®, = g — Vv = by (1.5)

Este tensor de projecao nos sera ttil para determinar o movimento do meio continuo (fluido
césmico) que constitui o universo. Para tanto, considere uma regiao aberta do espago-
tempo na qual se encontram um conjunto de curvas. A este conjunto de curvas damos o
nome de congruéncias. Quando esta congruéncia é composta de curvas que representam
o movimento de particulas nao-interagentes, por caminhos que nao se interceptam, no
espago-tempo, ou seja, quando as curvas sao as geodésicas dos pontos na regiao aberta
do espaco-tempo, damos o nome de congruéncia de geodésicas [22]. Entao, seja v uma
congruéncia de curvas parametrizadas em 7, na qual cada curva intercepta a hipersuperficie
Y} em um ponto arbitrario, e seja n* um vetor que conecta duas curvas vizinhas, com o
mesmo parametro afim, na congruéncia (nao necessariamente ortogonal as curvas) [20].
Desse modo, para que n* nao varie ao longo de v*, a derivada de Lie de n* com respeito
a v* é nula, ou seja
Lu() = 0 — 0% =0 (16)
Isso implica que
ne ot =0 0t (1.7)

Portanto, sendo n* o vetor que separa duas curvas da congruéncia em relagao a um valor do
parametro 7 em comum, tomaremos a derivada absoluta de n* para conhecer sua variacao

ao longo da congruéncia

.., . Dn* dx¥ Dn*
"= = =v"n" . 1.8
n dr dr dxv U (1.8)
Usando a Eq.(1.7) teremos
0=, (1.9)

como 1" nao necessariamente pertence a Y, podemos obter a distancia de dois pontos
sobre ¥ que sao respectivamente interceptados por duas curvas vizinhas da congruéncia

v, medido pelo observador v*, projetando n* em . Ou seja,

0= hta. (1.10)



Para obter a variacao entre a distancia destes dois pontos no decorrer da congruéncia, que

«

denotaremos simplesmente por V(rel), devemos atuar com o projetor h,, no resultado da

derivada da componente de n* em X, dada pela Eq.(1.10). Teremos entao que,

Ve = b . (1.11)

rel

A Eq.(1.11) mostra que é possivel encontrar a variacao da distancia entre dois pontos,
referente a interceptacao em > de duas curvas vizinhas da congruéncia ~, através de uma

transformacao linear sobre o vetor de conexao n* [20]. Logo podemos escrever,
‘/(70"461) = O;77“7 (112)
onde definimos o tensor @), como,
a - o, v
Q5 = N 075 (1.13)

No tensor @), estd a informacgao da variagao da distancia entre pontos vizinhos situados
em Y, medidos pela classe de observadores identificados por v#. Como qualquer outro
tensor de rank 2, pode-se decompor os tensores nas suas partes irredutiveis, ou seja, em
uma parte simétrica e outra antissimétrica. A parte simétrica pode ainda ser separada em
uma parte com traco e outra sem traco. Dessa forma o tensor (), decomposto nas partes
irredutiveis é dado por

0
Qu = ghw + O + W, (1.14)

onde definimos as quantidades cinematicas:
e O = Traco de @), (fator de expansao);
e 0, = parte simétrica de @), com trago nulo (shear ou cisalhamento);
e w,, = parte antissimétrica de @), (vorticidade).

Logo, de posse dessa definicao, podemos evidenciar cada uma dessas quantidades como

segue

0 = Q. (1.15)
1

1 1 1
Ow = 5 (QMV + QVM) - gGhNV = aQ(Wj) B g@huy, (116)

1 1
W = 5 (Q;w - Quu) - §Q[uu] (117)



Assim as quantidades cinemaéticas podem ser expressas em funcao do quadrivetor v* e do

tensor de projecao hy, usando a defini¢do da Eq.(1.13) nas Eqgs.(1.15, 1.16, 1.17), obtendo

entao
1., . 1
O = éh(“hy)va;)\—g@huy, (119)
1 o
Wy = éh[uh);/]va;)\. (120)

1.2 Evolucao das quantidades cinematicas

Agora que estabelecemos as quantidades cineméticas, vamos encontrar uma expressao para
a evolucao do fator de expansao © ao longo da congruéncia v. O comportamento do fa-
tor de expansao ¢ imprescindivel no estudo de modelos cosmoldgicos, pois estd atrelado
a dinamica da secao espacial do universo. Nesse intuito, iniciaremos derivando uma ex-

pressao conveniente para a evolucao de @, .

Da defini¢ao de @), dada na Eq.(1.13), e de h,,, dado na Eq.(1.2), teremos que
Qu = Uy — vmﬁvﬁvy — UV, + v“vuvﬁvyva;g. (1.21)

Note que,
u o Dvtda” Dot
vk v =

v dzv dr  dr

: (1.22)

onde a* é o quadrivetor aceleracao. Portanto Q. = v,., — a,v,, pois a’v, = 0, logo

podemos escrever,

Vs = Qv + ayv,. (1.23)
Por definicao, o tensor de curvatura R 5, € tal que
Vaspy — Vaws = Raus V"' (1.24)
Contraindo a Eq.(1.24) com v”, teremos
VasppV” — Vaywpt” = Ropup'v”. (1.25)

Note que, V4,8, = (Va;p).w, logo andlogo a Eq.(1.22) podemos escrever

1% 12 D \
VoV = (Vayp) 0" = E(Ua;ﬁ) = (Vasp)- (1.26)
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Portanto

(Vasg) — V" = Raupv"v”. (1.27)

Mas como ;50" = (Vau0");8 — Vap V'3, 1080 Vawst” = (Va);g = Vasw Vs = Gaig — VapVls-

) )

Desse modo obtemos que a Eq.(1.27) ficara

(Va;5) = Gasp + Vap ¥y = Rapp,0"0”. (1.28)
Projetado em ¥ fornece,
hoéhﬁ)\[(va;gj — Qa8 + Vap V5] = hERE, R v” (1.29)
onde podemos substituir v, usando o resultado da Eq.(1.23), obtendo
W [(Qap + @avs) — s + (Qaw + @00, )(QY + a”vg)] = h4h\Rayg,v™0”.  (1.30)

Esta expressao pode ser consideravelmente reduzida notando que o tensor )., sendo um
elemento da hipersuperficie 3, é ortogonal a v#, dessa forma, além dos termos contendo
o produto a*v,, os termos contendo o produto @Q,,v"* também serao nulos. Logo, apds

identificarmos os termos nulos, iremos obter a expressao
heh’ Qap + h2h5\anag — hoh5 s + hoh°Quw Qs = hh5\ Ry v v (1.31)

No lado direito da igualdade da expressao acima, temos a atuagao dos tensores de projecao

no tensor de curvatura, o qual fornece,
hfthwgyv“v” = R v’ (1.32)
Portanto obtemos,
WS Qup + acay — hohSans + Qu, QY = Reynv™v". (1.33)

Note que como o projetor h,, atua nas quantidades que vivem em ¥ de forma andloga a
atuacao do tensor métrico nas quantidades da variedade (no nosso caso, o espago-tempo),
logo a Eq.(1.32) nos sugere que a quantidade Rq,,v"v” vive em . Contudo as derivadas
dessas quantidades, que vivem em ¥, nao necessariamente pertencem a . Com a Eq.(1.33)
podemos obter a equacao de evolucao de qualquer uma das quantidades cinematicas de-
rivadas do ),,. Porém, como serd visto no que segue, a tunica quantidade cinemédtica que
teremos interesse sera o fator de expansao, pois no contexto do nosso estudo as demais

quantidade sao nulas.
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1.2.1 Evolucao do fator de expansao ©

Dada a Eq.(1.33), podemos obter a equagao de evolugao do fator de expansao © ao longo
da congruéncia 7y, ou seja, uma equacao que determina a dinamica da secao espacial .
Para tanto, precisamos contrair os indices € e A da Eq.(1.33) para obter uma expressao

associada a um escalar (um tensor de ordem zero), logo
gEA(hihﬁAQalg + acay — hihiaa;g +QaQ%) = gEAREMI,v“v”. (1.34)

Atuando com o tensor métrico ¢g¢*, contraindo os tensores de projecao com indices somados

obtemos

e usando a definigao do tensor de Ricci, no qual R’\MU =R,

ho‘ﬁQag + a.af — ho‘ﬁaa;g + Qo Q" = R, 0", (1.35)
mas h*’Quz = (haﬁQagj - (h“ﬁang, logo da Eq.(1.15) teremos
hQus = O — Qup(—va’ — vPa®) = O, (1.36)
pois Qapv® = Qasv” = 0. Entao a Eq.(1.35) fica
O + a.a — ho‘ﬁaa;g + Qa Q" = RvM"”. (1.37)

Ou seja, ja temos em maos uma expressao com o termo de evolugao do fator de expansao ©
medido pela classe de observadores identificado com v*, ao longo da congruéncia de curvas
parametrizadas no tempo-proprio 7, porém ainda podemos fazer algumas manipulacoes a
fim de deixar essa expressao em termos das outras quantidades cinematicos. Atuando o

tensor h*® que aparece na Eq.(1.37), segundo sua definicao, teremos
O + a.af — a% + aa;ﬁvo‘vﬁ + Qe Q" = R,vtv”. (1.38)
Sendo que a,.50” = g, logo
aa;gvﬁva = a v = (aavo‘j — a0 = —a,a”. (1.39)
Portanto a Eq.(1.37) se reduz a
O — aﬁ;ﬁ + Qo Q" = Ry 0", (1.40)

O termo ., Q"¢ é calculado em termos da decomposicao em partes irredutiveis dada pela

Eq.(1.14). teremos,

143 @2 143 @ ve ve @ €V Ve ve
Qo Q :?hwh +§h€,,(a + w )+§h (Ove + Wye) + 06,07 + wWe,w"e. (1.41)
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Como "¢ e w”¢ pertencem a X, pois pela Eq.(1.16) e Eq.(1.17) podemos verificar que

ve

0"v, = w"v, =0, (1.42)

e assim o tensor h,. atuard levantando e/ou baixando seus indices. Além disto, é impor-

tante lembrar que h,, e 0, sao simétricos e wy,,, ¢ antissimétrico. Logo

20
Q. Q" = = + ?(02 + W) + 0,0 — wew®. (1.43)

Mas por definicao, os tracos de 0, e w,, sao nulos. Deste modo, obtemos que

@2
) (L41)
onde definimos o2 e w? como
2 - 1 eV
oa— 506,,0 , (1.45)
2 - ]' eV
W= SWaw™. (1.46)

Usando o resultado da Eq.(1.44) na Eq.(1.40) obtemos a seguinte expressao para a evolugao

do fator de expansao ao longo da congruéncia

. O2 .

O+ Y +2(0? — w?) — aﬁ;ﬁ = R, v"". (1.47)
Veremos que quando usamos as equacoes de campo de Einstein para substituir o lado
direito da igualdade esta expressao se torna a chamada equagao de Raychaudhuri [20], que

considera explicitamente as quantidades dinamicas do fluido na evolucao de ©.

1.3 Distribuicao de energia do fluido

Um dos aspectos mais fundamentais da cosmologia relativistica é que a gravidade é inter-
pretada pela Teoria da Relatividade Geral como uma curvatura do espaco-tempo causada
pela distribuicao de matéria-energia do fluido césmico, que por sua vez é completamente
representado pelo Tensor Momentum-Energia 7}, [20]. De modo geral, uma classe de
observadores identificados com v* ird decompor o tensor momento-energia 7, em suas

partes irredutiveis como segue
T = pvuvy — phyy + Gy + T, (1.48)

onde,
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p ¢ a densidade de energia total do fluido;

e p € a pressao isotropica;

g" é o vetor fluxo de calor;
e 7' é 0 tensor pressao nao-isotropica.

Com os seguintes vinculos sendo satisfeitos pelos tensores ¢ e %,

Qv = 0, (1.49)
T’ = 0, (1.50)
g = 0, (1.51)
Ty = Ty (1.52)

Logo, respeitando esses vinculos, podemos explicitar cada uma dessas quantidades con-

traindo a Eq.(1.48) de forma conveniente, ou seja

p = TMVU“'UV, (153)
1

p o= —gTwh™, (1.54)

G = Tuv’h", (1.55)

T = Tagh®,h'), + phy. (1.56)

Essa decomposicao, como dito inicialmente, é a forma mais geral, logo nao estamos neste
momento identificando um tipo especifico de fluido. No que segue, usaremos um fluido
com uma configuragao especifica, e entao obteremos essas quantidades advindas do 7},

associado a este fluido em particular.

1.3.1 Conservacao do Tensor Momentum-Energia

A variacao local do tensor momento-energia 7}, ¢ dado pela derivada covariante do mesmo,

ou seja T". Logo, da conservagao do T}, teremos
™, =0. (1.57)

Projetando a variacao de T,, paralela a v*, iremos obter a variacao da densidade de

energia com o tempo, enquanto que a projecao da mesma na hipersuperficie > nos fornece
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a variagao do momento [20]. Portanto, a conservacao da energia do fluido é obtida através
da contracao

T v, = 0. (1.58)
Usando a Eq.(1.48) na Eq.(1.58),
(po"0") v, — (PR ), + [V 0] 0, + ™ v, = 0. (1.59)
Calculando cada termo da Eq.(1.59) separadamente obtém-se a seguinte expressao,
p+pO +pO +¢'v, +q, — 70, =0, (1.60)
ou ainda,
p+(p+p)0O+ ‘v, + ¢, — 70, = 0. (1.61)

Portanto, a Eq.(1.61) é a equagdo mais geral da conservagao de energia de um fluido

arbitrario medido por uma classe de observadores com velocidade v* [20].

1.4 Equacao de Raychaudhuri

A equagao de Raychaudhuri é obtida quando substituimos o termo na direita da igualdade
da Eq.(1.47), conhecido como escalar de Raychaudhuri (R, v*v") [22], pelas relagoes dadas
pelas equagoes de campo da Relatividade Geral. Portanto, seja as equagoes de campos de
Einstein dadas por

1
R;w - §Rg;w + Aog;w = _K‘T/.UM (162)

onde k = 87G/c* é a constante gravitacional de Einstein, sendo G a constante gravitacional
de Newton e ¢ a velocidade da luz. Como neste trabalho estamos utilizando unidades
normais (h =k, = ¢ = G = 1), logo kK = 8w. Por conveniéncia, vamos tomar o trago da
Eq.(1.62) de modo a obter uma expressao para o escalar de Ricci (R = g"”R,,,) em termos

da constante cosmolégica Ay e do traco de T),,,.
R =4MAy + KT. (1.63)

Substituindo a Eq.(1.63) na Eq.(1.62), teremos

1
RMV = —K (Tuu - §Tg,ul/) + Aogl“" <1'64)
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Agora podemos calcular o escalar de Raychaudhuri contraindo R, dado pela Eq.(1.64),

e

com v*vY,
1
Rw/v“zﬂf = —K (THVU“UV _ §T) + Ay, (165)
onde recorremos a Eq.(1.48) para obter as contragoes
To'” . T =g,T". (1.66)

Devido aos vinculos dados pelas Eqgs.(1.49, 1.50) na Segao 1.3, teremos

T,,v"" = p, (1.67)

T =p—3p. (1.68)

Portanto, substituindo os resultados dados nas Eqs.(1.67, 1.68) na Eq.(1.65), teremos,

1
R, = —kp + h (p—3p) + Ao. (1.69)
Ou ainda
1
R, vtv” = —gh (p+3p) + Ao, (1.70)

que substituindo o lado direito da Eq.(1.47) fornece,
9+%2+2(02—w2)—a%+%m(p+3p)—/\0:0. (1.71)
Esta equagao é conhecida como a forma generalizada da Fqua¢ao de Raychaudhuri [23],
pois a expressao originalmente obtida por Raychaudhuri para a evolugao do fator de ex-
pansao, foi feito no caso particular de um fluido com pressao nula [24]. E extremamente
importante notar que como a Eq.(1.71) expressa a dinamica do fator de expansao ©, logo
esta carrega implicitamente a caracteristica do universo ser singular ou nao-singular. Para
analisar suas implicagoes, vamos definir a fungao L(z#) tal que [21],
L
0= 35, (1.72)
onde interpretamos L como o comprimento representativo cujo a escala de volume co-
moével ao fluido é dado por L. Dessa forma a taxa de variacao do volume L3 é dada por

(L?’j JL? = 3L/L [23] e o fator de expansio implica na taxa de variacao do fator de escala

L. Portanto, feita esta definicao, e notando que

. e L
O+ =31 (1.73)
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Logo a Eq.(1.71) serd expressa como

3% = —2(0” —w?) +d; — %f@ (p+ 3p) + Ao, (1.74)
mostrando que o cisalhamento (0?), densidade de matéria (p) e pressao (p) contribuem para
um valor negativo da segunda derivada de L(7), caso estas quantidades sejam positivas.
Dessa forma elas atuam desacelerando a evolucao do fator de escala, tendendo ao colapso do
fluido. J4 a vorticidade (w?) e uma constante cosmolégica positiva (Ag > 0), contribuem
para um valor positivo da segunda derivada de L(7), o que implica em uma evolugao

acelerada do fator de escala [23]. A singularidade cosmolégica é entao entendida como o

anulamento do fator de escala L em um tempo finito no passado.

1.5 A geometria de Robertson-Walker

O universo de Friedmann-Lemaitre é tal que se apresenta homogéneo e isotrépico [4, 5],
logo precisamos obter o elemento de linha da geometria que representa estas propriedades
espacialmente. Como nosso espaco é tridimensional, vamos tomar uma 3-esfera embebida
em um espago euclidiano quadridimensional. A equacao da superficie de uma 3-esfera
sendo dada por,

2?4yt 4 2’ = d (1.75)
onde a é o raio da esfera. Vamos diferenciar a Eq.(1.75), obtendo

2xdx 4 2ydy + 2zdz + 2udu = 0. (1.76)

Portanto, resolvendo em termos de du, teremos

du =275 fC_dzv; idy,% i ZCS]W _ (1.77)
Sendo a métrica do espaco euclidiano quadridimensional dado por:
di? = d2® + dy* + d2* + du?, (1.78)
a Eq.(1.77) inserida na Eq.(1.78) fornecera que,
A = da? + dy? + do? 4 AB0E vy & =)’ (1.79)

> = (a2 + > + 22)]
Desse modo, a distancia entre pontos sobre a 3-esfera ficam determinados pelas coordena-

das independentes da prépria 3-esfera [2], tal que respeitem a relacao

? +y? + 2% < d’ (1.80)
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Porém, ha degenerescéncias nestas coordenadas, por isso é conveniente usar coordenadas

esféricas,

r = osinfcos o, (1.81)
y = osinfsing, (1.82)
z = ocosb, (1.83)

onde 0 < <mel < ¢ < 2r. Tomando o quadrado de z, y e 2z, dados nas equacgoes

acima, e usando relacoes trigonométricas triviais, obtemos
2,2, 2 2
4y + 2" =0". (1.84)

Podemos diferenciar a expressao acima, obtendo xdx + ydy + zdz = odo. Portanto,

escrevendo nas coordenadas esféricas, teremos

dr = dosinfcos ¢+ o cos @ cosbdf — osinfsin pdo, (1.85)
dy = dosinfsin¢ + osin ¢ cosfdl + o sin 6 cos ¢pdo, (1.86)
dz = docosf — osinfdf — o sinfsin ¢pde. (1.87)
Resultando que,
dz® + dy* + d2* = do” + o*(d6* + sin® 0d¢?). (1.88)

Portanto, a Eq.(1.79) ficard

2 2 207102 | win2 2 o’do?
dl* = do” + o”(d0” + sin” 0d¢~) + ———. (1.89)
a’?—o
Ou seja,
d 2
de = ﬁ + O'dez, (190)

onde definimos dQ2? = df? + sin® #d¢?. Note que se tomarmos a®> — 00, teremos o caso

plano,

dI* = do® + o*dQ)*. (1.91)

Se a? é negativo, a métrica descreve um espaco tridimensional homogéneo e isotrépico com
curvatura constante negativa. Este espaco é chamado de espago de Lobachevski (espago
hiperbdlico) [2]. Podemos introduzir uma coordenada reescalada ¢ = o /4/|a?|, e obter

da?

d? = a® | ———~
¢ (1 —ea?)

+&2d0?| (1.92)



18

onde e = {—1,0,1}, para a’? <0, a®> = oo e a® > 0, respectivamente. De agora em diante
iremos nos referir a estes valores de € como determinando secao espacil do universo, sendo
portanto € = {—1,0,1} os valores para segoes espaciais aberta, plana (ou Euclidiana) e
fechada, respectivamente. No espaco curvado, a? é interpretado como raio de curvatura

2]. Sera conveniente definir uma nova coordenada reescalada tal que [25],

r

T T It a4

(1.93)
Dessa forma, iremos obter a seguinte expressao para o elemento de linha espacial dl,

0,2

Nesta meétrica fica explicita a manifestagao de homogeneidade e isotropia espacial, no

di* = (dr® +1r?dQ?) . (1.94)

entanto pode-se considerar um elemento de linha mais geral com a = A(t), dependendo
do tempo césmico, o que preserva a homogeneidade e isotropia espacial na superficie
tridimensional ¢t = constante [16], a qual é ortogonal a classe fundamental de observadores
determinada pelo campo de vetores v = §f;. Portanto, se consideramos a dependente do
tempo cdsmico, iremos denoté-lo por fator de escala A(t). Desse modo o elemento de linha
para um universo que se apresente espacialmente homogéneo e isotropico é sera dado por,

A2(1)

ds? = dt? — — 2\
’ (11 er2/a2

[dr? + r*(d6* + sin® 6d¢?)] . (1.95)

Este é o elemento de linha de Robertson-Walker [6, 7]. De posse deste elemento de li-
nha, temos explicitamente as componentes do tensor métrico g,,, logo as quantidades
cinematicas definidas no final da Secao 1.1 podem ser calculadas, visto que estamos con-
siderando estas quantidades avaliadas por uma classe de observadores co-mdveis v* = 4}

Obtemos entao os seguintes resultados

A
0=3. (1.96)

N
[
@

=0, (1.97)

Q
Il
&
Il
Q

onde identificamos, como esperado, A(t) com o fator L(z") apresentado na Eq.(1.72). E
também esperado intuitivamente, que neste modelo onde tratamos de observadores co-
moéveis ao fluido cosmico, que por sua vez é assumido ser espacialmente homogéneo e
isotropico, que as quantidades cinematicas definidas como vorticidade e cisalhamento,
além da aceleracdo a”, fossem nulas, pois caso contrario a hipétese de homogeneidade e

isotropia seria quebrada.
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1.5.1 Equacgao de Friedmann

Temos obtido entao que as consideracoes feitas no modelo de universo FLRW, o qual
tratamos na secao anterior, apresenta o universo como uma sequéncia ordenada tempo-
ralmente de superficies tridimensionais tipo-espaco, homogéneas e isotropicas, ortogonais
a v’. Além dessas caracteristicas, temos ainda que a curvatura da superficie tridimensio-
nal, que denotamos por secao espacial, é apresentada em 3 classes diferentes determinada
pelo parametro e. Portanto, os resultados obtidos até aqui ja nos permitem consideraveis
simplificagoes das expressoes dadas pelas Eqgs.(1.61, 1.74), que no modelo FLRW tomam

a seguinte forma

, A
p+3(p+p)7 =0, (1.98)
A K AO
c_ 20 1.
1= gt (1.99)
Note que sendo (A%p) = —AA(p + 3p), logo a Eq.(1.99) fica
.. . 2 \ .
Ja= M) L g (1.100)
6 3
Mas como AA = %(AQj, teremos
. 2 \ .
%(AQ) = @ + AA%, (1.101)

a qual a integral primeira fornece,

N\ 2

A kp  Ng €

)y =42 1.102
(A) 3 73 A (1.102)

Esta é a Fquagao de Friedmann com constante cosmolédgica Ay # 0. Temos entao que o
comportamento para A(t) fica evidenciado desde que a densidade de energia seja conhecida.
Ou seja, a evolugao de A(t) serd determinada pelo contetido de matéria-energia do modelo
cosmoldgico considerado, o qual estd incluso as consideragoes sobre curvatura da secao
espacial e valor da constante cosmolégica. No proximo capitulo trataremos do contetido

de energia-matéria que estamos interessados.



Capitulo 2

Conteudo de matéria-energia do

modelo

Neste capitulo trataremos de apresentar as quantidades dinamicas advindas da hipotese
de que o universo numa fase de elevada densidade tem como conteido dominante o fluido
de Yang-Mills. Dessa forma comecamos, na Secao 2.1, assumindo uma classe especifica de
lagrangeana que descreva tal sistema, e derivamos a expressao para o T}, desta classe de
lagrangeanas. Seguimos na mesma segao realizando um procedimento de médias necessario
para que os campos considerados sejam fontes de uma geometria isotrépica e homogénea,
e assim possamos trabalhar dentro do regime estabelecido pelo modelo FLRW. Feito isso,
derivamos a expressao para o 7T}, de um fluido perfeito, assim como as expressoes para a
densidade de energia (p) e pressao isotrépica (p) em termos dos campos da teoria. Na Se¢ao
2.2 adotamos a lagrangeana efetiva de Yang-Mills no contexto da Cromodinamica Quantica
como a lagrangeana que descreve o conteuido de matéria-energia do nosso modelo e na
Secao 2.3 usamos os resultados das se¢oes anteriores para obter as quantidades dinamicas
relevantes no comportamento de A(t). Nesta ultima segao investigamos as peculiaridades

do fluido através de um estudo grafico qualitativo destas quantidades dinamicas.

2.1 Tensor momento-energia de uma lagrangeana com
um parametro

Vamos assumir que o conteido de matéria-energia do sistema é descrito por uma densidade

de lagrangeana invariante de calibre, a qual é uma funcao geral do escalar de Lorentz F',

20
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L = L(F). Este parametro I é definido por

F = plwp@ (2.1)

2

a ’ . . . ’ . s . . .
onde FAE,,) é o tensor campo de intensidade cujo indice a estd associado a uma simetria

interna do sistema, no caso a carga cor da QCD. Portanto, a QCD, que descreve as
interagoes entre quarks, é uma teoria de calibre invariante sob o grupo SU(3) [2]. Temos

) se relaciona com o campo de calibre Aff) pela expressao [26]

queFﬂ
[(a 9 A(a 9 A(a abc4b A (e 29

onde C'%¢ sdo as constantes para um grupo de Lie compacto [26]. E conveniente expressar
)

a Eq.(2.2) em termos dos campos nao-abelianos elétrico E,(f) e magnético B,(f . Estes sao
quantidades vetoriais resultantes da contracao do tensor F, éﬁ) com v” [20]
(@ =~ pla),w
By = Fv, (2.3)
(a) *(a), v
B = FY, (2.4)

com F,fﬁa), o dual de F,S?,), definido por F,fﬁa) = uwapF @ onde o pseudo-tensor 7,04
¢ construido a partir do objeto completamente antissimétrico de Levi-Civita €,,,3 pela

relagao
Nuvap = vV —Y9€uvap- (25)

Como Fﬂ) é, por definicao, um tensor antissimétrico, logo as contracoes

E9v = Favor =0, (2.6)
Bt = Freyer =0, (2.7)

sao nulas, pois v”v* é um tensor simétrico de ordem 2. Estas contracoes nulas implicam

) (a)
L

que tanto ELa quanto B,,’ vivem reclusos na hipersuperficie 3, sendo portanto vetores
tipo-espago. Agora escrevendo a Eq.(2.2) em termos de E,(f) e B,(f), definidos nas Egs.(2.3,

2.4), ficaremos com [20]

F{9 = E@v, — E®y, + 1,50, BY. (2.8)

Portanto podemos obter o parametro F', definido na Eq.(2.1), através da expressao de
F;E,‘i), dado na Eq.(2.8), como
F =2(B* - E?), (2.9)
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onde definimos E? = —E“E® e B> = —B" B,

O tensor momento-energia do sistema descrito por um dada densidade de lagrangeana

é obtido do principio de minima a¢do, que em coordenadas curvilineas [25] é dado por

Oghv or® 99",

2 [a(y=gL) 0 a(y=gL)
Ty \/__g[ } (2.10)

Contudo, como £ = L(F), onde F = F"F,, = g**¢" F,sF

s logo a Eq.(2.10) se reduz a

Ty = \/z__g {8<$£)} : (2.11)

pois L(F') nao possui termos com ¢"”,. Dessa forma, tomando a derivada em relagao a
g, representando a derivada da densidade de lagrangeana em relagao ao parametro F

por Lr e lembrando que F),, é antissimétrico, teremos
T, = —4LpF, o F°, — Lgu. (2.12)

E importante frisar que para obter uma configuracao homogénea e isotrépica de geometria,
compativel com o cendrio do modelo de FLRW, precisamos tomar um procedimento de
médias sobre os campos [27, 28, 29]. Portanto, definindo a média espacial de um quanti-

dade X em um tempo ¢ como sendo dado por,

(X) = lim % / e/ —gX,, (2.13)

V*)Vo

comV = [ d*z'\/=g, e sendo V; o 3-volume suficientemente grande para que a homogenei-
dade seja verificada e o procedimento e médias faga sentido [29]. Logo, nesta proposta os
campos poderem gerar o universo do modelo de FLRW |, para isso o sistema deve satisfazer

os seguintes requerimentos [8]:

(i) a média volumétrica espacial da intensidade do campo de cor ndo depende de direcao;
(ii) E igualmente provével que o produto E‘E’, B'Bi (com i # j), em qualquer tempo,
tome valores positivos ou negativos;

(iii) nao existe fluxo resultante de energia medido por observadores co-méveis.
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Expressando estes requerimentos matematicamente em termos dos campos E* e B’ tere-

1mos
(Ei) = 0, (Bi) =0, (2.14)
(BB) = —5(B-Blgy = (BB, - BE)=0, (2.15)
(EiE;) = —%EQQz‘j, (2.16)
(BB) = —3B, (2.17)

Sabendo que 7},,, de modo geral, decomposto pelo observador v* nas suas partes irre-
dutiveis é expresso como na Eq.(1.48), podemos entao calcular estas partes via Eq.(2.12),
considerando os requerimentos do procedimento de médias sobre os campos. Vamos obter
que as Unicas quantidades nao nulas serao p e p. Como era de se esperar, o fluido que gera

a geometria homogeénea e isotropica é um fluido perfeito. Desse modo, teremos

(Tw) = (p+ P)Vuvy — PGy (2.18)

onde obtemos, em termos dos campos,

p = —4LpE*—L, (2.19)
4 2
p = §<E —2B*)Lp+ L. (2.20)
Note que no caso da eletrodinamica de Maxwell, onde £ = —F/4, terfamos obtido
L 2\ _

sendo aqui F e B os campos abelianos elétrico e magnético. Portanto, tanto a densidade
de energia quanto a pressao sendo positivas definidas todo o tempo, evidenciam a natu-
reza singular do modelo de FLRW com eletrodinamica classica como fonte. As equacoes
de Einstein para a configuracao de matéria-energia representada pela densidade de lagran-
geana de Maxwell levam [30] & solucao cldssica do fator de escala A(t) = \/m,
onde Ay é uma constante arbitraria. Ja no caso da eletrodinamica nao-linear descrita por

L =—F/4+ aF?+ BG?, e na auséncia de campo elétrico (E? = 0), é obtido [29] que,

BQ

p = 7(1—80482), (2.22)
BQ

p = —(1—40aB?). (2.23)

6
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Este toy model apresenta solucoes exibindo um comportamento nao-singular do fator de
escala, porém alguns cuidados devem ser tomados na aplicacao de tal modelo na descricao
do universo primordial. Termos de mais alta ordem vindos da expansao na lagrangeana
efetiva a 1-loop nao podem ser negligenciados no regime de campos intensos, o qual se
espera ocorrer no cenario do universo primordial. Contudo, poderia ser considerado uma
era especifica onde os termos acima, na densidade de lagrangeana, corresponderiam aos

termos dominantes na lagrangeana efetiva da QED [8].

Retomando o caso geral, dentro da classe de teorias a um parametro, a Eq(1.98) ficard,

usando os resultados dados nas Eqs.(2.19, 2.20), na forma

ALrr 523(32 — B+ (B*+ 52)3 In[(B? 4+ E*) A" = 0. (2.24)
Ly =~ Ot ot

Ou seja, o comportamento do fator de escala A(t), no modelo cosmolégico de FLRW do-
minado por um fluido perfeito representado pelas Eqs.(2.19, 2.20), é determinado pelas

Eqs.(1.102, 2.24).

E esperado que a conteudo energético dominante na época onde o universo era extrema-
mente denso seja um plasma de quark-gluons (QGP), que ocorreria quando as temperatu-
ras excedessem o valor Agep = 200MeV [2]. Neste regime, o acoplamento forte é pequeno
e a maioria dos quarks e gluons interagem s6 fracamente. Portanto, com o objetivo de exa-
minar o universo homogeneo e isotrépico de FLRW, com constante cosmoldgica, nesta era
muito densa, seguiremos na proxima se¢ao a andalise do comportamento do fator de escala
A(t) no modelo em que a lagrangeana efetiva de Yang-Mills para a cromodinamica quantica
(QCD), com um invariante, serd considerada para descrever o contetido de matéria-energia

do universo.

2.2 Lagrangeana Efetiva de Yang-Mills

A densidade de lagrangeana efetiva para QCD em termos do parametro F' do campo de

fundo pode ser apresentada [26] na forma,

F
Leff=— ~v=log o (2.25)

e~ =
QI
—~
-2
N—
no
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Onde o acoplamente efetivo g() é implicitamente dado por meio de

B Q(w)ﬁ
7—/9 ) (2.26)

com [3(g) sendo a fungao § de Callan-Symanzik, p a massa de renormalizagao e g a cons-
tante de acoplamento do campo de calibre que aparece na lagrangeana bésica da QCD.
Esta densidade de lagrangeana efetiva serd tomada como um modelo cldssico que incor-
pora diversas caracteristicas do problema quantico. Ela da uma descri¢ao suficientemente
correta do vacuo quantico, abrindo uma janela pra o exame de configuracoes fisicamente
importantes [26]. Esta densidade de lagrangeana deriva de um Ansatz que leva em consi-
deracao somente um dos vérios invariantes da teoria de Yang-Mills (no caso, F'), e impoe
consisténcia a anomalia do trago para o tensor momento-energia [31]. A densidade de

lagrangeana dada na Eq.(2.25) é determinada uma vez que 3(g) é conhecida.

Para o caso de acoplamento fraco, temos [32, 33, 34, 35]
Loy 5
B(9) = —5bog” +bug’ + ..., (2.27)

onde by e by sao os coeficientes da funcao 8 definidos nas correcoes radiativas a 1-loop e

2-loop, respectivamente.

bo = # (%) Co(@), by = m (—%) CH@). (2.28)

Portanto, no limite de campo intenso (F' — oo, ou seja 7 — o0), teremos, da Eq.(2.26)
que

1 b 1
8 :b07—2b—;10g7+...+(9 <?) (2.29)

Por outro lado, foi argumentado [36, 37] que esta expansao fornece os mesmos dois prin-
cipais termos na agao efetiva para o regime de campo fraco, devido a magnitude da cons-
tante de acoplamento efetiva g(+) ser pequena em ambos os regimes, sugerindo entao que

a Constante Dielétrica Efetiva (£y), definida como,

oL,
E o s

St = ALk (2.30)

muda de sinal entre os regimes de campo fraco e forte, que é uma caracteristica essencial

responsavel pelo confinamento na QCD.
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Ao substituir a lagrangeana da teoria de Yang-Mills por uma lagrangeana efetiva, incor-
porando os efeitos de corregoes radiativas, a constante de acoplamento g é substituida por
esta constante de acoplamento efetiva g(), a qual, considerando até corregoes a 1-loop, é

dada por [37]

2

_2 _ g
7= + bog?log(F/u*)’ (2.31)

onde estamos considerando o termo de ordem ¢* para incluir a condigao de contorno g(0) =

g [26]. O coeficiente by da fungao  é conhecida com a constante de liberdade assintdtica.
Na QCD, grupo SU(3), com Ny sabores de férmions nao-massivos, o coeficiente by é tal

que [2]
by — —— (11— 2N (2.32)
07 gn2 3 ' )

Note que no caso em que F' = p* a constante de acoplamento efetiva g(y) = g, e temos

que a lagrangeana fica tipo-Maxwell, L.y = —F/4g.

Da Eq.(2.31) podemos escrever a lagrangeana efetiva, com corre¢oes a 1-loop, dada na
Eq.(2.25), como

Lepp = —iF (bo log% + é) , (2.33)
a qual deixa nitido que no comportamento da lagrangeana para os regimes onde ' > u* o
primeiro termo ¢ dominante, enquanto que no caso onde ' = p* a lagrangeana sé possuird
o termo tipo-Maxwell. As correcoes do termo tipo-Maxwell nao sao determinadas pelos
argumentos do grupo de renormalizagao [26] e sao altamente nao locais, pois dependem
das derivadas do campo. Logo tais termos nao-locais serao relevantes no limite ultravio-
leta (curtas distancias), mas em rela¢ao aos termos locais, no limite infravermelho (longas

distancias), eles ficam irrelevantes [37].

Sera conveniente definir o parametro invariante do grupo de renormalizacao a 1-loop

[13, 37] dado por
. M4€_1/b092

A2 = 2.34
P (2.34)

que é a escala de renormalizagao com dimensido de massa ao quadrado [A] = (M?). Desse

modo a Eq.(2.31) ficard

1 F
=l 2.
s =1 () 2
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e teremos a densidade de lagrangeana efetiva de Yang-Mills a 1-loop dada por

bo F
=-—2F1 . 2.
Leps 4 Flog (26 AQ) (2.36)

Usaremos a equagao acima para determinar o 7},, do nosso modelo de trabalho, que tem um
fluido de Yang-Mills como conteiiddo dominante do universo numa fase de alta densidade.

Na préxima secao iremos obter as quantidades dinamicas relevantes do nosso modelo.

2.3 Quantidades Dinamicas do Fluido de Yang-Mills

Sem perda de generalidade e com o intuito de aliviar notacao, vamos definir um parametro
¢ tal que,
E? = ¢2B. (2.37)

Logo, F' = 2(B? — E?) = 2B?(1 — £?). Desse modo a eq.(2.36) ficar4,
2

b B
Loy = 2 BAE ~D)log [@u - 52>] | (2.39)

que através da eq.(2.30) fornece,

_ B?

o = by log [ﬁ(l — 52)] : (2.39)
Sendo by > 0, logo a condicao de positividade da Constante Dielétrica Efetiva &, depende

do argumento do logaritmo, ou seja

)\2
g0 >0+ B*> e (2.40)

Obtendo agora a densidade de energia (p) e a pressao isotrépica (p) para esse sistema, via

Eqgs.(2.19, 2.20), teremos

o= 22 e v i [Sa-e)] -a-e). (241)
p= 22 | D] -}, (2.42)

Consequentemente, as expressoes para as condi¢oes de energia [22], que sdo interessantes

neste contexto, resultam:

e Condigao de energia fraca (WEC), p+ p > 0, onde

2, B2 2

pp =2 (64 Dlog [0 ) (2.43)
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e Condi¢ao de energia forte (SEC), p+ 3p > 0, onde
2

p+3p=byB? {(52 + 1) log [i (1— 52)} +(1— 52)} : (2.44)

Portanto, as condigoes de positividade para as quantidades definidas pelas Eqgs.(2.41, 2.42,
2.43, 2.44) sao tais que,

o (Condicao de positividade para p:

p>0+= B*> B i2€2) exp E;g] ; (2.45)
e Condicao de positividade para p:
p>0<+= B*> (1%252) exp {—3 <%§z)} ; (2.46)
e (Condicao de positividade para WEC:
p+p>0<:>32>£; (2.47)
e Condicao de positividade para SEC:
p+3p>0<:)32>(1i72€2)exp {— (%g)] (2.48)

Temos entao que a dinamica destas quantidades sao determinadas pela evolucao do campo
B(t) no modelo tratado. Portanto plotamos os gréficos destas quantidades contra B(t)
para visualizar melhor esta dinamica. Como o parametro £ estabelece uma razao entre
os campos elétrico e magnético de cor, vamos plotar os casos onde £ assume os valores
¢ =0, o qual denominaremos por universo magnético; £ = 0.1, o qual denominaremos por
universo quasi-magnético; ¢ = 0.5, o qual denominaremos por universo semi-magnético;
e & = 0.9, o qual denominaremos por universo quasi-radiagao. Na Figura 2.1 estudamos
o caso de universo magnético, onde as quantidades dinamicas assumem valores negativos

em certos regimes.

Esta peculiaridade esta atrelado a forma funcional da densidade de lagrangeana que des-
creve o fluido que estamos considerando como fonte de curvatura. A presenca do termo
logaritmo possibilita a mudanca do sinal das quantidades de acordo com a relacao entre

os parametros em seu argumento.
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f(x)

/
0) (i) (i) // (iv)

Figura 2.1: Comportamento das quantidades dinamicas no modelo de universo magnético

(€ =0.0), onde: (i) £5%; (ii) 35z; (iii) £55; (iv) 5z e v = &

Logo o que temos nos graficos apresentados nas Figuras 2.1, 2.2, 2.3 e 2.4, a grosso modo,
é o ponto onde a relagao entre estes parametros deixa o fluido com um carater exotico,

visto que convencionalmente espera-se que p seja sempre positivo.

f(x)

W iy i iv)/

Figura 2.2: Comportamento das quantidades dinamicas no modelo de universo quasi-

magnético (£ = 0.1), onde: (i) %fg’; (i) 35z (iii) bpo%; (iv) Bz e = .

Como pode ser presumido das Eqs.(2.45, 2.46, 2.47, 2.48), a medida que & cresce, o regime
onde as quantidades dinamicas assumem valores negativos é deslocado para valores de x
proximos. Ou seja, podemos presumir que £ age aproximando quantitativamente os regi-
mes de negatividade das quantidade dinamica. Nas Figuras 2.2, 2.3 e 2.4 isto fica claro.
Vemos entao que o comportamento destas quantidades nao muda muito a medida que au-

mentamos &, salvo que os regimes de negatividade das quantidades ficam mais préximos.

Por outro lado, podemos usar a equacao de estado dada pela relagao p = w(p)p, onde, no



30

f(9)

0) iy /i (iv)’,"/

Figura 2.3: Comportamento das quantidades dinamicas no modelo de universo semi-

magnético (£ = 0.5), onde: (i) %fg’; (ii) 25; (iii) 248 (iv) e = Z.

b0>\27 bo)\27

f(x)

Figura 2.4: Comportamento das quantidades dinamicas no modelo de universo quasi-

radiagdo (¢ = 0.9), onde: (1) £5%; (ii) 75z; (iil) £5; (iv) 75z e v = 5.

caso estudado, w é dado por

Le+1)log[H1 -]+ (1-¢)
o - 7 (2.49)
(2+ log [&H(1—€2)] — (1-¢?)

e obter os regimes onde o fluido apresenta uma configuracao especifica, como, por exemplo,

matéria incoerentemente distribuida (poeira) [20] ou com a mesma equagao de estado da

constante cosmoldgica Ag, onde w = —1 [14, 15]. Dessa forma, vamos obter as seguintes
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restricoes:

e 2 = B? (ou & =1). Neste caso teremos,
w=1/3. (2.50)

Ou seja, um fluido numa configuracao onde E? = B? apresenta a equacao de estado
p = 3p. Contudo, um sistema com essa equacao de estado nao é descrito pela lagran-
geana efetiva de YM. O que temos aqui é a manifestacao de uma metaestabilidade
do vacuo, onde uma regiao do sistema ao desenvolver grandes campos elétricos, decai

rapidamente para um configuracao onde B? > E? [8, 26].

e Pocira (ou p = 0). Neste caso teremos,

w = 0. (2.51)
Portanto, obtemos
A2 1—¢&2
B*= =3|l—= |- 2.52
e (7a)] 25
e Constante Cosmologica Ay (onde w = —1). Neste caso teremos duas solugoes,

£ = -1, (2.53)
B? _ (2.54)

A ) |

A primeira solugao, com £ imagindrio, nao nos interessa, visto que, por definicao, &

¢é real. Logo s6 a segunda solucao nos sera 1til.

Agora, note que das Eqgs.(2.41, 2.42), a equagao acima implica que para p > 0 é necessario
que £2 > 1, ou seja E? > B2, caso contrario, para E? < B? = p < 0. Se assumirmos o

caso em que £ é definido no intervalo [0, 1], entao podemos afirmar,

1-—¢&2
2 _ R2
B(w:(]) = B(wzfl) exp |:—3 <ﬁ£2):| . (255)
Portanto,

Bl,— 1) > Bl,_o). (2.56)

Com a perspectiva de que B(t) seja uma funcao decrescente no tempo, como trataremos
no proximo capitulo, podemos sugerir que o universo evolui de uma era dominada por um
fluido satisfazendo a mesma equacdo de estado da constante cosmoldgica (w = —1) para

uma era dominada por um fluido no estado de poeira (w = 0).



Capitulo 3

Comportamento do fator de escala

Alt)

Ao se considerar um sistema descrito pela densidade de lagrangeana tipo-Maxwell (o mo-
delo linear da eletrodinamica de Maxwell) descrevendo o contetido de matéria-energia
no modelo cosmolégico FLRW, as quantidades dinamicas nao assumem valores negati-
vos em nenhum regime. Considerar teorias nao-lineares, como a lagrangeana dada na
Eq.(2.36), traz a tona propriedades exéticas relevantes [20] do fluido c6smico. Portanto,
neste capitulo iremos relacionar as equagoes e argumentos obtidos nos capitulos anteriores

para obter como o fator de escala, A(t), do universo FLRW se comporta.

De posse das expressoes que obtemos para as quantidades dinamicas do modelo em questao,
podemos agora usar as equagoes do Capitulo 1 para determinar a evolucao do fator de

escala A(t). Portanto, usando o resultado das Eqs.(2.41, 2.42), a Eq.(1.98) sera dada por

A5 {(@+ 1005 | £ -] +2¢2} + 6 {log [F(1-¢0)] - (£5) ]
A 2(€2 + 1) log £ (1 - ¢2)] |

[remos assumir que & seja constante, ou ainda que seja uma variavel adiabatica, no sen-

(3.1)

tido que varia muito lentamente, logo sua derivada temporal é praticamente nula. Dessa

maneira a Eq.(3.1) fica reduzida a seguinte expressao

262
(€2+1)log [Z5(1 — 52)]] : (3.2)

A B

A 2B

Desse modo, sendo 0 < £% < 1, nds podemos resolver a Eq.(3.2) obtendo uma expressao

que relacione A(t) e B(t). Logo, nos valendo desta relagao, podemos escrever a Eq.(1.102)

32
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em termos de uma das variaveis dependentes, A(t) ou B(t), e resolvé-la para ter a evolugao
temporal dessas variaveis. No nosso caso estamos interessados em obter o comportamento
de A(t). No caso onde & = 0, que denotamos por universo magnético, a Eq.(3.2) pode ser
resolvida analiticamente e obtido que,

A

B(t) (3.3)

onde By é uma constante de integragao que definimos como By = B(t = 0)A%(t = 0).
Embora tenhamos mostrado que o comportamento das quantidades dinamicas tratadas
na Segao 2.3 a medida que B(t) sejam qualitativamente similares, ou seja, que £ atuava
calibrando B(t), ou reescalando o gréafico do comportamento destas quantidades, nés temos
que para valores nao nulos de £ a Eq.(3.2) s6 pode ser resolvida numericamente. Tal solugao
numérica so se torna viavel quando se considera um sistema de equacoes constituido pelas

Eqgs.(1.102, 3.2). Nés nos deteremos a tratar apenas do caso de universo magnético.

3.1 Universo Magnético

O modelo de Universo Magnético, onde E? = 0, ou seja &2 = 0, é plenamente possivel
na cosmologia [28], pois o fluido que preenche o universo primordial atuaria amortecendo
o campo elétrico de cor, enquanto as linhas de campo magnético de cor permanecem
“congeladas” [38]. Outra propriedade relevante é que tal universo pode ser associado a
um conjunto de fluidos perfeitos sem interacao. Logo tanto a Eq.(3.1) quanto Eq.(3.2),
ao se considerar o contexto do Universo Magnético, podem ser resolvidas para se obter a

Eq.(3.3). Isto evidencia um importante resultado [20, 28], a saber:

Teorema 3.1.1 Qualquer teoria nao-linear de calibre, cuja lagrangeana é da forma L =
L(F), no contexto cosmoldgico do tipo universo magnético, se caracteriza pelo fato de que
o campo B possui a mesma dependéncia com o fator de escala, independente da forma da

lagrangeana. A evolucdo do campo magnético em termos do fator de expansao é dado por

B(t) = ByA=*(t)

Logo, trabalhando nesse sentido, teremos que a Eq.(1.102), utilizando o resultado da

Eq.(2.41), sera dada por,

A2 = b%" (%)ng [ﬁ%] + AQ(t)% e (3.4)
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Vamos definir os seguintes parametros:

2
a = L"BO, (3.5)
3
p = Do (3.6)

Ve
e expressar a equacao para A2 como
. a b AO 9 1/2
Onde omitimos a dependéncia de A com o tempo ¢ para aliviar a notacdo. Da mesma

forma, podemos entao calcular a expressao para as quantidades dinamicas tratadas na

Segao 2.3 em termos de a,b e A. Logo teremos que,

P %log (%) (3.9)
p = ﬁlog (%) (3.9)
p+p = %log (%), (3.10)
p+3p = %bg (Z—z) (3.11)

Tais expressoes serao uteis quando tivermos de posse do comportamento de A(t), pois
poderemos apresentar num unico grafico a evolucao de A(t) e o comportamento das quan-
tidades dinamicas, podendo assim associd-los. A Eq.(3.7) pode ser derivada novamente
a fim de que tendo uma expressao para a derivada segunda de A(t) possamos fazer um
estudo analitico sobre A(t), como por exemplo obter pontos criticos. Portanto, derivando

a Bq.(3.7), a expressio para A é dada por (para A # 0),

s a eb Ao 4
e e () o] o1

Note que da Eq.(3.7), temos que, dado o valor de €, uma solugao real sé é obtida se,

a b AO 2
sendo que a igualdade estabelece o ponto de equilibrio A = 0 da Eq.(3.7). Nestes pontos
de equilibrio temos que,

b
A2

equil

A? NgA?
o equil N 0 equil
= exp l—a (e —3 )] . (3.14)

Como podemos ver, a auséncia da constante cosmoldgica reduz a expressao para um con-

junto de casos determinados pelo tipo de secao espacial do modelo, especificado pelo
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parametro e. Este tratamento é apresentado em (De Lorenci, 2010), onde é obtido que
apenas o universo com secao espacial aberta, ¢ = —1, apresenta uma fase de expansao
acelerada. Mas agora, com a presenga da constante cosmoldgica o que temos é que para
qualquer tipo de segao espacial, o comportamento obtido por De Lorenci (2010) é possivel
para as demais classes geometrias, e nao somente para ¢ = —1. O que pode vir a mudar
de um caso para outro serd a relagao entre os parametros da teoria, codificados em a e
b, e a constante cosmolégica Ay, para que um determinado comportamento seja possivel.
Contudo, para os casos de se¢ao espacial aberta e fechada (¢ = {—1,1}) sé é possivel
resolver a Eq.(3.14) numericamente. Portanto é necessario atribuir valores numéricos as
quantidades a e b, o que se torna inconveniente no tratamento qualitativo que estamos
realizando neste trabalho. Porém, nos valeremos dos dados observacionais do WMAP que
indicam, com uma margem de erro de 0,5%, que o universo tem segao espacial plana [39],
como mencionado na introdugao deste trabalho. Logo, focaremos nosso estudo ao modelo
de universo com sec¢ao espacial plana (¢ = 0), o qual possibilita uma solugao algébrica
da Eq.(3.14) onde podemos relacionar os parametros a, b e Ay qualitativamente. Dessa

forma, vamos nos ater a tratar com um modelo FLRW com se¢ao espacial plana.

3.1.1 Universo Magnético com segao espacial plana

Ao considerar o caso do universo com secao espacial plana, vamos denotar por Ay o ponto
de equilibrio do fator de escala A(t), Aequir, Para o caso com se¢ao espacial plana (e = 0).

Portanto,

b A Al
0 0}. (3.15)

A_% 3a

Note que como Ay aparece na Eq.(3.15) elevado a poténcias pares, logo as solugoes da

en|-

Eq.(3.15) para Ay irao apresentar raizes positivas e negativas, mas como o fator de escala
é positivo definido as raizes negativas serao desconsideradas, desde que nao corresponde
a qualquer resultado fisico [8]. Portanto, resolvendo a Eq.(3.15) para Ay obtemos que,

descartando as expressoes para Ay negativo,

3a 2b2A\ 1
Ag= |— == w (- 16
0 |: 2A0 ( 3(1 ):| ’ <3 )

onde W (z) representa a fungao de Lambert [40]!. Porém, a Eq.(3.16) ainda pode fornecer

um valor imaginario caso a funcao de Lambert seja positiva. Dessa forma, para que te-

'A funcdo de Lambert W (z) representa as solugoes para W da equagido z = We". No software

Wolfram Mathematica esta fungao é denotada por ProductLog.
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nhamos uma solucao de equilibrio Ag real, devemos ter que W <— 2@%) <0, pois Ag =0

nao é permitido devido a Eq.(3.15). Portanto, para A, ser real é necessario que

22N, 1
e

< =, 3.17
3a ( )

Ou seja, se tomarmos por conveniéncia b = 1, teremos que a condicao para Ag ser real é

tal que,

2eA
a> 63 0. (3.18)

A conveniéencia de tomar b = 1 estd no fato de termos visto nos graficos da Secao 2.3 que
as quantidades dinamicas tem suas positividades violadas quando B(t) assume valores
préximos de A. Portanto, pela definicao de b dada na Eq.(3.6), temos que b = 1 implica
em By = /e, que é um valor para B(t) dentro do dominio onde as caracteristicas exéticas

do fluido ficam evidentes.

Dessa forma, assim como feito em De Lorenci (2010), podemos seguir analisando os trés

possiveis casos separadamente, onde teremos, de acordo com a Figura 3.1:

f(A)
b/A2
/7 NG
.’ T | R A

Figura 3.1: Ao lado de cada curva esta a fungao de Ay a qual ela esta associada. Denomina-
mos por I, IT e III, os casos para a > 2eMy/3, a = 2eMy/3 e a < 2eMy/3, respectivamente.
Os pontos onde as curvas I, I, ou III interceptam a curva que representa b/AZ, sao os

pontos de equilibrio dados pela Eq.(3.16) (Tomamos b = 1).

(I) - Se a > 2eA/3, ha duas solugoes positivas de equilibrio;

(IT) - Se a = 2eA(/3, ha uma solugdo positiva de equilibrio;

(ITI) - Se a < 2eA(/3, nado ha pontos de equilibrio.
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Ou seja, temos que os pontos de intersecao das curvas I, II e III com a curva da funcao
b/ A? sdo os pontos de equilibrio Ay. Vamos tratar separadamente cada um destes dominios
dos parametros do modelo para resolver graficamente a Eq.(3.7). Porém, antes de seguir
é importante esclarecer que a Figura 3.1 apresenta os valores positivos e negativos de Ay,
mas como ja foi dito os valores negativos nao tem significado fisico visto que A(¢) é uma
grandeza por defini¢do positiva. Um outro ponto a esclarecer é a respeito da Eq.(3.7)
apresentar uma raiz positiva e outra negativa, ja que tinhamos A2. Nesta questdo, iremos
descartar a raiz negativa ja que A < 0 implica que A(t) é uma funcao decrescente, o que
nao esta de acordo com os dados observacionais citados na introducao deste trabalho, que

indicam que o universo estd expandido, logo A(t) deve ser crescente, ou seja A>0

Caso sem solugoes de equilibrio, a < 2eb?Ag/3:

Neste caso, como nao hé solugdes reais para a Eq.(3.16), ndo teremos pontos de equilibrio
(A # 0). No entanto, a Eq.(3.12) mostra que a expansao de A(t) é inicialmente desacele-

rada, quando tivermos que,

eb A0A4
1 il 19
o () > St (3.19)
e se torna acelerada quando,
eb AgA* 5
log (E) < e ou  A° > eb. (3.20)

Notamos entao uma importancia fundamental de se ter Ay # 0 na dinamica da evolugao
de A(t), porém pode-se perceber que a existéncia deste ponto de inflexao (onde A = 0) néo
depende da magnitude de Ag, ja que este estd presente na relacao para o parametro a que
citamos acima. O que muda em relagao a magnitude de Ay é que este ponto de inflexao
leva mais tempo para ocorrer. Para ilustrar isto, nés plotamos na Figura 3.2 a solucao
numérica A(t), neste caso assumindo a = eA/3 (pois estamos no caso onde a < 2eAy/3),

b=1eAy={1,0.1,0.01}.

Era de se esperar tal comportamento, ja que mesmo que Ay tenha um valor muito pequeno,
como ele aparece na Eq.(3.7) multiplicando A%(t), entao sua influéncia é relevante para
grandes valores de A(t). E como estamos tratando do universo, tais valores sao facilmente

obtidos.
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A®)

Figura 3.2: Ao lado de cada curva estd o valor usado para Ay. Tomamos a = eb*Ay/3 e

b=1

Ou seja, sendo Ay # 0, e dados os valores para dos parametros a e b, o ponto de in-

flexao, A(t) = A,

inflexs Sempre ocorrerd. No entanto, quanto menor for o valor de Ay,

maior serd o tempo para A(t) atingir o potno de inflexdao, A Notamos assim que

inflex-
em uma escala grafica apropriada, a evolu¢ao de A(t) tem o mesmo comportamento pra
qualquer valor positivo de Ag. Portanto, por praticidade, vamos adotar Ay = 1 de agora

em diante nas solugoes numéricas dos graficos que apresentaremos.

Neste caso, obtemos um comportamento singular do fator de escala, no sentido que ele se
anula para um tempo finito. Vemos, da Eq.(3.12), que A(t) inicialmente expande de forma
desacelerada, até que atinge um ponto de inflexao e passa a expandir aceleradamente. Se-
gue na Figura 3.3 a solugdo numérica de A(t) juntamente com o campo de diregoes obtido

da Eq.(3.7) com os mesmos valores para a, b e Ay usados na solugdo numérica de A(t)

Vemos entao que qualquer que seja a condi¢ao de contorno considerada, sempre havera um
tempo to onde A(ty)=0, sendo entdo uma solugao singular, onde o fator de escala anula-se
em um tempo finito. Por esse motivo podemos considerar t, como um tempo inicial da
expansao que inicia desacelerada e depois torna-se acelerada no instante onde, segundo as

Eqgs.(3.19, 3.20), é satisfeita a seguinte relacao que anula a Eq.(3.12),

eb NoA4
1 — | = . 21
°8 <A2 ) 3a (3:21)

Logo isso estabelece uma relacao entre os parametros da teoria e o ponto de inflexao de

A(t). Resolvendo a equacdo acima obtemos A Teremos entao que,

inflex:

3a 2b2e2A\ 1/
Ainﬂex - |:2A0W ( 3a ):| ) (322)
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Figura 3.3: Gréfico da solugao numérica e campo de diregoes de A(t), raiz positiva, no

caso do Universo Magnético com segao espacial plana sem solugoes estaciondrias (a <

2eb*Mg/3). Tomamos b= Ay = 1.

onde temos que para qualquer a e b que satisfacam a condicao do caso em questao, teremos

A real, pois a fungao de Lambert W (z) > 0 se z > 0.

inflex
Portanto, tomando a raiz positiva da Eq.(3.7), apresentamos na Figura 3.4 a solugao
numérica para A(t) e as curvas com os comportamentos das quantidades dinamicas avali-

adas nos valores que A(t) assume na solu¢ao numérica.

Temos entao neste grafico que as quantidades dinamicas comecam divergindo no comego
singular da expansao de A(t) e passam a decrescer a medida que A(t) expande seguindo o
comportamento mostrado na Figura 3.4 até que tornam-se nulas. Em comparagao com os
resultado obtidos por De Lorenci (2010), a transi¢ao de fase de uma expansao desacelerada
para uma acelerada, no caso com sec¢ao espacial aberta, era obtido quando A(t) = \/eb,
e as expressoes para as quantidades dinamicas deveriam ser similares as nossas, ja que,
em esséncia, a mesma lagrangeana esta sendo usada, a menos do fator A que leva em
conta o regime onde a lagrangia fica tipo-Maxwell, o qual é o estado fundamental da te-
oria efetiva de Yang-Mills [26]. No nosso tratamento, ao considerarmos Ay # 0, obtemos
na equacao de Raychaudhuri no contexto do modelo FLRW, Eq.(1.99), um termo com
constante cosmoldgica, acoplado a A(t) e que contribui acelerando a expansao, desde que
A seja positiva. Portanto, somente a violagao de SEC (p + 3p < 0) é suficiente para

que o modelo apresente uma fase acelerada, porém nao necessaria ja que no contexto da
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Figura 3.4: Comportamento de A(t), raiz positiva, no caso do Universo Magnético com

secao espacial plana sem solugoes estaciondrias (a < 2eb*Aq/3). Tomamos a = eb*Ay/3,

b - AO - 1
Eq.(1.99) a condicao para A > 0 é tal que,

K
Ay > E(p + 3p), (3.23)

a qual, por fim, é a mesma relagao obtida na Eq.(3.20), s6 que em termos de a e b. Porém,
na relacao acima fica mais facil interpretar em termos das quantidades dinamicas o que
ocorre nas proximidades do ponto de inflexdao. O que temos é que este ponto de inflexao esta
associado ao balanceamento entre a atragao gravitacional providenciada pela densidade
de massa gravitacional ativa [23], pgran = p+ 3p, € a repulsao gravitacional proporcionada
por uma constante cosmoldgica positiva, Ay > 0. Temos entao que o universo evolui
expandindo de um ponto singular A(7y) = 0, onde as quantidades dinamicas divergem e a
constante Ay fica irriséria, para um A(t) > A(7). No decorrer da expansao as quantidades
dinamicas decrescem no tempo, pois elas dependem de B(t), que por sua vez é tal que
B(t) oc A7%(t), e a constante A fica cada vez mais relevante a medida que A(t) cresce.

Portanto, é atingindo um ponto na expansao, A onde o termo de repulsao supera o

inflex’
termo de atracao gravitacional e o expansao passa de uma fase desacelerada pra uma fase
acelerada. Podemos concluir entao que neste caso uma expansao que inicia desacelerada

e depois evolui para uma fase acelerada é providenciada nao sé devido a natureza do
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fluido considerado, o qual tem a positividade de suas quantidades dinamicas violadas em
certos regimes no decorrer da expansao, mas também devido a presenca de uma constante
cosmoldgica positiva que tende a dominar a dinamica da evolugao a medida que A(t) cresce

e as quantidades dinamicas anulam-se.

Caso com uma solugao de equilibrio, a = 2eb?Ay/3:

Neste caso, como hd uma solucao real positiva para a Eq.(3.16), logo teremos uma solugao
de equilibrio (A = 0). Como estamos nos valendo da observada expansao do universo,
vamos tratar novamente apenas da raiz positiva da Eq.(3.7), portanto isso implica que
quando A nao for nulo, ele é maior que zero, implicando portanto que A(t) é uma fungao
crescente no tempo, excluindo obviamente o ponto de equilibrio. E possivel ainda usar na

Eq.(3.16) a condigao para este caso, a = 2eb*Ay/3, e obter que,
Ap = /eb, (3.24)

onde podemos usar este resultado da Eq.(3.24) e a condi¢do do caso, a = 2eb*Ay/3, na
Eq.(3.12) para comprovar que Ag neste caso é realmente um ponto de equilibrio, ja que
iremos obter A = 0. Contudo, ao tomar valores menores, Ay < 4/eb, na Eq.(3.12), te-
remos que A<o. Analogamente, ao tomar valores maiores, AJ > \/eb, na Eq.(3.12),
teremos que A > 0. Dessa forma, podemos concluir que dada esta condicio, A(t) cresce
desaceleradamente até alcancar a solucao de equilibrio Ay, ou cresce aceleradamente par-
tindo da solucao de equilibrio Ay. Quem estabelecera um comportamento ou o outro é a

condigao inicial de A(0), para o qual teremos,
e se A(0) < Ay — A(t) expande desaceleradamente;
e se A(0) > Ay — A(t) expande aceleradamente.

Na Figura 3.5 apresentamos o grafico da solu¢ao numérica de A(t) neste caso junto com
o campo de diregoes obtido da Eq.(3.7) que é o mesmo comportamento obtido por De
Lorenci (2010) no caso de segao espacial aberta com uma soluc¢do de equilibrio, onde de-
pendendo da condigao inicial para A(t), seja ele menor ou maior que Ay, ele pode evoluir
expandindo desacelerado ou acelerado, como pudemos supor ao avaliar a Eq.(3.12) neste
contexto. Temos entdo que caso A(0) < Ay, entdo A(t) expandird a partir de uma sin-
gularidade A(7) = 0 desaceleradamente até atingir o valor de Ay e entdo permanecerd

estacionado neste valor. Portanto esta solucao descreve um modelo de universo singular
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Figura 3.5: Gréfico da solugao numérica e campo de diregoes de A(t), raiz positiva, no
caso do Universo Magnético com secao espacial plana com uma solugao estacionéria (a =
2eb?*Ag/3). A linha tracejada representa a solugao de equilibrio Ay, enquanto que as curvas
acima e abaixo de Ay representam as solugoes numéricas de Af e A, respectivamente.

Tomamos b = Ay = 1.

expandindo desaceleradamente. Na outra possibilidade, A(0) > Ay, teremos um modelo
que descreve um universo nao-singular, posto que A(t) > Ag V ¢, expandindo acelerada-
mente. Portanto, essas duas solucoes sao separadas pela solucao de equilibrio Ag, que
atuard como atratora quando A(0) < Ay, e fonte quando A(0) > Ay [8]. Apesar de A,
ser uma solugao estaciondria, desde que pequenas flutuagoes sejam permitidas a A(t) no
dominio de instabilidade onde A(t) > Ay, seria possivel uma situagdo onde um modelo de
universo singular expandindo desaceleradamente a partir de uma singularidade evoluisse

para uma expansao acelerada.

Tal comportamento novamente s6 é possivel no caso com secao espacial plana quando
se toma Ay > 0. Como no caso sem solugoes de equilibrio, a relagdo implicita entre a, b
e Ay, torna a magnitude de Aq irrelevante em relacao a existéncia dos pontos criticos de
A(t) quando se fixa b (e se estabelece a de modo a satisfazer cada caso). O que pode a vir

mudar com a magnitude de Ay é o tempo para que A(t) atinja o ponto critico.

Para visualizar o que ocorre com as quantidades dinamicas neste cendrio, iremos plo-
tar o grafico com as solugoes numéricas de A(t) e das quantidades dinamicas avaliadas nos
valores obtidos na solu¢ao numérica de A(t). Na Figura 3.6 temos solugdo numérica de

Ay, onde as condigoes iniciais sao tais que A, < Ay.
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Figura 3.6: Comportamento de A(t), raiz positiva, no caso do Universo Magnético com
secdo espacial plana com uma solugao estaciondria (a = 2eb*A/3). Tomamos b = Ag = 1

e a condigdo inicial A(t) = Ay < Ao.

Temos entao que como consequéncia da singularidade as quantidades dinamicas iniciam
divergentes, e a medida que o universo se expande, elas vao decrescendo com o tempo
até que a densidade p se torna negativa, devido as caracteristicas do fluido em questao,
e entdo A(t) atinge a solucdo estaciondria. Podemos considerar da Eq.(1.98) que A = 0

quando p = 0, que é o que podemos comprovar na Figura 3.6.

J& no caso da condigao inicial satisfazendo A(0) > Ay teremos o comportamento das

quantidades dindmicas apresentado junto com a solugdo numérica de A(t) na Figura 3.7.

De acordo com o grafico apresentado na Figura 3.7 podemos interpretar que sendo inici-
almente p > 0e p+p <0 V ¢t logo, da Eq.(1.98), A >0 V ¢ implicando entdo que
A(t) seja crescente. O comportamento acelerado, como ja vimos, é devido ao termo com
constante cosmoldgica que antecipa a aceleracao antes que SEC seja violada (p 4 3p < 0).
Depois de um certo tempo todas as quantidades dinamicas vao a zero e a expansao é
dirigida por Ay > 0. Este cendrio apresenta uma configuracao para o fluido tal que no
volume minimo A? . tenhamos p < 0 e p ~ —p. Esta configuragao é uma caracteristica

do sistema descrito pela densidade de lagrangeana dada pela Eq.(2.36).

Caso com duas solugoes de equilibrio, a > 2eb*A,/3:

Por fim, temos o caso que implica em duas solugoes de equilibrio. Na Figura 3.8 vemos que
no intervalo entre as duas solugoes de equilibrio ha uma descontinuidade, ou seja, neste

intervalo entre as duas solugoes de equilibrio, A2 < A(t) < A}, nenhuma solugao real pode
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p+3p
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Figura 3.7: Comportamento de A(t), raiz positiva, no caso do Universo Magnético com
secdo espacial plana com uma solugao estaciondria (a = 2eb*Ay/3). Tomamos b = Ag = 1
e a condigao inicial A(t) = A > A.

dA/dt

A(t)

Figura 3.8: Comportamento de A a medida que A(t) cresce a partir de uma singularidade,
no caso do Universo Magnético com se¢ao espacial plana e duas solugoes estacionaria

(a > 2eb*Ay/3). Tomamos b = Ay = 1 e a = 4eb*Ay/3.

ser obtida, como pode ser concluido através da Eq.(3.7). Esse intervalo sem solugoes reais
tende a zero a medida que a fica igual a 2eb?Ag, onde se configurando o caso com uma
solucdo estaciondria, A3 = A(t) = AS. Portanto, podemos esperar que o comportamento
de A(t) seja idéntico ao caso anterior a menos de uma regiao sem solugoes permitidas para

A(t), um gap entre as duas solucoes de equilibrio que cresce a medida que a seja maior
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que 2eb?Ay. Novamente plotamos a solucdo numérica deste caso junto com o campo de
diregoes obtido da Eq.(3.7), e confirmamos a anédlise que fizemos acima, como pode ser

visto na Figura 3.9.

>4
e e e

Figura 3.9: Gréfico da solugao numérica e campo de diregoes de A(t), raiz positiva, no
caso do Universo Magnético com sec@o espacial plana e duas solugbes estacionérias (a >
2eb*Ay/3). As retas em vermelho representam as solucdes de equilibrio A2 e Aj, enquanto
que as curvas abaixo de A% e acima de A} representam as solugoes numéricas de A(0) < Ag

e A(0) > Ab, respectivamente. Tomamos b= Ay =1 e a = 4eb*\y/3.

Dessa maneira, a mesma analise feita no caso anterior sobre as quantidades dinamicas pode
ser repetido aqui atentando apenas para o fato que agora temos uma regiao de separacao
entre as duas solugdes de equilibrio existentes, para o qual nao ha solugoes reais de A(t).
Portanto as duas solugoes de equilibrio nao estao conectadas e pequenas flutuagoes em
A(t) no dominio entre elas ndo ocasionaria uma transicao de fase de uma para a outra.
Logo, da Figura 3.9, temos o mesmo comportamento que foi obtido por De Lorenci (2010)
para o caso de secao espacial aberta contendo duas solucoes de equilibrio, mas novamente
tivemos que Ay > 0 possibilitou tal comportamento no caso com segao espacial plana. A
solugao A2 funciona como atratora para solugoes satisfazendo A(0) < A4, enquanto que Aj
funciona como fonte para solugoes satisfazendo A(0) > Ab. Temos que para A(0) < Ag um

modelo descrevendo uma expansao desacelerada a partir de uma singularidade. J& para
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A(0) > Ab temos um modelo descrevendo uma expansio acelerada a partir de um valor
nao-nulo Aj. Este modelo corresponde portanto a um modelo cosmoldgico nao-singular

expandindo aceleradamente.

3.1.2 Relacao entre os parametros da teoria e o comportamento
de A(t)

As andlises do comportamento de A(t) foram feitas qualitativamente em termos de a e
b, que por sua vez foram definidos nas Eqs.(3.5, 3.6). Obtemos que devido a existéncia
de uma constante cosmolégica nao-nula os parametros da teoria, by, A e B2, influenciam
fortemente o comportamento de A(t) para as trés geometrias, e = {—1,0, 1}, implicando
em solucgoes singulares, ou nao-singulares, e a classificagao de pontos criticos, como solugoes
estacionarias ou pontos de inflexao. Todos esses aspectos foram esclarecidos no tratamento
numérico feito acima. No entanto, se usamos as Eqs.(3.5, 3.6) para escrever as condigoes
tratadas na secao anterior em termos dos parametros da teoria, obtemos o surpreendente
resultado de que o comportamento de A(t) ndao depende do campo magnético de cor
primordial, By, mas sim da escala de renormalizacao da teoria. Ou seja, vimos que cada

casos tratado estava associado a aos seguintes vinculos:

2eb* A\ 2eb* A\ 2eb* A\
63 0 a= PN e 63 2 (3.25)

<
“ 3

Das Eq,s.(3.5, 3.6) teremos que as relagoes acima podem ser escritas em termos apenas

dos seguintes parametros do modelo

<2_‘/\0 )\2—2_/\0

)

)\2>2_A0

A2 = :
boli bo K

26
b (3.26)

Portanto,
o (I) - Se A\? > 2A4/byk, ha duas solugoes positivas de equilibrio;
e (II) - Se A2 = 2A(/byx, h&d uma solugao positiva de equilibrio;
e (III) - Se A\? < 2Ay/byk, nao héa pontos de equilibrio.

Posto dessa forma, sendo A\ o parametro de renormalizacao da teoria com correcao a 1-loop
e sendo A a constante cosmoldgica, que por sua vez tem uma magnitude muito pequena,
podemos advogar em defesa do caso I, que apresenta duas solugoes estacionarias. Além

do mais, temos que apenas o ramo que descreve um universo nao-singular expandindo
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aceleradamente é respaldado pelos dados observacionais. Assim como em (De Lorenci,
2010), é importante notar que ao se considerar a raiz negativa da Eq.(3.7), podemos co-
necta-la a raiz positiva tratada aqui e conceber um cenario de universo que evolui de uma
fase colapsante para uma fase de expansao acelerada ao atingir o valor de A(t) para a
solugao estaciondria A%. Produzindo um modelo nao-singular apresentando um bouncing
[8]. Analisando um pouco mais este caso em especifico nés poderiamos nos preocupar com
o fato dessa expansao acelerada continuar indefinidamente, porém como mostramos que
no modelo de universo magnético a relagao ente B(t) e A(t) é tal que B(t) o A(t)™2, logo
o campo decai durante a expansao e inevitavelmente sai do regime de aplicabilidade aten-
dido pela densidade de lagrangeana que estamos usando para descrever o fluido césmico
dominante. De fato, temos que no regime onde a intensidade de F' é proximo da massa de
renormalizacao da teoria u?, o termo dominante na densidade de lagrangeana é um termo
tipo-Maxwell, o qual viabiliza um comportamento de expansao desacelerada. Ou seja,
torna-se naturalmente possivel dessa forma uma fase inflacionaria em um universo nao-
singular, homogéneo e isotrépico com o acoplamento minimo entre campos de Yang-Mills
e a cosmologia de FLRW [8] com secao espacial plana. Portanto, estamos respaldando a
hipétese de que as solucoes obtidas neste trabalho tratam de descrever o comportamento
de A(t) numa fase primitiva do universo. A medida que o universo expande o plasma
dominante evolui estruturando outras formas mais convencionais de matéria (como por
exemplo, radiac¢do), que se tornariam o conteiido dominante no universo numa proxima

fase da evolugao [8].



Conclusoes

Neste trabalho investigamos as implicagoes cosmoldgicas do acoplamento minimo entre
gravidade e campos efetivos de Yang-Mills como feito em (De Lorenci, 2010), porém con-
sideramos a teoria da relatividade geral com constante cosmologica Ag > 0. Tal con-
sideracao resultou na possibilidade de uma expansao acelerada de A(t) para as demais
classe topoldgicas, e nao somente para o universo com se¢ao espacial aberta, como obtido
em (De Lorenci, 2010), o qual considerou Ag = 0. Contudo, nos casos com se¢ao espacial
aberta e fechada, e = {—1, 1}, somente um tratamento numérico era possivel para obter
os pontos criticos A(t), nos obrigando a atribuir valores numéricos aos parametros envol-
vidos sem o conhecimento das relagoes entre eles. Dessa forma, nos valendo dos dados
observacionais que medem uma se¢ao espacial aproximadamente plana, € ~ 0, tratamos o
modelo no contexto de e = 0 e apresentamos todos os possiveis comportamentos da funcao

crescente A(t).

Em sintese, obtemos trés casos distintos que relacionam os possiveis valores dos parametros
da teoria e implicam no comportamento de A(t) caracterizando-o como singular ou nao-
singular e identificando seus pontos criticos. O caso onde a < 2eb*A/3, obtemos um
modelo com singularidade inicial, que se expande desaceleradamente até atingir um ponto
de inflexdo, dado pela Eq.(3.22), onde passa a se expandir aceleradamente. Isso ocorre nao
somente devido a densidade de energia (p) do fluido apresentar-se negativa, mas também
devido ao carater repulsivo de Ay, que passa a reger a expansao quando as quantidades
dinamicas tornam-se nulas. No caso onde a = 2eb?*Ay/3, A(t) apresenta uma solucao
estacionaria Ag que separa as solucoes com expansao acelerada das desaceleradas. Ob-
viamente, esta propriedade é estabelecida pela Eq.(3.12) e fornece que as solugdes com
condicao inicial satisfazendo A(0) < Ay descrevem uma expansao desacelerada, enquanto
que as que satisfazem A(0) > Ay descrevem uma expansao acelerada. Por fim, no caso

onde a > 2eb?Ay/3, duas solugoes estaciondrias sao obtidas, porém o intervalo entre elas
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nao apresenta solugoes reais para A(t). Neste caso teremos um gap entre as duas solugoes
estacionarias. Andalogo ao caso com uma solucao estaciondria, teremos que as solugoes
que satisfazem A(0) < A% descrevem uma expansao desacelerada, enquanto que as que
satisfazem A(0) > A} descrevem uma expansao acelerada, onde A2 < Aj. Nestes dois
ultimos casos, as solugoes que descrevem uma expansao desacelerada sao singulares, en-
quanto que as que descrevem uma expansao acelerada sao nao-singulares, com o valor
minimo para A(7) = Ap, no caso com uma solugio estaciondria, e A(m) = Aj no caso

com duas solugoes estacionarias.

Apesar do modelo proposto neste trabalho se aplicar a uma fase primordial do universo,
onde o regime de altas energias do fluido césmico pode ser descrito pela lagrangeana efetiva
de Yang-Mills, temos a expectativa de que esta lagrangeana seja também candidata a des-
crever o fluido césmico atual. Isto pode ser inferido a partir dos comportamentos de A(t)
apresentados neste trabalho. Obtivemos casos que se enquadram qualitativamente com
o comportamento indicado pelos dados observacionais. Desta forma, as relacoes entre os
valores dos parametros implicariam em restri¢oes sobre as possiveis solugdes para A(t) que
concordam com o comportamento medido. Nesta perspectiva, pode-se sugerir que o fluido

coésmico atual deve ser descrito por uma lagrangeana nao-linear para os campos envolvidos.

Concluimos entao que ao se considerar uma constante cosmoldgica positiva em um modelo
de universo dominado por um fluido de Yang-Mills, é possivel obter solucoes inflacionarias
nos modelos nao-singulares com seciao espacial plana? (e = 0). Tal resultado tornou-se
possivel devido a motivagao observacional para se considerar uma constante cosmoldgica
positiva, que embora possa ter uma magnitude muito pequena, tem sua relevancia inten-

sificada pelo valor do fator de escala que cresce durante a evolucao.

2Solucoes apresentando uma fase inflacionaria em modelos com secdo espacial plana foi obtido em

(Zhang, 1994), ao se considerar um condensado elétrico [13].
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