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“A Matemadtica apresenta invencoes tao sutis que poderao servir nao s6 para satisfazer os
curiosos como, também para auxiliar as artes e poupar trabalho aos homens.”

Descartes



Resumo

O objetivo desta dissertacao é entender como a técnica KAM ¢é utilizada para estudar
o espectro da Hamiltoniana de Floquet K = —i% + Ho+V(wt), em que Hy é um operador
auto-adjunto com espectro discreto e ¢ — V(t) é uma fungao de periodo 27 com valores
no espago dos operadores auto-adjuntos limitados. Em particular, descrevemos a ideia
bésica do algoritmo tipo KAM que consiste de um procedimento iterativo que resulta na

diagonalizacao da Hamiltoniana de Floquet K.

Palavras—chave
Método KAM, teoria da perturbacao, Hamiltoniana de Floquet, espectro pontual puro,

pequenos divisores.



Abstract

The aim of this dissertation is to understand how the KAM technique is used to study
the spectrum of the Floquet Hamiltonian K = —i<£ + Hy + V (wt), where Hy is self-adjoint
operator with discrete spectrum and ¢ +— V(t) is a 27 periodic function taking values
in the space of bounded and self-adjoint operators. In particular, we describe the basic
idea of the KAM-type algorithm which consists in an iterative procedure resulting in the

diagonalization of the Floquet Hamiltonian K.

Keywords
KAM method, perturbation theory, Floquet Hamiltonian, pure point spectrum, small

divisors.
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Introducao

A evolucao temporal dos estados de um sistema quantico com Hamiltoniana dependente

do tempo é determinada pela equacao de Schrodinger

i)
i— () = H{t)Y ()

em que H(t) é uma familia de operadores auto-adjuntos em um espago de Hilbert separavel
Hey(t) € H, YVt €R. Sob condigoes adequadas em H(t), como veremos no Capitulo 2,
existe uma solu¢ao do problema de valor inicial ¥(s) = ¥: (t) = U(t,s)p. Os propa-
gadores, ou operadores de evolucao temporal U(t,s) formam uma familia fortemente

continua de operadores unitarios satisfazendo
U(t,r)U(r,s) =Ul(t,s)

U(t,t) =14 (operador identidade),

para todo t, 7, s.

Para estudar tais Hamiltonianas dependentes do tempo é comum considerar um espaco
estendido K = L*(R,H,dt) = L*(R) @ H = [ H de forma que a varidvel ¢ passe a ser
incorporada como variavel espacial, e estudam-se as propriedades espectrais do operador
auto-adjunto, formalmente dado por

d
K=—i—+ H(t
i HH()

agindo no espaco de Hilbert estendido K. Tal operador é conhecido como operador quase-
energia ou Hamiltoniana de Floquet (“quasienergy”ou “Floquet Hamiltonian” em inglés).

Obtém-se assim a equacao de Schrodinger estendida

dy
Z%—Kw

icK

cuja solucao é ¥(o) = e " e, como veremos no Capitulo 2, existe uma relagao entre

e~"K ¢ os propagadores U(t, s). O operador quase-energia K foi previamente definido para



Hamiltonianas periddicas [35, 59], e entao adaptado para Hamiltonianas H(t) = Hy+ V()
com V(t) = V(0(t)), em que 0(t) é uma trajetéria de um sistema dinamico invertivel tendo
uma medida ergédica invariante [39)].

Neste trabalho estudaremos modelos cujas Hamiltonianas sdo da forma H(t) = Hy +
V(t), em que Hy é um operador auto-adjunto nao-limitado em H e com espectro discreto,
isto é, formado apenas por autovalores isolados de multiplicidade finita e V(t) periédico
em t.

Se a Hamiltoniana H (t) é periddica no tempo com periodo T', ou seja, H(t+T') = H(t)

para todo t € R, entao os propagadores tém as seguintes propriedades
Ut+T,s+T)=U(ts), Vt,seR

Ult+nT,s)=U(t,s)[U(s+T,s)]", Vt,seR, VneZ.

Assim, é suficiente conhecer U(t, s) por um periodo t € [s,s + T, para qualquer s. Em
particular Up(s) := U(s + T,s) é chamado de operador de Floquet em s ou operador
de monodromia. Sabe-se que Ur(s;) e Up(sy) para quaisquer sq, sy € R fixados sdo uni-
tariamente equivalentes e, portanto, geralmente trabalha-se com o operador de Floquet
Ur = Ugp(0) = U(T,0).

E conhecido que 7K é unitariamente equivalente & Iy ® U(T, 0) (Teorema 2.4.3). As-
sim, muitas vezes é equivalente estudar as propriedades espectrais de K ou Uy, e escolhe-se
o mais apropriado em cada caso para decidir sobre a estabilidade ou instabilidade espectral
de K. Quando o espectro do operador Hamiltoniana de Floquet K for pontual puro, diremos
que o sistema é espectralmente estavel, sendo espectralmente instavel caso contrario. Para
Hamiltonianas diferenciaveis, as propriedades espectrais sao geralmente obtidas através do
estudo do operador Hamiltoniana de Floquet K. No caso em que a Hamiltoniana ¢é singu-
lar, entre eles, quando ela corresponde a um sistema kicked, freqiientemente trabalha-se
diretamente com o operador de Floquet, por ter-se uma expressao explicita. Em ambas as
situacoes, estamos tipicamente confrontados com o problema em que um operador pon-
tual puro, algumas vezes com espectro denso num intervalo, é perturbado ou pela adicao
de um operador auto-adjunto no primeiro caso, ou por uma perturbagao unitaria multi-
plicativa no segundo caso. Veja entre outros ([5], [14], [19], [26], [28], [31], [34], [40], [41],
[47]) para o caso diferenciavel e ([8], [10], [11], [13], [20]) para o caso kicked. No caso
diferenciavel, quando um operador auto-adjunto com espectro pontual puro denso é per-

turbado pela adicao de um operador auto-adjunto, geralmente é empregado um método,



conhecido como método KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser), para encontrar condigoes em
que K tem espectro pontual puro. Tal método consiste em aplicar a K = Ky + V, sendo
Ky = —i0, + Hp o operador com espectro pontual puro e denso e V a perturbagao, uma

sequéncia infinita de transformacoes unitarias de forma que no s-ésimo passo

s—1
o)

Ko—f—VﬁKo—f-GS‘f‘Vs, com VSZO(HV

isto é, Ky + V é unitariamente equivalente a uma parte diagonal K, + G, na base de
autovetores de Ky, mais uma parte nao-diagonal V, que é exponencialmente pequena na
variavel s, desde que || V]|, seja suficientemente pequena.

O ponto principal desta dissertacao centra-se em entender a técnica KAM como uti-

lizada em [26] na demonstragao de que a Hamiltoniana de Floquet
K= —id, + Hy + V(wt)

agindo em L*([0,T],H,dt), dependendo do parametro w = 2% tem espectro pontual puro
para frequéncias w em um conjunto de medida de Lebesgue grande sob condi¢oes adequadas
em H, e na pertubagao V(wt) (veja Teorema 3.1.1).

O primeiro trabalho que se utilizou da técnica KAM para mostrar que a Hamiltoniana
de Floquet K tem espectro pontual puro foi [5]. Neste trabalho Bellissard considerou Hy

como sendo
82

_a_
0x?

agindo em L*(S';dz), cujos autovalores sao h,, = am

H():

2 e autovetores sao 1, = ™%, 0s a
perturbacao V é holomorfa (veja Teorema 1 em [5]).

Entao Combescure [14] tratou o caso com Hj sendo osciladores harménicos e a per-
turbacao V, peridédica em t, tendo decaimento exponencial e polinomial nas entradas da
matriz de V na base do operador quase-energia nao perturbado Ky = —i% + H,.

Mais tarde estas ideias foram estendidas a uma classe mais ampla de sistemas em [28].

Neste trabalho os autores consideraram Hamiltonianas de Floquet do tipo K = —i0; +

Hy + V(wt), com Hy : dom Hy C H — H auto-adjunto e com espectro discreto simples

hn+1 _hn
no

hi1 < hy < hg < ... obedecendo uma condi¢ao do tipo inf,cy > 0, para algum
a >0, t— V(t) 2r-periddica e r vezes continuamente diferencidvel. O método aplicado
usou aplicagoes sucessivas da interacao tipo KAM, iniciada por Bellissard e melhorada por
Combescure, e de técnicas chamadas “adiabaticas”originalmente propostas por Howland

em [34] e mais tarde estendidas em [40, 48].



Existem trabalhos que aplicam a técnica KAM para Hamiltonianas de Floquet quase-
periédicas. Os pioneiros nesta dire¢ao sao [2, 7).

Nesta dissertacao estudaremos o método KAM aplicado a Hamiltoniana de Floquet
periédicas conforme o trabalho [26]. Neste trabalho o algoritmo KAM aplicado a Hamil-
tonianas de Floquet periddicas ¢ ainda melhorado. Esta se deve em grande parte a escolha
das normas nos espagos de Banach auxiliares que sao construidos durante o algoritmo.
Outra generalizacao é que sdo permitidos autovalores degenerados (com multiplicidade
maior que 1) do operador Hamiltoniano nao-pertubado (que estamos denotando por Hy)
e a multiplicidade dos autovalores h,,, de Hy pode crescer de forma arbitrariamente rdapida
com m desde que a pertubagao dependente do tempo V(wt) seja suficientemente regular
conforme explicitado no Teorema 3.1.1.

O trabalho é organizado como segue. No Capitulo 1, introduzimos algumas notacoes,
definicoes e resultados preliminares. No Capitulo 2, vamos introduzir as hamiltonianas
de Floquet K = —i0; + H(t) para sistemas quanticos periddicos no tempo descritos pela
familia de operadores H (t) e estudaremos as relagoes de K com os propagadores U(t, s). No
Capitulo 3, estudamos como a técnica KAM ¢é utilizada para mostrar que a Hamiltoniana
de Floquet K = —i0,+ Hyo+ V (wt) tem espectro pontual puro sob condi¢oes adequadas em
Hj e na pertubagao V(wt). No Apéndice sao colocados a parte alguns célculos necessérios

a demonstragao do Teorema principal (Teorema 3.1.1).



Capitulo 1

Notacoes e Definicoes Preliminares

1.1 Consideracoes Iniciais

Alguns pontos de notacao e nomenclatura merecem destaque. Os simbolos N, B e H serao
usados para designar espacos normados, de Banach e de Hilbert, respectivamente, sem
mencao explicita toda vez que sao usados. Os resultados deste capitulo foram estudados
nas referéncias [15, 17, 18, 44, 50, 51, 52, 53].

Uma aplicacdo T : dom T C N; — N, representard um operador linear agindo em
um Espago Normado N com dominio de T (dom T') sendo um subespago vetorial denso
em B. N(T) denotard o nicleo do operador 7" e Img(7T") a imagem do operador 7. A
notagao T'|g significa a restricao de T a um subespaco £ C dom T. T C S significa que
dom T'C dom SeTE& =8¢ VE e dom T e diremos que S é uma extensao de T'. Diremos
que dois operadores T : dom T' C N7 — Ny e S : dom S C N7 — N, sao iguais (T = S)
sedom T'=dom S eT¢ =S5, VE € dom T =dom S. Um niimero A € C é um autovalor
de T':dom T C B — B se existe £ € dom T, £ # 0, tal que, T¢ = A e diz-se que £ é um

autovetor de T associado ao autovalor A. Se A é um autovalor de 7" o conjunto
Vi={¢ €dom T :T¢ = \}

é o auto-espago associado ao autovalor \ e a dimensao de V), é a multiplicidade do autovalor
A. Um operador 7' : dom T" C B — B ¢ dito continuo ou limitado, se existe C' € R de

forma que

IT¢| < Clgll, VEedom T



e tem-se

&S

7= sup el = sup 121
g€dom T §€dom T ||£||
llell<1 £#0

Exemplo 1.1.1 Sejam dom Tp, dom T e dom A os sequintes subespacos do espaco de

Hilbert L?[a,b], em que a < b:
dom Tp = {3 € C?[a,b] : (a) = (b) = 0},

dom Ty = {V¥ € C?[a,b] : ¢'(a) = ¢'(b) = 0},

e dom A = C?[a,b] e os respectivos operadores lineares Tp, T e A dados por

Tpy =Ty = AY = =",

Note que 0 é autovalor de Ty mas nao é autovalor de Tp. Com efeito, ao resolvermos a
equacao

_¢// — 0
chegamos que

Y(t) =at+ 3

com o, 3 € C, mas para uma tal ¥ € dom Ty devemos ter ¢'(a) = ¢'(b) = 0, donde
a = 0. Assim, concluimos que qualquer funcdo constante v = (8 € C,5 # 0) € um
autovetor de Ty associado ao autovalor 0. Jd para uma fun¢ao ¥(t) = at + € dom Tp
deve-se ter (a) = (b) = 0, ou seja, v = 0 e 0 ndo € autovalor de Tp. Ainda qualquer

z € C € autovalor de A, pois

A(eV?®) = zeV*.

Definigao 1.1.1 a) O grdfico de um operador linear A : dom A C N7 — N3 € o subespago
vetorial G(A) = {(&, AE) : € € dom A} de Ny x Ns.

b) Um operador linear A : dom A C N1 — N3 € fechado se seu grdfico € fechado em
N1 xNs. Em outras palavras, para toda sequéncia (§,) C dom A convergente, &, — £ € N

com (AE,) € Ny também convergente, A, — n, tenha-se £ € dom A e AL = 1.

Exemplo 1.1.2 [Fechado e Nao-Limitado] Sejam C*[0, 7] C C[0, 7] (ambos com a topolo-
gia da convergéncia uniforme) o subespaco das fungoes continuamente diferencidveis em

0,7] e D : CY0,7] — C[0,7], (DY)(t) = ¥'(t). D ndgo é continuo, jd que ¥, (t) =

SenT("t) — 0, enquanto (Diy,)(t) = cos(nt) ndo converge uniformemente para 0. Contudo,



este operador € fechado. Com efeito, se 1, — ¥ e D, = !, — ¢, entdo como os limites

sao uniformes, usando o Teorema Fundamental do Cdlculo, obtemos

[ eteras = [ tim it s)as = i [t s)as = Fim (6,(0) = 6,(0)) = v(0) = 000)

n—oo n—oo 0

donde, ¢ € dom D = C'(0, 7| e (Dy)(t) = ¢(t), para todo t, e D é fechado.

Exemplo 1.1.3 [Nao-Fechado e Nao-Limitado] Sejam dom T o conjunto das fungoes
continuas em LY[0,1] e (Tv)(x) = ¥(0), para todo x, como elemento de L'[0,1]. Este
operador ndo é continuo nem fechado, pois Y, (z) = =) — 0 em L'[0,1], mas para todo

n tem-se (T,)(x) = ¥, (0) = 1, para todo x.

Exemplo 1.1.4 [Nao-Fechado e Limitado] Seja 1q : dom Iy C B — B, com dom Iq um
subespago proprio denso de B, o operador identidade 14(§) = & para & € dom ly; tal
operador € limitado pois |La&|| = ||€||, V€ € dom 1. Seja (&,) C dom Iq com &, — € €
B\ dom Iq. Como &, — € elq(&,) — &, mas § ¢ dom 1y este operador ndo € fechado.

Teorema 1.1.1 (Grafico Fechado) Se T : By — By é um operador linear, entdo T é

fechado se, e somente se, T' € limitado.

Observagao 1.1.1 Se T nao € fechado, nao necessariamente G(T) (o fecho do grdfico de

T) é grdfico de algum operador linear, pois, G(T') pode conter elementos da forma (0,n),

n#0.

Definicao 1.1.2 Os operadores T : dom T' C N7 — Ny para os quais G(T') € o grdfico de

uma extensao linear T' de T', sao chamados de operadores fechdaveis e T é seu fecho.

Defini¢ao 1.1.3 a) Seja T : dom T' C B — B um operador linear no espag¢o de Banach
B # {0}. O congunto resolvente de T, denotado por p(T), é o conjunto dos A € C, para

0s quais o operador resolvente de T' em A
R\(T):=(T - Ay) ' :B—dom T

existe e € limitado.

b) O espectro de T € o conjunto o(T) = C\ p(T).

Note que todo autovalor de T' pertence a seu espectro. Com efeito, se A é um autovalor
de T :dom T C B — B, entao existe £ # 0, £ € dom T com T¢ = A, ou seja, (T'—Ag)& =

0, e T'— M4 ndo ¢é injetor, logo nao ¢ invertivel, e assim A ¢ p(T'), donde A € o(T).



Teorema 1.1.2 Se o(T) # C, entdo T ¢ fechado.
Demonstragao: Seja (&,) C dom T, com &, — £ e T(&,) — n, e tome 2y € p(T'). Assim,

RZO (T) (77 - 205) = RZO (T) (JLH;O(Tgn - ZOfn))
= lim R, (T)(T — zl4)&n
= lim (T — 20l) (T — 2014)&,
= lim Sn = 57
ou seja, £ € dom 7', pois a imagem de R, (7)) é dom T. Agora,

1N — 208 = (T = 20la) Rz (T) (0 — 208) = (T' = z0la)§ = T€ — 2§

en="T¢. [ ]

Valem as seguintes propriedades sobre o espectro e o operador

resolvente de um operador linear limitado.

Teorema 1.1.3 a) Se T € limitado e \g € p(T'), entdo {)\ eC: A=) < m} C
0
p(T) e

RA(T) =) (A= Xo)? Ry (7).

=0
Em particular, p(T) € um conjunto aberto em C e o(T') é fechado em C.

b) Se T ¢ limitado, para quaisquer \, u € p(T), vale a primeira identidade do resolvente
RA(T) = Ru(T) = (A = ) RA(T) Ry, (T).

c) Se S eT sdo limitados e A € p(T) N p(S), vale a sequnda identidade do resolvente
RA(T) — RA(S) = BA(T)(S — T)RA(95).

d) Se T € limitado, entao o(T) # 0.

Exemplo 1.1.5 a) 0(A) = C, sendo A como no Exemplo 1.1.1, visto que todo z € C é

um autovalor de A. Portanto p(A) = 0.

b) Considere agora dom D = {4 € (C'[0,1],] - [|o) : ¥(0) = 0}, D : dom D — C|0,1],

(DY) (z) =9 (x). Se A € C, entdo o operador W), : C[0,1] — dom D, dado por
W) = [ e us)ds

0



¢ limitado, pois se ¢ € C|0,1], tem-se
IWidb|le = sup [(Wao)(z)|
z€]0,1]
= sup e”/ e MY (s)ds
z€[0,1] 0

< sup |e¥] / e [(s) ds < C 4]
0

z€0,1]

para alguma constante C'. Além disso, se i € C[0,1], entdo
(D — Mg)Wyp(z) = (D — )\Id)<e’\$/ e_’\S@/J(s)ds)
0

— D(e” /Ox e’“w(s)ds> — (Ae” /Or e’A%(s)ds)

Y Az ! —As d Az —Ax — A Az ¢ —As d
e /o e *P(s)ds + e e h(x) — e /0 e *(s)ds
= Y(z) = Lav(z).

Assim, (D — Mgq)W, =14 (identidade em C[0,1]). Por outro lado, se 1 € dom D, temos

Wi(D = Ala)p(z) = Wiy (x) — Mp(x))
- /0 e (! (5) — Mp(s))ds
- / (79! (5) — e 4h(s))ds
‘ d —>\s
= i E W(s))ds

= M(eP(@) — e (0)) = () = La(x),

e Wi(D — My) = 1y (identidade em dom D). Portanto Wy = (D — N4)~'. Logo, todo
A € C estd no congunto p(T) e o(D) = 0.

Definicao 1.1.4 a) Um operador linear T : dom T' C H — H, com dom T denso em H,

€ hermitiano se para todo £&,m € dom T,
(T&m) = (& Tn) (1.1)
b) Se em a) dom T ndo for denso em H e vale (1.1) diremos que T' é simétrico.

Exemplo 1.1.6 Os operadores T e Tp do Exemplo 1.1.1 sao hermitianos. Verificaremos

que Tp € hermitiano, T se verifica de forma andloga. Lembre que dom Tp = {1y €
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C?[a,b] : ¢¥(a) = (b) = 0} C L?[a,b]. Sejam &,n € dom Tp, entdo

(To€ 1) 12y = / Tpe(@)n(z)de — / o

= —[-€ (z)> — /f x)dz] = /
= Hay (@) / &) (2)ds = (€, Ton) o

Vamos agora definir o operador adjunto, 7%, de um operador 7' : dom 7" C 'H — H

com dom T denso em H. O dominio dom T* é definido por

dom T* = {n € H : existe ¢ € H de modo que (T¢,n) = (£, ), V¢ € dom T'}

T"n = ¢.
Observe que um operador linear T' é hermitiano se, e somente se, T' C T e que se S e

T sao dois operadores lineares com T C S, entao S* C T*.
Definicao 1.1.5 Um operador T : dom T' C 'H — 'H € auto-adjunto se T =T™*.

Observe que pelo Teorema de Hellinger-Toeplitz (veja [18]) se T : H — H é um

operador linear satisfazendo

(T¢,m) =(&Tn), V&neH,

entao T' é um operador limitado e auto-adjunto. Observe também que todo operador
auto-adjunto é hermitiano.

Seguem alguns resultados sobre os operadores auto-adjuntos e hermitianos.

Lema 1.1.1 O grdfico G(T*) = (JG(T))* em HxH, sendo J(&,n) = (—n, &) um operador

unitdrio.

Demonstracao: Como (1,¢) € G(T*) se, e somente se, (T¢,n) = (£, ¢), V& € dom T

se, e somente se,

(=T&8),(0,0))1xy = 0, V¢ € dom T se, e somente se, (J(&,TE),(1,0)) 1 = 0,
V¢ € dom T se, e somente se, (1,¢) € (JG(T))*, o resultado segue. u
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Corolario 1.1.1 Se T : dom T' C 'H — 'H € um operador linear com dom T denso em
‘H, entao

a) T* € fechado. Em particular, todo operador auto-adjunto € fechado.

b) T é fechdvel se, e somente se, dom T* € denso em H. Além disso, se T € fechdvel

temos que T™* =T e T =T~

Proposicao 1.1.1 Todo operador hermitiano é fechdvel e seu fecho, T, também é her-

mitiano. Além disso se, T for auto-adjunto ele serd a unica extensdo auto-adjunta de

T.

Demonstragao: Se T é hermitiano temos, T C T™* e como T™* é fechado segue que T' é
fechdvel. Como T C T* segue que T** C T*. Portanto T = T** C T* = (T)* e dai T ¢
hermitiano. Agora se T é auto-adjunto e A for uma extensido auto-adjunta de T, entdo

A=A*CcT*=T =T e poroutro lado T = T* C A e segue que T = A. [ |

Definicdo 1.1.6 Seja T hermitiano. T € dito essencialmente auto-adjunto se T ¢ auto-

adjunto.

Teorema 1.1.4 Se o espago de Hilbert separdvel H possui uma base ortonormal de au-
tovetores de um operador hermitiano T : dom T C 'H — H, entdo T ¢ essencialmente

auto-adjunto e o(T) € o fecho em R do conjunto dos autovalores de T
Exemplo 1.1.7 Ty e T sao hermitianos e essencialmente auto-adjuntos.

Exemplo 1.1.8 Seja T : dom TyNdom Tp C L?[a,b], Ty = —". EntioT é hermitiano
e ndo € essencialmente auto-adjunto pois T e Tp sdo duas extensoes auto-adjuntas de T

distintas.

Definicao 1.1.7 Seja T" um operador auto-adjunto.

a) O espectro essencial de T' € o conjunto g.ss(T) dos pontos de acumulag¢ao do o(T)
juntamente com os autovalores de T de multiplicidade infinita.

b) O espectro discreto de T' é o conjunto c4(T) = o(T) \ 0ess(T'), ou seja, o conjunto

dos autovalores isolados de T', cada um deles com multiplicidade finita.

Diremos que um operador auto-adjunto T tem espectro discreto se oess(T) = (. O
espectro pontual de um operador auto-adjunto 7', 0,(7T"), é o fecho do conjunto dos au-

tovalores de T, neste caso o restante do espectro é chamado de espectro continuo de T,
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o.(T), que pode ser decomposto em espectro absolutamente continuo, o,.(T"), e espectro
singular continuo, o4(T"), de acordo com a decomposigao de Lebesgue da parte continua
da medida espectral de T'. Diremos que um operador auto-adjunto 7" tem espectro pontual

puro se 0.(T) = 0.

Exemplo 1.1.9 [Hamiltoniana do Oscilador Harménico] Considere o operador Toy :

S(R) C L*(R) — L*(R), em que S(R) € o espaco de Schwarz, dado por

(Tort)(z) = =" (x) + 2" (). (1.2)

E padrao verificar que Toy € hermitiano. A equacdo de autovalores para este operador

Togy = M tem como solugdo as funcgoes de Hermite (veja [60, 58])

. 2
) ,—T
oz de

by(x) = N; S d=012.

(em que N; € uma constante de normalizagdo) sendo os autovalores correspondentes \; =
2(j + 1/2). Como {¢;} € uma base ortonormal de L*(R), seque do Teorema 1.1.4 que
Tor : S(R) C L*(R) — L*(R) com a lei dada em (1.2) € essencialmente auto-adjunto e
Tor (tinica extensio auto-adjunta de Tyg) € conhecido como o Hamiltoniano do Oscilador
Harménico unidimensional. Além disso, o(Tom) = {)\;}. Observe que Tom tem espectro

discreto.

Exemplo 1.1.10 [Veja [17]] Considere o operador T : C*=(S*) C L*(S*) — L*(S') dado
por

(T)(x) = =" (x).
E padrio verificar que T ¢ hermitiano. O conjunto {in(z) = €™ n € Z} é uma base
ortonormal de L?(S") e como T4, = n*,, seque do Teorema 1.1.4 que T é auto-adjunto;

T ¢ conhecido como o Hamiltoniano da particula livre em S* e ainda o(T) = {n®}. Observe

que, exceto o zero, cada autovalor tem multiplicidade 2, logo T tem espectro discreto.

Teorema 1.1.5 Seja T hermitiano. Entao

a) T € essencialmente auto-adjunto se, e somente se, a dimensao do N(T* + 1) for igual
a dimensao do N(T* — i) e ambas forem iguais a zero.

b) T possui extensio auto-adjunta se, e somente se, a dimensao do N(T* + i) for igual
a dimensao do N(T* — i) e existe uma correspondéncia biunivoca entre extensoes auto-

adjuntas de T' e operadores unitarios entre N(T* + i) e N(T* —1).
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Observe que do Teorema 1.1.5 existem as seguintes possibilidades para um operador
T :dom T'C 'H — H hermitiano:
i) T nao possui extensao auto-adjunta (quando a dimensao do N (7™ + i) for diferente da
dimensao do N(T* —1));
ii) T’ possui apenas uma extensao auto-adjunta que é T' (quando a dimensdo do N (7™ 4+ i)
for igual a dimensao do N(T* — i) e ambas forem zero);
iii) T possui infinitas extensoes auto-adjuntas (quando a dimensao do N (7™ + ) for igual

a dimensao do N(T* — i) e tal dimensao for maior ou igual a 1).

1.2 Operador de Multiplicacao

Seja £ C R™ um conjunto de Borel e g uma medida positiva o-finita. Para ¢ : E — C
mensuravel e limitada em qualquer subconjunto mensuravel e limitado de F, definimos o

operador de multiplicagdo M,, : dom M, C L2(E) — L2 (E) por

M =y

dom M, = {4 € I2(E) - (p0) € L2(E)}.
Proposicao 1.2.1 dom M, € denso em L2 (E) e (M,)* = M.

Demonstragao: Se ¢ € (dom M)t e E, = ¢~ 1([0,n]), entdo E, é mensurdvel, u(E \
Up En) = 0 e ¢y i= Xp, ¢ € dom M. Assim 0 = (¢, 6,) = [, Sdndp = [, dpdp =
fEn ]q§| dp. Logo ¢ = 0 u—q.t.p. em E,, e portanto ¢ = 0 p—q.t.p. em £, donde dom M,
é denso em L2(E). Note que dom M, = dom Mg. Se f € dom (M,)*, entdo para
todo 1 € dom M, vale (f, M) = (M)"f, ), ou seja, [ Foedp = [ (ML) Fibdp,
Vi) € dom M. Logo [, @fvdu — [, M fodu =0, Vi € dom M. Assim fE of —
M—H)wdu =0, V¢ € dom M,,. Tomando ¢ = (pf — M} f)Xg, € dom M, obtemos

/E Bf — MLf|* X, dp = 0.

Entao fEn |@f — Mj‘;f| dup=0e M, f =9f p-qt.p. em E,. Logo M} f =of p-q.t.p.
em E. Portanto M7, = M. [ |

Corolario 1.2.1 M,, € auto-adjunto se, e somente se, ¢ € real.
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1.3 Limite Indutivo, Teorema de Lidskii e Solucao de
Equacoes Envolvendo Operadores

Seja {Bs}2°, uma sequéncia de espacos de Banach que estdo relacionados via trans-
formacoes lineares

Tus - Bs — By, ses<wu, com ||l <1,

(e 755 = Iq) e tais que

TouTus = Tvs, € 8§ < u <.

Para simplificar a notagao usaremos 75 := T,y1,5. A sequéncia de espacos de Banach B,
e as transformagoes 7,5, {Bs, Tus}, ¢ chamada de sistema indutivo ou sequéncia direta de
espagos de Banach. Denotaremos por By, o limite indutivo ou limite direto de {Bs, 7}
conforme Segao 1.3.4 de [49] ou Segao 1.23 de [55], descrito a seguir.

Seja Boo a unido disjunta dos B para s = 0, 1,2, . . . e considere a relacao de equivaléncia
~ definida em By por as; ~ b, se, e somente se, existe um v € N com s < v, u <
v e Tys(as) = Tou(by). Seja l”;'oo o quociente de B, com essa relacio de equivaléncia.

Finalmente, para a € Bog

lall = Tim sup || 7. (a) |

uUu—00
define uma semi-norma em l’;’oo. O limite indutivo ou limite direto B,, é o espaco de
Banach obtido dividindo [;’OO pelo ntcleo da semi-norma e completando o espago normado
obtido.

De acordo com a construcao acima, para cada s € N ficam definidas as transformacoes
lineares 7.5 : By — By que associa a cada a € B, sua classe de equivaléncia em B,
satisfazendo ||Teos|| < 1 € ToouTus = Toos S€ s < u. Pela construgao , a unido Uszs0 Toos(Bs)
é densa em B, para qualquer sy € Z,.

Além disso, se {As; € B(Bs)} é uma familia de operadores limitados definidos para

s > sg e tais que
AuTus = TusAs, sesp<s<u e sup|ds| < oo,
S

entdo o operador A, € B(By) denotara o limite indutivo da familia de operadores limi-
tados {As} caracterizado pela propriedade AoToos = ToosAs, para todo s > sg.

Outro resultado bem conhecido que utilizaremos é o Teorema de Lidskii, o qual da uma
relacao entre os autovalores de operadores auto-adjuntos em espacos vetoriais de dimensao

finita e cuja demonstracao pode ser encontrada em [44]; mais precisamente:
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Teorema 1.3.1 (Teorema de Lidskii) Sejam A e B operadores auto-adjuntos em um
espaco vetorial de dimensdo finita N e C = B — A. Sejam o, By € Vo, n=1,..., N os

autovalores repetidos em ordem crescente de A, B e C| respectivamente. Entao

N
ﬂn — Qp = § Onjvj
Jj=1
N N
com Y iy onj =1, 30 =1 €0on; 20.

Suponha agora que H; e Hs sdo espagos de Hilbert, A € B(H,), B € B(H;), ambos A
e B auto-adjuntos, e V' € B(H1, Hs). Apresentaremos um resultado que garante existéncia

e unicidade de solugao para a equagao
AW —-WB =V (1.3)
na incégnita W sob a condicao
dist(o(A),o(B)) > 0. (1.4)

A demonstracao da proposigao que segue pode ser encontrada em [6]. Se além de (1.4)
tivermos que supo(A) < info(B) ou supo(B) < info(A) diremos que o(A) e o(B) nao

sao entrelagados.

Proposicao 1.3.1 Se a condi¢ao (1.4) vale, entao a solugao de (1.3) existe e € inica em

B(H17H2) e ”VH
(0(A),0(B))

Além disso, se a(A) e o(B) ndo sao entrelagados, entao

T
Wl < =
IWir= 2 dist

VI
dist(o(A),o(B))

Wi <



Capitulo
A Hamiltoniana de Floquet

Neste capitulo faremos uma breve discussao de como as Hamiltonianas de Floquet K =
—i0; + H(t) foram introduzidas por Howland [35] e Yajima [59] para estudar sistemas
quanticos periédicos no tempo descritos por um sistema Hamiltoniano H(t) agindo em
um espaco de Hilbert H. Também estudaremos a relacao de K com o operador de Floquet
Ur e apresentaremos alguns resultados relacionando o tipo espectral de K, equivalente ao
de Up, com as propriedades dinamicas da solucao da equacao de Schrodinger associada

com H(t), a fim de justificar o interesse no estudo do tipo espectral de K.

2.1 Grupos de Evolucao

Se T : domT C 'H — 'H é um operador linear, estamos interessados na solucao do

problema de valor inicial

?@5)< 0 o

o edom T ‘

Defini¢ao 2.1.1 Uma aplicagio G : R — B(H) é um grupo de evolu¢ao unitdrio a um
pardametro (ou simplesmente grupo de evolugao) se

a) G(t) € unitdrio ,Vt € R;

b) G(t+s) = G(t)G(s), Vt,s € R.

Note que se G é um grupo de evolugao unitario, entdo para todo t € R, G(t) =

G(t —0) = G(t)G(0), logo G(t)"'G(t) = G(¢t)'G(t)G(0), e portanto

G(0) = L.
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Além disso, G(0) = G(t —t) = G(t)G(—t) e segue que, para todo t € R

Definigao 2.1.2 Se G(t) é um grupo unitdrio a wm parametro o operador T definido por

dom T = {f € 'H : existe }lllir(l) (%)f}

7€ = i lim (%)g

h—0

¢ chamado de gerador infinitesimal de G(t).

Observe que, Vt € R, como G(t) é unitério, tem-se

(G(h) —1a), _ (G(h) —1d)

§ = G

Gt+h) —Gt)\,
(o Je=an
Assim, se £ € dom T, entdao G(t)¢ € dom T. Ou seja, G(t)dom T" C dom T, Vt € R.

Portanto, G(t)dom 7' = dom T e para £ € dom T'
G(H)TE = TG(t)E, Vt € R.

De fato,

T(G(t)¢) = ilim G(t)wﬁ = iG(t) lim WT_IO‘)

h—0 h h—0

£ = iG()(5TE) = GHTE

Nessa situacao, se T é gerador infinitesimal de G(t), entao £(t) = G(t)§ é solugao do

problema de valor inicial i2£(t) = T¢(t), com £(0) = £ € dom T'. De fato,

£(0) =G(0), =14 =¢
Te(n) = TG(0E = 1 1im (G(t+ h})L —G), _ i £(t + h})L —£(t) _ iaé;(:)‘

Proposicao 2.1.1 O gerador infinitesimal T de um grupo unitdrio G(t) é simétrico, e a

solugdo £(t) = G(t)€ do problema de valor inicial (2.1) € unica.
Demonstracao: Para £,n € dom T, temos

wem = TR gy~ i () - L)

h—0 h h—0
1 (G(=h) -1
= —ilim 1 (€ (G(=h) ~ L)) = lim <§, %}1)@

= (&, Tn),
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e assim 1" é um operador simétrico. Para a unicidade da solucao do problema de valor

inicial, suponha que 7(t) seja outra solugao para o problema, entao, para Vt,

Sl —nlF = 2Re(le) — 0] () (o))

= 2Re ([£(t) — ()], —=iT[E@) —n(H)]) = 0,

visto que T' é simétrico (portanto, (¢,T¢) € R, V¢ € dom T'). Deste modo ||£(t) — n(t)]|
é constante, e como £(0) — n(0) = 0, verifica-se que £(t) = n(t), Vt € R. u

Definigao 2.1.3 Seja G(t) um grupo de evolugao unitdrio. Entdao G(t) é:
a) continuo em norma ou uniformemente continuo se, para todo ty € R,

lim | G(1) — G(to)]| = 0.

t—to

b) fortemente continuo se, para todo £ € H ety € R, limy_, [|G(t)§ — G(t0)&]] = 0.
¢) fracamente continuo se, para todo £,m € H ety € R, lim;_;, (G(1)€,n) = (G(t9)E,m)
d) mensurdvel se, para todos £&,m € H, a fungio R > t — (G(t)&,n) € R é Lebesque

mensuravel.

Exemplo 2.1.1 Seja ¢ : E — R uma fung¢ao mensurdvel e limitada em cada subconjunto
limitado do conjunto aberto & C R"; pelo Coroldrio 1.2.1, M, é auto-adjunto. Considere
Ut) = e @ .= M, i, t € R, agindo em Li(E), que € um grupo de evolu¢do unitdrio.

2 N .
Para ¢ € L;(E), segue-se pelo teorema da convergéncia dominada que

iy () = 01 = i [ [ = 1] (e dita) =0

Portanto, U(t) é fortemente continuo.
Agora seja T o gerador infinitesimal de U(t), o qual € simétrico pela Proposi¢io 2.1.1.

Se ¢ € dom M,,, entdao

l

HU00 = 0) = Mot = [ 5 1) = pta)] (o)l duto)

Como | — 1| < |y|, para y € R,

i —1 T
(e — 1) — ()| <

1
h

FE = 1)+ (o) < 2l
e pelo Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos que

lim
h—0

LUt~ ) ~ Moy

-0
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assim, ¥ € dom T e T = My, ou seja, M, CT. Como T € simétrico e M, € auto-
adjunto, seque que M, = T. Pela Proposi¢io 2.1.1, U(t)y = e " (x)y é uma solugio
de

dy

i (t) = Mgp(t),  0(0) = € dom M,

e € a unica.

Os seguintes resultados da teoria de grupos de evolugao unitarios sao bem conhecidos

e suas demonstragdes podem ser encontradas em [17, 50].

Proposicao 2.1.2 Se G(t) é um grupo de evolugcdo unitdrio em um espaco de Hilbert

separdvel H, entao b), c) e d) na Defini¢ao 2.1.8 sao equivalentes.

Teorema 2.1.1 Se G(t) é um grupo de evolugdo unitdrio, entdo sio equivalentes:
a) G(t) € continuo em norma.
b) Existe T € B(H) auto-adjunto de forma que

i(G(h) —Ta)
h

lim
h—0

|-

logo, T € B(H) € o gerador infinitesimal de G(t).
c¢) Eziste T € B(H) auto-adjunto de forma que

G(t)=e " =) (=itT)", VteR.

n=0

Além disso, T em b) e c) é o mesmo operador.

Frequentemente, dado um operador auto-adjunto 7" : dom T" C 'H — 'H, tenta-se
construir um grupo de evolugao unitario para o qual 7' é o seu gerador infinitesimal. Isso

é uma situagao comum em mecanica quantica.

Teorema 2.1.2 Se T : dom T' C 'H — 'H € auto-adjunto, entao existe um unico grupo
de evolugdo unitdrio fortemente continuo U(t) de modo que T € seu gerador infinitesimal.

Neste caso, escrevemos U(t) = e 1Vt € R.
A reciproca do Teorema 2.1.2 é o bem conhecido Teorema de Stone:

Teorema 2.1.3 (Stone) Se U(t) € grupo unitdrio fortemente continuo, entdo seu gerador

infinitesimal T € auto-adjunto, ou seja, U(t) = e 1.
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Exemplo 2.1.2 [Translagio Espacial] Seja H = L*(R) e, parat € R,

(U)(z) =v(x—t), ¢eH.

Entao, como demonstrado no Exemplo 5.4.4 de [17], U(t) é um grupo de evolu¢ao unitdrio

fortemente continuo e seu gerador infinitesimal € o operador momento P, definido por
dom P = H;(R) := {¢ € L*(R) : 3 g € L*(R), tal que, fR@DZ—ida: = — Jpgpdr, Y ¢ e
CP(R)} e Py =—iy)).

Exemplo 2.1.3 [Dilatagies] Seja H = L*(R). A dilatagio em R ¢ a fun¢io v —

e *x, s € R, que induz o operador Uy(s) : H — H,

(Ua(s))(w) = e*/p(e*x), ¢ € H.

Entao, como demonstrado no Exemplo 5.4.8 de [17], Uy(s) € um grupo de evolug¢ao unitdrio
fortemente continuo e seu gerador infinitesimal € o fecho do operador essencialmente auto-

adjunto Ty, dado por dom Ty = C3°(R),
(Ta6)(x) = i/ (r) 5 o(a).
Observacgao 2.1.1 Se T ¢é auto-adjunto e U(t) = e T, entdo se & € dom T,
(U@, TUR)E) = (UME UH)TE) = (£, TE)
Isto € interpretado como a lei de conservacgao de energia em Mecanica Quantica.

Observagao 2.1.2 [Exponencial de operadores] Observe que se T : N1 — Ny é um ope-

rador linear e limitado, entdo define-se e : Ny — Ni por

)
€T = E
k=0

o qual também € um operador linear limitado.

| —

1 1
k __ 2 3
T =lat T4 T T4

o

2.2 Sistema Dependente do Tempo

Comecaremos com a definicao de propagador unitério.

Definicao 2.2.1 a) Um propagador fortemente continuo sobre o espago de Hilbert H €

uma familia de operadores U(t,s), (t,s) € R?, satisfazendo
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i) U(t,s) : H — H sao invertiveis, para cada t,s;

i) Ut,t) = Id, VteR;

iii) U(t,r)U(r,s) =Ul(t,s), Vtrs;

) Para cada & € H a aplicagio R* 3 t, s+ U(t, s)¢ € continua.

b) Uma tal familia é um propagador unitdrio se além de a) satisfaz U(t,s) € unitdrio, para

todo t, s.

Note que de iii) segue que U(t,s)™' = U(s,t). Também U(t,s) = U(t,0)U(0,s) =
U(t,0)U(s,0)7L.
Se para cada t € R tivermos associado um operador auto-adjunto H(t) queremos saber

quando a equacao de Schrodinger com Hamiltoniana dependente do tempo

LdE(t)
1=+ = H(t)E(t
5(5) =&
admite uma solugao. Mais precisamente, quando é possivel encontrar um propagador
unitério U(t, s) de forma que &(t) = U(t, )& seja solugao de (2.2). O seguinte resultado

(Teorema X.70 em [52]) contém condigoes suficientes convenientes na Hamiltoniana H ()

para a existéncia dos propagadores unitérios U (t, s).

Teorema 2.2.1 Considere a aplicagio H(t), que a cadat € R associa um operador auto-
adjunto H(t), de modo que
a) O dominio D de H(t), denso em H, € independente de t.
b) A func¢ao
tys (t—s)7 (i + H(t) (@ + H(s)) ™ — 1]

estende-se a uma funcdao fortemente continua em R2.
Entao existe um unico propagador unitdrio U(t,s) de forma que U(t,s)D C D e
d
Z%U(t, s) = H(t)U(t, s),
para todo i € D.
O teorema acima se aplica quando H(t) = H, para todo ¢, e neste caso tem-se que

Ul(t,s) = e =)

Observagoes. 1) Se para cada s existe uma unica soluc¢ao U(t, s) de

4U(t,s) = —iH(H)U(t,s)
U(s,s) = Id,

(2.3)
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entao para cada r tem-se U(t,r)U(r,s) = U(t, s). De fato, se
V(t) == U(t,r)U(r,s) = UL, s),
entdo para £ € dom H(s)

%HV(t)sz = (—HO)U(t,r)U(r,s)€ +iH()U(t, )8, V(1)E) +
(V)& —iHOU(t,7)U(r, s)€ +iH (LU (t, 5)E)
= (FH@VE V() + (V()E, = H )V (1)§) = 0

e como V(r)=U(r,r)U(r,s) — U(r,s) = 0 tem-se que V(t) =0, V ¢, e o resultado segue.
2) Se para cada s existe uma tunica soluc¢do de (2.3) e H(t) é auto-adjunto, para cada t,

entao U(t, s) sdo unitarios. De fato, para £ € dom H (s)

d ,  .d
iU = i U6 U )¢)
= (—H)U(t,s)&,U(t,s)&) +(U(t,s)E, Ht)U(t,s)&) =0

como ||U(s, s)é|| = ||£]| segue que ||U(t, s)&|| = ||€]|, V ¢t. Assim, para cada £ € dom H(s)
denso em H tem-se que ||U(t, s)|| = ||£]| e como os U(t, s) sdo invertiveis o resultado
segue.

3) Se para cada s existe uma tunica solucdo de (2.3) e H(t+7T) = H(t), entao U(t+ T, s+
T)=U(t,s),Vts. Defatose, V(t):=U({t+T,s+T)—Ul(t,s), entdo para { € dom H(s)

d 2
ZIVEP = o

ecomo V(s)=U(s+T,s+T)—U(s,s) =0 tem-se que V(t) =0, ¥ t e o resultado segue.

Resultados mais gerais de existéncia e unicidade de propagadores unitarios para a
equagao de Schrodinger correspondendo a uma Hamiltoniana H (t) podem ser encontrados,
entre outros, em [25, 37, 38, 42, 43, 56]. Uma das condigoes que é enfraquecida é que o
dominio de H(t) nao precisa ser constante. O seguinte exemplo mostra que a solu¢ao pode

existir mesmo que domH (¢) NdomH (s) = {0}, para t # s.

Exemplo 2.2.1 Sejam D = —iL em L*(R), com dom D = H;(R) denso em L*(R) e

q € L*(R), com q(x) real e sem derivada em qualquer ponto. Considere
H(t) — eiq($)tDe—iq($)t

com dom H(t) = {4®%)(z) : ¢p € dom D} denso em L*(R), entdo H(t) é auto-adjunto
para qualquer t. Agora, se t # s, entdo dom H(t) N dom H(s) = {0}. De fato, se
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¢ € dom H(t) Ndom H(s), entdo ¢(x) = e@h)(z) = 4@)3p(x), para ¢, € dom D,
logo V(x) = e~11@rteid@)s (1) € dom D, e portanto ¢ s6 pode ser nula, pois ¢ ndo tem
derivada em qualquer ponto e o resultado seque. Contudo, para i € dom H(s), s fizado,
a equacao de Schrodinger

Gt = Hy(t)

ois) = W

possui uma solugao

pois para ¢ € dom H(s), tem-se

d . . )

%U(t,s)w _ iq(x)ezq(r)te*Z(DJrq(m))(t*S)efzq(w)sw
+€iq(m)t(—i) (D + q(x))efi(D+q(:r))(tfs)efiq(a:)sw

_ _ieiq(w)tpe—i(D+Q(x))(t—8)e—iq(x)sw

_ _ieiQ(z)tDe—iQ(ﬂU)teiQ($)t6—i(D'HI(fU))(t—S)e—iQ(i)S¢

e U(t,s) € propagador unitdrio.

2.3 Integral Direta ou Soma Direta Continua

As demonstragoes dos resultados enunciados nessa se¢do podem ser encontradas em [46] e
[53].

Sejam (€2, A, 1) um espago de medida e H um espaco de Hilbert separavel. Seja uma
aplicagao

Os3w— ¢, eH.

Denotaremos £ := {&, }ueq = {{(w) }weq- Dizemos que & é mensuravel se para todo n € H
a funcao

Q3w (n,8)

¢ mensuravel. Disto, segue que para £ = {{,} e n = {n,} mensurdveis o produto interno

Q2w (&, n,) = Z(fw,€k><€k>77w>

k
em que {ex} é uma base ortonormal de H, é mensuravel. Defina & + 1 = {&, + N }wea €

para a € €, aé = {aé, }..
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Definigao 2.3.1 O espaco vetorial dos & = {£,}weq acima em que

[ ealPdnte) < o
Q

com produto interno (€,1) := [(&w, Nw)dp(w) € um espago de Hilbert chamado de integral

direta ou soma direta continua de H relativamente a (2, A, i), e denotado por f;ZB Hdu(w).

Um exemplo simples ¢ L2(R) = [ € dt.
Se {e*} é base ortonormal de H, entao cada vetor £ = {&, }.eq corresponde exatamente

ao conjunto das sequiéncias numéricas
ok
ap(w) = (€, &)

e [[E11* = 22x Jo lan(w)Pdp(w) < oo.
Denotaremos Z := féa Hdp(w). Se ¢ : Q@ — €, ¢ € Ly*(R2), define-se o operador de
multiplicacao My : 7 — 7 por

(Myf)w = d(w)éu, w e

e verifica-se que
M| = supess [¢(w)] = |||

e C, denotard o conjunto desses operadores de multiplicacao.

Definicao 2.3.2 Um operador limitado T em T = féB Hdu(w) € dito ser fibrado, se existe
uma fungao T(-) de Q em B(H) de forma que, para todo § € T,

(T€)w = T(w)&w-

FEscreveremos T = ISB T(w)dp(w) = {T(w)}peq. Diremos que T(-) € mensurdvel se,
para todas ¢, € H, a aplicagio w — {(p,T(w)) € mensurdrel. Tem-se que ||T|| =

supess ||T'(w)]|-
Valem os seguintes resultados.

Teorema 2.3.1 Um operador limitado T : T — T € fibrado se, e somente se, T comuta

com todo operador em C.

Proposicao 2.3.1 Seja T fibrado. Entao:

a) T ¢é invertivel se, e somente se, T(w) € invertivel para w p—gq.t.p. e
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supess || T(w)7Y| < oo.

b) T € unitdrio se, e somente se, T(w) € unitdrio p—q.t.p..

c) No caso Q =R e =1 (medida de Lebesque), para o € R denote por T, o operador em
@

fR ‘Hdt dado por

(T05>t = ftfo-

Entao T € constante se, e somente se, T" comuta com T,, ¥V o € R.

Definigao 2.3.3 Uma fun¢ao T(-) de um espaco de medida (2, A, 1) no espago dos ope-
radores auto-adjuntos em um espago de Hilbert H (nao necessariamente limitados) € dita
mensurdvel se a funcio (T(-) + 1)~ € mensurdvel. Dada uma tal fungdo, definimos um

operador T" em T = fg? Hdu com

dom T = {5 €T:¢, €dom T(w) f— q.tp. e /Q 1T ()& |2 dp(w) < oo}

por
(T€)o = T(w)&w-

FEscreve-se T = féa T(w)dpu(w) = {T(w)}wea-
As propriedades de tais operadores sao resumidas por:

Teorema 2.3.2 SejaT = fée T(w)du(w) em que T'(-) € mensurdvel e T'(w) € auto-adjunto,
para cada w. Entao:

a) O operador T € auto-adjunto.

b) Um operador auto-adjunto T em I tem a forma fﬁ T(w)du(w) se, e somente se,
(T +14)~* é um operador fibrado.

¢) Para qualquer fun¢do de Borel limitada F em R
@
F(T) = | PE@)duo)
d) A€ o(T) se, e somente se, Ve >0
p{w:o(T(w)N(A—eX+e€) #0}) >0.
e) A € um autovalor de T' se, e somente se,
u({w : X € um autovalor de T'(w)}) > 0.

f) Se cada T(w) tem espectro absolutamente continuo puro, entao T também tem espectro

absolutamente continuo puro.
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A parte f) do teorema acima diz que uma condigao suficiente para T' = féB T(w)du(w)
ter espectro absolutamente continuo puro é que cada 7T'(w) tenha espectro absolutamente
continuo puro. Mas essa condicao nao ¢é necessaria. Na verdade, T' pode ter espectro
absolutamente continuo puro e cada T'(w) ter espectro discreto. O seguinte exemplo ilustra

este fenOmeno.

Exemplo 2.3.1 Sejam Q = [0,1] com medida de Lebesque, H um espago de Hilbert
separdvel de dimensdo infinita e T = f[i‘il] T(t)dt com cada T(t) auto-adjunto. Suponha
que {1, ()12, sao fungoes de [0,1] em H de classe C*, e {\,(.)}32 sdo funcies de [0,1]
em C de classe C1 tais que:

i) Bu(t) >0,V n,t.

i) T(t)n(t) = A(t)n(t), para todo t € [0,1]; n=1,2,....

iii) Para cada t, o conjunto {1, (t)}>2, € uma base ortonormal para H.

Entao T tem espectro absolutamente continuo puro.

Demonstracao: Para cada n defina

In - {5 61:62 f¢n;f S LQ([Ov 1])}

Entao os Z,, sao subespagos fechados que sdo mutuamente ortogonais e Z = € Z,, pois
cada £ € 7 tem uma expansao

o0

&= (Wnlt), &)bn(1).

n=1
Além disso, Z,, C dom T' com T'(Z,) C Z,. Considere a aplicagdo unitéria U, : Z, —
L*([0,1]), dada por U,(ft,) = f. Entao T, = U, T|, U, ¢ dado por

(Tnf)t = )‘n(t)f(t)‘

Basta mostrar que cada 7T,, tem espectro absolutamente continuo puro. Defina W :

L2([0,1]) — L*([An(0), An(1)]) por

(W) = (50'0) FO7 ).

entao

(WTLW ™ g)(t) = tg(t).

Assim, T,, é unitariamente equivalente a M, e o resultado segue. [ |
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2.4 Formalismo de Howland

Nesta se¢ao descreveremos um método devido a Howland e Yajima ([35, 36, 59]) olhando

problemas dependentes do tempo em problemas independentes do tempo. As equacoes de

Hamilton para um sistema com fungao Hamiltoniana H(p1, ..., Pn, 1, - - -, qn, t) S80
— = ) — = ) 1=1,...,n.

Se H depende em ¢, a energia nao é conservada para um tal sistema, mas pode-se montar
um sistema correspondente que conserva energia introduzindo ¢ como uma coordenada e

a energia I/ como seu momento conjugado. A nova Hamiltoniana é
K(p,q,t, E) = E+ H(p;q;1)

portanto, se denotarmos por ¢ o novo parametro “temporal”, as equacoes de Hamilton

correspondentes sao

A ) — = , 221,...,n
do  Op; do  0qg;

w ok am_on

do  OE do Ot

Note que t = 0 + cte e, assim, essas duas formulacoes sao equivalentes.
Pode-se reformular o problema em Mecanica Quantica similarmente. Seja H(t) uma
familia de operadores auto-adjuntos em um espaco de Hilbert H e seja K := L*(R, H, dt) =

fﬂf ‘Hdt. Definindo K em K por

(KP)(0) =~ (1) + HD) (1),

existiria (de acordo com a analogia cldssica) uma correspondéncia entre as solugdes de

9 (o) = —iK (o)

em /C e as solugoes do problema dependente do tempo

d

os(t) = —iHOpu(),  euls) =,

em H. Os detalhes técnicos sao:

Proposicao 2.4.1 Dado um propagador fortemente continuo e limitado U(t,s) sobre H,

tem-se que W, : I — K, dado por

(Wof)e=U(t,t —0)f(t —0)
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€ um grupo limitado fortemente continuo. Se K ¢é o gerador infinitesimal de W, entao

escreve-se W, = e K7,

Por exemplo, se U(t,s) = Iq, V t, s, entao (W f): = laf(t — o) = (T, f):, e portanto

=T, e é conhecido que K = —i%

—iKo
e €

Teorema 2.4.1 Um grupo limitado fortemente continuo e "% sobre K é um grupo de

evolugdo limitado se, para cada o, e “KT* ¢ um operador fibrado e limitado.

Note que pelo Teorema 2.3.1 esse operador é fibrado se, e somente se,
e ETIMy = Mye 8T,
para toda ¢ € L>(R). Isto é equivalente a
My, =Ty, MTF = e K MyeX

sendo ¢, (t) = ¢(t — o).

Dado um propagador U(t, s) fortemente continuo nota-se pela Proposi¢ao 2.4.1 que
(e f), =U(t,t —o)f(t — o)
o qual é um grupo de evolucao limitado, pois,
e o = {U(t,t — o)}y
Além disso,

(e75Ty), = Ult,t —a)f(t) = U(t,0)U(0,t — o) f(t)
= U(t,0)T,U(0,t)f(t +0o)=U(t,0)T,U(t,0) T f(t)

e assim e K = YT, U, em que U é o operador fibrado U = {U(t,0)};. Portanto, tal
grupo de evolucao é similar a T,, e o operador que faz a similaridade é fibrado. O préximo

teorema afirma que isso permanece verdadeiro em geral.

Teorema 2.4.2 Um grupo limitado fortemente continuo e~ % em K é um grupo de

evolugao limitado se, e somente se, existe um operador fibrado U = {U(t) her de forma
que
e N =UT,u".

Além disso, se e”"K ¢ unitdrio, entdo U pode ser escolhido unitdrio.
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Observacdo. Se no Teorema 2.4.2 U e U, sao tais que UT, U1 = e 7K = Z/{lTUZ/{fl,
entao T,U U, = UUT,, logo pela Proposigao 2.3.1 ¢) U~'U; é um operador fibrado
constante. Portanto, U(t) = U;(t)B em que B é invertivel. Isso significa que o propagador
U(t,s) = U(t)U(s)"! é unicamente determinado e, portanto, existe uma correspondéncia
bijetiva entre propagadores e grupos de evolucao.

No caso H(t + 7) = H(t) sabemos que os propagadores satisfazem U(t + 7,5 + 7) =
U(t,s), paratodo t,s € Reentdo, Vn € Z,

U(t+nt,s)=U(t,s)[U(s+,s)]"

e o operador Up(s) := U(s + 7,s) é chamado de operador de Floquet em s ou ope-
rador de monodromia. Como Up(t) = U(t + 7,t) = U(t + 7,5 + 7)U(s + 7,5)U(s,t) =
U(t,s)Up(s)U(t,s)" !, segue que Up(t) e Up(s) sao unitariamente equivalentes e traba-
lhamos com o operador de Floquet como sendo Ug := Ug(0) = U(7,0).

Suponha que K f = \f, como (e"*57¢)(t) = U(t,t — 0)g(t — o), entdo
e () = Ult,t — o) f(t - o),

logo,
ft) =e*U(t,t —o)f(t—0), VocR,
denotando t — o = s

f(t) = eIt ) f(s),

e como U(+,-) é fortemente continuo conclui-se o seguinte lema.

Lema 2.4.1 Se Kf = \f em K, entdo a aplicagio R > t — f(t) € H é continua.

Lema 2.4.2 No caso de sistemas com periodo T, valem:

a) Se Kf = \f, entdo Up(s)f(s) = e 27 f(s), Vs €R.

b) Se Up(s)és = e™E,, & € H, V s, entdo a funcdo fe(t) := eM==)U(t,5)¢, € dom K e
Kfe=Me

Denote por W := f[éﬁﬂ U(t,0)dt o operador unitario fibrado em K = f[éBT] Hdt e
B = f[gaﬂ Updt = 1d ®@ Uy = fﬁﬂ U(7,0)dt, tem-se o seguinte

Teorema 2.4.3 W(Id @ Up)W* = e 57 ou seja, I1d @ Up e e 57 sdo unitariamente

equivalentes.
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Demonstracao: Seja {{;} base ortonormal de H e considere a base ortonormal {u,,;}

de IC, dada por (u,,;)(t) = %e@@. Tem-se que

(W(Id @ Up)Whu,;)(t) = U

—~

£,0)((Id @ Up)W*un;)(t)

I
=

, O)Ue (W 5)(t)
LO)U (7, 0)U (£, 0) ™ (1)

2mint

e Ut+7,7)U(T,00U(0,t)¢;

2mint 1 2mint
e Ult+r1,1)=—=e = Ult,t—T1)§
Jr

S

e, por outro lado,

. 1 mint
(e Tup ) (t) = Ut t — T)up;(t —7) = WGZTU@J ST
e assim
W(Id® Up)W*u,; = e K u, ;. Vn,j.
Portanto, W(Id @ Up)W* = e KT, |

De acordo com ([27], [35], [59]) se existe o propagador unitério U(t, s) associado com

o sitema perioddico de periodo T’
H(t)=Ho+V(t), VteR

com Hy: dom Hy C H — H auto-adjunto e V(t) : H — H limitado e auto-adjunto para
todo t, entao o operador quase-energia ou Hamiltoniana de Floquet K é dado formalmente
por K = —i0, + H(t) = —i0y + Hy + V(t) = —i0; ® I + 14 ® H(t) e ele é entendido como

o fecho do operador essencialmente auto-adjunto
K°: C¥(R)®dom Hy C K — K,

em que C7°(R) é o espago das fungdes C™ e periddicas de periodo 7" em R e CF(R) ®

dom Hj é o espaco vetorial gerado pelo conjunto
{n(t)¢:ne CP(R), ¥ € dom Ho}.
Para n ® ¢ € CP(R) ® dom H,, tem-se que

K°(n @) (t) = —in' ()¢ + n(t)H(t)v.
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Sistemas Quanticos governados por Hamiltonianas periddicas no tempo tem seu com-

portamento da dinamica frequentemente caracterizado pelas propriedades espectrais do
correspondente operador de Floquet Ur ([1], [3], [4], [9], [12], [16], [21], [24], [30], [32], [33],

_iKT, é equivalente estudar as

[40], [45], [47]). Sendo I3 ® Ur unitariamente equivalente a e
propriedades espectrais de K ou Up.

O interesse principal na analise espectral das Hamiltonianas de Floquet K é o estudo
da estabilidade do sistema quantico periddico no tempo associado, visto que é uma con-

sequéncia do Teorema RAGE (Ruelle-Amrein-Georgescu-Enss), veja [30], que Ur é pontual

puro se, e somente se,

—0, Vi €H, (2.4)

lim sup
n—00 {5

> Puib(t)

em que P,, é a projecao espectral sobre o auto-espaco do autovalor h,, de Hy, se K =
—10y + H(wt), com H(wt) = Hy + V(wt), e Hy com espectro discreto com autovalores
{hm}.

A equagao (2.4) diz que a probabilidade da trajetéria quantica v (t), com uma condicao
inicial arbitraria 1y explorar os auto-estados de Hy de energia maior do que FE, torna-se
cada vez menor para n cada vez maior. Por outro lado, se 1y pertence ao subespaco

espectral continuo de U, entao (veja [30])
1 t
VmeN,ﬁmg/HRwﬁMﬁ:Q
— 00 0

que significa que a probabilidade de retorno média da trajetoria estar no m-ésimo sub-
espago espectral de Hy se anula. Isso implica que sup,., (Hot (), (t)) = co. Em geral, o
fato de 1)y pertencer ao subespago espectral pontual de Ur nao implica que

sup (Hoy (), (1)) < o0,

>0
ou seja, limitagao uniforme da energia (veja [22], [23]). No entanto, em [27] é provado que a
aplicabilidade do método KAM fornece um limite uniforme em ¢ no crescimento da energia

para Hamiltonianas como em [26] que estudamos no Capitulo 3, mais precisamente,

sup (Hoy (), ¥(t)) < o0

t>0

sup ((Ho + V(wt))¥(t), (1)) < oo.

t>0
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O estudo do espectro da Hamiltoniana de Floquet K = —i0,+ Hy+ V (wt) em geral nao
¢ uma tarefa facil pois, em muitas situacoes interessantes, o espectro da Hamiltoniana de
Floquet associada a Hamiltoniana nao-perturbada Hy, a saber Kq = —i0; + Hy, é pontual

puro e denso em R. Particularmente, isso exclui a aplicacao da teoria de pertubacao regular

devida a Kato [44] e Rellich [54].



Capitulo 3

A Técnica KAM

Neste capitulo estudaremos como a técnica KAM ¢é utilizada para mostrar que a Hamilto-
niana de Floquet —id;+ Hy+ V(wt), atuando em L?([0, T'], H, dt), dependendo do parametro
w = %’T, possui espectro pontual puro para valores adequados de w. Assumiremos que o
espectro de Hy em H ¢ discreto, o(Hy) = {hm}5o_,, mas possivelmente degenerado, e
que t — V(t) € B(H) é uma fungao 2m-periédica com valores no espaco de operadores
hermitianos em H.

O capitulo é organizado como segue. Na Se¢ao 3.1 introduziremos a notagao e apresen-
taremos o teorema principal. Na Seg¢ao 3.2 daremos a idéia basica do algoritmo tipo KAM,
o qual consiste num procedimento interativo que resulta na diagonalizacao da Hamilto-
niana de Floquet. Para este proposito é considerada uma sequéncia direta de espacos
de Banach. Nas Secoes 3.3 a 3.7 serao apresentados resultados adicionais necessarios
para a demonstracao do teorema principal, particularmente os detalhes da construcao dos
espacgos de Banach auxiliares e a construcao do conjunto de frequéncias nao-ressonantes
para as quais a Hamiltoniana de Floquet apresentara espectro pontual puro. A Secao 3.8

¢é devotada a demonstracao do teorema principal.

3.1 O Teorema Principal

O objeto central que queremos estudar neste trabalho é um operador auto-adjunto da

forma K + V agindo no espaco de Hilbert

K = L*([0,T),dt) ® H = L*([0, T, H, dt),
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em que T = %’r, w é um numero positivo (que serd chamado de frequéncia) e H é um

espaco de Hilbert separavel fixado. O operador K é auto-adjunto e tem a forma
K: —i@t®Id+Id®H0,

em que o operador diferencial —id; age em L?*([0,T],dt) e representa o operador auto-
adjunto caracterizado por condicoes de fronteira peridédicas. Isto significa que os auto-
valores de —i0; sao da forma kw, k € 7Z, e os correspondentes autovetores normalizados
sao Xy(t) = T-2e Hy é um operador auto-adjunto em H e é suposto ter espectro
discreto com autovalores {h,,}5°_,. Observe que neste capitulo o operador K representara
a Hamiltoniana de Floquet do sistema nao-perturbado correspondente a Hamiltoniana
independente do tempo Hy. Finalmente, V é um operador Hermitiano e limitado em K
determinado por uma funcdo mensuravel t — V(wt) € B(H) tal que sup,cp, V() é 27-
periédica, e V(t)* = V(t) para q.t.p., t € R. Naturalmente, (Vo)(t) = V(wt)y(t) em
K = L*([0,T], H,dt).
Seja

kaPk,

kez
a decomposigao espectral de —id; em L?([0,T],dt) e

HO = Z thrm

meN

a decomposicao espectral de Hy em H. Assim, podemos escrever

D
H=> Hn

meN

em que H,, = Img(Q,,) é o auto-espago de h,,. Supomos que as multiplicidades sao finitas,
M,, =dimH,, < oo, Vm e N.

Portanto, o espectro de K é pontual puro e sua decomposicao espectral fica

K=> > (kw+hn)P: ®Qun, (3.1)

keZ meN
implicando a decomposicao de K na soma direta,
o

K= Z Img(Py ® Qm).

(k,m)€ZxN
Observe que o espectro de K é pontual puro e denso em R, para q.t.p. w € R. A
densidade do espectro segue da seguinte proposicao cuja demonstracao pode ser encontrada

no Apéndice A de [29]:
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Proposicao 3.1.1 Suponha que um conjunto E C R satisfaz sup E = +oo. Entao o

conjunto wZ + E € denso em R, para q.t.p. w € R (no sentido de Lebesgue).

Seguem algumas notacoes adicionais. Sejam

T
anm = T / eilkWth V(Wt)det (32)
1 ‘ 27 )
= — e Q, V(t)Qmdt € B(Hy, Hy)
2 Jo
Além disso,
Amn = hm - hny

AO = mf |Amn|a
m#n

e se {2, é um subconjunto mensuravel de R, entdo [€2,| denota sua medida de Lebesgue.
Agora somos capazes de formular o resultado principal. Observe que embora nao
indicado explicitamente na notacgao, o operador K + V depende do parametro w. Além

disso, K + V é auto-adjunto pelo Teorema de Kato-Rellich(veja[17]).

Teorema 3.1.1 Fize J >0 e seja 0y = [gJ, gJ]. Assuma que Ag > 0, e que existe o > 0

tal que
M., M,
Ay (J) = J° g < 00,
m,neN (hm - hn)
A”mn>J/2

1

Entao, para cadar > o+ 3,

existem constantes positivas €, = €,(r, Ao, J) e d, = 0.(o,r,J)
com a propriedade: se
v =5 S S [ Vil masc{ k] 1} < min e, Ao, J), 120,
neN yeZ meN 0.(0, 7, J)

com Vinm como em 3.2 entao existe um subconjunto mensurdvel Q. C €y tal que
Q0] — [Qeo] < i€y, (3.3)
e o operador K+ V tem espectro pontual puro, para todo w € Q.

Concluimos esta segao com uma breve descrigao de um modelo que ilustra a eficdcia
do Teorema 3.1.1. Considere H = L*([0,1],dx), Hy = —9? com condigoes de contorno
Dirichlet, ou seja, dom Hy = {¢) € H?[0,1] : ¢(0) = (1) = 0} e V(t) = z(t)z?, sendo
z(t) uma fungao de periodo 27 suficientemente regular. Como mostrado em [57] a andlise

espectral deste modelo é equivalente a andlise do também chamado Acelerador de Fermi.
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Os autovalores de Hy sao simples, h,, = m*7? param € N = 1,2,3, ..., com autofuncoes
normalizadas iguais a v, = v/2 sen(mmz). Neste caso,

8(—1)™+t"mn
(m2—n2)272
1

1 _
3 Il se m=n,

se m #n,
anm =2z X

3 027r e~ 2(t)dt é o coeficiente de Fourier de z(t). Com efeito, se m =n

QuV()Qu(tn) = QuV()(V2sennmz) = Qu(2(t)a* Py (x))
= (2()a™Yn(2), u(@))Pn(@)
= </ 2V/2 sen(nmx)v/2 sen(nﬂx)d;ﬂ)wn

- ( / #%sen (mrx)dx>¢n

— m, obtemos que

em que 2 =

1
3

1 [ . 1 1 1 1
Vi = o [T (Lo L = a (- 1),
g 27T/0 e at) 3 2n2n? *\3 T 2n2n2

Como fol r?sen’(nmr)dr =

Sem #n
QuV()Qm(tm) = QuV(t)(V2senmmz) = Qu(2(1)*¢m(x))
= (2()2* (@), Yu(2)) ()
1
- (/ 2()22V/2 sen(mmx) V2 sen(mrx)dm)z/)m
0
1
= (2z(¢ 2 dx )y,
( 2( )/0 x sen(mmz)sen(nmrx) x>¢
Como fol x?sen(mmx)sen(nmr)dr = %, obtemos que
1 8= (=)™ mn
Portanto,
ey = Sugzz | Vi || maxc{|k|", 1}
"N kez meN
8mn -
B ileer)Z <|Zk| ( 2n27r2) * ; 2 (m2 — n2)7r2> max{lk[", 1}
8mn .
= sl [( 2nw) +m§;—(m2 _nz)wz} max{[k", 1}
1 4 1

= || max{|k", }.

keZ
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Fixe J > 0,
1
Ay (J)=J° E <
( ) (m2 _ nQ)O’(ﬂ-Q)O' o0
m,neN
Amn>J/2

se, e somente se, o > 1. Por outro lado, para termos ey finito, é suficiente que z(t) € C*,

sendo s >r+1 >0+ % +1> g Entdo, z(t) € C? é suficiente para que a teoria seja

aplicavel. Isto pode ser comparado a um resultado anterior de [28] que fornecia a condigao

2(t) € C'7.

3.2 Procedimento Limite Formal

Considere uma sequéncia direta de espagos de Banach {Bs, 7,5} com limite indutivo ou
limite direto B, como definido na Secao 1.3.
Seja Dy, € B(By) o limite indutivo, como definido na Se¢ao 1.3 de uma familia de

operadores limitados {Ds € B(Bs)}s>0 com a propriedade
IDJ <1, i-DJ<1 s (3.0

Seja uma sequéncia de espacos de dimensao 1, KK, s = 0,1,2,3,...,00, em que K,
é o elemento basico e K = R ou C dependendo se os espacos de Banach B, sao reais ou

complexos, respectivamente. Sejam

gs:KKs®Bs, s=0,1,...,00.

Entao {Bs}2°, define uma sequéncia direta de espagos vetoriais se definimos 7,5 : Bs — By,

Bs = Tus € ?us(Ks) - Ku

para s < U POr Ty

Seja

¢<x>=3(ef—em_1)=§j k“@’“ (3.5)

se usarmos que €” =y 7 La*.

Proposigao 3.2.1 Suponha que além das sequéncias {Bs}32, {Ks}2y e {Ds}2, sdo

dadas as sequéncias {V }22, e {05102, . tais que Vs € By, 05 € B(B,) e
O Tp = Tl se s<u<w. (3.6)

Sejam

T, =% e % e B(Bs), para s> 1. (3.7)
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Seja {Ws}22, outra sequéncia, com Wy € Bs, definida recursivamente:
WO = V07

W1 = 7s(Wo) + Toy1 (Ve — 76(Vy)) + 0§+1¢(9§+1)TS(1 — Do )(Wy — 7o 1(W,1)), (3.8)

em que, por convenc¢ao, B_4 =0, W_y; = 0. Estenda as transformagoes 6. a 55 : By, — B,
por

5Z(Ku> = _G’ZDU(TUS(WS)) - (1 - Du)(Tus(WS> - Tu,sfl(stl))v (39)

e consequentemente as transformacoes T, a Ty : By — By,

és—l és—Q éo
T,=¢e" e’ ...e’,

para s > 1, fg =14. Entao

To(Ks + Vi) = Ks + Dg(Wy) + (1 — Dg)(Wg — 75_1(Ws_1)), (3.10)
para s =0,1,2,....

Observagao 3.2.1 Como 6:(K,) € By, entio

T, (K,) — K, € B,.
Além disso, obtemos de (3.9) que para 0 < s < u < v,

by (Ku) = Tou(=03Du(Tus (W) = (1= D) (7us( W) = Tus 1 (Wi1)))
= —Toully Du(Tus(Ws)) = Tou(l = Du) (Tus(W) = Tus1(We1))
= —0,70uDu(Tus(W5)) = (1 = Do) Tou(Tus(Wy) = Tus-1(Wi-1))
= —0,Dy(70s(W5)) = (1 = D) (T0s (W) = Ty -1 (Wi-1))
= 05(Ko).
Assim, as fungdes 65 satisfazem

OTow = Toull;, se s <u <.

Demonstracao da Proposigao 3.2.1: Por indugao em s. Para s = 0 tem-se TO(K0+

Vo) = Ko + Vp e o lado direito de (3.10) fica

Ko ‘|— Do(V()) —|— (1 — D0)<V0) = KO + DO(VO) —|— V() - Do(VO) == KO —|— Vo.



Suponha que a afirmacao é verdadeira para s, e mostremos que vale para s + 1,

Torr(Kor + Vi) =

Topr(Kopr + 7 Ve = 7oV o+ Viia)

Ton1 (oK) + 7(Va) = (Vi) + Vi)

Ts+17~'s(K + Vi) + Top1 (Vg1 — 75(V5))

(P16l P)F (K, + V) + Topr (Vegr — 74(V3))
P FT(K, + Vo) + Topt (Ves — (V)

P17, (K, + Dy(W,) + (1= D) (W, — 741 (Wy1))

F o1 (Vg1 — 76(Vy))

39

6§:+1 (Ks—i-l + Ds—‘rlTs(Ws)) + €0§+ITS(1 - DS)(WS o Ts_l(WS_l))

+Ts+1(vs+1 - Ts(vs>>-

Como e o = (Id + Zk 1% <9§+1) )

0217 (K + Dy(W5))

= 5§+1 (KS+1 + TSDS(WS))

= 9;+1<Ks+1) + 9§+lTst(Ws)

= _9§+1D8+1(TS(W8)) - (1 - Ds—f—l)(TS(WS) - 7‘5+1,S_1(Ws—1))

+05, 1 Do y17(Ws)
= —(1 = Doy )(7s(Ws) = Top1,6Ts,s-1(Wiem1))
= —(1 = Doyr)(7s(Ws) + (1 = Do) 771 (Wsa)
= —7s(1 = Dy)(Wy) + 75(1 — Dy)7s-1(Ws-1)
= —75(1 = Ds)(W; — 751 (Ws-1)),



40

obtemos que

o0

~ 1 oY D -
Top1(Koy1 + Vey1) = Koy + Do me(Ws) + (Z sz*l)kil)eiH(TS(Ks + D (W)
k=1
+€9§+17—8(1 — Ds)(WS — Tsfl(stl)) + Ts+1(Vs+1 - Ts(Vs))
s — 1~
98—95+1TS(K3 + Ds(WS))
s+1

+€9§+17—s(1 — Ds)(WS — Tsfl(stl)) + T5+1(Vs+l - TS(VS))

= Kerl + Ds+1Ts(Ws) +

= Ksi1 = (1= Dyy1)7s(Ws) + 75(Ws) + Tsp1 (Vg1 — 75(Vs))
05 el — 1
(e = D) (= D)W, — s (Wa))
s+1

= Ks+1 - (1 - Ds—l—l)Ts(Ws) + Ws+1
= Kerl - Ts(Ws) + DerlTs(Ws) + Ws+1

+Dg1(Wei1) = Dep1(Wepa)
= Ks+1 + Ds+1<Ws+1> + (1 - Ds+1)(Ws+l - TS(WS))'

Proposicao 3.2.2 Assuma as sequéncias { V2, {Ws}2, e {0312, como na Proposi-
cao 3.2.1. Denote
ws = [|Ws = 751 (W) ||

(com wy = ||Wy||). Assuma que ezistam uma sequéncia de nimeros reais positivos { Fy}2,
tal que
10:]] < Fows, Vs,u eu > s, (3.11)

uma sequéncia de nimeros reais nao negativos {vs}, tal que
||Vs - 7_s—l(Vvs—l>|| < Vs, VS,

(para s = 0 isso significa || Vo|| < vg) e uma constante A > 0, tal que,

Fo? < Avgyy, Vs, (3.12)
e que
B=) Fu, <o (3.13)
s=0
Denote

C = sup Fv,. (3.14)
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Se d > 0 obedece
e+ Ap(dC)d? < d, (3.15)

entao

ws < dvg, Vs. (3.16)

Demonstracao: Por indugao em s. Para s = 0, temos Vo = Wy, || Vol < vo, [|Woll =
wop. Dal, wg = [|[Wol|| = || Vo|| = vo e (3.16) é verdadeiro se d > 1, mas por (3.15) tem-se
que d > 1. Suponha que (3.16) vale para s e mostremos que vale para s + 1. De (3.8),

obtemos

Wsp1 = [Wepr — m(WH)]]
= |Ter(Vaps = 7u(V)) + 62,,6(62, )7a(1 = D) (We — 7o 1 (Way))|
< N Tera(Vaga = (V) ll 4 {|05110(0241)7(1 = Do) (We = 7o 1 (W) |
<N T | [ Vesr = 7 V)]0 || [ @02 ) || 17l 1 (L = D) || (W = Tars (Wem1))]] -

De (3.4) e (3.11), segue que

Wer1 < || Togr|| vspa + Hé’ +1H ¢( H@ +1H
< ‘603‘*‘169;"% e Vst1 + Fswso(Fsws)ws
< flefef] [l e[l ee | v + o(Fuws) Frwe?
< ellrmalleloell . ell2ally, 4+ o(Faw,) Fa?
< efrwsefimweny | pFowoy, 4 b (Faw,) Fyw?
S
= €eXp (Z Fjwj>vs+1 + ¢(sts)st?
=0
S
< exp (d 3 Fjvj>vs+1 + (dF,v,) F,d*?
=0
< ey + ¢(dC)d? Avg 4

= (e + ¢(dC)Yd*A)vgyy < dvgys.
|

Observagao 3.2.2 a) Se B < %an e Ap(3C) < %, entao (3.15) vale com d = 3, pois
e3P+ Ap(3C)9 < 52 4 19 =24 1=3.

b) Relembre que 02, € B(By) € o tnico operador limitado em By, tal que

0 Toou = Toouly, Yu > s.
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Se (3.11) wvale, entdo
1051 < Fiws, (3.17)

pois seu > s e X € B,, seque que
105 Toou (X | = 1 Tocubn (O < lTocull 1651 X | < Fyws || XY,
e Uyss Toou(Bu) € denso em By

Corolario 3.2.1 Sob as mesmas hipdteses da Proposicao 3.2.2, se existe d > 0 tal que
(5.15) € satisfeito, e
Fip=inf Fy > 0, (3.18)

entao os limites

Voo = lim 7505(Vy), Wy = lim 705 (W)

§—00 §—00

existem em By, o limite

T, = lim e e
existe em B(Bso) € Too € B(Bo) pode ser estendido para uma aplicagio linear Ts, : B —

B, por

Too(Ks) — Koo = lim 7oos (T (K,) — K,), (3.19)

§—00

com o limite existindo em B,. Fstes objetos obedecem a igualdade
Too (Koo + Vi) = Kop + Do (Woo). (3.20)

Demonstracao: Se u > s, entao

u

D i (Vi = 7ia(

[Toou( Vi) = Toos (Vi) [| = Z [700j (V; = 7521 (Vi)

j=s+1 Jj=s+1
u
< D Il 1V = 7 (Vi) < Z (V5 =71 (Via)l
j=s+1 Jj=s+1
u
< D v
j=s+1
Como > 2 jvs <> 02 %05 = 11nf Yoo Fsvs < 00, asequéncia {7o05(V;) } é uma sequéncia

de Cauchy em B, e, portanto, V., € B, existe. Como w, < dvs, Vs, obtemos que, para
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u

[ Toou(Wa) = Toos (W) = Z Tooj (W — Tj—l<Wj—1))H

j—s+1
S Z HW 7—] 1 )H
Jj=s+1
u U
= 2 wi=d) v
j=s+1 J=s+1

e com 0s mesmos argumentos anteriores segue que To.s(Ws) é uma sequéncia de Cauchy
em B, e, portanto, W, € B, existe.

Sejam T, = el P se s >1eTy=14 Se u> s, entdo temos

[Tu-To| = [ % =" o

u—1 s —_—
= (6900 ...6000—Id) s

S e L]
< (o Zne 1) =1)exp( Zne
< exp lef) 1) = exp ZHH

exp (dz Fjvj) — exp (dz Fjvj).
j=0 J=0

Por (3.13) segue que {T,} é uma sequéncia de Cauchy em B(B,,) e, portanto, Th, € Ba

existe. Para mostrar (3.19) vamos primeiro verificar a desigualdade

~ 1+dB
L A e ) (3:21)
inf
se u > s. Observe que
sl — 1 g llel -1
AN AR
1105

= >l

j= 1



Portanto,

= Id—i-z —Id K,)

1
< —_ < S S
. Z%( !\ ﬁe @)
ellfall — 1 1~
= Sk,
oz I%)
ellfall — 1 )
= - ’ 95“ ”euDu(Tus(Ws)) - (1 — Du)(Tus(Ws) — TU,Sfl(stl))H
ellfall — 1 .
S HQSH (H9u|| HWSH + ”7_us<Ws) - Tu7g_1(WS_1)||)
ellfall —
= e LI W+ 17 (Ws = 7 a (Wo )]
ellfall — )
= ‘95” (||9 ” ||W||+||W = Ts— 1<Ws—1)||)
erws _ 1 1
< —— — Fsws _ -
< o (Fe Wil +w) = @~ (Wl + &)

e agora [|[Wll = > 22_ (IW; || = IW;-1l) + [[Wol| , mas
wj = W = 1(Wi_)l| > (Wil = |- (W)l > [[Wsl] — [[W-ad|, V3,

e, portanto,

ZFUJ—

1nf inf

S oo o0
Wl < D wy <Y wi <) do <
j=1 =0 =0

Assim,

< (e —n(Iml+ )

dB 1
< ()
_(6 )Enf+Fs

1+dB
< ()
—(e ) Enf )

e (3.21) estd demonstrada.

Com o0 uso da identidade elementar

aj...ao—l:aj...al(a0—1)+aj...ag(a1—1)—1—(a]~—1),

44
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obtemos de (3.21), se 0 < s <t < wu que

Heéﬁ . egZ(Ku) - K, < elloufl+-+

o: Hegi(Ku) ~ K,

"‘GHGH|+”'+H93+2|’ H€§i+1 (Ku) - Ku

< 1+ dB (eFtwt+A..+Fs+1ws+1<6sts o 1)
o Enf
+(6FtWt+---+Fs+2ws+2 (6F5+1ws+1 o 1) IS (eFtUJt _ 1))
— 1 ;dB <6Ftwt+--'+sts _ 1) .
inf

Para terminar esta demonstracao denotemos temporariamente 7, = Toos(Ts(Ks) — K5) €

Bs. Se t > s, entao
gt—1 90 As—1 70
=Ty = Toale? .. % (K,) — e L e%(K))
= th(egz—l . eg’?(Kt) _eht egg(Kt))

t—1 s ns—1 P\ ~_1 =5
= (¥ P 1) (T (K) — K+ e e (K) — K.

Portanto,
1+dB
Ir=mall € S (PR (et )
1m:
_'_(eFt,lwi,lJr...JrFSws o 1))
_ 1 ;dB (eFt—lwt—1+...+Fowo _ er—1U-Js—1+~--+FOW0)7
inf

e, assim, {75} é uma sequéncia de Cauchy, portanto o limite do lado direito de (3.19)
existe.

Para demonstrar (3.20), observe que

Too(Koo + Vo) = Koo + lim 7oeg(T(K,) — K) + lim 7os(T4(V5))

= Koo+ lim 705 (Ts(Ks + Vi) — Ky)

= Ko+ :11)1(;: Toos(Ds(Ws) 4+ (1 — D) (W — 75-1(Wis-1)))

= Koo 4 I (Doo(Toos (W) + (1 = Doo) (Toos (Ws) = Too,s-1(Wis-1)))

= Koo 1im Dog(Toos (W) + Too,s(Ws) = Too 51 (Ws1)
~DooToos(Ws) + DooToo,s—1(Ws-1)

= Koo+ Wo —We +D W = Koo + Do W
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3.3 Convergéncia no Espaco de Hilbert Estendido K

Seja {Bs, T,s} uma sequéncia direta de espagos de Banach reais ou complexos, conforme
vimos na Secao 3.2. Nesta secao assumimos que K é um espaco de Hilbert separavel
complexo e K é um operador densamente definido fechado em K. Suponha que para cada

s € Z, é dado uma aplicacao linear limitada,
ks:Bs — B(K), com |k <1,

e tal que

Vs,u, 0 <s<u, kyTus =ks.

Se os espacgos de Banach B, sao reais, entao a aplicacao ks é suposta ser linear sobre
R caso contrario, é linear em C. Entao existe uma tunica aplicacao linear e limitada
ks : Boo — B(K) que satisfaz, Vs € Z,, kooToos = ks. Claramente, ||kw| < 1. Estenda a
aplicacao k, para Es . B, = KK, + B, — CK + B(K), definindo

ks(Ks) =K, VseZ, U/{oo}.

Entio ky(K,+X) = K+ky(X), com X € By, é um operador fechado em K com dom (K+
ks(X)) = dom K.
Suponha, além disso, que existe D € B(B(K)) tal que

Vs € Z+, Dks = kst~
Entao tem-se que, Vs € Z,, VX € B,
koo Doo(Toos X ) = kooToos Ds(X) = ksDg(X) = Dky(X) = Dkoo (Toos X).

Uma vez que o conjunto de vetores {7ws(X);s € Z,, X € Bs} é denso em B, obtemos

kooDoo = Dk

Proposigao 3.3.1 Sob as hipdteses do Corolario 3.2.1 e as definidas acima, seja { A5},

uma sequéncia de operadores limitados em K tal que
Vs,u,0 < s <u, VX € B, Fku(0;(X)) = [As, ku(X)], (3.22)

VseZ,, Ay dom K)C dom K,

Vs,u, 0< s <u, [As, K] =ku(0(K.))|dom k-



Além disso, assuma que

0o
> A < oo
s=0

Sejam

Entao o limite

U= lim e4s1 ... 40

§—00

)

existe na norma de operadores, U € B(KC) tem uma inversa limitada e vale

U(dom K) =dom K,

UK+ VVU'=K+DW).
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(3.23)

(3.24)

(3.25)

Para demonstrar esse resultado precisamos do seguinte lema, em que usaremos a

notacao ad,B = [A, B]. Logo, e**4 B = e} Be=*4. De fato,

Pulap — <i%(/\adA)j>(B)

J=0

1 1
— <Id+)\adA+ gAQadiﬁ—...—i— —|)\"ad7j+...>B
! n!

1 1
= B+ XadsB + aAQadA(adAB) 4+ ...+ —')\”ad’jB —+ ...
! n'

1 1
= B+ MA, B+ EAQadA[A, B] + 5)\3ad124[14, Bl + ...

— B+ MA B+ %AQ[A, [A, B]] + %Vadd& [A, Bl + ...

— B AA Bl 4 = 2[A, [A, Bl + ~N[A, [A,[A, B + ...

2! 3!

Por outro lado,

22 A A2
eMBe M = (Id+AA+—A2+...+—A"+...>B<Id—>\A+—A2+
21 n! 21

22 A"
= <B+/\AB+§A23+...+—'A"B+...>
: nt
A2 LN
A2 A2
= B+)\AB—ABA+§A23+§BA2—>\2ABA+...

1
= B+ A, B+ EAQ[A, [A, B]] + ...

e o resultado segue.

...+§A">
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Lema 3.3.1 Assuma que H € um espaco de Hilbert, K é um operador fechado em H, A, B €
B(H),
A(dom K) C dom K,

[A7K] - B’dom K-

Entao, VA € C vale
*M(dom K) = dom K, (3.26)

eandA -1
eMKeM =K+ ————B.
adA

Demonstracao: Escolha um vetor arbitrario v € dom K e sejam
Uy = Z ZAky, VneZ,.

Entao v, € dom K, pois A(dom K) C dom K e v, — e v, quando n — oo. Por outro

lado,

A
o " k k oAk
Kv, = (AR — AN K > S ARKY
k=0 k=0
n )\k k—1
= =) = Al BAF1- JU+Z Akm
k=1 " j=0

Logo, lim,,_.., Kv, existe e chamemos o limite de u. Como K ¢é fechado, v, — e*v e

Kwv,, — u segue que e*v € dom K e K(e*v) = u. Portanto,
M(dom K) C dom K.

Mas (e*) ! = e e daf

dom K C e*(dom K).

Assim, e’Mdom K = dom K, VA € C. Além disso, o calculo acima também mostra que

)\k
KMy = — Z ZAJBAk =iy 4 Z - A’“KU Yo € dom K.
k=1 7=0

Portanto,
k—1

N ‘ .
KeM==% 7Y ABAY + MK,

k=1 j=0
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e segue que KeM = —eM (PZZC:CIA B) + eMK; logo,
—Adady __ 1
e MEKeM = K + S

adA

Demonstragao da Proposigao 3.3.1: Sejam 0 < s < u, para todo X € B, temos

que
kool (ToouX) = koo Toouly (X) = kuly (X) = [As, ku(X)] = [As, Koo (Toou X)].
Como o conjunto de vetores {7oou(X);s < u, X € B,} é denso em B, temos, VX € B,
kool (X) = [As, koo (X)]
e, portanto, ko <693°(X)> = ek (X)e A% Sejam
U, =¢e®1. . A para s>1, Uy=1,.

A hipétese (3.23) implica que ambas as sequéncias {U,} e {U;'} sdo de Cauchy em B(K),

pois para u > s, temos

u—1 s—1
U0 < (el 1A = 1) exp(> l1AL)
j=s J=0

u—1 s—1
= exp()_ [ ALl) = exp()_ 1AL,
7=0 7=0

ainda (U,)™! = (eAs=1.. . ef0)7l = ¢7Ao =81 ¢ portanto, o limite (3.24) existe na
norma de operadores, com

U ! = lim U;' € B(K).

§—00

Além disso, VX € B,

fooToo(X) = koo(lim €/ ... e X)

§—00

= lim (kmeeg‘?l(ee‘i‘?2 e X ) e As) (3.27)

S§—00

: s—2 0 _
= lim <6A371k0069w %= Xe AS*)

S§—00

= lim Uk (X)U, .

§—00

Agora vamos calcular k,T}(K,). Para 0 < s < u, seja B, = ky(6%(K,)) € B(K) e observe

que B, nao depende em u > s, pois se 0 < s < u < v, entao

ku(05(K)) = ko(Tu5 (K)) = ko(03(K,)).-
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Podemos aplicar o Lema 3.3.1 aos operadores K, A, e B, para concluir que e~#+(dom K) =

dom K e

eadAs -1
eAKe =K+ —B,. (3.28)
adAS
Por outro lado, usando (3.22)
- ~ - 0; _ 1~ ada, __ 1
Fule®(K,) = oo (Ko + ——03(K,) ) =K + ——B,.
63 adAs

Assim, k,(e% (K,)) = eA*Ke A+ Consequentemente, U,(dom K) = dom K e

ksTo(Ks) = ES (653_1 . 652(]{8)) = %365:_1 (65;;—2 . egg(Ks))
= M1k, <e§§72 o egg(Ks))e’AS‘1 (3.29)

= et eMoe A0 oAt = USKUs_l.

Seja C, = U,KU;' — K de (3.28), obtemos que C, € B(K) e podemos calcular, usando
a relagao (3.29), o limite

C = lim C,; = lim ky(T(K,) — K)

§—00

= kool lim Toos(To(K) — K)) = koo (Too(Kso) — Koo).

Logo, K + C = koo (Too(Kx)). Usando que K ¢é fechado, a equacio U,KU' = K + C, e
o fato das sequéncias {UF!'} e {C,} convergirem, obtemos que U (dom K) C dom K e,
portanto, U (dom K) = dom K. Além disso,

UKU ! = lim UKU;!

S— 00

= K+ lim C, (3.30)

§—00

= K+ C = koToo(Ku).

De (3.27) e (3.30), segue que

koo Too(X) = Ukoo(X)U ™, VX € Be.

Mas por (3.20) Too (Koo + Vio) = Koo + Do (W) Portanto, aplicando EOO, obtemos

kooToo(Koo) + kooToo(Voo) = K + koo Doo (W),

ou seja, UK + V)U ' = K + D(W). u
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3.4 Escolha da Sequéncia Direta de Espacos de Ba-
nach

Suponha que sejam dados uma sequéncia decrescente de subconjuntos do intervalo ]0, col,

Qo D Oy DOy D ..., uma sequéncia decrescente de nimeros reais positivos {¢s}2, e uma

sequéncia estritamente crescente de nimeros reais positivos {E}2°,,1 < B} < Ey <
Considere os espacos de Banach complexos °B,, s > 0, como o subespaco

@
0B, Loo(QS x 7 x N x N,ZZB(Hm,Hn)),

neN meN

formado por aqueles elementos X = { Xynm(w)} que satisfazem
Xenm(w) € B(Hpm, Hp), Yw € Q, Y(k,n,m) € Z x N x N,

e tem norma finita

10, = sup sup 3 (1 Xewmn ()] + 04 | Xinn(w )| )75, (331)
o Se nEN ez men
onde o sfmbolo 9 designa a derivada discreta em w,
~ X(w) — X (o
ax(w’w/> — (w) ,(w )
w—w

No Apéndice, é mostrado que (°Bs, || - ||s) é um espaco de Banach e que se X, Y € By e a
multiplicagao XY é dada por (3.78), entao || XY ||s < [|X|s]|Y |5

Seja By C °Bs o subespaco fechado formado pelos elementos X € B, que satisfazem
V(k,n,m) € Zx NxN, Yw € Qy, Xipm(w)" = X_pmn(w) € B(Hn, Him)- (3.32)

A sequéncia de espagos de Banach, {B,}2°,, torna-se uma sequéncia direta se conside-

ramos, para u > S,

Tus - Bs — Bua Tus(X) = X|Qu

Por causa da monotonicidade das sequéncias {€s}, {¢s} e {Es} claramente temos ||7,|| <

1. De fato, se X € B,, entao

IrusXll, = sup SUPZZ<||anm )+

w,w GQu n
w;ﬁw

8X;mm(w w )H >6‘WE“

< sup Supg E <||anm )+ @5 (| 0X ke (@, w)H)f:‘k‘/Es
w,wEQy n
w;ﬁi

< sup SUPE E <|szm M 4 ©5 (|0 X trm (w, &) )e‘k'/ES

w,w!ENg n
w;éw

=[xl -
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Agora, introduzimos o operador limitado Dy € B(B;) como o operador que extrai a
parte diagonal, ou seja,

DS<X)knm(w) = 5k05nmX0nn(w)~ (333)
Claramente, || Dg|| < 1le ||1— D] < 1.
Seja

VGLW(ZXNXN,ZiB(Hm,Hn)>7

neN meN

o elemento com componentes Vi € B(Hm, Hy,) dado em (3.2). Como, por hipétese, V (t)
¢ hermitiano, para quase todo t, segue que (Vipm)* = V_gmn. Ainda assumiremos, como

no Teorema 3.1.1, que existe r > 0 tal que
ey =sup Y Y [|Viogn || max{|k|", 1} < oc. (3.34)
neN yez meN

Vamos definir os elementos V; € B, s > 0, por

Vinm  se  |k| < Es,
(Vo) knm (w) = (3.35)
0 se |k| > E.

Verifiquemos que V; € B;: pela definigao de V;, tem-se que para todo (k,n,m) € ZxNxN
eweE Qs; (Vts)knm(w)* - (Vjs)—k:,m,n €

IVall, = sup sup >3 S~ (Va0 + 24

ww'eQs neEN
! keZ meN

5<VS>lmm(w7w1)

)e|k|/Es

Vienm — Vi
— sup sup Z Z ( ’V;W“TLH +§03 M )ek/Es
St mEN By meN W
= sup 0 3 [V < o
|k|<ES meN

pois €y < 0o. Para s > 1, temos a estimativa

Ve =moa(Ved)lly = sup > > [[Viwml M/

neN g <|k|<E, meN

< esup S0 3 Vi M) (3.36)

nEN L eZ meN 1)’
eey

(Es—l)r'

Similarmente, para s = 0, temos ||Vp|| < eey convencionando E_; =1e V_; = 0.
A sequéncia {K}2°, tem o mesmo significado que na Secao 3.2, ou seja, cada K é

um vetor bésico distinto em um espaco vetorial unidimensional RK,. Além disso, uma
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sequéncia 02 € B(B,), 0 < s < wu, satisfaz a regra (3.6). Da mesma forma como na
Proposigao 3.2.1 construimos sequéncias Ty € B(By), s > 1, e W, € By, s > 0, usando as

relagdes (3.7) e (3.8), respectivamente.

Proposicao 3.4.1 Suponha que

03] < |Ws — 11 (Ws—1) |, Vs,u, 0 <s<u, (3.37)
s+1
e sejam
A, = Sesup& B, = Sei; Cy, =besup———.  (3.38)
5>0 QOS—FI(Es—l)QT’ i a—0 308+1(ES—1)T’ 5>0 908+1(Es—1)r
Se

1
ey B, < §1Il2 e ey Ap(3eyC) < (3.39)

@Ir—A

entdo as conclusoes do Coroldario 3.2.1 valem e, em particular,os limites Vi, Wso € Boo,

Tw € B(Bs) € To € B(goo) existem e satisfazem a igualdade
Too (Koo 4 Vo) = Koo + Doo(Wao).

Demonstracao: Sejam

5 cey
F, = e Vs = )
Ps+1 (Es—l)r

s > 0. (3.40)

Lembre que wy = |[Wy — 75_1(Ws_1)|| . Como por hipétese

0: 1l < |\Ws — 1s-1(Ws_1)|| = Faws, Vs,u, u> s,

s+1
segue que (3.11) da Proposigao 3.2.2 é satisfeita. Também de (3.36)

Vs = Tsm1(Wsz1)|| < ws, Vs,

Se A = ey A,, obtemos

5 2¢2 5
Fsvg _ e €v2 _ eey _cey
Ps+1 (Es—l) Ps+1 (Es—l) "
BT
= eybe () cv < ey Avgyr = Avgyq,

Ps+1 (ES—I)QT (ES)T

que é a condigao (3.12) da Proposigao 3.2.2. Além disso,

5 eey
B = Foo, = —— — ¢y B, <0
Z ; e By
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eey

5
C = sup Fyv, = sup — = ey C,.
S

s Ps+1 (Es—l)r
Como pela hipétese (3.39)

evB., =B < %1112 e eyA.p(3eyC,) = Ap(3C) <

O

segue da Observagao 3.2.2 que (3.15) vale com d = 3. Além disso,

F¢ = inf F, = inf 0 = i > 0,
s 5 Pst1 ¥1

e todas as hipdteses do Corolario 3.2.1 bem como as da Proposicao 3.2.2 sao satisfeitas e

o resultado segue. [ ]

3.5 Relacao entre os Espacos de Banach B; com o
Operador Auto-adjunto em K
Sejam B, os espagos de Banach como na segao anterior e
Qoo = N5242s.

Suponha que Q. # 0 e fixe w € Qo (logo w > 0). Para cada funcao [0,7] > t —
X (t) € B(H) existe naturalmente um operador X em K = L*([0,T], H,dt) definido por
(X)) (t) = X (t)1(t). Como é bem conhecido (veja [29, 53]),

X< XN g
em que ||.|| gy é conhecida como a norma de Schur-Holmgren,

IXlgy = max{ s 3> |R@QXAEQu,

(I,n)€EZXN

(k,m)€ZXN
s S IR© QX Pe Qu}
(k,m)eZxN () EZXN
= max { sup Z Z | Xk ||, sup Z Z HanmH}a
neN Y eZ meN meN p ez neN

em que

1

T
Xinm = — / e MQ X () Qdt.
T Jo
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Se X(t) é hermitiano para quase todo t € [0,7], entao vale, V(k,n,m), (Xgm)* =
X_kmn €, portanto,
neN L eZ meN mEN L7 neN
Note também que, Vs € Z,, VX € B, || X(w)||gy < [|[X]|,- De fato,

IX@)llser = sup Y > [ Xnm(w)

nEN L7 meN

< sup supzz(nxknm )+ PalldX ()] /7 = X,

Q
ww€2s nEN LeZ meN

e, consequentemente, o mesmo ¢é verdadeiro para s = oo.
A cada elemento X € °B, C L™ (Q xZxNxNY >% B (Hm,Hn)> tal que
| X (w)|| g < o0, podemos associar uma funcao definida no intervalo [0, 77,
L= 0D M K ()
k€Z neN meN

O operador correspondente em K é denotado por ks(X). Para X € B;, temos
[k < [ X (W)llsg < 11X (3.41)

De fato, ks(X) é um operador fibrado e as fibras sao

=22 2 ™ Xinn(w) € B(H, H).

k€Z neN meN
Logo, ||ks(X)| = sup, ||ks(X)(t)]|. Agora se ¢ € H, entdo ¢ = > cpnibm com ¥y, € H,,
e para ¥, € Hn,

kOl = |32 D ™ X ()i

keZ neN
S Z Z HelkWthnm ¢m”
keZ neN
< (S 1% @) el
keZ neN

e, portanto, para todo t € [0, T7,

[k (X) (@) < SHPZZ [ Xk (W) = [| X () [ s
kEZ neN
e (3.41) segue.
Além disso se, X € B;, entao o operador ks(X) é Hermitiano, devido a propriedade

(3.32) de X. Desta forma, introduzimos as aplicagoes lineares ks : B — B(K), para
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s € Zy com |lks|]] < 1. Outra propriedade que temos considerando a multiplicagao de
operadores dada no Apéndice (veja a regra (3.78)) é a seguinte: se X,Y € °B, satisfazem

[ X gy < o0 e [[Y][gy < oo, entao [[(XY)(w)|[gy <ooe
ks(XY) = ks (X) ks (Y).
Seja D € B(B(K)) o operador que toma a parte diagonal de um operador X € B(K)
k€EZ meN
Temos que Dk; = ksDg e ||D|| < 1.
Uma consequéncia de (3.34) é que V' = {Vjnm} tem norma de Schur-Holmgren finita,
Vg < o0, pois

Vllsn = sup D> Vunll

kEZ meN

supz Z | Vienmn || max{|k|", 1} = ey < o0.

kEZ meN

IN

Seja Vs € B, s € Z,, definida por (3.35). Entao como para |k| > Fj, % > 1,

obtemos

IV =Villgy = supd > [[(V-Vi) Jinm| = sup SN Vinmll

neN

k€Z meN |k\>Es meN
max{|k:| 1} 1 v
< Supz Z H‘/kan ) (ES)TEV = (Es>'f
kEZ meN

Impomos agora uma condi¢ao adicional na sequéncia crescente {Es} de nimeros reais
positivos que ocorrem na definicdo da norma ||.||, em By conforme (3.31), a saber, supore-

mos que

lim Ey = +4o0. (3.42)

§——+00

Neste caso, lims_,o ||V — V|| g = 0 e, portanto,

V = lim ky(V3) = koo (Vo). (3.43)

§—00

na norma de operadores.

Também assumiremos que existe A, € °B,yq, s € Z,, tal que,

(As)knm(w)* = —(As)—kmn(w), (3.44)
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e, usando esses elementos, definimos as transformacoes %03 € B(°B,), u > s, por

005 (X) = [Tuss1(As), X]. (3.45)
Como para X € °B,, temos
1°0:30], = Tusn1(A)X = X7usnt(A)ll, < ITusr1(A) XL, + 1 X s (A,
< s (A Ll XL, + 1 X Nl s 2 (A,
< Ao XN, + I X Nl Asllygy = 21 Asl g X
segue que
105X < 2 1Al 411 -

Sendo B, C “B, um subespago invariante por °0¢, podemos definir 6% = °6%|5, € B(B,).

Como 1Ag € Bsy 1, podemos definir
A, = —iky1(iAs) € B(K).

Claramente, ||Ag|| = ||kss1(iAs)]| < [|iAs]|ss+1 = ||Aslls41 e usando (3.45), obtemos que,
Vs,u, 0 <s<u, VX € B,,

ku(03(X)) = ku([Tuss1(As), X]) = Ku(Tusr1(As) X — X7y 541 (As))
= ku(Tus1(As) X) — ku(X 7541 (As))
= Ful(Tus1) (As) )b (X) — i (X) ko (Tu,s41(As))
= ko1 (Ag)ku(X) = ku(X)kor1(As)
= —iks1(iA0)ku(X) — ku(X)(—iks11(i4s))
= Aku(X) — ku(X)A, = [Ag, k(X))

Lema 3.5.1 Seja {W,}22, uma sequéncia de elementos W € B e gft . B, — B, as
extensoes de 05, 0 < s < u, definidas em (3.9). Assuma que os elementos A, € °Byy1, s €
Z,., satisfazem

(ko = ) (A () = (83(7us D (W) 4 7o (1= D) (Wo =71 (Wen))) (@), (3:46)

V(k,n,m) € Zx N x N, Vs u, 0 <s <u. Entdo,

Vs € Zy, As(dom K) C dom K,

Vs,u, 0< s <u, [As, K] =ku(0(K))|dom k-
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Demonstragao: Denote

Por (3.9), temos que
_§Z(K1J = 0, Dy (Tus(W5)) + (1 = D) (7us(Ws) — Tu,sfl(ws%))?

logo, o lado direito de (3.46) sdo na verdade as entradas da matriz de —gj(Ku) e, assim,

podemos reescrever (3.46) como
(kw = Ay ) (As ) bnm (w) = (_§Z(KU))knm(w)a

aplicando k, em ambos os lados da igualdade acima chegamos na igualdade K P,®Q), A P,®
Qm =PRQ,APR0Q,K+PRQ,B;P,RQ,, V(l,n),(k,m) € ZxN. Como K é fechado,
segue que, Y(k,m) € Z x N,

KA, P, ® Qm = AP, ® QK+ B,P, @ Q. (3.47)

Particulamente, As(Img(P, ® @,,)) C dom K. Mas Img(P;, ® Q,,,) s@o auto-espagos dois a
dois ortogonais de K. Consequentemente, se v € dom K, entao a sequéncia {vy}¥_; dada

por

UN = Z Z Pk®QmU7

k,|k| <N m,m<N
tem a propriedade: vy — v e Kvy — Kuv, quando N — oco. A igualdade (3.47) implica
que

KASUN = ASKUN + BSUN, VN.

Fazendo N — oo e usando A (Img(P, ® @) C dom K e o fato de K ser fechado
concluimos que

A,v e dom Ke KA,v = A, Kv + B,v.

Portanto,

A (dom K) C dom K

e (-KA, +A,K)v = —B,v, Vv € dom K; logo, [A,, K]v = k(6% (k,))v, Vv € dom K, ou
seja, [Ay, K] = ko (05 (k) ]dom K- m
Proposicao 3.5.1 Assuma que w € Qo € as normas ||.||, no espaco de Banach B, satis-

fazendo (3.42). Sejam 05 € B(B,), 0 < s < u, os operadores definidos em (3.45) através

dos elementos A, € "B,y satisfazendo (3.44), e seja W, € By, s € Z, a sequéncia
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definida recursivamente de acordo com (3.8). Assuma que os elementos As, s € Zy,
satisfazem a condigao (3.46) e que

5

Ps+1

W, — 7o (W[, Vs € Z.. (3.48)

4, < 5

Além disso, assuma que os nimeros A, B, e Cy, como definidos em (3.38), satisfazem a
condi¢do (3.39). Entdo existe em K um operador unitario U e um operador Hermitiano
limitado W de tal forma que

U(dom K) =dom K

UK+ V)U ' = K+ D(W).

Demonstracao: As normas de ¢ podem ser estimadas por

5

Ps+1

H‘gZH <2 HASH < ||Ws - TS—I(WS—I)” .

Desta forma, as hipoteses da Proposicao 3.4.1 sao satisfeitas e, consequentemente, de
acordo com Proposicao 3.4.1 (e sua demonstragao), o mesmo é verdadeiro para a Pro-
posi¢ao 3.2.2 e o Corolario 3.2.1 (com Fy e vg como definidos em (3.40) e as constantes

A, B e C' como definidas na demonstragao da Proposi¢ao 3.4.1). Como

5
1A = A = 5o—[IWs = Tt (W) |
s+1
1 1
= §Fs HWS - Tsfl(stl)H - §st57

e a condicao (3.15) estd satisfeita com d = 3, obtemos

i ALl < %ists < %iFs&is = ;iFsvs = gB < o0.
s=0 s=0 s=0 s=0

Isto verifica a hipétese (3.23) da Proposigao 3.3.1 e observe que as demais hipdteses da
Proposicao 3.3.1 sao satisfeitas, visto que as hipdteses do Lema 3.5.1 também sao satis-

feitas. Entao da Proposi¢ao 3.3.1 temos que, sendo V = ko (V), W = koo (W) (que é

As 1 . AO

hermitiano, pois, é limite de operadores hermitianos), o limite U = limy_. € ..e

existe e é um operador unitério em B(K), satisfazendo U(dom K) = dom K e
UK+ V)U!' =K +D(W),

o que demonstra o teorema. ]
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3.6 Conjunto de Frequéncias Nao-Ressonantes

Seja J > 0 fixado e assuma que, Vs € Z,
8_9
Q¢ [0 27].
9 '8
A seguinte definigao diz respeito aos indices (k,n,m) correspondendo as entradas nao-
diagonais, isto é, os indices para os quais k # 0 ou m # n. Os indices da diagonal com

k =0 e m = n, serao sempre tratados separadamente.

Definicao 3.6.1 Diremos que um multi-indice (k,n,m) € Z x N x N € critico se m # n

e

Akn{n e } % 2 [ (3.49)

Caso contrdrio, o multi-indice serd chamado nao-critico.

Definigao 3.6.2 Seja (k,n,m) uma funcao positiva definida nos indices nao-diagonais
e W € B,. Uma frequéncia w € Qg serd chamada (W,1)-ndo-ressonante se para todos o0s

indices nao-diagonais (k,n,m) € Z x N x N, vale
dist( (ke = Ayun + Wonn (), 0 (Womm () ) = @k, n,m). (3.50)
Caso contrdrio, w serd chamado (W, 1)-ressonante.
Note que, em virtude de (3.32), Wom(w) é um operador auto-adjunto em H,,.

Lema 3.6.1 Assuma que 2, C [gJ, %J] W € B et é uma funcao positiva definida nos

indices nao-diagonais e satisfazendo
(—=k,m,n) =(k,n,m), ¥ (k,n,m) ndo-diagonal. (3.51)

Se

VmeN, Vww €, w#*do, HgVVOmm(w,w’)H < (3.52)

1
47
e se a condigdo (3.50) € satisfeita, para todo w € €y e todos os indices nao-criticos

(k,n,m), entdo a medida de Lebesque do conjunto
Qrem = Ly € Qg w € (W, 1h)-ressonante} C Q,

pode ser estimada por

. M,, M,
o <8 Y > 0k, n,m). (3.53)

m,neN keN
Amn>57 Bmn cp<28mn
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Demonstracao: Como Wyum(w) : Hy — Hy, é auto-adjunto e M, = dimH,, < oo,
segue do Teorema Espectral para espacos vetoriais de dimensao finita que o espectro de

Womm(w) é formado pelos autovalores (que sao reais) de Wo,m(w). Sejam
AP() S AP() < o AT (@),

os autovalores de Wy,,m(w) ordenados em forma nao-decrescente e repetidos de acordo

com sua multiplicidade e considere os conjuntos
Qe (g on,m, i, §) = {w € Q& |wk — A + A (w) — /\;”(w)\ < Y(k,n,m)}.

Entao

rULm ruim R
Qruem = U U Q™ (kyn,myi, g).
(k’n’m) 1<ii%jMn
1<j<Mm
De fato, se w € Qr“™ entao w é (W, 1))-ressonante; logo, existe um indice nao-diagonal

(k,n,m) de forma que
dist(o(kw — Apn + Wonn(w)), 0 Womm(w))) < ¥ (k,n,m),

ou seja,

dist({kw — Ay + N (w) }M {A(w) jﬂﬁq) < (k,n,m),

e entao existe 1 <1 < M, el <5< M, tal que

dist({kw — A + A (w) f\i”l, {)\;"(w) jj\i”f) = ‘kw — Ay + A (w) — A (w)

J

Y

: ruLm N : : ruim ruim Coa
ou seja, w € Q™ (k,n,m,1,7j), o que implica Q"™ C | |(k7n,m) U N Qe (kon,m,i, ).
=t= n
155<Mm

Reciprocamente, se

wE U UQZ“im(k,n,m,i,j),

knm 1,5
entdao w € QT (k,n,m,1,j), para algum (k,n,m) € (ZxNxN), 1 <i< M,el<j<
M,,; assim,
ok = A + A(w) = NP(@)]| < 6k, m,m),

J

e, portanto,

dist(o(kw — Apn + Wonn(w)), 0 (Womm(w))) < ¥(k,n,m)

donde w é (W, v))-ressonante e w € Q74m,

Por hipétese, se (k,n,m) é um indice nao-critico, entao (3.50) vale, Vw € Q, ou seja,

dist(o(kw — Apn + Wonn(w)), 0 Womm(w))) > ©(k,n,m)
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e, portanto, Q7™ (k. n,m,1,7) = () (para qualquer 4, ). Além disso, observe que devido a
(3.51)
QU (ke m,m, i, §) = QU (—k,m,n, j,1).
De fato,
w € Q™ (kn,m,i, j) < ‘wk — A + A (w) — /\T(w)‘ < Y(k,n,m)
& ‘—(w(—k) AN )\;”(w) - )\?(w))} < (—=k,m,n)
& Jw(—k) = Apm + AT (W) = A (w)| < 9(=k,m,n)

& we QMM (—k,m,n, j,i).

Pelo Teorema de Lidskii (Teorema 1.3.1) com B = Woynm(w) € A = Womm(w'), temos que

My,
A;”(w) — )\;”(w/) = Z TinVns
n=1

em que 7, sao os autovalores de C' = B — A e 0,; como no Teorema de Lidskii. Conse-

quentemente, Vj, 1 < j < M,,, Yw,w' € Q, w #/,

My,
‘5)\m(w,w/) — /\T(w) - )‘?L(w,) _ ‘anl OjnYn
! w—w |w _ w/|
/
— 5 1
< H WOmm<w) Wf()mm(w) ‘ 8W0mm((U,(U/) <=
w — W 1

Se w,w’ € Q™ (L n m,i,7), w# &', entao (k,n,m) é necessariamente um indice critico
e

2(k,n,m)  Y(k,n,m)+(k,n,m)

=] =]
- |whk = Ay + AP (w) = X ()] + |w'k — Ap + A2 (W) — AT ()|
w — w'|
- (Wk) = Apn + A (w) = AT (W) — (W'k = Apppy + AT (W) = AT(W))
- w— W
[l (D)) | D) )
w—w w—w w—w
n(,,) —_ \P m — )\ (o
Z ’k’— Az(w) )‘/z(w _|_)\J (w) )\J/ (LU)
w—w w—w
ni) — \* A (W) — N (o
Z,M_(Axw>,§w>+ HC) 3w>>
w—w w—w
1 1 1 2|kl =1 _ |k
= (4+4) 1 2 2 -2
Isso implica que
4(k,n,m)

‘ngm<k7nvm727])| S
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e, portanto,
ruim _ ruim
‘Qs | - U U Q (k n m,l,j)
(k,n,m) 1<1<J]\/In
1<j<Mm
< E E Q”“m k,n m,z,j)’
(k,n,m)(criticos) <1<M7L
1<i<Mm,
Z Z 4
(k,n,m) 125
>0 1<i<Mn
An}n <h< 2A}nn 1<i<Mpm,
Ly oy dkem) s
k —
(k,n,m) %,
k>0 1<i<Mn
Azr(n]n <k< 2A}nn 1<j<Mm
M., M,
=8 ) ¥(k,n,m)
k
(k,n,m)
k>0
Z Z M., M,
= 8 k d}(ka n? m)?
m,neN keN
Amn>3J Bmn cpc2Bmn
o que conclui a demonstracao do lema. [ |

3.7 Construcao das Sequéncias {{);} e {A;}

Para um multi-indice nao diagonal (k,n,m) e s € Z, seja

%Ao, se (k,n, m) é nao-critico e k = 0,
Golkonym) =8 ZI(Jkl = 1), se (k,n,m) é ndo-critico e k 0, (3.54)
ggos+1|k;|%e*ps|k|/2, e (k,n,m) é critico,
em que
11
Pa= Es E5+1 ‘

Observe que 15 obedece a condigao de simetria (3.51). A escolha de v¥s(k,n, m) para um

indice nao-critico é guiada pelo seguinte lema.

Lema 3.7.1 Sew € Q, C [SJ,%J], (k,n,m) € Z x N x N € um indice nao-critico e
W € B, satisfaz

o1 7
IWomm (@)l [Wonn ()] < min {20, 2571, (3.55)



entao os espectros o(kw — Ay + Wonn(w)), 0(Womm(w)) ndo sao entrelagados, e vale
dist(o(kw — Ay + Wonn(w)), 0 Womm(w))) > s(k,n,m).

Demonstracao: Distinguimos dois casos.
1° caso: Se k # 0, entao

Amn
k

w —

=)

7
> 0
k - 18J‘k‘

= [K|

|kw — Apn| = ‘k(w -

visto que, por hipétese,

Amn
k

1 8 9
— —00,=J — = 2J — — [
we] oo,2J QJ]U[J 8J,+oo
Portanto,

dist (cr(kw — A + Wonn (), U(WOmm(w))> >

2 [kw = D] = [Womm (W) = [[Wonn (w)]]
7 7 7

> Jk| - —=J —=—J

- 18 i 72 72
7 1

2° caso: Se k = 0, entao a distancia pode ser estimada por
1
Ao — [[Worn (W) [] = [[Womm () || > §A0-

Isso conclui a demonstracao do lema.
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Agora, especificaremos de que maneira é construida a sequéncia decrescente dos con-

juntos {€2,}°%,. Sejam Qp = [gj, gJ} .Se W, € B, j4 esta definido, introduzimos Q.+, C 2,

como o conjunto de todas as frequéncias (W, 1s)-ndo-ressonantes. Lembre que os espagos

de Banach B, sao determinados pelas escolhas dos ¢g, F; e ()5, como na Secao 3.4.

Como um proximo passo vamos considerar, para s € Z,, w € (2,1 e um indice

nao-diagonal (k,n,m), a seguinte equagao

(kw - Amn =+ (Ws)Onn(w))X - X<Ws)0mm(w> = Yu (3-56)

com incégnita X € B(H,,, H,) e o lado direito Y € B(H,,, H,,). Como w € g1, ou seja,

w é (W, 1)-ndo-ressonante, temos que os espectros

U(kw — ADpn + (WS)Onn(W)) S 0((WS)0mm(w))
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nao se interceptam (Definigao 3.6.2). Portanto, uma solugdo X existe e é unica pela

Proposigao 1.3.1. Dessa maneira, podemos introduzir a seguinte transformagao linear
(Cs)knm(w) : B(Hm, Hy) — B(Hum, Hn)
Y — X = (T9)gm(w)Y,

tal que X = (I's)gnm(w)Y resolve (3.56). Além disso, de acordo com a Proposi¢ao 1.3.1,

sabemos que

Yl
(0(A),0(B))’
w) e B = (Wy)omm(w), ou seja,

T
X <=
I =< 2 dist

sendo A = kw — A + (W) onn

—

s 1
I‘s nm Y S S 3. Y ) Y B m» nj)y
MO Y1 € § s IV YY € B o)
e entao
T 1 s
I D@ < 5 GG A 2B < 2ot mm) (3:57)
e, se os espectros de A e B nao sao entrelacados, teremos
1
Fs nm S 2R .
D )] € s (3.59)
Estendemos a definigdo de (I's)gnm aos indices diagonais pondo (I's)gnn(w) = 0 €
B(B(Hm, Hn)). Dessa maneira, define-se uma fungao
®
Ty: Q1 X ZxNxN =YY" B(B(Hn, M), (3.59)

neN meN

que naturalmente define uma aplicacao linear, denotada pelo mesmo simbolo, I’ : Y8, —

9B,41, de acordo com a regra

Ls(Y)knm (@) = (Ts) knm (@) Vinm (w)).-

Lema 3.7.2 Assuma que para todos os indices nao-diagonais (k,n,m) ew,w’ € Qgiq, w #
W', vale
~ 1
ot < 11+ 5. (3.60)

Assuma também que quando w € Qg1 e (k,n,m) € um indice nao-critico, entao 0s es-

pectros o(kw — Ay — (Ws)onn(w)) € o((Ws)omm(w)) ndo estao entrelagados. Assuma

finalmente que
2 1
0e11 < min {gAO, 6J}. (3.61)
Entao a sequinte estimativa na norma de I's € B(OBS,O Bsi1) vale

5
20541 .

1T <



66

Demonstracao: Para estimar ||I';|| usaremos a relagao (3.83) da Proposigao 3.8.3. Note

que

9

‘)5(Fs)knm(w,w’)H _ H (T knm (@) = (L) g (@)

w—w

€ como

(T (@)L ) (0 w')(l“s)knm(w’)H =

= || = Cdeom D )y
| EL k(W) + (T8 (@) ‘ = H(ng)knm(w,w/>

obtemos usando (3.60)
| @ m(w, )| = | )i @)FT) ) (i )
1T (@)1 [Tk ) [T b @I (3.62)

< Ik il (11 +5)

IA

Se (k,n,m) é critico, entdo temos, de acordo com (3.57) e (3.54),

7 T 1 k|

(T krm (W) | < = g = Tz,
205(kynm) 2% k|2 e g [KI2
e, consequentemente, utilizando (3.62)
e (I ko @) + @11 [ AT, ) <
ol (L p K] / 1
< et B @) X (i) <k+—>)
k‘|2 2 2
Ps+1 |
1 k 1 k 1
< e—ps|k|< eps_‘+¢+l eps_’ oPs L} | (| |+ )>

1 S 1 T
(,05+1‘k|2 2 (,03+1|k"2 2 (,03+1|/{3|2 2

1
e_p5|k|<—1 16p5m+—(‘k|+§)eps k|>
oot |2 2 Pstalkl

_ ( L - |+|k‘|+i)
Pst1 N k|2 [kl 2k

< ! (1+ ! +1)§L<1+1+1>: o
Ps+1 2 |k| Ps+1 2 2(708—1—1

Se (k,n,m) é nao-critico e k # 0, entao temos, de acordo com (3.58) e (3.54),

1 1 18

(e NS 5 G ) ~ ZIQ =) 7K =5




e, consequentemente,

—ps|/€| || knm || + Ps+1 Ha knm(w w H)

+oy 18 18 (W‘i‘l)
S 1 a
%HM—- Ik = 3) TI(k] - 5) 2
18 1
— ekl 1 — — (lkl+=
‘ 7J(|k|——)( +S"5“7J(|k|_§)(’ '*2))

18 18( |K| + 3)
—) (1 + %H—?J( P %> )

. 18 18( k]~ 4+ 1)
= 1+ pst1

Ps+1
pern TI(k[— 37" 77 (1K - 3)

1 18 J J s 18(lk| — L 18
R R LR 1 -)
©sr17J(35) 6 6 \7J(|k| —3) T7J(k|—3)

IA

< 1 361<1+118<1+2)) 136<1+154>< 2
B Ps+1 76 67 Ps+1 67 67 g05+1‘
No caso em que (k,n,m) é nao-critico e k =0
1 1 2

H (Fs)knm(w)

<
” B w<k7nvm) %AO A07
e, consequentemente,
e (T (@) + e [T Dm0, ) <

< el (Ai + 60ttt @) 1T ) (\k| +3))

< eps'k'(AiwsHjO?OM ) =t (14 pung (1K +3))

2

< Ao(l‘HPsH (‘k’| 2)) <1+90s+1 )
1 2 1 1

- orealireag) s )
905+1A0(p+1< (pHAo ©Vs+1 D03 ‘ 3 OAO
1 4 2 5

_ —<1+—>< .
(103+13 3 2908-%1

Logo, V(k,n,m) e w,w’, temos

e (It @]+ Pt [ O ()

5
EP
20541

e o resultado segue.

< e (u TH =T #eet LD @) )i (1 + 9)

67
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Seja A, € °B,4, dado por
Ay =T((1 = D)W, — 151 (W,_1))), (3.63)

e W € B, satisfazendo (3.32). Aplicando o adjunto em (3.56) e a defini¢ao de I'; estendida

a "B,, obtemos
(Cs)knm(@)Y)" = =(Ts) —pmn (W) (Y7).

Isso implica que A; obedece a condigao (3.44),

(As)knWL(w)* = ((Fs)knm<w)<<1 - Ds)(Ws - 7—571(st1))))*
= _<Fs)fk,m,n(w)<(1 - Ds)<Ws - 7—571<st1))) = _(As)fk,m,n(("'))'

As aplicagoes 02, s < u, sao definidas por (3.45) envolvendo os elementos As.

3.8 Demonstracao do Teorema Principal

Nesta secao demonstraremos o Teorema 3.1.1. Comecamos com a especificacao das sequéncias

{ws} e {Es},
0s = as“q"", para s>1, E,=¢", para s>0, (3.64)
em que a > 1 e ¢ > 1 sao constantes satisfazendo
¢ >e* e ¢ '((a) <3In2, (3.65)
em que ¢ é a fungao zeta de Riemann (((p) = > ;- k7", para p € C, com Re(p) > 1) e
a = 45eq* ey . (3.66)

Observe que, a = 2 e ¢" = ¢? satisfazem a condigao (3.65). O valor de ¢y > ¢; = aq™"
pode ser qualquer e convencionamos E_; = 1. A condigao rln(gq) > « garante que a

sequéncia {ps} é decrescente. De fato, como

segue que
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ou seja,
s+ 1\« ,
(=) =
s
donde
(s+1)% " <s
Logo,
a(8+ 1)Oéq—’l‘q—7'8 S aSOéq—TS
ou seja,
CL(S+ 1)ozq77“(5+1) S asaqfrs
e, assim,

Ps+1 S Ps-

Note também que

1 1 1 1 1 1 1
¢ - g e () - D
E, Egq ¢ttt g2 gt q q

Outra razao para a escolha de (3.64) e (3.66) é que as constantes A,, B, e C,, como

definidas em (3.38), satisfazem a condicao (3.39) da Proposigao 3.4.1. De fato, primeira-

mente, observe que

pois
- 1 - 1 «— 1 1 1
= — < o0.
; a(s+ 1)xg—rs+tq Sz: a(s+ D)og " ag " ; (s+1) ag™ ; ne 0
Agora, temos
(s+1)
q q
4 = s, )
essgg) ag=" (Z(S—i— 1)aq—r(s+1)q23r
_ - {q q2rs+2r } _ {q2r q27" 1 } _ q2r
= Desup|—, T ——5—p = 0e8upy —, —————— 1 = Je—,
s>0 La a(s+1)2g*s s>0 La’ a (s+1) a
1 beq”
B, =5 =
o) = ()
e
1 1
C, = besu { , }
e ag™" a(s +1)*¢ (s + 1)q
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Portanto,

" " 1 1 1
evB, = ev5e%§(a) = eybe a C(a)==q¢""((a) < §31n2 =3 In 2,

45eq? ey 9

e, além disso,

2r

evA.p(BeyCy) = €V56%¢ (36V56%)
2r

q q L /1
v e45eq2"eV¢ v 645eq2rev 9¢ 34
1 /1 1
< go(3) = g3led -3t - 1)

1 1
= -(3—2e3)=1-

1
e3 <
3 S

Wl o

Vamos agora resumir a construc¢ao das sequéncias {Bs}, {Ws} e {05 }.~s que levam a
demonstracao do Teorema 3.1.1. Alguns detalhes adicionais podem ser vistos nas segoes
anteriores. Sejam 2y = [SJ, %J] e Wy =1V,. Lembre que os V; sao definidos a partir de
V por (3.35). Defina ©; C Q como o conjunto das frequéncias (W, 9p)-nao-ressonantes,
sendo 1y como introduzido em (3.54). Consequentemente, o espago de Banach B; estd
definido, visto que sua definicao depende de €1, ¢; e E;. Entdao podemos introduzir o
elemento I'y (no sentido de (3.59)) cuja definigdo é baseada na equagao (3.56), a qual
determina um operador limitado Ty € B(°By,° By). O elemento Ay € °B; ¢ dado pela
igualdade (3.63) e que satisfaz a condicao (3.44).

Logo, 69 estd definido a partir de Ay visto anteriormente. Usando (3.8) podemos entao

definir
Wi = 1(Wo) + (Vi — 10(Va)) + 696(67)70(1 — Do)(Wo — 71 (W_1)).

Em geral, em cada passo numerado por s € Z,, assuma que 2, e W,, 0 < t < s,
e Ay com 0 < t < s— 1, ja estao definidos. As aplicagoes 6, com u > ¢, sdo dadas
por 0 (X) = [ru41(Ar), X], desde que A; € °B,,; satisfaca a condigao (3.44). Define-
se Qg1 C Qs como o conjunto das frequéncias (Wy, 1)s)-nao-ressonantes, sendo 15 como
introduzido em (3.54). Consequentemente, o espago de Banach B,y estd definido, visto
que sua definicao depende de €251, @si1 € Fsiq. Entao podemos introduzir o elemento
['s (no sentido de (3.59)) cuja definigdo é baseada na equagao (3.56), a qual determina
um operador limitado 'y € B(°B,,° Byy1). O elemento A, € °B,y; é dado pela igualdade
(3.63) e que satisfaz a condicdo (3.44). Conhecendo Wy, t < s, e 6!, t < s, (0 que é

equivalente a conhecer A;, t < s) a partir de (3.8) podemos definir W, .
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Tomemos €,(r, Ay, J) de forma que

3e 1 7
< min{ - — .
1_qire*(r, Ao, J) _m1n{4A0, 72J} (3.67)
e
(201
456qr6* (7’, Ao, J) < min {gAQ, EJ} (368)

Mostraremos que se €y < €,(r, Ay, J) as hipdteses dos resultados auxiliares anteriores serao

satisfeitas em cada passo, com s € Z, . Isso diz respeito a hipétese (3.55) do Lema 3.7.1

Vo (@] < min{ Ao, 772J}, Vw € Q. Ym €N, (3.69)
a hipétese (3.52) do Lema 3.6.1.
Ha )omm (W, W' H , Vw,w' € Q,, w# W, YmeN, (3.70)
as hipdteses (3.60) e (3.61) do Lema 3.7.2
H(? i (w, W) (k,n,m), Yw,w' € Q, w# ', (3.71)
e
©Ys+1 < min {gAO, %J} (3.72)
e a hipétese (3.48) da Proposigao 3.5.1
[ As- -1 — Ts—2(Wisa) |- (3.73)

Como a sequéncia {¢s} é decrescente, a condi¢ao (3.72) reduz-se a mostrar o caso

s =0. Sendo p; = aq™" = 4beq* eyq" = 45eq" ey, obtemos de (3.68) que
2 1
p1 = 4beq"ey < 4beq"e.(r, Ay, J) < min {ng, EJ}’

e (3.72) estd demonstrado.
Note também que (3.71) é um consequéncia de (3.70). De fato, da definigao de
(C's)gnm(w), baseada na equagao (3.56) temos que, para todo Y € B(H,,, Hy),

(Ts) i (@)Y = (kw = A + (W Jonn (@)Y = Y (W) oy ().

knm

Portanto,

a -1 (w u)/)}/ _ (Fs)l;r}m(w)y_(rs)l;;m(w/)y
1

= (kw = A+ (We)onn (W)Y = Y (We)omm (w)

w—w'

—(kw' = A + (W) onn (@)Y — Y (W) o ()
= kY + O(W,)onn(w, )Y — YO(Wy)omm (w, w')

= (k+ O(W,)oun(w, &)Y = YW, )omum (w0, ),
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e assumindo (3.70), obtemos

Ha Dl (o YH _ H (k -+ D(W,)omn(w, )Y — YO(W, )Omm(w,w')H

IN

H (k + D(W,)onn (w, &) Y”+Hya )Omm(ww)H

< RV IV + 00 g = (1K 5) 1Y
e, portanto,

1
H@ < |k‘|+§, V(k,n,m)Vw,w' € Qs ew # W,

knm (w7 w/>

e (3.71) estd demonstrada.
Agora demonstraremos que em cada passo, com s € Z., que as condigoes (3.69), (3.70)

e (3.73) sao satisfeitas. Para s = 0, a condigao (3.73) é vazia e a condicao (3.70) é ébvia,

1

pois Vw,w' € Qp, w #Zw' em €N

Hg(WO>0mm(w,w/)H = H(Wo)Omm(w)—(Wo)omm(w/)

w—w
_ H VE) Omm - (‘/O)Omm —0<
w—w -
A condigao (3.67) também segue, visto que Vw € Qp e Vm € N
IWo)omm (Il = [(Vo)ommll < ev < 6*(7” Ao, J)
l—qg" . /1 7
32 mm{ZAO, J} < mln{ Ay, 72J}

Assuma agora que, para cada t € Z,, as condigoes (3.69), (3.70)e (3.73) sao satisfeitas,
para cada s < t. Mostremos que (3.69), (3.70) e (3.73) valem, para s = ¢t + 1. Lembre que
m (3.40), temos

Ps+1 (Esfly ’

e usamos a notacao

Ws = ||Ws - Ts—l(Ws—l)Hs )

com a convencao W_; =

Usando as hipo6teses de indugao, o Lema 3.7.1 e o Lema 3.7.2, obtemos que

F,
||Ft|| S Et?

e, portanto, de (3.63) e (3.4)

F,
[Ad < T Wy = ma (W) || < Etwt,
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e a condicao (3.73) estd satisfeita para s =t + 1.

Pelas hipéteses de indugdo e o passo acima, segue que ||A,|| < Fuws, Vs < t. Como jé
sabemos as constantes A,, B, e C, satisfazem (3.39) e, portanto, as quantidades A, B e C,
dadas por A = eyA,, B = eyB, e C = ¢,C,, obedecem B < %1n2 e Ap(3C) < %
(veja a demonstragao da Proposicao 3.4.1 e a Observacao 3.2.2)e, consequentemente, a
desigualdade (3.15), com d = 3. Pelas escolhas de A, B e C, conforme (3.38) e (3.40), as
quantidades também obedecem (3.12), (3.13) e (3.14). Isso significa que todas as hipdteses
da Proposigao 3.2.2 sao satisfeitas, para s < ¢ (lembre que ||62 || < 2| As||). Portanto, temos

que a conclusao da Proposicao 3.2.2, a saber, ws < dv, vale, para todo s, s <t+1. Agora,
[(Ws)omm (W) || < [[Will,, Vs,

e por (3.67)

t+1 00

Wil < ZwSSBsz
s=0 s=0

= 3e 3e
= 3 Z €€VC]_TS = _r v S ., 6*(T7 AO) J)
s=0 1= q 1- q

e L i (0 G} i )

Logo, (3.69) vale com s =t + 1.

Finalmente,
N 1
|00V )omm (e, || < D2 |BOV, = 721 (Wa1)omam ()|
s=0
Pela definigao (3.31)

|37 = 7o s (e om0, | £ — O, = e OV,

S
S

Portanto,
N oy
[00Vesyomnton)| < D2 W, = s (W)
s=0 7%
t+1 00 00
1 31)3 3 5Us
= —ws < =T
; Ps ; Ps+1 5 ; Ps+1
3 — 3 1
— SZFSUS B<gln2<—

Isso verifica (3.70) para s =t + 1 e, portanto, verificamos que as condigoes (3.69), (3.70)
e (3.73) valem para s =t + 1.
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Seja, como anteriormente, 2o, = N2 €25 C y. Vamos estimar a medida de Lebesgue

de Q.

9] = 100] 19—~ O] = (37— 5 - Zm — Qi

- (M) S < S

Pelo Lema 3.6.1 e Lema 3.7.1, lembrando que as hipdteses estao satisfeitas, e usando a

expressao de 15 dada em (3.54), obtemos

: M,, M
|Q§mm < 8 E g (k,n,m)
m,neN keN
Amn>57 Bmn cpc28mn
_ 3 M, M, I L psltl
- L 5 s—&—l‘ | €
m,neN keN

Amn>%J Amn o 2Bmn

1
= 4Ampsiq Z M, M, Z %B_p k

m,neN keN
Amn>%J %<k<m%

dmpen Y MM, 3 kers's

m,neN keN
Amn>57 max{1, Amn} k<

A A _% Amn
ATpen Y Mman—m”( m") e Ps 2R
m,neN J 2J

Amn>%J
(2J)° MM o B (Do 5 a
(2J)° 2 @, Bmn) 257 (55) e

IN

2Amn
J

IN

= 871'905+1
m,neN
Amn>3J

T St e

m,neN
Amn > % J

M M A 0—+% Amn
= 167(2J) 7 Per1 m Z( mn) s
2 G2

Amn>%J

= 167270, 17 Y

m,neN
Amn>3J

Ajmlwn (Amn>a+é —p Amn
e S
(Apn)?

(63
Agora, se a« > 0 e 8 > 0, entdao sup,.,r%e " = (%) . Aplicando este resultado com

aza—k%eﬁ:%,obtemos que para A, > %J, m,n € N

<Amn>0+2€ pelpn (0+%>0+§ _ (20+1)0+§

2J T\ el €ps
Portanto,

20 + 1\o+3
o+ ) QAU(J).

] < 1672700

s
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Para completar a estimativa precisamos mostrar que a soma .., —2++ é finita, o que

(ps)7t2

impoe restrigoes na escolha de {¢s} e { Es}. Com nossa escolha (3.64) isso é garantido pela

condigao r > o + %, pois

oo
Ps+1

T
s=0 (p8)0+ 2

a,,—r(s+1)

i a(s+1)%q
1 1 >O’+é
Es Esta

o a,—r(s+1
— az (s +1)*g 7t _ a (8+1)aq—r(s+1)q(a+§)(s+1)

+
)
a'+l_ o413
F-eT ()T

Usando a notacao Lin,(z) = Y2, z—:(|z| < 1), temos

. ol © q(*r+o+%)k 0 o (Criotk
Lig(g772) = ) S =) kg
k=1 k=1

(8 + 1)aq—(r—a—%)(s+1)

[
hE

s=0

1

o+3
e considerando 0 (o, 7) = 720mee” 2> 27 (M> Li_o(q”" 4 0 + 3), obtemos

oo

Y]

1-1 )e
q

17 = ruim
7§J-—2£;|Qs

17 \
ST 16727 (20 + 1) A ()Y Bt
72 e

s=0 Ps
EZJ—-Hﬁ?”@a-%1f*5Aa@U———iL———§§X8+-Daq(T°9“*”
72 1 1 0’+% —

(-7

o4

17 . 20 + 1 ’ 1
?EJAAAJkUw1&QU<ZJL%5;> Lialg™ +0o+5)a

q

1

ot+3
17 2 1 1
=J - AU(J)Evl672060+% ot Li_o(¢7" + 0 + =)45eq™
72 < _ l)e 2
q
17 2041 \7" 1
—LJ — T20meec’ T2 g2’ T Lig(¢"+0o+ 2)A(J)ey
72 < _ 1)6 2
q

17
EJ_ 0 (o, r) Ay (J)ey.

Isso demonstra (3.3), considerando d.(c,r, J) = 01(0,7)Ax(J).
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Para concluir a demonstracao considere que w € €,,. Queremos aplicar a Proposi-
¢ao 3.5.1. Olhando as hipoteses de tal proposicao observamos que resta apenas demonstrar
a igualdade (3.46). Na verdade, essa igualdade é uma consequéncia da construcao de A, €

°B,;1. De fato, pela construgao de A, (conforme(3.63))
As = Fs((l - Ds)(Ws - Tsfl(stl)))a
o que significa que para qualquer w € Q. e todos os indices (k,n, m)

(kw = Apn + (Ws)onn (W) (As)knm (@) — (As) knm (@) (W) omm (w) =
= ((1 - Ds)(Ws - Tsfl(W571>>>knm(w>- (374)

Por outro lado, pela defini¢ao de 6% (conforme(3.45)) e a defini¢ao de Dy (conforme(3.33)),

e como w € (), vale que, para todo u, u > s,

07 D (W)t () = ([ (A 7 Du(W)]) (@)
= (Tu,8+1(As)Tust(Ws))knm(w) (375)
_(Tust(Ws)Tu,s+l(As))knm(w)

= (As)knm (@) (Ws)omm (@) — (Ws)onn(w) (As)knm ().

Dai, de (3.74)

(bw — Apn) (As) knm (W) + (We)onn (W) (As)knm (W) — (As) knm (W) (Ws)omm (w) =
= ((1 = Dg)(Ws = 7s-1(Ws-1))) knm (@),

e usando (3.75), segue que
(kw - Amn)<As)kznm(w) = (QZ(TusDS(Ws)) + Tus<1 - Ds)(WS - Ts—l(Ws—l»)knm(w)?

que é a relagao (3.46).
Concluimos que de acordo com a Proposicao 3.5.1 o operador K + V é unitariamente
equivalente & K + D(W) e, portanto, tem espectro pontual puro. Isso conclui a demons-

tracao do Teorema 3.1.1.



Apeéendice

Considere

D
H=> M,

neN

a decomposicao espectral de um espago de Hilbert em uma soma direta de subespacos
mutuamente ortogonais e 2 C R. Para qualquer par de ntimeros reais positivos, ¢ e E, o

subespaco

D
BcLO@(QxeNxN, ZZB(Hm,Hn)>,

neN meN

formado pelos elementos V que satisfazem
Vinm(w) € B(Hpm, Hx)

e tem norma finita

VI = sup sup > S (Ve + ¢ | Ve, )

'eQ
S neN ke men

)e%, (3.76)

em que d representa o operador diferenca

V(w) = V()

w—w

V(') =

Note que o operador de diferenca obedece a regra

V) w) — HEVE) UV

w—w

| UEVE) “ UV FU@VE) U@V o

i e

= OU(w, W )V(W) + UW)IV (0, ).

Proposicao 3.8.1 (B,|| - ||) € um espago de Banach.
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Demonstracao: Seja {X;} C B uma sequéncia de Cauchy. Logo, para todo € > 0, existe

N € N tal que se [,p > N implica
|X; — X, < e
Assim, se [,p > N

sup sup >~ (X1 = Xphn @) + [ IX0 = X im0, )

w,w’eQ; neN
i kEZ meN

>€‘k‘/E < €.

Dai, paraw € Q,, k€ Zem,n € N

1(XDknm (W) = (Xp)km (@) < & VI, p > N,

e portanto {(X;)gnm(w)} é uma sequéncia de Cauchy em B(H.,, H,), que é um espaco de
Banach; assim

(Xl),mm(w) — anm(w> € B(Hm7Hn)

Isto define X € B de forma que X; — X na norma ||-||. [

Proposicao 3.8.2 Seja U,V € B e considere a regra de multiplicagao

(Z/{V knm Zzuk lnp lem( ) (3.78)

leZ peN

Entao
[V < [V - (3.79)

Demonstracao: Para abreviar vamos denotar nesta demonstragao
1t

M Y / 3 / il
(@) = Ciez Lonent Vom(@)ll€# ¢ Oxp(,6") = Tieg L ||IVipm (w0, )| 2

Temos

2 2 e am ()] et <
= ZZZZIIL@ O
= ZZZZH% M e® Vi (@) €2
= ZZHMW ) €% xp(w).



79

Similarmente, usando (3.77),

Z Z H5<UV)knm(w) e®
ZZZZ (o) ¢
2.2 ( [ty (0)] g0, 1)+ | By, ) | ) )

IA

Wi (,6) | 5 + || g (10,6 € [[Vin ()] 7 )

IN

A combinacgao dessas duas desigualdades fornece

1kl
)

> S I Uens )]l () + 030 (@, 0)) + @ [y, )| oo

33 (I )]+ 2 [ 3V )
k. m

o

IN

(K|

< spsp(ch(e) + @Dl s) 03 (116np (@) + 2 |y )| )

1|
= M3 (bl + ¢ \\auknp w.))e®
Para obter (3.79) é suficiente aplicar sup, ., sup,, para esta desigualdade. |

Suponha agora que sao dados dois pares de niimeros reais positivos, (1, E1) e (@2, Es),
e que vale
1 1

= — - — > < .
p=5 ~ g 2lermsan (3.80)

Consequentemente, temos dois espagos de Banach, By e By. Além disso, suponha que é

dada uma aplicacao

I QXZXNXNHZZB (Hon, Ha)), (3.81)

neN meN
tal que para cada par (w, k) € QX Z e cada indice duplo (n,m) € NxN, T',,,(w) pertence
B(B(Hm, Hy)). I naturalmente determina uma aplicagao linear, denotada pelo mesmo

simbolo I', de By para Bs, de acordo com a regra

(TV)knm (@) = T (@) Vi (@) (3.82)

Com respeito ao operador diferenca, neste caso vale a regra

O(T(V))(w,w') = 0T (w, &) V(@) + T(w)(0V(w, ).
Proposicao 3.8.3 A norma de I' : By — By pode ser estimada como seque,

IT|] < sup sup  sup e"’"“'(HFknm(w)H+¢2H5Fknm(w,w’)H). (3.83)
w,a;’elﬁ k€Z (n,m)eNxN



Demonstracao: Observe que, se for conveniente, podemos trocar w e w’ em H@L{ (w,w)

Temos

(L i Vienm) ) (w, ')

)e—p\kl <

S5 (M k) Vi (@)1l + 2

< SO (Vi@ (k@) + 02 [0 (1, |
k m
~ k|
+0n avknm(w,w’)H T ()] e*p\kgea
< supsup sup e A¥ ( 1T ki (W) || + 2 5F;mm(w,w’) >

ww'  k (n,m)
L3}

5anm(w, W) H )eEl .

D3 (IDVeam(@)ll + 1

Para terminar a demonstracao é suficiente aplicar sup,, ., sup,, a esta desigualdade.

30
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