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Resumo

Este trabalho apresenta resultados abstratos sobre semigrupos nao lineares e uma genera-

lizacao do Teorema de Baras.

Palavras—chave: semigrupos nao lineares, atratores globais, conjunto w-limite, conjunto

invariante, resultados de compacidade.



Abstract

This work shows abstract results about nonlinear semigroups and a generalization of Ba-

ras’s Theorem.

Keywords: nonlinear semigroups, global attractors, w-limit set, invariant set, compact-

ness results.
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Capitulo 1

Introducao

A proposta deste trabalho é reunir num texto resultados abstratos sobre semigrupos nao
lineares, sendo o artigo [7] a parte central e as referéncias [4, 5, 12] complementagoes. Sao
apresentados resultados que garantem a existéncia do B-atrator global minimal fechado
compacto invariante, resultados sobre as formas criticas de atratores minimais fechados,
resultados de comparacgao entre as classes de semigrupos e as condigoes equivalentes para
a existéncia do B-atrator global minimal fechado que é compacto e invariante. Também
sao apresentados resultados de caracterizacao dos atratores globais.

O semigrupo de classe I, geralmente, é usado para provar a existéncia do B-atrator
global minimal fechado para equacoes de Navier-Stokes e equacoes diferenciais parciais
parabdlicas. A classe AK é bastante usada para equacoes diferenciais parciais hiperbdlicas
e do tipo misto.

Por ltimo, estudamos resultados de compacidade, onde o principal resultado é uma
generalizacdo do Teorema de Baras, devido a Pereira e Simsen [10].

Neste trabalho adotamos a convengao [ | para indicar onde as definigdes e os resultados
podem ser encontrados, caso o leitor queira saber mais detalhes.

Esta dissertacao esta organizada da seguinte forma: no Capitulo 2, enunciamos algumas
definicoes e resultados de Analise Funcional, Espacos Métricos e Topologia. No Capitulo 3,
apresentamos a teoria de semigrupos nao lineares. Finalmente no Capitulo 4, apresentamos

resultados de compacidade.



Capitulo 2

Pré-Requisitos

2.1 Uma Coletania de Resultados

Nesta secao, apresentaremos algumas defini¢oes e resultados que utilizamos ao longo deste

trabalho.

Definigao 2.1.1 [11] Um conjunto A em um espago métrico (X,d) é chamado relativa-

mente compacto se o fecho A € compacto.

Teorema 2.1.1 [11] Um conjunto A em um espa¢o métrico (X,d) é relativamente com-
pacto se, e somente se, toda sequéncia {x,} cujos elementos pertencem a A, tem uma

subsequéncia convergente.

Definicao 2.1.2 [11] Um conjunto A em um espago métrico (X,d) é chamado precom-
pacto se para cada € > 0, existe um conjunto finito de pontos em X, x1, 2o, ..., x, tal que

A estd contido na unido das bolas abertas B (x;, €),i=1,...,n, onde
B(z;,e)={z:d(x, z;) < e}.

Teorema 2.1.2 [11] Um conjunto relativamente compacto em um espago métrico € pre-

compacto.

Teorema 2.1.3 [11] Um conjunto A em um espago métrico completo (X,d) € relativa-

mente compacto se, e somente se, € precompacto.

Lema 2.1.1 (Numero de Lebesgue)[8] Seja A uma cobertura aberta de um espago métrico

(X,d). Se X é compacto, ezxiste um § > 0 (chamado o nimero de Lebesque da cobertura



A) tal que cada subconjunto de X tendo diametro menor do que 6 > 0 estd inteiramente

contido em algum elemento de A.
Proposigao 2.1.1 [3/

(a) Um conjunto A é convexo se, e somente se, sempre que T1,...,x, € A ety,... t, €
n
[0,1] com

n
t;j =1, entao Y tjz; € A.
J j=1

1 J

(b) Se {An:a € L} é uma colegcao de conjuntos convezos, entao () A, € convero.
(0%

Definigao 2.1.3 /3] Seja A C X, a envoltdria convexa de A, denotada por conv(A), é
a interseccao de todos os conjuntos convexos que contém A. Se X € um espago vetorial
topoldgico, entdo o fecho da envoltéria convexa de A, conv(A), € a intersecgao de todos

os subconjuntos converos fechados de X que contém A.

Teorema 2.1.4 (Teorema de Mazur)[3] Se X é um espago de Banach e K é um subcon-

gunto compacto de X, entao conv(K) é compacto.

Proposicao 2.1.2 [3] Seja X um espago vetorial topoldgico e seja A um subconjunto

convexo de X, entao A € convezo.

Definigao 2.1.4 [6] Um espago métrico (X,d) diz-se conexo por caminhos quando, dados
dois pontos quaisquer a,b € X, existe uma fun¢ao continua f : [0,1] — X com f(0) =a

e f(1) =b.
Proposicao 2.1.3 [6/ Todo conjunto convezro é conexo por caminhos.

Proposicao 2.1.4 [6] Se o espago métrico (X, d) é conexo por caminhos, entio (X, d) é

conezo.
Proposicao 2.1.5 [6/ Todo espago métrico compacto é completo.

Definigao 2.1.5 (Propriedade da Interseccao Finita)[S] Uma familia (F\),., de subcon-
Juntos de um espaco topolégico X € dita ter a propriedade da intersecgao finita, se cada

subfamdlia finita (F\,, ..., F\,) de (F))\c, tem intersec¢ao nao vazia.

Teorema 2.1.5 [8/ Y C X é compacto se, e somente se, para uma familia (Fy)yer, CY

de fechados possuindo a propriedade da intersec¢ao finita, a interseccio () Fy € ndo vazia.
A€L



Capitulo 3

Teoria de Semigrupos Nao Lineares

Neste capitulo é apresentada a teoria de semigrupos nao lineares. A teoria de semigrupos
pode ser usada para estudar o comportamento assintético de solucoes de EDP’s, isto é, a

existéncia do B-atrator global A.

3.1 Preliminares

Seja (X, d) um espago métrico completo. Uma familia de operadores {V;, ¢t € RT, X},

Vi : X — X continuo, satisfendo:

Vits = ViVs, Vi, 5 >0

Vo = I (identidade em X)
é chamado um Semigrupo. Diremos que o semigrupo é linear quando X for espago vetorial
eV, : X — X é um operador linear, V ¢ > 0. O semigrupo é nao linear quando X
nao for espago vetorial ou se existe ¢y > 0 tal que V;, : X — X ¢é nao linear. A teoria
descrita neste capitulo inclui o caso nao linear. Também denotaremos um semigrupo por
{Vi}i>0- Um semigrupo {V;};>o ¢ chamado continuo (ou C°-semigrupo) se a aplicacio
(t,x) — Vi(x) de R x X em X é continua.

Dados v € X e A C X, A # (), as seguintes notacoes serao frequentemente usadas:

7 (@) = {Vi(z) 1 t € RT} = | Vi(w);

>0

,Y[—i_l,tﬂ(x) = {‘/t(x)’ te [tl’tQ]};

Y (@) = {Vi(w) i 7 € [t,+00)} = | Va(a), £ > 0;

T>t



VH(A) = ) = | V);

T€EA t>0
fy[irl,m](A) = U 7§1,t21($)5
TEA
W (A) = v (@) = V).
T€EA T>t

O conjunto y*(z) é chamado a semi-trajetdria positiva do ponto z. O conjunto v (A)

é chamado a semi-trajetoria positiva do conjunto A.
Proposicao 3.1.1 /5] V, (v (A)) = %' (4), Vit,s > 0.

Demonstracgao: De fato, mostremos que:

(1) Vi (5 (4)) € vfs(A).
Sejam t > 0 e s > 0 dados. Se y € v/ (A), entdao y € |J 7 (). Logo, y € v (x)
€A
para algum = € A. Dai, y = V,(x) para algum z € A e 7 € [s,+00). Assim,

Vily) = Vi (Va(2)) = Vier(x). Logo, Vi(y) € v/, ,(z) para algum z € A. Portanto,
Vi(y) € 7ifa(A).

(i) 75s(A) C Vi (35 (4)).
Sejam ¢ > 0 e s > 0 dados. Se y € 7, ,(A), entao y € |J 14".(2). Logo, y € 7, ()
€A
para algum x € A. Dai, y =V, (z), 7 € [t + s,+00). Logo, 7 =t + s + [ para algum

[ > 0. Portanto, y = Viys(z) =V, (Ve (x)) € Vi (77 (A)).
|

Proposigao 3.1.2 [5] Seja {V;}i>0 um semigrupo continuo. Para cada conjunto compacto

+

0.4 (&) € compacto.

K et eR", o conjunto ~

Demonstracao: Seja {V;, (z,)} uma sequéncia em 'Y[J(S,t](K)? onde {z,} C K e {t,} C
[0,t]. Como K ¢é compacto, {z,} possui uma subsequéncia {z,,} tal que z,, — zo € K
quando j — +o0o. Como [0,] é compacto, {t,; } possui uma subsequéncia {tnjk} tal que
tn;,, — to € [0,t] quando k — +o0. Visto que z,, — 2o quando j — +00, temos
que z,, — Tp quando k — +00. Assim, (tnjk,xnjk) — (to,zo) € [0,t] x K quando

k — +00. Como {V;}>¢ é continuo, temos

Vi (xn]k) — Vi (x0) € ’y[g’t](K) quando k — +00.

Portanto, 7{6 4 (&) é compacto.



Definicao 3.1.1 [7] Dizemos que um conjunto A C X € positivamente invariante (relativo
ao semigrupo {Viti>o) se Vi(A) C A para todo t € RT; negativamente invariante se

A C Vi(A) para todo t € RY; invariante se Vi(A) = A para todo t € RT.

Definicao 3.1.2 /5, 7] Sejam A e M subconjuntos nao vazios de X. Dizemos que A
atrai M (pelo semigrupo {V;}i>0) se para qualquer € > 0, eziste t (e, M) > 0 tal que
Vi(M) C O(A) para todo t > t (e, M), onde O(A) :={z € X : d(z,A) < e}. Dizemos

que A atrai um ponto x € X, se A atrai o conjunto unitario {x}.

Definimos
B=B(X):={B:B#{(éum conjunto limitado em X }.
K=K(X):={K: K # 0 éum conjunto compacto em X }.

Definigao 3.1.3 /5, 7] Seja A um subconjunto nao vazio de X. Se A atrai cada ponto
x € X, entao A € chamado um atrator global de pontos (para o semigrupo); Se A atrai
cada conjunto B € B, entdo A é chamado um B-atrator global. Se A € um atrator global
de pontos fechado (ou um B-atrator global fechado) e qualquer subconjunto préprio fechado
de A nao é um atrator global de pontos (ou um B-atrator global), entao A é chamado um

atrator global de pontos minimal fechado (ou um B-atrator global minimal fechado).

Os sfmbolos M e M serao usados para denotar o atrator global de pontos minimal
fechado e o B-atrator global minimal fechado, respectivamente.
Definigao 3.1.4 [5, 7] Seja {V;}1>0 um semigrupo.
(i) Se {Vi}i>0 possui um atrator global de pontos limitado, dizemos que {Vi}i>o € pon-
tualmente dissipativo.

(11) Se {Vi}i>0 possui um B-atrator global limitado, dizemos que {V;}i>o € B-dissipativo.

Definicao 3.1.5 [4] Dizemos que o semigrupo {V;}i>o € compacto dissipativo, se existe
B € B que atrai conjuntos compactos; localmente compacto dissipativo, se existe B € B

que atrai uma vizinhanga de cada conjunto compacto de X.

Definicao 3.1.6 [5, 7] Seja A C X, A # (), se para cada x € X existe um t(x) > 0 tal que
Vi(z) € A para todo t > t(x), entdo A é chamado absorvente; Se para cada B € B existe
um t(B) > 0 tal que Vi(B) C A para todo t > t(B), entdo A é chamado B-absorvente.



Definicao 3.1.7 [7] Para x € X e A C X, A # (), definimos o conjunto w-limite de = e

de A como

wia)= (W@ e wd)=%A. (3.1)

£>0 t>0

Observagao 3.1.1 /5] Como ;' (A) C v, (A), sempre que ts > t1, a intersecdo sobre todo

t € RT em (3.1) pode ser substituida por (), com qualquer T € R*.
t>T

Lema 3.1.1 [2, 7] Para um elemento y pertencer ao conjunto w-limite, w(A), € necessdrio
e suficiente que exista uma sequéncia de elementos {x,} C A e uma sequéncia de nimeros
{t,}, tn, — +00, tais que

lim V;, (x,) =v.

n—-+o00

Demonstragao: De fato, se y € w(A), entao para todo s > 0

ye V).

Logo, existe uma sequéncia {V;, (x,)} C J Vi(A) tal que V;, (z,) — y quando n — 400,
t>s
para todo s > 0. Ou seja, para qualquer n > 0, existem z,, € A e t, > n tal que

lim V; (z,) =y.

n—-+4o0o

Por outro lado, se y € X e existem sequéncias {z,} C A e t, — +oo tais que

lim V;, (x,) =y, entdo para todo s > 0,

n—-+4o0o

y e Vi)

Logo,

ye (M UVi(A).

s>0t>s

Portanto, y € w(A).

Observagao 3.1.2 [7] Analogamente pode-se mostrar que

w(xz) ={y € X : existet, — +oo tal que lim V; (z) = y}.

n—oo

Definicao 3.1.8 [7] Um semigrupo {V;}i>o € limitado se v©(B) € B para cada B € B; é

B-limitado se para cada B € B, existe um t(B) > 0 para o qual V;EB)(B) eB.



Proposicao 3.1.3 [7] Se um semigrupo é B-dissipativo, entao ele é B-limitado

e J w(B) e B.

BeB

Demonstracao: Seja By um B-atrator global limitado. Seja ¢ > 0 fixado. Dado B € B,
existe 1 (g9, B) > 0 tal que 7;(50,3)(3) C O, (B;1) € B. Dado B € B, pela definigao do

conjunto w(B), temos que

w(B) = (2 (B) € 7y (B) € Oy (B) € B.

t>0

Como B é arbitrario, temos que

| w(B) c 0, (B)) € B.

BeB
Logo,

|Jw(B) eB.

BeB

O lema seguinte é a chave para obter as formas criticas de atratores.

Lema 3.1.2 [7] Seja {Vi}i>0 um semigrupo e seja F # O um subconjunto fechado de X .
Se F atrai um subconjunto A # () de X, entdo w(A) C F. Em particular, se w(A) atrai

A, entdo ele serd o conjunto minimal fechado que atrai A.

Demonstragao: Como F' atrai A, entao dado € > 0 arbitrario, existe um ¢ (¢, A) > 0 tal

que V;(A) C O.(F) para todo t >t (e, A). Portanto, 'yj(a’A) (A) C O(F), ¥ e > 0. Logo,

VZEE,A)<A) C OA(F), Ve>0.

Pela definicao do conjunto w-limite, temos

W(A) C 7y (A) € O(F), Ve >0.

Como F ¢ fechado, entdao w(A) C () O.(F)=F = F.

e>0

Lema 3.1.3 [7] Seja A um subconjunto nao vazio de X, entao w(A) é positivamente

mvariante.



Demonstragao: Devemos mostrar que V; (w(A)) C w(A), para todo t > 0. Pela defini¢ao

de conjunto w-limite e a continuidade de V;, temos

Vi) =i () € 0 (F) € O TORAD) = 05700 -

s>0 s>0 s>0

= N7 (A) =w(4), t >0.

s>t

Lema 3.1.4 [7] Sejam {V,}1>0 um semigrupo e K # () um conjunto compacto que atrai
A # 0. Entao, cada sequéncia da forma {V;, (z,)}, onde z, € A,V n €N et, — +oo,

contém uma subsequéncia convergente.

Demonstragao: Como K atrai A, para cada k € N existe um T := ¢(k, A) > 0 tal que
5 (A) C O%(K). Agora, suponha que {V;, (x,)} é uma sequéncia arbitraria, onde {x,} C
A e t, — 4o00. Podemos escolher uma subsequéncia {t,, }, t,, —> +00, satisfazendo
tn, > T, Y k € N. Entao, Vi, (zn,) € 77(A) C O%(K), V k € N. Logo, temos que, para

k € N, existe uma sequéncia y;, € K tal que

> =

Como {yx} € K e K é compacto, entdo existe uma subsequéncia que continuaremos

chamando de y; tal que yp — vy € K quando £ — +o00. Portanto,
1
d(Vi, (xn,),y) <d Vi, (2n,),4%) +d (e y) < 7 Td e y) — 0 quando k — +oo.

Lema 3.1.5 [7] Sejam {Vi}i>0 um semigrupo e A # 0. Se cada sequéncia da forma
{W, (x,)}, onde {z,} C A et, — 400, contém uma subsequéncia convergente, entdo

w(A) € o conjunto minimal fechado nao vazio que atrai A e w(A) é compacto.

Demonstragao: w(A) # 0, pois A # (). Vamos mostrar que w(A) atrai A. Suponha, por

contradigao, que w(A) nao atrai A. Entao existem gy > 0, {z,} C A e t, — +oo tal que
Vi () & O-y (w(A)), ¥ €N,

Como {V,, (z,)} contém uma subsequéncia convergente, podemos supor que V; (z,) — y

quando n —» +oo. Entdo, temos que y € w(A) e y ¢ O (w(A)). Uma contradicao.
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Logo, w(A) atrai A.
Além disso, pelo Lema 3.1.2, w(A) é o conjunto minimal fechado que atrai A.
Agora, seja {y,} C w(A), entao pela definicao de w(A), para cada n € N, existem z,, € A

e t, >n tal que

S|

d (Vi (20),yn) <

Novamente podemos mostrar que, V; (z,) — y € w

~—~

A) quando n — +o00. Assim,
d(Yn,y) < d(yn, Vi, (2n)) +d (Vi, (20),y) < %+d(th(wn)>y) — 0 quando n — +oo.
Logo, y, — y € w(A) quando n — +o0. Portanto, w(A) ¢ compacto.

|

Obviamente, pelos Lemas 3.1.4 e 3.1.5, obtemos imediatamente que w(A) é um conjunto
compacto nao vazio que atrai A se, e somente se, cada sequéncia da forma {V}, (x,)}, onde

{z,} C Aet, — 400, contém uma subsequéncia convergente.

Lema 3.1.6 [4, 7] Sejam {V,}1>0 um semigrupo e A # (). Se w(A) é compacto e atrai A,

entdo w(A) € invariante.

Demonstracao: Pelo Lema 3.1.3, temos que w(A) é positivamente invariante, isto é,
Vi (w(A)) C w(A), Vit >0. Resta mostrar que w(A) C Vi (w(A)), Vit > 0.

De fato, se w(A) = ), o resultado segue (por vacuidade). Suponha que w(A) # (0. Seja
y € w(A) et > 0 dados (arbitrarios). Como y € w(A), entao existem sequéncias {z,} e

{t,} com z, € A,¥VnéeNet, — +oo quando n — 400 tais que
y = lim V, (z,).
n—oo

Visto que ¢,, — 400 quando n — 400, podemos supor, sem perda de generalidade, que
t, >t, ¥V n € N. Considere 7, :=t, — t, temos que 7, — +00. Como w(A) é compacto e

atrai A, pelo Lema 3.1.4, existe uma subsequéncia {VTnj (xn])} de {V,, (z,,)} tal que
Ve, (n;) — z € w(A) quando j — +o0.
Logo,

Vi(z) =V, < lim ij (:Enj)) = lim V;t+rn]. (xnj) = lim thj (xnj) = .

j—+oo j—+oo j—+oo
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Teorema 3.1.1 [4, 7] Seja {Vi}i>0 um semigrupo. Seja K # () compacto e atrai A #
0. Entio, w(A) é um conjunto minimal fechado ndo vazio que atrai A e é compacto e

muvariante.

Demonstracao: Pelo Lema 3.1.4, cada sequéncia da forma {V; (z,)}, onde z, € A,
VnéeNet, — 400, contém uma subsequéncia convergente. Entao, pelo Lema 3.1.5,
w(A) é o conjunto minimal fechado nao vazio que atrai A e w(A) é compacto. Pelo Lema

3.1.6, w(A) ¢ invariante.

Lema 3.1.7 [7] Seja {V,}i>0 wm semigrupo. Entao, para qualquer A # () e para qualquer
T >0, temos w (75 (A)) = w(A).

Demonstragao: Para qualquer A # ) e para qualquer T° > 0, temos pela Proposicao

3.1.1 que V; (7 (A)) =7/ (4), Yt > 0. Logo,

= U Vi (’YIJ:(AD = U 'YjJrT(A) = 'Y;SFT(A)a Vi=>0.
T>t T>t
Portanto, pela definicao de conjunto w-limite,

ﬂ o ”YT ﬂ ’Yt+T ﬂ % (A) = w(A).

t>0 t>0 t>T

Lema 3.1.8 [7] Sejam {Vi}i>0 um semigrupo e A, M subconjuntos ndo vazios de X,

x € X. Entdo, as sequintes afirmacgoes sao equivalentes.
(i) A atrai M;
(i1) Para qualquer € > 0, existe um t (e, M) > 0 tal que V;Ea,M)(M) C O.(4);
(117) lim sup 1nfd(Vt( ),y) = 0;
t—+o0 zeM ye

(iv) Para qualquer T >0, A atrai ~; (M).

Demonstracgao:
(1) < (ii): é claro, pela defini¢ao de A atrair M.

(17) = (i17): Dado € > 0, temos que existe t (e, M) > 0 tal que

ilelgd(%(x),y):d(\/t(x),A) <eg Vt>t(e,M) exe M.
v
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Logo, sup inf d(Vt( ),y) <e, Yt >t(e,M). Portanto,
zeM YEA

lim sup inf d (Vi(z),y) = 0.

t—+00 ey yEA

(74i) = (ii): Temos por hipdtese que, lim sup 1nf d(Vi(z),y) =0.
t=+o0 pepr yeA

Logo, hm sup d (Vi(z),A) = 0. Portanto, dado ¢ > 0, existe t(e,M) > 0 tal que
O zeM

supd(‘/}( ),A) < e. Logo, d(Vi(z),A) < e, Yt >t(e,M)eV x € M. Portanto,
xeM

an(M) € O.(4).

(1) = (iv): Suponha que A atrai M e seja T' > 0 dado. Entdo, dado ¢ > 0, existe
t(e,M) > 0 tal que ’y&aM)(M) C O.(A), por (ii). Podemos assumir, sem perda de

generalidade, que ¢ (¢, M) > T. Logo,

%I&M)—T (7;(M)) = ’7:(—57M)(M) C O(A).

Por (i) < (i), segue que A atrai v (M).
(iv) = (i): Seja T' > 0. Temos por hipétese que A atrai v (M). Logo, dado & > 0, existe
t(e, M) >0 tal que

%E,M)JFT(M) = %JEE,M) (vE (M) C O(A).

Logo, por (ii) < (i) segue que A atrai M.

Lema 3.1.9 [7] Sejam {V;}i>0 um semigrupo e A # ().

(i) Se A € positivamente invariante, entio w(A) C w (A) C A.

(it) Se A € invariante, entio w(A) =w (A) = A.
Demonstracao:

(i) Primeiramente, mostraremos que w(A) C w (4).
De fato, dado y € w(A), existem sequéncias {x,} e {t,}, com {z,} C Aet, — 400
tais que

y= lim V, (z,).

n—+oo
Como A C A, temos que {z,} C A. Logo, y € w (A). Portanto, w(A) C w (4).
Mostremos, agora, que w (A4) C A.
Afirmacao: A é positivamente invariante, isto é, V; (Z) CAVYt>0.
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De fato, dado = € V; (z) Pela continuidade de V;, temos que x € m Logo,
Vi(A) N U, # 0 para toda vizinhanca U, de z. Como A é positivamente invariante,
segue que A N U, # (), para toda vizinhanca U, de z. Logo, € A, o que mostra a
afirmacao.

Assim, ~7* (Z) C A. Segue que A atrai A. Logo w (Z) C A, pelo Lema 3.1.2.
Portanto, w(A4) C w (A4) C A.

(ii) Basta mostrar que A C w(A) e o resultado segue por (i). Dado # € A, entdo
existe uma sequéncia {y,} C A tal que y, — = quando n — 4o00. Como A é
invariante, existem sequéncias {z,} e {t,}, com {z,} C Aet, — oo tal que

Vi, (2n) = yn —> & quando n — +o00. Portanto, z € w(A), pelo Lema 3.1.1.

Lema 3.1.10 [4] Se B é um subconjunto nao vazio de X tal que v*(B) € compacto, entao

w(B) € ndo vazio, compacto, invariante e atrai B.

Demonstracao: Seja {V;, (zx)} C v1(B), onde ty, — 400 e {xx} C B.

Como 4*(B) é compacto, existe uma subsequéncia {Vtkj (mk])} de {V;, (zx)} tal que
V}kj (;Ekj) — y quando j — +00. Logo, y € w(B) e portanto w(B) # 0.

Por outro lado, w(B) = () U V4(B). Note que, V;(B) C v*(B), ¥Vt > 0.

s>0t>s
Assim,

t>s

Logo,

t>s
Portanto, w(B) C 4(B). Como w(B) é fechado e v+(B) é compacto, segue que w(B) é
compacto. Portanto, w(B) é nao vazio e compacto.

Mostremos, agora, que w(B) atrai B:

Suponha, por contradi¢ao, que w(B) nao atrai B. Entao, existe 9 > 0 tal que para todo

k >0, existe t;, > k e x;, € B tal que
d (Vi (zr),w(B)) > eo. (3.2)

Note que podemos construir {tx} de forma que t, — +o00. Observe que, {V;, (zx)} C
v+ (B) e como y*(B) é compacto, segue que {V;, (x)} possui uma subsequéncia conver-

gente tal que V}kj (xk]) — y quando j — 400 e y € w(B) (pelo Lema 3.1.1), o que
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contradiz (3.2). Portanto, w(B) atrai B.

Como w(B) é compacto e atrai B, segue do Lema 3.1.6 que w(B) ¢ invariante.

Lema 3.1.11 Suponha que para algum subconjunto A C X, A # 0, e para algum ty > 0,

o conjunto |J Vi(A) € relativamente compacto em X. Entao:
t>1o

(i) [12] w(A) € nao vazio, compacto e invariante;
(11) [4] w(A) atrai A.
Demonstragao:

(i) Como A é nao vazio, os conjuntos |J V;(A) sdo nao vazios para todo s > 0. Logo, os
t>s
conjuntos | J V;(A) sdo compactos, V s > ty. Comow(A) = (| U Vi(4) € U Vi(A),
t>s s>tg t>s t>to
temos que w(A) é um conjunto fechado contido num compacto e consequentemente

é compacto.
Mostremos, agora, que w(A) é invariante. Ou seja, V; (w(A)) = w(A), Vt > 0. Para

t = 0, o resultado é trival.

(a) Vi (w(A)) Cw(A),Vt>0:
De fato, dado y € V; (w(A)), entdao y = Vi(x), onde x € w(A). Como z € w(A),

existem sequéncias {z,} e {t,}, com {z,} C A e t, — 400 tal que
Vi, (x,) — = quando n — +o0.
Logo,
Vit (xn) = Ve (Vi (2n)) — Vi(z) =y quando n — +o0.

Como t +t, — +00 quando n — +oo e {z,} C A, concluimos que y € w(A).

(b) w(A) C Vi (w(A)), ¥Vt >0:
De fato, dado t > 0 e x € w(A), entado existem sequéncias {z,} e {t,} com

{z,} C Aet, — 400 tal que

Vi, (x,) — = quando n — +o0. (3.3)
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Podemos supor, sem perda de generalidade, que ¢, > t +t5, V n € N. Usando
a hipdtese, segue que a sequéncia {V;, _;(z,)} é relativamente compacta em X.

Logo, existe uma subsequéncia {thj ¢ (:L“nj)} tal que

Vi, —t (wn]) —>y quando j — +00.

nj

Logo, y € w(A).

Afirmacgao: = = Vi(y).

De fato, thj (xnj) =V (V}nj,t (xn])> — Vi(y) quando j — 4o00. Por outro
lado, por (3.3), temos que thj (xn]) — x quando j — 4o00. Pela unicidade

do limite, V;(y) = x. Portanto, x € V; (w(A)).

(ii) Suponha, por contradi¢ao, que w(A) ndo atrai A. Entao, existe € > 0 tal que para

todo n > 0, existe t, > n e x, € A tal que
d Vi, (zn),w(A)) > e. (3.4)

Note que t,, — +00 quando n — +oo e que {V}, (xn)}n>t0

c U vid4) = Yio(A) C

>to

Yib (A). Como v, (A) é compacto, {V,, (z,)} possui uma subsequéncia convergente tal
que Vi, (2n,) — y quando j — +o0 e y € w(A), o que contradiz (3.4). Portanto,
w(A) atrai A.

Lema 3.1.12 [5] Seja {V;}i>0 um semigrupo limitado e pontualmente dissipativo. Entdo,
existe um conjunto limitado By tal que para cada conjunto compacto K C X existem

e(K) >0, T(K) >0 tal que
Vi (OE(K)(K)) C By, para todo t>T(K).
e Vi(By) C By, para todo t € RY.

Demonstracao: Suponha que {V;};>¢ é um semigrupo limitado e pontualmente dissipa-
tivo. Em particular, {V;};>¢ possui um atrator global de pontos limitado Bs. Dado g5 > 0
fixado, defina By := O.,(Bs) e By := 1 (By).

Note que By ¢é limitado, pois B; ¢ limitado e {V;}>¢ ¢ limitado.

Como B, é um atrator global de pontos, entao, para cada z € X existe T'(x) > 0 tal que

VT(m)(l’) € OEQ (BQ) = Bl.
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Como B; é um conjunto aberto e o operador Vi, é continuo, temos que existe O, (),

para algum &(z) > 0, tal que Vy(,) (O (z)) C Bi. Logo,
Virr(e) (Osw) (@) C Vi(B1) €y (B1) =By, ¥t 0.

Note que, |J Ogy)(z) forma uma cobertura aberta do conjunto compacto K. Logo,
zeK
existem z1,...,x, € K tais que

Vt‘f'T(Ii) (O€($i)<‘ri>) CBy,Vt>0

K C U Oﬁ(zi)(‘xi)'

i=1

Tome T(K) := max{T'(xy),...,T(x,)}. Pela compacidade de K, existe ¢(K) = % > 0

N

(onde 6 > 0 é o nimero de Lebesgue) tal que

n

OE(K)(K) C U Og(wi)(xi).

i=1
Logo, temos que

V, (Og(K)(K)) C By, paratodo t>T(K).

Além disso,

Vi(Bo) = V; (7+(Bl)) =7 (B1) Cv"(B1) = By, YVt >0.

3.2 Formas Criticas de Atratores Minimais Fechados

Nesta segao, vamos provar que |J w(z) é o atrator global de pontos minimal fechado e
rzeX

que |J w(B) é o B-atrator global minimal fechado.
BeB

Teorema 3.2.1 [7]

(i) Se F C X é um B-atrator global fechado, entao

JwB) cF

BeB

Em particular, se |J w(B) é um B-atrator global, entao ele é o B-atrator global
BeB

minimal fechado M e |J w(B) € positivamente invariante.
BeB
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(i1) Se F C X € um atrator global de pontos fechado, entao

U w(z) C F.

zeX

Em particular, se |J w(z) € um atrator global de pontos, entao ele € o atrator global
reX

de pontos minimal fechado M e U w(z) € positivamente invariante.
zeX

Demonstracao:

(i) Seja F' um B-atrator global fechado. Seja B € B. Pelo Lema 3.1.2, temos que

w(B) C F. Logo, como B é arbitrario, temos que

Entao,

Obviamente, temos que, se | J w(B) é um B-atrator global, entao ele serd o B-atrator
BeB
global minimal fechado.

Mostremos, agora, que |J w(B) é positivamente invariante.
BeB
De fato, seja t > 0 dado. Pelo Lema 3.1.3, temos que,

(Ut < (Y wto) - Uviteten < Y uio)

BeB BeB BeB BeB

(ii) Anédlago a (7).
|

Na verdade, o Teorema 3.2.1 da as formas criticas do atrator global de pontos minimal
fechado e do B-atrator global minimal fechado. Em virtude deste teorema as condigoes

suficientes para a existéncia de M e M sao obtidas imediatamente.

Teorema 3.2.2 [7] Seja {V;}i>0 um semigrupo.

(i) Se para cada x € X o conjunto w-limite de x, w(x), atrai x, entdo {V;}i>0 tem um

unico atrator global de pontos minimal fechado M, M é positivamente invariante e

M= U w(z).

zeX
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(1i) Se para cada B € B o conjunto w-limite de B, w(B), atrai B, entio {V;};>0 tem
um unico atrator global de pontos minimal fechado M e um dnico B-atrator global

manimal fechado M, M e M sao positivamente invariantes e

M:Uw(x) , M:Uw(B).

rzeX BeB

Demonstracdo: E suficiente provar (ii). Seja B € B. Como w(B) atrai B, dado € > 0

arbitrario, existe t (¢, B) > 0 tal que

Vi(B) € O.(w(B)) C O. (U w(B)) c 0. <U W(B)>  Vit>t(e, B).

BeB BeB

Logo, |J w(B) é um B-atrator global fechado. Portanto, pelo Teorema 3.2.1(7), segue

BeB
que M = |J w(B) é o B-atrator global minimal fechado e positivamente invariante.
BeB
Analogamente, se mostra que M = |J w(z) é o atrator global de pontos minimal fechado

rzeX
e positivamente invariante.

Como uma consequéncia imediata do Teorema 3.2.2, obtemos.
Corolario 3.2.1 [7]

(i) Se para cada B € B, o conjunto w-limite de B, w(B), atrai B e w(B) = |J w(z),
zcB

entio M = M.
(i) Se para cada B € B, w(B) atrai B e existe um By € B, tal que w(By) \ M # 0,
entio M G M.

Demonstracgao:

(i) Pelo Teorema 3.2.2(ii), temos que, M = |J w(z) é o atrator global de pontos

zeX

minimal fechado e M = |J w(B) é o B-atrator global minimal fechado.
BeB

Mostremos que M C M:
De fato,

M= Uw(x)c Uw(B):./\/l.

zeX BeB
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Logo, M C M.
Agora, mostremos que M C M:

Com efeito,

M=Jw(B) = <Uw<x>) c |Jwl) =M.

BeB BeB \zeB rzeX

Logo, M C M. Portanto, M = M.

(ii) Ja sabemos que M = |J w(z) e M = |J w(B). Como existe By € B tal que

zeX BeB

w(By)\M # 0, temos que existe y € w(By) ey ¢ M. Comow(By) € |J w(B) = M,

BeB

temos que y € M e y ¢ M. Portanto, M & M.

3.3 Comparacgao de Diferentes Classes de Semigrupos

Nesta secao, sao introduzidas as classes de semigrupos e sera feita uma comparacao dessas

classes.

Definicao 3.3.1 [5, 7] Um semigrupo {V;}i>o € de classe K, se V, : X — X é um opera-
dor compacto para cadat > 0, isto €, para cada B € B, sua imagem V,(B) € relativamente
compacto; de classe AK, se para cada B € B tal que v+ (B) € B, cada sequéncia da forma

{Vi,(xn)}, onde {x,} C B et, — 400, contém uma subsequéncia convergente.

Teorema 3.3.1 [5] Seja {V,}i>0 um semigrupo de classe K. Sejam A C X, A # 0 e
T € RT. Suponha que v} (A) € B. Entdo:

(i) w(A) € nao vazio e compacto;
(11) w(A) atrai A;
(111) w(A) € invariante;
(iv) w(A) € o conjunto minimal fechado que atrai A;

(v) w(A) é conexo, se A é conexo e o semigrupo {V;}i>o € continuo.
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Demonstracao:

(i)

(i)

(iii)

Mostremos que w(A) é compacto:
De fato, como o semigrupo é de classe K e 75 (A) € B, T € R, os conjuntos

Vi (v#(A4)) = 7.1 (A) sao relativamente compactos para cada ¢ > 0 e v, (A) C

v r(A), para todo ty > ty, entdao w(A) = (v, r(A) C 7741(A). Como um
t>1
conjunto fechado contido num compacto é compacto, temos que w(A) é compacto.
Mostremos, agora, que w(A) é nao vazio: De fato, como {V;T(A)} Ca(A4) €
t>1

IC satisfaz a propriedade da interseccao finita, temos pelo Teorema 2.1.5 que w(A) #

0.

Suponha, por contradi¢ao, que w(A) nao atrai A. Logo, existe ¢ > 0 tal que para

qualquer que seja o inteiro positivo k, existe t, > k e y, € A satisfazendo
dist (Vi (yr),w(A)) > e. (3.5)

Ou seja, existe uma sequéncia {V;, (yx)}, tx — 400 quando k — +o00 e y;, € A,
que permanece fora da e-vizinhanga de w(A). No entanto, visto que o conjunto
{Vi,(4) , k > T+ 1} C ~f,,(A) € K, entdo, existe uma subsequéncia convergente
{Vtk]_ (ykj)} de {Vi,(yx)}. Como o limite dessa subsequéncia deve pertencer a w(A)

(pelo Lema 3.1.1), obtemos uma contradi¢ao com (3.5). Portanto, w(A) atrai A.

Mostremos que V; (w(A)) = w(A), Vit > 0.

Para t = 0, o resultado é trivial.

(a) Vi (w(A)) Cw(A),Vt>0:
Seja t > 0. Dado y € w(A), existem sequéncias {z,} e {t,}, com {z,} C A e

t, — +oo tal que V; (z,) — y quando n — +oo. Logo,

n—-+o0o

wy)zvt( lim v;n<:cn>) =l Vi ().
n—+00

Como t +t,, — 400 quando n — 400 e {z,} C A, Vi(y) € w(A).

(b) w(A) C Vi (w(A)),Vt>0:
Seja t > 0. Dado z € w(A), existem sequéncias {z,} e {t,}, com {z,} C Ae
t, — +oo tal que V;, (z,) — x quando n — +oo. Podemos supor, sem perda
de generalidade, que 1 + T +t < t; <ty < .... Os pontos y, = Vi, _(x,), n =

1,2,..., pertencem ao conjunto relativamente compacto 7, ,(A4) = V4 ('y; (A))
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Portanto, existe uma subsequéncia convergente {yn]} de {yn}, com y,, — y €
w(A) quando j — 4o0.

Afirmacgao: = = Vi(y).

De fato,
v jllgi-noo V;"j (:Un]) - ]Einoov; (‘/t"jft (xn7)>
B jgﬂ-noo W (ynj)
J—+o0

Logo, z € V; (w(A)).

Suponha, por contradi¢do, que existe um subconjunto préprio fechado F de w(A)
que atrai A.
Visto que w(A) é compacto, temos que F' é compacto. Sejay € w(A)\ F. Como todo

espaco métrico completo é regular, existe € > 0 suficientemente pequeno tal que
O:(F) N O:(y) = 0. (3.6)
Como F atrai A, existe t; (g, A) > 0 tal que
Vi(A) CO(F), YVt >t (e, A).

Por outro lado, existem sequéncias {x,} e {t,}, com {z,} C Aet, — +oo tal
que V;, (z,) — y quando n — 400 (pois y € w(A)). Logo, existe ny € N tal
que V4, (z,) € O-(y) para todo n > ng. Como t, — 400, existe n; € N tal que
tn > ti1(e,A), ¥ n > ny, consequentemente V; (x,) € O (F) N O(y) para todo
n > ny = max{ng,n1}, o que contradiz (3.6). Portanto, ndo existe subconjunto
préprio fechado de w(A) que atrai A, ou seja, w(A) é o conjunto minimal fechado

que atrai A.

Seja A um conjunto conexo e {V;};>o um semigrupo continuo. Suponha, por con-
tradigdo, que w(A) nao é conexo.

Entao, w(A) = Fy U Fy, onde F} e F; sdo conjuntos nao vazios, fechados e disjun-
tos. Como todo espago métrico completo é normal, existem ep-vizinhangas O (F})

e O, (Fz) que nao se intersectam para gy > 0 suficientemente pequeno. Temos que,

060 (W(A)) = O€0<F1) U O€0<F2)'
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Como w(A) atrai A, existe t; := t1 (g9, A) > 0 tal que
% (A) € O (w(A)), VE >t

Mas 7, (A) é imagem de [t,+00) X A pela aplicagao continua (7,z) — V(). Por-
tanto, 7; (A) é conexo.

Assim, para todo t > t1, ou; (A) C O, (Fy) ou v, (A) C O, (Fy), caso contrario se-
ria possivel obter uma cisao de 7;"(A). Como 7 (A) C 7 (A4), ¥ s3> s1, temos que
Y (A) C O (F1), Yt >t oury (A) C O (F), Vi >t Como o fecho de conexo é
conexo, entdo 7; (A) é conexo. Portanto, ou y;t (A) C O, (F}) ou 7, (A) C O, (F).

Assim, ou w(A4) = ) 7% (4) C O, (F) ou w(A) = N % (A) C O, (F). Como
t>t1 t>t
w(A) = F1 U Fy, necessariamente ou F; = () ou F; = (). Uma contradi¢ao. Portanto,

w(A) é conexo.
|

Teorema 3.3.2 [5, 7] Seja {V,}i>0 um semigrupo de classe K. Suponha que ele seja B-
dissipativo ou limitado e pontualmente dissipativo. Entdo, {V;}i>o tem um B-atrator global
minimal fechado M, que € compacto e invariante. M € conexo, se existe B € B conexo

tal que M C B. Em particular, se X € um espaco de Banach entao M € conexo.

Demonstracao:
1° Caso: Suponha que o semigrupo {V;}1>o ¢ B-dissipativo. Seja B; seu B-atrator global

limitado. Entao, dado gy > 0, para cada B € B existe t (g9, B) > 0 tal que
Vi(B) C O (By), Yt >t(e, B).

Logo, By := O.,(B;) é um conjunto B-absorvente global limitado. Entao, para cada

B € B, existe T'(B) > 0 tal que
Vi(B) C By, paratodo t>T(B). (3.7)

Em particular, V;(By) C By para todo t > T'(By) e consequentemente fy;f(BO)(BO) C By €
B. Pelo Teorema 3.3.1, o conjunto w(By) é um conjunto nao vazio, compacto e invariante

e além disso, w(By) atrai By. Logo, para cada ¢ > 0 existe t; (g, By) > 0 tal que

Vi(By) C O (w(By)), paratodo t>t(e, By). (3.8)
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Portanto, de (3.7) e (3.8), dado qualquer B € B, temos que
Vi(B) C O (w(By)), paratodo t>t(g,By)+T(B).

Logo, M := w(By) é um B-atrator global fechado que é compacto e invariante.
Seja A um B-atrator global fechado qualquer. Queremos mostrar que M C A. Como A

é um B-atrator global fechado, para todo 1 > 0 existe t (¢, M) > 0 tal que
ViiM) C O, (A), YVt >t(e1, M).
Visto que M é invariante, temos que

MC ()0, (A)=A=A

€1>0
Portanto, M é o conjunto minimal entre todos os B-atratores globais fechados.
2° Caso: Suponha que o semigrupo {V;};>¢ ¢ limitado e pontualmente dissipativo. Em
particular, existe um atrator global de pontos limitado By. Dado €5 > 0 fixado, considere
By := O,(B2) e By := v"(By). Note que By ¢é limitado, pois By ¢ limitado e {V;}i>o é
limitado.
Provemos que w(By) = M é o B-atrator global minimal fechado.

De fato, como By é um atrator global de pontos, para cada z € X existe T'(z) > 0 tal que
VT(J;) (LL’) c 052 (BQ) = Bl.

Como B; é um conjunto aberto e o operador Vr(,) é continuo, temos que existe O (),

para algum £(z) > 0, tal que V() (O (2)) C Bi. Logo,
Visr(@) (O=)(x)) C Vi(B1) Cy*(By) paratodo ¢ > 0.

Como para cada conjunto limitado B, temos que v"(B) € B, entao, pelo Teorema 3.3.1

w(B) atrai B. Portanto, para cada €1 > 0 existe t; := t; (1, B) > 0 tal que
Vi(B) C O, (w(B)), paratodo t > t. (3.9)

Temos, pelo Teorema 3.3.1(i), que w(B) é compacto, logo pelo Lema 3.1.12, existe

e(w(B))>0eT (w(B)) >0 tal que
Vi (O (w(B))) C By, paratodo t>T (w(B)). (3.10)
Aplicando (3.9) e (3.10) para €1 := ¢ (w(B)), temos que

Vitt,(B) C By, paratodo t>T (w(B)).
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Logo, By é um conjunto B-absorvente global limitado. Assim, pelo 1° caso, w(By) = M
¢é o B-atrator global minimal fechado que é compacto e invariante.
Suponha, agora, que existe um conjunto conexo limitado B tal que B D M, entao V;(B),

t € R*, sao conexos e para qualquer £ > 0,
M = Viy(M) C Vi(B) C O(M),

para t > ty, com algum t, suficientemente grande.

Suponha, por contradicao, que M nao é conexo. Logo, existem conjuntos disjuntos,
fechados, nao vazios F; e F} tais que M = Fy U F;. Logo, O. (M) = O.(F;)UO.(F,). Da
conexidade de V;(B) (t > o) vem que

M CViy(B) CO(F)) ou MCVy(B)C O.(F,).

Logo, M C F; ou M C F,. Portanto, F; = () ou F; = (). Uma contradicao. Assim, M é
conexo.

Em particular, se X é um espaco de Banach, entao toda bola é conexa e como M ¢é
limitado, existe uma bola limitada B tal que M C B. Portanto, pelo caso anterior, M é

conexo.
|

A seguir daremos uma demonstragao alternativa para o Lema 3.1.10. Por conveniéncia

colocamos o enunciado novamente.

Proposicao 3.3.1 [5] Seja K um conjunto tal que v (K) é relativamente compacto, entao

w(K) € um conjunto ndo vazio, compacto, invariante e atrai K.

Demonstragao: Seja K := v+ (K). Como vy (K) é relativamente compacto, temos que

K é compacto. Note que,

V(K1) = Vi (v4(K)) € Vi (7 () =7 (K) € 77 (K) = Ky, ¥ £ > 0,

Também, temos pela Proposicao 2.1.5 que K; é um espago métrico completo.
Consideraremos, agora, o semigrupo {V;}i>o, Vi : K1 — K.
Afirmacgao: Este semigrupo é de classe K.

De fato, sejat > 0e B C Ky, B € B. Temos que, V;(B) C V,(K;) C K;. Isto implica que,

Vi(B) € K; = K;. Como um conjunto fechado contido num compacto é compacto, temos
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que V;(B) é relativamente compacto em K;. O que prova a afirmagao.

Visto que v (K) C v7(K) = K; € B, temos pelo Teorema 3.3.1 que, w(K) é um conjunto

nao vazio, compacto, invariante e atrai /.

Proposicao 3.3.2 [5] Seja {Vi}i>0 um semigrupo continuo de classe AK. Suponha que
K € um conjunto compacto tal que v"(K) € limitado. Entao, v (K) € relativamente

compacto e assim, w(K) € um conjunto nao vazio, compacto, invariante e atrai K.

Demonstragao: Seja {y,} uma sequéncia arbitrdria de pontos em 1 (K), isto é, y, =
Vi, (x,), com {z,} C K e {t,} C RT.
Se a sequéncia {t, } é limitada, entao {y,} C fyfg 7(K) para algum T' > 0. Pela Proposigao

3.1.2, 7E6’T}(K ) é compacto. Logo, {y,} possui uma subsequéncia convergente {ynj }, com
Yn; — Yo € VoK) €Y7 (K) quando  j — +oo.

Pelo Teorema 2.1.1, y7(K) é relativamente compacto.
Se a sequéncia {t,} nao é limitada, entdo podemos considerar ¢, — +o0o. Como v+ (K)
¢ limitado e o semigrupo {V;};>0 é de classe AK, entao {y,} = {V;,(z,)} possui uma

subsequéncia convergente e o resultado segue.

Proposicao 3.3.3 [5] Seja {Vi}i>0 um semigrupo continuo de classe AK. Suponha que
vH(B) € B para algum B € B. Entao, w(B) € um conjunto nao vazio, compacto, invari-

ante e atrai B. w(B) € conexo, se B € conero.

Demonstragao: Seja B € B tal que v7(B) € B. Como v*(z) € B, para cada = €
B, temos pela Proposicao 3.3.2 que y*(z) é relativamente compacto e, portanto, pela
Proposicao 3.3.1, w(x) é ndo vazio. Logo, w(B) é nao vazio.

Mostremos que w(B) ¢ invariante, isto é, V; (w(B)) = w(B), Vt > 0. Para t = 0, isto é

obvio.
(i) Vi(w(B)) Cw(B),Vt>0:
Seja t > 0. Dado y € w(B), existem sequéncias {z,} e {t,}, com {z,} C B e

t, — +oo tal que V;, (z,) — y quando n — +o0. Logo,

Vi) = Vit Vi) ) = i Ve, ().

n—-+o0o n—-+o0o
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Como t + t,, — 400 quando n — 400, concluimos que V;(y) € w(B). Logo,

Vi (w(B)) Cw(B), Yt >0.

(ii) w(B) C Vi (w(B)), Yt >0:
Seja t > 0. Dado y € w(B), existem sequéncias {z,} e {t,}, com {z,} C B e
t, — +oo tal que V¢, (x,) — y quando n — +00. Podemos supor, sem perda de

generalidade, que t, > t, V n € N. Note que,
Vi, (xn) = Vi (Vy,—¢(xn)) e t,—t — +00 quando n — +oc.

Como {V;}+>0 ¢ um semigrupo continuo de classe AK, {V;, _+(x,)} contém uma sub-

sequeéncia {th]_ ¢ (xnj)} tal que
Vi, —t (zn,) — 2z Ew(B) quando j — +o0.

Afirmagao: y = Vi(2)
De fato,

Jj—+oo J—+o00

Vi(z) =V, ( lim Vi, (:cnj)> = lim V; (zn,) = .

Portanto, w(B) C V; (w(B)), Vt > 0.

Mostremos que w(B) é compacto.
Seja {x;} uma sequéncia arbitraria em w(B). Para cada k € N, existe t;, > k e y € B tal
que

1
d (V;tk (yk)a xk) < E

Como {V;}i>o ¢ um semigrupo de classe AK, existe uma subsequéncia {V}kj (ykj)} de

{Vi.(yx)} tal que
Vi, (ys;) — 2 € w(B) quando j — +o0.

Logo,
Ty, —> z quando j — +00.
Portanto, w(B) é compacto.

Mostremos, agora, que w(B) atrai B. Suponha, por contradi¢ao, que w(B) nao atrai B.

Entao, podemos escolher uma sequéncia {V;, (z,)} com {z,} C B e t, — +oo tal que

dist (V, (xp),w(B)) > ¢ (3.11)
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para algum ¢ > 0.

Como o semigrupo {V;}i>o é de classe AK, cada sequéncia da forma {V;, (z,)} contém
uma subsequéncia {V}nj (xnj)}, com %,Lj (xny) — 2z € w(B) quando j — 400, 0 que
contradiz (3.11). Portanto, w(B) atrai B.

Usando os mesmos argumentos como na demonstragao do Teorema 3.3.1(v) podemos mos-

trar que, se B é conexo, entao w(B) é conexo.

Teorema 3.3.3 [5, 7] Seja {Vi}i>0 um semigrupo de classe AKC, continuo, limitado e
pontualmente dissipativo. Entao, existe o B-atrator global minimal fechado, nao vazio,
M. M € compacto e invariante. M é conexo, se exriste B € B conezo tal que M C B.

Em particular, se X € um espaco de Banach, entao M € conexo.

Demonstracao: Seja {V;};>o um semigrupo de classe AKX. Como {V;};>o é limitado e
pontualmente dissipativo, pelo Lema 3.1.12; existe um conjunto limitado By tal que para

cada conjunto compacto K,
Vi (Oak)(K)) C By para todo t > T(K) (3.12)

com algum e(K) > 0e T(K) > 0, e além disso, V;(By) C By para todo t € R*.

Como {V;}1>0 é um semigrupo limitado, continuo e de classe AKX, pela Proposicao 3.3.3,
para cada B € B, w(B) é nao vazio, compacto, invariante e atrai B. Em particular, isto
vale para w(By).

Afirmacao: w(By) = M.

De fato, seja B € B arbitrario. Temos que, K := w(B) é um conjunto nao vazio, compacto

que atrai B. Por (3.12), existe ¢ :=¢(K) > 0e T(K) > 0 tal que
Vi (O.)(K)) C By, V't > T(K).
Como K atrai B, existe tg =ty (¢(K), B) > 0 tal que
Vi(B) C Oci)(K), ¥t > o

Assim,

Vi(B) C By, V't > to+ T(K).

Visto que w(By) atrai By, temos que B também ¢ atraido por w(By). Portanto, w(By) é

um B-atrator global fechado.
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Mostremos, agora, a minimalidade de w(Bj):
Seja A um B-atrator global fechado qualquer. Vamos mostrar que w(By) C A. Como A é

um B-atrator global fechado, para todo €; > 0 existe t (e1,w(Bp)) > 0 tal que
Vi (w(By)) C O, (A), Vit >t (e1,w(By)) -
Visto que w(By) é invariante, temos que
w(By) C (] O-,(A) =A= A

e1>0

Portanto, w(By) é o B-atrator global minimal fechado M, que é compacto e invariante.

A prova da conexidade é analoga ao Teorema 3.3.2.

Teorema 3.3.4 [5] Suponha que o semigrupo {V;, t € RT, M} estd definido em um
subcongunto M de um espago de Banach X, com uma norma || - ||x. Suponha também
que V; pode ser decomposto na soma W, + Uy, onde {W,;, t € RT, M} € uma familia de

operadores tais que para qualquer conjunto limitado B C M,
Wi(B)lx < ma(t)ma (| B x)

onde my : R™ — RT sao continuos e my(t) — 0 quando t — 400, ||B||x := sup ||z||x.
zeB
Os Uy sao tais que o congunto Uy(B) € precompacto para cada conjunto limitado B C M.

Entao, {V;, t e RT, M} € de classe AK.

Demonstragao: Seja B C M limitado tal que v7(B) C M também é limitada. Seja
By = {V;, (x)}324, tk — +00, {zx} C B. Queremos mostrar que B; é precompacto, ou
seja, que dado £ > 0, existe um subconjunto finito de By, K., tal que B; esta contido na
uniao finita de bolas fechadas com raio € e centros pertencentes a K.. Seja ¢ > 0. Como

my(t) — 0 quando ¢t — +o00, existe Iy = ly(e) > 0 tal que

my(l) < °

< 3y I B (3.13)

para todo [ > .
Note que B; = B} U BY, onde B} = {V}, (x;)}i,, tp <ly e B! = WV (@) }2h41s thosr >
lo. Note, também, que Bf é um subconjunto do conjunto " (B) = Vj, (y"(B)). Além

disso, dado y € V, (v*(B)), temos que y = V},(z) = W, (x) + Uy, (z), onde z € v"(B).
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Por hipétese, temos que Uy, (y7(B)) é precompacto. Assim, existe um subconjunto finito

Ade U, (v"(B)), tal que Uy, (y"(B)) pode ser coberto pela unido finita de bolas fechadas

com rajo 5 e centros em A. Visto que y*(B) C M ¢é limitado, segue das propriedades de

Wi que,

= 2my (I (B)]1x)

Wi (v5(B)) llx < ma()ma (I (B)lx) ma (I (B)llx) =5

para todo [ > .
Logo, dado z € W, (y"(B)), temos

pO| ™

lzlx < sup Jlzllx = [Wi (+7(B)) Ix <
zeWi(v+(B))

Afirmacgao: Vi, (y1(B)) pode ser coberto pela unido finita de bolas fechadas de raio ¢ e
centros nos pontos de A.
De fato, tome y € V,, (v7(B)). Entao, y =V, (z) = W, (x)+U,(z) para algum x € v (B).

Como Uj, (y*(B)) é coberto pela uniao finita de bolas fechadas de raio § e centros nos

pontos de A, existe a € A tal que Uj,(z) € B (a,£). Assim,

ly —allx = Wi (2) + Us,(2) - allx
< W @)llx + U, (2) —allx <5+ 5=

Como y foi tomado arbitrariamente em Vj, (v (B)), concluimos que V, (y"(B)) pode ser
coberto pela unidao de finitas bolas fechadas de raio ¢ e centros nos pontos de A. Como
By C V,, (v*(B)), o mesmo vale para BY. Bj é precompacto, pois Bj é finito e desta forma
basta tomar as bolas fechadas de raio € centradas em V; (zx), K = 1,...,k;. Tomando
C' = BjU A, temos que C é finito, pois B} e A o0 s@o e as bolas fechadas de raio € e centro

nos pontos de C' cobrem B;. Portanto, B; é precompacto, o que mostra que o semigrupo

{V,, te Rt M} é de classe AK.

Definicao 3.3.2 [12] Um semigrupo {Vi}i>0 € chamado uniformemente compacto para t

grande, se para cada B € B existe um t(B) > 0 tal que

Y (B) = |J Vi(B) (3.14)

t>t(B)

€ relativamente compacto em X.



30

Lema 3.3.1 [12] Seja X um espa¢o Banach. Suponha que {V;}1>o € uniformemente com-
pacto para t grande. Se K C X € um conjunto compacto e invariante pelo semigrupo

{Vi}is0 que atrai os conjuntos compactos de X, entao K ¢é conezo.

Demonstracgao: Temos que W(K) =: B é compacto, pelo Teorema 2.1.4 e conexo,
pelas Proposigoes 2.1.1(b), 2.1.2, 2.1.3, 2.1.4.

Entao, K atrai B. Suponhamos, por contradi¢ao, que K nao é conexo. Logo, existem dois
conjuntos abertos Uy, Uy com U NK # (0, UyNK #0, K CU;UUy e Uy NU; = . Como
K C B, K = Vi(K) C Vi(B), para todo t > 0. Como B é conexo e V; é continuo, entao,
Vi(B) é conexo.

Assim, U; N Vi(B) # 0, i = 1,2 e U; U Uy nao cobre V;(B). Portanto, para cada t > 0,
existe x; € Vi(B), x; ¢ Uy U Us.

Considerando ¢t = n, n € N, obtemos a sequéncia {z,}. Como o semigrupo {V;};>¢ é
uniformemente compacto para t grande, essa sequéncia € relativamente compacta. Assim,
K atrai {z,} (pois K atrai o compacto {z, , n > ng}) e a sequéncia {z,} contém uma
subsequeéncia {xnj}, com Z,, — = quando j — +00.

Afirmacao: x € K C U; U U,.

De fato, como K atrai B, entao x,, = Vj, (ynj) € O%(K), onde {y,,} C B. Logo, existe

uma sequeéncia {z;} C K tal que
1
d (V"J (yn]) 7Zj> < 37 JE N. (315)

Como K ¢é compacto, temos que {z;} possui uma subsequéncia convergente que conti-
nuaremos chamando de {z;} tal que z; — 2z € K quando j — +oo. Portanto, por
(3.15),

d(an (yny) ’Z) < d(an (ynj) 7'31) +d(z,2) < %—i—d(zj,z) — 0 quando j — +o0.

Logo, x,,; — 2 quando j — +o0. Pela unicidade do limite, z = z € K. O que contradiz

o fato de z,,, ¢ Uy UU,, ¥ j € N. Portanto, K é conexo.

Teorema 3.3.5 [12] Suponha que o semigrupo {V;}i>o € uniformemente compacto para t
grande. Suponha que existe um conjunto B-absorvente global limitado B. Entdo o conjunto
w-limite de B, M = w(é), ¢ um B-atrator global, nao vazio, compacto e invariante. M
€ o conjunto mazximal compacto invariante. Além disso, se X € um espaco de Banach,

entao M € conexo.
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Demonstracao: Como {V;};>¢ é uniformemente compacto para ¢ grande, entao

| vi(B) ek, (3.16)

t>1o

para algum ¢y = to(B) > 0. Pelo Lema 3.1.11(), w(B) é um conjunto nao vazio, compacto
e invariante.

Provemos, entao, que M = w(é) é um B-atrator global. Suponha, por contradi¢cao, que
existe um conjunto limitado By tal que dist (Vi(By), M) - 0 quando t — +o0. Logo,

existe 0 > 0 e uma sequéncia {t,}, t, — +oo tal que
dist (V;, (By), M) >0 >0, VneN.
Assim, para cada n, existe b, € By tal que

dist (Vi (by), M) > 2 > 0. (3.17)

N S

Como B é um conjunto B-absorvente global, entdo V;, (b,) € V;,(By) C B, para todo n
suficientemente grande (isto é, t, > t1(By)). Note que,

Vb bz © J VilB) < | VilB) € K.

t>to t>to

Logo, {V;, (b,)} possui uma subsequéncia {th]- (bnj)} que converge para um ponto 3,

£ = lim V,;nj (bn].) = lim an—tl(Bo) (‘/1;/1(30) (b”j)) :

Jj—+oo J—+o0o

Visto que Vi, (B,) (bnj) cBe tn; — t1(By) — +oo quando j — 400, temos que

B eM=uw(B),

o que contradiz (3.17). Portanto, M = w(B) é um B-atrator global.
Mostremos que M ¢é o maximal entre os B-atratores globais que sao compactos e invari-

antes: Seja A’ um B-atrator global compacto invariante. Como A’ é invariante,
Vi(A") = A" para todo t>0. (3.18)

Visto que A’ é limitado e que B é um B-absorvente global, e usando (3.18) para t sufici-
entemente grande, obtemos que A" C B.

Afirmacao 1: w(A") C w(B).

De fato, dado = € w(A’) existem sequéncias {z,} e {t,}, com {z,} C A" e t, — +o0 tal
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que Vi, (x,) — x quando n — 4o00. Como A’ C B, temos que {z,} C B e o resultado
segue.
Afirmacgao 2: A" = w(A’).

Com efeito,

Assim,

Mostremos, agora, que se X é um espaco de Banach, entao M é conexo: De fato, visto que
M é um conjunto compacto invariante que atrai todos os conjuntos limitados de X, temos
em particular que M é um conjunto compacto invariante que atrai todos os conjuntos

compactos de X. Logo, pelo Lema 3.3.1, obtemos que M é conexo.

Corolario 3.3.1 [12] O Teorema 3.3.5 continua vdlido se a condi¢ao (3.14) for substituida
por:

Para algum t, > 0, Vi, € compacto. (3.19)

Demonstragao: Basta mostrar que a condigao (3.19) implica na condigao (3.16). Como
B é um B-absorvente global limitado, existe ¢, > 0 tal que Vt(é) CcB , V't >ty. Considere

ty :=tg + t1, temos para todo t > to,
Vi(B) = Vi, (Ve (B)) € Vi (B).

Logo,
| Vi(B) c Vi, (B).
t>ty

O que implica que

JVviB) cvi(B) e k.

t>to

Como um conjunto fechado contido num compacto é compacto, obtemos que

JVi(B) ek

t>to

Isto ¢, vale (3.16).
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Proposicao 3.3.4 [12] A condicao (3.14) pode ser substituida, pela sequinte condi¢do:
X € um espaco de Banach e para cada t € R, Vi = V! + V2, onde os operadores V*
sao uniformemente compactos para t grande (isto €, satisfaz (3.14)) e V* é uma aplicagao
continua de X em X tal que o sequinte vale:

Para cada conjunto limitado C' C X, temos
re(t) ;== sup |V (y)||lx — 0 quando t — +oo. (3.20)
yeC

Demonstragao: Primeiramente, fazemos a seguinte observagao que sera usada repetida-

mente.

Observacao 3.3.1 [12] Se {x,} é limitada e t,, — +00, entao V2 (x,) — 0 e {V;! (z,,)}

converge se, e somente se, {V; (x,)} converge (nesse caso, os limites sao iguais).

De fato, a norma de V2 (z,) ¢ limitada por r.(t,), onde C' é formado pelos elementos da

sequéncia {z,}. Logo, V2 (z,) converge a 0 e
Vi ($n) = Vti (xn) + Vi (xn)

converge se, e somente se, Vti (x,) converge, como queriamos demonstrar.

Também, precisamos do seguinte lema:

Lema 3.3.2 [12] Seja {Vi}i>0 um semigrupo satisfazendo (3.20), entdo para qualquer

conjunto, ndao vazio, limitado By de X, w(By) € nao vazio compacto e invariante.

Assumindo este lema, concluimos que w(B) = M é nao vazio, compacto e invariante.

Mostremos que w(B) = M é um B-atrator global. Suponha, por contradigao, que para

algum conjunto limitado By,
dist (Vy(By), M) - 0 quando t — +o0.
Logo, existe § > 0 e uma sequéncia {t,}, t, — +oo tal que
dist (V;,(By), M) > >0, VneN.
Assim, para cada n, existe b, € By tal que

dist (Vy, (by), M) >

N S

> 0. (3.21)
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Como B é um B-absorvente global, entao
Vi (ba) € Vi, (Bo) € B

para todo n suficientemente grande (isto é, t,, > t1(By)). Como {V}! (b,)} é relativamente

compacta, existe uma subsequéncia, que denotaremos por ela mesmo, tal que
V' (b,) — 2z quando n — +o0.
Pela Observacao 3.3.1, temos que

z= lim ‘/tn(bn) = lim ‘/tn_tl(BO) (th(Bo)(bn))'

n—-+00 n—+00

Visto que Vi, (p,)(bn) € Bet, —t(By) — +00 quando n —» +00, temos que z € M =
w(B), o que contradiz (3.21). Portanto, M = w(B) é um B-atrator global.
Para provar a maximalidade de M, procedemos da mesma forma como na demonstragao

do Teorema 3.3.5.

Observacgao 3.3.2 [12/ Note que se X é um espaco de Banach, qualquer familia de ope-
radores satisfazendo (3.14) também satisfaz (3.20) com V? = 0.

Demonstracao do Lema 3.3.2: Mostremos, primeiramente, que w(By) = w;(By), onde

wi(Bo) :== N U V' (By). Note que, wi(By) = {y € X : existem sequéncias {z,} C

s>0t>s
By e t, — +oo tal que hrf Vi (x,) =y}
n—-+0oo )
(i) w(By) C wi(By): De fato, dado = € w(By), existem sequéncias {z,} e {t,}, com
{z,} C By et, — +o0o tal que V; (z,) — = quando n — +oo. Pela Observagao

3.3.1, V}} (x,) também converge para x quando n — +0c0. Logo, = € w;(By).

(ii) wi(By) C w(Bp): Com efeito, dado = € w;(By), existem sequéncias {z,} e {t,},
com {z,} C By e t, — +oo tal que V! (z,) — 2 quando n — +oo. Devido
a Observagao 3.3.1, V; (z,) também converge a x quando n — +oo. Portanto,

x € w(By).
Como By é nao vazio, os conjuntos |J V;'(By) sdo nao vazios para todo s > 0. Como os
operadores V! sao uniformemente C(;rzrfpactos para t grande (isto é, satisfaz (3.14)), existe

to := to(Bo) > 0 tal que os conjuntos |J V,'(By) sdo compactos nao vazios, V s > t.
t>s
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Como wq(By) = () U ViH(Bo) € U ViH(Bo), temos que wi(By) é um conjunto fechado
s>tg t>s t>to

contido num compacto e consequentemente é compacto. Portanto, w(By) é nao vazio e

compacto.

Mostremos, agora, que w(By) ¢ invariante. Ou seja, que V; (w(By)) = w(By), YVt > 0.

Para t = 0, o resultado é trivial.

(i) Vi (w(By)) C w(By), Vit > 0:
De fato, seja t > 0. Dado y € V; (w(By)), entdo y = Vi(z), para algum = € w(By).
Como = € w(By), existem sequéncias {x,} e {t,}, com {x,} C By e t,, — +oo tal
que

Wi, (x,) — x quando n — 400.

Logo,
Vit (2n) = Ve (Vi (2n)) — Vilz) = .

Como t + t, — 400 quando n — 400 e {x,} C By, concluimos que y € w(By).

(il) w(Bo) C Vi (w(Bo)), V't > 0:
Com efeito, seja t > 0. Dado x € w(By), entdo, existem sequéncias {x,} e {t,}, com

{z,} C By e t, — 400 tal que
Vi, (x,) — = quando n — 4o0. (3.22)

Podemos supor, sem perda de generalidade, que ¢,, > t, V n € N. Usando a hipotese,
temos que Vi, _y(z,) = VI _,(x,) + V2 _y(2,) e V! _,(x,) é relativamente compacta
em X. Logo, existem subsequéncias {x,,} de {z,}, t,, =t — +o00 ey € X tais que
Vtift (zn,) — y quando j — +oc0. Como {z,} C By € B, pela condicio (3.20),
V;tij—t (xnj) — 0 quando j — 4o00. Pela Observacao 3.3.1, thj—t (:En].) — Yy

quando j — +o00. Logo, y € w(By).

Afirmacgao: = = Vi(y).
De fato, V}nj (Jzn]) =V <V}nj _¢ ([Enj>> — Vi(y) quando j — +oo. Por outro lado, por
(3.22), temos que Vi, (zn,) — 2 quando j — +o0. Pela unicidade do limite, z = V;(y).

Portanto, x € V; (w(By)).

Definicao 3.3.3 [4, 7] O semigrupo {V;}i>o € chamado assintoticamente suave*, se para

qualquer conjunto fechado, limitado, positivamente invariante, nao vazio, B C X, existe
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um conjunto compacto J C B tal que J atrai B. Além disso, se {Vi}i>o for um C°-

semigrupo, entao {Vi}i>o € chamado assintoticamente suave.

Proposigao 3.3.5 [}/ Um semigrupo {V;}i>0 € assintoticamente suave® se, e somente se,
dado B C X fechado, limitado e nao vazio, existe um conjunto compacto J C X tal que

J atrai L = L(B) :=={x € B:V,(z) € B, Vt > 0}.

Demonstragao: Seja B C X um conjunto fechado, limitado e ndo vazio tal que V;(B) C
B, V t > 0. Suponha, que existe um conjunto compacto J C X tal que J atrai L.
Mostremos que, {V;}1>0 é um semigrupo assintoticamente suave*. Temos que, L(B) = B.
Temos, por hipdtese, que existe um conjunto compacto J = J(B) que atrai B. Pelo
Lema 3.1.4, cada sequéncia da forma {V;, (z,)}, {z,} C B e t, — 400, possui uma

subsequéncia convergente. Pelo Lema 3.1.5, w(B) é nao vazio, compacto e atrai B. Note

que
wB)=JvB) c(\B=B=B
s>0t>s s>0
Logo, existe um conjunto compacto J = w(B), J C B tal que J atrai B. Portanto,

{Vi}i>0 ¢ assintoticamente suave*.
Por outro lado, suponha que {V; };>0 ¢ um semigrupo assintoticamente suave*. Seja B C X,

nao vazio, fechado, limitado. Temos que, V;(L) C L, V¢t > 0. Logo,

Vi(L) c V(L) C L, Vt=>0.

Como {V;}1>0 é assintoticamente suave®, existe um conjunto compacto J C L tal que J

atrai L. Portanto, J também atrai L = L(B).

Lema 3.3.3 [/ Sejam {V,}i>0 um semigrupo assintoticamente suave e B C X ndo vazio
tal que v+ (B) € limitada. Entdo, w(B) € nao vazio, compacto, invariante e atrai B. w(B)

¢ conezo, se B € conero. Em particular, se para algum x € X, v (x) € limitada, entdo

vt(x) € compacto, e w(x) € nao vazio, compacto, invariante, atrai x e é conezo.

Demonstragao: Claramente V; (v7(B)) C v"(B), V t > 0. Pela continuidade do opera-

dor V;, temos que V; <7+(B)> C y*H(B), YVt > 0. Entao, como {V;}+>0 ¢ assintoticamente
suave, existe J C y*(B), J compacto tal que J atrai y+(B). Logo, J atrai B. Portanto,

pelo Teorema 3.1.1, w(B) é nao vazio, compacto, invariante e atrai B.
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A demonstracao da conexidade segue igual ao que foi feito no Teorema 3.3.1(v).

Se z € X e y"(x) é limitada, entdo, pela parte anterior com B = {x}, obtemos que w(x)
é nao vazio, compacto, invariante, conexo e atrai {z}.

Afirmacao: ’y+—(x) é compacto.

De fato, seja {V;, ()} uma sequéncia em 7 (z). Se {¢x} for limitada, entao existe 7' > 0
tal que {V;, (z)} estd na imagem, pela aplicagao continua (t,z) — Vi(z), de [0,7] x {z}.
Logo, pela Proposicao 3.1.2, {V;, (z)} tem uma subsequéncia convergente. Agora, se

t, — 400, como w(x) é compacto e w(x) atrai z, entdo, pelo Lema 3.1.4, {V;, (x)}

possui uma subsequéncia convergente.

Lema 3.3.4 [}/ Sejam X um espago de Banach e J um conjunto compacto invariante por

um C°-semigrupo {V; }y>0. Se J atrai conjuntos compactos, entao J € conezo.

Demonstracao: Como J é compacto, pelo Teorema 2.1.4, W é compacto. Em
particular, W é limitado. Além disso, pelas Proposigoes 2.1.1(b), 2.1.3 e 2.1.4, temos
que conv(J) é conexo.

Suponha, por contradicao, que J nao é conexo. Entao, existem conjuntos abertos U e
Vitaisque UNJ #0, VNJ #0, JCcUUV, UNV = (. Pela continuidade de V;,
os conjuntos V; (W) sao conexos, ¥ t > 0. Como J é invariante e J C conv(J),
entao J = Vi(J) C W(W), V ¢t > 0. Portanto, § # UNJ C Uﬂ‘é(m)
e AV NJCVNY W), para todo t > 0. Como V; (W) é conexo, Nao

podemos ter V; (conv(J) C UUV. Ou seja, dado j > 0 e t; > j, existe x; com
r; €V, <conv(])> \(UUV).

Agora, J atrai conv(J) e J é compacto. Logo, existe uma subsequéncia {z;, } C {z;} tal
que

zj, —x€JCUUV quando k — +o0.

Logo, existe uma bola aberta B, centrada em x e contida em UNV e a sequéncia {z;, } de-
veria entrar em B, (pois z;, —  quando kK — +00). Assim, obtemos uma contradicao,

pois {z;} ZUUV.
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Teorema 3.3.6 [/] Sejam {V;}i>o um C°-semigrupo e K um conjunto compacto ndo vazio

que atrai compactos. Seja A := (| Vi(K). Entao,
0

(i) A independe de K e, se X é um espaco de Banach, entio A é conexo;
(i1) A € maximal compacto invariante;

(111) A atrai conjuntos compactos.

Além disso, se {Vi}+>o € assintoticamente suave,
(iv) Para todo H compacto em X existe Hy, vizinhanga de H, tal que A atrai Hy.
(v) Se C C X e~t(C) € limitada, entdo A atrai C.

Demonstracao: Seja H um conjunto compacto. Como K atrai H e K é compacto,
entao usando a Proposi¢ao 3.1.2 e o Lema 3.1.4, podemos mostrar (analogamente ao que
foi feito na prova da afirmagao da demonstracao do Lema 3.3.3) que m é compacto.
Logo, pela Proposigao 3.3.1, w(H) é nao vazio, compacto, invariante e atrai H. Pelo Lema
3.1.2, w(H) C K. Em particular, W é compacto, w(K) C K e w(K) # (), compacto,
invariante e atrai K.

Afirmacao 1: w(K) atrai H.

De fato, como w(H) é compacto, invariante e w(H) C K,

w(H) = w(H) = (Jw) = UV (@(H)) = w (w(H)) C w(K).

s>0t>s s>0t>s

Como w(H) atrai H, dado ¢ > 0 existe t (¢, H) > 0 tal que
Vi(H) C O (w(H)) C O (wK)), Vt>t(e, H).

Portanto, w(K) atrai H.
Como H foi arbitrario, segue que w(K) atrai conjuntos compactos de X. Se X é um

espago de Banach, pelo Lema 3.3.4, w(K) é conexo.

Afirmagao 2: A = w(K).

De fato,
A=K e w(k) = (UV(K)
>0 >0 s>t
Como Vi(K) Cc | V5(K), Vit >0,
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Por outro lado, como w(K) é invariante e w(K) C K, obtemos
w(K) =V (w(K)) Cc Vi(K), Vt>0.

Logo,

w(K) = (Vi (w(K)) € [JVi(K) = A.

>0 >0

Portanto, A = w(K).

Assim, ja mostramos que A é compacto, invariante, conexo e atrai conjuntos compactos.
Mostremos, agora, que A é independente de K:

Seja K1 um conjunto compacto que atrai conjuntos compactos. Pela primeira parte da de-
monstragao, temos que w(K) e w(K7) sdo ambos compactos que atraem conjuntos compac-
tos de X. Logo, pelo Lema 3.1.2, w(K) C w(K;) C w(K). Portanto, w(K;) = w(K) = A,
isto é, A independe de K.

Afirmagao 3: A é maximal compacto invariante.

De fato, seja H um conjunto compacto invariante. Temos pelo Lema 3.1.9(ii) que H =

w(H). Pela primeira parte da demonstragao, w(H) C K. Isto implica que
H=wH)=ww(H)) Cw(K)=A.

Portanto, A é o conjunto maximal compacto invariante.

Suponhamos, agora, que o semigrupo {V;};>o é assintoticamente suave e provaremos (iv)
e (v):

(iv): Afirmacgao 4: Temos que, dada qualquer vizinhanca W de A, existe uma vizinhanga
U de A tal que V;(U) C W, Vit >0.

De fato, suponha, por absurdo, que isto nao acontece. Entao, existe uma vizinhanga W
de A tal que para toda vizinhanga U de A, existe t, > 0 e z, € U tal que V,, (z,) ¢ W.
Em particular, para todo j € N, existe t; > 0 e z; € (’)%(A) tal que Vi, (z;) ¢ W. Como
xj € O%(A), existe y; € A tal que d(zj,y;) < % Como A é compacto, existe uma

subsequeéncia {y;, } de {y;} e z € A tais que y;, — = quando k — +o00. Assim,
d(zj,,x) <d(zj,y;)+d(y;,r) — 0 quando k — +o0.

Portanto, z;, — = € A quando & — +4o00. Assim, temos que A atrai o compacto

H = {a;,} Ufa}.
1° Caso: Se t; — 4o00: Como A é compacto e atrai H, temos pelo Lema 3.1.4 que

{Vi;(x;)} tem uma subsequéncia que converge para algum z € w(A) = A, o que é um
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absurdo, pois V;,(z;) ¢ W.

2° Caso: {t;} ¢é limitada: Neste caso, {t;} C [0,Tp] para algum Ty > 0. Como [0, Tp] é
um subconjunto compacto da reta, existe uma subsequéncia {¢;, } de {¢;} tal que t;, — 7
quando k — +o00. Logo, (t;,,;,) — (7,2) quando k — 4o00. Como o semigrupo é
continuo, segue que Vi, (z,) — Vi(z) quando k — +o00, 0 que é um absurdo, pois pela
invariancia de A temos que V;(z) € A, mas Vi, (z;,) estd fora de W que ¢ uma vizinhanga
de A. Portanto, vale a Afirmacao 4.

Assim, dado €9 > 0 e considerando a vizinhanga Wy := O.,(A) € B, existe uma vizinhanca

€0

U de A tal que V,(U) C Wy, ¥ t > 0. Logo, considerando U’ := ~*(U) teremos que
AcCcU cWye Vi (U)CU, Vt>0. Entao,

Vi(U) cV,(U) CcU, ¥t >0.

Seja H um conjunto compacto (arbitrario) em X. Visto que A atrai conjuntos compactos
de X, existe Ty = To(H,U’) > 0 tal que V;(H) C wnt(U’), ¥ t > T,. Em particular,
Vi, (H) C int(U’). Logo, para cada h € H, Vg, (h) é ponto interior de U’. Como Vg, é um
operador continuo em X, existe uma bola aberta B, centrada em Vr,(h) e inteiramente
contida em int(U’) e temos que {V'(By)}hen ¢ uma cobertura aberta de H que tem
Considere H; := VT_01 (Bp,)U... U VT_O1 (Bhp). Temos que, H; é uma vizinhanca aberta de
He
p p p
Vi, (Hy) = Vi (U Vit (Bhi)) =UJVa (V' (Bw)) | B, Cint(U") C U’ € B,
i=1 i=1 i=1

Como V,(U") Cc U, ¥t > 0, segue que
W(Hl)CUI,thTO (§] ’}/+(U/)CU/€B.

Dai, como {V;}+>0 ¢ assintoticamente suave temos, pelo Lema 3.3.3, que w(U’) é ndo vazio,
compacto, invariante e atrai U’. Mas A atrai conjuntos compactos, logo A atrai w(U’).
Dali, pelo Lema 3.1.2 e Lema 3.1.9(i7), segue que w(U’) = w(w(U’)) C A. Assim, dado

e > 0, existe t (¢,U’) > 0 tal que
Vi(U') C O (w(U") Cc O(A), Vit >t(e,U).
Logo, A atrai U’. Como V;(H,) C U', ¥Vt > Ty, temos que

Vi(Hy) € O(A), Yt >Ty+1t(,U").
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Portanto, A atrai H;.

(v): Seja C' C X tal que v7(C) é limitada. Queremos mostrar que A atrai C.

Como {V;};>0 é assintoticamente suave, segue do Lema 3.3.3 que w(C') é nao vazio, com-
pacto, invariante e atrai C'. Visto que A atrai conjuntos compactos, A atrai w(C') e como
A é compacto, segue do Lema 3.1.2 que w (w(C)) C A.

Por outro lado, como w(C') é fechado e invariante, temos pelo Lema 3.1.9(ii) que w(C) =

w (w(C)). Portanto, w(C) C A. Assim, dado € > 0, existe ¢ (¢,C') > 0 tal que
Vi(C) C O (w(C)) C O(A), Vt>1t(e,C).

Portanto, A atrai C, o que prova (v).

Corolario 3.3.2 [4] Se {Vi}1>0 € assintoticamente suave, entdo as sequintes afirmagoes

sao equivalentes:

(i) Existe um conjunto compacto que atrai todos os conjuntos compactos de X ;

(11) Existe um conjunto compacto que atrai uma vizinhan¢a de cada conjunto compacto

de X.

Demonstragao: (i) = (i7): Temos por hipdtese, que existe um conjunto compacto que
chamaremos de K, que atrai conjuntos compactos. Considerando A := [ Vi(K), pelo
Teorema 3.3.6, A = w(K) é um conjunto compacto e para todo H compaétz(g, existe uma
vizinhanga H; de H tal que A atrai H;. Portanto, (ii) é satisfeito.

(11) = (i): Temos por hipétese, que existe um conjunto compacto, que chamaremos de
K, que atrai uma vizinhanga de cada conjunto compacto de X. Em particular, K atrai
todos os compactos. Considerando A := () V;(K), pelo Teorema 3.3.6, A = w(K) é um

>0
conjunto compacto que atrai todos os conjuntos compactos de X. Portanto, (i) é satisfeito.

Para aplicar o Teorema 3.3.6, precisamos de procedimentos praticos para a verificagao

de suas hipéteses. Um passo nessa direcao é o seguinte resultado.

Lema 3.3.5 [4] Se {Vi}i>0 € assintoticamente suave e compacto dissipativo, entao existe
um conjunto compacto que atrai conjuntos compactos de X . Logo, valem as conclusoes do

Teorema 3.3.6.
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Demonstracao: Como {V,};>¢ é compacto dissipativo, existe um conjunto limitado C que
atrai conjuntos compactos de X. Daf, C' também é limitado e atrai conjuntos compactos
de X (pois toda e-vizinhanca de C' é uma &-vizinhanca de C). Logo, podemos considerar
C = C. Seja H um conjunto compacto. Sendo C' um conjunto fechado que atrai H, pelo
Lema 3.1.2, w(H) C C.

Afirmagao: v (H) é limitada.

De fato, seja gy > 0. Como C atrai H, temos pelo Lema 3.1.8 que, existe tg = to (¢, H) > 0
tal que v (H) C O (C) € B. Entdo, v+ (H) = v} ,,(H) U~ (H). Pela Proposicao 3.1.2,
temos que V[Jg,to}(H) é compacto. Em particular, v, (H) € B. Portanto, v"(H) € Be a

[0,%0]
afirmacao esta provada.
Dai, pelo Lema 3.3.3, w(H) é nao vazio, compacto, invariante e atrai H.
Seja B :={zx € C; Vi(x) € C, ¥t > 0}. Temos que, B € B (pois B C C € B) e
Vi(B) € B,V t>0. Logo, Vi(B) C Vi(B) C B, ¥t > 0. Como {V,}> ¢ assintoticamente
suave, existe um conjunto compacto K C B tal que K atrai B. Como w(H) C C e é

invariante, temos que w(H) C B C B. Logo, K atrai o compacto w(H). Usando o Lema

3.1.9(7i) e o Lema 3.1.2, segue que
w(H)=w(w(H)) C K.
Dai, dado ¢ > 0, existe t (¢, H) > 0 tal que
Vi(H) C O (w(H)) C O(K), Vi=1t(e H).
Logo, K atrai H. Portanto, K é um conjunto compacto que atrai conjuntos compactos de
X. Logo, considerando A := (J V;(K), valem as conclusées do Teorema 3.3.6, entre elas,

t>0
que A = w(K) é compacto, invariante e que atrai conjuntos compactos de X.

O proximo resultado relata os diferentes tipos de dissipatividade.

Lema 3.3.6 [/ Seja {Vi}i>0 um semigrupo assintoticamente suave e pontualmente dissi-

pativo. Se para qualquer conjunto compacto L tivermos que v (L) € B, entao {Vi}i>o €

localmente compacto dissipativo. Se {V;}i>o for limitado, entao {V;}i>o € B-dissipativo.

Demonstracao: Como {V;};>0 é pontualmente dissipativo, entdo existe um conjunto

limitado B C X tal que B atrai cada ponto de X. Sem perda de generalidade, podemos
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assumir B fechado, pois caso contrério basta tomar B ao invés de B. Defina
U:={ze€B; vy (z)C B}

Afirmacao 1: U # ().

De fato, seja x € X. Como B atrai x, dado g9 > 0, existe t (g9, z) > 0 tal que
Vi(x) € O (B), Yt >t(eo,x).

Isto implica que,
Vo) () C Ocy(B) € B,

+
[D7t(‘507x)]

é limitado. Portanto, ¥ (z) é limitado. Como {V,};>¢ é assintoticamente suave, pelo Lema

Por outro lado, segue da Proposigao 3.1.2 que v (x) é compacto. Logo, V[J(;t(ao x)](x)

3.3.3, w(x) é ndo vazio, compacto, invariante e atrai . Além disso, como B atrai x, para

todo € > 0, existe t(¢) > 0 tal que 'y;ES)(x) C O.(B). Entao, 7;25)@) C O.(B). Logo,

w(x) = ﬂwj(:v) C 'y;EE)(:E) C O:(B), Ve > 0.

s>0

Portanto,

w(z) C [ O:(B) =B =B.

e>0

Ou seja, w(z) C B. Assim, dado y € w(z) C B, Vi(y) € Vi (w(z)) = w(x) C B, ¥Vt > 0.
Logo, v*(y) C B. Isto implica que w(x) C U. Como w(zx) é ndo vazio e w(x) C U, segue
que U # ), o que prova a Afirmacao 1.

Afirmagao 2: V,(U) CU, ¥t > 0.

Com efeito, seja z € U. Entdo, z € B ey (z) C B. Tome t > 0 e seja z = V;(z). Temos
que, z = Vi(z) € v7(z) C B. Logo, Z € B e

Vi(2) = Vi (Vi(2)) = Viws(2) €77(2) € B, Vs 2 0.

Logo, v7(2) C B. Assim, z = V;(z) € U. Portanto, V;(U) C U, V¢t > 0. O que prova a
Afirmacao 2.

Logo, pela continuidade de V;, V,(U) C V,(U) CU, ¥t > 0. Como U C B e B é fechado
e limitado, segue que U C B = B e portanto U é limitado.

Mas {V;}i>0 ¢ assintoticamente suave, logo existe um conjunto compacto K C U tal que
K atrai U.

Afirmacao 3: K atrai pontos de X.
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De fato, da primeira parte (U # 0)), concluimos que para todo z € X, w(x) # 0, w(x) CU
e w(z) é invariante, compacto e atrai z. Como K atrailf e w(x) C U, entdo, em particular,
K atrai w(x), V2o € X. Visto que K é compacto, pelo Lema 3.1.2, w (w(z)) C K.

Por outro lado, w(z) é compacto e invariante. Logo, w (w(z)) = w(x). Portanto, w(x) C
K, Vz € X. Visto que, w(x) atrai z, segue que dado € > 0, existe ¢ (¢, ) > 0 tal que para
todo t > t(e,x), Vi(z) € O (w(z)) C O.(K). Logo K atrai z, qualquer que seja x € X.
Portanto, K atrai pontos de X.

Afirmacgao 4: K atrai K.

De fato, como K atrai U e K C U, dado € > 0, existe t(¢) > 0 tal que para todo t > t(e),
Vi(K) Cc Vi(U) C O.(K). Portanto, K atrai K.

Com procedimento analogo ao que foi feito na prova da Afirmacao no Lema 3.3.3, podemos
provar a seguinte

Afirmacao 5: W é compacto.

Dai, pelo Lema 3.1.10, J := w(K) é um conjunto compacto, invariante e atrai K. Como
K atrai pontos de X, J atrai pontos de X.

Suponhamos, agora, que v+ (L) € B para qualquer conjunto compacto L.

Afirmacao 6: Existe uma vizinhanca V' de J tal que v*(V) € B.

De fato, suponha que isto nao acontece. Logo, existem sequéncias z; € X e t; — +00
ey e Jtal que x; — y e | V,(r;) [— +oo quando j — +o0. Dai, teremos que
m ¢ um conjunto compacto com " ({a:],]—21}> nao limitado. Isto contradiz
a hipdtese. Portanto, vale a afirmagcao 6.

Visto que J atrai pontos de X e {V;}>0 ¢ continuo, para qualquer z € X, existe uma
vizinhanca O, de x e Ty > 0 tal que V; (O,) C V C v*(V), V¢ > T,. Logo, v"(V) atrai
O,. Com um procedimento andlogo ao que foi feito na demonstragao do Teorema 3.3.6(iv)
mostra-se que para qualquer conjunto compacto H em X, existe um aberto H; contendo
H tal que v (V) atrai H;. Portanto, {V;}:>¢ ¢ localmente compacto dissipativo.
Suponha, agora, que v7(B) € B para qualquer B € B. Entao, v7(K) € B para qual-
quer conjunto compacto K e, segue da parte anterior que {V;};>0 é localmente compacto
dissipativo e, consequentemente, {V;}:>o ¢ compacto dissipativo. Pelo Lema 3.3.5, existe
um conjunto compacto que atrai conjuntos compactos de X. Pelo Teorema 3.3.6, existe

um conjunto maximal compacto invariante A que atrai conjuntos limitados (B € B —-

v (B) € B, Teorema 3.3.6(v) = A atrai B). Assim, {V;}>o é B-dissipativo.
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Teorema 3.3.7 [/] Se {V,}1>0 € um semigrupo assintoticamente suave, limitado e pontu-

almente dissipativo, entao existe um B-atrator global maximal compacto invariante.

Demonstracao: Pelo Lema 3.3.6, {V;};>9 é B-dissipativo. Em particular, {V;}i>o é
compacto dissipativo. Dali, pelo Lema 3.3.5, existe um conjunto compacto que atrai com-
pactos. Logo, pelo Teorema 3.3.6, existe um conjunto maximal compacto invariante que

atrai conjuntos limitados.

Proposicao 3.3.6 O B-atrator global mazimal compacto invariante coincide com o B-

atrator global minimal fechado que é compacto e invariante.

Demonstracao: De fato, suponha que exista o B-atrator global maximal compacto in-
variante A. Seja C' um B-atrator global fechado. Entao, C' atrai o limitado A. Pelo Lema
3.1.2, w(A) C C. Como A ¢ fechado e invariante, pelo Lema 3.1.9(éi), A = w(A). Logo,
A C C. Portanto, A = M, isto é, A também é o B-atrator global minimal fechado que é
compacto e invariante.

Por outro lado, seja D um B-atrator global compacto e invariante. Pelos Lemas 3.1.2 e
3.1.9(i7), D = w(D) C M. Portanto, M = A, isto é, M é o B-atrator global maximal

compacto invariante.

Definicao 3.3.4 [7] Dizemos que um semigrupo {V;}i>o € de classe B-ACP (B-asymp-
totically compact property) se para qualquer B € B tal que 7;;(3)(3) € B para um certo
t1(B) > 0, existe um to(B) > t1(B) tal que para qualquer t > t5(B), existem um conjunto
compacto K(B,t) C X ee(B,t) > 0 satisfazendo

Vi(B) C Ogy (K(B,t)) e e(B,t)— 0 quando t — +o0.

Definicao 3.3.5 [7] Um semigrupo {V;}i>0 € de classe B-K se para qualquer B € B, existe
t(B) > 0 tal que Vi(B) ¢ relativamente compacto para qualquer t > t(B). Um semigrupo
{Viti>0 € de classe B-AK se B € B tal que ’y;EB)(B) € B para um certo t(B) > 0, entdo
para quaisquer sequéncias {x,} e {t,}, com {z,} C B et, — 400, {V;,(z,)} contém

uma subsequéncia convergente.
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Lema 3.3.7 [7] Seja {L,} uma sequéncia decrescente de conjuntos em X: Ly D Ly D
«-+ D Ly, D -+, satisfazendo a sequinte condi¢ao. Para cada n € N, existe um conjunto

compacto K, C X e um numero €, > 0 tal que
L,CcO.(K,) e e —0 quando n — +oo.

Entao, para cada y, € L,, ¥ n € N, a sequéncia {y,} contém uma subsequéncia conver-

gente.
Os seguintes teoremas melhoram os resultados correspondentes dados em [5, 12, 4].

Teorema 3.3.8 [7] Sejam {V,}i>0 um semigrupo de classe B-ACP e A # (. Suponha
que existe um T > 0 tal que v (A) € B. Entao, w(A) é o conjunto minimal fechado nao

vazio que atrai A compacto e invariante.
Demonstragao: Seja B := v} (A) e considere t; := T + 1. Entao,

7 (B) =%t (7 (A)) = v r(A) S (A) € B.

Considere qualquer sequéncia da forma {V;, (x,)}, onde {z,} C B e t, — +o0.
Como {V;}i>0 é de classe B-ACP, existem ty(B) > t1, ng € N suficientemente grande tal
que t, > t3(B), V n > ngp, existem um conjunto compacto K (B,t,) C X e ¢(B,t,) > 0,

satisfazendo
Vi (B) C Oxpuy (K (B,ty)), Vn>ng e e(B,t,) — 0 (n — +00).
Como B = ~; (A) é positivamente invariante, pois
Vi (7 (A)) = 7p(A) C i (A), Vi >0,
entao, {V;,(B)} é uma sequéncia decrescente de conjuntos em X, pois
Virt(B) = 9 140(A) €l yp(A) = Vi (B), V2 ng e Vi, (24) € Vi, (B), ¥ > no.

Pelo Lema 3.3.7, {V;, (z,,)} contém uma subsequéncia convergente. Pelo Lema 3.1.5, w(B)
¢ um conjunto minimal fechado nao vazio que atrai B e é compacto. Pelo Lema 3.1.6,
temos que w(B) ¢ invariante. Pelo Lema 3.1.7, w(B) = w (v§(A)) = w(A). Pelo Lema
3.1.8, w(A) atrai A. Assim, w(A) é um conjunto, nao vazio, compacto e invariante que

atrai A. Pelo Lema 3.1.2, w(A) é o minimal fechado que atrai A.
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Teorema 3.3.9 [7] Sejam {V}i>0 um semigrupo de classe AK (ou de classe B-AK) e
A # 0. Suponha que existe um T > 0 tal que v (A) € B. Entdo, w(A) é um conjunto

minimal fechado ndo vazio que atrai A e é compacto e invariante.

Demonstracao: Seja {V;};>0 um semigrupo de classe AK. Considere qualquer sequéncia
da forma {V;, (x,)}, onde {z,} C A e t, — +00. Podemos supor, sem perda de genera-

lidade, que t, > T, V n € N. Note que,

7 (v (A) = UV (07 () = U4 €7 (4) € B

£>0 £>0

Vi (@) =V, 7 (Vr(z,)), Vn €N, onde Vr(z,) € (A) e t,—T — +oc.

Como {V;}i>0 é um semigrupo de classe AK, {V;,_r (Vr(z,))} contém uma subsequéncia
convergente, isto é, {V; (z,)} contém uma subsequéncia convergente. Pelo Lema 3.1.5,
w(A) é um conjunto minimal fechado, nao vazio, que atrai A e w(A) é compacto. Pelo
Lema 3.1.6, w(A) é invariante.

Se {Vi}t>0 ¢ um semigrupo de classe B-AK, a demonstracao ¢ andloga, basta tomar
t (v4(4)) = 0.

Proposigao 3.3.7 Se A é conezo e {Vi}i>0 € continuo de classe AK (ou B-AK ou B-
ACP) e existe T > 0 tal que v} (A) € B, entdo w(A) é conezo.

Demonstracao: Andloga ao que foi feito no Teorema 3.3.1(v).
|

O teorema a seguir é um resultado de comparacao entre as diversas classes de semi-

grupos.
Teorema 3.3.10 [7] Seja {Vi}i>0 um semigrupo, entao
(i) {Vitiso € de classe K = {Vi}i>o € de classe B-KK = {V;}4>o € de classe AK.

(i) {Vitiso € de classe B-ACP < {V;}i>o € assintoticamente suave® < {Vi}1>o € de

classe AK < {V;}i>0 € de classe B-AK.
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(111) {Viti>o € uniformemente compacto para t grande < {V;}i>o € B-limitado e de classe

B-K.
Demonstracao: Seja {V;};>o um semigrupo.

(i) Suponha que {V;};>0 é de classe K, entao para cada B € B, V;(B) ¢ relativamente
compacto para cada t > 0. Tomando t(B) = 0, temos que para todo t > t(B), Vi(B)
é relativamente compacto. Portanto, {V;}:>¢ é de classe B-K.
Agora, suponha que {V;}i>o ¢ de classe B-K e B € B tal que v"(B) € B, entao
existe um T := ¢t (y*(B)) + 1 > 0 tal que V;(y"(B)) é relativamente compacto
para qualquer ¢t > T. Seja {V}, (x,)} uma sequéncia arbitraria, onde {z,} C B e
t, —» 400. Podemos supor, sem perda de generalidade, que ¢, > T, V n € N.
Entao,

V;n(l'n) =Vr (th_T(xn)) e Vr (’7+(B>) , VneN.

Logo, {V;, (,)} contém uma subsequéncia convergente. Portanto, {V;};>o é de classe

AK.

(ii) (a) Suponha que {V;};>¢ é de classe B-AC P, mostraremos que {V,};>o é assintoti-
camente suave®.
De fato, seja B € B um conjunto, nao vazio, fechado e positivamente invariante.
Visto que, V;(B) C B, V't > 0. Entao, v"(B) C B. Assim, v7(B) € B. Como
{Vi}i>0 é de classe B-AC'P pelo Teorema 3.3.8, existe um conjunto, nao vazio,
compacto J := w(B) que atrai B. Pelo Lema 3.1.9(i), J = w(B) C B = B. Isto

mostra que {V; }>0 é assintoticamente suave®.

(b) Suponha que {V;};>0 ¢ assintoticamente suave*, mostraremos que {V;};>o é de
classe AK.
De fato, seja B € B tal que v*(B) € B. Note que y"(B) é positivamente
invariante, pois V; (yt(B)) = 7 (B) € v*(B), ¥ t > 0. Logo, v*(B) € B
¢ um conjunto nao vazio, fechado e positivamente invariante. Como {V;};>¢ é
assintoticamente suave*, existe um conjunto nao vazio, compacto J C W
que atrai m Consequentemente, J atrai v7(B). Assim, pelo Lema 3.1.8,
J atrai B. Portanto, pelo Lema 3.1.4, qualquer sequéncia da forma {V; (z,)},

onde {z,} C B et, — +00, contém uma subsequéncia convergente. Portanto,

{Vi}i>0 € de classe AK.
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(c) Suponha que {V; };>0 é de classe AK. Mostraremos que {V;};>¢ é de classe B-AK.
De fato, seja B € B tal que 7;{3)(3) € B para um certo t(B) > 0. Considere a
sequéncia {V;, (z,)}, onde {z,} C B e t, — 400. Podemos supor, sem perda

de generalidade, que t,, > t(B), V n € N. Note que,

7 (5 (B) =% (B) €B e Vi (@) = Vi m (Viimy (@), Y €N,

onde Vi(p)(4) € 75y (B) e t, — t(B) — +oo.
Como {V;}i>o é de classe AK, {V;, _y5) (Vis)(z,))} contém uma subsequéncia
convergente, isto é, {V;, (x,)} contém uma subsequéncia convergente. Isto mostra
que {V;}i>0 € de classe B-AK.

(d) Suponha que {V;};>o é de classe B-AK. Mostraremos que {V;};>o é de classe
B-ACP.
De fato, seja B € B tal que 7;;(3)(B) € B para um certo t;(B) > 0. Como
{Vi}i>0 € de classe B-AK, pelo Teorema 3.3.9, w(B) ¢ um conjunto, nao vazio,
compacto que atrai B. Escolha uma sequéncia {e,} de niimeros positivos tal que

£, — 0 quando n — +00, entao para cada n € N existe um ¢,, > 0 tal que
Vi(B) C O, (w(B)), YVt >t

Podemos supor, sem perda de generalidade, que {t,} é monétona estritamente
crescente (e t, — +00). Como t, — +o00, existe ng € N tal que n > ng =
tn > t1(B). Assim, tome ty(B) = t,,. Entdo, para qualquer t > t5(B) existe um
n > ng tal que t, <t <t,1. Seja K(B,t) := w(B) e ¢(B,t) := &,, entao

Vi(B) C Ocpy (K(B,1))

e e(B,t) — 0 quando t — +00 (pois t — +00 = n — +00).

Portanto, {V;}+>0 é de classe B-ACP.

(iii) (=) Suponha que {V;}:>o é uniformemente compacto para ¢ grande, entao para cada

B € B existe um ¢(B) > 0 tal que

¢é relativamente compacto em X, ou seja, %JEB)<B) € K. Em particular,

'Y;EB)(B) - 'V;EB)(B) €B.
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Logo, {V; }1>0 é B-limitado.
Seja T > t(B), temos que V;(B) C V;EB)(B). Isto implica que

V,(B) C 7,5 (B) € K.

Como um conjunto fechado contido num compacto é compacto, entao V,(B) é rela-
tivamente compacto. Portanto, {V;}:>o é de classe B-K.

(<) Suponha, agora, que {V;};>¢ é B-limitado e de classe B-K, entdao para cada
B € B existe um ¢(B) > 0 tal que 7,5 (B) € B, e assim existe um ¢ (7;EB)(B)> >0

tal que

+ _ +
TuB)t (3 (B) B) = Vi) (%(B>(B>>

¢é relativamente compacto. Tome

t(B) = t(B) + t <7;EB)(B)>

isto é, 7;:( B) (B) é relativamente compacto. Isto mostra que {V;};>0 é uniformemente

compacto para t grande.

3.4 Existéncia dos Atratores M e M e Relacoes entre
eles

Nesta se¢ao, as condigoes suficientes para que um semigrupo {V;}+>o possua um B-atrator
global compacto invariante M e um atrator global de pontos M séo discutidas e algumas
relacoes entre M e M sio dadas. Os semigrupos que aparecem nos lemas e teoremas
seguintes sao assumidos de classe B-AC'P. Usando o Teorema 3.3.10, vemos que o Lema
3.4.1, os Teoremas 3.4.1 e 3.4.2 e a Proposicao 3.4.1 sao vélidos para as varias classes de
semigrupos que aparecem no Teorema 3.3.10.

O seguinte Teorema 3.4.1 é uma consequéncia natural combinando o Teorema 3.3.8 e

o Teorema 3.2.2.

Teorema 3.4.1 [7] Seja {V;}i>0 um semigrupo de classe B-ACP.

(i) Se para cada x € X, existe um t(x) > 0 tal que fy;Em)(x) € B, entdo {V;}i>o possui

o atrator global de pontos minimal fechado M = U w(z) e M € positivamente
reX
tnvariante.
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(1) Se {Vi}i>0 € B-limitado, entio existe o atrator global de pontos minimal fechado,

nio vazio, M = |J w(z) e o B-atrator global minimal fechado, ndo vazio, M =
rzeX

U w(B), e ambos M e M sao positivamente invariantes.

BeB

Demonstracao: Seja {V;};>o um semigrupo de classe B-ACP.

(i) Como para cada x € X, existe um ¢(x) > 0 tal que W;Ew) (x) € B, pelo Teorema 3.3.8,

w(z) atrai x. Portanto, pelo Teorema 3.2.2(7), segue o resultado.

(ii) Para cada B € B existe um ¢(B) > 0 tal que VZ{B)(B) € B. Pelo Teorema 3.3.8,

w(B) atrai B. Portanto, pelo Teorema 3.2.2(i7), segue o resultado.

Para provar o seguinte Teorema 3.4.2, precisamos dos seguintes lemas.

Lema 3.4.1 [7] Se {Vi}i>0 € um semigrupo de classe B-ACP e A € B um conjunto

invariante, entdo A € compacto e invariante.

Demonstragao: Seja T € Rt. Assim,
wA) =) =|JAa=4eB
T>T T>T

Como {V;}i>0 ¢é de classe B-ACP, pelo Teorema 3.3.8, w(A) é um conjunto, nao vazio,
compacto e invariante. Como A é invariante, pelo Lema 3.1.9(i7), temos que A=w (Z) =

w(A) é compacto e invariante.

O préximo lema é uma adaptagao do Lema 3.1.12.

Lema 3.4.2 [7] Seja {V;}i>0 um semigrupo B-limitado. Entao, para cada atrator global
de pontos By € B e cada § > 0 eziste um T (By,d) > 0 tal que

7;(30,5) (Os(By)) € B.

Além disso, para cada conjunto compacto K C X existem T (K, By,0) > 0 ee (K, By, d) >
0 tais que

Vi (Outic oy () C i 5y (O5(Bo)) . V> T (K, By, ).
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Demonstracao: Sejam By € B e § > 0 dados. Entao, By := Os(By) € B. Como {V,}1>0
¢ B-limitado existe T'(B:) := T (By, d) > 0 tal que v, 5 (Os(Bo)) € B.
Visto que By é um atrator global de pontos, para cada = € X, existe t(z) > 0 tal que

Vi) (x) € Os(By) = By. Como By é um conjunto aberto e Vj(,) é continuo, entao
Vi) (Oc)(2)) € By para algum  £(z) > 0.
Logo,
Viti(@) (Oc(o) () C Vi(B1) =V, (O5(By)), ¥t > 0.

Em particular,

Vist() (Ocwy(@)) C Vi (Os(By)), ¥Vt > T (By,9).

Logo,
Vitt(a) (Oa(ﬁ)(x)) - VT Bo,d) (O5(By)), YVt >T(By,9).

Assim, dado um conjunto compacto K C X, é claro que {Of(x)($>}zek é uma cober-

tura aberta de K, da qual se pode extrair uma subcobertura finita. Portanto, existem

T1,..., 05 € K et(xy),... t(xg) tais que

Viti@en) (Ocwn (@) € Vi(mys) (Os(Bo)) . ¥t = T (B, 0)

k
K C | JO:(@:).

i=1

Portanto, tomando T'(K') = max{t(z1),...,t(zx)}, da compacidade de K segue que existe

e(K) =% >0 (onde ¢ é o nimero de Lebesgue) tal que

k
c |J O ().
i=1

Logo,
Vi (Oci0)(K)) € V(g5 (O6(Bo)) . ¥Vt = T(K) +T (B, 9).

Tomando T (K, By,0) :=T(K) + T (By,0) e ¢ (K, By, 0) :=e(K) > 0, temos que
‘/t (Oa(K,Bo,ﬁ) (K>) - 7’;(3075) (0(5(30)) ) Vi Z T (K7 B07 6) :
[

Teorema 3.4.2 [7] Seja {Vi}i>0 um semigrupo de classe B-AC'P, B-limitado e pontual-

mente dissipativo. Entao, temos o sequinte:
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(i) Ambos M e M no Teorema 3.4.1 sio compactos, invariantes e M = w (Og(M)),

onde 0 > 0 € um niumero suficientemente pequeno.

(i1) Se w (Og(M) \M) = U  w(x), entio M = M. Sew ((95(/\;1) \ M) \ M #

z€Q5(M)\M
0, entaio M & M.

(111) Se {Vi}i>o € continuo, entdo M € conexo desde que M é conezo; ou se {V; }1>0 possui
um B-atrator global fechado e limitado conexo, entao M € conexo, em particular, se

X € um espaco de Banach, entdo M € conexo.

Demonstracao:

(i) Seja z € X dado. Como {V;};>¢ é B-limitado, existe um t(z) > 0 tal que

Como {V;}+>0 é de classe B-AC'P, pelo Teorema 3.3.8, w(z) é um conjunto invariante.

Afirmagao 1: |J w(z) é invariante.
rzeX
De fato,

W(Uw@)=U%M@FﬁJM@VQﬂ

zeX zeX zeX
Afirmagao 2: |J w(z) é limitado.

De fato, como {{C/f}izo é pontualmente dissipativo, temos que existe um atrator global
de pontos limitado B;. Seja gy > 0 fixado. Logo, para cada z € X, existe um t(x) > 0
tal que

Vi(z) € O, (B1), paratodo t>t(z).

Como v, (z) = J Vi (2), entao v, () C O, (By), Vit > t(x) e Vz € X. Logo,

T>t

w(x) = ﬂ Y () C O (By) € B, Ve X.
t>t(x)
Isto implica que
| w(@) c 0.,(B)) € B.
zeX

Portanto, pelo Lema 3.4.1, M = J w(x) é compacto e invariante.
zeX
Agora, provemos que M é compacto e invariante.

De fato, aplicando o Lema 3.4.2 para o atrator global de pontos compacto e invariante
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M, para qualquer 6 > 0 suficientemente pequeno e para cada conjunto compacto

K C X, existem T <M,5) >0, T <K,M,6> >0ce <K,M,6> > 0 tais que

) (OsM)) €8

Vi ((9 KW)(K)) SRR (05(/\4)) VE>T (K,M,é) (3.23)

Tome B := ’y;f@;(’ ) <(95(M)>. Vamos provar que B é um conjunto B-absorvente
global.

De fato, como {V;}>¢ é B-limitado, para cada B € B existe um ¢(B) > 0 tal que
%’EB)(B) € B. Como {V;};>¢ é de classe B-ACP, pelo Teorema 3.3.8, w(B) ¢ um

conjunto, nao vazio, compacto que atrai B. Por (3.23),
v, (oa(w(B),W) (w(B))) CB Vt>T (w(B),M, 5)
e existe um t(B) > 0 tal que
Vi(B) C O e (e B)M&)( w(B)) paratodo t>t(B).
Tome T (B M, 5) t(B) —l—T( (B ),M,é), entao para todo t > T (B,M,é),

ViB) = Vi sy (Vies)(B)) € Vi) (Oufuqmying) @(B)) € B.

Note que w (B) é o conjunto minimal fechado que atrai E, nao vazio, compacto e

invariante. Assim, para qualquer £ > 0, existe um ¢ (5, §> > 0 tal que

V;( )co( (~>> para todo tzt(a,é).

Logo,

Vi(B) C O. (w (é)) VST (B,M,cs) 4t (a,é) .
Portanto, w (E) ¢ um B-atrator global (compacto). Pelos Teoremas 3.4.1(ii) e
3.2.1(i),

MzUw(B)Cw(E)CM.

BeB

Portanto, M = w (E) é compacto e invariante. Pelo Lema 3.1.7, temos que

w(B) =w <77J:(/\?1,6) <(95(M)>> =w (Og(M)) .
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(ii) Usando o fato que M é fechado e invariante, segue que
W (ogw)) _— (M) Uw ((95(/\%) \ M)
= MUw (0;(M)\ M)
= U@ Uw (0sM)\ M)

zeX

Por (i), M =w (Og(M)>. Logo,

M = gxw<x>uw(05(M)\M)
- Uw(m)U( U Aw@;))
zeX 2€05(M)\M
- G-

Se w (Og(M) \ M) \ M # (), existe y € w ((95(./\;1) \ M) C Mey ¢ M. Portanto,
Mg M.

(iii) Andloga ao do Teorema 3.3.1(v) e ao do Teorema 3.3.2.

Proposigao 3.4.1 [7] Se um semigrupo {V;}+>0 € de classe B-AC'P e é B-limitado, entdo:

(a) {Viti>0 € pontualmente dissipativo se, e somente se, |J w(z) € B.
reX

(b) {Vi}i>0 € B-dissipativo se, e somente se, |J w(B) € B.
BeB

Demonstracao:

(a) (=): Como {V;}+>¢ é pontualmente dissipativo, existe um atrator global de pontos

limitado A. Seja €y > 0. Logo, para cada x € X, existe um t(z) > 0 tal que
Vi(z) € O, (A), Vit >t(zx).

Como 7,y () = U Vi(x), entdo v, (z) C O (A), Vo € X. Logo,

e >1(x)

ﬂ vi(z) c O, (A) eB, VreX.

t>t(z

Portanto,

| w@) c0.,(4) e B.
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(<): Sejax € X. Como {V, }1>¢ é B-limitado, existe um ¢(z) > 0 tal que 7;&6) (x) € B.
Como {V;}i>0 € de classe B-ACP, pelo Teorema 3.3.8, w(z) atrai x.
Logo, |J w(z) é um atrator global de pontos limitado. Portanto, {V;}¢>o é pontual-

zeX
mente dissipativo.

(=): Seja By um B-atrator global limitado. Seja ey > 0. Dado B € B, existe um
t(B,¢eo) > 0 tal que
7:23,50)<B) C O (By1) € B.

Pela defini¢ao de w(B),

ﬂ% Bgo)( ) C O, (B1) € B.

£>0
Como B é arbitrario, temos que

| w(B) cO.,(B) eB

BeB
(«): Dado B € B, existe um t(B) > 0 tal que V;EB)(B) € B. Como {V;}+>0 é de classe
B-ACP, pelo Teorema 3.3.8, w(B) atrai B. Logo, |J w(B) é um B-atrator global

BeB
limitado. Portanto, {V;}+>o é B-dissipativo.

3.5 Condicoes Equivalentes de Existéncia do

B-Atrator Global Compacto Invariante M

Nesta secao, vamos provar que a condicao suficiente do Teorema 3.4.2 para que um semi-

grupo {V;}i>o tenha o B-atrator global minimal fechado, nao vazio, compacto invariante,

M, isto é, {V;}+>0 é B-limitado, pontualmente dissipativo e de classe B-ACP, é também

necessaria. Pelo Teorema 3.3.10, obtemos imediatamente uma série de condicoes equiva-

lentes a existéncia do B-atrator global compacto invariante M. Portanto, cada uma dessas

condigoes é também a condi¢ao mais fraca para que um semigrupo tenha o B-atrator global

minimal fechado, nao vazio, compacto invariante M.

Lema 3.5.1 [7] Se um semigrupo {V;}+>0 possui um B-atrator global compacto, nao vazio,

entao ele € assintoticamente suave® e B-dissipativo.
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Demonstracao: Seja K C X um B-atrator global compacto nao vazio. Em particular,
K ¢ também um B-atrator global limitado. Logo, {V;}+>¢ é B-dissipativo.
Mostremos, agora, que {V;};>o é assintoticamente suave*.

Seja B € B um conjunto fechado e positivamente invariante, entao, pelo Lema 3.1.9(7),
J:=w(B) C B=B.

Note que o conjunto compacto K atrai B (pois K é um B-atrator global compacto). Logo,
pelo Teorema 3.1.1, J = w(B) é um conjunto compacto nao vazio que atrai B. Portanto,

{Vi}1>0 € assintoticamente suave*.

Teorema 3.5.1 [7] Seja {V;} >0 um semigrupo. Entdo, as sequintes afirmagoes sao equi-

valentes:

(i) {Vi}i>o € assintoticamente suave* e B-dissipativo;
(i1) {Vitiso € de classe AK e B-dissipativo;
(111) {Vi}i>o € de classe B-AK e B-dissipativo;
(v) {Vi}iso € de classe B-AC'P e é B-dissipativo;
(v) {Viti>0 € assintoticamente suave*, B-limitado e pontualmente dissipativo;
vi) {Vitiso € de classe AKC, B-limitado e pontualmente dissipativo;
(vi) {Vi}e> P P
(vii) {Vi}i>o0 € de classe B-AK, B-limitado e pontualmente dissipativo;
viti) {Vi}iso € de classe B- , e € B-limitado e pontualmente dissipativo;
1) {Vitiso € de cl B-ACP, e é B-limitad tualmente dissipati

(ix) {Vi}iso possui um B-atrator global minimal fechado, nao vazio, que é compacto e

muariante.

(x) {Vi}iso0 possui um B-atrator global compacto nao vazio;

Demonstragao: E fécil ver que B-dissipativo implica em B-limitado e pontualmente
dissipativo.

Pelo Teorema 3.3.10(i7), temos que {V;};>0 é de classe B-ACP < {V,};>0 é assintotica-
mente suave® < {V;}i>o é de classe AK < {V;}i>0 é de classe B-AK.

Assim, temos que (i) < (1) < (iit) < (iv) = (v) < (vi) < (vii) & (viii).

Pelo Teorema 3.4.2(i), (viii) = (iz). E obvio que (iz) = (z). Pelo Lema 3.5.1, (z) = (i).
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3.6 Caracterizacao dos Atratores Globais
Para caracterizar os atratores globais precisamos ver mais alguns conceitos.

Definicao 3.6.1 [5] Uma trajetoria completa v(x) através do ponto x é a curva x(t),
—00 < t < 00, satisfazendo as sequintes condigoes:

x(t) € X para todo t € R, x(0) =z, V(x(t)) = x(t + 7) para todo t € R e T € RT.
O conjunto v~ (x) := {z(t) , —oo <t < 0} é chamado de semi-trajetéria negativa de .

Observacgao 3.6.1 Note que y(z) = v~ (x) U~yT(x), pois z(1) = V. (2(0)) = V,(x),
V7eRt.

Definigao 3.6.2 [//

(a) Uma drbita negativa por x é a curva v, (z) = {¢(t) ; t € (—o0,0]}, onde
¢ : (—00,0] — X € uma fungao tal que $(0) = x e para todo s < 0,

Vi(o(s) = p(t+5), 0<t < —s.

(b) A drbita negativa por x, o~ (), € a unido de todas as orbitas negativas por x, isto é,

o (x) = JH(t, ),

>0

onde
H(t,x) ={y € X ; existe uma orbita negativa ¢ por x tal que ¢(—t) = y}.
(c) A orbita completa por x €,
o(z) =0 (z) Uy ().

Proposigao 3.6.1 Sejam ¢ uma drbita negativa passando por x e {V;}i>0 um semigrupo.

Considere 5: R — X definida por

Bs) = { PP o0
Vs(x), s >0

Entao, 'ya(x) = {gg(t), t € R} € uma trajetdria completa passando por x.
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Demonstracao: Mostraremos que, V, (5(3)) —¢(l+s),VseRel>0.
Sejal > 0. Se s > 0, o resultado é trivial. Seja s < 0. Se 0 <[ < —s, o resultado segue da
defini¢ao de drbita negativa. Se [ > —s, entdo [ = 7+ (—s) com 7 > 0. Logo, 7 =1+ s.

Temos que,

Definigao 3.6.3 [}/ Dado B C X e ¢ uma drbita negativa por x, definimos

ap(z) ={ye X, y= kgrfw d(—tg), ty — +o0  quando k — 400}

o(B) = (o, (B),

s>0

onde o, (B) = |J H(t, B).

t>s

Observacgao 3.6.2 [4/

(i) a(B) = {y € X ; existem sequéncias t, — 400 quando k — 400 e {yx}, com

yr € H (tx, B) e y — y quando k — +00}.
(i) U{as(x) ; ¢ € uma orbita negativa por v} C a(x).

Em geral, para z € X arbitrario, uma trajetéria completa ~y(z) pode nao existir e

mesmo se existir, ela pode nao ser unica. Porém, vale o seguinte resultado.

Lema 3.6.1 [5] Seja A um conjunto invariante. Entdo, para cada x € A, existe uma
tragetdria completa vy(x) através do ponto x que estd inteiramente contida em A. Se o
semigrupo {Vi}i>0 € pontualmente continuo, entdo a trajetoria y(x) é uma curva continua
em A. Se os operadores Vi, t € RT, sdo inversiveis em A, entdo por cada x € A, passa

uma inica trajetoria y(z).

Demonstragao: Seja x € A. Suponhamos que V;(A) = A, V¢ > 0. Mostremos que existe
uma trajetéria completa ¢, através de x inteiramente contida em A.
Seja x_,, uma sequéncia construida da seguinte forma:

xg = x. Existe x_; € A tal que Vj (z_1) = xo. Existe z_o € A tal que Vj (z_2) =z e



60

assim por diante. Ou seja, dado x_,, € A, existe v_¢,41) € A tal que Vj (x_(n+1)) =Z_,.
Note que,
Vb (:L‘—n) =T_pn

Vi (-’L'fn> = T_(n-1)

Vo (2_p) = Vi (Vi (2-0)) = Vi (Z_(n-1)) = T—(n2)

Ve (x—n) =T —(n—r) » 0<r<n

Vo (x_p) = .

Definamos ¢ : (—o00,00) — A por

¢p(—t)=z_,,teN
(t) = Vi(zo) , t >0
¢(=t) = Vorpn (9(=(n +1))) , L € [n,n +1]

Observe que os trés itens da definicao acima sao compativeis em t =0 e em —t, com t € N,

em particular se —t = —(n + 1),

O(—t) = Vorpna (0(=(n +1))) = Vo (¢(=(n + 1)) = ¢(=(n+ 1)) = —(n41)

ese —t = —n, ¢(—t) = Voypnp1 (9(—(n+1))) =W (-’Bf(nﬂ)) = z_,. Como ¢(t) € A,
vVt € R, concluimos que ¢ estd bem definida.
Mostremos, agora, que Vi(¢(s)) = ¢(t +s), ¥Vt >0,V s e R.

O caso s > 0 ¢ trivial pois,

Vi((s)) = Vi (Vo)) = Virs(o) = o(t + 5).

Agora, sejam n,m € N, temos que

To(m-ny=0(n—m), se n<m
Va(o(=m)) = Va(@-m) = § Vacmim(@-m) = Vi (Vin(2-1m))

=Vim(xo) =d(n—m), se n>m.

Suponhamos, agora, que —s € [—(n+ 1), —n] e t € [0, 1]. Entao,

Vi(@(=5)) = Vi (Vosynt1 (0 (=(n +1)))).
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Suponhamos que t — s € [—(n + 1), —n/|, entao

Vi(9(=5)) = Vicsr(nr1) (0 (=(n+1))) = ot — s)
eset—s>—n

Vi(9(=5)) =Visin1(@(=(n+1)) =Visn (Vi (¢ (=(n+1))))
= Voiomtyin (Vi (2-(ur1)) = Voomtyin(@-0) = Voomtyin(d(—n)).-

Afirmacgao: s —t € [n—1,n].

De fato, como t — s > —n entao s —t < n. Resta mostrar que s —¢t >n—1. Como t <1,
isto implica que 1 —t > 0. Visto que —s < —n, obtemos s > n. Logo, s —t+1 > n.
Portanto, s —t >n — 1.

Assim, Vi (¢(=5)) = Vo(epyyn (0(=1)) = ¢(=(s — 1)) = o(t — 5).

Se t > 1, existe, ng € N, ng > 0, tal que ng <t < ng+ 1. Entdo, t — ng € [0, 1]. Logo,

Vi(@(=5)) = Vig Vicng (8(=35))) = Vi (6(t — 19 — 5))
= Vi (0(t — 5 —19)) = Vig—1 (V1 (¢(t — 5 — ng)))

-1 (@(L+ (t—5—n0))) = Vg1 (¢(1 —ng + t — 5))

= Vig2 (Vi (9(1 =10+t = 5))) = Vig—a (¢ (L + (L =g +t — 5)))

=Vig—2 (@(—no+2+t—35)) ==V (¢(t — 5)) = o(t — ).

I
=

Portanto, ¢ é uma trajetéria completa.

Se o semigrupo for pontualmente continuo, entao pelo Lema da Colagem a trajetoria é
uma curva continua.

Suponha, agora, que os operadores V;, t € R*, sdo inversiveis em A. Mostraremos que,
para cada zy € A, passa uma unica trajetéria y(z).

De fato, seja g € A. Suponha que existem duas trajetérias completas ¢ e ¢ passando por
xo. Entao,

Vr(o(t) = o(t+7), VT 20, t€R

V() =t +71),¥7>0,teR.

Em particular, para t = 0 temos ¢(7) = V.(z9) = (1), V7 > 0. Seja t < 0. Considere

7= —2t > 0. Temos que

P(—t) = ot —2t) = o(t + 1) = V2 ((1)).
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Entao, V.1 (¢(—t)) = ¢(t). Visto que ¢(—t) = 9p(—t), entao ¢(t) = V.1 (y(—t)). Visto
que, 1h(—t) = p(t = 2t) = (t + 7) = V((1)), entdo V7 (1h(—1)) = (). Logo, ¢(t) =
V- ((—t)) = (t). Portanto, ¢(t) = (t), Vit € R.

Proposicao 3.6.2 [5] Seja {Vi}i>0 um semigrupo de classe K e suponha que ele é B-
dissipativo. Entdo, o B-atrator global minimal fechado M do Teorema 3.3.2 pode ser
caracterizado da sequinte forma:

(1) M= U w(B);

BeB

(ii) M= |J w(K);

Kek

(11i) M € a unido de todas as trajetdrias completas limitadas em X ;
(iv) M € a uniao de todas as trajetérias completas relativamente compactas em X ;

(v) M € o conjunto mazimal limitado invariante em X .

Demonstragao:
(1) Como {V;}+>0 é B-dissipativo, para cada conjunto limitado B, existe to > 0 tal que
Y (B) € B. Pelo Teorema 3.3.1(ii), w(B) atrai B. Como M ¢ um B-atrator global, M
atrai B. Pelo Teorema 3.3.1(iv), w(B) é o conjunto minimal fechado que atrai B. Logo,
w(B) € M. Como B é arbitrario, temos que

| w(B) c M.

BeB

Agora, sendo M compacto e invariante, temos pelo Lema 3.1.9 que
w(M)=M=M.
Visto que M ¢é limitado (pois é compacto), temos

M=wM)c | JwB).

BeB

Portanto,

M = w(B).

BeB
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(1) Visto que para cada B € B, M e w(B) sao compactos e invariantes, (ii) segue de (7)
pois,

U wr)c [JwB) =M=wM)c ] w(K).

Kek BeB Kek

(#7i) e (iv) Como M é invariante, pelo Lema 3.6.1, para cada ponto z € M, passa uma
trajetéria completa v(z) C M. Logo, vy(z) é limitada [e relativamente compacta pois,
W C M = M)]. Portanto, M estd contido na unido de todas as trajetérias completas
limitadas [e relativamente compactas] em X.

Por outro lado, seja y(x) = {z(t) , t € R} uma trajetéria completa limitada [relativamente
compacta] passando por algum ponto z = z(0) € X.

Afirmacao 1: y(x) é invariante.

De fato,

Va(y(a)) = | Vaa(0) = |2t +7) = (x). V7 > 0.

Afirmacgao 2: y(z) é compacto.
De fato, [no caso da letra (iv) isto é hipétese] seja T € RT. Como v(x) é invariante, temos

que v, (v(z)) = y(x) € B, ¥Vt > 0. Assim,

w(y(@)) = ()% (@) = (). (3.24)

t>T

Pelo Teorema 3.3.1(7), v(x) = w (y(x)) é compacto.
Afirmacao 3: y(x) é invariante.

De fato, seja y € B := v(x). Logo, existe uma sequéncia {y,} C v(z) tal que y, — y

quando n — +o00. Logo,

Vity) = Vi  Jim g ) = Jim Vit 20

n—-+o00

7

Como ~v(z) é invariante e {y,} C ~v(x), temos que Vi(y,) € v(z), V n € N. Logo,

Vi(y) € B = ~(z). Portanto, V,(B) C B, Vt > 0.
Mostremos, agora, que B C V;(B), para todo t > 0.

Seja y € B := y(z). Logo, existe uma sequéncia {y,} C v(z) tal que y, — vy quando

n — +oo. Como V; (y(z)) = v(x), ¥ t > 0, existe uma sequéncia {z,} C v(x) tal que

Vi(zn) = yn. Como v(z) é compacto, existe uma subsequéncia {z,,} de {z,} tal que
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Tp, — = € B quando j — +o00. Assim,

y= lim y,, = lim V; (xn]) =V ( lim xnj) = Vi(z), t > 0.

j—+oo j—+oo j—+o0
Portanto,

B CVy(B), Vt>0.

Como em (3.24),

w (7(@)) =) = ().

Assim,

re€y(r) CB=y()=w (7(9&)) C U w(K) =M.

Kek

(v) Seja A um conjunto limitado e invariante em X. Pelo Lema 3.1.9(ii), A C A = w(A).
Logo,
Acw(d)c |JwB) =M.

BeB
Portanto, M é o conjunto maximal limitado invariante em X.

Definicao 3.6.4 [5/ O conjunto de todos os pontos estaciondrios de {V;}i>o € definido
por Z ={z€ X ; z=V(z), YVt >0}. Ztambém é chamado o conjunto dos pontos de

equilibrio.

Teorema 3.6.1 [5] Suponha que o semigrupo {Vi}i>o € de classe K e v"(x) € B para
qualquer x € X. Se para este semigrupo existe uma funcao continua L : X — RT
estritamente decrescente ao longo de cada vt (z) (isto é, L (Vi(x)) \y quando t /) exceto,
€ claro, nos pontos estaciondrios, entao seu atrator global de pontos minimal fechado M
€ nao vazio e coincide com o conjunto Z de todos os pontos estaciondrios. Se Z € um
congunto limitado e {V; }1>¢ € limitado, entdo o semigrupo tem um B-atrator global minimal
fechado M tendo as propriedades indicadas no Teorema 3.53.2. Ambas as extremidades de
uma tragetoria completa v(x) C M, tendem a Z (quando t — +o00, respectivamente).
Se X € um espaco de Banach e Z nao € conexo, entao Z é uma parte propria de M e o

B-atrator global M consiste de trajetorias completas que ligam pontos de Z.

Demonstracao: Seja x € X. Pelo Teorema 3.3.1(7) e (i), w(z) é ndo vazio, compacto e

atrai . Como L (V;(z)) é estritamente decrescente e

0< L(Vi(x)) < L(z), V>0, (3.25)
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temos que existe tliin L(Vi(x)) = l4(z). Pela continuidade de L, £ |,)= I+ (x) = ¢,
—+00
onde ¢ > 0 é uma constante e isto implica que w(x) C Z, pois se z € w(x),

Vi) = Vi fim Vi) = T Vi o) € (o)

n—+00 n——+o0o

Logo, L(Vi(z)) = li(x) e dai, I (x) = L(Vi(z)) < L(2) = l4(z), ¥V t > 0. Logo,
Vi(z) =z, YVt > 0. Portanto, z € Z.
Assim, z também é atraido por Z. Note que Z é fechado, pois dado y € Z, existe uma

sequéncia {z,} C Z tal que z, — y quando n — +o00. Temos que,

n—-+o00 n—-+oo n—-+0o0o

Vily) =V, ( lim zn) = lim Vi(z,) = lim z,=y, Vt>0.
Logo, y € Z.
Pelo Teorema 3.2.2, {V;};>¢ tem um tnico atrator global de pontos minimal fechado M.

Pela minimalidade de M, temos que Mc Z.

Por outro lado, se z € Z, entao para t grande

~

2 =Vi(2) € O(M), Ve > 0.

Isto implica que

Portanto, Z = M. Como w(z) C Z = M e w(z) é ndo vazio, temos que M é nio vazio.
Suponhamos, agora, que Z é um conjunto limitado e que {V;};>¢ é limitado. Sendo Z
limitado, teremos que o semigrupo {V;}:>o ¢ pontualmente dissipativo (Z = M serd um
atrator global de pontos limitado para o semigrupo {V;}:;>o). Ent@o, o Teorema 3.3.2
garante a existéncia de um B-atrator global minimal fechado M, o qual é compacto e
invariante.

Pelo Lema 3.6.1, para cada z € M, podemos tomar uma trajetéria completa v(z) =
{6(t), t e R, ¢(0) =z}, com y(z) C M.

Agora, determinaremos seu conjunto a-limite, isto é,

ag (7(2)) = ()75 (@),

7>0
onde v, (x) := {¢(t) , t < 7}. Este conjunto a-limite, como o w(x), é ndo vazio e invariante

e temos que ¢(t) — ay (Y(x)) quando t — —o0.
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Afirmacao: oy (y(x)) C Z.
De fato, temos de (3.25) que existe o tlim L (p(t)) =1_(z). Pela continuidade de L,

——00
L Jay(an= () = K,

onde k > 0 é uma constante.
Se z € ay(v(z)), entdo existe uma sequéncia ¢, — —oo quando n — +oo tal que

z= nl_lgloo o(t,). Logo,

n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o

Vi) = Vi fim o)) = lim Vi(o(t) = lim_o(t, +1) € 0 () £ 20
Logo, £ (Vi(z)) = [_(z) e dali,
I-(x) = L(Vi(2)) < L(2) = l-(2), V¢ > 0.

Logo, z € Z. Portanto, ay (7(z)) C Z. Portanto, podemos dizer que ambas as extremida-
des das trejetérias y(z) tendem a Z.

Suponhamos, agora, que X é um espaco de Banach e que Z nao é conexo. Neste caso,
podemos decompor Z como Z = Z; U Zsy, onde Z; e Zy sao conjuntos fechados, disjuntos
e nao vazios. Como M é conexo (pois X é Banach), M contém nao somente pontos de

Z, mas trajetérias completas ligando pontos de Z. Portanto, Z é menor do que M.

Teorema 3.6.2 [5] Se {V;}i>0 € um semigrupo continuo, limitado e de classe AK e existe
uma fungao continua L : X — R estritamente decrescente ao longo de cada v+ (z), ex-
ceto nos pontos estaciondrios, entdao todas as afirmacgoes do Teorema 3.6.1 sao verdadeiras

para ele.

Demonstracao: Seja {V;};>¢o um semigrupo continuo, limitado e de classe AK. Como
{Vi}i>0 é limitado, entdo para cada x € X, y"(x) € B. Pela Proposicao 3.3.3, w(x) é nao
vazio, compacto e atrai z.

Agora, o resto da demonstracao é completamente analogo & demonstracao do Teorema

3.6.1.

Definigao 3.6.5 [/ Um C°-semigrupo {V;}i>0 € um sistema gradiente, se
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(i) Cada érbita positiva limitada € precompacta;

(11) Existe uma fungdo de Lyapunov para o semigrupo {V;}i>o, isto é, existe uma fungdo

continua L : X — R, com as propriedades

(a) L € limitada inferiormente;
(b) L(x) — 400 quando | v |— +00;
(¢) L (Vi(z)) € estritamente decrescente em t € RY para cada x € X;

(d) Se L(Vi(z)) = L(x) para algum t > 0, entdo x é um ponto de equilibrio.

Fazendo um procedimento andlogo ao que foi feito no Teorema 3.6.1, obtemos o se-

guinte.

Lema 3.6.2 [}/ Se {Vi}i>0 € um sistema gradiente, entao w(x) estd contido em Z para
cada x € X. Além disso, se ¢ € uma orbita negativa por x e ’y;(a:) € precompacta, entao

ag(r) C Z.

Teorema 3.6.3 /4] Suponha que existe um B-atrator global maximal compacto invariante
M para {V;}>0, entdo
M =W2Z),

onde W*(Z) .= {y € X; eziste uma drbita negativa ¢ pory e ¢(—t) — Z quando t —
+00}.

Demonstracao: Seja x € M. Como M ¢ invariante, entao pelo Lema 3.6.1, existe uma
trajetéria completa (em particular, érbita negativa) ¢ por x contida em M. Pelo Lema
3.6.2, ¢(—t) — ay(r) C Z quando t — 400, isto é, para todo € > 0, existe t(¢) > 0
tal que ¢(—t) € O (ay(z)). Caso contrério, existiria um ¢y > 0 e uma sequéncia {t;},
tr, — 400, tal que
P(—tr) & O (ag(2)) -

Como {¢p(—tr)} C M € K, ¢(—tx) tem uma subsequéncia convergente para algum ponto
de ay(z). Logo, x € W*(Z). Portanto, M C W*(Z).

Por outro lado, seja x € W*(Z). Logo, existe uma 6rbita negativa ¢ por z e

¢(—t) — Z C M quando t— +o0.



68

Assim, dado g9 > 0, existe Ty > 0 tal que
Vi(z) € O, ,(M) e ¢(—t) € Oy (M), t > Tp. (3.26)

Considere
(’5 5 ¢(3)a s<0

Vs(x), s >0

Afirmacao: v;(v) ¢ limitada.
De fato, seja zy = ¢(—Tp). Por (3.26), temos que Vg, () = {¢~5(—t), t > Ty} € Be
’y;o (x) € B. Temos que, ’yg(a:) = ’y}o(:c) Uyt (zg). Como Vp,(z0) = Vp ((5(—7’0)) =z,
segue que

v (@0) = Yo m (o) Uy () € B,
pois

V@) = Yo () U g, () € B,
(yfg%] (x) € B, pela Proposicao 3.1.2). O que mostra a afirmagao.
Logo, v5(z) C M. (M atrai vyz(z), pois v5(x) ¢ limitado e como vz(z) ¢ invariante,
V5(x) C M = M). Em particular, z € M (pois = € v5(2)). Portanto, W*(Z) C M.



Capitulo 4

Resultados de Compacidade

O objetivo deste capitulo é mostrar que o semigrupo também aparece em outros contextos

que nao necessariamente visem a existéncia de atrator global.

4.1 Alguns Resultados Preliminares

Seja H um espaco de Hilbert sobre R. Um operador é uma aplicacdo de H em P(H)
(conjunto das partes de H). Se para todo x € H, o conjunto Az contém no maximo
um elemento, dizemos que A é univoco, caso contrario dizemos que A é multivoco. O
dominio de A é o conjunto D(A) = {x € H ; Az # (0} e a imagem de A é o conjunto
R(A) = U Az

Ident?fglgaremos A com o seu grafico em H x H, isto é, A = {(z,y) ; y € Az}. O
operador A~! é o operador cujo grafico é simétrico ao de A, isto é, y € A™lo &= z € Ay.

O conjunto dos operadores é ordenado pela inclusao dos graficos: A C B se, e somente

se, para todo z € H, Ax C Bx.

Definigao 4.1.1 [1] Dizemos que um operador A em H é mondtono, se para todo x; , xo €
D(4),
<A$1 — Axy , 71 — $2> >0,

ou mais precisamente, para todo y, € Axy e para todo yo € Axo,
(Y1 —y2, 11 —12) > 0.

Definigao 4.1.2 [1] O operador mondtono A em H € maximal mondtono, se ele nao estd

propriamente contido em qualquer outro operador monotono em H.
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Explicitemos esta definicao: A é maximal mondtono se, e somente se, A é mondtono

e, se (z,y) € H x H for tal que

para todo £ € D(A) (ou mais precisamente, (y —n, © — &) > 0 para todo (§,n) € A),

entao y € Ax.

Definigao 4.1.3 [6] Sejam (M, d) e (N, p) espagos métricos e E um conjunto de aplicagoes
f:M — N. O conjunto E diz-se equicontinuo no ponto a € M quando, para todo € > 0,
existe § > 0 tal que d(x,a) < § em M implique p (f(x), f(a)) < ¢, seja qual for f € E. O

conjunto E chama-se equicontinuo, quando é equicontinuo em todos os pontos de M.

Definigao 4.1.4 [13] Um subconjunto K em L' (a,b; X) é uniformemente integrdvel se,

dado € > 0, existe § > 0 tal que

[E 1)t < e

para cada subconjunto mensurdvel E em [a,b] cuja medida de Lebesque € menor que §(¢),

e uniformemente para f € K.

Observagao 4.1.1 [1] Como [a,b] é compacto, cada subconjunto uniformemente integrdvel

em L' (a,b; X) é limitado na norma de L' (a,b; X).

Definigao 4.1.5 [1, 9] Considere o problema de valor inicial (p.v.i):

du
(P) E +Au>0
u(0) ==z

onde x € D(A) e AC H x H € possivelmente multivoco.
Seja T > 0. Dizemos que uma aplica¢io u : [0,T] — H € uma solugao do p.v.i. (P) se

u satisfaz as sequintes condicoes:
(i) we C([0,T]; H) e u(0) = x.
(i1) w € Lipschitz continua em [0,T).

(iii) ainclusdo %+ Au > 0 € satisfeita qtp em [0,T), (ou seja, existe n tal que n(t) € Au(t)
qtp e % +n=0).
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Teorema 4.1.1 [1] Seja A um operador mazximal mondtono. Dado T > 0, para cada
z € D(A) o p.v.i

du

(P) dt

u(0) ==z

+Au>30

tem uma unica solugao em [0,T].

Definigao 4.1.6 [1] Seja A um operador em H e f € L' (0,T; H). Chamamos de solugao
forte da inclusao ‘fi—?thu > f, toda fungdo u € C ([0, T]; H) e absolutamente continua sobre

todo compacto de (0,T) tal que u(t) € D(A) e Su(t) + Au(t) > f(t) gtp em (0,T).

Definigao 4.1.7 [1] Dizemos queu € C ([0, T]; H) € solugdo fraca da inclusio %+Au > f,
se existem sequéncias f, € L' (0,T; H) e u, € C([0,T]; H) tais que u, € solugdio forte da
inclusao

du,

_An n
dt+ Up 3 f,

onde f, — f em L' (0,T; H) e u,, — u uniformemente em [0,T].

Teorema 4.1.2 [1] Seja A um operador mazimal mondtono em H. Para toda f €

L' (0,T; H) e todo uy € D(A), existe uma solugdo fraca tinica, u, da inclusio Cfl—? +Au> f

tal que u(0) = up.

Corolario 4.1.1 [1] Seja A um operador mazimal mondtono em H e u e v as solugoes

fracas em [0,T] de

du

—+ A

dt+ u>f

u(0) = wug
¢ d

v

— 4+ A

dt+ v3(g

v(0) = v

respectivamente. Entao:

[u(t) —v@)]] < [[u(s) —v(s)] +/ 1f () = g(7)lldr
para todo 0 < s <t <T.

Teorema 4.1.3 (Ascoli-Arzela)[6] Seja E um conjunto de aplicagoes continuas f : K —
N, onde K é compacto em X e N um espago normado. A fim de que E C C(K,N) seja

relativamente compacto, € necessdrio e suficiente que:
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(i) E seja equicontinuo,

(i1) Para cada x € K, o conjunto E(z) := {f(z); f € E} seja relativamente compacto
em N.

Teorema 4.1.4 (Baras)[13, 9] Se A : D(A) C H — P(H) é um operador mazimal
mondtono, A gera um semigrupo compacto, ug € um elemento firo em D(A), e K é um sub-
conjunto uniformemente integrdavel em L' (0,T; H), entdo o conjunto M(K) = {u’ ; f €

K} € relativamente compacto em C ([0, T]; H).

4.2 (Generalizacao do Teorema de Baras

Nesta secao, enunciaremos e demonstraremos um resultado de compacidade, que é uma
adaptagao do Teorema de Baras (veja Teorema 4.2.2). Este teorema refere-se as propri-
edades de compacidade do conjunto de solugoes de uma familia de equagoes diferenciais.
Naturalmente, assim como outros importantes resultados de compacidade existentes na
literatura, este também se apdia no classico Teorema de Ascoli-Arzela.

Considere o seguinte problema de valor inicial:

n

du
— + AU > f,
(Py,)§ dt I

u™(0) = ug,

onde A é maximal monétono em um espaco de Hilbert H, f, € K C L'(0,T;H) e
uy, € D(A).

Fazendo f, e up, variar obtemos uma familia de problemas e portanto uma familia de
solucoes. Defina M (K) = {u™;u" é a tnica solucao fraca de (Py,), com f, € K}.

Estamos interessados em estabelecer condigoes para que o conjunto M (K) possua

alguma propriedade de compacidade.

Teorema 4.2.1 [10] Sejam A : D(A) C H — P(H) um operador mazximal mondtono,
{uo,} € D(A) com uy, — ug ¢ K = {fu; n € N} um subconjunto uniformemente
integrdvel em L' (0,T; H). Seja u™ a tunica solugdo fraca de (Py,) em [0,T]. Se para cada
t € [0, 7], o conjunto M(K)(t) = {u"(t);u" € M(K)} € relativamente compacto em H,

entao o conjunto M(K) € relativamente compacto em C ([0,T]; H).

Demonstragao: Nosso primeiro passo serd mostrar que M (K) é equicontinuo em [0, 7.

Seja {V;; Vi : D(A) — D(A),t > 0} o semigrupo gerado por A em D(A). Dado € > 0,



73
como u"(0) = ug, —> uy, existe n(e) € N tal que

[u"(0) = uoll <

se n>ne).

™

Por outro lado, para cada n € {1,2,...,n(e)} existe d,(¢) > 0 tal que
|lu™(t) —u™(0)]]| <e sempre que |t|< d,(e)

pois u" é continua. Seja d(¢) = min{d; (), d2(€), ..., 0,(€)}. Suponha, agora, que n > n(e).

Como V{)(uo) é continua na origem, para este ¢, existe 5(¢) > 0 tal que

6 ~
[Vi(uo) = ol < = sempre que | ¢|< 3(c).

Além disso, como K ¢é uniformemente integravel, existe g(z—:) > 0 tal que

/0 1fuls)llds <

uniformemente para f, € K.

sempre que | ¢ |< d(e),

DN ™

Seja () = min{d(c),d(c)}. Entdo para cada t € [0,7], tal que | ¢ |< &(¢) temos, pelo
Corolario 4.1.1

[u(t) —u"(0)| = lu"(t) — uo,|
< u(®) = Vi (uo,) | + Vi (uo,) — uo, ||
< Vi (uo,) = uo, |l + fy 1 fn(s)l1ds
< |[[Vi (uo,) = Vi(uo)[| + [[Vi(uo) — uol
+ o, —uoll + [y 1 fa(s)llds
< 2uo, — uoll + [|Vi(uo) — uoll
+ [ lfa(s)lds <25+ 5+ =¢

Logo, ||u™(t) — u™(0)|| < € sempre que | t |< §"(¢) = min{d(¢), ' (¢)}, para todo n € N.
Portanto, M (K) é equicontinuo em ¢t = 0.

Agora, sejam t € (0,7) e € > 0. Escolha A > 0 tal que t — A € [0,7T], e, em adicao

a(s)]|ds < — 4.1
1Rl < 5 (1.1
para cada subconjunto mensuravel £ em [0, 7] cuja medida de Lebesgue m(E) é menor do

que ou igual a 2\ e uniformemente para f,, € K. Como t — A € [0,7], entdo M (K)(t — \)

é relativamente compacto em H. Logo, M (K)(t — \) é precompacto em H. Assim, para
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cada € > 0, existe uma familia finita {fi, f2, ..., fi(e)} em K com a propriedade que, dado

fn € K, existe i € {1,2,...,m(e)} tal que

lu™(t = ) —u'(t = A < (4.2)

W1 ™

2
.

Note que a familia {u',u?,...,u™®} é equicontinua em ¢, pois ela é finita. Entdo, segue

da continuidade de u’ que existe 0 < d;(¢) € (0, \) tal que

't + ) = u' ()] < (4.3)

> ™

para cada i € {1,2,....m(e)} e h € R com | h |< d1(e), et + h € [0,T].
Por outro lado, para toda f, € K e h € R com ¢t + h € [0,T], temos pelo Corolario 4.1.1,

lu(t+h) —u" ()| < Jju(t + k) — ui(t+ h)
+ it +h) — wi()]
+ () — )] < 2Aun(t—A) — it — )]
+ i+ h) = @) + [ 1 fals) = fils)llds
+ L fa(s) = fils)llds
< 2flun(t— A) — wl(t = N[ + [lui(t + h) — ui(t)]
+ [+ £ ds
+ L )+ 1 £:08)]) ds

20jun(t — A) — ui(t — N)|| + [[w(t + h) — u(1)]
+ L fa)llds + [ £i(s)lds
+ L I a)lds + [ 11 fils)llds.

Logo, se 0 < h < min{d;(¢),A\} et +h € [0,T7], temos por (4.1), (4.2) e (4.3) que

E € € 19
"Mt+h)—uW|I| <2 -+ -4+4. — = —c<e.
Jun(t+h) = (Bl 25+ 5440 oo = oo <

Portanto, ||u"(t + h) — u™(t)|| < € uniformemente para f, € K, o que mostra que M (K)
¢ equicontinuo em (0, 7).

No caso t = T, basta tomar h < 0 e tudo segue de forma andloga ao caso t € (0,7).
Como para cada t € [0,7T], o conjunto M (K)(t) = {u™(t) ; u* € M(K)} é relativamente
compacto em H. Entao, pelo Teorema de Ascoli-Arzela, o conjunto M (K) é relativamente

compacto em C ([0,T]; H).
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Lema 4.2.1 [13, 9] Sejam A : D(A) C H — P(H) um operador mazimal mondtono,

{Vi; Vi : D(A) — D(A), t > 0} o semigrupo gerado por A em D(A), f € L*(0,T; H),

ug € D(A) e u a tinica solugdo do sequinte p.v.i

du’

— 4+ A > f
(Pr)q dt

u! (0) = ug

em [0,T] correspondente a f e a ug. Entdao, para cada t € (0,T), s € [0,T) e h > 0 com
t—hel0,T], s+hel0,T], temos

IVa (u(t = h)) = u(®)]] < /t_h 1f(s)llds

Va(u(s)) —uls +1)]| S/ £ (s)llds.

Teorema 4.2.2 [10] Se A: D(A) C H — P(H) € um operador mazimal mondtono, A

gera um semigrupo compacto {Vi}tsso, {uo,} C D(A) com uy, —> ug e K = {f, ; n € N}
¢ um subconjunto uniformemente integrdvel em L' (0,T;H), entdo o conjunto M(K) €

relativamente compacto em C ([0, T]; H).

Demonstragao: Devemos mostrar que para cada t € [0, 7] o conjunto
M(K)(t) = {u"(t) ; u" € M(K)}

é relativamente compacto em H, e logo apds usar o Teorema 4.2.1.

Seja t € (0,T]. Tome h > 0 tal que t — h € [0, T]. Pelo Lema 4.2.1, temos que

[Va (u(t = ) = u" (@) S/h\lfn(T)lldﬂ (4.4)

t—
para cada f, € K. Defina o operador T}, : M (K)(t) — H por

Ty (u"(t)) = Vi (u"(t = b)),

para cada u"(t) € M(K)(t). Como A gera um semigrupo compacto, segue que V}, é um
operador compacto. Além disso, M (K)(7), 7 € [0,T7], é limitado em H.

De fato, como uy, — ug quando n — +00, entao existe uma constante ¢ > 0 tal que

||lwo, ||n < ¢, VneN.
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Seja u™(7) € M(K)(7). Entao,

lar (@I < (O + fy I fals)llds
= Juo, |+ Ji [l fu(s)llds
< et fy 1fals)llds

= ¢ + | fallerorm < a.

Em particular, M (K)(t — h) é limitado em H. Logo, V,, (M(K)(t — h)) é relativamente
compacto em H. Isto mostra que os operadores T} levam limitados em relativamente
compactos. Por (4.4),

t

[T (u™(8)) = T (" () | = [Va (u™(t = h)) = T (u"(1)) | < / ) [ fn(T)lldT

tf

Isto mostra que limy,_,o 7}, = I, uniformemente em M (K)(t).

Como limite de operadores compactos é compacto, temos que
I:M(K)(t) — M(K)(t)

é um operador compacto. Visto que M (K)(t) é limitado, segue que M (K)(t) é relativa-
mente compacto para cada t € (0,7]. Note que, M(K)(0) = {ug,; n € N} é relativa-
mente compacto, pois ug, é convergente. Portanto, M (K) é relativamente compacto em

C([0,T]; H).
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