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Resumo

O efeito Aharonov-Bohm é um fenomeno quéantico em que a dinamica de particulas car-
regadas é influenciada pela existéncia de campos eletromagnéticos em regioes inacessiveis para
a particula.

Nesse trabalho estudamos fendomenos fisicos originados nas imediagoes de um solendide
infinito e fino, aproximado por uma corda de Dirac, e produzidos pela polarizagao do vacuo da
Eletrodinamica Quantica.

Em especial, estudamos corregoes ao efeito Aharonov-Bohm, para o caso de estados ligados,
ocasionadas pela polarizacao do vacuo, o comportamento de atomos nas imediacoes de um
solendide e a interagao entre dois solendides.

Alguns dos resultados apresentados se caracterizam por serem qualitativos, sendo relevantes

para indicar ordens de grandeza para as quantidades calculadas.



Abstract

The Aharonov-Bohm effect is a quantum phenomenon where the dynamics of charged parti-
cles is influenced by the existence of electromagnetic fields in regions inaccessible to the particle.

In this work we study physical phenomena arising in the vicinity of an infinite and thin
solenoid, taken as a Dirac string, and produced by the vacuum polarization of Quantum Elec-
trodynamics.

In particular, we study corrections to the Aharonov-Bohm effect, for the case of bound
states, induced by the vacuum polarization, the behavior of atoms in the vicinity of a solenoid
and the interaction between two solenoids.

Some results presented are qualitative and are relevant to indicate orders of magnitude for

the calculated quantities.



Capitulo 1

Introducao

O efeito Aharonov-Bohm é um fenémeno quantico em que a dinamica de uma particula car-
regada é influenciada pela existéncia de um campo eletromagnético em regides nas quais a
particula nao pode entrar. A influéncia destes campos inacessiveis é levado na teoria pelo
quadrivetor potencial, o qual aparece na Hamiltoniana e portanto na equacgao de Schrodinger.
Este fenomeno nao € intuitivo para muitos fisicos pois nao possui analogo classico e também
porque muda a percepcao convencional de que quantidades fisicas no eletromagnetismo po-
dem ser afetadas por campos de Maxwell localizados. Confirmado experimentalmente, o efeito
Aharonov-Bohm levanta questoes fundamentais a cerca de localidade na mecanica quantica e
na interacao eletromagnética[l]-[2].

O efeito Aharonov-Bohm foi proposto em 1959 por Yakir Aharonov e David Bohm[3] na
qual um feixe coerente de elétrons é direcionado a rodear dois lados de um solendide e se
recombinam novamente em uma &area denotada como regiao de interferéncia. Existem linhas
de inducao magnética dentro do solendide e nenhuma existéncia delas do lado de fora dele. O
efeito se evidencia na regiao de interferéncia onde um deslocamento de fase relativo é observado.
Na realidade o efeito foi primeiramente testado em 1960[4] e desde entao tem sido confirmado

em uma série de outros experimentos|5]-[6]-[7].

O experimento nao é de facil realizacao, pois o solendide deve ser muito pequeno. Um ferro-
magneto muito fino chamado de ’whisker’ foi usado no experimento original por Chambers
(1960) no qual o efeito foi observado e estava de acordo com a predi¢ao tedrica. Em um novo
experimento [8] feito com um aparato diferente que era constituido de um toréide magnético

coberto inteiramente com uma camada de supercondutor, fez-se passar sobre ele um feixe



de elétrons. O intuito deste experimento era de fornecer um atestado de validade do efeito
Aharonov-Bohm. Assim o resultado experimental detectou um deslocamento de fase relativo,

dando evidéncias conclusivas do efeito Aharonov-Bohm.

E interessante comentar aqui que o efeito Aharonov-Bohm pode ser traduzido em uma versao
elétrica e outra versao magnética. No trabalho[9] faz-se um paralelo entre o deslocamento de
fase devido a uma linha de dipolos elétricos onde foi primeiramente observado por Matteucci-
Pozzi[10] em 1985 e o deslocamento de fase devido a uma linha de dipolos magnéticos, fato
observado primeiramente por Chambers em 1960. Existem inimeros estudos sobre o efeito
Aharonov-Bohm mostrando a importancia de suas caracteristicas e aplicagoes. Um desses
estudos é o que acha a amplitude de espalhamento de particulas relativisticas com spin 1/2 que

viajam em regides que estao sob a influéncia do potencial de Aharonov-Bohm[11].

Outros fenomenos quanticos também pouco intuitivos do ponto de vista classico sao aqueles
relacionados a polarizacao do vacuo. Classicamente o vacuo é um meio inerte, mas na EDQ o
vacuo, dado pelo estado fundamental do campo fermionico e eletromagnético, pode se compor-
tar como um meio ativo se assemelhando a um meio material [12, 13, 14, 15] no qual podem
ocorrer fendomemos fisicos como a alteracao do potencial coulombiano na interagao entre cargas
pontuais [12], a birrefringéncia do vacuo na presenga de campos externos [16], o efeito Casimir

[17], o efeito Scharnhosrt [18], decaimento expontaneo [19], etc.

Essa dissertacao se caracteriza por um estudo simples de aspectos relacionados a polarizagao
do véacuo nas imediagoes de um solendide infinito. Ao longo do texto vamos tomar o solendide
aproximadamente como uma corda de Dirac, o que equivale a dizer que o solendide é muito

fino.

No capitulo II, introduzimos o efeito Aharonov-Bohm (apenas versao magnética) sob varias

abordagens para proporcionar ao leitor uma nocao do efeito e suas caracteristicas.

No capitulo III calculamos o tensor de polarizacao do vacuo da EDQ. Essa polarizagao
ocorre devido a existéncia de pares virtuais elétron-positron. Usando uma analogia com a
eletrodinamica classica[20], os fisicos assumem heuristicamente que o vacuo é preenchido com
dipolos virtuais elétron-pdsitron os quais causam uma polarizacao no vacuo. Nao podemos ob-
servar diretamente essas flutuagoes, mas estas podem produzir efeitos fisicos de forma indireta,

como aqueles mencionados anteriormente.

O capitulo IV é dedicado ao estudo de efeitos de polarizacao do vacuo da EDQ produzidos



pela presenca de fontes externas. Iniciamos com uma discussao do potencial de Uehling que se
caracteriza por uma correcao ao potencial de Coulomb devido a presenca do vacuo fermionico
[12]. Posteriormente consideramos o potencial produzido na regiao externa de um solenéide
muito fino, aproximado por uma corda de Dirac. De certa forma podemos dizer que calculamos
a correcao no potencial do solendide de Aharonov-Bohm.

Vale mencionar aqui dois recentes trabalhos [21]-[22] em que se calculou uma modificacao
no potencial de Coulomb devido a um vacuo fortemente magnetizado. Isto pode ser de grande
aplicacao para cosmologia visto que muitos dos objetos astronomicos sélidos identificados como
estrelas de neutron sao fortemente magnetizados.

Com os resultados obtidos no capitulo IV encontramos um campo magnético fora do solendide.
O resultado é consistente com outros encontrados na literatura [23]. Estudamos entao alguns
aspectos deste campo exterior ao solendide, como o efeito Zeeman para o atomo de hidrogeénio
no estado fundamental (aproximando pelo campo médio) e alteragdes nos niveis de energia de
uma particula restrita a se mover em um anel (corregoes radiativas ao efeito Aharonov-Bohm
de estados ligados). Por fim calculamos a energia de interacao entre dois solenéides AB.

Estas sao algumas das incontaveis consequéncias que o surgimento deste campo magnético
induzido exterior ao solendide pode produzir, e caracterizam manifestacoes fisicas exclusivas do

vacuo fermionico.



Capitulo 11

O efeito Aharonov Bohm

Este capitulo tem como objetivo apresentar uma discussao simplificada do efeito Aharonov
Bohm, cuja origem ¢é intrinsecamente quantica. Vamos abordar apenas versoes magnéticas do
efeito!, causadas pela presenca de um solendide infinito, em suas manifestacoes de espalhamento
e de estado ligado.

Todo este capitulo foi escrito com a intencao de preparar o leitor a se ambientar com o efeito
Aharonov Bohm e suas caracteristicas mais elementares.

Vale lembrar que estamos usando undidades onde h = ¢ = 12

II.1 Efeito Aharonov Bohm e o Experimento de Fenda
Dupla

No contexto da eletrodinamica cldssica podemos afirmar que o tnico efeito fisico de um campo
eletromagnético em uma carga é a forca de Lorentz, portanto, esta influéncia sé pode ocorrer
em regides onde E e/ou B sao nao nulos [25].

No contexto da Mecanica Quantica o efeito Aharonov Bohm é uma demonstracao de que
isto nem sempre é verdade, ou seja, efeitos fisicos ocorrem em regices onde E e B sao ambos
nulos, mas A nao é.

O efeito Aharonov Bohm foi proposto pela primeira vez [3] em conex@o com o experimento

!Existe uma versdo, menos conhecida, do efeito Aharonov-Bohm de origem elétrica [24].
2Ver apéndice D secdo 1.



de fenda dupla com elétrons.

Por causa do comportamento ondulatorio dos elétrons, quando estes atravessam as fendas
e sao detectados numa tela, produzem uma imagem de franjas que é uma figura caracteristica
da interferéncia padrao.

Em um experimento tipico de fenda dupla, representado na figura (I1.1), um feixe de elétrons
de comprimento de onda A, com o correspondente vetor de onda k = 2x /), incide perpendicu-
larmente em uma parede de fenda dupla, sendo estas separadas por uma distancia a. De acordo
com o Principio de Huygens cada fenda funciona, de forma efetiva, como um emissor de ondas
esféricas, emitidas em fase neste caso. Coloca-se um anteparo a uma distancia D perpendicular
as fendas. No anteparo temos uma onda resultante composta pelas ondas secundérias origi-
nadas em cada fenda. A diferenca de fase no ponto P, no anteparo, entre os dois caminhos

representados na figura abaixo ¢ [26] *

2T
5:]{57’1—]{?7’227(7’1—7’2), (111)
0 que nos permite concluir
2T 2nm, interferéncia construtiva
7(7’1 —7’2) = (112)
(2n+ 1)m, interferéncia destrutiva

Figura II.1: Experimento de interferéncia de duas fendas.

Pela figura, temos que r; — r, = asinf. Com isto,

0 =— asinf A= (I1.3)

3Para uma breve recordacao sugerimos a leitura do Apéndice A.



T 21 ax
D a ] ~ = — _
Se r < D entao sinf ~ tanf o) ) D e podemos escrever
Di
s, DM (IL4)
AD a

onde temos maxima interferéncia em § = 2nm, e minima em 6 = (2n + 1)7.

A idéia de Aharonov Bohm (1959) foi introduzir um pequeno solendide atrds da parede
entre as duas fendas. Existem linhas de inducao magnética B dentro do solendide e nenhuma
do lado de fora. O solendide é suficientemente fino e considerado impenetravel pelos elétrons,
ou seja, os elétrons movem-se sempre em uma regiao livre de campo magnético. Vale lembrar
que o solenide é tomado como sendo suficientemente longo (infinito) tal que o campo magnético
¢ uniforme no seu interior B;,; = BoZ e nulo na regiao exterior B.,; = 0.

Vamos agora nos concentrar no campo criado pelo solendide.

O campo B,,; é obtido do rotacional do potencial vetor A;,;. Fora do solendide, apesar do
campo magnético ser nulo nao podemos ter simplesmente A.,; = 0, pois isso resultaria em um
potencial descontinuo, dando origem a um campo magnético divergente sob o solendide. Para
termos a continuidade do potencial vetor na regiao exterior ao solendide devemos entao ter A

em coordenadas cilindricas, assim

. A = A, =0 A = A, =0
dentro do solendide 5 fora do solendide e
A¢ = Tp A¢ = 2p
A ,
BR
2
R b
Figura II.2: Funcao potencial vetor.
onde R é o raio do solendide.
Com o auxilio da funcao degrau,
0 R <
(R — p) = (e <p) (IL5)
1 (R=p)



0 (p<R)
Q(p—R){l (p > R) (IL6)

podemos escrever o potencial vetor na forma compacta

A= {% 9(R—p)+BR2 0(p—R)| ¢ . (IL.7)
O®R-p) 0(P-R)
- — 1
R E’ R E!
Figura I1.3: Fungao degrau(I1.5) Figura I1.4: Fungao degrau(I1.6)

Para encontrar o campo magnético usamos o fato de que V x A = B,

A 1 A
Vaa = Py 100,
z" p  Op

SR

I

I

DI

P
— BO(R-p)z, (IL.8)

onde foi usado o resultado

SR p) = 5(R ). (11.9)

Assim o campo magnético vem dado por:
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r pr— B pr—
dentro do solendide ? fora do solendide {B = 0
Bz - BO
B
Bo

Figura II.5: Funcao campo magnético.

Agora vamos retornar ao problema inicial e nos perguntar como este campo pode afetar um
elétron. Para responder a esta questao usamos o fato de que a fungao de onda de um elétron

em um espaco livre é dada por
U = |Ulexp(ip - r) = |V|exp(ia) . (I1.10)
O efeito da presenca de um potencial eletromagnético é mudar p para
pP—p—eA, (I1.11)

onde e é a carga negativa de um elétron. A fase a da funcao de onda, entdo, muda de acordo

com

a—a—eA-r, (I1.12)

acarretando uma mudanca de fase sobre uma trajetéria inteira

Aa = —e/ A - dr. (I1.13)
trajetoria

Para cada uma das trajetérias 1 e 2 oriundas das funcoes de onda relacionadas as fontes

vindas das fendas 1 e 2, respectivamente, temos a diferenca de fase A«
Aa; = —e/A -dr Ay = —e/A -dr . (I1.14)
1 2

Sendo assim, a mudanca na diferenga de fase § entre as duas fungoes de onda referentes as

duas fendas serao

A(S:AOQ—AOQ:€% A-dr:e/(VxA)-ds:e/B-ds:eCDB (I1.15)
2-1 s s
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onde ®p = T7R?B é o fluxo magnético através do solendide.
O padrao de interferéncia, portanto, tem seus maximos deslocados por uma quantidade

ascendente Az calculada como segue. Seja x + Ax as posi¢gdes dos novos maximos, entao

DA(6 + A6) _ DMAS D5\6 o (11.16)
B —————————————— = _ B 5 .

a a

T+ Ax = = Ax

onde usamos o resultado (I1.4).

O efeito final, entao, se traduz no fato de que a presenca do solendide causa um deslocamento
na interferéncia padrao, ainda que os elétrons apenas se movem através de regioes sem nenhum
campo magnético presente. O significado deste efeito é que, no contexto da Mecanica Quantica,
um elétron é influenciado pelo potencial vetor A, ainda que ele viaje inteiramente em regioes
onde B = 0. Por outro lado, os efeitos fisicos dependem somente do rotacional de A, entao
deduzimos que um elétron é influenciado por campos nao nulos em regioes inacessiveis a ele.

O efeito Aharonov Bohm é uma importante ilustracao da existéncia das chamadas fases nao

integraveis [27] e constata a relevancia de teorias de calibre em Mecanica Quantica.

II.2 O Potencial de Aharonov Bohm e a Equacao de
Schrodinger

Considere entao uma particula de carga elétrica ¢ que se move em uma regiao onde nao ha
campo magnético, ou seja B =V x A =0, mas tal que A em si seja nao nulo.

A Hamiltoniana classica da particula é dada por [28§]

H = %(p —qA)? +V(r,t), (I1.17)

onde V(r,t) é a energia potencial da particula, que pode, eventualmente, incluir uma con-
tribuicao elétrica qp. O operador Hamiltoniano associado é obtido de H acima via regras

de quantizacao, de modo que a equacao de Schrodinger para a particula na representacao de

1 /1 2
[— (—,V — qA) +V
2m \ ¢

Esta equacao pode ser simplificada realizando a seguinte transformagao

coordenadas fica dada por

ov
=i I1.1
U =i 5 (I1.18)

U =y (I1.19)
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onde definimos a fase
r

f(r)=q A(r') - dr’ | (I1.20)
Tref

sendo r,.s algum ponto de referéncia arbitrario. Uma vez que V x A = 0, o caminho de
integracao acima pode ser escolhido arbitrariamente, excluindo-se os casos onde este circunde
possiveis singularidades do potencial.

Em termos de ¥, o gradiente de ¥ se escreve
VU = V(e + (V) = (iV eV + VU = igAV + VT | (I1.21)

onde no ultimo passo foi usado que V f = ¢A, como pode ser visto diretamente de Eq.(I1.20).

Desse modo, segue que
1 1 1.
(—,V — qA) U= - (VU —igA¥) =~V . (I1.22)
i i i

Analogamente temos
1 2 1 1 1 1.
(—,V — qA) U o= (—,v - qA) (—,v - qA) U = (;v - qA) (;elfwf’)
1 7 7

= % EV (VW) — getTA - V\If’]

= —1%¢7 [(igA) - V' + V2V’ — igA - V']

= —eIV . (11.23)

Finalmente, inserindo o resultado (I1.23) na equagao de Schrodinger (I1.18) obtemos
L eyt 4 veiry — it 2% (I1.24)
2m ot '

ou ainda, cancelando o fator comum e/,
ov’
ot

Concluimos assim que W’ satisfaz a equacao de Schrodinger sem a presenca do potencial

—ﬁv%lﬂ + VU = (11.25)
vetor A. Se pudermos resolver a equacao (I1.25) para V', a solu¢ao da equagao (I1.18) com
um potencial vetor (irrotacional) A, na qual estamos interessados, é obtida de W’ simplesmente
adicionando o fator de fase e/,

Note que nao ha campo magnético envolvido, por hipdtese. Ea presenca do potencial vetor
A(r) que provoca, de acordo com a mecanica quantica, uma variagdo de fase local f(r) na

funcao de onda da particula que estd em sua presenca.
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I1.3 Efeito Aharonov Bohm na Abordagem de Integral
de Caminho de Feynman

Nesta se¢ao reanalisamos o efeito Aharonov-Bohm em sua abordagem de espalhamento, no
contexto de integrais de caminho de Feynman.
Considere uma particula de carga e que passa acima ou abaixo de um longo cilindro impe-

netravel[29], como mostra a figura (I1.6)

trajetoria 1

fonte interferéncia

regido I trajetéria 2 regido IT

Figura I1.6: Efeito Aharonov Bohm; um solendide é colocado entre duas fendas.

Dentro do cilindro temos um campo magnético paralelo ao eixo do cilindro e normal ao
plano da figura (I1.6). Nosso objetivo é estudar como a probabilidade de encontrar a particula
na regiao de interferéncia II depende do fluxo magnético gerado pelo solendide.

Da mecanica classica relembremos que a lagrangiana na presenca do campo magnético pode

ser obtida da lagrangiana em que o campo magnético esta ausente, denotada por Lg?gssm, como
segue )
M (dx dr
o = (= LY o te— A 11.26
classica 9 dt — Liassica +e dt ’ ( )
o que acarreta uma mudanca na acgao, avaliada entre dois pontos, dada por
(©) (0) dx
S [X[,XF] — S [X[,XF] +e dt E AL (1127)

Reparametrizando a integral acima, temos que

e/dt(é—j)-A:e/ A -ds, (I1.28)

onde ds é o elemento diferencial de linha ao longo do segmento da trajetéria.
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A amplitude de transicao para a particula sair do ponto x; e atingir o ponto xz pode ser

representada como uma integral de trajetéria de Feynman

Al — ) = / D ()] exp [iS@[x7, x2]] {exp{ze / A ds]}. (11.29)

Por conveniéncia, separamos as contribuicoes das trajetérias que passam por cima e por
baixo do solenéide, de acordo com a figura (I1.6). Vamos também ignorar as contribuigdes das
trajetérias que circundam o solendide, uma vez que estas se distanciam muito das trajetorias
cldssicas e, portanto, contribuem pouco para a amplitude de transigao (I1.29). Com isto,

podemos reescrever a integral (I11.29) como

Ali — f) = /aCimaD [z(t)] exp [i1SV[xr, xp]] {eXp {(z’e) /}:F A - ds] acma}

+ /abaimD[a?(t)]eXp (15O [x7, x]] {exp {(z’e) /x TFA-dsmeo}- (I1.30)

Cada integral de linha acima contém um fator exponencial que depende do campo magnético
através do potencial vetor, ou seja exp (z'efA . ds). Devido ao fato de que B =V x A =0
na regiao de fora do solendide, onde as trajetorias estao localizadas, as integrais de linha de A
acima do solendide dependem somente dos pontos extremos xX; e Xz e nao de uma trajetoria
especifica entre eles. O mesmo raciocinio vale para as integrais abaixo do solendide. Portanto as
exponenciais que contém A sao independentes das trajetérias sob as quais se esta integrando.

Com isto temos que

A(Z — f) - eXp 26/ A : dS / D [$(t)] eXp [ZS(O) [XI’ XF]:|acima

- p -
+ exp 2'6/ A -ds / D [z(t)] exp [z’S(O) [XI,XF]LMM. (I1.31)
L Xr abaizo v abaizo

A probabilidade da particula sair do ponto x; e atingir o ponto xr é dada pelo quadrado

do médulo da amplitude de transicao 4

P(i— f) = [A(li— f)

Xp
exp {z’e / A -ds
X

oy 4 2202 = (21 + 22) (2} + 23) = 2127 + 2225 + 2Re(2123)

| Do 5V xe]]
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_l_

XF
exp |i’&6 / A ds:| / D [l’(t)] exp [ZS(O) [XI’ XF]:| abairo
X abaixzo Y abairo

Xp XF
exp (z’e/ A - ds|acima) exp (—z’e/ A - ds|abaim)
X1 Xr

x / D [z(t)]exp [iSO[xs, xp]] .

+ 2Re

X </b - Dlz(t)]exp [z’S(O)[xl,xF]}abaim> ] . (I1.32)

As exponenciais na segunda e terceira linha da equagao acima nao trazem contribuicao e
podem ser descartadas. As exponenciais na quarta linha podem ser combinadas, de modo a
formar uma integral de linha fechada do potencial vetor em torno do solendide. Esta integral

de linha pode ser facilmente calculada como segue

{(z’e) /x x A ds] - {(z’e) /x x A ds]

onde identificamos o fluxo magnético dentro do solendide ®p = 7 R2B.

= (ie) ]{ A - ds = TR*eB = ie®p , (11.33)

abairo

E importante lembrar que nao podemos usar o Teorema de Stokes para transformar a
integral § A -ds em uma integral de superficie do rotacional de V x A, pois tal teorema nao se
aplica a um campo com derivadas descontinuas [30].

Usando o resultado (I1.33) em (I1.32) e as definigdes

Aabaimo('é - f) — / D [l’(t)] exp [Z.S(O)[X[,XFH

. abairo
abairo

Ausimali = ) = [ Dla(0)]exp [180bxr, %] (1L.34)
temos que
P(i - f) = |Aacima(i - f)|2 + |Aabair0(i - f)|2
+2Re (exp(z’e@B)Aacima(z’ s f)AS, (i — f)). (I1.35)

Os dois primeiros termos na equacao (I1.35) correspondem a probabilidade da particula
percorrer uma trajetéria acima ou abaixo do solendide, respectivamente. A segunda linha da

equacao € um termo de interferéncia e exibe dependéncia no campo magnético através do fluxo

Dp.
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O resultado (I1.35) mostra como o campo magnético pode influenciar na dinamica das
particulas carregadas muito embora este nao esteja definido na regiao onde as particulas vi-
ajam ou, de forma mais correta, onde as funcgoes de onda estao definidas. Enfatizamos que
o efeito de interferéncia discutido aqui é puramente quantico. Note que a interferéncia pode
ser controlada pela variagao do fluxo magnético no solenédide. Isto é mais notavel porque neste
arranjo experimental idealizado, os particulas nunca entram na regiao onde B é nao nulo. Clas-
sicamente, o comportamento dinamico de particulas carregadas depende unicamente da forca
de Lorentz, que é zero onde os campos sao nulos; ja na mecanica quantica, efeitos observaveis
dependem da intensidade do campo magnético mesmo que este seja nulo no dominio da funcao

de onda.

II.4 Um exemplo simples: uma particula carregada que

se move em torno de um solenoide

Nesta se¢ao discutimos um exemplo simplificado do efeito Aharonov-Bohm em sua versao de
estados ligados.

Seja uma particula carregada, restrita a mover em um anel de raio b[31]. Perpendicular ao
plano do anel, e concéntrico a este, temos um solendide de raio R < b, produzindo um campo
magnético B. Se o solendide é extremamente longo como ja vimos, o campo dentro deste é
uniforme e o campo do lado de fora é nulo. O potencial vetor do lado de fora do solendide é

nao nulo e igual a

A-2e ¢ (r>R) (11.36)

2rr

onde ®p = T7R?B é o fluxo magnético através do solendide.

-

q

a

Figura I1.7: Carga movendo-se em anel circular através do qual passa um longo solendide.
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Se nao existe densidade de cargas, entao o potencial escalar é zero. Neste caso a hamiltoniana
torna-se

1
H=o— [—V?+ A% + 2igA - V] . (11.37)

Pela simetria do problema, percebemos que a funcao de onda depende somente do angulo

bd
b dé

1 1 a2 g®\> iq® d
2m | b2 dg? 2mh b2 do

que caracteriza uma equacao diferencial linear com coeficientes constantes:

azimutal ¢, (9 = g) e (r = b) entao o operador V — ( ) e a equacao de Schrodinger fica

U(p) = EV (o), (I1.38)

d>v aw

— 23— 4+ €U = IT.
s zﬁd¢+e 0, (I1.39)
onde
_q® _ 2 2
= — =2mb°E — [3°. 11.4
o € =2mb 6] (I1.40)

As solucoes sao da forma ¥ = Ae™*?. Com
A = B+VB+e=03+0V2mE . (I1.41)

A continuidade de W(¢), em ¢ = 27, requer que A seja um inteiro, portanto

BEbV2mE =n, (I1.42)
de onde podemos concluir que,
1 P\ 2
L ) (n - g_) ) (n=0,£1,£2,...). (I1.43)
m e

O resultado (I1.43) indica que o solendide quebra a dupla degenerescéncia da energia da
carga em um anel: n positivo representa uma particula viajando na mesma dire¢ao da corrente
no solendide e corresponde a uma energia mais baixa (assumindo ¢ positivo) em comparacao
com o caso onde nao temos o solendide; n negativo descreve uma particula viajando em direcao
oposta & corrente do solendide. E importante ressaltar que as energias permitidas dependem

claramente do campo dentro do solendide.



Capitulo 111

Polarizacao do vacuo e a auto energia

do foton

Este capitulo é dedicado ao estudo do tensor de polarizagao do vacuo (fermionico) e seu
conteido é conhecido na literatura. Optamos por fazer esta exposi¢ao por completeza e para
apresentar o assunto de forma didatica e auto-consistente de modo a possibilitar a compreensao
de leitores iniciantes.

E necessdrio que o leitor tenha familiaridade com integrais de caminho na teoria do es-
palhamento em Eletrodinamica Quantica. Para quem conhece o assunto, esta secao pode ser
totalmente omitida.

Obtemos o tensor de polarizacao do vacuo renormalizado através do método de regularizagao

dimensional.

III.1 Calculo do tensor de polarizacao da Eletrodinadmica
Quantica

No calibre de Feynman, o propagador do campo eletromagnético livre no espaco de momenta
¢é dado por
. —1
iDpw(q) = e (111.1)
Na Eletrodinamica Quantica (EDQ) considera-se o acoplamento do campo vetorial com o

campo dos férmions. Estamos interessados em correcgoes a eletrodinamica de Maxwell produzi-

18
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das pelo campo dos férmions, estando este em estado de vacuo. Podemos entao integrar o
funcional gerador da EDQ no campo de Dirac de modo a obter uma agao contendo apenas
o campo vetorial. Infelizmente isso nao é possivel, uma vez que obteremos um determinante
funcional que nao pode ser calculado de forma exata. O melhor que podemos fazer é efetuar a
integracao nos férmions perturbativamente na constante de acoplamento com o campo vetorial.

Com esse procedimento, o propagador do féton (no espago de momenta) é modificado.
Se contabilizarmos as contribuigoes dos graficos irredutiveis a uma particula, escrevemos o

propagador do féton como

iD,,(@) = iDpyu(q) + iDpyus ()il (q)i Doy (q) (I11.2)

onde I1* é chamado de tensor de polarizacao do vdcuo. Pela equacao acima podemos perceber
que I (g) = TI"*(q).
Em ordem mais baixa o tensor I1*? s6 tem a contribui¢do de um laco (loop) fermionico[15,

12]:

k+q
L e o e v
o K
d*k 1 1
= (—ie)*(-1) | —=Tr |* v = il15"(q). I11.3
i () [ i i e e =M@ (103
T

Em nossa abordagem, 115" (q) designa a contribuigao de 2* ordem em e (ordem mais baixa)
para I1""(q).
De forma mais geral, o tensor de polarizagao i[I"”(q) é dado pela contribuigao de todos os

graficos irredutiveis por uma particula, como indicado na figura (III.1).

" v = ill*(g)

Figura III.1: Contribuicoes para o tensor de polarizacao.

Vamos iniciar analisando todo o tensor II1*(q).
A quantidade I1""(q) é um tensor de rank 2 e depende do 4-vetor ¢*. A forma mais geral

que I1""(q) pode ter é dada por

1"(q) = ¢" f1(¢*) + ¢"¢" f2(¢*) (T11.4)

sendo f1(¢?) e fa(q?) sdo fungoes a serem determinadas.
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Uma dada corrente externa J# se acoplada ao campo eletromagnético de acordo com o termo
de interacao, — [ d*zA*J, para a acdo. A solucdo cldssica para as equagoes de movimento de

Maxwell na presenca de fontes é dada por
w(a) = [ dyDrule — ) 10) (11L5)
No espag¢o de momenta temos que
A"(q) = D (9)J"(q) - (I1L.6)
A invariancia de calibre da teoria se traduz no fato de que podemos fazer a alteracao
At (x) — A¥(x) 4+ O*A(x) (ITL.7)

que a teoria continua inalterada, onde A(z) é uma fungao escalar arbitraria do espago-tempo.

No espago de momenta a equagao acima se escreve
A*(q) — AM(q) —iq"Aq) - (IL.8)
As corregoes da EDQ que estamos considerando corrigem a equagao (I11.6) para

A'(q) = D'pulq) " (q)

= Drun(q)J"(q) + Drux(q)il1* (q) Do (q) J* (q) - (I11.9)
Substituindo (II1.6) em (II1.9) obtemos
A'u(@) = Au(@) + Drua(0)ill™ (9) Ao(q) - (ITL.10)

Imaginamos agora uma transformacao de calibre na forma (I11.10), que pode ser implemen-

tada pela substituigao de (I11.8) em (III.10) o que resulta em

Aulq) — (Au(q) - iqu/\(q)) + Drun(q)il1(q) As(q) + Dpun ()11 (q)g-A(q)

— (A/u(Q) - iqu/\(q)) + D ()11 (9)goA(q). (IIL.11)

Para que a teoria corrigida pela EDQ continue a exibir invariancia de calibre, devemos ter
que A',(q) — A',(q) — iqu\(q), o que serd vélido somente se o dltimo termo em (II1.11) for

nulo. Uma vez que A é arbitrario e que Dp,x(g) nao é nulo, devemos ter

1 (q)ge =0 = qII"(q) =0, (I11.12)
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onde usamos a simetria do tensor de polarizagao e o resultado obtido é conhecido como identi-
dade de Ward.

Multiplicando a equagdo (II1.4) por g, e levando em conta a segunda relagao (II1.12) somos

levados a concluir que
1" (q) = (¢°9" — ¢"¢") 1(q?) (1T1.13)
onde TI(¢?) é uma fungao regular em ¢* = 0, a ser determinada. Com a defini¢cao do operador

o
AP =6 — q_gl, o tensor (III.13) pode ser reescrito na forma compacta
q
1" (q) = (9" — ¢"¢") L(¢*) = ¢* A" 11(¢?) . (I11.14)

O propagador exato do féton (funcao de dois pontos) deve levar em conta as contribugoes

de todos os graficos, como indicado na figura (III.1). Isso pode ser implementado como segue

Fuv _'L.g v _'L.g . o o _'L.gcw
D" (q) = qz“ + qz“p [i(q®9” — ¢"¢°)11(¢?)] "

_'Lg . o o _Z.gO'A . —Zg z
+ — o (i@’ = ¢’a)(e")] — 7= [ile’s™ — )] —3= -

q q 1
_Z.g,ul/ —'Lg _'Lg o
= O AN+ — P ALATIP(E) (HL.15)
q q q
;J\:;-@Wv=m + W@m + + -
q

Figura III.2: Contribuicao total para o propagador do féton.

Usando a propriedade A?AY% = AP podemos mostrar que o resultado de todos os produtos
envolvendo operadores A" e a métrica g"¥ que aparecem na equacao (II1.15) fornecem A*¥.

Com isso manipulamos a equagao (II1.15) como segue

v —iGu | —1g q°qy
D' (g) = q;‘ + q;‘” (95— 2 )(H(q2)+ﬂ2(q2)+---)

o _'égm/ z.g,uz/ iQ#QV 2 2/ 9
= +(— % +q2q2)(ﬂ(q)+ﬂ(q)+...)

_'égm/ _'égm/ iQ#QV 1
= —1
2 ( 2 q2q2> (1 — 11(¢?) )
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_'igpy o 'igpy ( 1 ) + 'L.g,uzz + 'L.Q,uqy ( 1 ) . 'L.QMQV
¢ ¢ \1-1l(¢?) ¢ ¢ \1-1(¢%) ) ¢*¢

i qulv i quy
o o _ 4 , 11116
20— T1@) { g ] 7 ( e ) (LL16)

onde usamos a definigdo de A" e a expansao 1/(1 —z)=1+z+ 2%+ ....

Pode-se mostrar que [15] os termos proporcionais a ¢*¢” nao fornecem contribuigoes fisicas,
portanto podemos abreviar:

1

D' pu(q) = —mgw :

(I11.17)

Uma vez que II(¢g?) é regular em ¢*> = 0, o propagador exato tem sempre um pélo em
q*> = 0 e o féton, portanto, permanece sem massa em todas as ordens em teoria de pertubacoes.

Definindo o residuo do pélo em ¢ = 0 como

1

i) = 2 (I11.18)

a amplitude de espalhamento para ¢? = 0 fica corrigida por esse fator,

629“1/ N Z3629,uz/
q? q?

M_,

Figura II1.3: Amplitude de espalhamento corrigida.

(111.19)

Essa correcio pode ser levada em conta escrevendo e — +/Zze que representa a renor-
malizacao da carga elétrica. Note em particular que a carga fisica do elétron medida nos
experimentos é \/Zze a qual chamamos simplesmente de e. De agora em diante, vamos nos
referir a carga 'bare’ como sendo a quantidade que multiplica o termo A, ¥y*¥ na lagrangiana

da eletrodinamica quantica! como eg. Temos entao

carga fisica = e =/ Zseqg = \/Z3 - (carga ‘bare’). (I11.20)

1L = W(iy"d, —m) — 1(Fu)? — egUy" WA,
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Além de alterar a intensidade da carga elétrica, o tensor de polarizacao também introduz
uma dependéncia em ¢? na carga elétrica. Vejamos: considere um processo de espalhamento
com ¢* nao nulo, e suponha que temos calculado IT(¢g*) em ordem mais baixa em « 2, entdo

[I(¢?) &~ M3(g?). Assim em primeira ordem em a:

e e?
~ I11.21
=1~ % (- () .
e
1 1
I3 = = ) I111.22
PTI-I(0) 1 —1II,(0) ( )
Portanto
e? - e?
1 —1I(¢?) [1 = a(g?)] [1 = T15(0)]
[1—Tl2(¢*)] [1 + H2(0) + 113(0) + .. ]
- ¢ (I11.23)
[1 —Ty(q?) + I12(0) + .. ] '
Assim, a amplitude para o processo com ¢? diferente de zero deve conter
G ( % ) _ Y ( - ) . (I11.24)
> \1-1l(¢*)) >~ ¢ \1-[Ix(¢?) — x(0)]

O(a?)
A quantidade em parénteses pode ser interpretada como uma carga elétrica dependente de
q?, visto que a corregao devido a polarizagao do vdcuo introduz o tensor I1(¢?) na expressao da
amplitude de espalhamento.
Para calcular o tensor de polarizagao do vacuo renormalizado em segunda ordem procedemos
como segue

v v p 1Ok +m) o i(y Ry + Mg +m)
M) = (e [ e [ TSR O

_ _462/ d'k Kkt (k+q) + kY (k+q)* — g (k- (k+q) —m?)
( :

o) (k2 — m?)((k + q)2 — m?) (IT1.25)

Usamos agora as identidades

1 ! 1 ! 1
_ [ 4 = [ dedyd(z+y—1)——
el ey el A R S B e

2constante de estrutura fina
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n—1

1 ny
= [ dedyS(z+y—1)——— | 111.26
/0 oty =D (111.26)

onde x e y sao chamados parametros de Feynman, para manipular o denominador da equacao

1
AB"

(II1.25) como segue

1 1
- 1
e e Bl UL R
o 1
[y(k* —m?) + z((k + q)* — m?)]?
1
= /d:vdyé(:ﬂ—l—y—l)
0
y 1
[yk? — ym? + xk? + 2zk - ¢ + x¢? — xm?]?
1
= /d:vdyé(:ﬂ—l—y—l)
0
X ! (I11.27)

[(y + 2)k? + 22k - ¢ + 2¢® — (y + )m?|?>
Fazemos agora um deslocamento do momento do laco fermionico definindo (* = k* + xq¢" e
= (k+zq)? = k* + 22k - ¢ + 2%¢* e uma rotagao de Wick?, Y = il%? de modo a escrever a
equagao (I11.25) na forma
1 4 =1 _uvj2 vi2 v v 2 2
d'lg 59"l + g™y —22(1 — 2)¢"q” + g"'(m* + 2(1 —
iﬂgu(q):_4i62/d$/ r 59" E + 9"y — 20(1 — x)¢"q” + g™ ( (1—=)q")
0

(2m)* (I +A)? ’
(I11.28)

onde A =m? — x(1 — x)¢*

Se usarmos um cut-off [z = A para regular a integral acima vemos que ela diverge como

1 A
/0[4]9—2 ~ / dp p ~ A2 (I11.29)
p 0
Essa integral é quadraticamente divergente e para computa-la, devemos regulariza-la para

isolar a divergéncia. A forma ingénua de regular a integral através de um corte em um momento

grande A® violaria a identidade de Ward®. Outras regularizacoes preservam a identidade de

3Ver apéndice C.

4E(Espaco Euclidiano).

5Ver apéndice D secdo 6.

®No processo de regularizagao da integral divergente, a invariancia de gauge dada pela condigio g, 11" (¢q) = 0,

deve ser mantido.
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Ward, como a de Pauli-Villars, onde se faz-se a exigéncia da introducao de varios férmions
tornando o método um tanto complicado. Neste trabalho usaremos um método mais simples, a
regularizacao dimensional. A regulariza¢ao dimensional preserva as simetrias da Eletrodinamica
Quantica (EDQ) e de varias teorias de calibre (gauge) mais gerais. E um bom momento

introduzi-la:

Regularizacao dimensional”

e os diagramas de Feynman sao calculados como uma funcao analitica da dimensao do

espago-tempo d = 4 — €,

e para d suficientemente pequeno, as integrais devem convergir e a identidade de Ward é

respeitada,

e 1o final, qualquer observavel deve ter um limite bem definido para d — 4.

Como exemplo vamos calcular a integral abaixo em um espago-tempo com 1 dimensao

temporal e (d — 1) dimensoes espaciais. Iniciamos com uma rotagao de Wick, como segue

dip 1 A, [ =
= — . —= I11.
/ 2m)i (& + A)? / 2y / RN (PRNE (I11.30)

O primeiro fator acima contém a area de uma esfera unitaria em d-dimensoes. Para encontra-

o - (foe)

la usamos o truque

_ (/ de) .%p (g) , (I11.31)

onde usamos uma representagao integral para a fungao I' [32].

"Ver apéndice D secdo 7.
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Portanto a area de uma esfera unitaria d-dimensional é

27‘('%
dQy = . (I11.32)
/ (%)

Esta férmula reproduz os casos especiais familiares:

a| T Jao
1] 7 2

20 1 27 (I11.33)
3|V7m/2  Arm

4 1 272

Tomando agora apenas a integral na parte radial de (I11.30)

A B At (o
/0 dlm — 2/0 d(l )(l2+A)2 (I11.34)

e implementamos a mudanga de variavel

A , A A o0 0
= — = — — A 2 = —— 2 E— III
T= A l . dl Izdx lo 2|, (IT1.35)
de modo a obter
E/ﬂzmﬁ* _ ;/é_(Am—Aﬁ*
2 @+rAe — 2) 2% (Af)e
11, . 1—a\*"
= Z_(A)z7!
2a / o ( P )
1/1\>% : B
= 5(&) /dxa? (1—x)
(1) IR =)
- . (Z) o (I11.36)
onde usamos a defini¢do da funcao Beta [32]
' [{a)1(8)
*1-2)"'=B = : I1L.
[ de et =0 = Bla) = (111.37)

Usando os resultados (II1.32) e (II1.36) a integral (I11.30) é finalmente calculada

d g 1 1 F(g_g) i 2—d
/ @2m)d(%+A)?2  (4ms T2 (A) ' (111.38)
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2, ..., esta integral tem pdlos isolados

Uma vez que I'(z) tem pdlos isolados em z = 0, —1,
. Vamos nos concentrar com o comportamento proximo de d = 4, isto é,

em d = 4,6,8,...
€ =4 — d proximo de zero. O fator com A é analisado como segue
2-24£ £ ) )

)

1 N
e 7@
€ €
= exp <—§lnA)%1—§lnA—l—... . (I11.39)
O fator com 47 pode ser expandido de forma semelhante
1 1 1 /1\* 1 L wty
= = — ~ —=In—+...
(4m)% (4m)(z9)  (4m)? \dn (47)2 2 Arx
1 € 1 €
~ ()2 1- 5 (Inl —Indm)+...| = (in)? 1+ §ln47r +...|.  (II1.40)
(I11.41)

Para o termo em (II1.38) que contém a fungao I" temos
4 —
(4=¢) =r(2-2+5)=1(5).
2 2 2

) - (e

rz--
(23
Usando a propriedade I' (6 + 1) =6 ' () e expadindo I" (§ + 1) em Taylor temos
1
Le+1) = 1+IV(1)5+ 5P”(l)é2 +...
1/, 7\ o
= 1—’}/E5—|—§ ’}/E‘I'E 5+..., (11142)
onde vg é a constante de Euler-Mascheroni
. 1 1 1
yg=lim (1+=-+=-+...+——1Inn ) = 0,577, (I11.43)
1 1/, = 1
__7E+§ 7E+€ 54_,,,:5—74—(9(5). (I11.44)
(I11.45)

logo
DE+D
)

o
Usando o resultado acima, com § = ¢/2, em (II1.41) encontramos
d € 2

r(2-< :r(-):-- .

( 2) 5 v+ O(e)
Com as expansoes acima, a integral (II1.38) pode ser escrita como

1 1 2
(— —InA — v+ In(47) + O( )) : (I11.46)
€

dllg
/ (2m)7 (B, + AP >~ (4r)?

—4
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(I11.47)

dlg 1 B
(2m)d (12 + A)" (47)%

O mesmo procedimento pode ser usado para mostrar que
d
3 1
1 d
2 I'(n)

/
5
(47)

/ delg
(2m)* (I, + A)"
Voltando ao cédlculo do tensor de polarizacao do vacuo (II1.28), utilizamos os resultados

(I11.48)

pr 2 q,uqu)

(II1.47) e (II1.38) de modo a escrever
q

15" (q) = illa(q) (g
onde
2 8e? [t . (2-9)
(¢ =~ [ e -0 g
(I11.49)

2a
Hz(qz)\—é—?

d—4

! 2
/ dr (1 — ) (— —InA -7+ ln(47r))
0 €
Como ja vimos, o deslocamento da carga elétrica é dado por I1(0),
1

(111.50)

e =

Em ordem o« temos
9 1
a / dx (1 — x) (
0 €
3 1)

(I11.51)

A carga ’bare’ é infinitamente maior que a carga observada, mas essa diferenca nao é ob-

servavel. O que pode ser observado é a dependéncia em ¢? da carga elétrica efetiva ou, de forma
equivalente, na contante de estrutura fina «,

e? a1 —-11,(0))
S 1-TI(¢?)

n(1—T0(g?)  Zsdn(1 - 11(¢?))

T 1 IR(g?) (

g — aerr(q°)

~

[ —T()][1+ 1,(0)] 1 — [1(g?) — I1,(0)]
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onde usamos a defini¢ao

200 (7 2 2
IT5(¢%) = Ta(¢?) — T5(0) ~ - /. dr z(1 — ) (E —In [m* —z(1 — 2)¢°] — - + lnmz)
200 [* m

- dz (1 —z)In ( : ) , (I11.53)

™ Jo

que é independente de € no limite € — 0.
Chamaremos, daqui por diante, a quantidade I1%(¢?) definida em (II1.53) de funcao de
polarizacao. Apds uma simples mudanca de variavel esta quantidade pode ser reescrita como
2

() = Ma(e) ~ 10) = 22 (a5 - g [1-50-9) L) . sy

m2

Fazendo a integracao por partes

dv = dBB(1 — B) — = %2 - %3 (ITL55)
temos
270‘ 01 dBA(1 — B)In {1 . ﬁ)ﬂql—z} — uvi: - /5:1 vdu
_ _270‘ 01 a3 (%ﬁg B %ﬁg) — 6(11— e {_%(1 - Qﬁ)] . (IIL.56)

Com uma nova transformacao de variavel de integragao, v = 20 — 1, e apds algumas ma-

nipulacoes simples, temos

1 2 (1 _ 1,2
(g2 = -2 / dvv(zl—fv). (IIL57)
™ Jo ’U2—|——2; —1

Vamos comecar com a seguinte integral

11 v—4/c
——1n ara c>0
dv p
/ = 2ve Jutye , (IIL58)

arctan

V= =

que é valida se o intervalo de integragao satisfaz v # +c.

para c<0
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Identificando ¢ = 1 — 4m?/q¢* onde temos que distinguir trés regioes separadas do momento
4q

quadrado,
Regiaol —o0o<¢*><0 : l<ec< oo
Regiao II 0 < ¢* < 4m? : —c0<c<0 (II1.59)
Regiao ITI 4m? < ¢* < oo : 0<c< 1

A regiao III é de particular interesse desde de que aqui um dos pélos do integrando entra
no intervalo de integracao v € [0, 1]. Para obter um resultado bem definido devemos separar a
integral em duas partes: uma parte principal na qual é feita a integragao no eixo real e a outra

parte na qual a integracao é feita contornando o polo com um semicirculo infinitesimal de raio

1€.
+ =27i Res
Im(v) Im(y) Il"z I
J' =2=i Res
I 2
~ ; h
0 NT T . Re(v)
0 1
L
Figura II1.4: Integracao no plano Figura IIL.5: Integracao sob a parte ima-
complexo gindria

Ou seja, a integral definida consiste de uma parte principal mais metade do residuo do pdlo
em v = 4/c.
Como estamos considerando somente o intervalo de integracao v € [0, 1], iremos considerar

somente o residuo positivo v = /¢,

1
1
I(] = /d'llzi
0 Ve — C— 1€

vo—€ ! 1 1 1
= {/ —l—/ ]dvz +—27T2'R652
0 vote véi—c 2 V% — Clug

! 1 1
= P/ d'U,U2 I + 7T'l2—,UO (11160)
0




Entao nds obtemos nas trés regioes de interesse

( 11 — vo—e 11 — 1
——lnv Vel —I———nv ve para
Ve2 v+ /el lo Ve2 v+ el lvpe
1 ; 1 vo—6+ 1 ; 1 |t
arctan arctan ara
Iy = v —c v —clo V—c vV —clvote P
11 |Jo—=ye|po—e 11 |o—yec| 1
——1n +—=1In + m— ara
\/52 'U‘l‘\/E 0 \/62 'U‘l‘\/E vo+€ 2’1}0 P
\
Simplificando,
(
11 -1
—— n\/E para l<e< o
Yo ovedt
Iy = arctan ara —oco<c<0
0 \/—_C \/—_C b =
11, 1—4/ s
——1In +1 ara 0<e<1
| Vez 1eve ae P
A integral de classe
1 n
0 V4 —Cc— i€

pode ser encontrada a partir de Iy usando a relagao de recorréncia

1
n—1

1
I, —cl, 5= / dv v 2
0

Para a equacao (II1.57) temos
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l<e< o

—oco<c<0

O<ex1

(111.61)

(111.62)

(111.63)

(I11.64)

1 02 (] — L2
(¢ = _g/ dv - )
T Jo U2+qﬂz—
1 2 1 1) 4
— —9/ dv v —9/ A ) LA (I1L.65)
™ Jo v2—<1—4”§2) ™ Jo v2—< —@)
q
Sendo
1
IQ - CIO = —1 =1 IQ =1+ I(] (11166)
e
1 1 1
Iy—cly= —— = — I, =- I I11.67
SIS 1Ttk (IIL67)

a fungao (II1.65) pode ser manipulada como segue

«

1" (¢%) ——

™

1 2 1 1) ,,4
AdvU2_<U_M)_A dvvz_((a)iw
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al8 1 14m?
= Trlo 3" hh(1-3)
o3 3 T ]
al 5 4m? 1 2m?
= S22 o) A I11.68
W{g 3q2+3(+q2)f(q)}, (IIL.68)

onde definimos

f@ = {/l-—n : . <0

2 / 4m2 1
1 2 2
= —1 arctan ———— 0<qg°<4dm
\ 1
Am2 1+4/1 _q—22 4m2
= 4/l1——In = —amy 1= —-, 4m? < ¢*.  (I11.69)
q 1— /1_4(%2 q

O resultado (II1.68), bem conhecido na literatura, sera de fundamental importancia para o

desenvolvimento do préoximo capitulo.

III.2 Potencial de Uehling

Nesta secao calculamos a correcao devido a polarizacao do vacuo ao potencial produzido por
uma carga pontual dada por —Ze[12]. Calcularemos os desvios no potencial de Coulomb a uma
distancia proxima e a uma distancia grande da carga e por fim encontraremos a densidade da

carga induzida devido a polarizacao do vacuo, para isto iniciamos com a identidade

e Hr

(V= 1?) = — 4753 (x). (I11.70)

A densidade de carga que gera o potencial vem dada por
Ju(r) = —=Zed*(x)0,0 = (—Zed*(x),0,0,0). (ITL.71)

Com o auxilio do propagador do féton corrigido D’.(x — y), calculado na se¢ao anterior,
podemos encontrar o potencial corrigido pela polarizacao do vacuo. Nesse caso é conveniente

trabalhar no espaco dos momenta

Al(x) = / 0y Dl (& — 1)) (1)
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(27) (27)
-/ (% (jijpfmp)}"(q)e—m [dyers
— / %ﬁ’m(p)J”(q)e‘i”m(%)‘*é‘*(p —q)
-/ %ﬁmp)}"@wm (111.72)

Utilizando a expressao do propagador do féton modificado em termos da funcao de pola-

rizacao de vacuo renormalizado

Dild) = = 5 — gy = — 1+ 7)), (.73)

o potencial modificado (II1.72) fica

Ma) = [ e ) D))

= / (32346—1"1'%(1+HR(q2))AH(q). (I11.74)

onde identificamos a transformada de Fourier do potencial vetor ndo modificado, A,(¢q) =

Dry(q)5*(q)-
Se a fonte é estaciondria, entdo: j¥(z) = j¥(z). A dependéncia gy em (II1.74) torna-se

trivial, como segue

@) = / dhyeirv () = / dyoe / PyeaY ¥ (y)
— 2r8(q0)" (a). (I11.75)

Entao (I11.74) é reduzida a

A x) = / (gwq)seiq'x(l+HR(—q2))DFW(0,Q)j”(q)

— / jrq e U(1 4+ 1I*(—q*))Au(q) (IIL.76)

onde

¢ =¢"0w=0+deu= (") - () (IL.77)
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No caso de uma carga pontual eletroestatica (II1.71) temos

Jj'(q) = /dgye_iq'y(—Zeéyoés(y)) = —Zedyo (II1.78)

entao (II1.76) torna-se

Ax) = / (g%?,eiq-xa+HR<—q2>>DFW<o,q>j"<q>

- / élw?ge““‘(l+HR(—&))DFW(&q)(—Zew

dq
= —Ze / (27Tq)36“1‘x(1+HR(—q2)DFH0(0,q) (I11.79)

Com a inser¢ao da funcdo de polarizagao na sua forma integral (I11.54) e usando o fato de

que Dr,0(0,q) = —gu0/q* o potencial (I11.79) fica agora

dBqg .1
Ay(x) = —Ze/ (27:;36““‘?
X {1 n 2—0‘/ dBB(1 - f)In (1 n ;—25(1 . ﬁ))] . (I11.80)
T Jo

A transformada de Fourier do primeiro termo produz apenas o potencial de Coulomb,

d®q exp(iq-x) 1
/ T (ITL.81)

Para o termo de correcao é conveniente eliminar o logaritmo por integracao por partes e

introduzir uma nova variavel de integracao v = 23 — 1. De acordo com (II1.57), isto nos leva a

2 1 2 1_l 2
HR(—q2)=3q—/ P Gl L I (IIL.82)
m4m? J, 1+ 251 —0?)

Depois da troca da ordem de integragao em (I11.80) a integral de Fourier pode ser resolvida.

Para fazer isto, usamos a férmula®

/ d’q exp(iq-x) _ 1 exp(—ar)
(

II1.83
21)3 g%+ a? 4 r ’ ( )

3

a qual é resolvida por integracao por residuo. O potencial se torna entao

Aj(z) = —Ze / (gﬂigem$ [1+1(—q?)]

8Ver apéndice D.9 secdo 2.
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d3q 6iq-x d3q ) 1
— —Z ———Z 1 igx T N2
e 7] @

q
/ (333 1 f}ggf )?;2)]
/

dq exp(iq - X)

3 —U m
(o) L ((14—7,22) —I—q2)

1 .
__ze Lr%/ldv U2(11_ 5”22)/ qug eprzq-X)
o ) S ()
Ze |1 ! (1—1212) 1 —2mr
— 20l hda | dv? T30 ) T o (2
4T 7’+ Q/O v (1 —v?) dmr P (\/1—212)
1 2 1,2
oY v? (1 — 30?) —2mr
I+ = [ dv ——"= — ). 111.84
+7r/0 vV exp( %1—212)] (I11.84)

Uma transformacao ¢ = (1—v?)""2 ouv? = 1—1/¢? com vdv = ¢~3d( simplifica o expoente

4m?2

acima,
Ze [ ¥d¢ (3-v)
Al S I SN T —2mdr
ol”) drr | +7T3 C3 (1 _Uz)e ]

B Ze | ¢ Comer
= 1+—§/1 <4§\/§2—12e2<}

dar
Ze | 2a [ 1\ V-1

- 2 1+—O‘/ dc (14 L) V=L e (II1.85)
4dmr 3r )y 2(? ¢?

Esta é a representacao integral comumente usada para o potencial de Uehling. A integral
acima nao pode ser calculada exatamente. Neste caso, faremos uma andlise do comportamento

do termo de correcao achando expressoes assintoticas para os casos onde mr << 1e mr >> 1.

Caso mr << 1

Primeiro dividimos a primeira integral em (I11.85) no ponto 7 em duas partes:

/1 N d¢ e 2mre Vo F / / =L+ (111.86)

onde escolhemos o intervalo de 7 da forma: 1/mr >> 7 >> 1.



36

Na integral I; a exponencial pode ser aproximada como constante, (exp(—2mr() ~ 1),

If%/jd(%z[ VCC +In(¢C+ /(2 — ] ~] ) — 1. (I11.87)

Na segunda integral podemos aproximar /(2 — 1 &~ (, pois o intervalo de integracao agora

¢ muito maior que 1 e entao

< d
I, ~ C e2mre, (IT1.88)
e
Depois de uma integragao por partes temos,
I, = e 2™ In¢|> + QmT/ d¢ In¢ e~ 2mre
= —e™Tnr —I—/ duln —— e~
2mrt 2mr
[e.e] B 1 [e.e] B
= —lnT—l—/ dulnu e “+ln—/ du e
0 2mr J,
1
= —ln7T—C—-In2+1In— | (I11.89)
mr

onde usamos o fato de que fooo dulnuexp(—u) = C = 0,5772... é a constante negativa de

Euler. Portanto

1
ILh=—In2r+In— — C. (I11.90)
mr

Quando I; e Iy, dados por (I11.87) e (I11.90), sdo acrescidos a dependéncia no valor de 7 se
cancela.
A integral remanescente em (I11.85), que nao tem ainda sido levada em conta em (II1.86),

nao causa qualquer problema pois esta converge para (. Tomando a exponencial como constante

/1°°d¢€_2mr<\/7 / i YSE 1 %4 _ (C—l)% L

204 3¢3 I G

Os resultados (I11.87) (I11.90) e (I11.91) fornecem a aproximagao assintética para o potencial

Ap(r) = Ze 1+—/ d(( 2@) \/Ci_e—zmcr]

temos

(111.91)

A ¢?

Ze [ 2 1 1
_ 1+3—O‘(+1n——0—1+6)]

A7y T mr
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Ze 2c0 )
= In— — - — 1 I11.92
dar {1 37r(nmr 6 C)} mrss (111.92)
Q)

E comum interpretar o resultado (IT1.92) como o potencial de Coulomb de uma carga efetiva

dependente da distancia, —ZeQ(r).

Caso mr >>1

Neste caso somente a regiao 0 < ¢ — 1 << 1/mr contribui a integral em (II1.85), o que

justifica aproximar ¢ = 1,

/ dC (1+@) \/Ccz_ 6—2mr§ ~ / dcg\/m\/ﬁe—%nrg
1 1

o / d(’— \/7 —2mir¢

1

= —3\2/56—% d¢'\/C e (111.93)

0

onde fizemos a transformagcao de variavel (' = ( — 1 na ultima linha.

Com a representacao integral da funcao gamma

/ dt e= t* 1 =a"T(2) (I11.94)
0

o resultado I'(3/2) = \/7/2 e a aproximacao (I11.93), o potencal (IT1.85) se torna
dC /\/?6_2er />]

_ﬁ 1 —I— <3\/_ —2mr(2mr)—3/2\/7%>]

Ze | 20 (32
n = 2 1+_Q<Tfe—2mr

dmr 3T 0

2

Ay 3T
~ _Zefy o ™ >> 1 (I11.95)
= — mr .
drr | 4y/m (mr)3/?
Q0

onde Q(r) é uma fungao que tende a 1 muito rapidamente para grandes distancias, de acordo
com (II1.95). O resultado (II1.95) pode ser interpretado como sendo o potencial coulombiano
de um carga efetiva —ZeQ(r).

Os desvios do potencial coulombiano sao perceptiveis somente se r é menor do que o com-
primento de onda Compton do elétron. Portanto, somente a distancias extremamente pequenas

a funcdo Q(r) desvia consideravelmente do valor 1. Esse fato pode ser visto na figura (IIL.7).
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Do conhecimento do potencial Ay(x) podemos encontrar a correspondente densidade de
carga de polarizacao, com o uso da equacao de Poisson. Portanto, com a representagao de

integral (II1.85) do potencial de Uehling a distribui¢ao de carga da polarizagdo do vacuo temos

1 v
pop(X) = _Evaop
1 200 [ 1Y\ VG —1_, e 2mre
2 14— . 11,
47r( 6)37r/1 dC( +2C2) e \Y ( . (I11.96)
Da identidade (II1.70) temos que
e kT e kT e kT
(V? = u?) = —4rd*(x) = V? — = —476*(x)
r r r
e Hr ek
= V? = —4r3(x) + p? , (I11.97)
r r

e fazendo p = 2m(, a equagao (I11.96) fornece

20 Oodg( ! ) Vel {53()() - m; e (I11.98)

Pop(X) = _Zeg_ﬂ 1+55 T r

1 2¢?

A carga de véacuo induzida entao consiste de duas componentes: existe uma carga posi-
tiva e uma carga negativa que se estende sobre uma regiao do tamanho do comprimento de
onda Compton 1/m, lembrando que nesta ordem de grandeza que a polarizacao do vécuo é
perceptivel. A figura (II1.6) mostra uma representagao esquematica da distribuigao dos pares

virtuais ete™ induzidos no vacuo.

DNDE
CopT

Figura IIL.7: Q(r) em fungao da

Figura III.6: Esquema de pares distancia r em unidades de com-
elétron-pdsitron induzidos no vécuo primento Compton A\, = 1/m =

em torno de uma carga "bare’ e. A/ (2m)me =~ 386 fm



Capitulo IV

Polarizacao do vacuo pela presenca do

solenodide e consequéncias

Neste capitulo consideramos correcoes ao potencial eletromagnético produzidas pela polarizacao
do véacuo no exterior de um solendide infinito e muito fino, aproximado por uma corda de Dirac.
Consideramos as corregoes para o campo eletromagnético e algumas de suas consequéncias fisi-
cas. Em especifico, consideramos as alteragoes nos niveis de energia de um atomo de hidrogénio,
correcoes ao efeito Aharonov-Bohm na versao de estados ligados e por fim estudamos a interacao
entre dois solendides finos.

Todos os efeitos sao muito pequenos, uma vez que os campos no lado exterior ao solendide

diminuem muito rapidamente com a distancia do mesmo.

IV.1 Correcoes ao potencial vetor de Aharonov-Bohm

Vamos iniciar calculando corregdes ao potencial de Aharonov-Bohm introduzidas pela polar-
izacao do vacuo da EDQ. Estaremos sempre nos restringindo a situacao de um solendide muito
fino, de modo que vamos aproxima-lo por uma corda de Dirac. Essa aproximacao justifica-se se
estivermos suficientemente afastados do solendide, de modo a desprezar seu raio. Os resultados
obtidos podem ser considerados sem restri¢oes se estivermos pensando em uma corda de Dirac
genuina.

Comegemos pela expressao do potencial vetor de AB (Aharonov-Bohm) fora do solenéide

_ BR?,

A % b, (IV.1)

39
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onde R é o raio do solendide. Escrevendo este potencial para coordenadas cartesianas

b= —singd +cosdf = —2 + Zq (IV.2)
PP
entao
BR? T
A = (—yl'—l——y)’ p:l»z_l_yQ
2p pp
BR*
T (—y@ + x9)
BR? y x
- - ; J ). V.3
2 ( at2+y2$+552+y2y) (1v-3)

Assim, o quadrivetor potencial se escreve
BR? y x
Al = AM(Zy) = 0, — , ,0
(71) 2 ( 2+ y? 2?4+ y? )

_ 2 (0 Y I 0) (IV.4)

2 7 2242 22 4y

onde ® = BrR? é o fluxo magnético de dentro do solendide.

O quadrivetor no espaco dos momenta vem dado por,

At (x) = / (ZWZ;4/~1“(p)e_ip'm : (IV.5)

Por transformada de Fourier temos,

A“(p) = /d%?A“(z)eip'm — /d4l»A/J(l—,’l)eipv.’E
= / da0e?"" / daPe P / P27 AP(F ) e P
= (27T)25(p0)5(p3)/dza‘;’lAu(fl)e—im@

= (2m)%5(p")o(p’) A" (PL) , (IV.6)
onde definimos
A = [ dF A e v

Assim, a segunda componente do quadrivetor A*(p | ) pode ser calculada como segue,

= ¢ —ipzx —1.
Al(pL) = %/dxdy (_zz—?{—yz)e Pa o~ 1PyY
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) 10 1 - -
= —/dzdy -— e PeteT vl
2 iOpy ) x%+y?

o 0 1 o
= —z'——/dzdy e'Pe® Py
27 Opy x? 4+ y?

P 0 1 ...
= —j——— dzzlqe”’l“

27 Opy T
o 1 .
= —z'—i lim [ &°%F ————ePt7t
27 Opy m—0 7 +m?
P 0 .
= —z%a—py JLIL% 2 Ko(m|p'L])] , (IV.g8)

onde introduzimos um parametro regularizador m, usamos o resultado presente na referéncia
[33] para a integral acima, K, designa a funcdo de Bessel K de ordem zero e definimos o

momento perpendicular ao solendide

pL=1\/P:+Dp;. (IV.9)

Expandindo a funcao de Bessel Ky, designando a constante de Euler por vz e introduzindo
um parametro arbitrario P com dimensao de momento, podemos manipular o resultado (IV.8)

CcOomo segue

Al(ﬁL) = —@i% 7}112] (—’YE —1In (m|§¢|) +InP — lnP)
y

= —@z’i lim (—7E S PN P |+ 1InP — lnP)
py m—0 2

. m [P |

— b (1V.10)
|P¢|

De forma semelhante, o mesmo ocorre para terceira componente do quadrivetor A*(p, ),

A%(FL) = —z'®|§f|2. (IV.11)

Com os resultados (IV.10) e (IV.11) temos

1
A*(pL) =2®W(0,py,—pm,0) : (IV.12)
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e o potencial vetor (IV.6) se torna
- . 1
Ap) = 200 )W) A (BL) = Cr)* 00 (0°)i® 15 (0 2y, —pe, 0) (IV.13)

Com os mesmos argumentos usados na se¢ao (II1.2) para justificar a equagao (II1.74), e o

potencial (IV.13) podemos escrever

Aa) = [ ) A

N dp° dp® d*pL R((0\2 =2 (. 3)\2
- [/ o ] el e e

in0 0

X (2mPO(0 )0 AR (e T (IV.14)

logo o quadrivetor potencial toma a forma

AM(E) = /éﬂ) [1+ 1170, p7, 0)] A" (L )e™ 7+

_ dzpl W ipLT dpl R -2 H ipLT
= [ Ghsarwoen s [ SEnR0.2.0) 4" G1)e

dzﬁl 2 iv T iv | T dzﬁi R ) iv | T
= | oy | f CTAM G P ) P [T, R 0) A (e
(2m) (2m)

dzﬁl 2 - . iBL(EL—T1) dzﬁj_ R Y B -
= [ o [ A+ [0 0 e

= A“(fj_) + AA“(fJ_), (IV15)

onde a ltima parcela corresponde ao termo de correcao do quadrivetor potencial e expressa-se

AAME)) :/éf:)l 1170, 5%, 0) AX (. )ePL 7L, (IV.16)

E importante ressaltar que o potencial vetor no exterior do solendide (IV.15) é dado pelo
potencial vetor sem corrre¢oes A* (7)) mais um acréscimo (IV.16) originado pela polarizacao
do vécuo.

Para encontrarmos explicitamente a corregao (IV.16), vamos escrever o tensor de polarizagao

do vacuo

2 [assn-omfi-s0-nL] (1v.17)

m

" (p?) =



em uma forma mais conveniente. Para isso iniciamos com uma integracao por partes,

2
uzln[l—ﬁ(l—ﬁ)%] ,
1 N
du-l_ﬁ(l_ﬁ)%@ﬁ 153
€
2 3
dv = d8 41 — B) v=2

assim o tensor adquiri a forma

T (5_2_5_3) . ! :
) = == [ 48 (5= ) -

S

Procedemos agora com a transformagcao de variaveis,

| |
=281 = ﬁ:% = df = 5ds

o que resulta em

MR(p?) = 2 [ ds(2s +3s% —s") 1 P’
T )4 3-16 1_i(1_52)£_1m2

22 1 1 /s 2§t 1 2

Y R B

™ -1 8\ 3 2 6 1 — _(1 _ 82)77_2 m

Um vez que estamos interessados em HR(O,ﬁi, 0), temos

2 =2 1 2
1
HR(O,ﬁi,O)ze—p—i/ ds 52 (1- 2 .
m 4m? J, 3 1_|_(1_52)4P¢2

Substituindo agora o resultado (IV.24) em (IV.16) obtemos

L 2 2 [ 2 1 o
s = [GESES [ase (1-5) o~ AP ()T
0

2 — Am?2 2
(2m)? ™ 4m 1-s2) 2L,
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(IV.18)

(IV.19)

(IV.20)

(IV.21)

(IV.22)

(IV.23)

(IV.24)

(IV.25)

Os resultados (IV.12) e (IV.25) nos permitem calcular a componente 1 do quadrivetor

AAH(Z ), como segue,

20 €2 P2 1 2 1 L
sy = [SEEL [agy (1_8_) § io Dy g
(2m)? m Am? J, 31+ Ba-s2) DL
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2@ 1 1 2 Z’ﬁl-fl
- - - ds 52 (1 -2 d*pip 6;
9473 12 3 Y P 2
e Lt (1= )

2d 1 9 / ( 52) / L
= dss®|1—— d*p.
247T3 mz ay 3 (1- 522) (4m22 _I_pi)

am 1—s

e2d o ! 52 1 ePLTL
= —— [ dss*|(1-= ) — | &*p—5—— . IV.26
22w36y/0 ( 3)@_52)/ ] 20

De forma totalmente analoga temos também

e2d 0 (! 52 1 ePLTL
AA*(Z ) =———— | dss*(1—= 7/0[2*7 V.27
(Z1) 923 a$/0 5 ( 3 ) (1—s?) PL g2 + 2 ( )

A integral presente nas equagoes (IV.26) e (IV.27) pode ser calculada com os resultados do

apéndice D.9, secao 3,

- LT 2m ~

_ 52

Assim os termos de correcao para o quadrivetor potencial referentes as duas componentes

nao nulas serao

( 2 1 2
L e*d 0 9 s 1 2m
— = 1— ) —— 9 K [ ———=—
AAY (7)) 227r36y/0 ds s ( 3) 1= 7T 0( ﬁ_szuﬂ

2p 9 ! 52 1 om
AA%(T :—6——/ 21— ) —— 27 Ky | —— |7
\ () 2213 0x ), ds s ( 3) i—s)" 0(\/1—52|°“|)

Para o calculo da integral das expressoes acima fazemos a transformacao de varidveis

(IV.29)

1 1 1

527(1—52)1/2 — 52:71—52 = -\1-= (1V.30)
1 1\ 2 /2 1] e /2 1 ¢ 2
s=3(1-5) (5 e/ (5) -t (5)e avay
€
sds = gigdé“ ; (IV.32)
assim
) S\ 11 1 1\] ,/E -1
et (15) 0 = a5 ()|

_ %i (1 + L) Ve — 1d¢ (IV.33)
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As expressoes (IV.29) se escrevem, entao,

( 2 ee] 2
@) -gro [ %§Q+igvg L Ko (2mel. )

272 Oy &
(IV.34)

2 o) /
AA%(7)) = —93/ d&% (1 + i) € - 1K0 (2mé|Z L)
1

\ 272 Ox 2£2 £
Operando com as derivadas e compactando as duas componentes numa inica expressao

vetorial, obtemos finalmente a correcao ao potencial vetor no exterior do solendide,

> 2e°0m [ V-1 .
M= | (1+@) : L ki2mep)d (IV.35)

Como podemos ver, o resultado (IV.35) depende da distancia ao solenéide p e tem a diregao
do vetor unitério ¢.
O campo magnético pode ser obtido a partir de (IV.35) e com a relagao AB =V x (A/T)

Dessa forma temos entao

IN: B < 2¢20m e (1 + —) 7\/62[(1(27715,0)) 2
1

pop \" 3n2 262 3
=2i?Lf%(H5§)%?_iipm®mw
= 26;im loodé“ (H@) i p{ (2m€,0)+p(;9 K1(2m€,0)}
_ 26;7im 1ood§ (1+%) @x
2o yamep) - 2

_ _dcom? m%(b%—)VP I Ko(2mep)? (1V.36)
372 1 262

Note que o campo magnético no exterior do solendide tem a mesma direcao que o campo

magnético no interior deste (paralelo a 2) e seu médulo depende apenas da distancia ao solendide

p. A integral acima pode ser efetuada exatamente com o auxilio do Maple

AB = Ki(mp))? — < Gmp)* (Fo(mp))? + < (2mp)* (K (mp)?

4e2dm? [1 (
32 4
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4e>dm? 1 R
— g2 | @me)Ko(mp)Ki(mp)| 2. (IV.37)

Para grandes e pequenas distancias temos'

( 4e2® 1 ( < 1)
— —Z m
) 3r2 p2 P
AB =~ (IV.38)
2(I> —2mp
_676 e . (mp>1)

O campo (IV.37) diverge para p = 0 e cai muito rapidamente com p, como indicado na

figura (IV.1)

mp

AB

Figura IV.1: Esboco da correcao do campo magnético fora do solendide

O efeito da polarizacao do vacuo tem relevancia em distancias da ordem do comprimento

de onda Compton )\, = + = % ~ 386 x 10715,

m

IV.2 Fendémenos magnéticos no exterior do solendide

IV.2.1 Efeito Zeeman para um atomo de hidrogénio

Nosso objetivo é investigar o que ocorre com um atomo de hidrogénio nas imediagoes de um
solendide infinito. Mais especificamente, estamos interessados no efeito causado pelo campo
magnético produzido no exterior do solendide sobre o dtomo.

Os resultados obtidos devem ser considerados qualitativamente, se prestando a expor alguns
efeitos em ordem de grandeza.

Facamos primeiro duas consideracoes importantes:

m?-kg-s1.-C7!

1Unidades: AB = 5

=kg-s ' -C™t =T(tesla)
m
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1. o atomo ¢é colocado numa regiao bem afastada do solendide, onde p > A, ;

2. vamos aproximar o campo magnético percebido pelo &tomo como sendo o campo médio

sob este.

Para entender melhor a ultima consideracao vejamos a figura (IV.2.1), que se refere ao
atomo de hidrogénio. Vamos considerar que o centro do dtomo estd a uma distancia py do

solendide.

a,

Figura IV.2: Representacao do atomo de hidrogénio

Sabemos que o raio deste atomo é o raio de Bohr, ag. Uma vez que estamos interessados

apenas em resultados qualitativos, tomamos o campo médio ao longo do atomo,

1 po+ao 1 e2® po+ao ,—2mp
Boeda = — Bdp=———- ¢ 5 dp
@0 J py—ao ao T Jpg—ag P
1 62@ 6—2mp po—+ag po+ao 6—2mp
= ——— {— —2m } dp . (IV.39)
apg T 1% po—ag pPo—ag P
O campo magnético médio se escreve entao
1e2d e 2meo
B = — 0o e2mao _ p=2maoy 4 g (p=2mao 4 g2maoy) 5 IV.40
ap ™ (po)? — (ao)? ol )+ aof ) ( )

Para o estado fundamental do 4tomo do hidrogénio temos os nimeros quanticos (n = 1,1 =
0,5 = %,) e, portanto, o fator de g-Landé sera

G+ -+ +5 _ sGHY+T

—— = =2, IV.41
2j(j +1) 25 (3 +1) (IV-41)

g5 = 1+
assim, como discutido no apéndice B, o estado fundamental dividi-se em dois niveis dados por
2

E=-13,6¢eV (1 + QZ) + 115 Bumed (IV.42)

com sinal (+) para m; = 1 e sinal (—) para m; = —1.
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Vamos aplicar este resultado em dois experimentos reais para sabermos a ordem de grandeza
do efeito Zeeman. Utilizamos os valores dos fluxos magnéticos dos experimentos feitos em [4] e

8], respectivamente dados por

d, =1,700 x 107*G em?
Py = 2,400 x 107°G em?. (IV.43)

O primeiro fluxo se refere ao experimento realizado em 1960 por Robert G. Chambers, onde
foi utilizado um solendide muito fino (whisker). Ja o segundo fluxo se refere ao experimento
[8] de 1986 em que se fabricou um fino tordide ferromagnético por uma técnica chamada fo-
tolitografia e depois foi recoberto inteiramente por uma camada de supercondutor. Apesar
do segundo experimento nao se referir a um solendide, podemos pensar que estamos muito
perto do tordide de modo a aproximar seu campo pelo de um solendide. De qualquer forma,
ja que estamos interessados em aspectos qualitativos, em ordem de grandeza os resultados se
justificam.

Vamos considerar que o atomo de hidrogénio se encontra a uma distancia pg = lem. Assim,

aplicando os resultados na expressao do campo magnético médio obtemos, respectivamente

Binea(y = 1,389 x 107G
Brneaz) = 1,960 x 107G (IV.44)

logo a energia total com suas respectivas corregoes sao

By =—13,6(1+1,225 x 107°) +£8,039 x 10~°"eV
Ey=—13,6(1+1,225 x 107°) £ 1,134 x 10"%¢V. (IV.45)

Podemos notar que a correcao devido ao efeito Zeeman nos dois casos é de ordem muito
menor que a correcao de fina estrutura, assim podemos entender porque esta correcao € imper-
ceptivel macroscopicamente.

Vamos agora verificar a intensidade do efeito para distancias py bem proximas da corda de
Dirac. Nesse caso nao podemos considerar a aproximacao do solendide por uma corda de Dirac.
Para os mesmos valores de fluxo dados anteriormente, temos os valores dados na tabel (IV.2.1)

Podemos confirmar o comportamento da expressao (IV.38) obtida anteriormente onde o
campo médio se intensifica em mddulo para valores de distancia muito proximos do solendide.

Quanto mais py se aproxima do valor de uma unidade do comprimento de onda Compton do
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Tabela IV.1: Outros valores para o efeito Zeeman

Fluxo Magnético(G cm?) | po(cm) | Campo Médio(G) | Efeito Zeeman(eV)
1 D, 1078 —1,928 x 10726 F1,116 x 10734
2 D, 1074 —4,958 x 10726 F2,869 x 10734
3 O 1078 —2,723 x 10728 F1,576 x 10736
4 D, 1074 —7,000 x 10728 F4,051 x 10736

elétron, maior o valor do campo médio e a energia do correspondente efeito Zeeman aumentam
em valor absoluto.
O valor do Lamb Shift correspondente a diferenca de energia dos estados 2S5/, e 2P /5 no

atomo do hidrogeénio é dado por
Lamb Shift = —1,123 x 10 "eV . (IV.46)
Temos também que a estrutura hiperfina? do estado fundamental do 4tomo de hidrogénio é,
AE,, = 5,880 x 10~ %eV. (IV.47)

Comparando os valores conhecidos na literatura com os valores calculados na tabela (IV.2.1)
para o efeito Zeeman, podemos perceber que, de fato, as alter¢oes nos niveis de energia sao de
ordem muito menor que o deslocamento Lamb e as corre¢oes da estrututa hiperfina. Outro fato
importante a ser notado é que, para distancias préximas ao solendide, as correcoes referentes
ao efeito Zeeman aumenta significativamente em valor absoluto.

E interessante observar que o atomo sofre uma forga ocasionada pela presenca do solendide.
Essa forca pode ser calculada tomando o gradiente (com sinal negativo) da energia (IV.42).

Sendo assim, fazendo py — p temos que

0
F = —a_p(:tﬂBBmed)

1 e2d 0 e~2mp

= TP Op [P — (o) L

(62ma0 o 6—2ma0) + a0(6—2ma0 + 62ma0):|

1 62@ 6—2mp(62ma0 _ 6—2ma0)
= *pp— 2 2)2
a T (p* = (a0)?)

[+ (a0)” + 2mp(p? — (ao)”)] . (IV.48)

Nota-se que a for¢a tem dependéncia em p. Seu carater é atrativo (sinal -) para estados

com m; = —1/2 e repulsivo (sinal +) para m; = 1/2.

2Efeitos relacionados & interacio magnética entre o momentum angular do elétron e o spin nuclear.
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IV.2.2 Estados ligados de Aharonov-Bohm

Nessa secao estudamos novamente o efeito Aharonov-Bohm em sua versao de estados ligados,
abordado na secao I1.4, mas desta vez levamos em conta efeitos da polarizacao do vacuo.
Tomamos a versao simplificada do problema, na qual uma particula de carga ¢ é restrita a
se mover em um circulo de raio b. Perpendicular ao circulo e, concéntrico a este, temos um
solendide de raio a < b, com um campo magnético interno B. O solendide é extremamente
longo, o campo magnético dentro dele é uniforme e o campo do lado de fora agora vem dado
pela equagao (IV.38). Consideramos o solenéide muito fino de modo a aproximé-lo por uma
corda de Dirac

Como visto anteriormente, a correcao do potencial vetor é dado pela expressao,

—»_262<I>m o 1\ V& -1 ~

Resolvendo a integral com o auxilio do Maple temos,

AA = 2 g (V54 ) atimg)? = 2 (G + 5 ) (K]

3 2

2 :(“"f’)z +3) Kalmp)(m) | 5 (1V.50)

As expansoes série para mp < 1 e mp > 1 sao®,

(

@ In(mp) ;

— 1
2, ¢ (mp<1)
AA (IV.51)
e2d e2mp
— [0 mp > 1
\ 8w (mp)p ( )

Logo o potencial vetor do lado de fora do solendide se torna entao

(@ 2P In(mp) ,
— 1
mp 3 ¢ (mp<l)
A~ (IV.52)
P 2P e2me .
+ 0] mp > 1
( 27p 8w (mp)p (mp > 1)

No figura (IV.2.2) plotamos a expressao (IV.50) referente a correcao do potencial vetor
no exterior do solendide. Notamos no grafico que, para mp — 0 temos A — +o0, e para
mp — +oo temos A — 0. Estes resultados estao de acordo com as expressoes assintéticas

obtidas em (IV.51).

m?-kg-s1.-C71
m

3Unidades: AA =

=m-kg-st.-C7!
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AA

mp

Figura IV.3: Correcao do potencial vetor fora do solendide

Estando o solendide descarregado, o potencial escalar correspondente é zero. Neste caso a

hamiltoniana da particula torna-se
1
H= [-V2+ *(A+ AA)* + 2ig(A + AA) - V] (IV.53)

onde A é o potencial vetor dado pela expressao (I1.36) e AA é a corregao do potencial dado
por (IV.50).
Definindo
S0f = |AA| (IV.54)

f=|A+AA|=f+06f (IV.55)

onde f é a funcao referente ao médulo da expressao (I11.36) e 0 f é a funcao referente ao médulo

da correg@o ao potencial vetor dado por (IV.50),

of = }262@” :mp ((mp)2 + l) (Ko(mp))* — ? ((mp)2 + Z) (Kl(mp))z} }

32 3 4

3 2

‘26327?2771 '((mp)2 N 1) Ko(mp)Kl(mp)} . (IV.56)

Sabendo que a funcao de onda depende somente do angulo azimutal ¢, (9 = g) e (r=>m)

entao V — (%%) assim a equacao de Schrodinger fica

g+ 20+ 2P o) = BwGo) (1v.57)

b2 d¢?

2m

1{10[2 [ d

onde f'(b) é dado por
f(p) =1 (b) = f(b)+3f(b) (IV.58)
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pois a particula esta restrita a mover-se num raio fixo b.
A equagao (IV.57) é uma equagao diferencial linear com coeficientes constantes e pode ser

resolvida como segue

1 1 a2 , Cf(b) d B
om | 2 der +¢*f 2(b) + 2ig b do U(p) = EY(9)
1 v 1, ., iq f'(b)dV
WW+%q f (b)\Ij+ET@ = EY(¢)
d2\11 ! d\I] !
P 2iqhf (b)% + (2mb*E — b’ ¢*f 2(b) ¥ = 0 (IV.59)
onde definimos
B = qbf (b) e = 2mb*E — (2. (IV.60)

As solucoes sao da forma ¥ = Ae™? com
A=B43+e=[+b/2mE . (IV.61)
A continuidade de W(¢), em ¢ = 27, requer que A seja um inteiro,
A=pB+bV2mE =n . (IV.62)

Comparando (IV.61) e (IV.62) temos os niveis de energia

E, = 27;62 (n—qbf(b)—qbdf(b))> ,  (n=0,+£1,42,..). (IV.63)

O resultado acima indica que a dupla degenerescéncia da carga em um anel continua a
ser quebrada. A energia ainda continua dependendo do fluxo do campo dentro do solendide e
depende também da corregao do potencial vetor fora do solendide dada por 0 f(b) em (IV.56).

Considerando um elétron movendo-se em torno deste solendide num raio fixo dado por
b = lem, um fluxo magnético ® = 1,700 x 104G em? e n = 0 obtemos

1

F, =
07 omb2

(—4,334 x 107" — 1,005 x 107*)? = 5,967 x 10~ *eV (IV.64)

Podemos notar que a correcao da energia referente a correcao do potencial vetor é muito menor

que a correcao devido a presenca do solendide, sem a polarizagao do vacuo.



53

IV.2.3 Energia e Forca de interagao entre duas cordas de Dirac

Dos resultados obtidos anteriormente podemos nos indagar sobre uma possivel interagao entre
duas cordas de Dirac, pois ambas produzem campo magnético em uma mesma regiao do espaco,
originado pela polarizacao do vacuo.

Para encontrar energia dessa interagao imaginemos duas cordas de Dirac paralelas entre si

e separadas por um vetor a perpendicular aos seus eixos, como mostra a figura (IV.4)

Figura IV.4: Disposicao dos dois solenéides AB

O funcional gerador do campo eletromagnético referente aos dois solendides tem a repre-

sentacao de integral funcional

20 = eon (5 [ ate a'y 400D e ) (V.65

Usando o fato de que Z[j] = exp(—iET), sendo E a energia de vacuo do sistema, e com-

parando com a equagao (IV.65) temos,

E= d'z d'y j*(x)D ", (z,y)5" (y). (IV.66)

T

No nosso caso, a corrente j é dada pela presenca dos dois solendides, cada um produzindo

sua respectiva corrente, 71 e jo,
3*(x) = ji'(x) + ja (z) 3°(y) = 31 (y) + 72 (y) (IV.67)

Dito isto, a energia de interagao agora se torna

B o= o [ dadty [) + 35 D ley) ) + 5 0)

1 . W . "
= 5 [ dady | @)D, (0 y)5 )+ (0D (2, 9)i5 () | +

vV
auto—energia
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vV
auto—energia

Os termos marcados se referem a contribuicoes de auto-energia dos solendides 1 e 2, re-
spectivamente. Esses termos nao contribuem para a energia de interacao entre os solendides e,

portanto, serdao desconsiderados de agora em diante. Assim s6 restam os seguintes termos

E = _% d'z d'y [j}(x)D ", (x,9)55y) + j5(x)D |, (2, )51 (v)]
= o [ dy 27D i) (1V.69)

onde usamos as simetrias da fungao de Green D |, (z,y).

Escrevendo D |, (z,y) e j5(y) como integrais de Fourier obtemos

_ 2 4 A p / 'k~ —ik(m—y)/ d'q 5% —iqy
E = oT d'wd Yyn ($) (27’(’)4 Dyy(k)e (27’(’)4 J2 (q)€
_ 2 4, sl d'k -~ Ty —ikx
= —37 d*z ! (a:)/ on)] D, (k) j5(k)e . (IV.70)

Usando o propagador (I11.1) e a equacao (II1.6) podemos escrever

pe—2 [ () / % D, (k) (—k*) A" (k)e ™", (IV.71)

como auxilio de (IV.6) manipulamos a expressao acima como segue

0 gk B2k -,
4 dk:dk:dk:D

E = T d'z gt (x) o7 21 (272 (k) (k%) (2m)26 (k)5 (k) AV (F 1 )ehe
— _% d%j{‘(:l:)/éjf)lz D, (k1) (k) A (R )eFrds

d4q A —ig(z—a dzlg N (L I V(T ik, &
(~odn(a) 7o) [ Dl (F) () (e

(=°)(27)%5(0°)3(q%) A*(G1)e ' (e it (Fa )




95

Az L/2d 31 2z n (—2) AM(GL) LT =1L
= —= x x q qL)e e L
/—t/2 /L / . /(27T)2 * .

Pk~ P2\ AV(E ikl T
X ( 2 Dyy(kl) (kl) "4 (kl)e s

27)
TL [ &k, -, Y AN SN
= —T (27‘(‘)2 k‘J_ AH(_kl)D“V(kl) .A (k‘J_)ﬁ’ + l, (IV?Q)
onde definimos o comprimento do solendide L = [~ LL/Z da3.

Usando os resultados W(k‘l) = %[1 + 1170, k1, 0)] e (IV.11), e o fato de que temos o

1
fluxo @, para o solendide 1 e ®, para o solenoide 2, podemos manipular a equacao acima como

segue
dzkfl 74 m /)7/.111 R T Z'El-[il
b= ‘T (2n)? RL AN (=) —2 e [1+ 1180, k1, 0)] A" (K1 )e
TL d2lg¢ J_ M - R . Ll
T @ A (—ky) Ay (k)[1+T15(0, kL, 0)] e
Pk, -

1 . I
= —— 20, Oy — ks —ky, 0)[1 4 T1% thidy
T @y ki 2kl(o,k;y, Kz, 0)(0, ky, — Ky, 0)[1 + IT%(0, k1, 0)] e

TLD, / 2k,

kJ_ R Zkl'[il

TL &Lk, - . TLODy, [ A’k . o
= _@1@2/ e it 2/ —117(0, k1, 0)] s

T (2m)* T (2m)*
L(I) P 2 7.2 1 2 ilgl-c‘il
= 2 1250@q )—I—L‘I)(I)g/dkle k2/d552(1—s—) ¢ -
472 (2m)* m 4m? [, 3/ 14 (1-— 52)%

(IV.73)

onde ®; = 7B1R; e ®; = mByRy sao os fluxos magnéticos referentes aos solendides 1 e 2
respectivamente.
O primeiro termo do lado direito da ltima linha em (IV.73) é sempre nulo, uma vez que

a; # 0, sendo assim a energia de interacao vem dada por

1 2 2 d2E Ez ik, -a@,
E = L<I>1<I>2/ dssz(l—s—)e—/ - -
0 3) ) (2m)t4m? 4 +(1— 52)4%2

1 1 d2k Z’El-al
= L<I>1<I>2/ ds s? ( s_) 5 / ikl 62 =
0 3)1—s (2m) A’ 4+ k2
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1 2 1 2 . d2E ik, -a@,
= L(bl(bQ/ dS 52 1-— s— 726—(—Vi)/ - 62
0 3)1—-s*n7 (27r)4 4 ]{;2

L Py =, (1 2 1 2
_ e / ds s° (1—5—) (2m) Ko (—22 ), (IV.74)
0

23

no qual a dltima integral da peniltima linha em (IV.74), fez-se o uso da expressao (IV.28) ja
usada anteriormente.

Com a mudanca de varidavel

1
temos
L®1®262 =2} *21
E=-2"1" 1+ =) Ve Ko(2 IV,
= Vl/I 352( —I—%z) — 1d¢Ky(2mag). (IV.76)

Nesse momento é conveniente definir a energia de interacao por unidade de comprimento

£=E/L,

. 1) . @1@262 1 10 8K0(2ma§)
R GOV TS

ada
DD [ 21 1 T O?Ko(2ma&)  0Ky(2maf)
B 272 /1 d§§_2(1+@) ¢ a{ da? * da '
(IV.77)
Com o auxilio das seguintes derivadas
9Ko(2mag) —2mEK, (2mag)
da
2
% = 4m*E Ky (2maé) + %Kl@maf). (IV.78)

podemos escrever

e _ _<I>1<I>262/ dg 4L \/5271_ [4m?a&® Ko(2mag) + 2mEK, (2mag)] +
= 27‘(‘2 . 3 62 262 0 1

P, Dye? 1
- B [ (14 ) VT bramet )

2¢2

_ _@1@262/md€g 1_|__ VE — 14m* Ko (2mag)
- o ), 3 2¢? mKo(2ma

= —M/OO d¢ (1 + —) V& — 1Ky(2maf). (IV.79)
1

3?2 282
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A integral presente na expressao acima ja foi calculada com a utilizacao do Maple, como
podemos ver em (IV.37). Trazendo este resultado para a expressao acima obtemos finalmente

a energia de interagao por unidade de comprimento

e = I [ ) - emaP (alma) + e s (ma))? | +

% {—i@ma)[(o(ma)lﬁ (ma)| . (IV.80)

Podemos notar que a energia de interacao entre dois solendide AB depende da distancia
a que 0s separam. E interessante observar que, exceto por um fator numérico, a dependéncia
funcional com a da energia de interacao entre dois solendides ¢é idéntica a dependéncia funcional
com p da corre¢ao ao campo magnético no exterior do solendide.

Por fim podemos agora achar a forca de interacao entre os dois solendides AB,

dE
F=—— IV.81
da (IV-81)

ou, de forma equivalente, a forca por unidade de comprimento,

F €
F 7 F T (IV.82)

Sendo assim, usando a equagao (IV.79), temos que

F = M/mdg (1+—) V& — 12mé&(—1)K;(2maf)
1

3m? 2862

2D, By /°° ” (1 N _) VZ — 1 ¢K (2mag)
1

3m? 282

B K )

2mP, Boc? [(K1 (ma))?

32 +ma (Ko (ma))2] : (TV.83)

ma

onde efetuamos a integral acima utilizando o Maple.

Como ja esperado, a forca depende da distancia entre os solendides e cai muito rapidamente
a medida que ¢ aumenta. A forca acima exibe um carater atrativo se os fluxos tém o mesmo sinal
(o que significa que os campos magnéticos internos tém a mesma diregao), e sinais contrarios

se os fluxos tém sinais opostos.
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Abaixo podemos visualizar o comportamento da forca entre os dois solendides AB. Obser-
vando o grafico abaixo vemos que a forca cai rapidamente quando os solendides se afastam.
Por outro lado, o mdédulo da for¢a aumenta quando os solendides ficam muito préximos um do

outro.

Figura IV.5: Esboco da forga entre dois solendides AB



Capitulo V

Conclusao

Nessa dissertacao revisamos alguns aspectos do efeito Aharonov-Bohm a da polarizacao do
vacuo da EDQ. Para o segundo tépico utilizamos regularizacao dimensional. Esses topicos
serviram de base para o principal tema abordado, a saber, efeitos da polarizacao do vacuo

devidos a presenca de um solendide.

Em todos os resultados obtidos consideramos desprezivel o raio do solendide. Os resultados

podem ser tomados como exatos para uma corda de Dirac.

Ap6s os topicos de revisao, iniciamos pelo estudo do potencial vetor produzido no exterior
do solendide levando em conta correcoes produzidas pela polarizacao do vacuo, os resultados
obtidos sao compativeis com outros ja presentes na literatura. Com o potencial vetor corrigido
encontramos o campo magnético no exterior do solendide. Vale destacar que tal campo tem
origem na polarizagao do vacuo, sendo proporcional a h e se caracterizando por um fenoémeno
genuinamente quantico, sem anélogo cldssico (na teoria cldssica ndo existe campo no exterior
do solendide).

Investigamos o efeito produzido em um atomo de hidrogénio por este campo magnético,
exterior ao solendide. Os resultados foram obtidos de forma qualitativa, dentro da aproximagao
de dipolo com o campo médio tomado sobre o a&tomo, e indicam haver um tipo de efeito Zeeman
nas imediacoes do solendide implicando na quebra de degenerescéncia do atomo de hidrogénio
no numero quantico m;. Tal efeito é muito pequeno e estd muito distante do alcance de

experimentos atualmente.

Os resultados referentes ao efeito Zeeman também indicam haver uma forca sobre atomos

nas imediagoes de um solendide. A natureza atrativa ou repulsiva da forca depende do sinal do

59



60

nimero quantico m; do atomo.

Também estudamos as alteragoes nos niveis de energia de uma particula quantica carregada
restrita a se mover em um circulo ao redor de um solendide. Neste caso podemos dizer que
calculamos correcoes oriundas da polarizagao do vacuo ao efeito Aharonov-Bohm em sua versao
de estados ligados. Tais correcoes também se revelam extremamente pequenas.

Por fim, e como 1ltimo tema abordado, estudamos a interacao entre duas cordas de Dirac
paralelas. Esses resultados nao devem ser pensados como uma aproximacao para a interagao
entre solenéides muito finos, estudada na referenéncia [34], pois nesse segundo caso, existem
termos em ordem mais alta que contribuem para tal interacao. No caso de cordas de Dirac, os
calculos aqui apresentdos se aplicam perfeitamente.

Calculamos a energia de interagao entre duas cordas de Dirac e a correspondente forga (por
unidade de comprimento dos solendides) entre as mesmas. Verficamos que tal forga é atrativa
caso os fluxos magnéticos dos solendides tenham o mesmo sinal, e repulsiva se os sinais dos
fluxos forem contrarios.

E interessante observar que a expressao para a energia de interacao entre os dois solendides
AB possui comportamento semelhante ao campo magnético no exterior do solendide corrigido, e
a expressao da forca de interacao se assemelhava ao comportamento do potencial vetor corrigido.

Dados todos os resultados discutidos acima, concluimos que a polarizagao do vacuo nas ime-
diacoes de um solendide pode realmente produzir fenomenos fisicos intrinscicamente quanticos,
alguns dos quais se caracterizam por serem exclusivamente decorrentes da polarizacao do vacuo.
Infelizmente tais efeitos sao pequenos demais para serem verificados em laboratério nos dias
atuais.

Como perspectiva futura, temos a intencao de investigar a deflexao de feixes de particulas
classicas nas proximidades de um solendide, assim como a deflexao de feixes de atomos de
hidrogénio.

E relevante o desenvolvimento de um estudo mais elaborado sobre a interagao de um atomo
com um solendide, considerando a variacao do campo ao longo do atomo. Isso requer o trata-
mento de perturbacoes de multipolos para o campo no exterior do solendide atuando sob o
atomo em questao. Esse procedimento deve trazer resultados quantitativos para o sistema.

Seria interessante também reconsiderar os calculos desenvolvidos nesta dissertacao levando

em conta o raio finito do solendide. Isso tornaria mais realistico muitos dos resultados expostos.



Apeéendice A

Superposicao de dois movimentos

harmonicos simples

Vamos considerar duas fontes pontuais de onda S; e S; que oscilam em fase com a mesma

frequéncia angular w e amplitudes £y; e &yo. Suas respectivas ondas esféricas sao

61 = 601 sin(wt — ]{57’1) 62 = 602 sin(wt — ]{57’2) (Al)

onde 1 e ry sao as distancias de qualquer ponto a Sy e Ss.

Figura A.1: Amplitude resultante de duas ondas que interferem entre si.

O eixo X foi tomado como linha de referéncia. A amplitude & e a fase a do movimento
ondulatério resultante sao dadas pela sua resultante vetorial. Portanto podemos expressar a

amplitude da pertubagao resultante em um ponto P por:

o = \/531 + &y + 2601802 cOs 0. (A.2)

No caso em que temos um reforco maximo de dois movimentos ondulatérios (interferéncia
construtiva): cosd = +1, 6 = 2nm.
No caso em que temos atenua¢do maxima de dois movimentos ondulatérios (interferéncia

destrutiva): cosd = —1, 6 = (2n + 1)7.

61



Apeéendice B

Efeito Zeeman

Quando um atomo é colocado na presenca de um campo magnético externo uniforme,

quebra de algumas degenerescéncias. Esse fenomeno é o chamado Efeito Zeeman.

Para um tnico elétron a perturbacao é:
Hz == _(,Jl + ,Js) . Bemt

onde
. e
fs = ——5S
m
¢ o momento de dipolo magnético associado com o spin do elétron, e

e

T
e 2m

¢ o momento de dipolo associado com o movimento orbital do elétron. Entao:

Hz = - <_ES - iL) . Bemt
m 2m

e

2S + L) - B,
2m( +) !

temos a

(B.4)

A natureza do efeito Zeeman depende criticamente da intensidade do campo magnético

externo em compara¢ao com o campo interno (B;,). O campo interno para um atomo de

hidrogénio, da perspectiva do elétron, seria um campo magnético produzido pelo préton que

gira em torno do elétron (corrente continua). Pela lei de Biot-Savart temos

1 e

By =———=
4meq mc?r3

LConsideramos o acoplamento L e S (Efeito Zeeman anémalo).
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onde m é a massa do proton, L é o seu momento angular orbital e r» é o raio da orbita do
proton.

Se Beyt < Bin, entao a estrutura fina? domina, e H, pode ser tratado como uma pequena
perturbacao.

Se Byt > B, entao o efeito Zeeman domina e a estrutura fina torna-se a perturbacao.
Na zona intermediaria, onde os dois campos sao comparaveis, precisamos do mecanismo com-
pleto da teoria de perturbacao degenerada, sendo necessario diagonalizar a porcao relevante da
Hamiltoniana.

Nessa dissertacao estamos interessados na situacao de campo fraco.

Efeito Zeeman: Campo fraco

Se B.y < B, entao a estrutura fina domina com os respectivos niveis de energia

13,6 eV o? n 3
B, =20 2 B.6
=R e )] )

Vale encionar que os nimeros quanticos relevantes sdo: n, [, j e m; (e nao m; e ms, pois na
presenca do acoplamento de spin-érbita - L e S nao sao separadamente conservados).

Em primeira ordem da teoria de perturbacao, a correcao Zeeman para a energia é:

E'=(nljmy|H.|nljm;) = %Bm (L +28). (B.7)

. =

Agora L +2S =J + S, onde J = L + S. Infelizmente nao conhecemos o valor esperado
de S. O momento angular total J = L 4+ S é constante; L e S precessam rapidamente a cerca
deste vetor fixo J. Em particular, o valor médio de S é apenas a sua projecao ao longo de J:

(S-J)
J2

Syed = J. (B.8)

Na presenca do acoplamento de spin-orbita, L e S nao sao separadamente conservados; eles

precessam sobre o momento angular total J fixo. Mas L =J —S, entao L? = J2+ 52 -2J-Se

J.-S= %(J2+52—L2) :%z[j(j+1)+s(s+1)—za+1)] (B.9)

do qual segue que:

(S.J))J>:[1+j(j+1)—l(l+1)+§ 3y (B.10)

(L+2S>=<(1+ 72 2j(j+1)

2Correcoes na Hamiltoniana devido & dois mecanismos distintos: correcao relativistica e acoplamento spin-

drbita.
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O termo no colchetes é conhecido como fator g-Landé, ¢g;. Escolhendo o eixo z seguindo ao

longo de B.,;, entao

EZ1 = 1B Gy Besmy, (B.11)

h Vv
onde p = 26— = 5,788 x 107° % ¢ o chamado magneton de Bohr.
m

A energia total é a soma da parte da estrutura fina e a contribuicao de Zeeman,

E = E,+E!

13,6 eV a? n 3
- {1 ( — —)] + 1B gy Begtm; (B.12)

n? j+3 4

Exemplo: O estado fundamental do dtomo do hidrogénio (n = 1,1 =0,j = %,)

Nesse caso temos

JG+1) —1ll+1)+3
2j(j +1)

g5 = 1+

1(1
L3+
= 2 (12 D+ (B.13)
25 (3 + )
e o estado de energia dividi-se em dois niveis
o?
E=-13,6¢eV (1 + Z) + 1 Beyt (B.14)

N[

com sinal (+) para m; = % e sinal (—) para m; = —



Apeéendice C
Rotacao de Wick

Da integral,

B d*p 1
I—/( (C.1)

2m)4 p?2 — m2 + iele—ot
Podemos fazer,

3= 3=
I:/(dp dpo 1 :/(dp dpo 1 (C.2)

2m)* (2m) pg — % — m? +ie 2m)? (2m) (po — (wp — 7€) (po + (wp — ie))

onde w, = /P 2+ m2.

Figura C.1: Contorno de integracao.

dz
% (z — (wp —i€)) (2 + (wp — i€)) =0 (C.3)
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/ood ! n ./“X’d 1 .
. . 1 — — =
P = (wp— i) o + (wp—ie)) S Yo mEtie

assim

> 1 (— z)/ 1
d = d
/—oo popg—ﬁz—m2+i€ ( 1) yy +p2+m?+ie

1
= (=) [ dy— 5
| 500 y + p ‘I’ m? + 1€ le—0

Il
N

oo y+p P24+ m?

Fazendo a substituicao y — py temos:
j/“” d*p 1 J/“” d*p 1
= —i
oo (2m) P2 — M2 + e (2m)% p? + m?

Po — ipo, dpo — idpo, d*p — id'p.

onde



Apéendice D

Notacoes e Convencoes

D.1 Unidades

Neste presente trabalho foi utilizada unidades onde
h=c=1.

Neste sistema,

[comprimento] = [tempo] = [energia] " = [massa] .

(D.1)

(D.2)

A massa (m) de uma particula é portanto igual a sua energia de repouso (mc?), e também

ao seu inverso de comprimento de onda Compton (mc)/h.

D.2 Algumas expansoes

D.2.1 Binomio de Newton

l+n) " =1F —+——+..., (% < 1).

(D.3)

(D.4)
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D.2.2 Expansao da exponencial

2 1.3

T _ T
e —1+x+2!+3!+.... (D.5)

D.2.3 Expansao do logaritmo natural

1 1
In(1+ x) :x—§x2+§x3—... (|x| < 1). (D.6)

D.3 Relatividade e tensores

O tensor métrico usado neste trabalho foi

1 0 0 0
) 0 -1 0 0

I =97 = 0 0 -1 0 (b7
00 0 -1

com indices gregos que vao de 0 a 3 e indices romanos 7, 7, etc que vao de 1 a 3 denotando somente
as trés componentes espaciais. Quadri-vetores sao escritos de forma normal sem destaque, ja

tri-vetores sao denotados em negrito ou por uma seta sobre ele, por exemplo,

—

H = (xo,x) = (xo,x), x, = gur’ = (xo

,—x) = (2", -7); (D.8)

prx=gup'a’ =p'a° —p-x (D.9)

D.4 Transformadas de Fourier e Distribuicoes

Neste trabalho frequentemente usamos a fun¢ao degrau de Heaviside 6(z) e a fungao Delta de

Dirac 6(x), definidas como se segue:

0, =<0,
0(x) = ' - (D.10)
i(z) = 4 0(x). (D.11)
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A funcdo delta em n dimensoes, denotada 5 (x) é zero em qualquer lugar exceto em x = 0

e satifaz,
/ A"z (z) = 1. (D.12)

Os fatores 27 nas tranformadas de Fourier sempre aparecem com a integral momentum.

Por exemplo, em quatro dimensoes,

o) = [ ey (D.13)

AN O ’ '
f(k) = /d4x e f (). (D.14)

Em transformadas tri-dimensionais os sinais nos expoentes serao + e —, respectivamente.

O tilem f (k) as vezes serao omitidos quando néo existir potencial para confundir. Outro fator

importante de 27 para relembrar aparecera na identidade,

/ d*z e = (2m)40W (k). (D.15)

D.5 Regras de Feynman
Eletrodinamica Quantica: £ = W (iv*d, —m) — 1(Fu)? — eUy*TA,

Propagador de Dirac

_ 0p +m)
» P2 —m? + ie

Foton propagador

_@.g,uw
—— P2+ de
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D.6 Regularizacao por corte no momentum (Cut-off)

1
I = /le’m, Xr = ([L’l,...,l’]\[). (D16)

Métrica euclidiana, estamos integrando em todo R¥.
r=n/xi+... a2k (D.17)
0<6;<m, 0<¢<2r, 0<r<oo (D.18)
x1 = rcos bt

Ty = 1 8in 6 cos 69

T3 = 7 8in #; sin 0, cos 63

(D.19)
Ty_1 =rsinf;sinfds...sinfy_scoso
Ty =7rsinf;sinfs...sinfy_ssin ¢

logo,
dVx =N "tsing, sin? 6, .. .sin® 2Oy _o drr dby dbs ... dON_o do (D.20)

onde
d€) = sin 91 sin2 92 R sinN_2 QN_2d91 d@g e deN_g d¢ (D21)

Assim,

,r,N—l
S

a segunda integral do termo acima ¢ finita para: ¥V =1 /r?4 = pN-1724 N 1 24 < —1 —

N—-2A<0. E

2T T T
/dQ = / dgb/ doy ... / dOy_5sin 6y sin? 6y ... sinV "2 0y _s. (D.23)
0 0 0

Finalmente

A FN-1
Ir=S dr————— . D.24
A N/O T(rz + a?)A [A—oo ( )
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D.7 Integrais de lago(loop) e Regularizagao Dimensional

Para combinar denominadores propagadores, introduzimos integrais sobre parametros de Feyn-

man:
1 ! (n —1)!
- = dzy...dx,0 i — 1 —. D.25
A1A2 e An /0 1 v (Zl' ) [[L’lAl + [L’QAQ + ...+ [L’nAn] ( )
No caso de somente dois fatores, esta férmula se reduz:
1 ! 1
— = dx . D.26
AB /0 [zA+ (1 —z)B)? (D-26)

Feito isto, a quantidade nos colchetes no denominador sera uma funcao quadratica de
varidveis no integrando p!'. Depois, completa-se o quadrado e desloca-se as varidveis de in-
tegragao absorvendo os termos lineares em p!'. Para uma integral de um laco(loop), existe
uma unica integracao no momentum p*, o qual é deslocado a um momentum varidavel (#. De-

n

pois deste deslocamento, o denominador assume a forma (/> — A)”. No numerador, termos

com nimero impar de poténcias de [ desaparecem por integracao simétrica. Simetria também
permiti substituir

1
= Sl (D.27)

(Aqui d é a dimensao do espaco tempo.)A integral é mais convenientemente avaliada apds

uma Rotacao de Wick ao espaco Euclidiano, com a substituicao
=4} P=-13 (D.28)

Se a integral converge, podemos colocar d = 4 do comeco. Se a integral diverge, o compor-

tamento préximo d = 4 pode ser extraido por expansao

(%)2_d/z —1_ (2 _ g) InA+.... (D.29)

Também precisamos da expansao de I'(z) préximo de seus polos:
1
['(z) = el + O(z) (D.30)

proximo de x =0, e

1
—7+1+...+E+O(x+n)) (D.31)
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proximo de x = —n. Aqui v é a constante de Euler-Mascheroni, v ~ 0,5772. A combinacao

seguinte dos termos frequentemente aparece nos céalculos:

F(EfT_dé) (%)H/2 _ @ (% “InA — 4 In(4r) + 0(6)) , (D.32)

com € =4 —d.

D.8 Constantes Fisicas

c=2,998 x 10"%em/s; (D.33)
h=6,582 x 10722 MeV.s; (D.34)
e=—1,602 x 1071C; (D.35)
me =9,109 x 1073 K g (D.36)
62
O rhe ~ 13701 - 000730 (D-37)
Combinagoes tteis: Raio de Bohr:
h -9
ap = = 5,292 x 10 %¢em; (D.38)
aMeC
Comprimento de onda Compton do elétron
)= = 3,862 x 10" em; (D.39)

Constante de Euler-Mascheroni

1 1 1
v = lim (1—|—§—|—§—|—...—|———ln(n)) ~ 0,577216... . (D.40)
n—oo n
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D.9 Integrais usadas no texto

D.9.1 Integral de 7

Sendo I uma integral dada por

:/ dx e (D.41)

o0

o0 2
I = (/ dx e_mQ)
= / dr e / dy eV

= / dx/ dy @ V") (D.42)

passando a integral acima em coordenadas polares temos: dxdy = dA = rdrdf e r* = x? + 12,

logo
/ dx/ dy @) = / / 6_T2Td7’} do
—0 —0 0 LJ—o0
— / 2 / 6_7"27’0[7’] df
o L Jo
T 1 2 o0
e 2 —_e T
/0 ( 5¢ )’0 d
= . (D.43)
Assim,
I’ =, I =+/r. (D.44)

D.9.2 Funcao de Green tri-dimensional da equacao de Helmholtz
(V2 + k%)

Suponha que queremos encontrar uma fungao G(r) que resolva a equagao de Helmholtz com
uma fungao delta (fonte):

(V2 + k%) G(r) = 6*(x) (D.45)
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onde G(r) é chamada fungao de Green para a equagao de Helmholtz. Nossa primeira tarefa é
resolver a equagao (D.45) para G(r). Isto é facilmente realizado através de uma tranformada

de Fourier, o qual torna a equacao diferencial em uma equagao algébrica. Temos

1 -
G(r) = on)i 2 /els g(s)ds. (D.46)
Entao
1 is T
(Vz + ]{52) G(r) = W/ [(Vz + k2)€ :| g(S)dss (D47)
mas
V26is-r — _S26is-r (D48)
e
5 (r) = (21)3/ei5'rd3s, (D.49)
T
entdo a equagao (D.45) fica
! / (—s? + K2)e™ g (s)dPs = — / ¢i*7 s (D.50)
(2m)3/2 (2m)? ' '
Isto segue que
1
pu— D- 1
colocando este resultado de volta na equagao (D.46) nds encontramos:
1 S
= — (s, D.52
G(r) (27r)3/6 (k:2—s2)d s (D.52)

Agora, r esta fixo, no que diz respeito a integracao de s, assim podemos escolher bem as
coordenadas esféricas (s, 6, ¢) com o eixo polar ao longo de r. Entao s - r = srcosf, a integral

em ¢ ¢ trivial (27) e a integral em 6 é:

T isrcos® | 25si
/ 6zsr0059 sin ede — _6 . — M (D53)
0 isr o ST
Entao
1 2 [* ssin(sr) 1 > ssin(sr)
Gr) (2m)? r/o K2 —s2 T g2y /_oo 2 —s2 ( )

A integral nao é simples, para isto revertemos a notagao exponencial e fatoramos o deno-

minador:

o) = g [/_Z md e et
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_ ' h-n) (D.55)

8m2r

Estas duas integrais podem ser avaliadas usando a féormula integral de Cauchy:

%(fldz = 2mif(z20). (D.56)

)
Para cada integral na equagao (D.55) devemos ter um contorno fechado de tal maneira que

" vai a zero quando s

o semicirculo no infinito nao contribua nada. No caso de [;, o fator e*
tem uma grande parte positiva imagindria; para isto nés fechamos o contorno por cima como

mostra a figura (D.1). O contorno circunda somente a singularidade em s = +k, entao

sesT 1 [ ser .
I, = % { } kds = 271 L " k‘} e = dime*T (D.57)

—18r

No caso de I, o fator e vai a zero quando s tem uma grande parte negativa imagindria;

para isto fechamos o contorno por baixo como mostra a figura (D.1). O contorno circunda

somente a singularidade em s = —k,
Se—isr 1 Se—isr )
I, = ds = —2mi ot = —ime™. D.58
? %L—k]s%—k‘s m{s—k‘b g e ( )
Finalmente a equacao de Green para a equagao de Helmholtz é
G _ i . ikr . ikr _ 6ikr
(r) = S [(ime™") — (—ime™)] = = (D.59)

@ (®
Figura D.1: Contornos de integagao das equagoes D.57(a) e D.58(Db)

D.9.3 Funcao de Green bi-dimensional da equacao de Helmholtz
modificada (V? — £?)

Da equacao

/ddp f(p)etPa = (27)Y2q 4 /OO du ud/sz/g_l(u)f <%) , d> 2. (D.60)

0
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E sendo
1
= D.61
0 = D.61)
entao
u 1 a?
Z) = = D.62
f(a) (E)2+m2 u? + (ma)? ( )
assim a equagao (D.60) fica sendo,
1 - © w2 ]9 1 (u)a?
de tipa _  (95)d/2 —d/ d /
/ P o m2® (2m)* a ; u W2+ (ma)?
o0 1
/2 _2-d /2
= (27'(') / a /0 du u / Jd/g_l(U)m
= (QW)d/zaz_d(mapq)d/z_lKd/2_1(mapq), 1<d<4
= 2m)"PmT(ma)* (mayy) > Kajp-1(may,),  1<d<4
= (2m)72mI 2 (mapy) " Kyja 1 (may,). (D.63)
D.10 Funcao Gama
['(z) = / ettt Re z>0 (Euler), (D.64)
0
1-2-3...nn°
I'(z) = L 0,—-1,-2,.... Eul D.65
1 = z
I (2) = — = ze”* H (1 + —) e/, (Wierstrass), (D.66)
['(2) vt n

['(z) = % — 7+ 0(2). (D.67)
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