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“Pedi e se vos darda. Buscai e achareis.
Batei e vos serd aberto.

Porque todo aquele que pede, recebe.
Quem busca, acha.

)
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Resumo

Este trabalho é dividido em duas partes. Na primeira delas consideramos
espacos de Krein. Um espaco de Krein é um espago vetorial que pode ser
decomposto como uma soma direta de dois de seus subespacos, ambos sendo
espacos de Hilbert com normas diferentes provindas de uma mesma forma
sesquilinear sobre o espaco em questao. Entre outras coisas, discutimos quando
um espaco de Hilbert torna-se um espaco de Krein e, vice-versa. Na segunda
parte, aplicamos os resultados prévios para obter uma extensao do Teorema
de Mercer para uma composi¢ao da forma Ro (S + T), onde R, S e T sao
operadores integrais sobre o espaco usual L*(S™), onde S™ ¢ a esfera unitaria

de R™*1. A prova desta extensdo é baseada na construcio de uma estrutura
de Krein para L?(S™) dependendo de R, S e T.

Palavras-chave: Teorema de Mercer, operador integral, operador positivo, J-espago,

espacos de Krein, teorema espectral.
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Abstract

This work is divided in two parts. In the first one we consider Krein spaces.
A Krein space is a vector space which can be decomposed as a direct sum of
two of its subspaces, both being Hilbert spaces with different norms coming
from a same sesquilinear form on the space itself. Among other things, we
discuss when a Hilbert space is a Krein space and vice-versa. In the second
one, we apply the results from the previous part to obtain an extension of
Mercer’s theorem to a composition of the form Ro (S+T), in which R, Se T
are integral operators on the usual L?(S™), in which S™ is the unit sphere in
R™*!. The proof of this extension is based upon the construction of a Krein

space structure for L?(S™) depending on R, S and T.

Keywords and phrases. Mercer’s theorem, integral operators, positive operators,

J-space, Krein spaces, spectral theorem.



Simbolos e Notacoes

C corpo dos nimeros complexos com as operagoes usuais
R corpo dos nimeros reais com as operacoes usuais

R™+ espaco euclidiano g-dimensional

Sm esfera unitdria em R™! em relacdo a norma usual

(X, M,v) espago de medida

LY(S™) espaco das fungoes integraveis em relacao a medida do,,
L2(S™) espaco das fungoes quadrado-integraveis em relacao a medida do,,
V espaco vetorial unitario

r funcao gama usual

K nucleo gerador do operador integral

T transformacao linear entre espacos vetoriais

G operador autoadjunto tal que Go G =1

J operador autoadjunto tal que JoJ =1

1 operador identidade

(-, ) produto interno

(H,(-,-)) espaco de Hilbert relativo ao produto interno (-, -)

q forma hermitiana sesquilinear

forma hermitiana sesquilinear dependente de G e (-, )

espaco de Krein munido da forma ¢

~ o~
ST Q
< 2
N—

produto interno induzido por uma forma ¢

produto interno induzido por um operador autoadjunto G tal que Go G =1

—~
—~
~

T* conceito de adjunto no sentido usual
T conceito de adjunto no sentido de espago de Krein
dij funcao delta de Kronecker
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5 um subespago das sequéncias complexas quadrado-somaveis
p(T) resolvente do operador T
o(T) espectro do operador T’

W @ W+  soma direta de espacos vetoriais
Im(T) imagem do operador T’
Re(z) parte real de um nimero complexo z

Img(z)  parte imagindria de um nimero complexo z
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Capitulo
1

Introducao

A Teoria de Operadores Lineares em espacos munidos de uma forma sesquilinear
hermitiana é um ramo da Anélise Funcional aplicada em diversas areas da Matematica e
da Fisica. Problemas de Mecanica ([27]), Teoria Quantica de Campos ([18]) e Sistemas
de Equagoes Diferenciais Dissipativos Hiperbdlicos e Parabdlicos ([21, 22]) aparecem
nesse cenario.

Embora os fisicos tedricos tivessem conhecimento de tais operadores, os matemati-
cos foram motivados a descrever e esclarecer as propriedades geométricas e topoldgicas
dos espacos, onde esses operadores lineares atuam. Dentre os matematicos que aparece-
ram nessa formalizacao destacou-se Pontryagin ([20]). Seus estudos foram continuados
por Krein e Iokhvidov ([14, 2]).

Nesta dissertagao, estudaremos a teoria de espacos de Krein, cujos conceitos e
definigoes foram baseados em [2]. Em poucas palavras, espaco de Krein é um espago
vetorial obtido pela soma direta de espacos de Hilbert, onde cada somando tem as
expressoes de seus produtos internos iguais, a menos de sinal e, dependentes da forma
sesquilinear hermitiana atuando sobre o espago. Nesses espacos, estudaremos opera-
dores autoajuntos no sentido de Krein. Tal como na teoria classica, num espaco de
Krein também aparece a versao do teorema espectral para operador limitado e positivo.
Esse teorema sera usado para encontrarmos a expressao do nicleo do operador integral
da forma Ro (S +T), onde R, S e T sao operadores integrais sobre L?(S™), o espago

das funcoes quadrado-integraveis gerado pela medida de Lebesgue de R™*! restrita a
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S™. a esfera unitaria com centro na origem desse espago.

Geralmente, as propriedades assumidas para operadores integrais implicam que eles
sao também compactos autoadjuntos sobre os espacos que eles atuam. Portanto, o Teo-
rema Espectral Classico é aplicado para gerar uma sequéncia de funcoes integraveis e
uma sequeéncia numérica que sao usadas na composicao de uma série que pode con-
vergir uniformemente para o nticleo do operador integral em questao. Essa técnica foi
usada primeiramente por Mercer. Também a usaremos aqui para obter a expressao de
Ro (S+T). Isso justifica o titulo do trabalho que estamos apresentando.

A seguir, cotamos a versao classica do Teorema de Mercer para compactos da
reta([16]).

Teorema 1.0.1 Seja K uma fungdo em L*([a,b] % [a,b]). Se K é continua e o operador
integral gerado por K € mao negativo, entao existe uma sequéncia de numeros nao
negativos {\,} convergindo para 0 e uma sequéncia {1, } ortonormal em L*([a,b])

formada por funcoes continuas tal que a soma
K(a:,y) = ZAn¢n<x)wn(y)a T,y € [aab]
n=1

converge absoluta e uniformemente em [a,b] X [a,b].

Vérias versoes deste teorema foram estudados por muitos matematicos. Sua apli-
cabilidade estd associada a muitos problemas. As referéncias [5] e [15] fazem uso desse
teorema para estudar teoria de operadores. Problemas como: Equacoes de Volterra
[23] e teoria de aproximagcao ([25, 26]) aparecem naturalmente neste campo da andlise.

Versoes mais gerais do Teorema de Mercer foram estudadas por outros pesquisadores

([7], [8])- A versao que estudaremos aqui é uma extensao daquela provada em [7].

Teorema 1.0.2 Sejam R e T operadores integrais autoadjuntos sobre L*([a,b]), ambos
gerados por nicleos continuos. Assuma que —1 ndo € um autovalor de T. Se R €
positivo, entao existem sequéncias {¢n} € {1} em L*([a,b]) e uma sequéncia {\,} de

numeros reais tais que

Y Aabn(@)nly).  wy € la,0],

2
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converge absoluta e uniformemente em [a, b] X [a, b] para o nicleo gerador de Ro(I+T).

Nossa extensao desse teorema refere-se a dois sentidos. Primeiro que o espago
L*([a,b]) agora é substituido por L*(S™) e a classe de operadores que lidaremos é
mais geral que a tratada na hipdtese do teorema acima. Assim como em Dostanic,
nossa prova também baseia-se na construcao de uma estrutura de espaco de Krein
para L?(S™).

O restante da dissertagao esta organizada como segue: O Capitulo 2 contém uma co-
letanea de conceitos e propriedades da analise funcional necessarios para a compreensao
dos resultados que serao abordados no decorrer do trabalho.

No Capitulo 3, estudaremos o conceito de forma sesquilinear hermitiana e vere-
mos que os espacos vetoriais munidos dessas formas possuem uma estrutura com pro-
priedades semelhantes as que aparecem em espago vetorial com produto interno. Esse
é o capitulo, onde estudaremos espacos de Krein. A questao de sabermos sob que
hipdteses espacos de Krein tornam-se um espaco de Hilbert e reciprocamente, também
sera abordada aqui. Finalmente, abordaremos superficialmente questoes da teoria de
operados lineares sobre tais espagos como, por exemplo, o conceito de operador adjunto
e a relagao entre esse e o conceito ordindrio.

Finalmente no Capitulo 4, principal da dissertacao, sera provada a versao do Teo-
rema de Mecer para o ntucleo da composicao de operadores integrais que comentamos

acima. A prova que apresentamos é mais detalhada que aquela de Dostanié.



Capitulo
2

Preliminares

No capitulo presente apresentaremos resultados basicos a serem utilizados nos
capitulos 3 e 4. Algumas provas serao apresentadas integralmente, enquanto outras
serao substituidas por uma indicagao bibliografica apropriada, quando for o caso.

Embora os titulos dados a cada se¢ao deste capitulo sao gerais, nao aprofundaremos
a teoria que eles sugerem, mas somente os conceitos e resultados que tém relagao direta

com este trabalho serdao abordados com mais detalhe.

2.1 Espacos de Hilbert

Nesta secao, descreveremos algumas propriedades dos espacos de Hilbert. As re-
feréncias [6], [11] e [12] contém um estudo mais completo desses espagos.

Nos textos subsequentes, a notagao C e R indicam o corpo dos niimeros complexos
e o corpo dos niimeros reais, respectivamente. Os espagcos vetorias sobre C serao, usual-
mente, chamados espacos vetorias unitarios. Usaremos simplesmente a terminologia
‘espaco unitario’ para designar tais espagos.

Iniciaremos com propriedades bésicas de espacgos unitarios munidos de produto

interno.

Teorema 2.1.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) SejaV um espago unitdrio
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com produto interno (-,-). Entao,
(2 9)| < (2, 2) Py, )", @y eV
Demonstracao: Sejam z,y € V. Entao,
0< (z— Ay, = Ay) = (2,2) = Mz,y) = My, 2) + [M*(y. ), AeC.

Como o resultado é imediato para y = 0, assuma o contrario. Aplicando, agora, a

desigualdade anterior para A = (z,v)/(y,y), segue que

2
o< oy Lol
(v,9)
Portanto, o resultado segue da iltima desigualdade. [ |
Quando nada for dito, a notagao (H, (-, -)) indicard um espago de Hilbert e || - || a

norma proveniente do produto interno (-, -). Entao,
||| = (z,2)'?, z e,

O teorema abaixo mostra a continuidade do produto interno, propriedade tutil
quando se precisa permutar o simbolo de somatorio de uma série com o simbolo de

integracao.

Teorema 2.1.2 Seja (H,(-,-)) um espaco de Hilbert. Se {x,} e {yn} sdo sequéncias

em H convergentes para x,y € H, respectivamente, entio (T,,yn) — (T, ).

Demonstracao: Sejam {z,} e {y,} como na afirmagao do teorema. Entdo, aplicando-
se sequencialmente a desigualdade triangular e a Desigualdade de Cauchy-Schwarz,

vemos que

[(@ns yn) — (T 9) | = Kn — 2 9n) + (@40 — )| < Mz — 2llllynll + 2]y = yll-
A continuidade da norma implica que |(z,,y,) — (x,y)| — 0. O lema estd provado. W

Os resultados listados na sequéncia, requerem a definicao de base ortonormal de
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um espaco de Hilbert. No capitulo presente, o conjunto A que aparece nos resultados

a seguir representa uma familia de indices.

Definicao 2.1.3 Seja {en}aca um congunto de (H,(-,-)). Dizemos que {€4}aca € um
conjunto ortonormal quando possui as sequintes propriedades:

(i) {cares) =0, a0, B € A, a # B;

(i1) |lea]| = 1, a € A.

Um conjunto ortonormal {es}taca € uma base ortonormal de H quando:

(111) Se x € H e (x,eq) =0, a € A, entdo z = 0.

Quando A for o conjunto de inteiros positivos a notacao {e,}aca sera substituida

simplesmente por {e,}.

Teorema 2.1.4 (Desigualdade de Bessel) Se {e,}aca € um conjunto ortonormal
em (M, (-,-)), entao

D lwea)? < ll2fl?, @ eH.

acA

Demonstragao: Seja {e,}aca como na afirmagao do teorema. Defina

Ta =T — Z(x,ea)ea, r€H,

acA’

onde A" é um subconjunto finito de A. Entao, para cada x € H,

(xar,e5) = <9c - Z(x,ea>ea,eg> = (x,e5) — <Z(x,ea>ea,eg> =0, peA.

acA’ acA’

Como x4 € ortogonal a x — x4, © € H,

2
Iz = llzal® + llz — za]

Z (x,eq)€q

aeA’

= Jlzal? + ) Kz ea)?

acA’

> > |{wea)’, weH

aeA’

2

— lloal?+
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Como A’ é arbitrario, o teorema esté provado. [ |

O proximo teorema mostra que igualdade pode ocorrer na expressao da Desigual-
dade de Bessel. Além disso, ele nos da uma condicao necessaria e suficiente para que

um conjunto ortonormal seja também uma base do espaco de Hilbert em questao.

Teorema 2.1.5 Seja {e,}aca um conjunto ortonormal em (H, (-,-)). Entdo, as sequintes
afirmacoes sao equivalentes:
(i) Sex € H e (x,eq) =0, a € A, entdo x =0;

(i1) Se x € H, entao a soma

Z(m, €a)€a

a€A

¢ H-convergente para x;

(i) (Identidade de Parseval) ||z|> =3 ., (2, e.)?, z € H.

Demonstracao: ([19], p.154). [ |

O lema técnico a seguir sera usado para provar o proximo teorema.

Lema 2.1.6 Seja V um espago unitdrio munido com o produto interno (-,-). Assuma

que x,y € V. Entao, (x,y) =0 se e somente se
(x+ My,x + \y) > (z,z), AeC.

Demonstracao: ([19], p.123). |

Teorema 2.1.7 (Teorema da Decomposi¢cao Ortogonal) Seja W um subespago
vetorial fechado de (H,(-,-)), entdo H =W & W+, onde

WHi={xeH : (z,y) =0,y €W}

Demonstracao: Seja € H. Defina 6 = inf,cy ||z — z||. Logo, existe uma sequéncia
{y,} em W tal que ||z — y,|| — . Pela Lei do Paralelogramo ([11], p.173),

g = yull® = 2l = 21* + 2llym — 21 = g + o — 22[*, mym=1,2,....

7
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Como (y, +ym)/2 € W, m,n=1,2,...,

||yn_ym||2 = 2||yn_5U||2+2||?/m—$||2—4||(yn+ym)/2_x||2
< 2y — 2?4+ 2|y — ]|* — 46%.

Entao, {y,} é uma sequéncia de Cauchy em W. Como W é fechado e H é completo,

a sequéncia {y,} converge para algum y € W. Entao,
0 <|z—yll <llz—yull +llyn—wll, zeW, AeC.

A continuidade da norma implica que ||y, — y|| — 0. Como ||z — y,|| = &, concluimos
que ||z —y|| = 6. Uma vez que W é um subespago de H, \z—y € W, ze€ W e X € C.
Logo,

Iz —y) + Azl = [lz + (Az =)l = [lz — y.

Pelo lema anterior, (z —y,z) =0, 2 € W. Assim,
r=y+(x—y), yeW, z—ycWw

Como a unicidade desta decomposicao vem da igualdade W N W+ = {0}, o teorema

esta provado. [ |

Operador adjunto, definido a seguir, aparece no estudo da teoria espectral.

Definigao 2.1.8 SejamV e W espagos unitdrios com produtos internos (-, )y e (-, )w,
respectivamente. A adjunta da transformacado linear T 'V — W € a unica trans-

formagao linear T* : W — V tal que (T'(z),y)w = (x, T*(y))y, c €V ey € W.

Um caso particular desta definicao ocorre quando os dois espacos unitarios envolvi-
dos na defini¢ao acima coincidem. Neste caso, o adjunto do operador linear T" sobre V

é o unico operador T™ sobre V satisfazendo a igualdade

(T(x),y) = (z,T"(y)), =z, ye.

Quando T =T dizemos que T' é um operador linear autoadjunto sobre H.
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Salientamos que no restante deste trabalho a expressao ‘operador linear’ sera subs-
tituida por ‘operador’.

Para o préximo teorema recordamos que um operador 1" sobre um espago unitario
normado é compacto quando a imagem da bola unitaria do dominio do operador é um

conjunto de fecho compacto no contradominio.

Teorema 2.1.9 Seja T um operador limitado sobre (H, (-,)). As afirmagoes sequintes
sao equivalentes:

(i) T é compacto;

(1) T* € compacto,

(111) Existe uma sequéncia {Tn} de operadores de posto finito tal que ||T" — Ty|| — 0.
Demonstracao: ([6], p.42). |
O conceito abaixo facilitara a escrita no restante da dissertagao.

Defini¢ao 2.1.10 Seja (H, (-,-)) um espag¢o de Hilbert. Uma sequéncia (An,e,) em

C x H é compativel com um operador T sobre H quando para cada x € ‘H, a soma

f: Az, en)e,
n=1

¢ ‘H-convergente para T(x).

Note que nao estamos exigindo unicidade do operador na representacao acima.
Além disso, como nem toda soma do tipo que aparece na Definicao 2.1.10 é H-
convergente, nem toda sequéncia (\,,e,) em C x H é compativel com algum operador
sobre H. No entanto, o Teorema 2.1.5 garante que quando {e,} for uma base ortonor-
mal de H, a sequéncia (1,e,) € R x H é compativel com o operador identidade I sobre
H.

O teorema abaixo, mostra que a expressao que define o operador T™ é conhecida
quando a soma que define o operador T" sobre o espago de Hilbert em questao, também

¢é conhecida.

Teorema 2.1.11 Sejam (H,(-,-)) um espaco de Hilbert, T um operador sobre H e

(An, €n) uma sequéncia dupla em C x H compativel com T. Assuma que {e,} € um

9
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conjunto ortonormal em H e {\,} € limitada. Entdo, a sequéncia (A, e,) € compativel

com T.

Demonstracao: Considere todas as afirmacoes do teorema. Pelo Teorema 2.1.2, no-

tamos que
(T(x),y) =>_ Malz,ea)leny), =y €M
n=1

Agora, seja S o operador sobre H para o qual a sequéncia (A, €,) é compativel. Entao,

usando uma vez mais o Teorema 2.1.2, vemos que

(. 8() = (@, lim > Ay, en)en)

p
= lim (2, Y Ai(y, en)en)
n=1

p—o0

p
= l )\n ns ,€n
pznso; (ens 1) (2, €0)
- Z)\”<€”’y><x7€n>7 SC,yE’H.
n=1

Entao, (z,T*(y)) = (x,S(y)), x,y € H. Assim, a afirmagao segue pela unicidade da
definicao de adjunto. [ |

2.2 Ciritério de Cauchy para Convergéncia Uniforme

Esta secao contém resultados relacionados a convergéncia de séries. Aproveitamos
a oportunidade para um teorema da topologia que recorda uma caracterizacao de

continuidade de funcao atuando em espacos métricos.

Teorema 2.2.1 Sejam (M, dy) e (Ms,ds) espagos métricos. Uma fungao f: My —
My ¢é continua em M, se e somente se f~1(F) é fechado em My para todo conjunto

fechado F' de M;.

10
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Demonstragao: Suponha que a func¢ao f como no enunciado do teorema é continua.
Seja F' um conjunto fechado em M,. Seja p € M; tal que f(p) ¢ F. Como My — F é

aberto, existe € > 0 tal que

{y € My : do(f(p),y) <e} C My—F. (2.1)

A

Por outro lado, a continuidade de f em p implica que existe 6 > 0 tal que da(f(p), f(x))
e, sempre que di(p,z) < 6 com x € M;. Da tultima afirmacao e de (2.1), seque que
{z € My : dy(p,x) < 6} C My — f~1(F). Portanto, o cojunto f~!(F') é fechado em
M.

Para a reciproca, assuma que f~'(F) é fechado em M, para todo conjunto fechado
F em M. Sejam p € M; e ¢ > 0. Considere o conjunto aberto de M, definido por
By = {y € My : do(y, f(p)) < €}. Entao, a hipdtese revela que f~'(My — By) =
M, — f7Y(By) é fechado em M;. Como p € f~'(B,), existe § > 0 satisfazendo
By = {x € My : di(p,z) < 0} C fYBy). Logo, f(xr) € By, x € B;. Assim,
a funcao f é continua em p. Como p é arbitrario em M;, a prova do teorema esta

completa. [ |

O Critério de Cauchy para convergéncia de sequéncias ¢ dado a seguir ([13], p. 16).

Teorema 2.2.2 Seja {e,} uma sequéncia em (H,(-,-)). Entao, {e,} converge se e

somente se dado € > 0, existe um inteiro positivo N tal que
llem —en]| <e, m,n>N.
O Critério de Cauchy para convergéncia uniforme tem a contrapartida seguinte.

Teorema 2.2.3 Sejam 2 um conjunto nao vazio e {f,} wma sequéncia de funcoes
fo 1 Q — C. A sequéncia {f,} converge uniformemente se e somente se para cada

e > 0, existe um inteiro positivo N tal que

|fm(2) = fu(2)| <&, mn>N,ze (2.2)

11



2.3. Teoria Espectral Adriana M. S. Castro

Demonstragao: Assuma que {f,} converge uniformemente para uma fungao f em €.

Entao, dado € > 0, existe um inteiro positivo NV tal que

Ifu(z) = f(2)| <=, n>N,ze.

N ™

Agora, a desigualdade triangular implica na desigualdade (2.2). Reciprocamente,

suponha que para € > 0, existe um inteiro positivo N tal que
|fM<Z)_fn(Z)|§€7 m7n2N7ZEQ'

Entao, pelo teorema anterior, para cada z € C, a sequéncia {f,(z)} de (C,|-]) é

convergente. Seja, entao,
f(z):=lim f,(2), ze€Q.
Fixando n e fazendo m — oo na desigualdade anterior, obtemos
lf(z2) = fu(2)| <e, n>N,ze.

Esta desigualdade estabelece a convergéncia uniforme de {f,} em Q para f.

2.3 Teoria Espectral

Nesta secao, destacaremos propriedades espectrais de operadores agindo em espacos
de Hilbert.

Defini¢ao 2.3.1 Sejam (H,(-,-)) um espaco de Hilbert e T um operador sobre H. O

resolvente de T € o conjunto
p(T) :={A e C : X[ =T éinjetor, Im(\] —T)="H}.
O espectro de T' é o conjunto

o(T):={\ € C : A\ =T nao € injetor} .

12



2.3. Teoria Espectral Adriana M. S. Castro

Na definicao precedente, A € o(T') é chamado um autovalor de T associado aos
autovetores de T que compoem o subespago ker(Al — T') de H.
O teorema a seguir mostra que 0 é o Unico ponto de acumulacao do espectro de

certos operadores lineares.

Teorema 2.3.2 Seja T um operador compacto sobre (H, (-,-)). Se{\,} é uma sequéncia

de elementos distintos de o(T'), entdo A, — 0.

Demonstracao: ([23], p.100). [

Corolario 2.3.3 Seja T é um operador compacto sobre (H, (-,-)). Entao, o(T) € um

conjunto enumerdvel (talvez finito) e seu inico ponto de acumulag¢ao possivel é X = 0.
Mais propriedades espectrais estao no teorema a seguir ([23], p.108-109).

Teorema 2.3.4 Seja T um operador sobre (H,(-,-)). Se T é limitado e autoadjunto,
entao:

(i) o(T) € um subconjunto de R;

(11) Os autovetores correspondentes aos autovalores distintos sao ortogonais;

(111) Pelo menos um dos nimeros ||T|| ou —||T|| pertence a o(T) e
T = sup{|A\n| : A € o(T)}.
Exibiremos a seguir uma versao do Teorema Espectral ([23], p.109).

Teorema 2.3.5 Seja T um operador sobre (H,(-,-)). Assuma que T € limitado, com-
pacto e autoadjunto. Entao:
(1) Ezistem sequéncias {\,} em o(T)\ {0} e {e,} em H tais que a sequéncia (A, e,)
em C x H € compativel com T';
(i1) O conjunto {e,} € ortonormal e T'(e,) = Apen, n=1,2,...;
(i1i) Se o(T) € infinito, entao | Ty — T|| — 0, onde

N

Ty(z) = Z)\n<x,en>en, reH, N=1,2,....

n=1

13



2.4. Teoria da Medida Adriana M. S. Castro

2.4 Teoria da Medida

Nesta secao, alguns fatos basicos de teoria da medida serao abordados, onde recor-
daremos os espacgos LP e os resultados relacionados a eles que de alguma forma nos
serao uteis. A teoria nao mencionada aqui que o leitor julgar necesséria sobre esse
assunto, podera ser encontrada em [4] e [11].

Inicialmente, lembramos que a notagao (X, M, v) refere-se a um espaco de medida.
Entao, o conjunto nao vazio X estd munido de uma o-dlgebra M e v é uma medida
definida em M, cuja imagem ¢é um elemento em C U oo ou em R U oco. Quando v(X)

é um numero finito dizemos que o espago de medida (X, M, v) é o-finito.

Teorema 2.4.1 (Teorema da Decomposicao de Hahn-Jordan) Seja (X, M, v)
um espago de medida, onde v tem imagem em R. Valem:

(1) Ezistem conjuntos M, N € M tais que X = MUN, v(M) >0, v(N)<0eMe
N sao disjuntos;

(i1) Ezistem tnicas medidas positivas v™ e v~ tais que v = vt — v~ onde vt (FE) =
v(ENM)ev (E)=—-v(ENN), E€ M. Além disso, v*(N) =0 e v (M) = 0.

Demonstracao: ([11], p.86). |
Os espacos LP tornam-se espagos normados conforme segue.

Defini¢ao 2.4.2 Sejam (X, M,v) um espago de medida e 1 < p < co. Definimos
IP(X):={f: X = C: fév— mensurdvel el f||, < oo},
onde
1= [ 1f@Pano). £ e L) 2.3)

No caso particular em que X = R, o elemento dv(x) é usualmente denotado por
dr e M é a o-dlgebra de Lebesgue. Um elemento f € L'(R) é chamado uma funcao
Lebesgue-integravel.

Os conjuntos (LP(X),v) := LP(X), 1 < p < oo tornam-se espagos unitarios munidos

da norma || - ||, quando duas fungoes f e g desse espaco que sao iguais a menos de um

14
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conjunto de medida v-nula sao identificadas. Nesse caso, é usual dizer que f e g sao
iguais quase sempre. Equivalentemente, f = g q.s..

Uma definigao andloga a anterior cabem aos espagos (LP(X X Y), u x v) := LP(X x
Y), 1 < p < oo correspondentes aos espagos de medida (X x Y, M @ N, u x v). Duas

propriedades dos espagos L estao presentes no teorema que segue ([11]).

Teorema 2.4.3 Seja 1 < p < oo. Nas notagoes desta secdo, valem as sequintes
propriedades:

(i) A aplicacio f € LP(X) — | - ||, definida em (2.3) é uma norma sobre LP(X) que
torna este espaco unitdario, um espaco completo;

(ii) (L*(X), (-,-)2) € um espaco de Hilbert, onde

(f. g2 = /X f@)g(@)dv(z), f.g € L3(X).

Alertamos, neste ponto, que nao faremos distin¢ao entre as notacoes de protudo
interno referentes aos espagos L*(X) e L*(X x Y).
Uma base do espaco produto é conhecida quando se conhece a base de cada espaco

que compoe o produto ([19], p.194).

Teorema 2.4.4 Sejam (X, M, pn) e (Y,N,v) espagos de medidas o-finitos. Entdo:
(i) Se {en} e {fu} sao sequéncias ortonormais em L*(X) e L*(Y), respectivamente,

entdo o conjunto {€,fn} € ortonormal em L*(X xY), onde

@) (@, y) = em(@) fuly), (z,y) € X XY

(ii) Se {em} e {fn} sao bases ortonormais de L*(X) e L*(Y'), respectivamente, entdo

o conjunto {€, fn} € uma base ortonormal de L*(X x Y).

A desigualdade a seguir é uma ferramenta ttil quando lidamos com espacos LP
([11], p.182).

Teorema 2.4.5 (Desigualdade de Hoélder) Sejam (X, M, v) um espaco de medida
el <p,g<ootais que pt +q 1 =1. Se f e g sdo funcoes v-mensurdveis em X,

entao

1Fglle < W f1lpllglla-
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Em particular, onde fg € L'(X) quando f € LP(X) e g € LY(X), (fg)(x) = f(x)g(z),
r e X.

Fechamos esta se¢ao com o teorema que assegura a mudanca de ordem de integracao

nas integrais duplas ([11]).

Teorema 2.4.6 (Teorema de Fubini-Tonelli) Sejam (X, M, ) e (X, N,v) espacos
de medida o-finitos. Se f € LY(X xY), entao f(z,-) € L'(Y), para quase todo =,
f(-,y) € LN(X), para quase todo y e, as fungoes definidas quase sempre

= [ faary) € LX), o) = [ Flednto) € L)

[ st ante) = [ | [ semanto)| avin

2.5 Operadores Lineares sobre L*(S™)

A secao presente trata dos conceitos e resultados relativos a operadores lineares
agindo sobre o espaco das fungoes quadrado integraveis sobre a esfera unitaria centrada
na origem do espaco euclidiano R+,

Sejam m um inteiro positiro e (-,-) o produto interno usual de R™'. A esfera

unitdria centrada na origem de R™*! é definida e denotada por
S™i={z e R™! : (x,2) =1}

O conjunto S™ é compacto em R™! em relacio & topologia oriunda da norma
induzida por (-, ).
A medida de Lebesgue de R™*! restrita a S™ serd denotada por o,,. Denotando a

funcao gama por I', a medida

27T(m+1)/2

om(5™) = T((m+1)/2)

16
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faz do espago de medida descrito acima, um espago o,,-finito ([17], p.7). Recordamos

que a norma de L?*(S™) é

o= ([ 1@rana) . ge

induzida pelo produto interno

(frg)l2= | f@)g(@)don(c). f.geL*SE™).

As propriedades abaixo ja foram citadas no decorrer da Segao 2.4 em situagoes mais
gerais. No entanto, resumiremos no teorema a seguir aquelas mais usadas no capitulo

final da dissertacao.

Teorema 2.5.1 Em L*(S™) valem as sequintes propriedades:

(i) (L*(S™), (-,-)2) € um espago de Hilbert;

(ii) (Desigualdade de Holder) | foll, < | flbloll, f.9 € L(5™);
(iii) L*(S™) C L*(S™).

Definimos abaixo a classe dos operadores lineares sobre L?(S™) que surge natural-

mente quando estudamos Teoria Espectral nestes espacos.

Definigao 2.5.2 Seja T um operador sobre L*(S™).

(i) Dizemos que T é ndo negativo sobre L*(S™) quando

(T(f), f)a>0, feL*(S™).

(ii) Dizemos que T ¢ positivo sobre L*(S™) quando

(T(f), f)2>0, feL*5™)\{0}.

E uma consequéncia 0bvia da definicao precedente que todo operador positivo sobre
L?*(S™) é também nao negativo sobre L?(S™).
Sendo L*(S™) um espaco unitdrio, operadores positivos agindo sobre ele ¢ também

autoadjunto.

17
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Teorema 2.5.3 Se T' ¢ um operador nao negativo sobre L*(S™), entao T € autoad-

Junto.

Demonstragao: Suponha que 7' é um operador nao negativo sobre L?(S™). Entao,

(T(f): 2= (T(f), f2 = (£, T (2 =T () 2. f€LS™).

Equivalentemente, (T — T*)(f), f)2 = 0, f € L*(S™). Em particular,

0=(T=T)f+9).f+92=(T=T)f)g2+{(T~T)g), )2 f.g€L*S)

0= ((T-T")(=if+g), —if+g)2 = —i{(T=T")(f), 9)2+i((T=T")(9). f)2. f.g € L*(S™).

As duas igualdades anteriores implicam que (T — T*)(f),g)2 = 0, f,g € L*(S™).
Portanto, T' = T™. [ |

Teorema 2.5.4 Seja (A, ,) uma sequéncia de C x L?(S™) compativel com um op-
erador T sobre L*(S™). Se a sequéncia {\,} € nao negativa, entao T ¢ nao negativo

sobre L*(S™). Em particular, T € autoadjunto.

Demonstracao: Assuma que {\,} é nao negativa. Entao, pelo Teorema 2.1.2,

(T(f), f2 = T(f)(@)f(x) do(z)

m

Z)\n fsbn)2n(2) f () dom(z)

™ =1

T o

Mo [(Fothn)al?, f € LA(S™).

WE

n=1

Portanto, T' é nao negativo sobre L?(S™). A tltima afirmacao é uma consequéncia do
Teorema 2.5.3. ]

E uma consequéncia imediata do teorema anterior que se {\,} for positiva, o ope-

rador 1" como no teorema sera também positivo.
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Teorema 2.5.5 Sejam S e T operadores sobre L*(S™). Se S é compacto e T ¢é limi-

tado, entio SoT e T oS sio operadores compactos sobre L*(S™).

Demonstragao: Sejam S e T como na afirmacao do teorema. Pelo Teorema 2.1.9,
existe uma sequéncia { Sy} em L?*(S™), onde cada Sy tem posto finito e ||Sy — S| — 0.
Entao, cada SyoT tem posto finito e || SyoT —SoT|| < ||[Sxy—S||||T|| — 0. Novamente,
pelo Teorema 2.1.9, o operador S o T é compacto. Para finalizar a prova, note que
(T'oS)* = S*oT*. Como S* é compacto e T* é limitado, pela primeira parte da prova,

(T' 0 S)* é compacto. Portanto, T o S é compacto. [ |

Finalizamos o capitulo definindo uma classe de operadores sobre L?(S™) que serd

amplamente usada no capitulo final.

Definigao 2.5.6 Seja K uma fungdo de L?*(S™ x S™). O operador integral sobre
L*(S™) gerado por K serd denotado e definido por

Tw(f) = o K(y)f(y) dow(y), fe€L*S™). (2.4)

A funcao K € denominada nicleo gerador do operador T .

Mais geralmente, a definicao acima também faz sentido para operadores integrais

agindo sobre L?(X), onde X é um espaco de medida.
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Capitulo
3

Operadores Adjuntos sobre Espacos

de Krein

Este capitulo serd dedicado ao estudo pormenorizado do conceito de espaco de
Krein. Investigaremos quando um espago de Krein torna-se um espago de Hilbert e
quando um espaco de Hilbert pode tornar-se um espaco de Krein. Uma vez que espacos
de Krein possuem uma estrutura semelhante a um espaco de Hilbert, aproveitamos,

ainda, para abordar o conceito de operador adjunto nestes espacos.

3.1 Forma Hermitiana Sesquilinear

Estudaremos aqui o conceito e exemplos de certas formas sobre espagos vetoriais
que nao sao, em geral, produtos internos. O espac¢o unitario munido dessas formas
impoe uma estrutura sobre eles com propriedades analogas as que aparecem em espacos
com produto interno. Conforme ja comentamos no capitulo introdutoério, essa teoria

teve seu inicio com os trabalhos de Azizov que pode ser conferido consultando [1, 2, 3].

Definicao 3.1.1 Seja V um espaco unitario. Uma aplicacio q : V x V — C é uma
forma hermitiana sesquilinear sobre V' se:
(1) a(Ax +y,2) = Aq(z,2) + q(y, 2), z,y,2 €V, A€ C;

(ii) q(z,y) = q(y,z), z,y € V.
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A forma hermitiana sesquilinear q é um produto interno sobre ) se ela também satisfaz
(111) q¢(x,x) >0, z € V.
Um espago unitdrio V munido de uma forma sesquilinear hermitiana q € chamado um

q-espaco.

Quando nao houver perigo de confusao, por simplicidade de nomenclatura, alerta-
mos o leitor que daqui em diante o termo ‘forma hermitiana sesquilinear’ da definigao
serd substituido simplesmente por ‘forma’.

Destacamos duas observagoes sobre uma forma g. A primeira refere-se a igualdade

de semi-linearidade de g na segunda variavel dada por
q(z, My + 2) = M(2,y) +q(z,2), z.y2€V, AeC.

A segunda observacao alerta que a definicao de forma nao exige continuidade.
Um exemplo de uma forma sesquilinear, mas nao hermitiana é obtida quando fixa-
mos um operador 7" sobre um espago unitario ¥ munido com o produto interno (-, )y

e definimos

qT(x7y> = <T(x)7y>V7 x,y € V.

Em particular, ¢, serd continua em V x V quando 7' for limitada sobre V. Basta notar

que, neste caso, existe uma constante positiva C' tal que

|qT($’y)|2 S C<I,$>V<y,y>v7 T,y € V.

De modo mais geral uma forma ¢ sobre (V, (-, -)y) é limitada se existir uma constante

M tal que
lq(z,y)]> < M{z,2)v(y,y)v, x,y€V.

O teorema abaixo exibe uma condi¢ao necessaria e suficiente para que g, seja

hermitiana justificando o termo ‘hermitiana’ da definigao anterior.

Teorema 3.1.2 Sejam V um espago unitdrio com produto interno (-,-)y e T :V —V

uma fungao. Entao, V é um q,.-espago se e somente se I" é um operador autoadjunto.
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Demonstracao: Seja ¢, uma forma sobre V. Entao, é imediato que a funcao T é

linear e as igualdades abaixo justificam que ele também é autoadjunto

(T(2),y)v = ¢ (7,y) = ¢, (y,2) = (T(y), )y = (x, T(y))v, z,y€V.

Assim, T' é um operador autoadjunto sobre V. Como a reciprova tem prova imediata,

o teorema esta provado. [ |

O préximo teorema mostra que algumas formas sobre espacos de Hilbert sao carac-

terizadas por operadores autoadjuntos. Usaremos o seguinte lema técnico.

Lema 3.1.3 Seja (H, (-,-)) um espaco de Hilbert. Se f : H — C é um funcional linear

continuo, entdo existe um unico y € H tal que f(z) = (z,y), x € H.

Demonstracao: ([6], p. 12). [ |

Teorema 3.1.4 Sejam (H,(-,-)) um espago de Hilbert e q : H x H — C uma fun¢ao
continua na primeira varidvel quando a sequnda € firada. Entao, H € um g-espaco se

e somente se existe um unico operador T' sobre H, autoadjunto tal que q = q,..

Demonstracao: Seja H um g¢-espaco. Para cada y € H, definimos L, : H — C por
Ly(x) = q(z,y), v € H. Entao, L, é linear e |L,(x)| < M,||z||, x € H, onde M, é
o limitante para o operador ¢(-,y). Pelo Lema 3.1.3, existe um tnico z € H tal que
L,(z) = (x,2), © € H. Entdo, seja T'(y) = z. A unicidade de z mostra que T é um

operador sobre H. Além disso,

(,T(y)) = q(x,y) = q(y,x) = (y, T(x)) = (T(x),y), x,y€H.

Logo, T' é autoadjunto e ¢ = ¢,. A unicidade de 7" segue de calculos elementares
usando propriedades de produto interno. Como a reciproca é ébvia, o teorema esta

provado. [ |

Temos a seguinte consequéncia do teorema anterior.

Corolario 3.1.5 Seja (H,(-,-)) um espaco de Hilbert. Se q é uma forma limitada

sobre H, entao existe um unico operador T sobre H, limitado e autoadjunto tal que

q=4qr.
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Demonstragao: Seja ¢ uma forma limitada sobre H com limitante M. Entao pelo
teorma anterior, existe um unico operador autoadjunto 7" sobre H tal que ¢ = qr.

Usando as notacoes daquele teorema, segue que
171> = [I21* = 1Ly (2)] = la(z,9)| < M 2[llyll < MITW)ll, v,z € H.

A prova estd terminada. |

A seguir fornecemos o primeiro exemplo de forma sobre um subespaco do espaco

unitario formado pelas sequéncias complexas quadrado-somaveis.

Exemplo 3.1.6 Seja
loo ={r={z,} CC: 2, =0,n> N},

onde N, ¢é algum inteiro positivo dependente de x. Esse conjunto munido das operagoes

usuais de soma e produto por escalar é um espago unitdrio. Fire o = {a,} C R e defina

qa(x7y> :Zajxjy]7 $7y€€88
=1

Entao, o espago L35 € um q,-espago. [ |

A versao deste exemplo para o caso continuo tera a seguinte formulacao.

Exemplo 3.1.7 O conjunto
C(R)={f:R —C : fé fungao continua}

munido das operacoes usuais de soma e produto por escalar é um espaco unitdrio.

Entao, C(R) é um q,-espago, onde

wf.o)= [ j05Wd g€ cm) 3.)
¢ uma forma sobre C(R).
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Destacamos os seguintes subconjuntos de um g-espago V:
Vit={z eV :qxz)>0}, V ={xeV:qx) <0},

VWi={reV: qlr)=0}

Segue, entdao, que (VT UV) N (V- UV) =VWeV =VTuy Ul Os
conjuntos VT UV, V== UV’ e V0 nao sao, necessariamente, subespacos vetoriais de

V. No entanto, eles podem conter subespacgos vetoriais conforme ilustra o Exemplo
3.1.9.

Definicao 3.1.8 Sejam V um q-espaco e L um subespaco de V. Dizemos que L é:
(i) definido nao-negativo se L C VT UV,

(ii) definido nao-positivo se L C V™~ UVY;

(iii) definido neutro se L C V°;

(i) definido positivo se L C VT U {0};

(v) definido negativo se L C V™~ U{0};

(vi) indefinido se LOAVIT £0 e LAV # (.

Uma consequeéncia da definigao anterior € o fato que todo subespaco definido neutro

também ¢é definido nao-positivo e definido nao-negativo.

Exemplo 3.1.9 No Ezemplo 3.1.6, considere oy = —1 e, =1, n =2,3,.... Sejam
e1 = (1,0,...),e2 = (0,1,0,...) € £55. Entdo:

(i) O subespago de (35 gerado por ey € um subconjunto de (£55)~~ U (£55)°;
(ii) O subespago de €55 gerado por es € um subcongunto de (£55)™ U (€39)°;

(111) O subespaco €35 gerado pelos vetores ey, ey € indefinido.

O teorema a seguir revela que os subespacos indefinidos possuem elementos nao

nulos de VO.

Teorema 3.1.10 Sejam V um g-espaco e L um subespaco vetorial de V. Se L for

indefinido, entao LN VY tem elementos ndao nulos.

Demonstragao: Sejam z,y € L tais que g(z,x) > 0 e q(y,y) < 0. Defina a funcdo
¢ : R — C por
et)=q((1=t)x+ty,(1 —t)x +ty), teR.
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A continuidade de ¢ é consequéncia da igualdade

o(t) = (1 —t)%q(z, x) + t(1 — ) (q(z,y) + q(y,2)) + t?q(y.y), tER.

Como ¢(1) = q(y,y) < 0 e ¢(0) = g(z,x) > 0, existe t € (0,1) tal que ¢(ty) = 0.
Obviamente, 2z = (1 — o)z + toy € V' N L. Para ver que z é nao nulo, vamos mostrar
que z e y formam um conjunto linearmente independente. De fato, suponha que existe
A € C nao nulo tal que x = \y. Entdo, 0 < q(x,7) = [M?*q(y,y) < 0, que é uma

contradicao. [ |

Como V° N V*++ ¢ vazio e V° pode conter subespaco nao trivial de V, a reciproca
da torema anterior nao é verdadeira.
Os resultados enumerados nessa secao sobre g-espacos sao suficientes para o nosso

objetivo. Outros conceitos e propriedades envolvendo tais espacos sao encontrados em

12].

3.2 Espaco de Krein

Nesta secao, estudaremos uma generalizacao do conceito de espaco de Hilbert con-

hecido como espaco de Krein.

Defini¢ao 3.2.1 Seja K um g-espago. A estrutura (KC,q) € chamada um espago de
Krein quando existirem subespagos Kt e K~ de K para os quais as sequintes afirmacoes

sao verdadeiras:

() K=Kt +K;
(i7) O espago unitdrio (K*,q) é um espago de Hilbert;

(1ii) O espago unitdario (K—, —q) € um espaco de Hilbert;

(1v) Os espagos KT e K~ sao q-ortogonais; i. e., q(x,y) =0, z € KT,y € K.

A definicao acima nao descarta a possibilidade de Kt ou K~ serem subespacos
triviais de K.
Recordando a Definicao 3.1.8, vemos que K1 e K~ sdo subespacos definidos positivo

e negativo de C, respectivamente.
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Daqui em diante assumiremos que as componentes canonicas de um espaco de Krein
(K, q) serao sempre denotadas por Kt e K~. Neste caso, a soma do item (i) da definigao

anterior é chamada decomposicao canonica de IC.

Exemplo 3.2.2 No Ezemplo 3.1.6, considere o = (1,1,...,1, agi1,...) € R®, onde
apr = —1,1=1,2,..., para algum inteiro positivo k. Entao, (€53, qa) € um espaco de

Krein, onde ((33)T ¢ isomorfo a C*.

Fechamos essa se¢ao com outro exemplo de espaco de Krein no contexto de teoria
de medida. Esse exemplo nao é o que vamos precisar para fechar o ultimo capitulo
desse trabalho, mas ele enquadra-se na classe do tipo de espago de Krein que estamos

interessados.

Exemplo 3.2.3 Seja u : R — R uma funcao tal que

[ ut@)ldz < .

sobre todos os compactos K de R. Suponha que u assume tanto valores positivos quanto

valores megativos sobre conjuntos de medida Lebesque-positiva. Seja v = udx e defina

L*(R) = {f :R— C : fév—mensurdvel e/

—00

1 ()2 ()| < oo}‘

O congunto L**(R) torna-se um espago unitdrio em relacio as operacoes usuais, onde
duas fungoes que sao iguais a menos de conjunto de u dx-medida nula sao identificadas.

Adicionalmente, L*>*“(R) é um espago de Krein em relagao a forma continua
o9 = [ @@, fge @)
Demonstragao: A verificacio de que L**(R) é um espaco unitario em relagao as

operagoes usuais ¢ um fato conhecido da Andlise Funcional ([11]). Seguindo, pelo
Teorema 2.4.3,

ol < ([ 1Pl " ([ lotPlutlas ) R )

—00 —00
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Logo, ¢ é uma funcao continua, enquanto que calculo direto leva-nos a concluir que ¢
é uma forma sobre L*“(R). Resta mostrar que L?>“(R) decompde-se numa soma de
espacos de Hilbert g-ortogonais. Pelo Teorema 2.4.1, vemos que R = M U N, onde
v(M) > 0ev(N) < 0. Além disso, pelo mesmo teorema existem unicas medidas

nao-negativas v e v~ tais que v = v* — v, onde v (N) =0e v (M) = 0. Entao,

L*(M) = {f : M — C : fé v — mensurdvel e/M |f(z)|dvt(z) < oo}

L*(N) = {f :N = C : fé v — mensuravel e/ |f(z)|dv™ () < oo}
N
sao espagos de Hilbert em relacao aos seguintes respectivos produtos internos

a(f.g) = /M f(@)g@dv*(z),  f.g e L'(M) (3.2)

a(f.g) = /f ~(z), f.9 € L\(N). (3.3)

Notamos ainda que

/Oo\ x)|? dv(z) /\f ) Pdvt( /|f Wdv(z), fe€L*™[R). (3.4)

—00

Os produtos internos (3.2), (3.3) e a decomposicao (3.4) mostram que
L*(M,v"), L*(N,v™) C L**(R).

Finalmente, a decomposicao L**(R) = L*(M) + L*(N) agora ¢ ébvia e, a prova estd

terminada. ]
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3.3 Espaco de Hilbert e Espaco de Krein

Como vimos na se¢ao anterior, espacos de Krein sao aqueles dados por uma soma
de dois espacos de Hilbert. Entao, é natural que espacos de Krein possam ser vistos
como espacos de Hilbert, onde o produto interno depende da forma associada a eles.
De fato, mostraremos que todo espaco de Krein implica num espago de Hilbert, cuja
estrutura provém daquele. Também abordaremos a reciproca desse resultado.

Comecamos com a proposicao abaixo.

Proposigao 3.3.1 Se (K,q) € um espaco de Krein, entao a decomposicio KK = KT +

K~ € uma soma direta.

Demonstragao: Parte da prova vem do item (i) da Defini¢ao 3.2.1. Para a segunda
parte da prova seja z € KT N K~. Entao, o item (iv) da mesma definigio mostra que

q(z,2) = 0. Como ¢ é um produto interno em K, 2 = 0. [ |

Uma vez que a soma direta referida na proposicao precedente é dependente da

forma g, escreveremos

K=Ke,K".

Consequentemente, a decomposicao de elementos de I serd representada como
r=x"4+2, zekK azteK, 2z €k

A primeira conexao entre espacos de Krein e espacos de Hilbert serd feita a seguir.

A notacao @ refere-se a soma direta usual em espacos vetoriais unitarios.

Teorema 3.3.2 Seja (K, q) um espago de Krein. Entdo:
(1) (I, (-,-)q) € um espago de Hilbert, onde

(@ y)g =q(@",y") —qla”,y7), a",y" €K' a”,y” €K (3.5)
(ii) O congunto Kt € ortogonal a K~ em relagdo ao produto interno (-,-),. Em parti-

cular, {r € K: (z,y), =0,y e KT} =K e{zeK: (x,y),=0,ye K} =K.
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Demonstracao: A nao negatividade de (-,-), vem da Defini¢do 3.2.1. As demais

propriedades de produto interno vém da definicao de ¢ e das igualdades
(Az)" =", (Ar)"=X7, AeC,zeK a"eK 2 ek

Resta mostrar que o espago K é completo em relagdo a norma ||z||, := /(z,z),. De
fato, seja {z,,} uma sequéncia de Cauchy em K. Entao, dado € > 0, existe um inteiro
positivo ng tal que

+

o, — 2 llg < Nl = 2 1 + s — 25113 = 2w — zallg <&, m,n > mno.

Uma desigualdade andloga a anterior vale para a sequéncia {x; } de X~. Como (K™, q)
e (K*,—q) sao espacos de Hilbert, z;7 — 27 € KT e z; — 2~ € K~ implicando que
r, — ¢ + 2~ € K. Portanto, (I, (-,-),) é um espago de Hilbert.

O item (ii) é consequéncia direta de (3.5). |
Seguindo, investigaremos a reciproca do Teorema 3.3.2.

Teorema 3.3.3 Sejam (H,(-,-)) um espaco de Hilbert e W é um subespago fechado
de H. Valem as sequintes propriedades:

(i) H é um q-espago munido da forma
q(z,y) = (x1,1) — (@2,4), T=a1+ 22,y =y1 + 1y €M, 1,51 €W, 22,y € W,

(11)) W é um subespaco definido positivo do q-espago H;
(iii) Wt € um subespaco definido negativo do q-espago H;
(v) (H,q) € um espago de Krein.

Demonstracao: O Teorema 2.1.7 implica na decomposicao H = WEHW, justificando

as expressoes
(Az) = (Az) 4+ (Mx)2, (Az); = Az, (Ax)g=Axe, ANEC,z€K, 21 €W, 15 € W

Estas igualdades e as propriedades de (-, -), provam o item (i).

Relembrando a Definicao 3.1.8, q(z,y) = (x,y), x,y € W e q(z,y) = —(x,y), z,y €
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W+, Logo, as inclusoes W C HTT U {0} e WE C H~~ U {0} seguem. Como W e W+
sdo subespagos vetoriais fechados de H, os itens (ii) e (iii) estdo provados.

Para provar (iv), resta mostrar que (W, q) e W+, —q) sdo espacos de Hilbert. De fato,
seja {wy, } uma sequéncia de Cauchy em (W, ¢). Como H ¢é um espago de Hilbert, {w;,}
converge para um ponto x € H. Entdo, para todo 2 € W, (x, 2) = lim,,_,0 (wy, 2) = 0,
mostrando que x € W)t =W =W. Como q(z,y) = (z,y), z,y € W, (W, q) é um
espaco de Hilbert. Uma vez que W+ é fechado, o argumento acima pode ser repetido

para provar que (W+, —¢q) é um espaco de Hilbert. [ |

Na préxima se¢ao, outras conexoes entre espacos de Hilbert e Krein serao obtidas.

3.4 Simetria Canonica

Motivados pela secao anterior, a teoria estudada nesta secao abordara o conceito de
espaco de Krein a luz das projecoes canonicas. Usaremos essas projecoes para continuar

estudando a conexao entre espagos de Krein com espagos de Hilbert.

Defini¢ao 3.4.1 Seja (K,q) um espa¢o de Krein. A decomposicao (3.5) sugere a
defini¢io das projecoes canonicas P: K — Kt e Q : K — K~ dadas por

As letras P e () sempre denotarao esses operadores lineares. Algumas propriedades
de P e () estao listadas a seguir. Para tanto, recordando a Definicao 2.1.8, lembramos

que o simbolo P* refere-se ao conceito usual de operador autoadjunto no espaco de
Hilbert (IC, (-, -),)-

Teorema 3.4.2 Seja (K, q) um espago de Krein. Entdo:
(i) P4+ Q =1, onde I é o operador identidade sobre KC;
(i1) P e Q sdo projecoes; Isto €, PoP =P e Qo Q = Q;
(11i) P e Q) sdo sobrejetoras;

(iv) (P(2),Q(u))y = 0, 2, € K;

(v) P*=PeQ =0Q;

(vi) Po@Q =0eQoP=0.
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Demonstracao: Somente a prova do item (v) merece atenc¢ao, uma vez que os demais

itens sao imediatos. Para ver que P é autoadjunta seguem das igualdades

(P(x),y)g =&y +y g =Ty ) =" +27,y")g = (2, Py))g, z.y€EK.
A prova para () é analoga. [ |

A partir de P e @, introduzimos o operador J : K — K dado por
J:=P—-Q.

As duas propriedades de J que devem ser destacadas no estudo de espagos de Krein

estao na proposicao abaixo.

Proposicao 3.4.3 Seja (K,q) um espaco de Krein. Considere o espag¢o de Hilbert
(K, (,*)q) como no Teorema 3.5.2. Entao:

(1) J* = J;

(ii)) JoJ =1.

Demonstracgao: As provas seguem da definicao de J e das igualdades Po Q) = 0 e
Qo P =0. [ ]

Noés observamos que o operador J com as propriedades acima foi construido a partir
de um espaco de Krein, onde ele esta definido. A questao colocada aqui é:
Seja V um espaco unitario munido com produto interno. Dado um operador sobre V
com as duas propriedades de J, provadas na proposicao anterior, que hipéteses devemos
acrescentar a fim de que V torne-se um espaco de Krein dependente do operador dado?

O restante desta secao, investigara essa questao.

Definicao 3.4.4 Um operador G sobre um espaco unitirio V munido com produto

interno (-, )y satisfazendo G* = G, Go G = I é chamado uma simetria candnica sobre

V.

Dentre as simetrias canonicas possiveis de um espago de Hilbert (H, (-, -)), desta-
camos aquelas oriundas por decomposicoes desse espaco em uma soma direta usual da

forma H = W; @ W, onde cada uma dessas componentes é um subespaco de H. Se
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P, e P, sao as projecoes de H sobre W, e W, respectivamente, entao G = P, — Py
¢ uma simetria canonica. Pelo Teorema 3.1.2, ¢, ¢ uma forma sobre H. O g,-espaco
(H,{-,-)) obtido dessa forma é denominado um J-espago.

O préximo teorema mostra que apenas simetrias canonicas nao sao suficientes para

estabelecer uma estrutura de Krein em um J-espago, mesmo que ele seja um espago
de Hilbert.

Teorema 3.4.5 Seja G uma simetria canonica sobre um espaco unitdario V com pro-
duto interno (-,-)y. Entao, existem supespagos vetoriais Wy e Wy de V satisfazendo:
(1) q, e —q, sdo produtos internos em W, e W, respectivamente;

(1)) V = W) & Ws;

(111) Wh € q,,-ortogonal a Ws;

(v) g5 (2, y) = (z1,91) — (T2, 92), T1,4y1 € Wh, 2,42 € Wh.

Demonstracao: Pelo Teorema 3.1.2, g, ¢ uma forma sobre V. A seguir, defina os

operadores lineares P, e P, sobre V por

P
! 9 2

Defina Wy = Pi(V) e Wy = Py(V). A nao negatividade de g, e —¢q, sobre W; e Wh,

respectivamente, vem das igualdades

q.(Pi(x), Pi(x)) = (Pi(x), Pi(x))y >0, zeV, (3.7)

0. (Pa(x), Py(x)) = —(Pa(x), Py(x))y <0, xe. (3.8)

Assim, as formas ¢, e —¢, sao produtos internos em W, e W, respectivamente.
Parte da conclusao da prova de (ii) vem da soma P, + P, = I. Para completar, seja
r € Wi N W, e mostremos que z = 0. De fato, existem y, z € V tais que x = P(y) =
Py(z). Como GoG =1, Pi(x) = (Pyo P)(2) =0e¢ Pa(z) = (P2o P)(y) = 0. Entao,
r = Pi(x)+ Py(x)=0.

A afirmacao (iii) segue das igualdades

46 (P1(2), Pa(y)) = (Pu(2), Pa(y))y = (z, (Pro ) (y))y =0, zy €V,
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enquanto (iv) é consequéncia das igualdades

QG(‘Tay) = (G(x)a?J)v
= ((Pr— P)(x), (P + ) (y)v
= (Pi(x), Ai(y))y — (P2(2), Ra(y))v, z,y€V.

A prova esta concluida. |

Note que as inclusées Wy, C VT U {0} e W, C V™~ U {0} também sao imediatas
da prova anterior.
A seguir, acrescentamos hipéteses ao teorema anterior de modo que (Wi, q,) e

(Wha, —q,.) sejam completos e, assim V serd um espago de Krein.

Teorema 3.4.6 Se G ¢ uma simetria canonica continua sobre o espaco de Hilbert

(H,(-,-)), entao (H,q,) é um espago de Krein.

Demonstracao: Seja G como na afirmacao do teorema. A identidade P, + P, = 1
revela que Wy = Pi(H) = ker(I — P,) = (I — P,)71({0}). Como G é continuo, pelo

Teorema 2.2.1, W, é fechado. A conclusao da prova segue do Teorema 3.3.3. [ |

A relacao entre produto interno, formas e simetrias canonicas pode ser tirada do

proximo teorema.

Teorema 3.4.7 Sejam V um espago unitdrio com produto interno (-,-)y, G:V —V

uma funcgao satisfazendo Go G =1 e q:V xV — C uma funcao. Sao equivalentes:
(1) q(z,y) = (G(x),y)v, v,y €V;
(“) <Iay>V = Q(G(l‘)7y)7 T,y € V.

Demonstragao: A equivaléncia segue da propriedade G o G = I. [ |

Explicitamos abaixo propriedades envolvendo J, g e (-,-),. A prova de cada item

ou é imediata ou decorre de propriedades ja demonstradas.

Teorema 3.4.8 Seja (K, q) um espago de Krein e J = P — Q. Entdo:
(i) |zll7 = a(J (z), 2), x € K;
(1) q(z,y) = (J(2),y)q, ©,y € K;
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(111) J € uma isometria; Isto é, (J(z), J(y))q = (%, y)q, T,y € K;
() ||J|| = 1 em relagdo a topologia dada pelo produto interno (3.5);
(v) a(J(x), J(y)) = q(z,y), z,y € K;

(vi) 407 (@), ) = a(x, T(), 2y € K;

(vii) lat, )| < lellyll, 2, € K;

(viii) q € uma forma continuo em K x K.

Finalizamos esta secao com o teorema a seguir. Ele identifica os operadores lineares

sobre K que deixam os subespagos K e K~ invariantes.

Teorema 3.4.9 Seja (K, q) um espago de Krein. Se T' é um operador sobre K, entdo
as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

(i) ToJ=JoT;

(ii)) ToP=PoT;

(1ti)) ToQ =QoT;

(iv) Os espagos sao KT e K~ sao T-invariantes; isto é, T(KT) C KT e T(K™) C K.
Demonstragao: A estrutura da prova da proposicao consistird em mostrarmos que
(1) é equivalente a (i7), (iii) e (iv). Para provar que (i) equivale a (i7) e a (iii), basta

notar que

1 I —
P:%Ju Q:—J’

onde I é o operador identidade sobre K.
Para mostrar que (i) é equivalente a (iv), primeiro assuma que (i) ocorre. Da parte

anterior da prova, (i7) e (i77) também ocorrem. Entdo, as inclusoes
T(K") =T(P(K)) = P(T(K)) c KT, T(K7)=T(Q(K)) =Q(T(K)) C K~

justificam a primeira metade da prova. Para a reciproca, seja x € K. Pelo Teorema
3.4.2,

(P+Q)(T(x)) =T(x) =T(P+Q)(x) =T(P(x)) + T(Q(x)).

De (iv), segue que T(P(z)) € Kt e T(Q(x)) € K~. Pela unicidade da decomposicao
de elementos de K = KT @ K~, P(T(x)) = T(P(z)). Logo, o item (i) segue e, a prova
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estd concluida. [ ]

3.5 Operadores Adjuntos sobre Espacos de Krein

O estudo sobre espacos de Krein feito nas secoes anteriores do presente capitulo,
oferece suporte para abordar, agora, questoes relacionadas a teoria de operados sobre
tais espagos. O leitor interessado em fazé-lo tem na referéncia [1], um bom suporte.
Como esse nao é o foco do nosso trabalho, optamos por abordar nessa tltima secao do
Capitulo 3, somente o conceito de operador adjunto que tenha alguma relacao com o
que faremos no Capitulo 4.

Aproveitamos a oportunidade para relacionar o conceito usual de transformacao

linear adjunta com o conceito de transformacao linear adjunta em espacos de Krein.

Defini¢ao 3.5.1 Sejam (H,(-,-)) um espaco de Hilbert e L : H — H um operador

limitado autoadjunto. O espago unitdrio (H,q,) € chamado um L-espago.

O leitor nao deve confundir L-espaco com o conceito de J-espago dado antes do
Teorema 3.4.5.

No contexto da Definigao 3.5.1, o par ordenado (H,q, ) ndo é um espago de Krein.
No entanto, existe um procedimento que permite completa-lo para que ele venha a
tornar-se um espago de Krein([1], p. 40). Isso néo sera tratado aqui, uma vez que tal
abordagem fugird dos nossos objetivos.

Uma outra forma de tornar (#,¢q,) um espago de Krein é seguir o procedimento

apresentado no Teorema 3.4.6.

Definigao 3.5.2 Sejam (Hi, (-,-)1) e (Ha, (-, -)2), Li-espago e Ly-espago, respectiva-
mente, onde Ly e Lo sdo injetores. A transformacdo linear TW : Hy — Hy é chamada
(L1, Ly)-adjunta da transformagao linear T : Hy — Ha se

<(L2 OT)((E),y>2 = <L1(37),T[*](y)>17 VIS Hh yc H2-

Usando as formas q,, €4,,, aidentidade acima pode ser expressas como
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qu (T(ZL‘),y) = qu (‘(E7T[*}(y))7 HAS Hla Yy € HQ-

A Definicao 3.5.2 aplicada a operadores tem uma formulacao mais simplificada. De
fato, seja (H, (-,-)) um L-espaco, onde L é injetor. Entdo, o operador L-adjunto T é

o unico operador sobre H definido por

q,(T(2),y) = ¢,(z,T"(y)), v,y € H.

Neste caso, o operador T é chamado L-autoadjunto quando T' = TH.

A conexéo entre TH com o operador adjunto usual 7* estd no teorema que segue.

Teorema 3.5.3 Sejam (Hy, (-,-)1) um Ly-espago e (Ha, (-, )2) um La-espaco, onde L,
e Ly sao injetores. Se T : Hi — Hs € uma transformagao linear, entdo:

(i) TH = L7' o T* o Ly, onde L' € a inversa a esquerda de Ly;

(ii) Se Hy = Hy € um J-espago, entio T = JoT*o J.

Demonstragao: Seja T como na afirmagao do teorema. Usando a defini¢ao de (L1, Ls)-

adjunto e manipulacao algébrica, vemos que

(Li(2), TH ) = |

= (T'(x), L @»2
(2, (T" 0 La)(y)n
(Li(2), (LT o T 0 L) (), o €Hi, y€E Mo

O primeiro item segue das igualdades precedentes usando a injetividade de L, enquanto

o segundo ¢é consequéncia do primeiro. [ |

As equivalénicas apresentadas no Teorema 3.4.9 sao complementadas no teorema a

seguir. Veremos para que tipo de operador T, a identidade T* = T, faz sentido.

Teorema 3.5.4 Seja T um operador sobre o J-espago (H, (-,-)). Se T" é um operador
sobre H, entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i))ToJ=JoT;
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(ii)) ToP=PoT;

(i) ToQ = QoT;

(iv) Os espagos sao HT e H™ sao T-invariantes; isto é, T(HY) CHT e T(H™) C H™;
(v) TH =T~

Demonstracao: As equivaléncias de (i) a (iv) é o Teorema 3.4.9, enquanto a equivaléncia

entre (i) e (v) vem do Teorema 3.5.3. |
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Capitulo
4

O Teorema de Mercer para uma

Classe de Operadores sobre o
Espaco de Krein L?(S™)

O objetivo principal deste capitulo é estudar o Teorema de Mercer para uma
composi¢ao da forma Ro(S+T), onde R, S e T sao operadores integrais sobre L?(S™).
Usaremos a teoria desenvolvida no Capitulo 3 para construir uma estrutura de Krein

para L?(S™), a qual dependerd de certas propriedades assumidas para R, S e T.

4.1 Operadores Integrais sobre L?(S™)

Recordando a Definicao 2.5.6, os resultados apresentados nesta se¢ao destacarao
certas propriedades dos operadores integrais que serao usadas daqui por diante.
A prova da primeira propriedade a seguir mostra que Ty estd bem definido. Quando

necessario, para cada x € S™, usaremos a fungao K*(y) := K(z,y), y € S™.

Teorema 4.1.1 Seja K uma fungio de L*(S™ x S™). Entdo:
(i) Tk € limitado;

(i1) Ty € compacto.
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Demonstracao: A hipdtese sobre K revela que a funcao
(z,y) € 8™ x ™ v |K (2, y)]?

pertence a L'(S™ x S™). Logo, pelo Teorema de Fubini-Tonelli, a familia de fungoes

K* estd contida em L?(S™), quase sempre. Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz,

T = [ TP don (o)
_ /m|(K$,7)2]2dam(x)

< [ (] e o ) 7o)

= U [ ([ K@) doata), £ e LM

Novamente, o Teorema de Fubini-Tonelli mostra que a tltima integral dupla é || K||3.
Entao, ||Tk|| < ||K||2. Assim, o item (i) do teorema esta provado.
Para provar que T é compacto partiremos de dois fatos: O espgo L?(S™) é separdvel;

Isto é, ele possui uma base ortonormal da forma

{(fo:n=1,2_.1} (4.1)

Também a Definicao 2.1.8 revela que

Ti(f) = o K(y.)f(y)dom(y), f e L*(S™), (4.2)

é o operador integral adjunto de Ty sobre L?(S™). Pelo item anterior, Tx (f) € L*(S™),
f € L?(S™). Devido ao Teorema 2.1.5,

T (f) =D (T(f) fadafu =3 (f- Tic(fa))afn, f € L*(S™). (4.3)

Considere agora {Tk, } a sequéncia, cujos termos sao operadores sobre L?(S™) definidos
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por

N

Ty (f) =D (f Tic(fa))2fur | € L*(S™).

n=1

De (4.3) e da definicao de Tk, , segue que Tx — Try = > 0" v o1 (- T (fn))2fn- Entao,

usando a Identidade de Parseval e a Desigualdade de Cauchy-Schwarz,

e o]

Tk (f) = Ty (A3 = D 1 The(fa))2l

< N NTRUDIBIAIE f € LA™,
n=N+1
Logo,
00 1/2
IToe = Theyl < ( > IIT;%(fn)H%) : (4.4)

n=N+1

Na sequeéncia, provaremos que

S T )15 < oo
n=1
De fato, aplicando mais uma vez o Teorema de Fubini-Tonelli, obtemos

Tt s = [ Tl f) @ F@ don (o)

= [ RO a0 oo )
= (K, fuf)2, nl=1,2,...,

onde (fuf)(z,y) = fuly)filz), z,y € S™. Pelo Teorema 2.4.4, o conjunto {f,f;} é
uma base ortonormal de L?(S™ x S™). Entao, aplicando o Teorema 2.1.5 e, em seguida,

o Teorema 2.1.4, vemos que

ZHT* fn) HQ_ZlT* fu)s fi)2 Z!Kfnfz bol* < K3 < oo

l,n=1 l,n=1
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A conclusao anterior junto com (4.4) revelam que ||Tx — Tk, || — 0. Como cada
Ty é um operador sobre L?(S™) de posto, no méximo N, pelo Teorema 2.1.9, Ty é

compacto. Portanto, a prova esta terminada. [ |

O resultado a seguir mostra que operadores integrais gerados por nicleos continuos

tém conjunto imagem continuo.

Teorema 4.1.2 Se K ¢ uma fungdo continua de L*(S™ x S™), entdo a imagem de

Tk € um conjunto de fungoes continuas.

Demonstracgao: Seja K como no enunciado do teorema. Assuma que zop € S™ e
f € L?(S™) estao fixados. Considere {z,} uma sequéncia em S™ tal que x, — zo. A
compacidade de S™ implica que K é uniformemente continua em S™ x S™. Logo, dado

e > 0, existe um inteiro positivo N tal que |K(xg,y) — K(z,,y)| <e,n> N,y € S™ e

T (f) (o) — Tie(f)(wn)| < e / FW)ldon(y), n> N, f e LX(S™),

m

Como L*(S™) C L'(S™), o resultado segue. |

Os nucleos hermitianos geradores de operadores integrais estao associados a pro-

priedades espectrais destes operadores.

Definigao 4.1.3 Um elemento K de L*(S™ x S™) é chamado hermitiano quando

K(z,y) = K(y,x) quase sempre.

Sejam K uma funcao definida em S™ x S™ e f uma fungao com dominio S™. Para

cada u € S™, definimos as funcoes K, e K ff pelas igualdades

K,(z) = K(z,u), (Kff)(x,y)=K,(2)f(2)f(y), w,ye™
Teorema 4.1.4 Seja K uma funcao definida em S™ x S™. Entao:
(i) Se K € L*(S™ x S™), entdo Kff € L*(S™ x S™), f € L*(S™);
(ii) Se K é uma fungdo hermitiana de L*(S™ x S™), entdo para cada f € L*(S™)

|| K@@t = [ [ Rl @Fwlde @, )
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Demonstragao: Para provar (i), sejam K € L*(S™ x S™) e f € L*(S™). A De-
sigualdade de Hélder aplicada ao produto de fungées z € S™ +— K,(z)f(z) mostra

que

1Kl = [ [ 1K) )T do(@)don(y
= [ 1wl ( / ) rKy<x>f<x>rdam<m>) o)
< Al [ 1@, don (o)
= e [ 1 )aw)] do o)

onde g(y) = || Kyl|2, y € S™. Novamente, a Desigualdade de Hélder revela que

IKfFIl < 1£1211gllz = ARl < oo

A arbitrariedade de f € L?*(S™) implica na afirmagao (i).
Para o item (i) assuma que K € L*(S™ x S™) é hermitiana e f € L*(S™). Uma
mudanga de varidvel mostra que

| [ K @ T oot = | W( K(y,x>f<y>dam<y>> Ao (2).
m S’IYL ™m

Sm

Por outro lado, como K ff € L'(S™ x S™), pelo Teorema de Fubini-Tonelli,

| [ K @ T on@dont) = | W( K(y,mf(y)dam(y)) 00 (2).
m J Sgm m gm

Assim, das duas igualdades anteriores, concluimos que

|| K@ i@ = [ [ K i@mdea) o)

Equivalentemente,

/m /m Img [K (2, y) f(x) f (y)]don () dom(y) = 0, q.s..
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Portanto, o teorema esté provado. [ |

O teorema a seguir mostra que peradores integrais nao negativos sao gerados por

nucleos hermitianos.

Teorema 4.1.5 Seja K uma funcgdo de L*(S™ x S™). Se Tk € nao negativo, entio o

nucleo K € hermatiano.

Demonstracao: Assuma que Tk tem a propriedade da afirmacao do teorema. Entao,

pelo Teorema 2.5.3,
[ @eld) = o)) F@do(a) =0, f € LX(S™)

Recordando a equagao (4.2), segue que

| @) - Rl 7@ do(y)don(a) =0, f € 1(5™).

Em particular, usando a base (4.1),

[ )R £ @ dom o) = 0, € LXS™), ml = L2.....

Entao, K(z,y) = K(y, ), quase sempre. Portanto, K é hermitianoa. [ |

Teorema 4.1.6 Seja K uma funcao de L?*(S™ x S™). Se Tk € ndo negativo sobre
L*(S™) e a func¢do (v,x) € S™ x S™ — K(x,x) é continua, entao K(x,z) > 0,
xe S

Demonstragao: Primeiramente, K = K; + iK5, onde K; e K5 sao fungoes reais em

S™ x S™. Suponha que Tk é nao negativo. Logo, pelo Teorema 4.1.5,
Kl(xvy) :Kl(yv‘r)a K?(xay) = _KZ(yax)v (45)

quase sempre em S™ x S™. Agora, se v € S™ +— K(z,x) é continua, entdo K(x,z) =

Ki(z,z), z € S™. Assuma, por contradi¢ao, que K (zo,x¢) < 0, para algum zy € S™.
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A continuidade da fungao (z,z) € S™ x S™ +— K;(x,x), assegura a existéncia de uma

vizinhanga Vj de g tal que K;(z,y) <0, z,y € Vo. A funcio xy;, pertence a L?(S™) e

(Tk (Xvo)» Xvo )2 :/

Vo v Vo

Ko, y)dom(2)dow(y) + i / Kol y)dom (z)dom (1),

Vo v Vo

Entéao, por (4.5),

(Tr(Xvo)s Xv)2 = / Ky (z,y)do,(z)do,(y) < 0.

Vo Y Vo

Isto contradiz a nao negatividade de Tk. [ |

4.2 Operadores Integrais e Sequéncias

Nesta secao, estudaremos os operadores integrais que sao compativeis com sequén-
cias conforme a Definicao 2.1.10. Este é o primeiro passo para a compreensao do

Teorema de Mercer.

Teorema 4.2.1 Seja (\,,1,) uma sequéncia de C x L*(S™) compativel com um ope-
rador T'. Assuma que {\,} € ndo negativa e {1, } é composta de fun¢des continuas. Se
T = Tk, para algum K € L*(S™ x S™) tal que a funcio (z,z) € S™ x S™ > K(x,7)

€ continua, entao
D Aaltn(2)? < K(2,2), x€8™
n=1

Demonstragao: Suponha que K é o nicleo do operador integral 7' como na hipotese

do teorema. Seja p um inteiro positivo e defina

Ey(z,y) = K(x,y) = Y Aatbn(@)n(y), x,y € S™

Claramente, K, € L*(S™ x S™). A hipdtese sobre T revela que
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. / . (K ZAn% )y ) fw) dam(y)] J(@) do(x)

- / Tic( ZA (s n)oton( >]Wd0m<x>

n=1

= /m Z Anlf, ¢n>2¢n(x)] mdUM(‘T)

Ln=p+1

= > Ml wa)al’ f € LP(S™).

n=p+1

Como z € S™ +— K,(x,z) é uma funcéo continua, o Teorema 4.1.6 é aplicdvel. Por-

tanto, K,(x,x) >0, x € S™. A prova esta concluida. [ |

Teorema 4.2.2 Seja (\,,v,) uma sequéncia de C x L*(S™) compativel com um ope-
rador T. Assuma que {\,} € nao negativa e {1,} € composta de funcgies continuas.
Se T = Trk, comx € S™ — K(x,x) ¢ continua, entdo S o0 | Mt (2)0n(y) € absoluta
e uniformemente convergente em S™ com respeito a uma varidvel, enquanto a outra €
fizada.

Demonstragao: Fixe y € S™ e defina a sequéncia {f,}, onde

= Z Ay (y)
v=1

Entao, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz e pelo Teorema 4.2.1,
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2

[fo(2) = fol@)]* =

> At (@)t (y)

IN

S N (@)D Al ()]

S K([E, Qf) Z /\V|¢V(y)‘2

A

q
< (sup K(n,n)) S AP, zeSm gz p> 1
v=p

nesm

Pelo teorema anterior, a tltima série é convergente. Logo, {f,} é uma sequéncia de
Cauchy em (L*(S™), (-,-)2). Pelo Teorema 2.2.3, a soma Y - A\, (y) converge
absoluta e uniformemente em S™. A mesma conclusao vale fixando-se x € S™. Assim,

o teorema esta provado. [ |

4.3 Teoremas de Mercer

Na secao presente, apresentaremos algumas versoes do Teorema de Mercer que
aparecem na literatura, incluindo a versao classica provada por Mercer. Comecamos

com a versao envolvendo compactos da reta.

Teorema 4.3.1 Sejam a e b nimeros reais e K uma fungdo real continua em [a,b] x
[a,b]. Se K ¢é hermitiana e Tx € ndo negativo sobre L*([a,b]), entdo existe uma base
ortonormal {1} de L*([a,b]) e uma sequéncia {\,} de nimeros reais ndio negativos

tais que (An,¥y) € compativel com Tk e a soma

converge absoluta e uniformemente para K(x,y).
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Demonstragao: ([23], p.126). [ |
A formulagao seguinte foi provada em [10].

Teorema 4.3.2 Sejam X um espago topolégico localmente compacto munido de uma
medida o-finita e K uma fungio de L*(X x X). Se K é continua e Tx € nao negativo,
entao existe uma base ortonormal {1,} de L*(X) composta por funcoes continuas e
uma sequéncia {\,} de nimeros nao negativos tais que (\n,vy,) € compativel com Tk

€ a soma
D Ata(@)inly), @y € X,
n=1

converge absoluta e uniformemente em subconjuntos compactos de X x X.

Uma versao para espacos métricos munido de uma medida de Borel serda dada no

teorema a seguir([9]).

Teorema 4.3.3 Sejam X um espaco métrico munido de uma medida de Borel v e K
uma funcao continua em L*(X x X) tal que a funcio v € X — K(x,z) pertence a
LY(X). Suponha que a sequéncia (A, ) é compativel com Ty sobre L*(X). Assuma
que a restri¢io de v a'Y := supp(v) € estritamente positiva e v(X \Y) = 0. Se {¢,} é
um conjunto L*(X)-ortonormal e {\,(T)} estd contida em um setor circular de centro

na origem de C com angulo central menor que 7, entdo a soma

D Antn(@)Puly), wyeY
n=1

converge absoluta e uniformemente em compactos de' Y XY para K. Além disso, Tk

€ compacto e cada A\, € continua em X.

A versao seguinte ja foi cotada no Capitulo 1. Incluiremos novamente nesta segao
por questao de completude para que o leitor tenha a oportunidade de compara-la com
as demais ([7]).

Teorema 4.3.4 Sejam R e T operadores integrais autoadjuntos sobre L*([a,b]), ambos

gerados por nicleos continuos. Assuma que —1 ndo pertence a o(T). Se R € positivo,
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entdo existem sequéncias {¢n} e {n} em L*([a,b]) e uma sequéncia {\,} de nimeros

reais tais que
D Aba(@)enly), @y € la,b],
n=1

converge absoluta e uniformemente em [a,b] X [a,b] para o nicleo gerador do operador

integral Ro (I +1T).

Encerramos esta se¢gao apresentando a versao do Teorema de Mercer, objeto central
desta dissertagao. Ela generaliza a versao precedente, onde [a,b] é substituido por
S™. Sua demonstracao encerrard este trabalho na Secao 4.6. Muitas das condigoes
assumidas no seu enunciado ja foram estudas até aqui, enquanto que outras ainda

serao abordadas.

Teorema 4.3.5 Sejam R, S e T operadores integrais em L*(S™) tais que R e S+ T
sao gerados por nicleos continuos em S™ x S™. Sejam (a,, V) € (B, ¥n) sequéncias
em C x L*(S™) compativeis com S e T, respectivamente. Assuma gie {1, } € uma base

ortonormal de L*(S™), {an, + Bn} € limitada e satisfaz
artBi<ar+B < Lot b <0< app + B <0

para algum inteiro k. Se R é compacto e positivo, entao eziste uma sequéncia (A, dn)

em C x L?(S™) compativel com R tal que

o0

Z(Sign An)An®n(2)(S +T)(dn(y))

n=1

converge absoluta e uniformemente em S™ x S™ para o nicleo gerador do operador
integral Ro (S +T).

4.4 Uma Estrutura de Krein para L?(S™)

Em vista do objetivo do trabalho, abordaremos daqui em diante a classe de ope-

radores sobre L*(S™) que impoe uma estrutura de Krein sobre este espaco.
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A teoria exposta nesta secao dependerd da andlise seguinte. A condicao sobre o
operador 7" do Teorema 4.3.4 equivale afirmar que o espectro o (7)) = {A1, Ag,...} é um

subconjunto de R, onde os termos podem ser ordenados como
MALT<4+1< - X+1<0< M1 +F1< Ao+ 1<-1 (4.6)

para algum inteiro k. Note que o escalar 1 que aparece na desigualdade anterior pode
ser interpretado como a sequéncia dos autovalores do operador identidade I sobre
L*([a,b]); Isto é, o(I) = {1,1,--- }.

A proposta de extensao deste trabalho leva em conta o operador T', agora, sobre
L?*(S™) e substitui I por um operador integral S sobre L?(S™). Logo, levamos em
conta as sequéncias nao decrescentes dadas por o(S) = {a,} e o(T) = {f,}. Neste

caso, a condicao (4.6) dara lugar a cadeia ordenada
o+ P <t fPo <o <ap+ B <0<y + By <o (4.7)

para algum inteiro positivo k.

Teorema 4.4.1 Sejam (an, V) € (Bn, V) sequéncias em C x L2(S™) compativeis com
0s operadores S e T, respectivamente. Assuma que {a, + 3.} satisfaz (4.7). Se {1}
¢ base ortonormal de L?(S™), entdo existe uma forma q dependendo apenas de S + T

tal que (L?(S™),q) é um espaco de Krein.

Demonstragao: Suponha que {¢,} é uma base ortonormal. Claramente, a sequéncia
(atn + B, n) é compativel com o operador S + T. A condi¢ao (4.7) implica que a
sequéncia (|ay, + Ba] ™%, 1) é compativel com um operador U sobre L?(S™). Defina,
entdo, G := (S+7T)oU. Recordando a Definigao 3.4.4, provemos que G é uma simetria

canonica sobre (L?(S™), (-, +)2). Primeiramente, notemos que

00 k
G(f) = Z(an‘i‘ﬂn) <kh_>rgoz ‘am_‘_ﬁm‘_l(fv ¢m>2wmawn> wna f € LQ(Sm)
n=1 m=1 2

O Teorema 2.1.2 justifica a igualdade

G(f) = Z(an + ﬂn) Z ‘am + Bm|_1<fa wm>2<wm7 wn>2¢n7 f € Lz(Sm)
n=1 m=1
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A ortonormalidade de {v,,} implica que

o0

G(f) = (o + Ba)lan + Bul 7 {f, n)atn, [ € L*(S™). (4.8)

n=1
A condigao (4.7) implica na decomposicao G = P, — P,, onde

00 k

Pl = Z <'a,¢}n>2¢n7 P2 = Z<7¢n>2¢n

n=k+1 n=1

Agora é facil ver que P, e P, sao projecoes autoadjuntas, P, o P, e P, o P; sao
identicamente nulas. Logo, G é autoadjunto e G o G = I. Assim, estas duas pro-
priedades de G implicam na afirmacao sobre ele. Para finalizar a prova, defina a
fungao q(f,g) = (G(f),9)2, f,g € L*(S™). Assim, pelo Teorema 3.4.6, (L*(S™),q) é

um espago de Krein. [ |

Assuma que a sequéncia {a, + 3, } satifaz (4.7) e defina o operador V sobre L*(S™)
para o qual a sequéncia (|, + B,]|'/2,1,) é compativel. O operador V é obviamente
invertivel e o Teorema 2.5.4 mostra que V' ¢é positivo e, portanto autoadjunto.

Dado R, um operador adicional sobre L?(S™), seja
A:=Ro(S+T).
Como V é um operador invertivel, a composicao
B:=VoAoV,

também faz sentido.

Teorema 4.4.2 Sejam S el os operadores do Teorema 4.4.1. Se S e T sdao limitados

e R é um operador compacto sobre L*(S™), entdo A e B sdo compactos sobre L*(S™).

Demonstragao: Assuma que S e T sdo limitados sobre L?(S™). Entao, S+ T,V e
V~1 sdo limitados. Se R ¢ um operador compacto sobre L?(S™), entao a compacidade

de A vem do Teorema 2.5.5 e, portanto B também é compacto. [ |
Como o uso do Teorema 2.1.2 serd frequente daqui por diante, nao mais o invo-
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caremos. Ele aparece sempre que os simbolos de somatério e da integral precisam ser

permutados.

Teorema 4.4.3 Sejam (an, V) € (Bn, ) sequéncias em C x L2(S™) compativeis com
S e T, respectivamente. Seja R um operador limitado sobre L>(S™). Assuma que {1, }
¢ base ortonormal de L*(S™), {a, + Bn} € limitada e satifaz a condigao (4.7). Se G é
o operador definido em (4.8) e R € autoadjunto, entio B é G-autoadjunto.

Demonstragao: Assuma as hipoteses do teorema e que G é o operador definido em
(4.8). Entao,

o0

B(f) = (VoRo(5+T)) (Z(% + B + B 7VA(S, ¢u>2¢u> . [EeLXS™).

v=1

A limitacao dos operadores R e S + T nos permitem escrever

N=y3

pn=1v

azx"’_ﬁu ’av"i_ﬁv‘ 1/2’aﬂ+ﬁull/2<f wu> < (wu)ku>2wm f S L2(Sm>

Mg

1

A definigao de G e a ortonormalidade de {t,} mostram que para cada f € L?(S™),
(GoB)(f) =33 (ot Bu) o+ Bul ™20+ B + B2 F ol R, )ty
p=1 v=1

Logo, para cada f,g € L?(S™) o produto interno ((G o B)(f), g)2 tem a expressao

D o+ Bulaw + Bul 7 (o + By + Bul 72 {f )2 (R(1y), )2 (W, 9)2.

p=1 v=1

Como R ¢ autoadjunto, a iltima expressao também pode ser obtida calculando-se

(G(f), B(9))2, f.g € L*(S™). Assim,

(GoB)(f).9)2 =(G(f),Blg))2, f.g€L*(S™).

Portanto, pela Definicao 3.5.2, o operador B é G-autoadjunto. [ |
A extensao da Defini¢ao 2.5.2 para G-espagos tem a formulacao a seguir.
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Definigao 4.4.4 Seja G uma simetria canonica sobre (H, (-,+)) e considere um opera-
dor T" sobre H.

(1) Dizemos que T é G-nao negativo quando

(GoT)(f), /)20, feH;

(i1) Dizemos que T € G-positivo quando

(GoT)(f), ) >0, feH\{0}.

O teorema abaixo fornece um exemplo de operador GG-nao negativo de interesse no

restante deste trabalho.

Teorema 4.4.5 Sejam (a,,¥,) € (Bn, V) sequéncias em C x L*(S™) compativeis com
S e T, respectivamente. Sejam R um operador limitado sobre L*(S™) e G o operador
definido em (4.8). Assuma que {1, } € base ortonormal de L*(S™), {an+ 8.} € limitada
e satifaz a condigdo (4.7). Entdo:

(i) Se R € nao negativo, entao B é G-ndo negativo sobre L*(S™);

(ii) Se R € positivo, entio B é G-positivo sobre L*(S™).

Demonstragao: Sejam G e B como no teorema. Fixe f € L2?(S™) e calculemos
C := ((G o B)(f), f)2. Usando a expressdo de G o B obtida na prova do teorema

anterior, vemos que

¢ = Z Z(au + /Bu)|au + /Bu|_1/2(av + Bu)| v, + ﬁu|_1/2<f: ¢u>2<f7 )2 (R(Yy), @Du)?

p=1 v=1
00

= > (aw+ Bo)low + Bl )2 (R(), (S +T) 0 VH(S))e.

v=1

A limitacao de R, agora, mostra que
C=(R(9).9)2 9= ((S+T)oV)(f) € L*(S™).

Assim, a nao negatividade de R sobre L?(S™), implica que C' > 0. Portanto, o item

(i) esta provado.
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Assuma, agora, que R é positivo sobre L*(S™). A prova anterior, revela que (ii) segue
mostrando-se que (S + T) o V7I(f) # 0, f € L*(S™) \ {0}. Entdo, suponha que
(S+T)oV=YH(f) =0, para algum f € L?(S™). Como S + T e V! sao operadores

invertiveis, f = 0. [ |

4.5 Duas Bases Especiais para L*(S™ x S™)

O fechamento deste trabalho na préxima secao dependeréd da secao presente, onde
a partir da classe de operadores que lidamos anteriormente, duas bases especiais serao
construidas para o espaco produto L*(S™ x S™).

Na definicao a seguir a notagao ¢;; representa a funcao delta de Kronecker.

Definigao 4.5.1 Seja (K, q) um espago de Krein. Um conjunto {e,} de K é chamado

q-ortonormal se

0;:, Se e;e; € KT
o= = e

(51'3', se  €i,€j ek

O Teorema Espectral para operadores compactos autoadjuntos sobre espacos de

Krein pode ser enunciado como segue ([2], p.231).

Teorema 4.5.2 Seja G uma simetria candnica sobre (H,{-,-)). Seja T um operador
limitado sobre H tal que o(T') tenha um tinico ponto de acumulagdo. SeT" é G-positivo,
entdo existe uma base {e,} de H e uma sequéncia {\,} de nimeros complezos tal que

{en} € q,-ortonormal e T'(e,) = A\pe,. Em adigdo, a soma

o0

Z(Sign A") Aan (fv en)ena f eH

n=1

¢ H-uniformemente convergente para T(f).
Sob as hipoteses descritas no teorema anterior,
0 <q,(T(em), em) = Aty (€m, €m) = (sign App) Ay, m=1,2,....

Logo, a sequéncia {\,} é formada por niimeros reais nao nulos.
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Teorema 4.5.3 Sejam (an, V) € (Bn, V) sequéncias em C x L2(S™) compativeis com
S e T, respectivamente. Seja R um operador compacto e positivo sobre L?(S™). As-
suma que {a, + By} € limitada, satifaz a condi¢ao (4.7) e {1} € base ortonormal de
L*(S™). Entao:

(i) Eziste uma sequéncia (An, ¢,) em C x L*(S™) tal que ((sign A\p)An, ¢n) € compativel
com R;

(ii) (S + T)(pm), Dn)2 = (sign Ap) O, myn = 1,2, .. .;

(111) Ro (S + T)(Pm) = An®m, m=1,2,....

Demonstragao: Considere o operador B definido na secao anterior. Um céalculo direto
mostra que B o G = G o B, onde G é o operador definido em (4.8). Recordando o
Teorema 2.5.3, vemos que R é autoadjunto. Logo, pelo Teorema 4.4.3, Go B = Bo G
¢ autoadjunto e Go B = G o B*. Uma vez que G o G = I, fica claro que B = B*.
Em adigao, o Teorema 4.4.2 implica que B também é compacto. Entao, pelo Teorema
2.3.2, concluimos que 0 é o tnico ponto de acumulagao de o(B). Por outro lado, o
Teorema 4.4.5 nos informa que B é um operador G-positivo sobre L?(S™). Entao, pelo

teorema anterior, existe uma sequéncia (\,,e,) em C x L*(S™) de modo que {e,} ¢

g.-ortonormal, B(e,) = A\pe,, n=1,2,... ¢
B(f) = (signAn) Ao (f,en)en, € L2 (S™).
n=1

Pela composicao que define B, segue que

o0

(Vo AoV I)(f) = (sign ) An gy (f en)en, f € L*(S™).

n=1

A limitacao de V1, mostra que

oo

(Ao VH(f) = (sign ) Mg (fren)V " en),  f € LX(S™).

n=1
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Entao, usando as fungoes ¢, := V~1(e,), n =1,2,... e a autoadjuntés de V, segue que

o0

(Ao V() = D (sign ) M(G(f), V(6n)) 26,

n=1
[

= S (sign M) Al(V o (S +T) 0 U)(f), buadhns  f € LH(S™).

n=1

Como Vo (S+T)oU=(S+T)oV™
(Ao VN(f) = (sign \) M(((S+T) o V) (f), Su)adn,  f € L*(S™).

n=1

Agora, a invertibilidade de V! justifica a seguinte modificacao da férmula anterior.

(sign An) Aa((S + T)(f), $n)2tn, f € L*(S™)

NE

A(f) =

3
Il
_

(sign An) Aa(f, (S + T)(0n))20n, [ € L*(S™).

[
NE

Il
—

n

Como R e (S + T) sao autoadjuntos, das igualdades acima, segue que

o0

(S+T)o R)(f) = A*(f) =D _(sign \n) M(f, 0n)a(S +T) (), [ € L*(S™).

n=1
Finalmente, a invertibilidade de S + T mostra que

e}

R(f) =) (sign An) Aulf, bn)adbn, f € L*(S™).

n=1

Assim, o item (i) estd provado.

O segundo item do teorema segue das igualdades seguintes, usando propriedades ja
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mencionadas acima para os operadores envolvidos nos célculos.

(Gmy (S+T)(dn))2 = (V7 em), (S +T) o V) (en))a
= ((S+T) oV )(em), V" (en)):
= (V1o (S+T) oV h)(em), en)2

=

= (G

((S+T)oU)(em), en)a
(€m)sen)2 = qu(€m,en) = (SigN A\ 0pn, mym=1,2,....

Para a tltima afirmacao do teorema, use a expansao do operador A = Ro (S + T)

obtida na prova do item (i) para escrever

oo

(Ro(S+T))(dm) = Y (1280 A0) A b, (S + T)(dn))2bn, m=1,2,....

n=1

Entao, pelo item (ii),

(Ro (S +T))(¢m) = (sign M) A (D, (S + T)(0im))2Pm = Anmy, m=1,2,....

A prova esta finalizada. |

No dltimo teorema desta secao, usaremos duas sequéncias de fungoes definidas a

partir das notagoes precedentes:

Uiz, y) = dm(2)(S +T)(Pn)(y), zyeS™, mn=12,...

q)pq(maw = \Ijqp(y>x)7 x,yESm,p,qzl,Q,....
O texto que colocamos no inicio desta se¢ao refere-se ao teorema a seguir.

Teorema 4.5.4 Assuma as hipdteses do teorema anterior para os operadores lineares
R, S eT. Assuma que R é compacto e positivo sobre L*(S™). Entdo:

(i) As sequéncias {V,,,} e {®,q} sdo bases de L*(S™ x S™);

(11) As bases {V .} e {Py,} satisfazem a igualdade

(Winn, Ppg)o = (sign A )Omp(sign Ap)0ng, m,n,p,q=1,2....
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Demonstragao: Para a prova de ambos os itens assuma a hipétese do teorema. Como
V1 e S+T sao operadores injetores e {e, } ¢ uma base de L?(S™), {¢,} e {(S+T)(¢n)}
sao bases de L?*(S™). O Teorema 2.4.4 prova o item (i).

O segundo item segue das igualdades abaixo usando o teorema anterior.

Bl = [ [ (0,0, 5) o a)rn()

- / - G (2) (S + T)(60) (Y) ¢a(y)(S + T) () (x) Ao () dr (y)

— ([ @ @EF TN o) ( [ ST TG0 doal))

= (D, (S +T)(Pp))2 (¢g, (S +T)(Pn))2
= (sign A )Omp(Sign A\p)ng, My, pg=1,2.. ..

O teorema esta provado. [ |

4.6 O Teorema de Mercer para Ro (S +1T)

Por fim, nesta segao, a versao do Teorema de Mercer proposta na Secao 4.3 sera
demonstrada.
O teorema seguinte é o Teorema 4.2.1 aplicado para a classe de operadores que

estamos trabalhando nas tltimas segoes.

Teorema 4.6.1 Sejam R, S e T operadores integrais sobre L*(S™) tais que R e S+T
sao gerados por nicleos continuos em S™ x S™. Sejam (a,,¥,) € (B, ¥n) sequéncias
em C x L*(S™) compativeis com S e T, respectivamente. Assuma que {1,} € uma
base ortonormal de L*(S™), {a, + Bn} € limitada e satisfaz (4.7). Se R é compacto
e positivo, entdo existe uma sequéncia (A, ¢n) tal que {¢p,} € composta de fungoes

continuas e as somas

oo

Z(sign M)Al on ()2, € S™ (4.9)

n=1
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[e.e]

D (sign A)Aa|(S + T)(6n)(2)]?, z€ 8™ (4.10)

n=1

convergem absoluta e uniformemente em S™.

Demonstragao: Seja R o operador integral compacto e positivo como na hipétese do
teorema. Entdo, a existéncia da sequéncia (\,, ¢,) é consequéncia do Teorema 4.5.3.
Pelo mesmo teorema, a sequéncia ((sign),), ¢,) é compativel com R. Por outro lado,
a expressao do operador A obtida na prova daquele teorema mostra que a sequéncia
((sign Ap)An, (S+T)(¢n)) é compativel com (S+T)o A sobre L?(S™). Como os niicleos
geradores dos operadores R e (S +T') o A sao continuos sobre S™ x S™ pelo Teorema
4.1.2, as imagens desses operadores sao compostas por fungoes continuas. Uma vez que
(sign \p)A, > 0, n = 1,2,..., as afirmagoes (4.9) e (4.10), seguem do Teorema 4.2.1.

Isto completa a prova do teorema. [ |

Agora, estamos de posse de todos os ingredientes necessarios para provar o teorema

principal deste trabalho.

Teorema 4.6.2 Sejam R, S e T operadores integrais em L*(S™) tais que R e S+ T
sao gerados por nicleos continuos em S™ x S™. Sejam (a,, V) € (B, ¥n) sequéncias
em C x L*(S™) compativeis com S e T, respectivamente. Assuma que {1,} € uma
base ortonormal de L*(S™), {a, + Bn} € limitada e satisfaz (4.7). Se R é compacto e

positivo, entdo existe uma sequéncia (A,, ¢,) em C x L?(S™) compativel com R tal que

o0

D> _(sign An) At (2)(S + T)(60)(y), 2,y € 5™ (4.11)

n=1

converge absoluta e uniformemente em S™ x S™ para o nicleo gerador de Ro (S+1T).

Demonstragao: Assuma a afirmagao do teorema para os operadores R, S e T. Como
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a sequéncia {\,} é real, a Desigualdade de Cauchy-Schwarz mostra que

2

D Anbn(@) (S +T)(Ga) ()| <D (sign An)aldn (@)Y (sign An) Al (S + T) () (y)[

n=p

<D (sign Aa)Aa|dn (@)D (sign M) Aal (S + T)(0n) (9) 7,

n=1 n=1
onde ¢ > p > 1, z,y € S™. Pelo Teorema 4.6.1, cada fator do produto anterior
é convergente. Logo, pelo Critério de Cauchy para convergéncia uniforme dado no
Teorema 2.2.3, a série (4.11) converge absoluta e uniformemente em S™ x S™. Para
finalizar a prova, mostraremos que, na verdade, essa série converge para o nicleo
gerador L € L*(S™ x S™) do operador Ro (S + T). Usando os conjuntos {V,,,} e
{®,,}, pelo Teorema 4.5.4,

L(%y) = Z <La q)mn>2llimn($7y)v T,y € S™. (412)

n,m=1

O coeficiente de Fourier desta expansao sera calculada na sequéncia usando o Teorema
de Fubini-Tonelli.

Ltn)s = [ [ L) Bl o @)don(y)
— [ Lo, EF @@ don(a)don(y

= [ (Ro(S+T)G)@EF NG @don(s)
= (Ro(S+T)(n),(S+T)(m))2, mn=12 ...

Entao, pelo Teorema 4.5.3,

= (Sign)‘m))‘mémna m,n=12,....
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Finalmente, retornando em (4.12) concluimos que

oo [e.9]

L(z,y) = Y (sign A)AnWon(z,9) = D (sign \n) Aathn(z) (S + T)(¢n)(y), x,y € S™.
n=1 n=1
Assim, o teorema estd provado. [ |

Finalizamos o trabalho observando que o teorema anterior é extensivel a um espago
topoldgico X munido de uma medida localmente finita em lugar de S™. Neste caso, o
resultado que obtemos é uma extensao do contido em [7], onde as seqiiéncias {«a,} e

{8} satisfazem: a seqiiéncia {f,} é limitado em R tal que
Bidl<. <Bt1<0<Bpntl<... n=12,..,

para algum inteiro k e {«a,} é a seqiiéncia constante com entradas iguais a 1. A

comparacao detalhada é deixada ao leitor.
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