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All models are wrong, but some are useful.

George Box



Resumo

Inicialmente, um modelo predador-presa planar é estudado. Ja o seguinte é um sistema
no espaco tridimensional que descreve a competicao entre duas espécies de predadores
por uma tunica espécie presa, onde ocorrem as bifurcacoes de Hopf e a zip. Usando uma
resposta funcional Holling tipo III generalizada, ou incluido mais predadores - modelo

predador presa (n + 1)-dimensional -, a bifurcac¢do zip persiste nos novos modelos.

Palavras—chave: Dinamica de populacoes, sistema predador-presa, bifurcagoes de Hopf

e zp
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Abstract

First, a two dimensional predator-prey model is studied. The next model is a three
dimensional space system, that describes the competition od two predators species for a
single species of prey, where occurs a Hopf and a zip bifurcations. Using a generalized
Holling IIT type functional response or including more predators - (n + 1)-dimensional

system -, the zip bifurcation persists in new models.

Keywords: Population dynamics, predator-prey system, Hopf and zip bifurcations
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Introducao

A dinamica de populagoes, onde por populacao se entende um grupo de individuos de
mesma espécie que ocupa uma determinada drea, tem inicio com Malthus (1798), An
Essay on the Principles of Population. Em 1838, Verhulst propoe um modelo de cresci-
mento populacional limitado pela capacidade do meio. Os modelos foram aperfeicoados,
estudados e outros tantos foram criados, [18].

Aqui, o foco é o estudo qualitativo das equacoes diferenciais de sistemas do tipo

predador-presa. Esse sistema foi consolidado por Lotka e Volterra na década de 20 no

século XX

#(t) = ax(t) — bx(t)y(t),
(1)
y(t) = —ey(t) + dz(t)y(?),

onde, x(t) representa a densidade populacional de presas, y(t) a densidade populacional de
predadores, a, b, ¢, d sao parametros estritamente positivos. Um bom estudo dele encontra-
se em [4].

No primeiro capitulo, apresenta-se um modelo predador-presa com resposta funcional
Holling tipo II. Verifica-se a coexisténcia das espécies, nao somente pontual, mas até mesmo
com uma orbita periddica.

No segundo capitulo, acrescenta-se um outro predador ao sistema inicial, o do Capitulo



1, havendo, portanto, uma competicao entre os predadores pela presa. Quais resultados
ainda sao mantidos no novo sistema?

Ao se extinguir um predador, os resultados do Capitulo 1 sao resgatados. No entanto,
quando as trés espécies envolvidas sobrevivem ha a possibilidade do sistema apresentar
um continuum de equilibrios, ou seja, um segmento de reta constituido por pontos de
equilibrio restrito ao primeiro octante. Nos parametros considerados, ocorrem dois tipos
de bifurcacoes, a de Hopf e a zip, [1], [2].

Por 1ltimo, duas generalizacoes do modelo do Capitulo 2 sao exibidas. Em uma delas
utiliza-se uma resposta funcional Holling tipo III generalizada, e na outra inclui-se mais
predadores para competir pela tnica presa, de modo que o sistema passa a ser (n + 1)-

dimensional, com n > 2. A bifurcacao zip também ocorre nesses novos modelos.



Capitulo 1

Um modelo predador-presa

Neste capitulo, serda abordado um modelo predador-presa planar utilizando uma resposta
funcional Holling tipo II. Em seu cléssico trabalho de 1959 (The components of predation
as revealed by a study of small-mammal predation of the European pean sawfly), Holling
apresenta a noc¢ao de resposta funcional que ¢é a taxa de ingestao de comida pelo consu-
midor. O interesse aqui é quando a comida é uma presa e o consumidor um predador e,
portanto, nas consideracoes feitas, serao eles os descritos.

A resposta funcional Holling tipo I é a mais simples delas por considerar um crescimento
linear na taxa da ingestao de presas, sendo utilizada, em (1), no modelo predador-presa
de Lotka-Volterra. Ja a tipo II é caracterizada por uma desaceleracao na taxa de ingestao,

modelada por
bS

T 11 bhS’

onde f denota a taxa de ingestao de presas, S a densidade populacional de presas, b a

f(5)

taxa de ataque (a taxa na qual o predador encontra a presa por unidade de densidade
populacional de presas) e h o tempo para o predador manipular/processar a presa. E
por tultimo, a tipo III representa a relacao do niimero de presas consumidas e a densidade

populacional de presas é maior que a funcao linearmente crescente do consumo de presas



pelos predadores. Essa resposta acelerada pode ser causada pelo tempo de “aprendiza-

gem” do predador para cacar a presa, pela selecao de presas - o predador dispoe de espécies

distintas de presas para se alimentar -, ou pela combinacao desses dois fenomenos. Para

alta densidade populacional de presas, o comportamento é semelhante a de tipo II. A

generalizagao dessa ultima fungao serda abordada no Capitulo 3.

Considere o modelo a ser estudado dado por

,

onde

) =5t (1- ) - ool

) 9
(1.1)

e S(t) é a densidade populacional de presas num dado instante ¢;

e x(t) é a densidade populacional de predadores num dado instante t.

E valido observar que (1.1) é uma familia de sistemas planares constituida de equagoes

diferenciais ordindrias nao-lineares autonomas, dependendo de cinco parametros.

Atentando-se ao fato de que o sistema (1.1) é um modelo bioldgico, algumas restri¢oes

sao feitas, S(t) > 0, z(t) > 0, e os parametros presentes em (1.1) possuem os seguintes

significados, tais como em [1]:

e v > ( ¢ a taxa de crescimento intrinseca da presa;

K > 0 é a capacidade ambiental com respeito a presa;
e m > (0 é a taxa maxima de nascimento do predador;
e d > 0 ¢é a taxa de mortalidade do predador;

e o > 0 ¢é a constante de meia saturacao para o predador.



Ao introduzir dois novos parametros

ad

o )\ =

7 com o seguinte significado: x(t) é crescente se e somente se S(t) > A;
* f=m—d;

em [6] e [7], mostram que o predador pode sobreviver apenas se 0 < A < K, o que implica
m > d, ou seja a natalidade deve superar a mortalidade, e entdo (1.1) assume a seguinte

forma

_Sm)_mmww
)’
(1.2)
S(t) — A

i(t) = ﬁl’(t)rs(t)-

Nas préximas segoes, quer-se estudar a dinamica de (1.2) de maneira qualitativa. Ressalta-
se que A e 8 sempre sao positivos, e para os estudos seguintes K > A. A variavel ¢ estard
subentendida, assim se escreverd S ou z ao invés de S(t) e x(t). O sistema (1.1) ora serd

tratado simplesmente como sistema, ora como campo de vetores F': {2 — 2 com

S mxS maxS
ou
S mzS S — A
F(S,z) = (75 (1—§)—a+s,ﬁxa+s) (1.4)
e

Q={(S,r) eR*: S >0,z >0}.

Desse modo Q = {(S,z) e R*: S > 0,z > 0}.



1.1 Os Pontos de Equilibrio de (1.2)

O lema a seguir é de obtencao imediata.
Lema 1.1.1. O sistema (1.2) apresenta trés pontos de equilibrio:
L PU = (07 0)7

o P =(K,0):
(o (52) (- 4)

1.2 Estabilidade dos Pontos de Equilibrio de (1.2)

Antes de discutir as estabilidades dos pontos de equilibrio do Lema 1.1.1, é importante
salientar que as solugoes de (1.2) sao limitadas, ou seja, uma vez adentrada uma regiao do

primeiro quadrante, jamais sairao dela.
Lema 1.2.1. As retas S =0 e z = 0 sao invariantes.

Demonstragao. Serd mostrado que o campo F(S,z), definido em (1.3), restrito a cada

uma dessas retas nao possui componente normal a elas, matematicamente:

(0, —m%) -(1,0) = 0.

(w (1 . %) - ;”jizo) -(0,1) = 0.

Portanto, solugoes com condicoes iniciais em .S = 0 ou em x = 0 ficam restritas as retas. []

Lema 1.2.2. Toda solucao de (1.2) com (So,xzo) € Q tende a um conjunto limitado em

Q.



Demonstracao. Considere a equacao da reta S + x = ¢, onde ¢ é uma constante positiva.

O vetor normal a essa reta é n = (1,1). Considere o campo de vetores definido em (1.3)

S mxS mxS

Assim,

F(S,x)-nzvS(l—%)—deyK—yS—devK—&)(S—i—x}ZVK—éoc,

K
se ¢ > 75—, onde 0y = min{~,d},
0

F(S(t),z(t)) -n < 0,

ou seja, para t — 00, as solugoes de (1.1) ficam confinadas a ¢ = {(S,z) € Q: S+ z <

c,c>vK/dp}. O
Definindo
0= {(a,m K,B,7,A) €R:a>0,m>0K>\p5>0v>0,\>0}, (1.5)

pode-se dizer que, dado (ag, mo, Ko, Bo, Y0, Ao) € O, a dinamica dos pontos de equilibrio
Py e P, do Lema 1.1.1 é sempre a mesma. No entanto, para P, é necessaria uma analise
mais refinada, pois a sua dinamica, considerando o parametro K como o de bifurcacao,
depende da escolha de (ag, mo, Ko, 50,7, o) € O, logo sua estabilidade é discutida em
outro resultado. Uma boa apresentacao sobre bifurcacao de Hopf encontra-se no classico
8], em portugueés [14], [16] que discute tal bifurcagdo num modelo biolégico, e as notas

[11].
Lema 1.2.3. As solucoes de equilibrio Py e Py sao hiperbdlicas e do tipo sela.

Demonstragdo. Seja a matriz Jacobiana de (1.2) para um ponto qualquer (S, z) € Q



I 1_25 _mx mzS  mS ]
7 K a+S (a+8)? a+S

J(8,2) = Br  Ba(S—\) RS (1.6)
a+S  (a+95)? a+ S

Desse modo, o polinomio caracteristico associado a Py é
A
pln) =0y =m) (=B —n).

Ja para P;, o polinomio caracteristico é dado por

plp) = (= — ) (BK_A u)-

a—I—K_

Recordando que todos os parametros sao positivos e K > A, entao as raizes do polinomio

caracteristico associado a P sao

BA
=7 € h=——,
a
e as do polinomio de P,
5K_)\
= — e =
K Y H et K’

ou seja, selas, portanto em uma vizinhanca de Py e em uma de Py, (1.2) é topologicamente
conjugado a sua parte linear. A variedade estavel de Py estda sob S = 0 e a instavel sob

z = 0. Para P, a variedade estavel estd sob x = 0.

]

Para a demonstracao do préximo lema serd necessario o critério de Dulac, enunciado

a seguir, [12].



Teorema 1.2.1. (Critério de Dulac) Seja f : E — E, de classe C*, E aberto, conezo e
simplesmente conexo em R?. Se existir uma funcio B : E — R de classe C! tal que, ou
div(Bf) <0 em E, oudiv(Bf) >0 em E, entdo & = f(x) ndo possui orbita fechada em
E. Se A é uma regiao anular em E tal que ou div(Bf) <0 em E, ou div(Bf) >0 em E,

entao existe no mdzximo um ciclo limite de & = f(z) em A.
Lema 1.2.4. O ponto de equilibrio Py possui as sequintes estabilidades:
e se \< K <a+ 2\, P, ¢ atrator global em €2;

e se K = a+ 2\, P, é um foco atrator fraco e ocorre uma bifurcacao de Hopf su-
percritica, i.e, existe € > 0 tal que a + 2\ < K < a+ 2\ + ¢, o sistema (1.2)

apresenta uma orbita periodica atratora,
o se K >a+ 2\, P, é repulsor.

Demonstragao. Aplicando P, em (1.6), obtém-se o seguinte polindémio caracteristico

2 YA A A ByA A
= — - ——(1-—= 1-——=. 1.7
P() MJFM[K a—i—)\( K)}+a+)\ K (1.7)
Para que as raizes de (1.7) possuam partes reais positivas é necessario que K > a + 2,

YA YA A
RN 1—- =
K a+)\< K)<0

e assim P; é instavel. No entanto, se A < K < a + 2, entao

YA YA A
fla 1-2) >0
K a—i—)\( K>> ’

pois

logo P, é estavel. De fato, pode-se mostrar que para A < K < a + 2\, P, é globalmente

assintoticamente estavel, ou seja, sua bacia de atracao é ). Para isso se utilizara o Critério
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de Dulac. Seja a seguinte fungao

a+S
x

B(S,z) = 5 ,

onde a é um parametro a ser determinado. Quer-se calcular a div(B(S,x)F(S,z)), onde

F(S,z) é o campo de vetores (1.4). Assim

div(B(S,z)F(S,z)) = ""”’i; : {—27%2 +S (7 - Z{—“ + ozﬁ) - aﬁ)\} . (1.8)
Se se fizer
K—a
=Yg
(1.8) fica

div(BF) = le [—27%2 125y (1 - %) A (1 . —)]

Nao é dificil ver que
2

351 ) - (1 5)

nao possui raizes reais com A < K < a + 2\. Assim div(BF) < 0 em e portanto nao
h4a oérbitas periddicas em €2, como as solugoes de (1.2) tendem a um conjunto limitado em
Q, Py e P, sao instaveis, tem-se por Poincaré-Bendixson, que P, é atrator global em (2.
Para K = a + 2\, P, é um ponto de equilibrio nao hiperbdlico, pois (1.7) possui raizes

imaginérias puras, isto é, Re(u) = 0,

A ByA 2
==+ .
. Z(a—i—2)\

Ao se calcular dRe(u)/dK, obtém-se para K = a + 2\

dRe(p) YA A
dK (a+ 2N (H ))>0
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assim, a condicao de transversalidade é satisfeita. Agora, para se mostrar que a bifurcacao

é supercritica, isto é, o primeiro coeficiente de Liapunov é negativo, seja a funcao

V(y,2) =y* + A2* + pa(y, 2) + pa(y, 2),

onde
® p3(y,2) = oy + a1y?z + agyz? + azz?
o pi(y,2) = Opy* + 01932 + Ogy%22 + O3y23 + 0,2°

Quer-se calcular
. d
Viy,2) = SV (), 2(1).
Seja a expansao em série de poténcias do campo (1.2) em torno do ponto P, com K =

a + 2\ e transladada para a origem, ou seja,

m K
assim
U = aoz + a1y’ + agyz + asy® + ayy’z + O(4),
(1.9)
% = boy + biy? + boyz + bsy® + bay?z + 0(4),
onde,
mA
® ay) = —
0 a+ N\
YA
® (1 = —
YT (@ N (a+2)0)
ma
[ ] CL2 = —

(a+ N2’
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_ na
T T T 2 (ar 2N
. ma
B P VEL
o Pat )
~ m(a+ 2\
e b = by
! m(a+2\)’
B
b= a+\
o b el
T ma+ N(a+2))
B s
[ ] b4 = —m

Deste modo, V(y, z) = gradV (y, z) - F(y, z), sendo F(y, z) dado por (1.9), fica

gradV (y,z) - F(y,z) = (2a0yz + 2Aboyz)+

0 0
+ Goza—yps(ya z) + boyap:%(y, 2) + 2y(ary® + asyz) + 2/42(513/25292)} +

0 0 0
+ aoza—ym(y, z) + boyam(y? 2) + (a1y® + azyZ)a—yps(y, 2)+

0
+ (hiy® + bzyz)@ps(% 2) + 2y(azy® + ayy?z) + 2A2(bsy® + b4y22)] +

+O(5).

Como se quer que gradV (y, z) - F(y, z) = G(y* + 2*)?, entdo, tém-se os seguintes sistemas:

{2a0+2Ab0_0:>A——%,
0



( 2
2a1—|—b00z1 =0=a0, = _%7
0

agas =0 = ay = 0,

’
30,10./0 + b1a1 + b0(91 + 2&3 == G,
2&10&1 + 3a2a0 + bQOél + 40,090 + 260‘92 -+ 2&4 = O,
a0 + 2&2&1 + 3516!3 + 3&091 + 36093 + 2Bb4 = QG,

3()2043 + 2@0‘92 + 4b064 = 0,

L a0¢93 =dG.

Para que (1.10) possua solucao

2@1@2 2(10()1[)2 4@0(11()1 2(10()4 6(10&3

bo b2 b2 bo bo

G:

Substituindo os valores dos coeficientes, obtém-se

2 2Ab
3&00&0 —+ 2@2 + 2Ab1 + 250042 =0= g = _%
ap
4&0&1 2Abg
\ apo + o + 30003 o) 3b(2) T

)

13

(1.10)
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4m?\
Blat AP
3m?A(a+2)\)  3By(a+ N)?
By(a+ A2 m2A(a+2)\)

G=—
2+

Como (ag, mo, Ko, Bo, Y0, Ao) € ©, entdao G < 0, portanto o ponto de equilibrio P, é um

foco atrator fraco. O

Em suma, existe uma regiao de ©, a + 2\ < K < a+ 2\ + € (e > 0), tal que existe
um ciclo limite atrator no sistema (1.2). Biologicamente, a existéncia da 6rbita periddica
significa a coexisténcia ciclica entre as espécies, e, por ser atratora, diz que para uma regiao
do plano de fase, as espécies tendem a essa coexisténcia ciclica, sem a extincao delas, veja

as Figuras 1.1 e 1.2.

Py P S

Figura 1.1: Retrato de fase para A < K < a+ 2\.
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P

P, P S

Figura 1.2: Retrato de fase para a + 2\ < K < a+ 2\ +e.



Capitulo 2

Competicao de dois predadores por

uma presa

Neste capitulo sera tratado um modelo de competicao de predadores, ou seja, havera dois
predadores competindo por uma unica presa. Matematicamente, o que se esta fazendo
é retomar o sistema estudado no Capitulo 1 e acrescentar a ele uma nova equacao de
predador e, consequentemente, um termo de encontro do segundo predador com a presa
sera colocado na equacao da presa, obtendo assim um sistema tridimensional. E, portanto,
natural perguntar quais resultados obtidos para o sistema (1.2) mantém-se agora no novo

sistema. Assim,

¢ B S(t) mlxl(t)S(t) m21‘2(t)5(t)
S(t) =~S(t) <1 K ) o + S(t) a ag +S(t) ’
. mliﬁl(t)s(t)
Z1(t) w5 dy1(t), (2.1)
. m2$2(t)5(t)
\ Zo(t) = a1 500 — dyw(1)

16
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onde

e S(t) é a densidade populacional de presas num dado instante ¢;

e 1;(t) é a densidade populacional do i-ésimo predador num dado instante ;

i=1,2.

Observa-se que (2.1) é uma familia de sistemas de equagoes diferenciais ordindrias nao-
lineares autonomas, dependendo de oito parametros. Por se tratar de um sistema bioldgico,
S(t) >0, x;(t) >0,i=1,2.

Os parametros presentes em (2.1) possuem os mesmos significados que em (1.1), relembrando-

OS:

e v > ( ¢ a taxa de crescimento intrinseca da presa;

K > 0 é a capacidade ambiental com respeito a presa;

m; > 0 é a taxa méaxima de nascimento do i-ésimo predador;

d; > 0 ¢é a taxa de mortalidade do 2-ésimo predador;

e a; > 0 é a constante de meia saturagao para o i-ésimo predador;

i=1,2.

Introduzindo novos parametros

a;d; .
Ni=———F,1=12,
m; — d; !

com o seguinte significado: z; é crescente se e somente se S > \;, e conforme [6] e [7], o
1-ésimo predador sobrevive apenas se 0 < \; < K ; 8; = m; —d;, 1 = 1,2, 5; > 0; o sistema

(2.1) assume a seguinte forma:
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a; + S(t) as + S(t) ’
$ a(t) = ﬁlxl(t)i(t}r—;é;, (2.2)
Zo(t) = ﬁﬂmjﬂ—;é;

A seguir, estudar-se-ao os equilibrios de (2.2). Ratifica-se que \; e §; sempre sdo positivos,
e para os estudos seguintes K > \;, i = 1,2. A variavel ¢ estara subentendida, assim
se escreverd S ou z; ao invés de S(t) e z;(t). O sistema (2.1) serd denotado pelo campo

vetorial F : Q — Q com

S) _ mlxlS mngS mlxlS mgng

F = 1- =2 - - 2 2.
(S’ T x2) (,}/S ( K ai + S as + S’ ai + S dll‘l, as + S d21’2> ( 3)

e

Q={(S,71,15) €R*: S >0,2; > 0,25 > 0}.

Desse modo 2 = {(S,z1,29) €R*: S > 0,21 > 0,25 > 0}

2.1 Pontos de Equilibrio de (2.2)

Segue de aplicacao direta, o seguinte lema.
Lema 2.1.1. O sistema (2.2) apresenta os sequintes equilibrios:
1. Se A\ # Xo:
(i) Py =(0,0,0);

(i) P, = (K,0,0);



(iii) Py = ()\1,7 (alﬂ“:fl) (1 B %) 70) ’,
(iv) Py = (Ag,o,y (‘I?;‘Q&) (1 _ %))

2. e\ =Xy = A:

(i) PO = (07070);

(i) P, = (K,0,0);

mi;

Mmoo

i) L= (s Q9= =y (1-%
Os equilibrios sao ilustrados nas Figuras 2.1 e 2.2.
Al’g
Q
o P3
Y
Po % ﬁl
() P
S

Figura 2.1: Pontos de equilibrio para A; # .

)}

19
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AT

S

Figura 2.2: Pontos de equilibrio para A\; = As.
2.2 Estabilidade dos Pontos de Equilibrio de (2.2)

Teorema 2.2.1. Os planos S =0, x1 = 0 e x9 = 0 sao invariantes pelo fluro do campo

(2.3).

Demonstragao. De fato, serd mostrado que F'(S, 21, z5)-n = 0 quando o campo F(S, x1, x2),

definido em (2.3), estd restrito a esses planos. Assim

A A
(07 —51551071, —521)32—2) : (17070) = 0;

1 a2

S Sl’g )\2
Sll—— ) —myg——,0,— —1-(0,1,0) =0;
('Y ( K) m2a2+s7 9 621'2@2) ( ) ) ’
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(’yS(l—§>—m 5T —@lxlﬁ,()).(o,o,m:o.

Yap + S ay
O

Teorema 2.2.2. Toda solugdo de (2.2) com (So, T19, T29) €  tende a um conjunto limi-

tado em SQ.

Demonstragao. Seja o plano S + x1 + 22 = ¢, ¢ > 0 e o vetor normal n = (1,1,1). Assim

S
F(S,xl,x2)~n:78 (1—?> —dl—dggvK—fyS—dlxl—dngS

<AK — 8o(S + x1 + 29) = vK — doc.

K
Se ¢ > 75—, onde 0y = min{~,d;, ds},
0

F<Saxlax2> -n <0,

ou seja, para t — oo, as solugoes de (2.2) ficam confinadas a & = {(S,z1,25) € Q :

S+ +x0<c,e>vK/d} O

Os pontos Py e P, nao tém suas estabilidades modificadas quando K, o parametro de
bifurcacao considerado neste estudo, varia em [maz{A;, A2}, +00o[. Logo, suas estabilidades

sao apresentadas no seguinte lema.
Lema 2.2.1. Os pontos Py e P, sdo hiperbdlicos, sendo, selas' 2-1 e 1-2, respectivamente.

Demonstragao. Seja a matriz Jacobiana de (2.2) para um ponto qualquer (S, x1,z5) € Q

LA notacdo utilizada é de sela n-p, ou seja, primeiro o nimero de autovalores com parte real negativa,

e em segundo, os com parte real positiva.
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(1 _ 2§) _ a1my1q _ A2MMoTo _ m15 _ mQS i
7 K (a1+S)2 (CL2+S)2 a; + S as + S
r1(a; + A S—A
TS = e Bass O | O
Baxa(as + A2) S — )
— o 0 Do
| (CLQ + 5)2 as + S |

Assim, os polindmios caracteristicos para cada um dos pontos de equilibrio em questao

Sa0:
1. Fy:
p(p) = (v —n) <—B;i\1 — u> <—5222 - u);
2. Pr:
p(p) = (= — p) (&};;Z —u) <52§;2§ —u)-

Portanto, Py é uma sela 2-1 e P; uma sela 1-2. Em uma vizinhanca de Py e em uma de Py,
(2.2) é localmente topologicamente conjugado a sua parte linear. A variedade estével de
Py é gerada por (0,1,0) e (0,0, 1) e a instavel por (1,0,0). Para P; a variedade estavel estd
sob o eixo S. Nota-se que como adotou-se K > max{A;, A2}, pois deseja-se que os dois

predadores sobrevivam, ao se variar K, as estabilidades de Fy e P; nao sao alteradas. [J

Nas préximas subsecoes, estudar-se-ao os pontos P, e P3, e o segmento de equilibrio L.

2.2.1 Caso: \{ # X\

Ao se variar os parametros A\ e Ay, as estabilidades de P, e P3 sdo modificadas, ocorrendo

bifurcacoes de Hopf, resgatando o resultado encontrado no Capitulo 1, caso predador-presa
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(bidimensional). O resultado mais interessante ¢ referente a coexisténcia de duas érbitas
periddicas atratoras nos planos z; =0 e x5 = 0.
O préximo lema segue de aplicacao direta do seguinte teorema, devido a Pontriagin,

[13].

Teorema 2.2.3. Seja o polinomio p(p) = p® + ap® + b+ ¢, esse € estdvel, isto €, todas

as suas raizes tém partes reais negativas, se e somente se, a >0, b >0, c >0 e ab > c.
Lema 2.2.2. As sequinte afirmacgdes sao verificadas:

e Se )l <A el < K <ai+2)\, entao o polinomio caracteristico associado a matriz

Jacobiana de P, ¢ estavel.

e Sedy < A ey < K <as+2)\, entdao o polinomio caracteristico associado a matriz

Jacobiana de P3 € estavel.

Demonstragao. Aplicando P, e P3 na matriz Jacobiana (2.4), obtém-se os seguintes po-

linomios e verificam-se as desigualdades solicitadas:

.Pgl
1 1 A Ao — A
— 3 2 Y - 1__1 2 1
pW)/L+u{71}( p—— e +&@+A1

YA YA A1 AL — Ay YA B A
_ 1- 22 Y
+M{[ K+a1+/\1( K):|626L2+A1+6L1+)\1 K +

YA1L515o A
(a1 4+ A1)(az + A1) (1 B E) (A2 — A1).

Como todos os parametros sao positivos, se Ay < Ay e Ay < K < a; + 2\, entao

1 1 )\1 )\2_)\1
A - 2L 0;
{71{[( a1+/\1( K)}+62a2+/\1}> 7
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YA1 A1 A1 A=A YA A1
— _ = 1- 2= .
{|: K+a1+)\1 (1 K):|626L2+)\1+CL1+)\1 K >0’

YA1B152 A1 .
(a1 + M) (az + A1) (1 B ?) (d2 = A1) > 0;

e essas mesmas condi¢oes asseguram que

1 1 /\1 )\2_)\1
— — 11— — .
{w\l {K a1+)\1( K)]+52a2+)\1}
A1 YA A Al — Ay YA P A1
) — 1—— 1—-——
{|: K+CL1+)\1< K)}52a2+)\1+a1+/\1 K -

YA15152 A1
(a1 + )\1)(@2 + /\1) (1 B E) ()\2 B )\1)

QPgi

1 1 A A — A
NSNS S 122 M=
p(p) = p° + {VQ[K )+ﬁ1a1+A2

1 1 A2 A2 — A VA2 Ao
Ao | ——= 1—-= 1— 22
+ﬂ{72|: K+a2+)\2( K):| <ﬂ1a1+)\2>+a2+)\2 K +
Y231 B2 ( /\2)
1— =1\ — Na).
(a1 + A2)(az + A2) K (A 2)

De maneira analoga a P, se Ao < A\; e Ay < K < as + 2)9, ha as seguintes desigual-

dades:

1 1 )\2 )\1_)\2
X | = — 1-22 AL Al )
{72[1( a2+A2( K)]+Bla1+A2}> ’
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1 1 A2 A2 — A1 YA2B2 A2
o |—— 22 APz (22 0;
{72{ K+a2+>\2( K)] <ﬂla1+/\2>+a2+)\2 K1~

YA251 52 A2
(01 M) (as + M) (1 - _) (h1 = A) >0

K

1 1 )\2 )\1_)\2
Ao | — — 1-—= .
{7 Q[K a2+>\2( K)}+51a1+)\2}
1 1 A2 A2 — A YA232 A2
R P T — 1——= 1——=
{72{ K+a2—i—)\2< K)} (61a1+>\2)+a2+)\2 e >

YA20152 Ao
(a1 + A2)(as + A2) (1 B f) (A1 = A2).

]

Lema 2.2.3. Se K = a;+2)\1, ocorre uma bifurcagao de Hopf em Ps, i.e, existe e > 0 tal
que a1 + 2\ < K < ay + 2\ + €1, o sistema (2.2) apresenta uma orbita periddica atratora

em x9 = 0.

Lema 2.2.4. Se K = as+2)\s, ocorre uma bifurcacao de Hopf em Ps, i.e, existe o > 0 tal
que ag + 20y < K < ag+ 2\ + €3, 0 sistema (2.2) apresenta uma orbita periddica atratora

em x1 = 0.

As demonstracoes dos Lemas 2.2.3 e 2.2.4 sao analogas a do Lema 1.2.4, pois as orbitas
periddicas estao restritas aos planos xo = 0 e 1 = 0, respectivamente.

A coexisténcia das 6rbitas é possivel, se ocorrer a igualdade K = a; + 2\ + ¢ =
as +2Xs + €, € > 0 é tal que € < min{ey, €2}, ilustrado na Figura 2.2.1. Outro aspecto a
ser ressaltado, é que os pontos nao podem ser simultaneamente estaveis, devido ao Lema

2.2.2. Portanto, é natural o seguinte enunciado.
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Teorema 2.2.4. Se K = a1+ 2\ = as + 2)\s, ocorre uma bifurcagdo de Hopf em Py e em
Py, i.e, existe € > 0 tal que a1 +2\ < K < aj + 2\ + € (ou, equivalentemente, as +2Xy <
K < as + 2\, + €), o sistema (2.2) apresenta duas orbitas periddicas atratoras, uma em

x9 =0 e a outra em x1 = 0, respectivamente.

ASCQ

=
A
Y

S

Figura 2.3: Pontos de equilibrio para A\; = Xy e a1 + 2\ < K < a; + 2\ +

e(ou, equivalentemente, ag + 2Mg < K < ag + 29 + €).

Ao se obter a igualdade entre A\; e Ay, poderao ocorrer dois tipos de bifurcagoes, visto
que hé agora um segmento de reta de equilibrio para o sistema (2.2). Para a bifurcacao
2ip, a1 # ag, hd uma parte estavel e outra instavel do segmento de reta, separados por
um ponto Pg, como serd discutido em outra secao, essas partes serao determinadas pelas
desigualdades entre a; e as. Com a igualdade a; = as, 0 segmento de reta terd sempre a
mesma estabilidade.

Uma questao a ser estudada posteriormente é se ha outras orbitas periddicas no pri-



27

meiro octante, que nao estejam restritas aos planos x; = 0 ou x5 = 0. Uma resposta
afirmativa, encontra-se em [10]. Mas serd possivel enumerar a quantidade de dérbitas?

Teriam todas a mesma estabilidade?

2.2.2 Caso 2: \{ =X ea; =ay

Devido as igualdades, far-se-a Ay = As = A e a1 = ay = a. E valido lembrar que os pontos
Py e P, possuem a mesma estabilidade de quando \; # Ag. Assim, quer-se agora estudar

a estabilidade de L, que assume a seguinte forma:

_ S.a_y Max1 | MaZz _i
L—{(S,xl,mg)GQ.S—A,a+>\+a+)\—7(1 K)} (2.5)

Seja a funcao

H:Q—{x; =0} —R

x (2.6)
(Sa x17$2) — H(‘Sa :Ulax2> = .T_'?’
onde
b
B
ep>1.

O seguinte teorema garante que H = ¢ define uma superficie implicitamente, demons-

tracao ver [9].

Teorema 2.2.5. Sejam U C R™™ aberto e H : U — R" aplicacdio de classe C*. Seja

c € R™. Consideremos o conjunto
M.={peU: H(p) =c e a transformagdo linear dH, : R™"™ — R"™ ¢ sobrejetora}.
Entao,

1. M, € aberto em H *(c)={p€ U : H(p) = c}.
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2. Supondo que M, € ndo vazio, M, é superficie de dimensdo m e de classe C* do

Rm+n} e
3. TpM,. = Ker(dH,) para todo p € M..

Lema 2.2.5. As superficies de nivel de H definida em (2.6) folheiam €, isto é, dado

(S', 2}, 15) € Q, emiste ¢ > 0 tal que H(S', 2}, 1,) = c.

Demonstracio. Seja (S, ), x5) € Q, como H independe de S, defina ¢ = x,/z,". Deno-
tando H~'(c) = {(S, 21, 15) € Q: H(S, 21, 25) = c}. Assim (S, 2}, 2,) € H (). Veja as
Figuras 2.4, 2.5 e 2.6.

Lema 2.2.6. Sejam L e H, tais como em (2.5) e (2.6), respectivamente. Entdao L ¢

transversal a H=*(c), para todo ¢ > 0.

Demonstracao. Como H independe de S, mostrar-se-a que as projegoes de H = c e a de
L no plano x;x5 possuem um tnico ponto de intersecgao transversal, tal como nas Figuras
2.7 e 2.8. Para isso, como a equacao de L projetada é xo = —ax1+b,a>0eb >0, eade
H™'(c) é xy = cxf, basta mostrar que f(z1) = czf{ + az; — b se anula em um tnico ponto.
Isso é consequéncia do Teorema do Valor Médio. Denotando o ponto de interseccao de L
com H = c por (), &1,&), & € a tnica solugao positiva de

ik peip =1 (1 2 (2.7

1

ey = Cff-

[]

O préximo lema garante que H é integral primeira de (2.2), visto que A\; = Xy e a; = as.
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L2

S

Figura 2.4: A superficie de nivel H1(c).

Lema 2.2.7. Para todo ¢ > 0, M. = H'(c) é uma superficie invariante pelo fluro de

(2.2).

Demonstragdo. De fato, para cada P € H'(c), F(P) € TpM,, sendo TpM, o espago
tangente a M. em P. Como M, é dada pela imagem inversa de valor regular, Tp M, =
Ker(dHp), onde dHp : R® — R é a diferencial de H em P. Calculando-se dHp(F(P)) =
gradH (S, z1,xs) - F(S, 21, x2):

_pny 1 _S _mlxlS_mga:QS S —A S —A B
(07 $p+171'§)) (’}/S <]— K> G+S CL+S 761x1a+5762x2a+5 = 0.
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Mc m{s = SO

—>

S =35

Figura 2.5: Projecao da superficie de nivel H~!(c) no plano {S = Sy}.

Portanto, o campo é tangente a H = ¢, desse modo, solugoes de (2.2) com condigoes inicias

em H estao restritas a H. O

Teorema 2.2.6. O ponto de equilibrio (X, &1,&) € L possui a sequinte estabilidade com
relagao ao fluzo de (2.2) restrito a superficie H '(c), onde c = H(\, &, &):

o se A< K <a+2\ (\&,&) € atrator;

o se K = a+2X\, (\&,&) € foco atrator fraco e ocorre uma bifurcagao de Hopf
supercritica, i.e, existe € > 0 tal que a + 2\ < K < a + 2\ + ¢, o sistema (2.2)

apresenta uma orbita periodica atratora,

o se K >a+2\ (\&,&) € repulsor.
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T2

S =5
Figura 2.6: H !(c) no plano {S = Sy}, para ¢ € {c1, ¢z, c3}.

Demonstragdo. Como, para todo ¢ > 0, H~!(c) é invariante pelo fluxo de (2.2), seja a

restrigao de (2.2) a M,

Y

1 ) (=m0 + pea)maS

oL
S 75( K at S
(2.8)

) S —A
le12515151(1_1_5,-

Seja a translacao dada por y = S — A e z = x; — &, onde & é a solugdo de (2.7) que pode

ser reescrita como
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)

Figura 2.7: Intersecgao de H '(c) e L.

Y(a+ N (K —A)

pc = le
31

—&
. (2.9)

Utilizando a mudanga de coordenadas e (2.9), o sistema (2.8) assumira a seguinte forma
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)

X1

S =S

Figura 2.8: Projegao no plano {S = Sy} de H™!(c) e L.

= (10 550 ) - D o gy (MRS L Gy,

K y+a+)\ leff f_

(2.10)
Assim, quando (y,z) = (0,0), equilibrio de (2.10), o ponto de equilibrio estudado é o

(A, &1, w9 = ¢€Y). Seja a matriz Jacobiana de (2.10) aplicada na origem
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N ey [1_p+p(7(a+)\)(K—)\))}_

K(a+ \) a—+ A\ my K&
J(0,0) =
(0.0) Bt ;
a+ A
Desse modo o polinomio caracteristico associado é
) A miAB1&1 Y@+ AN)(K —N)

= —_— 2\ — K — |1 = 2.11

p(p) = =+ Klat ) (a+ )+ CESNE p ke, (2.11)

Nessas condigoes, se A < K < a+2A\ a origem ¢ assintoticamente estavel. Jase K > a+2A\,
ela é instavel. Para K = a + 2X, (A, &1, &) é ponto ndo hiperbdlico, ou seja, suas raizes

sao imaginarias puras

py(a+A)? )r

{
— 4+ | 1-py LROTA
I D |:m1 5151( p+m1§1(a—|—2)\)

Ao se calcular
dRe(p)

dK

obtém-se para K = a + 2\

dRe(p) A
ik {at ety Y

e portanto a condicao de transversalidade é satisfeita. Para se mostrar que a bifurcagao é
supercritica precisa-se calcular o primeiro coeficiente de Liapunov. Assim, seja a expansao

em série de poténcias de (2.10) em torno de (0,0) com K = a + 2\



onde

U = aoz + ary® + agyz + azz® + ayy’ + asyz + agyz® + a7z + O(4),

Z = boy + biy? + bayz + bsy® + bay*z + O(4),

_ Ay 2 ep—1Y.
ag = G+)\<1+pc£1 )7
YA
ay = — )
(a+ A)(a+ 2N
am; 2 ¢ep—1Y\,
= — 1
) (CL+>\)2( +p Cfl )7
. AP(P“'l) p.
4= 25%(a«+-A)Tn1pc§1’
_ ay )
T T @ a2
anm-
CL5_< )\) (1+PC§ )7
Lap(p—1)
ag = mypcy;
TIPS VER
Ap(p—1)(p—2)
ar = — 688 mypcéy;
 Bi&
0 — CL—f-)\’
b PG
1 (CL+>\)27
_ B
@_a+A’
y B

T A+ N

35

(2.12)
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b
(a4 \)?

0b4:—

Seja a funcao
V(y,2) = y* + B2" + ps(y, 2) + paly, 2),

onde
o p3(y,2) = apy® + ary’z + agyz? + azz’,
o pi(y,z) = Ooy* + 015z + O2y%2% + O5y2° + O42*.

Quer-se calcular V(y, ), ou seja, V(y, z) = gradV(y,z) - F(y, z), onde F(y, z) é o campo
(2.12), assim:

gradV (y,z) - F(y, z) = (2a0yz + 2Bboyz)+

[ 0 0
+ aoza—yp:a(y, z) + boy&ps(% 2) + 2y(a1y® + asyz + az2®) + 2Bz(biy* + bgyz)} +

[ 0 0 0
+ _aoza—ym(y, 2) + boy-paly, 2) + (a1y? + agyz + ang)a—ypg(y, z)+

0
+ (biy® + 52?/2)&]93(?/, 2) + 2y(asy® + asyz + agyz® + a72*) + 2Bz (bsy® + b4y22)} +

+0(5).
Como se quer que gradV (y, z) - F(y, z) = G(y* + 2*)?, entdo, tém-se os seguintes sistemas:

{2a0+23b020:>B:—%,
0



( 2
204 +b0a1 =0= o] = —%,
0

apay =0 = ay =0,

2a, + 2Bb
Bagag + 2as + 2Bby + 2bpas = 0 = o = _%7
Qg

4@0@1 2Bb2 2@3

| 2000+ 2Bby 4 3boas #2035 = 0= a5 = g7 = B g

3&1040 + blal + bgel + 2@4 = G,

2&10(1 + 3@20&0 + bQOél -+ 4@090 + 2b002 -+ 2@5 = 07

a0 + 2@2061 + 3@30&0 -+ 361043 + 3&001 + 36093 + 2364 + 2@6 = QG,

2&3@1 + 3[)20[3 + 2@0‘92 + 4b0€4 + 20/7 = 07

CL003 =G.

\

Para que (2.13) possua solucao

2&1&2 2&2&3 2a0b1b2 4&0&1()1 2a0b4 6&0&3
P B} - - + 2(1/6
b() Qo bO bO bo b()

G —

Substituindo os valores dos coeficientes, obtém-se

37

(2.13)
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A Ay (1 4 pPeed™)

a B&(a+ N2 (a+2N)
B 3 3miA(1 + pPegPt)’
bi1& miA(l+ p*c€’)
ma (1 + p2ee?™) Bi&
Portanto G < 0, e o ponto (0,0) é um foco atrator fraco. ]
AT

Fs
Figura 2.9: Cilindros de orbitas periédicas atratoras para Ay = Ay € a1 = ao.

Como o resultado do Teorema 2.2.6 vale para todo ponto (), &, c€f) € L, decorre

imediatamente dele o seguinte abuso de linguagem, ilustrado na Figura 2.9.
Coroldério 2.2.7. L possui a sequinte estabilidade para o fluro de (2.2) restrito a H™*(c).
o Se \< K <a+ 2\, L ¢ assintoticamente estdvel;

o Se K >a+ 2\, L € instdvel.
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2.2.3 Caso 3: )\1 = )\2 € ap 7é a9

Para a situacao em que \; = Ay = X e a; # a9, 0 segmento de equilibrio L ainda persiste,
no entanto, aparece nele uma outra bifurcacao, a zip, tendo K como o parametro de
bifurcacao.

Sem perda de generalidade, suponha que a; > as. Sejam (X, &1, &) € L,

— miTy ™Moo A
L=4(S Q,5=2A = 1-—=

e a respectiva matriz Jacobiana

[ A +)\( mi&1 n mada > omiA M
K (a1 + )\)2 (ag + )\)2 aq + )\ a9 + )\
‘](A7£1a§2) = aﬁfl/\ 0 0
1
Bada
L as + A 0 0 _

Logo, seu polinomio caracteristico associado é

YA b UPISY miBi&iA | maBaied

p(u) - H |:'u2 + " (? (a1 + )\)2 B ((ZQ + )\)2) (Cll + )\)2 (ag + )\)2 (214)

Como um dos autovalores é sempre nulo, resta analisar os outros dois.

Lema 2.2.8. Se A < K < ay + 2\, entdo (2.14) possui duas raizes com partes reais

negativas.
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Demonstracao. Para que (2.14) possua duas raizes com partes reais negativas é necessario

que
YA mi&i A Mo\

— 0
K @+ N2 (@t A2

ou equivalentemente,

v mi1& maés

> .
K= (a1 +X)?  (ag+N)?

Como A < K < as + 2\, e usando L, ocorrem as seguintes desigualdades

miéy ma&s 1 [ mi& ma&a } B
+ < + =
(CL1+)\)2 (CL2+)\)2_CL2+)\ CLl+)\ CL2+>\

gl A gl A gl
1-= 1— L
CL2+)\< K)<a2+)\( CL2+2)\><K7

ou seja, A < K < ag + 2\, satisfaz a condi¢ao para que o polinémio (2.14) possua duas

raizes com partes reais negativas.

O

Lema 2.2.9. Se K > aj + 2\, entao o polinomio (2.14) possui duas raizes com partes

reais positivas.

Demonstragao. A demonstragdo é andloga a do lema anterior. Para que (2.14) possua

duas raizes com partes reais positivas é necessario que

”V_)\ _ mi&iA _ ma&a A <0
K (04 -+ )\)2 (ag + )\)2 ’

ou equivalentemente,

g mi&1 ma&a
— < .
K (a1 +M\)? * (as + N)?
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Como K > a; + 2, e usando L, ocorrem as seguintes desigualdades

mi& L ma&o S 1 [ mi& . ma&o ] _
(a1+>\)2 (a2~|—)\)2_a1~|—)\ a1+ A as+ A

Y A gl A gl
1— — 1— —
(11+/\( K)>CL1+)\( 6111—i‘2)\)>f(7

ou seja, K > a; + 2\, satisfaz a condigdo para que (2.14) possua duas raizes com partes

reais positivas.

Seja agora Po = (A, &7, &), tal que & e & sejam solugoes de

mi§; ma&; _
a; + A as + A K

(K_)‘)7

mi &y ma&5 _
(a1 + )\)2 (612 + )\)2 K’

Portanto,
¢ — Y(ay + N)2(K — ay — 2))
1 Km1 (CL1 — 0@) ’
e = v(ag + N)*(ag + 2\ — K)
5=

ng((ll — CLQ)

ecomo & >0e & >0, as + 2\ < K < ay + 2)\. Vale ressaltar que Po move-se ao longo
de L ao se variar K, ver Figura 2.10 , ou seja, Po depende do valor do parametro de
bifurcagao K. Para a estabilidade de (A, &1,&) € L e as + 2\ < K < a; + 2\ segue o

seguinte lema.
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Lema 2.2.10. Sejam Po = (N &,8), P = (M&,&) € L eas+2) < K < a + 2),
se & < &, o polinomio caracteristico associado a P possui duas raizes com partes reais

positivas e se & > &, o polinomio caracteristico associado a P possui duas raizes com

partes reais negativas.

AT

Py

P
P

S

Figura 2.10: Pontos de equilibrio para \; = Ay e a1 # as.

Demonstracao. Para que (2.14) tenha raizes com partes reais positivas

YA mi§1A Moo

K (a1 4+ )22 (ag+\)?

<0

e usando

ma&o

f)/
= (K —
a2+)\ K( )\)

obtém-se
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Y(ar + A (K —a; —2X)

I

&1 <

Km1 (CLl — CLQ)

portanto

§1 < &7

De maneira anéloga, para que (2.14) tenha duas raizes com partes reais negativas, chega-se

a

y(ay + N)*(K —ay — 2))
Kml(al — CLQ)

& >

=&
[l

O Lema 2.2.10 afirma que dados dois pontos de L e as +2)\ < K < a;+ 2\, eles podem
nao apresentar a mesma estabilidade, tal como na segao anterior. Esse comportamento
recebe o nome de bifurcacao zip, apresentada em 1984 por Farkas, ver [1] e [2].

Como Pg, as+2) < K < a1+42), divide L em dois segmentos de distintas estabilidades,
o seguinte abuso de linguagem pode ser feito, sempre lembrando que uma das raizes do

polinémio caracteristico associado a (A, &1,&;) € L é identicamente nula.

Corolario 2.2.8. Se as + 2\ < K < ay + 2\, P divide L em dois segmentos
Ly ={(\&1,6) € L:& <&}

no qual todos os pontos sao instdaveis; e
Li={(\&, &) e L& > &}

onde todos os pontos sao estdveis.

Ao assumir que a; > ao, considera-se a espécie de predador x; como r-estrategista,

tem alta taxa de natalidade comparada com a de mortalidade e elevada constante de meia
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saturacao, ou seja, necessita de muita comida. A espécie xo é uma K-estrategista, ou
seja, sua taxa de natalidade é relativamente baixa e nao precisa de uma alta densidade de
presas para sobreviver, isto é, sua constante de meia saturacao é baixa. Tendo em vista
esses comentarios, ao se analisar a Figura 2.10, pode-se concluir que o sistema (2.2) tende
a alta e baixa densidades de predadores x; e x5, respectivamente. Lembrando que a Ly é
a parte bordd de L, e a parte azul é a L, (versao em pdf). Portanto, biologicamente, a
condicao a; > ay faz com a situacao “estavel’para as espécies de predadores x; e x5 seja
a de r-estrategista e K-estrategista, respectivamente.

A estabilidade de P nao é conhecida - o polinémio caracteristico a ele associado possui
um autovalor nulo e os outros dois imaginarios puros. A investigacao dessa estabilidade

estd em projetos futuros.



Capitulo 3

Extensoes do modelo (2.1)

3.1 Modelo de competicao de predadores com fungoes
Holling tipo III generalizadas

Seja agora o novo sistema a ser estudado com respostas funcionais Holling tipo III gene-

ralizadas, ver [15]

Todas as condigoes discutidas acerca das fungoes S, z1, xo e os parametros para (2.1) sdo

as mesmas para (3.1) e n > 2, n inteiro.

( S
= 1— =) —
S fyS( K)
mir1S™
= —d
1 a1 Sn 171,
. mgfﬂgsn
t) =
\ IZ( ) ay + Sn

45
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Novos parametros sao introduzidos,

e 8; = m; —d;, i = 1,2 (lembrando que para a sobrevivéncia do i-ésimo predador 0 < \; <

K e portanto m; > d;, i = 1,2), assim (3.1)

(. S myx1S™ maoxS”
= 1— 2 = _
5 75( K) A+ ST ap+ S
S"— A}
3.2
— i 32)
) ST — N\
\ xQ(t) :621‘2@’21%——53

Recordando, Q = {(S,z1,25) : S > 0,21 > 0,29 > 0}, 0 Teorema 2.2.2 é também valido
para o sistema (3.2), ou seja, as solugoes de (3.2) com condigdes iniciais em €2 tendem a um
conjunto limitado em 2. Bem como os planos S = 0, 1 = 0 e x5 = 0 sao invariantes pelo
fluxo de (3.2). Atentando que para as demonstragoes basta substituir o campo vetorial
(1.3) por

S mix1S™  MmexeS™ S™— A} ST — Ay
ja — 1-2) - T an |
(8, 21, 72) (75( K) an + Sn a2+S"’B1 Yan 4 S5 a2 ”+S”)

E fAcil verificar que os pontos de equilibrio de (3.2) sao:
1. Se AT # A}

L POZ (07070)7

.PIZ(K7OJO);

v(a?+>\?)< /\1) )
JN (WA S VY (S A R
* (1 v K



v(ay + A7) Ao
Py= (2,0, 02220 (g 22))
* (2 Ve K

2. Se AT = A = A™:

L4 POZ (07070)7

L4 Pl = (K7070)7

. /\nfl /\nfl
. L:{<S,$1,$2)€§225:/\,m111 e :’}/<

ay + \n ay + \n
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A apresentacao dos resultados estara restrita a AT = A} = A" pois hd um segmento de

equilibrios para o sistema, e nele, com parametros adequados, ocorre também a bifurcacgao

21D.

Os pontos de equilibrio Fy e P; nao possuem suas estabilidades modificadas pois elas

independem do vetor no espago de parametros considerando que 0 < \; < K ocorre. Os

polinémios caracteristicos associados a eles sao

pr() = (v —n) (—&A? - u) <—@ - u) ,

n n
aj %

pr() = (=1 — ) (@K"‘”f —u) (BZK"‘AS —u),

K™ +a? K™ +a}

portanto Py e P, sao hiperbdlicos, sendo localmente topologicamente conjugados a selas

2-1 e 1-2, respectivamente.
3.1.1 Caso 1: a1 = a9

Seja novamente a funcao

H:Q—{z;, =0} —R

X
(S.21,72) > H(S,21,72) =
1

(3.3)
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onde

_ B
p e —
b
ep>1.
As superficies de nivel de H folheiam €2; solugoes com condigoes iniciais numa superficie
de nivel de H ficam restritas a essa superficie e a interseccao de cada superficie de nivel
de H com o segmento de equilibrio

_ AT AN maaa AL A
I — Q:5= - I-%
{(S,$17x2)€ S=A, am 4+ \ T a™ + \» 7( )}

¢ a unica solugao positiva de

o _ ~y(a™ + ") 1_&
51 + pC€1 mlknil K .

E natural, portanto, um teorema a respeito da estabilidade dos pontos de L.

Teorema 3.1.1. O ponto de equilibrio (A, x1,x2) € L possui a sequinte estabilidade para
o fluzo de (3.2) restrito a H '(c):

a"(2—n)+2\"
ar(l—mn)+ An

e se \<K <\ { ], (A, 21, x9) € atrator;

a(2 —mn)+2\"
a*(l —n)+ A»

oseK>)\l

], (A, 21, x9) € repulsor.

Demonstragdo. Como, para todo ¢ > 0, H~!(c) é invariante pelo fluxo de (3.2), seja a

restricao de (3.2) a M.

(. S m(zq + peat)S™
— 1—2) =
5 =75 ( K) al + Sn ’

(3.4)
Sm— An

¥ = 11—
L ay 4+ S»
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Note que estudar a estabilidade de (A, €) é o mesmo que estudar o de (\, &1, & = c&F),

assim, a matriz Jacobiana é

[ - 20\ na'y - AN A MmN p2e€l ]
v an+)\n an+)\n

nBi& A
| am + A"

e polindmio caracteristico associado a (\,§) é

n A 2 An-1
plp) = 1 + po Lﬂaw (1 - g) —y (1 - ?ﬂ + %(1 4 PP ). (3.5)

Nao é dificil ver que, se

/\<K<)\{a (2—mn)+ 2\ ]7

ar(l —n)+ A"
entao (3.5) é estavel, e se
[a™(2 —n) + 2\

K>\
~ L a*(1—=n)+ A |’

(3.5) é instavel. Quando
[a™(2 —n) +2\"]

K:
A_a"(l—n)—i—)\”_

9

(3.5) possui duas raizes imaginérias puras, logo o ponto (A, &;) é nao hiperbdlico,

p=+ [nmy BrE A2 (1 + pPeg? ™))

1
a™ + /\n
nao podendo afirmar algo a respeito da estabilidade nessa situacao. O]

E natural perguntar se ocorre uma bifurcacao de Hopf supercritica em

P {a"(2—n) +2)\”] |

a’(1—n)+ A"
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no entanto a resposta a essa questao é objetivo de estudos futuros.
Com o devido abuso de linguagem, o teorema anterior poderia ser enunciado da seguinte

forma.

Corolério 3.1.2. L possui a sequinte estabilidade para o fluzo de (3.2) restrito a H(c):

a™(2 —n)+2\"
a*(l —n)+ A»

ose)\<K<)\[ },Léestdvel;

a(2 —mn)+2\"
a™(l —n)+ A"

° S€K>)\|: ], L € instdavel.

Observagao 3.1.1. Por questoes de nomenclatura n > 2 (o que caracteriza a resposta
funcional Holling tipo 111 generalizada), no entanto, pode-se adotar n > 1. Dessa forma,

sen =1 os resultados apresentados neste capitulo, sao os mesmos do Capitulo 2.

3.1.2 Caso 2: a1 # a

Primeiramente, considere a; > as. Sejam P € L, ou seja, P = (), &1, &), & e & tais que

mi& A" mgé At ( A )
+ =7 1—— )
ay + A\n ay 4+ A"

K

e a matriz Jacobiana

i (1 B g) B natmiE N B naimy& A"t my A" Mo\
7 K (a} + An)2 @+ A2 af A a) A
n /\nfl
‘]()\7 617 52) = % 0 0
1
n—1
n P26\ 0 0
i ay + A" i

Logo o polinomio caracteristico associado é



o1

nmiaE A nmealé V! A
p(u)=—u{u2+u{ 1afés 2O < )}

1— =
(ay +An)? (ay +A")? K

_nm151§1>\2n_1 B nm2ﬁ2f2)\2"_1}
(at +An)? (af +A7)2 |-

Seja agora Po = (A, &1, &5), tal que & e & sejam solugoes de

( *yn—1 *\yn—1
mi&iA ma&3 A A
1
+ K )

ay + \n ay 4+ \n =7

nmya}&y nmeoat&; 2\
(o + a2 " o +an (1 } ?)‘
Portanto,
o _ et + A?[K (a5 (1 —n) + A7) — A(2 = n)ag + 2A")]
= Knmi\2"=1(a} — a¥) ’

y(ay + N2\ (a? (2 —n) +2X\") — K(a?(1 —n) + A
KnmaA2=1(a} — a¥) ’

& =

& > 0 e & > 0 somente se

) [a§(2 —n)+2\"

<K <) al(2—mn)+2\"
ay(l—n)+ An

at(l—n)+ An

Note que

nmyaléy nmeaf &y B B 2\
@+ A2 (@ ramz ) K

faz com que as outras duas raizes de (3.6) sejam imagindrias puras.

Lema 3.1.1. Sejam Po = (AN &5,85), P=(\&,&%) €L e

ay(2 —mn)+2\" <K <) ap(2 —n) +2\"
ad(l—=n)+ | = — | a}(l—n)+I |’
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se & < & o polinomio caracteristico associado a P possui duas raizes com partes reais
positivas e se & > & o polinomio caracteristico associado a P possui duas raizes com

partes reais negativas.

Demonstragao. Para que (3.6) tenha raizes com partes reais positivas

nmla?fl)\”_l nmaai &A1 _ 1 i <0
af + A2 g+ O\ T K)ST
(af ) ;

portanto, & < &;. Para que (3.6) tenha raizes com partes reais negativas

nmla’f&)\”_l nmaai &A1 A 50
(at +Am)? (af + Am)? ’
portanto, & > &7.
n

O ponto P divide o segmento de equilibrio em dois segmentos de estabilidades distin-

tas, com um abuso de linguagem, segue o corolario.

Corolario 3.1.3. Se

) {a’f(? —n)+2\"

<K<\ at(2—mn)+ 2\ ’
a(l—n)+ A"

a(l—n)+ A"

Pe divide L em dois segmentos

Lu = {()‘761752) €L: §1 < gf}

no qual todos os pontos sao instdaveis; e

Ly={(\&,86) € L& > &}

onde todos os pontos sao estdveis.
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3.2 Modelo de competicao entre n predadores

Seja o sistema

SIWS(l—%>— mixig’
7t (3.7)
; miiS T 1=1 n
) CL1+S 1M - 9 9

onde

OS:

e S é o numero de presas num dado instante ;

e r; € 0o numero do ¢-ésimo predador num dado instante ¢;

1=1,...,n.

Por se tratar de um sistema biolégico, S >0, z; > 0,7=1,...,n.

Os parametros presentes em (3.7) possuem os mesmos significados que em (1.1), relembrando-

v > 0 ¢ a taxa de crescimento intrinseca da presa;

e K >0 ¢é a capacidade ambiental com respeito a presa;

m; > 0 é a taxa maxima de nascimento do i-ésimo predador;

e d; > 0 ¢ a taxa de mortalidade do i-ésimo predador;

a; > 0 é a constante de meia saturacao para o i-ésimo predador;

1=1,...,n.

Introduzindo novos parametros
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1 =1,...,n, com o seguinte significado: x; é crescente se e somente se S > \;, e 0 i-ésimo

predador sobrevive apenas se 0 < \; < K; e 8; = m; —d;, i = 1,...,n; o sistema (3.7)

assume a seguinte forma

(. S " omx;S
— 1 - = _§
S 75( K) —~a;+ S
S—N .
= B ——— =1,...n.
| @ Bzxzai_'_sa i=1,..,n

Seja Q = {(S,zy1,....,z,) € R"™ : 8> 0,2, >0,i = 1,...,n}, assim, solugoes de (3.8) com

condicoes iniciais em {2 tendem a um conjunto limitado em 2. Os planos S = 0, x; = 0,

i = 1,..,n sdo invariantes pelo fluxo do campo definido por (3.8). As demonstragoes sao

andlogas as encontradas no Capitulo 2.

O estudo estard restrito a situacado em que os \;, i =

1,...,n, sao idénticos, pois o

sistema apresenta um hiperplano de equilibrio, onde ocorre uma bifurcacao zip. Portanto,

os pontos de equilibrio sao

2. (i) P, = (K,0,...,0);

3. (iil) L = {(S,xl,...,xn) €Q:S= )\,Z

3.2.1 Casol:a;=..=a,=a
Seja a funcao

H:Q- "z, =0} c R — R

(S7 T, 7xn) — H(‘Sa xy, 7.Tn) - (hl(Ith)) hg(.’]}Q,CC?,), ceey hn—l(‘rn—lwx’n))

(3.9)
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onde
Tit1
hi - pi 0
Z;
o Bit1
Pi = )
B

comi=1,...n—1.

As superficies de nivel de H definida em (3.9), folheiam ©, isto é, dado (S, z},...,2),) €
Q, existem ¢; > 0,7 = 1,2,...,n — 1, tais que H(S,2},...,2,) = (c1,...,Cn_1), € serd
cometido um abuso de linguagem, referindo-se a (cy, ..., ¢,—1) simplesmente como C'. Por
esse abuso, quando ¢; > 0,...,¢,_1 > 0,7=1,...,n— 1, apenas se dira que C' > 0.

Sejam H~1(C) e

_ " omyy A
L= e Zn) €08 =)\, — =q(1-=— >,

eles se interceptam em (A, &y, ...,&,) onde & é a unica solugao positiva de

v _ et S
1+l + vl + -+ 2 1:T1 1—E :

os &; sao dados por

£ = iy’

{3 = coc?EP”

(3.10)

. Pn—1 Pn—1Pn—2 Pn—1Pn—2---P2P1 +-P1P2---Pn—1,
5“ = Cn—1Cy_9 Cy_3 -0 51 )

e as constantes

M= p1,M2 = plpa, ..., M1 = p1p2... Pu-1;

_ _ 02 _ Prn—1 P2P3...Pn—1
= CGp1, V2 = CCTP1P2, - - - s Vn—1 = Cp-1C_9 ... C P1P2Pn—1-

A funcdo H é integral primeira de (3.8), ou seja, para todo C' > 0, Mg = H1(C) ¢é

uma superficie invariante pelo fluxo de (3.8).
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De fato, para cada P € H1(C), F(P) € TpM¢, sendo TpM¢ o espago tangente a M¢
em P. Como M¢ é dada por imagem inversa de valor regular, TpM,. = Ker(dHp), onde
dHp : R" — R"! § a diferencial de H em P.

Calculando-se dHp(F(P)) encontra-se o vetor nulo em R"~! onde

_ P 1 _
0 — — 0o ... 0 0
x,?l-‘rl x?l
p2xs 1
0 0 _x’2’2+1 x_§2 0 0
dHp =
Pn—1Tn
_ 0 0 0 0 _%pzn__fﬂ 2P |
e p— —
S " mx;S
S 1 = _ A2
i ( K) — a+ S
S—A
51951
S
F(P) = o
S —A
/ann

a+ S
Teorema 3.2.1. O ponto de equilibrio (X, &1,...,&,) € L possui a sequinte estabilidade
HY(C), onde HY(C) = (S, z},...,1,):

rn

com relagao ao fluzo de (3.8) restrito a superficie
e se \< K <a+2\ (N\&,...,&) € atrator;

o se K>a+2\ (\&,...,&) € repulsor.
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Demonstragdo. Como, para todo C' > 0, H=!(C) ¢ invariante pelo fluxo de (3.8), seja a
restri¢ao de (3.8) a M¢

- S 1+ + v+ 2
S=~4511——=)—-—mS
7 ( K) " a+S ’
(3.11)
. S—M
T = By et s
Portanto, a matriz Jacobiana em um ponto qualquer (S, x) é
[ 28 T+ > v 1+ > ym ™
1—— | — —=— —myS
7( K) MGy T at S
T(S,m) = P 55 !
x
a4 22 Ya+ S

logo o polindomio caracteristico associado ao ponto de equilibrio (A, &) de (3.11) é

AMa+2)\—- K
p(/”’)()\,fl) = /1’2 T (7 <;{(a+ )\) )) + Tr;lf_lil ( + Zyz zglZ > :

Desse modo, se A < K < a+ 2\, (A, &) é atrator; e se K > a+ 2\, (A\,&,...,&,) €

repulsor. O]

Em [3], os autores mostram que em K = a + 2\ ocorre uma bifurcacao de Hopf
) b1
supercritica, nao apresentada aqui. O seguinte corolario é enunciado, utilizando-se um

abuso de linguagem.

Coroldrio 3.2.2. L possui a sequinte estabilidade com rela¢ao ao fluzo de (3.8) restrito
a superficie H='(C), onde H-*(C) = (S, x},...,1,).

rn

e Se \< K <a+ 2\, L ¢ assintoticamente estdvel;

e Se K >a+ 2\, L € instavel.
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Os pontos Py e P, mantém suas estabilidades, ou seja, independem dos parametros aj,
1=1,...,n, e como toda a andlise feita anteriormente, K > )\, mesmo na situagao em que
os \; sao distintos, considera-se que K > maxz{\; : i = 1,...,n}, pois essa condi¢do estd
relacionada a sobrevivéncia dos n predadores. Desse modo, os polinomios caracteristicos

associados a eles sao

p()p = (v — 1) ﬁ (—iA - u) :

=1

Y (Bi(K —\)
plp)p, = (=7 — MH(BKJFQ u>,
=1 i

portanto, Py é localmente topologicamente conjugado a uma sela n — 1, e P, a uma sela

1—n.

3.2.2 Caso 2: a1 #ay # -+ F# ay

Sem perda de generalidade, suponha a; > --- > a,.

Nao é dificil mostrar que o polinéomio caracteristico para um ponto em L é

2 YA . mi&; a m;iBi&i
RGN st A _ s

Esse polinomio possui uma raiz identicamente nula com multiplicidade n — 1, as outras

plp) = (1) 1!

duas dependerao do parametro K. Desse modo, se A < K < a, + 2\, ha duas raizes
com partes reais negativas, e se K > a; + 2\ duas raizes com partes reais positivas. As
desigualdades, tais como no Capitulo 2, sao verificadas com pequenas modificagoes.

Se a,+2)\ < K < a;+2\ ocorre a bifurcagao zip. Seja a interseccao dos dois hiperplanos

(— mi&i v
=—(K -\
:1a1+/\ K( )
—~  m _
(a; +2)? K’
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v(a; + 2\ — K)
K(al—ai) ’

D

=2

(a1 + N} (K —a; — 2)\)‘

le(al — &i)

:Z’y(al—i-Z)\—K)
i=2

K((Zl — CLi) ’

(a1 + AN)2(K — a; — 2)\)

obtém-se
. m;&;
= (6 +A)?
§=2,
i=2
Lema 3.2.1. Sejam
& m;g;
, 2
=2 (aZ + /\)
=2

=2

P=(\&,..

le(al — CLZ') ’

&) €L ea,+2) < K <ay+ 2\ se& <&, o polinomio caracteristico

associado a P possui duas raizes com partes reais positivas e se & > &, o polinomio

caracteristico associado a P possui duas raizes com partes reais negativas.

Com um devido abuso de linguagem o lema anterior pode ser colocado da seguinte

forma.

Corolario 3.2.3. Sea, + 2\ < K < g

Lu = {(/\7517

no qual todos os pontos sao instdveis; e

Ls - {()\,51,...

onde todos 0s pontos sao estdveis.

+ 2\, L estd dividido em dois segmentos

&) el & <&}

) €L & > &)

Uma generalizagao natural de (3.8) parece ser quando se considera uma fungao

Sn

ar + S’
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para cada i-ésimo predador. Em calculos recentes, os resultados obtidos concordam com os
encontrados para (3.8), com as devidas adaptagoes no parametro de bifurcagao K, seme-
lhante ao encontrado no Teorema 3.1.1. A possibilidade da ocorréncia de uma bifurcacao
de Hopf deve ser trabalhada mais detalhadamente, pois a condicao de nao degenerescéncia

dependera de outros parametros.



Discussoes finais

Ao se estudar os sistemas (1.2), (2.2), (3.2) e (3.8) verificou-se que, para determinadas
condicoes dos parametros, sempre existia um “ponto”; seja ele pontual, continuo ou um
ciclo periddico, de equilibrio atrator do sistema considerado e com a coexisténcia de todas
as espécies envolvidas.

A possibilidade de érbitas periddicas em 2 quando A; # Ay no modelo (2.2) de modo
a tentar esgotar todas as possibilidades de solugoes de equilibrio em 2 é um dos objetivos
dos préoximos estudos.

A investigacao da estabilidade de P é outra pergunta que se tentara responder, visto
que as raizes do polinomio caracteristico a ele associados sao duas imaginarias puras e a
outra identicamente nula.

Verificar se a bifurcagao de Hopf ocorre no continnum de equilibrios dos modelos (3.2)
e (3.8), bem como em um novo modelo, considerando n predadores competindo por uma

unica presa e utilizando resposta funcional da forma
Sn
n n’
a? + 5
para cada i-predador, com ¢ = 1,...,n, é uma resposta a ser respondida. Pode-se inves-
tigar se ha outros tipos de bifurcagoes que ocorrem nesses sistemas, principalmente se se
considerar outros parametros de bifurcagao.

Uma ultima questao curiosa é quando se tem um modelo predador-presa tal como em

[14], onde a interacao das espécies se dd em fases distintas de desenvolvimento, pois se
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tratam de artropodes. Seria possivel ter um continuum de equilibrios se houver pelo menos
uma resposta funcional Holling tipo II? E se considerar a competicao entre dois predadores,
com cada um deles interagindo em fases distintas do desenvolvimento da presa? Questoes

como essas guiarao préximos estudos.
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Anexo 1

Para ilustrar os resultados obtidos ao longo do trabalho, serao apresentadas uma série de
simulacoes feitas com o software Maple®, versao 12. Essas simulacdes serdo colocadas em
dois anexos, Anexo 1, que se destina ao modelo de [1], e 0 Anexo 2, ao modelo [15].

Considere na figuras apresentadas, 1 como sendo o z, xs, 0 ¥y, e z representa S.

As Figuras 3.1 a 3.14 referem-se aos resultados do Capitulo 2, ou seja, sao referentes a
equagao (2.2).

As Figuras 3.1, 3.2 e 3.3 ilustram os Lema 2.2.3 e 2.2.4, onde hé érbita periddica
atratora em x5 = 0 e 1 = 0, respectivamente, e o Teorema 2.2.4, onde ha a coexisténcia
das érbitas periddicas atratoras em x; = 0 e x5 = 0. Para essas figuras \; # Ay.

Ja as Figuras 3.4, 3.5 e 3.6 sao ilustragoes para o caso em que a; = as € A\; = Ao, estando
associadas ao Teorema 2.2.6. As Figuras 3.4 e 3.6 ilustram duas situagoes distintas, a que
o continuum de equilibrio, L, é instavel e a que é estavel, respectivamente. A existéncia
das orbitas periddicas atratoras é dada na Figura 3.5.

Para condicoes dos parametros ainda distintos, as Figuras 3.7 e 3.8 sao uma tentativa
de ilustrar a “formagao”da reta de equilibrio.

Os Lemas 2.2.8 € 2.2.9 e 2.2.10, quando a; # as e A\; = g, estao associados as Figuras
3.9, 3.10 e 3.11, respectivamente, ou seja, dentro do abuso de linguagem, L estavel, L
instavel, e a bifurcagao zip.

O resultado apresentado em [10], existéncia de drbita peridédica atratora em €, estd,
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0,754

¥ 059
]
0259 :
2 7
0,0+ 3
080 gzs 4

Figura 3.1: Retrato de fase: orbita peridédica atratora em x, = 0. Os valores dos

parametros sao: v =1, a; = 0.9, dy = 1, my = 2, ay = 0.8, dy = 1.95, my = 3,
K = 2.75. Intervalo de integragao: [-50,100]. Condigoes iniciais: (0.99, 0.85, 0), (1, 0,
0.3), (0.99, 0.1, 0.9).

aparentemente, ilustrado na Figura 3.12. A figura 3.13, vem apenas mostrar que para uma

mudanca na terceira casa decimal do parametro a; o retrato de fase é modificado.
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Figura 3.2: Retrato de fase: o6rbita periédica atratora em z; = 0. Os valores dos
parametros sao: v = 1, a; = 0.8, d; = 1.95, m; = 3, a; = 0.9, dy = 1, my = 2,
K = 3.25. Intervalo de integracao: [-10,50]. Condigoes iniciais: (0.99, 0.9, 0.02), (0.99, 0,
0.2), (0.99, 0.5, 0).

Figura 3.3: Retrato de fase: érbitas periddicas atratoras em z; = 0 e x5 = 0. Os valores
dos parametros sao: y=1,a; =05, d; =1, m; =15,a,=1,dy =1, me =3, K =2.7.
Intervalo de integracao: [-20,80]. Condigoes iniciais: (0.99, 0.9, 0.02), (0.99, 0, 0.2), (0.99,
0.5, 0).
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Figura 3.4: Retrato de fase: continnum de equilibrio. Os valores dos parametros sao:
y=1La=1d =1, m; =2,a,=1,dy=1, my =2, K =3.25. Intervalo de integracao:
[-10,100]. Condigoes iniciais: (0.99, 0.9, 0.3), (0.99, 0, 0.2), (0.99, 0.5, 0), (0.99, 0.3, 1),
(0.99, 1.3, 1.2).

157
1,254
104

¥ 0,75

054

0,26+

0,04
0o

Figura 3.5: Retrato de fase: continnum de equilibrio. Os valores dos parametros sao:
y=1La=1d =1, m =2,a,=1,dy =1, my =2, K =1.5. Intervalo de integracao:
[-10,100]. Condigoes iniciais: (0.99, 0.9, 0.3), (0.99, 0, 0.2), (0.99, 0.5, 0), (0.99, 0.3, 1),
(0.99, 1.3, 1.2).
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Figura 3.6: Retrato de fase: continnum de equilibrio. Os valores dos parametros sao:
y=1a=1,di=1,my =2,a,=1,dy =1, my =2, K = 4. Intervalo de integracao:
[-10,100]. Condigoes iniciais: (0.99, 0.9, 0.3), (0.99, 0, 0.2), (0.99, 0.5, 0), (0.99, 0.3, 1),
(0.99, 1.3, 1.2).
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U m2 s
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Figura 3.7: Retrato de fase: “formacao”do continnum de equilibrio. Os valores dos
parametros sao: v =1, a; = 1, dy = 0.99, m; = 2, ay = 0.95, do = 1.05, my = 2,
K = 2.5. Intervalo de integragao: [20,300]. Condigoes iniciais: (0.99, 0.9, 0.3), (0.99, 0.02,
0.2), (0.99, 0.5, 0.05).
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Figura 3.8: Retrato de fase: “formacao”do continnum de equilibrio. Os valores dos
parametros sao: v =1, a; = 1, dy = 0.99, m; = 2, ay = 0.95, do = 1.05, my = 2,
K = 6. Intervalo de integragao: [-100,500]. Condigoes iniciais: (0.99, 0.9, 0.3), (0.99, 0.02,
0.2), (0.99, 0.5, 0.05).
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Figura 3.9: Retrato de fase: continnum de equilibrio. Os valores dos parametros sao:
y=1a=1,dy=1,m =2, a, =0.5, dy =2, my =3, K = 2. Intervalo de integracao:
[0,500]. Condigoes iniciais: (1.1, 2/11, 5/11), (0.99, 1/11, 3/11), (0.99, 1/11, 13/44).
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Figura 3.10: Retrato de fase: continnum de equilibrio. Os valores dos parametros sao:

y=1,a1=1,dy =1, m; =2, a, = 0.5, dy =2, my = 3, K = 3.5. Intervalo de integracao:
[0,500]. Condigbes iniciais: (1.1, 2/11, 5/11), (0.99, 1/11, 3/11), (0.99, 1/11, 13/44).

| =00

5 >
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15
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Figura 3.11: Retrato de fase: continnum de equilibrio. Os valores dos parametros sao:

y=1a,=1,d, =1, my =2, a, =0.5, d, =2, my = 3, K = 3. Intervalo de integracao:

[0,500]. Condicdes iniciais: (1.1, 2/11, 5/11), (0.99, 1/11, 3/11), (0.99, 1/11, 13/44).
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Figura 3.12: Retrato de fase: érbitas em 2. Os valores dos parametros sao: v =1, a; = 1,
di =1, my =3, a3 = 0.999, dy = 1, my = 2, K = 2.9. Intervalo de integragao: [0,100].
Condigoes iniciais: (0.99, 0.0, 0.5), (0.99, 0.02, 0.2), (0.99, 0.5, 0.05).

Figura 3.13: Retrato de fase. Os valores dos parametros sao: v =1, a1 = 1, dy = 1,
my =3, a3 =0.991,dy =1, my =2, K =2.9. Intervalo de integragao: [0,100]. Condi¢oes
iniciais: (0.99, 0.0, 0.5), (0.99, 0.02, 0.2), (0.99, 0.5, 0.05).



Anexo 2

Como dito no Anexo 1, as Figuras 3.14 a 3.21 referem-se aos resultados da primeira se¢ao
do Capitulo 3, [15], considerando que n = 5.

O Teorema 3.1.1, a1 = ay e AT = A\, estd ilustrado nas respectivas Figuras 3.14, onde
L é estavel, 3.16, onde L ¢ instavel, e 3.17, que é apenas uma visualizacao mais ampla da

Figura 3.16. A Figura 3.15 refere-se a questao levantada sobre bifurcacao de Hopf para

A/ 7

033

essas condigoes.

02

- %04

004 1.4
oo 0.1 02 s

04

Figura 3.14: Retrato de fase: continnum de equilibrio. Os valores dos parametros sao:
y=1,a,=05,dy =1, m =3,a, =0.5,dy, =1, my =3, K =1.6, n =>5. Intervalo de
integracao: [0,20]. Condigoes iniciais: (0.99, 0.2, 0.08), (0.99, 0, 0.2), (0.99, 0.4, 0), (0.99,
0.25, 0.35), (0.99, 0.45, 0.3).
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Figura 3.15: Retrato de fase: continnum de equilibrio. Os valores dos parametros sao:
y=1,a;=05dy =1, m; =3,a, =0.5,dy =1, my =3, K =2.15 n =2>5. Intervalo de
integragao: [0,30]. Condigoes iniciais: (0.99, 0.2, 0.08), (0.99, 0, 0.2), (0.99, 0.4, 0), (0.99,
0.25, 0.35), (0.99, 0.45, 0.3).

A condigao ay # ag e A\ = A}, com n = 5, estd ilustrada nas Figuras 3.18 a 3.21. A
Figura 3.18, com o abuso de linguagem, ilustra quando L é estavel, a 3.20, L instavel, e
novamente, 3.21 apenas uma visualizagdo mais ampla da Figura 3.20. A Figura 3.19 esta

associada ao Lema 3.1.1, ou seja, a bifurcacao zip.
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Figura 3.16: Retrato de fase: continnum de equilibrio. Os valores dos parametros sao:
y=1,a,=05,dy =1, m; =3,a, =0.5,dy, =1, my =3, K =6, n=>5. Intervalo de
integracao: [-5,8]. Condigoes iniciais: (0.99, 0.2, 0.08), (0.99, 0, 0.2), (0.99, 0.4, 0), (0.99,
0.25, 0.35), (0.99, 0.45, 0.3).

Figura 3.17: Retrato de fase: continnum de equilibrio. Os valores dos parametros sao:
y=1,a,=05,dy =1, m =3,a, =05,dy, =1, my =3, K =6, n=>5. Intervalo de
integragao: [0,100]. Condigoes iniciais: (0.99, 0.2, 0.08), (0.99, 0, 0.2), (0.99, 0.4, 0), (0.99,
0.25, 0.35), (0.99, 0.45, 0.3).
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Figura 3.18: Retrato de fase: continnum de equilibrio. Os valores dos parametros sao:
vy=1,a,=05,dy, =1, my =3, a3, =0.5,d, =5, my =6, K =17, n=>5. Intervalo de
integracao: [0,50]. Condigoes iniciais: (0.99, 0.2, 0.08), (0.99, 0, 0.2), (0.99, 0.4, 0), (0.99,
0.25, 0.35), (0.99, 0.45, 0.3).

Figura 3.19: Retrato de fase: continnum de equilibrio. Os valores dos parametros sao:
y=1,a, =05,dy =1, my =3, as =0.5,dy =5, my =6, K =215, n=>5. Intervalo
de integragao: [-50,30]. Condigoes iniciais: (0.99, 0.2, 0.08), (0.99, 0, 0.2), (0.99, 0.4, 0),
(0.99, 0.25, 0.35), (0.99, 0.45, 0.3).
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Figura 3.20: Retrato de fase: continnum de equilibrio. Os valores dos parametros sao:
vy=1,a;, =05,dy, =1, m =3, ay, =0.5,d, =5, my =06, K=5 n=>5. Intervalo
de integragao: [-10,10]. Condigoes iniciais: (0.99, 0.2, 0.08), (0.99, 0, 0.2), (0.99, 0.4, 0),
(0.99, 0.25, 0.35), (0.99, 0.45, 0.3).

Figura 3.21: Retrato de fase: continnum de equilibrio. Os valores dos parametros sao:
vy=1,a; =05,dy, =1, m =3,ay; =0.5,dy, =5, my =6, K =5 n=>5. Intervalo
de integragao: [-10,60]. Condigoes iniciais: (0.99, 0.2, 0.08), (0.99, 0, 0.2), (0.99, 0.4, 0),
(0.99, 0.25, 0.35), (0.99, 0.45, 0.3).



