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Resumo

VIEIRA, B. A. D. B. (2011), Aplicacéo de filtro de Kalman para um problema inverso de
localizagdo e deteccao de dano em problema 2-D, Itajuba, 117 p. Dissertagdo (Mestrado
em Projeto e Fabricacdo) — Instituto de Engenharia Mecanica, Universidade Federal de

Itajuba.

Neste trabalho, um modelo de filtro de Kalman para um problema inverso de
localizagdo e identificacdo de parametros de dano em uma estrutura de 2-D é implementado.
Alguns aspectos da aplicacdo da metodologia do filtro de Kalman para problemas inversos
sdo discutidos, incluindo o modelo do filtro e seus parametros. O método inverso requer um
modelo para o problema direto para obter a distribuicdo da quantidade de interesse em pontos
de medicdo no dominio em funcao das variaveis de estado. Esta relagdo € escrita como um
problema do valor limite, que pode ser modelada utilizando um método numérico apropriado.
Neste trabalho, 0 método dos elementos de contorno é usado para este modelo de problema
direto. Dois modelos para o problema direto sdo aplicados, o potencial e o elastostatico. A
formulacdo matematica e o procedimento para a obtencdo do modelo numérico sao descritos.
Os resultados numéricos sdo apresentados para comparacao entre a abordagem do filtro de
Kalman e outras técnicas de identificacdo de pardmetros, tais como otimizacdo e Redes
Neurais Artificiais.

Palavras-chave

Filtro de Kalman, Deteccao de Danos, Problema Inverso.



Abstract

VIEIRA, B. A. D. B. (2011), A Kalman filter application for an inverse problem of
localization and identification of damage on a 2-D problem, Itajuba, 117 p. MSc.

Dissertation — Mechanical Engineer Institute , Federal University of Itajuba.

In this work, a Kalman filter model for an inverse problem of localization and
identification of damage parameters on a 2-D structure is implemented. Some aspects of the
application of the Kalman filter methodology for inverse problems are discussed, including
the filter model and its parameters. The inverse method requires a model for the direct
problem of obtaining the distribution of the quantity of interest in the measurement points in
the domain as a function of the state variables. This relationship is written as a boundary value
problem, which can be modeled using an appropriate numerical method. In this work, the
boundary element method is used for this direct problem model. Two models for the direct
problem are implemented, for the potential and elastostatic problems. The mathematical
formulation and the procedure for obtaining the numerical model are described. Numerical
results are presented for comparison between the Kalman filter approach and other techniques

for parameter identification, such as optimization and artificial neural networks.

Keywords
Kalman Filter, Damage Detection, Inverse Problem.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Nas Ultimas décadas, tem-se aumentado o numero de artigos voltados para o
desenvolvimento de técnicas de FDI (Failure Detection and Identification). A maioria destas
técnicas esta relacionada com andlise por vibrages, utilizacdo de algoritmos de redes neurais
artificiais (ANN — Artificial Neural Networks), algoritmo genético (GA — Genetic Algorithm),

filtro de Kalman (KF — Kalman Filter) e derivados, dentre outros.

Esse grande aumento deve-se ao fato de ser cada vez mais essencial que uma estrutura
ou equipamento ndo falte por falha, gerando uma janela vazia (paralisacdo da producéo,
diminuicdo da produtividade, etc.) no caso de uma linha de producdo ou acidente no caso de

uma estrutura, este ultimo podendo ser grave ou nao dependendo da estrutura.

Ao se analisar um caso particular de uma estrutura, uma asa de aeronave, onde sua
falha € grave, pode-se verificar a importancia de uma manutengdo constante, segura e correta.

Baseado neste exemplo, que este trabalho foi concebido.

Toda aeronave passa por manutengdes durante sua vida, onde a freqiiéncia e o tipo de
manutencdo dependem do tipo da aeronave e do ciclo (decolagem — aterrissagem) ou horas de
v0o. Mas alguns pontos da aeronave sdo de dificil acesso, sendo impossiveis sem a
danificacdo da estrutura. Com foco na monitoracdo destes pontos, imaginou-se a insercdo de
sensores durante a fabricacdo, que durante uma manutencdo da mesma em um hangar, teria
uma janela de acesso para a comunicagédo dos sensores, com algum equipamento de coleta de

dados.
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Estes dados fornecidos pelos sensores, com a anélise feita pelo método presente em
uma estacdo de coleta de dados, indicariam a presenca ou ndo de algum dano na regido
monitorada da estrutura, caracterizando assim, um problema inverso de deteccdo de danos. O
problema inverso de deteccdo de danos é caracterizado pela busca de um dano onde somente a
informacdo dos efeitos desse dano sobre estrutura esta disponivel, portanto qualquer outra

informac&o sobre o dano é ausente.

A modelagem numeérica, para a determinacdo do dano, consiste de um problema direto
e de um problema inverso. De acordo com Lopes (2010), no problema direto, para se obter as
informagdes sobre a distribuicdo da quantidade de interesse em toda estrutura com dano, é
necessario um modelo. Ja no problema inverso, 0 modelo é necessario para a localizagdo do
dano na estrutura, para fornecer algumas informacdes, parciais, sobre algumas localiza¢des

especificas (localizacdo dos sensores).

Pode-se utilizar como ferramentas, na modelagem numérica do problema direto, o
método de elementos de contorno (BEM — Boundary Element Methods) ou o método de
elementos finitos (FEM - Finite Element Methods). Durante o desenvolvimento deste
trabalho, foi utilizado o BEM, para apenas duas formulacbes (potencial e elastostatica). A
utilizacdo do BEM, proporciona uma comparagdo com o trabalho de Lopes (2010) mais
adequada, pois 0 BEM também é utilizado como ferramenta no modelamento do problema

direto.

Assim como em Lopes (2010), os dois modelos foram construidos para uma placa com
um furo interno, onde foram consideradas algumas condi¢bes de contorno, como por
exemplo, a distribuicdo de temperatura na superficie externa da placa para a formulacéo
potencial, e as tensdes para a formulagéo elastostatica. No problema potencial, a conducédo de
temperatura através dos furos, € considerada nula, ou seja, os furos sdo adiabaticos. Da
mesma forma, as tensdes em furos internos na placa sdo assumidas como nulas. Estes
modelos serdo posteriormente vistos com maiores detalhes. Também, como em Lopes (2010),
0 dano tratado aqui é representado por um furo circular, o que ndo pode ser definido como
dano e sim uma descontinuidade geométrica, uma vez que este furo ndo traz concentracdo de

tensdes semelhante a que um dano traria.

Em um primeiro momento, a formulacdo BEM utilizada, para furos circulares é valida.
Para um aprimoramento dos resultados, aproximando-se de uma trinca (caso real), deve-se

utilizar uma elipse fina o suficiente. Portanto, a formulacao elastostatica do BEM utilizada
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neste trabalho, deve migrar para um BEM especializado em mecénica da fratura, que segundo
Lopes (2010), pode ser encontrado em Portela (1992) e Aliabadi (2002).

1.1 REVISAO DA LITERATURA

Fazendo uma breve revisdo, da deteccdo de danos, pode-se apontar alguns trabalhos

gue mostram o progresso e desenvolvimento do assunto.

Kalman (1960) formulou e resolveu o problema de Wiener para estado de um ponto de
vista, gerando um tratamento muito geral para casos que apresentam dificuldades com outros

métodos e mostrando também ser muito préximo de problemas da teoria de controle.

Swanson et al (1999), utilizam o filtro de Kalman (KF) para localizar a trinca em uma
barra através do deslocamento da freqiiéncia modal e verossimilhanca de quando a falha

iminente esta para ocorrer.

Simani et al (2000), em seu artigo utiliza o filtro de Kalman (KF) para a deteccdo de
danos em turbinas a gas industriais com auxilio de sensores de entrada e saida, obtendo
estimadores de estado, através de técnicas de identificacdo padrdo baseadas em ARX (Auto
Regressive eXogenous) ou em modelos de erros em variaveis, dependendo da origem do sinal

do ruido.

Gomes (2004) compara o desempenho das técnicas, redes neurais artificiais (ANN) e
analise modal, para a detec¢do de danos em estruturas do tipo porticos (vigas), analisando a

intensidade do dano e a presenca de ruido em seus dados de alimentacéo.

Morais (2006), em sua dissertacdo de mestrado, utiliza observadores de estado do tipo
filtro de Kalman (KF) e com entradas identificadas por meio de func¢des ortogonais (Fourier,
Legendre e Chebyshev) e ndo identificadas por meio de um observador proporcional e

integral, para o diagnostico de falhas em sistemas mecanicos.

Senthil et al (2006), inseriram a ldgica fuzzy no filtro de Kalman e comparam o
desempenho com o filtro de Kalman estendido (EKF — Extended Kalman Filter), na medicéo
de temperatura e concentracdo de um tanque de reator, analisando modelos de estado de

espaco, que localmente eram lineares, mas pertenciam a sistemas nao lineares.
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Silva (2008) estuda a resposta do filtro de Kalman (KF) e seus derivados filtro de
Kalman estendido (EKF) e o filtro de Kalman unscented (UKF — Unscented Kalman Filter)

para verificar qual atende melhor a arquitetura proposta para a deteccdo de danos.

Lopes (2010) utilizou 0 método de elementos de contorno como ferramenta, combinado
com dois diferentes tipos de ferramentas, algoritmo genético e rede neural artificial, para

resolver um problema inverso de deteccéo de danos em estruturas.

1.20BJETIVO

Este trabalho tem como objetivo principal, buscar uma metodologia, para deteccéo de
danos em estruturas, utilizando o filtro de Kalman. Consequentemente, tendo também como
objetivo e contribuicdo, a comparacdo de métodos inversos para 0 mesmo problema, o Filtro
de Kalman (KF) e Redes Neurais Artificiais (ANN), Algoritmo Genético (GA).

Um objetivo secundério deste trabalho é o fato dele ser uma indicagdo como trabalho
inicial e caminho a tomar, para o desenvolvimento e aprimoramento de técnicas de detec¢édo

de danos, para aplicacdo na industria.

1.3HIPOTESE

No desenvolvimento deste trabalho, foram feitas consideracdes com intuito de
simplificacdo dos modelos e matematica utilizados, além de outras importantes que

caracterizam o mesmo. As mais importantes e relevantes sao:

e O dano aqui é tratado como um furo circular, ou seja, uma descontinuidade

geométrica;

e O estado, coordenadas e raio do furo, ndo se alteram com o tempo (sistema

invariante no tempo);

e N&o héa qualquer tipo de controle exercido sobre o0 modelo;



e O ruido presente € considerado de baixa amplitude e branco;

e As configuracdes do problema direto, dimens@es e condi¢Bes de contorno, para
os modelos utilizados (potencial e elastostatico) sdo de carater académico, para

comparagdo de metodologias.

1.4 RELEVANCIA

O trabalho visa o aprimoramento de técnicas de deteccdo e localizacdo de danos
(descontinuidades geométricas) em estruturas mecénicas, para aplicacdo na inddstria, no

contexto de técnicas e sistemas de monitoramento da salde da estrutura.

Uma vez que as técnicas existentes para a deteccao e localizagdo de danos, relacionadas
ao filtro de Kalman (KF), trabalham especialmente com sistemas dindmicos e, portanto fazem
uso da andlise de vibragdes atuantes no sistema e na varia¢do de propriedades do mesmo, o

trabalho assume uma caracteristica particular.

Logo, este trabalho traz uma alternativa para as técnicas ja existentes de deteccao de
danos em estruturas, utilizando o filtro de Kalman como ferramenta, além do aprimoramento

das mesmas.



Capitulo 2

MODELO DIRETO: METODO DE ELEMENTOS DE
CONTORNO

A formulagdo do problema inverso de deteccdo de danos é constituido de trés
problemas a serem modelados. O modelamento do problema direto, para levantamento dos
parametros necessarios, 0 modelamento do problema inverso, propriamente dito, para resolver

o problema e 0 modelamento das incertezas de cada um dos problemas.

A modelagem correspondente ao problema direto pode ser feita através do método dos
elementos finitos (FEM) ou através do método dos elementos de contorno (BEM). O BEM
apesar de apresentar uma melhor precisdo em comparacdo ao FEM, 0 que necessario em
alguns problemas (problemas com concentracdo de tensdo), ndo pode ser sempre aplicado,
pois em alguns problemas ndo € possivel obter a solu¢do fundamental. Outro ponto positivo
do BEM é de que se necessita somente discretizar a superficie e ndo o volume inteiro da peca
[Lopes, 2010; Brebbia & Dominguez, 1992].

A modelagem do problema inverso € realizada com técnicas de otimizacdo ou
identificacdo de pardmetros. Neste trabalho, seré utilizado apenas a técnica de identificacdo de
parametros, no caso, o filtro de Kalman (KF) para a modelagem do problema inverso.

Neste capitulo, estdo apresentados os conceitos do BEM para as formulagdes, potencial

e elastostéatica utilizadas, que sdo necessarias para o entendimento do problema direto.



2.1 METODO DE ELEMENTOS DE CONTORNO (BEM)

Como mencionado anteriormente, 0 BEM é uma alternativa melhor ao FEM nos casos
em que uma melhor precisdo €é requerida, como nos casos de concentracdo de tensdo onde se
estende para o infinito [Brebbia & Dominguez, 1992]. Devido necessidade do FEM, em
algumas aplicaces da engenharia, em calcular integrais, definir e redefinir as malhas, os
sistemas de engenharia auxiliados por computador (CAE — Computer Aided Engineering),

que utilizam o método, podem se tornar lentos devido a complexidade destes calculos.

O BEM fornece informagfes do dominio presentes no contorno, fazendo com que o
problema seja descrito pelos acontecimentos sobre o contorno, o que reduz a dimensao do
problema e simplifica numericamente o tratamento do mesmo. Logo para os modelos
utilizados neste trabalho, sdo necessarias apenas as informag6es dos contornos da placa e do

furo, para que se obtenha a informacédo de quaisquer pontos internos do dominio de interesse.

O BEM transforma a equacdo diferencial parcial de um dominio em um conjunto de
equacdes integrais, onde sdo relacionadas as variaveis, conhecidas e desconhecidas, do
contorno [Brebbia & Dominguez, 1992; Lopes, 2010].

2.1.1 Modelo potencial

No modelo potencial utilizado, a placa e o furo sao divididos por elementos constantes,
onde seus nds deverdo conter informacdes nas direcdes x e y, sobre a temperatura T ou fluxo
de calor g prescrito no mesmo. A quantidade de elementos que dividem a placa e o furo nédo
necessita ser a mesma, logo esta quantidade fica como critério do usuario do metodo para uma
definicdo, lembrando que quanto maior for a divisdo melhor serdo os resultados (mais

precisos), mas com isso 0 custo computacional também aumenta.

Na figura a seguir, a placa esta dividida por 36 elementos constantes e o furo por oito
elementos constantes. E possivel verificar também pela Figura 2.1, que é somente necessario

a informacdo contida no contorno da placa.
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Com o fornecimento das informagdes necessarias, 0 BEM ir4 retornar apenas os valores
de temperaturas para quaisquer pontos de interesse presentes no dominio da placa (esses

pontos, em um caso real, seriam 0s sensores).

Figura 2.1 — Direc0es das informac6es dos nos dos contornos

2.1.2 Modelo elastostatico

Assim como no modelo potencial, a placa e o furo sdo divididos por elementos
constantes, onde seus nos deverdo conter informac6es nas direcdes x e y, mas agora sobre a

tensdo, normal ¢ ou cisalhante z, ou deslocamento § prescrito no mesmo.

Estas tensdes, normal e cisalhante, ndo podem ser usadas como resposta do BEM no
problema de deteccdo de danos, pois elas dependem do sistema de coordenadas utilizado, ou
da direcdo normal do plano de corte que passa pelo ponto de interesse [Lopes, 2010]. Portanto
é necessario usar invariantes de tensdo, que podem ser a tensdo normal média ou a tensdo

octaédrica.
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A tensdo média, para o caso bi-dimensional, que ¢é a utilizada no trabalho de Lopes
(2010), é definida por:

Om = — 1)
Onde,
o, é atensdo normal na direcdo do eixo x;
o, € a tensdo normal na direcdo do eixo y;
E a tensdo octaédrica, também para o caso bi-dimensional, é definida por:
2 2
Toct = \/; [(ax + ay) — 3(0x0y - T,%y)] (2)

Logo, ao contrario da formulacdo do BEM para o problema potencial, 0 BEM na
formulacéo elastostatica fornece duas informacgdes em um ponto, que séo a tensdo normal e a

tensdo octaédrica.
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Capitulo 3

PROBLEMA INVERSO: FILTRO DE KALMAN

O filtro de Kalman (KF) foi desenvolvido por R. E. Kalman em 1960 para resolver o
modelo de estado de espaco de Wierner, de forma recursiva. Aliando o filtro com os avangos
da computacdo digital, a técnica teve forte aplicacdo em automacdo e navegacdo assistida
[Welch & Bishop, 2001].

Muitos pesquisadores tém desenvolvido variacbes do filtro para diversos tipos de
aplicacdo, seja para navegacao, automacdo, industria quimica, deteccdo de danos, além de
outras. Mas todos tendo em comum, a identificagcdo de parametros dos sistemas analisados.

O filtro de Kalman (KF), originalmente foi desenvolvido para sistemas lineares,
discretos e que possuem ruido gaussiano branco, o que em sistemas reais ndo ocorre, mas que

podem, em algumas regides, serem aproximados para lineares, ampliando a sua aplicacgéo.

Mas para que o filtro de Kalman (KF) seja capaz de estimar o estado, € necessario que
0 processo seja observavel [Simon, 2006]. Neste capitulo estdo apresentados os conceitos
principais do filtro de Kalman (KF) e do filtro de Kalman estendido (EKF), que sdo 0s mais

comumente utilizados.
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3.1 CONTROLABILIDADE E OBSERVABILIDADE

A seguir serdo fornecidas as definigdes de controlabilidade e de observabilidade para
sistemas continuos e discretos no tempo, além dos conceitos de estabilidade e detectabilidade.
Estes conceitos foram inseridos por R. E. Kalman em seu trabalho [Simon, 2006], referente a
sistemas lineares, e podem ser estendidos para sistemas ndo lineares, onde um modelo de

filtro de Kalman estendido é obtido a partir de uma linearizacdo do modelo n&o linear.

3.1.1 Controlabilidade

Um sistema linear, continuo no tempo, é dito control&vel se para qualquer estado inicial
x(0) e tempo final t > 0, existir um controle que transfere o estado para qualquer valor
desejado no tempo t. J& um sistema linear, discreto no tempo, é dito controlavel se para
qualquer estado inicial x, e tempo final k, existir um controle que transfere o estado para

qualquer valor desejado no tempo k.

A diferenca nas definicbes para o tempo continuo e o discreto, é que no continuo a
transferéncia é para qualquer tempo final e no discreto é para algum tempo final [Simon,
2006].

3.1.2 Observabilidade

Um sistema continuo no tempo é dito observavel se para qualquer estado inicial x(0) e
tempo final t > 0 o estado inicial x(0) puder ser unicamente determinado pelo conhecimento
de entradas u(7) e saidas y(t) para todo t € [0, t]. JA um sistema linear, discreto no tempo, é
dito observavel se para qualquer estado inicial x, e tempo final k o estado inicial x, puder ser

unicamente determinado pelo conhecimento de entradas u; e saidas y; paratodo i € [0, k].

Novamente, a diferenca nas defini¢bes para o tempo continuo e o discreto, € que no
continuo a transferéncia é para qualquer tempo final e no discreto é para algum tempo final.
Se o sistema € observavel, o estado inicial pode ser determinado e todos os estados entre o

inicial e o final também podem ser determinados [Simon, 2006].
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3.1.3 Estabilidade e detectabilidade

Os conceitos de estabilidade e detectabilidade sdo relacionados a controlabilidade e a
observabilidade, respectivamente. Eles também sdo relacionados com os modos do sistema.

Para ver exemplos veja Simon (2006), pagina 43.

Se o sistema é controlavel ou estavel, entdo ele é estabilizado. Se ele € ndo controlavel

ou instavel, entdo ele é estahilizado se seus modos ndo controlaveis sdo estaveis.

Se o sistema é observavel ou estavel, entdo ele é detectavel. Se ele é ndo observavel ou

instavel, entdo ele é detectavel se seus modos ndo observaveis sdo estaveis.

3.2 FILTRO DE KALMAN DISCRETO (KF)

O filtro de Kalman discreto (KF) é indicado para uso em sistemas dindmicos de
comportamento linear, e com ruidos Gaussianos brancos, ou seja, casos ideais. Este filtro é o
filtro original de Kalman e que deu base para o desenvolvimento de seus derivados, o filtro de
Kalman estendido (EKF) e o filtro de Kalman unscented (UKF), além de inUmeros outros

filtros hibridos.

O desenvolvimento a seguir é adaptado de Welch & Bishop (2001). Um sistema

dindmico, variando linearmente no tempo, pode ser modelado por:
Xy =Axp_1 +Bup_1+Cwy_; k=1 (3)
Vi = Hpxp + vy 4)
Onde,
X, € R™ é o estado do sistema no instante k;
A é a matriz quadrada que correlaciona o estado no instante k — 1 com o instante k;
ux—, € R™ € 0 vetor de entradas de controle no instante k — 1;

B é a matriz quadrada que correlaciona o controle ao estado;
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wi_1 € R™ € vetor que transmite as fontes de erros do sistema;
¥k € R" é 0 vetor de observacdo (medidas);
H, é a matriz de sensibilidade que correlaciona o estado com a medig&o;

v, € R” é 0 vetor que transmite as fontes de erros da medic&o;

Sendo ainda, {w} e {v}, ruidos Gaussianos, brancos, com média zero.
Elwy] = E[ve] =0 (5)
E a matriz de covariancia conjunta,
E[(y) wi wD]=[% g ©)
Com,
e (, sendo a matriz de covariancia do ruido do processo;
e R; sendo a matriz de covariancia do ruido da medicéo;
O estado inicial, x,, € um vetor aleatorio Gaussiano com media definida por:
E[x,] = X, (7)
E matriz de covariancia definida por:

E[(xq — Xo)(xg — fo)T] =Py (8)

O filtro de Kalman é composto por duas fases, a fase de predicéo e a fase de correcao.
Apds a estimativa inicial, o filtro de Kalman inicia um ciclo de atualizacdo das duas fases até
a convergéncia do estado, ou seja, o estado predito x; corresponde ao estado que gerou a

medicgéo z;. Este ciclo esta exemplificado pela figura a seguir.
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—  ——=

Atualizacdo do Tempo Atualizacédo da Medigéo

(Predicédo) (Correcéo)

— =

Figura 3.1 — Ciclo do processo do Filtro de Kalman

A fase de predicéo € composta pelas duas equacdes seguintes:
x,; = Axk_1 + Buk_1 + ka—l (9)
Pk_ = Apk_lAT + Qk (10)

Sendo a Equacdo (9) igual a (3) e o sinal sobrescrito de menos, no estado e na
covariancia do estado (x;, e Py), é utilizado para definir o estado e a covariancia do estado

predito, respectivamente.

Jé fase de correcdo é composta pelas trés equagdes seguintes:

Ky, = PLHT(HP;HT + R)™1 (11)
X = xx + K(z, — Hxy) (12)
P, = (I - KH)Pg (13)

Estas equacOes estdo presentes na figura seguinte onde um algoritmo do filtro de
Kalman esta representado. A Equacdo (12) justifica a origem probabilistica do filtro. Essa
justificativa tem a origem na probabilidade da estimativa a priori x;, condicionada para todas
as medicdes anteriores z, (Regra de Bayes). Mas primeiramente, basta apenas saber que o
filtro de Kalman mantém os dois primeiros momentos da distribuicdo do estado (x; e Py)
[Welch & Bishop, 2001]. A Equacéo (11) define o ganho de Kalman, que € responsavel por
dar o passo para o qual a estimagdo “caminha”. A figura a seguir traz um algoritmo geral do
filtro de Kalman.
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[ Estimativa Inicial x4 e P, Predicao

- Projetar o estado a frente
x]: = Axk_l + Buk_l + ka—l
- Projetar a covariancia do erro a frente
P; = AP,_1AT + Qy

v
ﬁ:orregéo

- Computar o ganho de Kalman

Ki = Py HE (HiPeHE + Ry)
- Atualizar a estimativa com a Medicdo z,,
xp = X + Ki(zx — Hixi)

- Atualizar a covariancia do erro
\ Pie = (I = KieHi)P /

O estado convergiu?

[ Fim do Processo

Figura 3.2 — Algoritmo do filtro de Kalman discreto

Na pratica, durante a implementacdo do filtro, a covaridncia do erro da medicdo R €
feita antes da operacdo do filtro. Esta medicdo é possivel, porque de maneira geral, pode-se
ser capaz de tomar algumas medidas de amostra off-line, ou seja, elas podem ser coletadas
fora do sistema analisado. Essa defini¢do da covariancia anterior a operacédo do filtro, é feita a

fim de determinar a variancia do ruido de medicao.

Ja o ruido da medicdo da covariancia do processo Q é mais dificil de ser determinada,
pois ndo temos a capacidade de observar diretamente o processo a ser estimado. Em modelos
de processo simples, pode-se obter resultados aceitaveis através da inser¢do de incertezas na

escolha de Q. Neste caso o processo de medicao teria de ser confidvel.

De qualquer forma, se uma base racional estiver ou ndo disponivel para a escolha dos
parametros, o desempenho do filtro pode ser obtido atraves do ajuste de Q e R [Welch &
Bishop, 2001]. Esse ajuste é feito off-line com outros filtros de Kalman em um sistema de
identificagdo designado. Estes outros filtros de Kalman s&o desenvolvidos, unicamente, para

obtencgéo destes parametros.
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No final nota-se que, sob condi¢bes em que Q e R séo constantes, P, € K, estabilizaréo
rapidamente e permanecerdo constantes. Mas freqiientemente o erro de medi¢cdo nédo

permanece constante.

3.3 FILTRO DE KALMAN ESTENDIDO (EKF)

Como foi mostrado na Secdo 3.1, o filtro de Kalman discreto (KF) trabalha com
sistemas gerais governados por equacOes lineares. Quando o sistema é governado por
equacOes ndo lineares e o filtro de Kalman lineariza a média e a covariancia e ele é tratado
como filtro de Kalman estendido (EKF). O Filtro de Kalman estendido foi proposto
originalmente por Stanley Schmidt e sua idéia pode ser aplicada a problemas nao lineares de
navegacao de espacgonaves [Simon, 2006].

Essa linearizacéo é realizada através de derivadas parciais das equacdes do processo e
das equacdes de medicdes, no caso delas se assemelharem a uma série de Taylor [Welch &
Bishop, 2001].

Seja o sistema governado pela equagédo nao linear:
X = f (-1, U1, Wi—1) 14)
E as medi¢bes dadas por:
zx = h(Qx, vi) (15)

Onde f(.) e h(.) sdo funcgdes ndo lineares e, wy e v, representam novamente os ruidos

do processo e medicao.

Como os valores individuais na pratica ndo estdo disponiveis, aproximacdes sem 0 uso

dos ruidos sdo utilizadas.
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X = f(X-1,Ug-1,0) (16)
Z~k == h(jzk, O) (17)
Os sinais de énfase “~” e “~” correspondem ao valor aproximado e a um valor a

posteriori anterior a iteracdo k, respectivamente.

Logo, as equacOes governantes que irdo linearizar as Equacgdes (14) e (15), podem ser

escritas como:
X & X + A(xg_q — Xg—q) + Cwy_q (18)
zZy = Zpy + Hox — %) + Vo (19)
Onde,
X) © z; S80 0S vetores atuais de estado e medicao,
X, € Z;, sdo os vetores aproximados do estado e da medicdo das Equacdes (14) e (15),

X, € uma estimativa a posteriori do estado na iteragdo k,

As varidveis aleatérias w;, e v, sd0 o0s ruidos de processo e de medigdo

respectivamente,
A é amatriz Jacobiana de derivadas parciais de f com relacdo a x,

M .,
[ijl = aXE]] (xk—lluk—llo)

C é a matriz Jacobiana de derivadas parciais de f com relagdo a w,

oy
C[i'j] = W[[lj](xk—l'uk—ll 0)

H é a matriz Jacobiana de derivadas parciais de h com relacéao a x,

- Ol (%, 0)
I By
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V' é a matriz Jacobiana de derivadas parciais de A com relacéo a x,

v
[ dvy)

ij] = (X, 0)

Agora, pode-se definir o erro predito (20) e a medigéo residual (21) como,
éxk = X — )?k (20)
ézk = Zy — Zk (21)

Deve-se lembrar que a informacéo de x; em (18) ndo esté disponivel, mas deve-se ter a
informacdo de z, em (19). Logo com (20) e (21), € possivel escrever as equacfes governantes

para o0 erro de processo como,
€ = AXp_1 — Xp—q) + wye (22)
€, ~ Héy, + vy (23)

As variaveis wy, e v, sdo variaveis aleatdrias independentes com média zero e matrizes

de covariancia CQCT e VRVT, com Q e R semelhantes ao filtro de Kalman discreto (KF).

E possivel notar que as Equacdes (22) e (23) sdo lineares e se assemelham as Equacdes

(3) e (4).

Da mesma forma do que no filtro de Kalman discreto (KF), tem-se as duas fases,

predicéo e correcdo que formaram o ciclo (Figura 3.1).
Sendo a fase de predi¢cdo composta pelas equacdes,
X = f(X—1, uk—1,0) (24)

P = APy_1Ak + CQy_1Cyp (25)
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E a fase de corregéo pelas equacoes,

Ky = P¢ Hi (H P Hi + VR V™! (26)
% = % + Ki(z, — (%, 0)) (27)
P, = (I — Ky Hy )Py (28)

Se todas as medicBGes entre as medicOes z, e 0 estado através de h(.) ndo estdo
mapeadas uma a uma, o filtro diverge rapidamente e neste caso, 0 processo € ndo observavel

[Welch & Bishop, 2001]. A figura a seguir exemplifica o algoritmo do filtro de Kalman
estendido.

[ Estimativa Inicial x, e P, ]—> Predicdo

- Projetar o estado a frente
X = f(Fr-1,up-1,0)
- Projetar a covariancia do erro a frente
Py = AgPi_1 Ak + CiQiCi

ﬂorregéo \

- Computar o ganho de Kalman

Ki = P HE (HPHE + ViR V)™
- Atualizar a estimativa com a Medicdo z,
% = % + Ki(z — h(%f, 0))

- Atualizar a covariancia do erro

\ Py = — KiHi )Py /

O estado convergiu?

[ Fim do Processo

Figura 3.3 — Algoritmo do filtro de Kalman estendido



20

Capitulo 4

DESENVOLVIMENTO

Neste capitulo estdo contidas as informacfes sobre os modelos e técnicas utilizadas
para a execucdo do trabalho. Os modelos estdo explicados com maiores detalhes, assim como

pontos importantes da simula¢do que devem ser considerados.

Os modelos dos problemas potencial e elastostatico foram adaptados de Brebbia &
Dominguez (1992). Os codigos e a discretizacdo implementados para esses problemas diretos
sdo os mesmos adotados em Lopes (2010), para permitir a comparacgéo dos resultados do filtro
de Kalman com os diferentes métodos inversos empregados naquele trabalho.

4.1 MODELOS DIRETOS

O modelo potencial bi-dimensional, consiste da analise da distribui¢do de temperatura
sobre a superficie de uma placa, quadrada, de seis centimetros de lado. E aplicado um
diferencial de temperatura de 300 °C entre duas arestas e sendo as outras duas arestas e o furo
adiabaticos, ou seja, o fluxo de calor € nulo. A figura a seguir, exemplifica 0 modelo potencial

da placa.
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Figura 4.1 — Modelo da placa para o modelo potencial. [Adaptado de Lopes (2010)]

Para este modelo foi considerado um furo de 0,06 cm de raio e o0s sensores foram
posicionados, inicialmente, a 0,6 cm de distancia das bordas da placa, sendo em total de oito
sensores. Este posicionamento de sensores foi adotado, imaginando-se um melhor
aproveitamento aliado com a possibilidade de um facil posicionamento real de termopares nas

coordenadas.

Com relacdo ao modelo desenvolvido no BEM, a placa foi divida em 12 elementos
constantes e o furo em 24 elementos constantes, esta divisdo pode ser observada na figura

seguinte, assim como o posicionamento dos sensores.

Figura 4.2 — Modelo potencial: (a) discretizacdo da placa e posicionamento dos sensores; (b)
discretizacao do furo.
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Os cadigos utilizados para o problema direto no modelo potencial encontram-se no
Apéndice C deste trabalho.

Ja 0 modelo elastostatico, constitui-se de uma placa de mesmas dimensdes, onde se é
aplicada uma tensdo de 1000 MPa tracionando a placa na dire¢do do eixo das ordenadas e
deixando os outros lados livres. Com relagdo ao furo, nele é considerado que hé auséncia de
tensdo. A figura seguinte exemplifica o0 modelo.

Figura 4.3 — Modelo da placa para o modelo elastostatico.[Adaptado de Lopes (2010)]

Com relacdo ao material da placa, esta foi simulada considerando um modulo de
cisalhamento de 94,5 GPa e um coeficiente de Poisson para a deformacdo plana de 0,1
[Brebbia & Dominguez, 1992; Lopes, 2010].

Neste modelo, o furo utilizado possui um raio de 0,12 cm e 0s sensores estdo também
posicionados a 0,6 cm de distancia das bordas da placa, totalizando oito sensores também.
Com relagdo ao numero de elementos que este modelo foi divido, a placa esta dividida por 24
elementos constantes e o furo por 12 elementos constantes. Assim como na Figura 4.2, a
figura seguinte exemplifica o posicionamento dos sensores a divisdo pelos elementos na placa

e no furo.

Deve-se chamar a atencdo para o fato de se utilizar elementos constantes no modelo
elastostéatico, pois este tipo de elemento ndo é o indicado para este modelo, mesmo com 0 uso
de malhas grosseiras que auxiliam na estabilidade da solucdo do problema.
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Figura 4.4 — Modelo elastostatico: (a) discretizacdo da placa e posicionamento dos sensores;
(b) discretizacao do furo.

Os codigos utilizados para o problema direto no modelo elastostatico, encontram-se no
Apéndice D deste trabalho.

4.2 MODELO INVERSO

Para ambos os modelos, no ajuste dos parametros do filtro de Kalman, devem ser
escolhidas a estimativa inicial e covariancia do estado, as covariancias dos ruidos de processo

e medida, sendo que estas ndo irdo variar durante as iteracGes do filtro.

Em relacdo aos modelos de filtro apresentados no Capitulo 3, um modelo foi
desenvolvido neste trabalho na forma de um filtro hibrido, constituido por uma parte do KF e
uma parte do EKF. Esta mistura das idéias do filtro € devido ao fato do estado ser estacionério
(invariante no tempo), pois a relacdo do estado na iteracdo k + 1 com o estado na iteracéo k €
linear, logo se tratando das idéias contidas no KF, ja a relacdo do estado com a medida é ndo

linear, referenciando-se assim as idéias do EKF.



24

Com isto e relembrando que o ruido possui valor médio igual a zero e ndo existe

nenhum controle aplicado, a Equacéo (9) pode ser escrita como:
X = Ixp_4 (29)
Sendo I é a matriz identidade. Ja a Equacdo (10) pode ser escrita como:
Py =1P,_I"+Q (30)

Portanto, as equaces do filtro utilizadas no trabalho serdo a (29) e (30) para a fase de

predicéo e para a fase de correcédo serdo as Equacoes (31), (32) e (33):

K, = Py HY (H P;HT + IRIT)™1 (31)
X = X, + Kk(zk — h(xy, 0)) (32)
Py = (I — K Hi) P (33)

O termo h(xj,0) da Equacdo (32) é fornecido através do BEM para o estado da

iteracdo k, gerando assim um funcional que deve ser minimizado (z, — h(x;, 0)).

Segundo Simon (2006), a Equacédo (33) € mais utilizada na implementacdo devido ao
menor custo computacional, mas é recomendado substitui-la pela seguinte para que se garanta

uma simetria na matriz de covariancia Py.
Py = (I = KeHi )P (I — K Hi )™ + K RKj, (34)

A matriz de sensibilidade H,, exemplificada pela equacdo seguinte, € uma matriz de
derivadas, conforme mostrado na Secdo 3.3, onde neste trabalho ela é calculada por
diferencas finitas ao redor do estado na iteracdo k. Essas diferencas sdo feitas aplicando-se
uma variagdo positiva e negativa, em cada um dos trés componentes do estado (abscissa X,
ordenada y e raio r do furo). Portanto esta variacdo também se torna um parametro de ajuste

do filtro, que ndo se altera com as iteragdes:



Onde:

(®x+Ax_®x—Ax) 1

2Ax

(Dx+ax—Dx—nx)2

2Ax

(®x+Ax_®x—Ax)i
2Ax

(0y+ay—9y-ay),

2Ay

(0y+ay=9y-ay),

2Ax

(¢y+Ay‘®y—Ay)i
2Ay

2AR
2AR

(®T+Ar‘®r—Ar)i
2Ar

(®r+Ar‘®r—Ar) 1

(®r+Ar‘®r—Ar)2

25

(35)

(Drsax — Dr—ax); € a diferenca de temperatura ou tenséo para a variacdo do centro do

furo com relacdo ao deslocamento em x fornecida pelo i-ésimo sensor;

(@y+ay — (Dy_Ay)i e a diferenca de temperatura ou tensdo para a varia¢éo do centro do

furo com relacéo ao deslocamento em y fornecida pelo i-ésimo sensor;

(®r+Ar -
relacdo a variacdo do raio r, fornecida pelo i-ésimo sensor;

D,_ar); € a diferenca de temperatura ou tensdo para a variagdo do furo com

A figura seguinte exemplifica essa variagdo em cada um dos trés componentes do

estado, para uma dada a localizagéo (x e y) e o tamanho (r).

Figura 4.5 — Posicdes relativas ao furo utilizadas para o calculo da matriz de sensibilidade.
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Logo, pode-se escrever um algoritmo para o filtro de Kalman utilizado, conforme a

figura seguinte mostra.

[ Estimativa Inicial x, e P, ]—» Predicaio <

- Projetar o estado a frente
X = Ixp_q
- Projetar a covariancia do erro a frente
Py =1P_I"+Q

Ktorregéo \

- Computar o ganho de Kalman

Ki = Py HY (HiPeHE + IRIT) ™
- Atualizar a estimativa com a Medicéo z,
x; = x; + Ki(z — h(xf, 0))

- Atualizar a covariancia do erro

\Pk = (I = KpHi) P (I — K H )™ + Kk,RKkT/

O estado convergiu?

[ Fim do Processo

Figura 4.6 — Algoritmo do filtro de Kalman utilizado

Os codigos utilizados para 0 modelo inverso encontram-se nos Apéndices C e D deste
trabalho, que se referem aos dois modelos diretos utilizados, potencial e elastostatico,

respectivamente.

Portanto até 0 momento, tem-se um total de oito parametros de ajuste, quatro sendo do
modelo direto e quatro do modelo inverso. Os parametros do modelo direto sdo: a posi¢ao dos
sensores, quantidade de sensores e a quantidade de elementos dos contornos, da placa e do
furo. J& os pardmetros do modelo inverso sdo: as covariancias do ruido da medida e do
processo, a variacdo dos componentes do estado para o calculo da matriz de sensibilidade e a
tolerancia considerada para convergéncia do resultado do filtro. Configurando desta forma,
inimeras possibilidades de combinacdo de pardmetros de ajuste para a modelagem
computacional do problema. Neste trabalho foram adotadas algumas configuragdes para os
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parametros dos modelos (direto e inverso), com o objetivo de comparar resultados com outros
metodos inversos (GA e ANN).

A configuracdo dos parametros dos modelos (direto e inverso) pode ser otimizada
através de técnicas de andlise de sensibilidade, para levantar os parametros relevantes e as
respectivas sensibilidades das medidas dos sensores as perturba¢fes nos pardmetros do
estado. Uma analise de sensibilidade completa, com todos os pardmetros envolvidos, fica

como sugestdo para trabalhos futuros.
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Capitulo 5

ANALISE DOS RESULTADOS

Neste capitulo sdo apresentados os resultados obtidos pelo filtro de Kalman para o
problema de deteccdo de danos. Inicialmente serd feita a analise para 0 modelo potencial e

posteriormente para 0 modelo elastostatico.

5.1 MODELO POTENCIAL

Primeiramente foram ajustados todos os parametros mencionados no capitulo anterior,
com algumas excecBes, onde a maioria dos parametros é decidida por tentativa e erro. Logo

apos algumas tentativas os seguintes parametros foram adotados.

Covariancia do ruido da medida:

Q=] 0 0,12 0 | [em?]
0 0 0,012
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Variagdes dos componentes do estado para o calculo da matriz de sensibilidade:
Ay=A,= A,= 0,002 [cm]

Também, foi adotado como estado inicial:

3,00
Xg = { 3,00 } [em]

0,001

A matriz de covariancia do ruido da medida foi definida como sendo a precisdo de um
termopar de 0,1 °C, multiplicada pela identidade, pois um sensor ndo influi em outro, logo

néo sdo correlacionados.

Ja a covariancia do ruido do processo, onde também ndo sdo correlacionados,
fornecendo assim somente valores na diagonal principal, sendo os valores de ruido de 10% e

1% do estado, para as coordenadas e tamanho do furo, respectivamente.

Com estes parametros, utilizando os sensores a uma distancia de 0,6 cm das bordas e
uma quantidade maxima de 50 iteracdes, o filtro de Kalman obteve resultados de estimacao
do estado com erros inferiores a 0,3% para qualquer um dos trés componentes do estado,
dentro de uma regido que é ilustrada pela figura seguinte, cuja area é de 20,56 cm? e foi
obtida por tentativa e erro para cada furo identificado.

Figura 5.1 — Regido limite de identificagdo do filtro para sensores & 0,6 cm das bordas de uma
placa de 6x6 cm
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Ao se posicionar o furo externamente a esta regido, 0,1 mm que seja o deslocamento, o
erro referente a estimacdo do filtro salta para valores extremamente elevados. Essa
configuracdo limite mostra que as condigdes de contorno, assim como 0s sensores interferem
no resultado da estimacdo do filtro. Logo, alterou-se a posicdo dos sensores para uma
distancia de 0,06 cm das bordas chegando a regido limite ilustrada pela figura seguinte obtida
da mesma maneira da Figura 5.1, com esta regido possuindo uma éarea de 21,48 cm? e erros

inferiores a 0,05%.

Figura 5.2 — Regido limite de identificacdo do filtro para sensores a 0,06 cm das bordas de
uma placa de 6x6 cm

Ao se analisar as Figuras 5.1 e 5.2, verifica-se que elas ndo sdo simétricas, apesar do
problema ser simétrico. Esta ndo simetria pode ser justificada pela presenca das incertezas

(ruido) no modelamento tanto do estado quanto das medidas dos sensores.

Portanto, para este modelo, com estas configuracdes utilizadas, o posicionamento dos
sensores, interfere no desempenho do filtro de Kalman. Para as duas configuracbes de
posicionamento de sensores, houve um aumento de 4,47% da area detectavel pelo filtro de

Kalman. Esta regido interna é uma regido onde o filtro localiza e identifica o furo, ja a regido
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externa possui pontos que o filtro pode localizar e identificar, mas de forma aleatoria, sendo

alguns pontos isolados e outros formando sub-regides pequenas.

Com relagdo a matriz de covariancia do ruido do processo, a sua variacao influencia na
melhoria da precisdo de alguns pontos, mas para outro ponto ela piora esta precisdo. Além
disso, a variacdo também interfere no numero de iteracdes necessérias para que o filtro de
Kalman encontre o resultado. Para exemplificar, considere os parametros utilizados
anteriormente, com 0s sensores posicionados a 0,06 ¢m das bordas e uma covariancia do

ruido do processo Q, igual a:

0,12 0 0
Q=0 012 0 [[cm?]
0 0 0,012

Utilizando os parametros fixos e variando apenas a matriz de covariancia, multiplicada
por fatores de um quarto, um e quatro, o filtro retornou os dados encontrados nas trés tabelas a

seguir, respectivamente.

Tabela 5.1 — Estimacéo do filtro de Kalman para um quarto da covariancia Q,

Q = iQO, Numero de iteragdes = 29

Estado Real (cm) Estimado (cm) Erro (%)
X 2,000000 2,001512 0,075530
Y 2,000000 2,001603 0080110
R 0,060000 0,060060 0099614
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Figura 5.3 — Estimacéo das componentes do estado pelo filtro de Kalman com Q = %QO
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Figura 5.4 — Progresso da estimacéo do furo pelo filtro de Kalman com Q = %QO



Figura 5.5 — Ampliacdo da estimacéo final do furo pelo filtro de Kalman com Q = %QO

Tabela 5.2 — Estimacéo do filtro de Kalman para covariancia Q,
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Q = Qy, Numero de iteragdes = 19

Estado Real (cm) Estimado (cm) Erro (%)
X 2,000000 2,000430 0021515
Y 2,000000 2,000459 0,022933
R 0,060000 0,060017 0,028428
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Figura 5.6 — Estimacéo das componentes do estado pelo filtro de Kalman com Q = Q,
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Figura 5.8 — Ampliacdo da estimacéo final do furo pelo filtro de Kalman com Q = Q,



Tabela 5.3 — Estimacéo do filtro de Kalman para a covariancia de 4Q,

Q = 4Q,y, Numero de iteracdes = 14

Estado Real (cm) Estimado (cm) Erro (%)
X 2,000000 2,000050 0,002518
Y 2,000000 2,000054 0,002690
R 0,060000 0,060002 0,003330

26 —

Y [em]

241 N

22 —

R [em]

t
0 5 10 15
iteracdes

Figura 5.9 — Estimacdo das componentes do estado pelo filtro de Kalman com Q = 4Q,
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Estimacdo do Filtro
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Figura 5.10 — Progresso da estimacao do furo pelo filtro de Kalman com Q = 40Q,

Figura 5.11 — Ampliagdo da estimacao final do furo pelo filtro de Kalman com Q = 4Q,

Com estes trés casos apenas, pode-se chegar a uma conclusdo errada de que quanto
maior for o fator multiplicativo, mais rapida e mais precisa sera a estimacdo do filtro. Pois,
como foi dito anteriormente, esse aumento na covariancia pode favorecer alguns estados e ao

mesmo tempo prejudicar outros, como por exemplo, o estado:



5,25
x = {4,40} [em]

0,06
Que é um estado limite identificado pelo filtro, que esta presente na Figura 5.2.

Tabela 5.4 — Estimacéo do filtro de Kalman para covariancia Q, e estado
x = {5,25; 4,40; 0,06}7 [cm]

Q = Qy, Numero de iteragdes = 25

Estado Real (cm) Estimado (cm) Erro (%)
X 5250000 5250375 0007141
Y 4400000 4399445 0012619
R 0,060000 0,060013 0022348
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Figura 5.12 — Estimacéo das componentes do estado pelo filtro de Kalman com Q = Q, e
x = {5,25; 4,40; 0,06}7 [cm]
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Estimac&o do Filtro
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Figura 5.13 — Progresso da estimacao do furo pelo filtro de Kalman utilizando Q = Q, e
x = {5,25; 4,40; 0,06}7 [cm]

Figura 5.14 — Ampliacéo da estimacdo final do furo pelo filtro de Kalman utilizando Q = Q,
e x = {5,25; 4,40; 0,06} [cm]



Tabela 5.5 — Estimacéo do filtro de Kalman para covariancia 25Q, e estado
x = {5,25; 4,40; 0,06}" [cm]
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Q = 25Q,, Namero de iteragdes = 50

Estado Real (cm) Estimado (cm) Erro (%)
X 5250000 23,895929 78029731
Y 4400000 1,995332 120514711
R 0,060000 9225784 99,349649
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Figura 5.15 — Estimacao das componentes do estado pelo filtro de Kalman com Q = 25Q, e
x = {5,25; 4,40; 0,06}" [cm]
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Figura 5.16 — Progresso da estimacdo do furo pelo filtro de Kalman com Q = 25Q, e
x = {5,25; 4,40; 0,06}7 [cm]

Como foi possivel observar, para um fator multiplicativo de 25 vezes, estados antes
identificados pelo filtro, deixam de ser identificados devido a divergéncia da estimacao,

atingindo erros muito grandes.

Ao se comparar o resultado do filtro de Kalman, com os resultados do Algoritmo
Genético e da Rede Neural Artificial, encontrado em Lopes (2010), para uma diferenca de
estados, anterior e atual, menor que 1 X 107° e nimero maximo de iteragGes do filtro de 75, o
filtro de Kalman mostra uma repetitividade no resultado final da estimacdo, muito melhor que
os outros dois métodos. Esta repetitividade é devido ao fato do filtro comecar sempre de um
mesmo ponto inicial e ndo necessitar do aprendizado da ANN e nem das mutac¢des do GA. A

tabela a seguir e as seis figuras seguintes mostram essas diferencas nos resultados.



Tabela 5.6 — Valores comparativos de estimacdo entre 0o ANN e o KF
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ANN (9 sensores) ANN (25 sensores) KF* (8 sensores)
Estado Real Estimado Erro % Estimado Erro % Estimado Erro %
(cm) (cm) (cm) (cm)

X 3,00 2,9998 0,0067 3,0035 0,1165 3,0000 0**
Y 3,00 2,9973 0,0901 3,0003 0,0100 3,0000 0**
R 0,10 0,1002 0,1996 0,0992 0,8065 0,1000 0**
X 4,00 2,4224 | 65,1255 | 3,4568 15,7140 | 4,0000 0**
Y 2,00 0,4355 | 359,2423 | 0,5676 | 252,3608 | 2,0000 0**
R 0,10 0,9774 | 89,7688 | 0,0994 0,6036 0,1000 0**

* Estado inicial x, = {3,00; 3,00;0,0001}7 [cm]
** Valores aproximados, pois a diferenca do estado real para o estado estimado é muito menor do que a

toleranciade 1 x 107

As Figuras 5.18, 5.19, 5.20 e 5.22, que sdo referentes ao KF, utilizam a tolerancia de

1 x 107° e nimero maximo de iteragdes igual a 75 e os seguintes parametros:

3,00 012 0 0 )
%o ={ 3,00 } [eml, Q=|0 012 0 [[cm?], R=(222)[c?] e

0,0001 0 0 0,012

Ay=Ay,= A= 0,002 [cm]

6 6 6 t

54 5 4 5 4 o}

41 44 4

31 =) 34 3 4

11 i1 .0 1

0 } } 0 } } . " .

0| S H_— 6 o 1 2 3 4 5 6 T 1 2 3 4 5 ¢
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Figura 5.17 — Problema potencial: resultados da ANN para 5 sensores para um furo nas
posicdes: (a) (3,0;3,0) cm; (b) (1,0;1,0) cm; e, (c) (5,0;5,0) cm. [Retirado de Lopes (2010)]

A Figura 5.17 ilustra apenas o resultado final das iteracbes do ANN e ndo como o

meétodo “caminha” até a estimacao final.
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Figura 5.18 — Resultado do filtro de Kalman para o furo na posic¢éo (3,00;3,00) cm
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Figura 5.19 — Resultado do filtro de Kalman para o furo na posi¢éo (1,00;1,00) cm
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Figura 5.20 — Resultado do filtro de Kalman para o furo na posic¢éo (5,00;5,00) cm
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Figura 5.21 — Resultados do GA, para o furo “real” e simulado para o potencial: (a) para um

furo central com elitismo igual a 2 na posic¢éo (3,00;3,00) cm; (b) para um furo central com

elitismo igual a 10 na posicao (3,00;3,00) cm; (c) para um furo na posicédo (4,0;5,0) cm. As
areas ampliadas mostram a regido do furo em detalhes. [Retirado de LOPES (2010)]
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Logo, considerando estes resultados do modelo potencial, o filtro de Kalman se

mostrou comparativamente eficiente em relacdo aos métodos de algoritmo genético e de redes

neurais artificiais. Mas deve-se ressaltar a necessidade de se ajustar os parametros iniciais

para que a estimacdo do filtro seja eficiente, pois como foi mostrado existem diversos fatores

que influenciam no resultado do filtro como, por exemplo, o posicionamento dos sensores, a

covariancia do ruido do processo e outros ndo mencionados no trabalho.

5.2 MODELO ELASTOSTATICO

Assim como no modelo potencial, tentou-se encontrar uma regido de sensibilidade do

filtro para diversos parametros de ajuste como mostrado pelas Figuras 5.1 e 5.2. Mas ao

contrério do que foi encontrado para o outro modelo, ndo foi possivel a identificagdo de uma

regido de confiabilidade do filtro. Como possiveis causas para esta ndo identificacdo pode-se

citar o uso de elementos constantes e a discretizacdo grosseira do contorno. O uso de

elementos de contorno de ordem mais alta, como elementos lineares ou quadraticos e o
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refinamento da malha do contorno ficam como sugestdo para trabalhos futuros. A incluséo
destes parametros de discretizacdo do modelo direto em uma futura analise de sensibilidade

para identificacdo de parametros, pode contribuir para a otimizacgao do desempenho do filtro.

Logo, como alternativa para este modelo, é proposto um deslocamento dos sensores, de
forma que eles se aproximem do centro da placa, realizando assim algumas leituras e

detectando uma regido provavel de presenca do furo.

Para exemplificar a proposta, as figuras e tabelas a seguir, mostram os resultados do

filtro para algumas posi¢des de sensores, utilizando como parametros:

3,00 0,012 0 0
Xo = {3,00} [cm], Q = 0 0,032 0 |[.10% ] [em?],
0,01 0 0 0,0012

R = (0,2 Igxg) [MPa?], A,= A,=0,0035 [cm] e A= 0,002 [cm]

Também foi considerado uma tolerancia para conversdo de 1 x 1073 e niimero maximo
de iteracOes igual a 75. Na covaridncia do ruido da medida é utilizado o desvio padrdo da

medida (o,,) vezes a matriz identidade (Igyg).
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Figura 5.23 — Resultado do filtro de Kalman para o furo na posi¢éo (3,00;3,00) cm e sensores
a 0,06 cm das bordas
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Figura 5.24 — Resultado do filtro de Kalman para o furo na posi¢éo (3,00;3,00) cm e sensores

a 0,6 cm das bordas
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Figura 5.25 — Resultado do filtro de Kalman para o furo na posi¢éo (3,00;3,00) cm e sensores

a 1,2 cm das bordas
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Figura 5.26 — Resultado do filtro de Kalman para o furo na posi¢éo (3,00;3,00) cm e sensores
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a 1,8 cm das bordas
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Figura 5.27 — Resultado do filtro de Kalman para o furo na posi¢éo (3,00;3,00) cm e sensores

a 2,4 cm das bordas
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Tabela 5.7 — Resultados do filtro de Kalman para o furo na posicao (3,00;3,00) cm para
algumas posicdes de sensores

Distincia dos
sensores em
0,06 06 12 18 2,4
relacdo as bordas
(cm)
Area do furo em
relacdo a drea
0,00131 0,00196 0,00349 0,00785 003142
coberta pelos
sensores (%)
Iteracoes
4 5 11 6
Necessdrias
S D S D S D Q A Q ~
S S8 38 8218 3-8 8§48
3 Real (cm) | £ § o g § o g § o g § o g § o
& ESl S B8 BT 8 |ET| 8 |8 S
oY = ey = Xy Ry ey oY ey Ky
X 3,00 2,989 | 0367 | 2989 | 0367 | 2893 | 3567 | 3,000 0 3,000 0
Y 3,00 2,904 32 2,904 32 3,000 0 3,000 0 3,000 0
Raio 012 0010 | 9167 | 0,010 | 9167 | 0,014 | 8833 | 0,120 0 0,120 0

Agora, se for utilizada uma distribuicdo t-student para um intervalo de confianca de

95% para quatro, trés e dois graus de liberdade, que séo referentes aos cinco, quatro e trés

ultimos resultados da Tabela 5.7 respectivamente, pois o grau de liberdade é definido como

sendo 0 numero de amostras menos um, pode se obter 0s seguintes intervalos para as
componentes do estado, presentes na tabela seguinte.

Tabela 5.8 — Intervalos de confianca de 95% para o furo (3,00;3,00;0,12) cm

Grau de Liberdade 4 3 2
Estado - - -

X 2,974 + 0,056 2,971 £ 0,082 2,964 + 0,154

Y 2,962 + 0,065 2,976 £ 0,076 3,000 £+ 0,000

R 0,055 £ 0,074 0,066 + 0,100 0,085 + 0,152

Deve-se chamar a atencdo, na Tabela 5.8, para o fato de que o erro presente no

intervalo de confianga para o raio do furo estar na mesma ordem de grandeza ou até maior que

o0 valor médio. Isto é devido a presenca dos valores de 0,010 e 0,014 cm que fazem com que a
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variancia das amostras seja elevada, além de diminuir o valor médio, ocasionando este nivel

de grandeza no erro.

Para o caso do furo central, essa proposta convergiu para o estado real logo € preciso

avalia-la para outros casos.

Utilizando os mesmos parametros, para um furo na posicéo (1,50;2,00) cm, obtemos 0s
resultados mostrados pelas cinco figuras e duas tabelas seguintes.
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Figura 5.28 — Resultado do filtro de Kalman para o furo na posi¢éo (1,50;2,00) cm e sensores
a 0,06 cm das bordas
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Figura 5.29 — Resultado do filtro de Kalman para o furo na posi¢édo (1,50;2,00) cm e sensores

a0,6cm
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Figura 5.30 — Resultado do filtro de Kalman para o furo na posi¢édo (1,50;2,00) cm e sensores
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das bordas
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Figura 5.31 — Resultado do filtro de Kalman para o furo na posi¢édo (1,50;2,00) cm e sensores
a 1,8 cm das bordas

Ao analisar a Figura 5.31, pode-se verificar que a estimativa encontrada para o0s
sensores posicionados a 1,8 cm das bordas teve um erro maior do que a estimativa para 0s

sensores posicionados a 1,2 cm das bordas.

Ao se utilizar uma variacdo menor da posicao dos sensores, de forma que estes fiqguem
posicionados a 1,5 cm de distancia das bordas, o filtro volta a estimar um resultado correto
para o estado, o que é exemplificado pela figura seguinte.
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Figura 5.32 — Resultado do filtro de Kalman para o furo na posi¢édo (1,50;2,00) cm e sensores
a 1,5 cm das bordas

Tabela 5.9 — Resultados do filtro de Kalman para o furo na posicao (1,50;2,00) cm para
algumas posicdes de sensores

Distdncia dos sensores

em relacdo as bordas 0,06 06 12 15 18
(cm)
Area do furo em relagcio
d drea coberta pelos 000131 0,00196 0,00349 0,00503 0,00785
sensores (%)
Iteracoes Necessdrias 75 18 11 52 21
X 1,50 2,479 | 6527 | 1,500 0 1,500 0 1,500 0 1071 | 286
Y 2,00 0703 | 6485 | 0,774 | 613 | 2000 0 2,000 0 2350\ 17,5
Raio 012 0081 | 325 | 0070 | 41,67 | 0,120 0 0,120 0 0,199 | 6583
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Agora, aplicando novamente a distribuigéo t-student para um intervalo de confianca de
95% mas agora apenas para trés e dois graus de liberdade, descartando o resultado para os

sensores a 1,8 cm das bordas, tem-se os intervalos presentes na tabela seguinte.

Tabela 5.10 — Intervalos de confianca de 95% para o furo (1,50;2,00;0,12) cm

Grau de Liberdade 3 2
Estado - -

X 1,745 + 0,779 1,500 £ 0,000

Y 1,369 + 1,769 1,591 £ 1,759

R 0,098 + 0,042 0,103 +£ 0,072

Na Tabela 5.10, também se deve chamar a atengdo para o erro presente nos intervalos
de confianca estar na mesma ou maior ordem de grandeza do valor médio, que por sua vez é
devido a variancia alta das estimativas do filtro. Logo para que este intervalo de confianca
tenha valores mais aceitiveis, € necessdria a reducdo da variacdo da distancia de

posicionamento dos sensores.

Durante a execucdo deste modelo, foi testada a influéncia da covariancia sobre a
estimativa e notou-se que a mesma possui uma relacdo com o posicionamento dos sensores,
além da posicédo real do furo. Logo, foi testado para o furo ndo central (1,50;2,00;0,12) cm
com sensores posicionados a 1,2 e 1,3 cm (esta Gltima devido estar entre duas posicGes de

sensores resultaram em estimativas corretas).

As Figuras 5.30 e 5.33 mostram o resultado do filtro para os sensores posicionados a

1,2 e 1,3 cm, respectivamente, para uma matriz de covariancia do ruido do processo igual a:

0,012 0 0
Q=] 0 003 0 [.10° [cm?]
0 0 00012
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Figura 5.33 — Resultado do filtro de Kalman para o furo na posi¢édo (1,50;2,00) cm e sensores
a 1,3 cm das bordas

Tabela 5.11 — Resultados do filtro de Kalman para o furo na posigéo (1,50;2,00) cm para uma
covariancia Q igual a inicial

Distdncia dos sensores em
12 13
relacdo ds bordas (cm)
Iteracbées Necessdrias 11 9
Estado Real (cm) Estimado (cm) Erro (%) Estimado (cm) Erro (%)
X 1,50 1,49988 000792 1,49994 0,00399
Y 2,00 2,00003 0,00169 1,99998 000122
Raio 012 011997 0,02899 011470 011470

Agora se a matriz de covariancia Q for substituida por uma nova matriz de covariancia

igual a:




Obtém-se os resultados mostrados pelas duas figuras seguintes.
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Figura 5.34 — Resultado do filtro de Kalman para o furo na posi¢éo (1,50;2,00) cm e sensores
a 1,2 cm das bordas com a covariancia alterada
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Figura 5.35 — Resultado do filtro de Kalman para o furo na posi¢édo (1,50;2,00) cm e sensores
a 1,3 cm das bordas com a covariancia alterada
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Tabela 5.12 — Resultados do filtro de Kalman para o furo na posigéo (1,50;2,00) cm para uma
nova covariancia Q

Distdncia dos sensores em
1,2 3
relacdo ds bordas (cm)
Iteracbées Necessdrias 36 8
Estado Real (cm) Estimado (cm) Erro (%) Estimado (cm) Erro (%)
X 1,50 1,33609 1092734 1,50000 0
Y 2,00 211913 595646 2,00000 0
Raio 012 016125 3437674 012000 0

Com estes resultados é possivel observar que a variagdo de um Unico elemento interfere
no resultado obtido pelo filtro. Ao se comparar os resultados presentes nas Tabelas 5.11 e
5.12, verifica-se que a alteracdo da covariancia Q prejudicou o resultado para os sensores
posicionados a 1,2 cm, mas melhorou para 1,3 cm. Como no momento este parametro é fixo e
ndo se tem uma relacdo para que 0 mesmo se atualize automaticamente com o problema, o

filtro ndo possui uma robustez desejada.

A figura seguinte traz o resultado encontrado por Lopes (2010) para o GA, para trés
posicdes de furos (3,00;3,00) cm, (2,00;2,00) cm e (5,00;3,00) cm.

' ' 4 4 ' + ' " 4 : : 4 "
0 2 3 4 5 6 0 1 4 5 6 0 | 2 3 4 5 6

(b)
Figura 5.36 — Furo real e simulado para a tensdo média: (a) para um furo central; (b) para um

furo localizado em (2,0;2,0) cm; (c) para um furo localizado em (5,0;3,0) cm. [Retirado de
Lopes (2010)]

Ja a figura seguinte traz o resultado encontrado por Lopes (2010) para a ANN, para trés
posicdes de furos (3,00;3,00) cm, (1,00;1,00) cm e (5,00;5,00) cm.
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Figura 5.37 — Problema elastostatico: resultados obtidos da ANN para um furo nas posices:
(@) (3,0;3,0) cm; (b) (1,0;1,0) cm; e, (¢) (5,0;5,0) cm. [Retirado de Lopes (2010)]

Como comparacdo, para 0os mesmos furos, o FK com a metodologia proposta de
aproximacdo, onde a posic¢do inicial dos sensores é 0,06 cm de distancia das bordas, passando
para 0,6 cm em seguida e assim variando de 0,05 cm até ndo houver uma variacdo
significativa do resultado para trés posicoes seguidas dos sensores. E utilizado um limite de
75 iteracdes e uma tolerancia para conversdo de 1 x 1073 e ndo 1 x 107% como no trabalho
de Lopes (2010), pois neste problema esta tolerancia ndo interfere no resultado final, apenas
no nimero de iteraces necessarias. Também é utilizada uma distribuic¢do t-student para um

intervalo de confianca de 95% e com dois graus de liberdade.

Tabela 5.13 — Resultados do filtro de Kalman para intervalos de confianca de 95%

Furo Real (cm) (3,00;3,00;0,12)
Estado -

X 2,998 + 0,001

Y 3,000 +£ 0,000

R 0,118 £ 0,001

Note que na Tabela 5.13, ndo estdo presentes os intervalos de confianca para os furos
(1,00;1,00;0,12), (2,00;2,00;0,12), (5,00;3,00;0,12) e (5,00;5,00;0,12) cm. Esta auséncia é
devida ao fato do método ndo ter convertido as iteracbes para um furo, mas a néo
convergéncia ndo significa que ndo exista posi¢cdes para 0s sensores onde o filtro de Kalman
encontre um resultado correto. As duas figuras seguintes exemplificam esta afirmacdo, para o
furo (2,00;2,00;0,12) cm, onde estdo presentes os resultados encontrados pelo filtro com a

variacdo da posicdo dos sensores.
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Logo, apesar do método ndo acusar uma convergéncia de resultados, de maneira
consecutiva, ao se analisar todos os resultados encontrados pode-se identificar uma regido
com certa concentracdo dos resultados estimados, assim como mostra a figura seguinte. Mas
esta regido provavel de conter o furo possui uma exatiddo menor do que o resultado

encontrado pelo método quando 0 mesmo converge.

Estimacdo do Filtro

Furo real
------- Estimativas

Y [em]
T

X [cm]

Figura 5.38 — Resultado do filtro de Kalman para o furo (2,00;2,00;0,12) cm para diversas
posicdes de sensores
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Estimacao do Filtro
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Figura 5.39 — Zoom na regido do furo (2,00;2,00;0,12) cm

Logo, considerando estes resultados do modelo elastostatico, o filtro de Kalman nao se
mostrou tdo eficiente quando comparado ao seu desempenho no modelo potencial, apesar de
ser possivel a localizacdo e identificagdo do furo. Este desempenho inferior do filtro pode ser
devido a configuracdo do modelo direto utilizada, sendo que o uso de um BEM especializado

em mecanica da fratura, ou outro tipo de elemento poderia, talvez melhorar o desempenho.
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Capitulo 6

CONCLUSAO

Neste trabalho, um problema inverso de identificacdo de parametros para a deteccao de
danos foi resolvido utilizando filtro de Kalman como ferramenta. Para tal, foi desenvolvido
um modelo hibrido, onde o estado é descrito por um modelo linear e as medidas sdo descritas
por um modelo ndo linear, obtidos a partir de resultados numéricos de um modelo de BEM do
problema direto. O desempenho deste modelo de problema inverso baseado em filtro de
Kalman foi comparado com outros dois métodos inversos, GA e ANN, para dois modelos

diferentes de problemas diretos.

Os dois modelos de problemas diretos, formulacdo potencial e formulacédo elastostatica,
sdo desenvolvidos para 0 BEM considerando um problema de fluxo de calor e um problema
de andlise de tensdes, respectivamente, onde a informacdo de pontos internos (sensores) de
uma placa é fornecida para o problema de deteccdo de danos. Em ambas as formulages, as
informacdes que sdo fornecidas, temperatura e tensdo média, independem do sistema de
coordenadas. Para a formulacdo potencial foi mostrado que para certo posicionamento dos
sensores, existe uma regido da placa para a qual o filtro consegue localizar e identificar o furo
com boa precisdo. J& para a formulagdo elastostatica, foi mostrado que é necessaria uma
variacdo da localizacdo dos pontos internos para que a localizacdo e identificacdo do furo

fossem possiveis.

O problema inverso de detec¢do de danos, utilizando o filtro de Kalman, se mostrou

muito eficiente desde que seus parametros estejam ajustados para o problema em questéo.
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Esta necessidade de adequacdo de pardmetros ao problema faz com que o método ndo seja
robusto a ponto de se alterar o problema, ou o modelo, mantendo-se as caracteristicas e
parametros do filtro de Kalman utilizados em um problema inicial. Para uma melhor
adequacao destes parametros, pode-se realizar uma anéalise de sensibilidade dos mesmos, a

fim de se obter uma relacdo de interferéncia sobre o método por parte de cada parametro.

A andlise e comparacdo dos resultados entre o filtro de Kalman e os encontrados em
Lopes (2010), mostram uma melhor precisdo das componentes do estado, principalmente no
modelo potencial, por parte do filtro de Kalman e também uma similaridade entre os
resultados dos métodos, considerando a particularidade de cada método. Esta similaridade de
resultados mostra que os métodos podem ser utilizados em paralelo, como critérios de deciséo

para a identificacdo de um dano, verificando e garantido uma confianga maior no resultado.

Como sugestdo para trabalhos futuros podem ser citados:

A anélise da sensibilidade dos parametros de ajuste sobre o resultado do filtro de

Kalman, principalmente a localizacdo e quantidade minima de sensores;
e Uso de modelagem acustica para o problema de detec¢do de danos;
e Estudo com dois ou mais danos na estrutura;
e Modelamento de danos de geometrias diversas, como trincas, por exemplo;

e Uso do método dos elementos finitos (FEM) ao invés do método dos elementos de

contorno (BEM) para a formulacdo do problema direto;

e Estudo da influéncia dos erros da discretizacdo do problema direto sobre os resultados

da identificacéo.
e Utilizar modelos com materiais ndo homogéneos ou anisotropicos;
e Estudo de um modelo de estrutura tri-dimensional,
e Comparar modelos numéricos com modelos experimentais;

e Realizar analises visando o progndstico e ndo o diagnoéstico de falhas.
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Apéndice A

REVISAO

Este apéndice é dedicado a fazer uma breve revisao, de conceitos de probabilidade, que
sdo a base do filtro de Kalman e é adaptado de Montgomery & Runger (2003).

A.1 PROBABILIDADE

NOs temos, na maioria, a nogdo de “acontecimento” aleatério, ou a probabilidade de
ocorrer um dado evento em um determinado espago amostral. A probabilidade de que um

evento A venha ocorrer é definido como:

Resultados possiveis favorecendo A (36)

p(A) =

Numero total de resultados possiveis
A probabilidade de um resultado favorecer A e B é dado por:
p(AUB) =p(4) +p(B) @37)

Se dois resultados séo independentes (um néo afeta o outro), entdo a probabilidade de
ambos ocorram é o produto das probabilidades do eventos individuais:
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p(ANnB) =p(A)p(B) (38)
Como por exemplo, a probabilidade de um dado de seis lados, cair com a face “um”

voltada para cima € de 1/6, a probabilidade de dois dados, langados juntos, cairem ambos

com a face “um” para cima € de 1/36'

Se tivermos a probabilidade de um resultado A dado a ocorréncia de um resultado B, é

chamado de probabilidade condicional de A dado B:

p(ANB)
p(B)

p(A|B) = (39)

A.2 VARIAVEIS ALEATORIAS

A variavel aleatoria € em sua esséncia, uma funcdo que mapeia todos os pontos de um

espaco amostral para nimeros reais.

No caso de uma variavel aleatdria continua, a probabilidade de um evento A ser Unico e
discreto é na verdade 0 (p(4) = 0). Logo, a funcdo que representa a probabilidade de uma

variavel aleatéria em um intervalo € chamada de funcéo de distribuicdo cumulativa:
Fx(x) = p(—o0,x] (40)
As propriedades importantes da funcdo de densidade cumulativa séo:
1.Fy(x) » 0 assimcomo x —» —
2.Fx(x) » 1 assimcomo x — +oo
3.Fx(x)é uma funcido nio decrescente de x

Ao invés de utilizar a fungdo de distribuigdo cumulativa, comumente utiliza-se a funcéo

densidade de probabilidade:

f () = = Fy (x) (41)
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Que tem as seguintes propriedades:
1. fy(x)é uma funcao ndo negativa
2.f fx()dx =1
Logo, a probabilidade para um intervalo [a, b] pode ser definida como:

pxla bl = [ fi(x)dx (42)

A.3 MEDIA E VARIANCIA

NOs estamos acostumados com a no¢do de média de uma seqliéncia de numeros. A

média de N amostras de uma varidvel aleatoria discreta X é dada por:

X1+X2+"'+XN
N

X = (43)
Quando rastreamos um sinal continuo é comum pensarmos em termos de amostras

infinitas, da mesma forma, se tivermos uma amostra infinita de uma variavel aleatéria para

cada uma de n resultados x,,::-,x,. Logo para uma variavel aleatoria discreta, podemos

aproximar para uma média ponderada de probabilidade:

Y ~ (P1N)x1+(p2N)1352+"‘+(PnN)xN (44)

Isto leva a definicdo de valor esperado para uma amostra de uma varidvel aleatéria

discreta:
valor esperado de X = E(X) = Y pix; (45)
No caso de uma variavel aleatoria continua, o valor esperado torna-se:
valor esperado de X = E(X) = ffooo xXfx(x)dx (46)

Onde ambas, podem ser aplicadas a funcbes de uma variavel aleatéria X:
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E(9(X) =Xtipig(x) (47)

E(g(X) = [ g fx(x)dx (48)

O valor esperado de varidveis aleatorias também é conhecido como primeiro momento

estatistico. Se fizermos g(X) = X* para obtermos o k-ésimo momento estatistico:
E(X*) = [ x* fr(0)dx (49)
Que para o interesse do assunto deste trabalho, é o segundo momento estatistico;
E(X?) = 2, x*f(x)dx (50)
Fazendo g(X) = X — E(X), nos teremos a variancia do sinal sobre a média:
Varianciade X = E[(X — E(X))?] = E(X?) — E(X)? (51)

Onde a raiz quadrada da variancia é conhecida como desvio padréo:

oy = VVariancia de X (52)

A.4 DISTRIBUICAO DE GAUSS OU NORMAL

A distribuicdo de Gauss ou Normal é uma distribuicdo de probabilidade especial bem
conhecida no modelamento de sistemas aleatérios. Fazendo algumas consideragdes, podemos
mostrar que a soma de varidveis aleatdrias com uma distribuicdo tende a uma distribuicéo

normal. Que é conhecido como teorema do limite central.

Seja um processo aleatério X com distribuicdo normal e média u e variancia o2

(X~N(u,5?)) que tem a funcéo densidade de probabilidade:
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1 _10G=w?

fX(x) = We 2 o? (o0 <x <) (53)

Qualquer funcdo linear (Y = aX + b) de um processo aleatorio com distribuicdo

normal (X~N (u, 0%)) é também de distribuicdo normal.
Y~N(au + b,a?c?) (54)
Logo, a funcdo densidade de probabilidade de Y:

1 (y-(ap+b)’

frO) = m=me? @ (55)
Se nos temos dois processos (X, X,) independentes, entdo:

X, + Xo~N(uy + uy, 08 + 02) (56)
Com a funcao densidade de probabilidade:

1 (x—(u1+uz))2
1 2

fx(ty + x,) = ———=e > (o1*93) (57)
/Zn(afﬂrzz)

A.5 PROBABILIDADE CONDICIONAL E INDEPENDENCIA
CONTINUA

Para serem estatisticamente independentes, duas variaveis aleatérias X e Y, devem ter

sua probabilidade conjunta fyy (x, y) igual ao produto de suas probabilidades.

fxr(x,y) = fx ) fy () (58)

Complementando, a regra de Bayes especifica a densidade de probabilidade da variavel

aleatéria X dada a variavel aleatéria Y:
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Fyix)fx(x)

far () = =205

(59)

Dado um processo discreto X e um continuo Y, a fungdo massa de probabilidade

discreta para X condicionada em Y = y, € dada por:

fyIX=x)px(x)
Y2 FrIX=2)px(2) (60)

px(x|Y =y) =



Apéndice B

DISTRIBUICAO T-STUDENT

Este apéndice mostra o teste t e a tabela contendo os valores de t.

B.1TESTE T E INTERVALO DE CONFIANCA

O teste t, mede a probabilidade da média de uma amostra apresentar o valor

apresentado x dada a média da populacdo u,. Para o teste, calculamos a estatistica t com a

Equacdo (61):
¢ = Xt (61)
N
Onde:

X é amédia da amostra;
Uo € 0 valor fixo usado para comparagdo com a media da amostra;
s é 0 desvio padrdo amostral;

n é o tamanho da amostra.
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Livros de estatistica trazem tabelas que contém o valor de t, em funcdo do nimero de

graus de liberdade (v = n — 1) e niveis de confianca (a). A Tabela B1 traz alguns valores.

Tabela B1 — Tabela de CDF da distribuicao t-student. [Adaptado de Haldar & Mahadevan

(2000)]

, 0,600 | 0,750 | 0,800 | 0,900 | 0,950 | 0,975 | 0,990 | 0,995 | 0,999
1 0,325 | 1,000 | 1,376 | 3,078 | 6,314 | 12,706 | 31,821 | 63,656 | 318,289
2 0,280 | 0816 | 1,061 | 1,886 | 2,920 | 4,303 | 6,965 | 9,925 | 22,328
3 0,277 | 0,765 | 0,978 | 1,638 | 2,353 | 3,182 | 4541 | 5841 | 10,214
4 0271 | 0,741 | 0,941 | 1,533 | 2,132 | 2,776 | 3,747 | 4,604 | 7,173
5 0,267 | 0,727 | 0920 | 1,476 | 2,015 | 2571 | 3,365 | 4,032 | 5,894
6 0,265 | 0,718 | 0,906 | 1,440 | 1,943 | 2,447 | 3,143 | 3,707 | 5,208
7 0,263 | 0,711 | 0,896 | 1,415 | 1,895 | 2,365 | 2,998 | 3,499 | 4,785
8 0,262 | 0,706 | 0,889 | 1,397 | 1,860 | 2,306 | 2,896 | 3,355 | 4,501
9 0,261 | 0,703 | 0,883 | 1,383 | 1,833 | 2262 | 2,821 | 3,250 | 4,297
10 0,260 | 0,700 | 0,879 | 1,372 | 1,812 | 2,228 | 2,764 | 3,169 | 4,144
11 0,260 | 0,697 | 0876 | 1,363 | 1,796 | 2,201 | 2,718 | 3,106 | 4,025
12 0,259 | 0,695 | 0873 | 1,356 | 1,782 | 2,179 | 2,681 | 3,055 | 3,930
13 0,259 | 0,694 | 0870 | 1,350 | 1,771 | 2,160 | 2,650 | 3,012 | 3,852
14 0,258 | 0,692 | 0,868 | 1,345 | 1,761 | 2,145 | 2,624 | 2977 | 3,787
15 0,258 | 0,691 | 0,866 | 1,341 | 1,753 | 2,131 | 2,602 | 2,947 | 3,733
20 0,257 | 0,687 | 0,860 | 1,325 | 1,725 | 2,086 | 2,528 | 2,845 | 3552
25 0,256 | 0,684 | 0,856 | 1,316 | 1,708 | 2,060 | 2,485 | 2,787 | 3,450
40 0,255 | 0,681 | 0,851 | 1,303 | 1,684 | 2,021 | 2,423 | 2,704 | 3,307
60 0,254 | 0,679 | 0,848 | 1,296 | 1,671 | 2,000 | 2,390 | 2,660 | 3,232

150 0254 | 0,676 | 0,844 | 1,287 | 1,655 | 1,976 | 2,351 | 2,609 | 3,145
o 0,253 | 0,674 | 0842 | 1,282 | 1,645 | 1960 | 2,326 | 2576 | 3,090
Logo, para se calcular o intervalo de confianca deve-se usar a equacéo (62):

1.Capr= (%% t%) (62)

Como exemplo, se quisermos encontrar um intervalo de confianga de 95% para uma

amostra com quatro graus de liberdade, devemos utilizar um valor de t igual a 2,132 caso a

distribuicdo tenha uma cauda ou 2,776 quando for bi-caudal.
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Apéndice C

CODIGOS MODELO POTENCIAL

Este apéndice mostra os codigos utilizados na formulacdo do modelo potencial,
implementados em no software MATLAB® [MATHWORKS (2011)].

C.1 ROTINA POT_FKE

% modelo potencial - rotina principal e variaveis de entrada

%inicializacéo

clear all %apaga todos dados pré-existentes
close all %fecha todas janelas pré abertas
clc %limpa a tela de comando

warning off %desliga todas mensagens de aviso
tic %inicia a contagem de tempo

%Posicdo do furo em uma placa de 6x6 [cm]:
C=[3,3,0.06]; %C=[X,Y,R]: X - abscissa do centro do furo [cm]
% Y - ordenada do centro do furo [cm]
% R - raio do furo [cm]

zk=bem(C(3),C(1),C(2)); % Leitura das medidas zk através da rotina bem
m=size(zk); % capta o numero de sensores utilizados, através do tamanho do
%vetor zk

% estimativa inicial e parametros
x0=[3;3;0.001];
X=[x0];

%Covariancia do ruido da medida
R=((0.01*eye(m(1))/3)"2);
%Covariancia do ruido do estado
Q=¢([0.1,0,0;0,0.1,0;0,0,0.011D"2);

tol=1E-6; %tolerancia



it _max=75; %numero maximo de iteracdes

%rotina do Filtro de Kalman
[xk,it,X,P]=FKE(x0,R,Q,zk,X,tol,it_max);

Resultado(xk,it,C,X); %imprime os resultados através da rotina Resultado

toc %termina a contagem de tempo

%fim da rotina

C.2 ROTINA FKE

%Funcdo que contém o algoritmo do filtro de Kalman, que retorna o estado xk
%0 numero de iteracdes e a matriz contendo todos os estados calculados pelo
%Filtro durante as iteracles.

function [xk,it,X,Pk]=FKE(x0,R,Q,zk,X,tol,it_max)

PO=eye(3); %covariancia inicial do processo.

xk=x0;

Pk=PO;

it=0; %contador inicial de iteracdes

rep=0; %contador inicial de repeticdes da toleréancia

while (rep<d)&&(it<it_max)

xk_p=xk;

Pk_p=Pk+Q;

Pk_p=0.5*(Pk_p+Pk_p"); %Garante a simetria da matriz.

zk_p=bem(xk_p(3,1),xk_p(1,1),xk_p(2,1));

Hk=df(xk); %calculo da matriz de sensibilidade

Kk=Pk_p*Hk"/ (Hk*Pk_p*Hk"+R); %calculo do ganho de Kalman

Xk=xk_p+Kk*(zk-zk_p);%atualizacdo do estado

Pk=(eye(3)-Kk*Hk)*Pk_p*(eye(3)-Kk*Hk) " +Kk*R*Kk " ; %atualizacdo da
%covariancia do
%processo (garante ser
%simetrica positiva
%definida(Simon, D.,
%p-129))

xk=xk.*sign(xk); %garante valores positivos do estado
dif=max(abs(xk-xk_p)); %critério de convergéncia para analise
if dif<=tol
rep=rep+1l;%incremento do contador de repeticdes da tolerancia
else
rep=0;
end
it=it+l;%incremento do contador de iteracbes
X=[X xk];%atualizacdo da matriz que contém os estados

%fim da rotina



C.3 ROTINA RESULTADO

%Rotina que retorna o resultado do filtro, imprimindo a ultima iteracdo na

%tela e plotando todo processo de estimacao

function Resultado(xk,it,C,X)

p=C"%");
fprintf(" \n")

fprintf (- Furo real | Furo estimado | erro\n®)

fprintf("X = %F | %F | %f %s\n",C(1),xk(1,1),(xk(1,1)/C(1)-1)*100,p)
fprintf("Y = %F | %F | %f %s\n",C(2),xk(2,1),(xk(2,1)/C(2)-1)*100,p)
fprintf("Raio = %F | %F | %F %s\n",C(3),xk(3,1),(xk(3,1)/C(3)-1)*100,p)

fprintf("\n O numero de iteracdes necessarias foram de %d\n",it);
m=size(X);

t=0:m(2)-1;

figure()

subplot(3,1,1)

plot(t,X(1,:),"r",[0 m(2)],[C(1) C(1)],"--b")
xlabel ("iteracdes”)

ylabel ("X [cm]™)

legend("Estimado”, "Real ")

title(T"Estimacdo do Filtro®)

subplot(3,1,2)

plot(t,X(2,:),"r",[0 m(2)],[C(2) C(2)],"--b")
xlabel ("iteracdes”)

ylabel ("Y [cm]™)

legend("Estimado”, "Real ")

subplot(3,1,3)

plot(t,X(3,:),"r",[0 m(2)]1,[C(3) C(3)],"--b")
xlabel ("iteracgbes”)

ylabel ("R [cm]™)

legend("Estimado”, "Real ™)

x=[0 6 6 0 0];

y=[0 0 6 6 0];

n=-2:0.05:2;

figure()

title("Estimacdo do Filtro™)

hold on

xlabel ("X [cm]™)

ylabel ("Y [cm]™)

axis([-0.5 6.5 -0.5 6.5])

plot(0.06,0.06,"*b")

plot(C(3)*cos(n.*pi)+C(1),C(3)*sin(n.*pi)+C(2),"m")

plot(X(3,1)*cos(n.-*pi)+X(1,1),X(3,)*sin(n-*pi)+X(2,1),"-.g")

plot(X(3,2)*cos(n.-*pi)+X(1,2),X(3,2)*sin(n.*pi)+X(2,2),":r")

plot(X(3,m(2))*cos(n-*pi)+X(1,m(2)),X(3,m(2))*sin(n.-*pi)+X(2,m(2)), "k")

legend("Sensores”, "Furo real®,"Estimativa inicial","Estimativas

intermediarias”, "Estimativa Final")

plot(x,y)

plot(0.06,3,"*b",0.06,5.94,"*b",3,5.94,"*b", . ..
5.94,5.94,"*b",5.94,3,"*b",5.94,0.06,"*b",3,0.06,"*b")

for 1=3:m(2)-1
plot(X(3,1)*cos(n.*pi)+X(1,1),XEB,D*sin(n.*pi)+X(2,i),":r")

%Fim da rotina

75



C.4 ROTINNA DF

%rotina que calcula a matriz de sensibilidade

function H=df(xk)

deltax=0.002;
deltay=0.002;
deltar=0.002;

Sar = bem(xk(3,1)-deltar,xk(1,1),xk(2,1));

Sdr bem(xk(3,1)+deltar,xk(1,1),xk(2,1));
Sax = bem(xk(3,1),xk(1,1)-deltax,xk(2,1));
Sdx = bem(xk(3,1),xk(1,1)+deltax,xk(2,1));
Say = bem(xk(3,1),xk(1,1),xk(2,1)-deltay);
Sdy = bem(xk(3,1),xk(1,1),xk(2,1)+deltay);

H1=(Sdx-Sax)/(2*deltax);
H2=(Sdy-Say)/(2*deltay);
H3=(Sdr-Sar)/(2*deltar);
H=[H1 H2 H3];

%fim da rotina

C.5 ROTINA BEM

% ————————— VARIAVEIS - —————————
%

% npi: numero de pontos internos

% xi: coordenadas dos pontos internos

% x: coordenadas dos nos

% kode: O -> potencial prescrito;

% 1 -> fuxo prescrito

% fi: condicoes iniciais de contorno
% n_placa: numero de nos da placa

% n_furo: numero de nos do furo

% r: raio do furo

% ixc: abscissa do centro do circulo
% iyc: ordenada do centro do circulo
%

function [fipi] = bem(r,ixc,jyc)

format short
n_furo = 24;

%DETERMINACAO DA POSICAO DO FURO (ixc,jyc)
x = determ_furo(n_furo,r,ixc,jyc);

[n,npi,x,kode,fi,xi,n_placa] = inputpc(X);
[pc,fi,dfi,xi,Ffipi] = poconbe_v5(n,npi,x,kode,fi,xi,n_placa);

%fim da rotina



C.6 ROTINA DETERM_FURO

%determina a posicao do furo e dos nos

function [x] = determ_furo(n,r,xc,yc)

xaux=zeros(1l,n+1);

yaux=zeros(l,n+1);

x=zeros(n+1,2);

for 1 = 1:n+l
%no sentido horario: DOMINIO ABERTO (FURO)
xaux(i) = xc - r*cos(-2*pi*(i-1)/n);
vaux(i) = yc - r*sin(-2*pi*(i-1)/n);
x(i,1) xaux(i);
x(1,2) yaux(i);

%Fim da rotina

C.7 ROTINA INPUTPC

Ypm SUBROTINA INPUTPC ——————— e~
%

% DADOS DE ENTRADA

%

Yp———————— VARIAVEIS —————————— o ———
%

% npi: numero de pontos internos

% xi: coordenadas dos pontos internos

% x_placa: coordenadas dos nos

% x: coordenadas do furo

% kode: O -> potencial prescrito;

% 1 -> fluxo prescrito

% fi: condicoes iniciais de contorno

% n: numero de nos (elementos) totais (placa + furo)

% n_placa: numero de nos (elementos) da placa

%

function [n,npi,x,kode,fi,xi,n_placa]=inputpc(x)

n_placa = 12;

%coordenadas da placa

%em cm:
x_placa=[0 O

20

40

60

6 2

6 4

6 6

46

26

06

04

02

0 0]; %para fechar



x=[x_placa

x(:,1) x(:,2)]1;
n = length(x);

%coordenadas dos pontos internos

npi = length(xi(:,1)); %numero de pontos internos

%condicoes iniciais de contorno
kode = [1110001

11111111 1]; %fFuro adiabatico: fluxo=0
fi=[000000O0O0

00000O0O0O0DO0]

%fim da rotina

C.8 ROTINA PCONBE_V5

%
%Problema de potencial usando elementos constantes
%adaptado de Brebbia & Dominguez, 2nd Ed. - Cap2.4
%

e VARIAVE IS ——m oo

%

% fi: potencial na fronteira

% dfi: fluxo na fronteira

% fipi: potencial no ponto interior

function [pc,fi,dfi,xi,Fipi] = poconbe_v5(n,npi,x,kode, fi,xi)

x(n+1,:)=x(1,:); %"fechando o contorno"

% Calculo das matrizes g e h
[g h]l=ghmatpc(n,x);

% aplicando as condig¢bes de contorno
[g dfi]=aplybc(g,h,kode,fi,n);

% solucéo do sistema
dfi=g\dfi~;

10 0 0 11111111111111111

1
0 300 300 300 00O0O0O0O0OO0O0OO0O0OCO0OO0ODO0ODO0O0DO
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% reordenar os vetores de potencial e fluxo para impressao

[fi dfi]=reorder(fi,dfi,kode,n);

% calculo do potencial nos pontos internos
fipi=interpc(n,npi,x,xi,dfi,fi);

%Fim da rotina

C.9 ROTINA GHMATPC

function [g,h]=ghmatpc(n,x)

pc=zeros(n,2);

h=zeros(n,n);

g=zeros(n,n);

epi=0; % epi=0 nao é calculo de ponto interno
for i=1:n % varredura dos nés

pc(i, :)=0.5*(x(i,:)+x(i+1,:)); % ponto de colocacéo

for j=1:n % varredura dos elementos

ifi==j

[haux gaux]=locinpc(i,j,pc(i,:),x(,:).x(+1,:));%integracdo analitica

else

79

[haux gaux]=extinpc(i,j,pc(i,:),.x{,:),.x{(J+1,:),epi);%integracdo numérica

end
h(i,j)=haux;
g(i,j)=gaux;
end
end

%fim da rotina

C.10ROTINA LOCINPC

%

%Calcula os elementos da matriz G, correspondendo as integrais ao longo

%dos elementos que incluem a singularidade
%

function [h,g]=locinpc(i,j,pc,x1,x2)
L=norm(x2-x1); % comprimento do elemento
h=0.5;

g=L/(2*pi)*(1+log(2/L));

%fim da rotina



C.11ROTINA EXTINPC

%

% Retorna as integrais numericas do ponto de colocacdo pc até o elemento
% formado pelos pontos x1 e x2

%

Yp———— VARIAVEIS —-—-—————— oo
%

% ng: numero pontos de Gauss

% w: pesos dos pontos de Gauss

% e: coordenadas dos pontos de Gauss

% epi: Flag para ponto interno

% pc: ponto de colocacgao

function [h,g]=extinpc(i,j,pc,x1,x2,epi)

ng=4; % nr de pontos de integracao

[w e]=gauss(ng);

L=norm(x2-x1); % comprimento do elemento

xc=zeros(ng,2);

r=zeros(1,ng);

for z=1:ng
xc(z,:)=e(1,z2) . *(X1-x2)./2 +(xX1+x2)./2; %mapeam.conforme [0 L] -> [-1 1]
r(1,z)=norm(xc(z,:)-pc); %distancia ponto de colocacdo ponto de integracéao

end

D=dist(pc,x1,x2); % disténcia do ponto de colocacdo ao elemento

if (i==)) && (epi~=1) %epi=1 flag para ponto interior
h=0.5;
g=L/(2*pi)*(1+log(2/L));

else

Haux=-1./Q2*pi*r."2)*D.*w*L/2;
Gaux=1./(2*pi).*log(1./r) . *w*L/2;
h=sum(Haux) ;
g=sum(Gaux) ;

end

%fim da rotina

C.12ROTINA GAUSS

function [w,e]=gauss(ng)

x1=-1;

X2=1;
m=(ng+1)/2;
xm=0.5*(x2+x1);
x1=0.5*(x2-x1);
ep=3.0*10"(-14);

for i=1:m
z=cos(pi*(i-0.25)/(ng+0.5));
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pl=1;
p2=0;
for j=1:ng
p3=p2;
p2=pl;
pP1=((2*j-1)*z*p2-(J-1)*p3)/];
end
pp=ng*(z*pl-p2)/(z*z-1);
zl=z;
z=z1-p1/pp;
while abs(z-z1)>ep
pl=1;
p2=0;
for j=1:ng
p3=p2;
p2=pl;
p1=((2*3-1)*z*p2-J-1)*p3)/]:
end
pp=ng*(z*pl-p2)/(z*z-1);
zl=z;
z=z1-p1/pp;
end

e(i)=xm-x1*z;
e(ng+1-i)=xm+x1*z;
w(i1)=2*x1/((1-z"2)*pp"2);
w(ng+1-1)=w(i);

end

%fim da rotina

C.13ROTINA DIST

% Calcula a distancia do ponto xp ate a reta formada por x1 e x2

% xp: coordenadas do ponto de colocacao
% x1: primeito n6 do elemento a ser varrido
% x2: segundo n6 do elemento a ser varrido

function d=dist(xp,x1,x2)

xp=[xp 0];
x2=[x2 0];
x1=[x1 0];
a=(xXp-x2);
b=(x1-x2)/norm(x1-x2);
d=norm(cross(a,b));
sig=sum(cross((x1-xp), (X2-xp)));
if sig <

d=-d;
end

%Fim da rotina



C.14 ROTINA APLYBC

%

%Reordena as colunas do sistema de acordo com as condicoes de contorno
%e forma a matriz coeficiente armazenada em G e o lado direito em DFI
%

% h: matriz quadrada (n,n)
% g: matriz retangular (n,2*n)

function [g,dfi]=aplybc(g,h,kode,fi,n)
for j=1:n
if kode(j) ~= 0
for i=1:n
ch=g(i.j);
g(i,J)=-h(i,j);
h(i,J)=-ch;
end
end
end
dfi=h*fi";
dfi=dfi-;

%Fim da rotina

C.15ROTINA REORDER

%

% fi: potencial do né

% dfi: fluxo antes no né
%

function [fi,dfi]=reorder(fi,dfi,kode,n)
for i=1:n
if kode(i) ~= 0

ch=Fi(i);
fi(i)=dfi(i);
dfi(i)=ch;
end
end
e

%fim da rotina
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C.16 ROTINA INTERPC

Yhmm —mmmmmm oo SUBROTINA INTERPC—————————m o mmm oo

% Calcula os valores de potencial nos pontos internos

% Fipi: potencial no ponto interno
% xi: coordenadas dos pontos internos

function Fipi=interpc(n,npi,x,xi,dfi,fi)
clear g h;
h=zeros(npi,n);
g=zeros(npi,n);
epi=1l; % epi=1 calculo de ponto interno
for i=1:npi
for j=1:n
[haux gaux]=extinpc(i,j,.xi(i,:),x{,:).x(J+1,:),epi); % integracdo numérica
h(i,j)=haux;
g(i,j)=gaux;
end
end
% solucao para pontos internos (Paris & Cannas pag 77, eq 3-4.18)
fipi=g*dfi-h*fi";

%fim da rotina
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Apéndice D

CODIGOS MODELO ELASTOSTATICO

Este apéndice mostra os cddigos utilizados na formulacdo do modelo elastostatico,
implementados no software MATLAB® [MATHWORKS (2011)].

D.1 ROTINA ELASTO_MAIN

%Modelo Elastostatico - rotina principal e algumas variaveis de entrada

%inicializacéo

clear all %apaga todos dados pré-existentes
close all %fecha todas janelas pré abertas
clc %limpa a tela de comando

warning off %desliga todas mensagens de aviso
tic %inicia a contagem de tempo

%Posicdo do furo em uma placa de 6x6 [cm]:

C=[3,3,0-12]; %C=[X,Y,R]: X - abscissa do centro do furo [cm]
% Y - ordenada do centro do furo [cm]
% R - raio do furo [cm]

X=[1;

%posicdo dos sensores inicial

xi = [0.06 0.06

.06 3

.06 5.94

5.94

.94 5.94

.94 3

.94 0.06

0.06];

WA woo

xkO=rot_inicial(C,xi); %retorna a estimativa do filtro de Kalman
Xka=xkO0;
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X=[X xka];

rep=0; %iniciando o contador de repeticoes
tol=1le-3; %tolerancia para conversao
Xt=xka;

for dist_sens=0:0.05:1.8 %variacdo da posicdo dos sensores
Xi=[0.6+dist_sens 0.6+dist_sens
0.6+dist_sens 3
0.6+dist_sens 5.4-dist_sens
3 5.4-dist_sens
5.4-dist_sens 5.4-dist_sens
5.4-dist_sens 3
5.4-dist_sens 0.6+dist_sens
3 0.6+dist_sens];

xk=rot_inicial(C,xi);

dif=max(abs(xk-xka)); %calcula a diferenca entre a estimativa para a
%posicao anterior de sensores e a atual

Xt=[Xt xk]:
iT dif<=tol %verificacdo de convergéncia
X=[X xKk];
rep=rep+1;
else
clear X %limpa da meméria a variavel X
X=[xk];
xXka=xk;
rep=0;
end
if rep==
Resultado(C,xi,X,Xt) %impressdo dos resultados
break %interrompe o programa, imprimindo na tela os resultados
end

end
Resultado(C,xi,X,Xt) %impressdo dos resultados
toc %Ffinaliza a contagem do tempo

%fim da rotina

D.2 ROTINA ROT_INICIAL

%Rotina que insere alguns parametros do problema e chama a rotina do filtro para
%o calculo do estado

function xk=rot_inicial(C,xi)

L=1e3; %Carga aplicada [MPa]
zk=DOE_bem_elasticity(C(3),C(1),C(2),L,xi); %Leitura das medidas zk e fornecimento
%das posicbes dos sensores
m=size(zk); % capta o numero de sensores utilizados, através do tamanho do
Y%vetor zk

%estimativa inicial e parametros

x0=[3;3;0.01]; %x0=[X,Y,R]: X - abscissa do centro do furo [cm]
% Y - ordenada do centro do furo [cm]
% R - raio do furo [cm]



%Covariancia do ruido da medida
R=(std(zk)*eye(m(1)))"2;

%Covariancia do ruido do estado
0=(([0.01,0,0;0,0.03,0;0,0,0.001]*1e3)"2);
tol=1E-3; %tolerancia

it _max=75; %numero maximo de iteracodes

%rotina do Filtro de Kalman
xk=FKE(x0,R,Q,zk,tol,it_max,L,Xxi);

%fim da rotina

D.3 ROTINA RESULTADO

%rotina que retorna e imprime o resultado da estimacdo na tela

function Resultado(C,xi,X,Xt)

m=size(X);
x=[0 6 6 0 0];
y=[0 0 6 6 0O];

=-2:0.05:2;

figure(L)%figura referente ao(s) ultimo(s) resultado(s) do filtro,
%convergencia (trés ultimos) ou ndo da estimativa(menos que trés).

title("Estimacdo do Filtro™)

hold on

xlabel ("X [cm]™)

ylabel ("Y [cm]™)

axis([-0.5 6.5 -0.5 6.5])

plot(xi(1,1),xi(1,2),"*b")

plot(C(3)*cos(n.*pi)+C(1),C(3)*sin(n.*pi)+C(2), "k")

plot(X(3,1)*cos(n-*pi)+X(1,1),X(3,D)*sin(n-*pi)+X(2,1),":r")

legend("Sensores”, "Furo real”, "Estimativas”®)

plot(x,y)

plot(xi(2,1),xi(2,2),"*b",xi(3,1),xi(3,2),"*b" ,xi(4,1),xi(4,2),"*b", ...
xi(5,1),xi(5,2),"*b",xi1(6,1),xi(6,2), " *b" ,xi(7,1),xi(7,2),"*b", ...
xi1(8,1),xi(8,2),"*b")

for 1=2:m(2)
plot(X(3,1)*cos(n.*pi)+X(1,1),X@EB,D*sin(n.*pi)+X(2,i),":r")

end

ml=size(Xt);

figure(2)%figura referente a todos resultados do filtro.
title(T"Estimagdo do Filtro®)

hold on

xlabel ("X [cm]™)

ylabel (°Y [cm]™)

axis([-0.5 6.5 -0.5 6.5])

plot(xi(1,1),xi(1,2),"*b")
plot(C(3)*cos(n.*pi)+C(1),C(3)*sin(n.*pi)+C(2), "k")
plot(Xt(3,1)*cos(n.*pi)+Xt(1,1),Xt(3,1)*sin(n.*pi)+Xt(2,1),":r")
legend(*Sensores”, "Furo real”,"Estimativas®)

plot(x,y)

plot(xi(2,1),xi(2,2),"*b",xi(3,1),xi(3,2),"*b" ,xi(4,1),xi(4,2),"*b", ...
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xi(5,1),xi(5,2),"*b",xi(6,1),xi(6,2),"*b" ,xi(7,1),xi(7,2),"*b", ...
xi(8,1),xi(8,2),"*b")
for 1=2:m1(2)
plot(Xt(3,i)*cos(n.*pi)+Xt(1,i),Xt(3,1)*sin(n.*pi)+Xt(2,1),":r")
end

%Fim da rotina

D.4 ROTINA FKE

%Funcdo que contém o algoritmo do filtro de Kalman, que retorna o estado xk
%0 numero de iteragbes e a matriz contendo todos os estados calculados pelo
%Filtro durante as iteracdes.

function xk=FKE(x0,R,Q,zk,tol,it_max,L,xi)

PO=eye(3); %covariancia inicial do processo.
xk=x0;
Pk=PO;

it=0; %contador inicial de iteracdes
rep=0; %contador inicial de repeticdes da tolerancia

while (rep<3)&&(it<it_max)

xk_p=xk;

Pk_p=Pk+Q;

Pk_p=0.5*(Pk_p+Pk_p"); %Garante a simetria da matriz.

zk_p=DOE_bem_elasticity(xk_p(3,1),xk p(1,1),xk p(2,1),L,xi);

Hk=df(xk,L,xi); %calculo da matriz de sensibilidade

Kk=Pk_p*Hk"/(Hk*Pk_p*Hk"+R); %calculo do ganho de Kalman

%atualizacdo do estado

xk=xk_p+Kk*(zk-zk_p);

Pk=(eye(3)-Kk*Hk)*Pk_p*(eye(3)-Kk*Hk) " +Kk*R*Kk " ;%atual izacdo da covariancia do
%processo (garante ser
%simetrica positiva
%definida(Simon, D., p.129))

xk=xk.*sign(xk); %garante valores positivos
dif=max(abs(xk-xk_p)); %critério de convergéncia para analise
if dif<=tol
rep=rep+l;%incremento do contador de repeticdes da tolerancia
else
rep=0;
end
it=it+l;%incremento do contador de iteracles
end

%fim da rotina



D.5 ROTINA DF

%rotina que calcula a matriz de sensibilidade (H) em cada iteracdo, por
%diferencas finitas

function H=df(xk,L,xi)

%incrementos
deltax=0.0035;
deltay=0.0035;
deltar=0.002;

Sar = DOE_bem_elasticity(xk(3,1)-deltar,xk(1,1),xk(2,1),L,xi);
Sdr = DOE_bem_elasticity(xk(3,1)+deltar,xk(1,1),xk(2,1),L,xi);
Sax = DOE_bem_elasticity(xk(3,1),xk(1,1)-deltax,xk(2,1),L,xi);
Sdx = DOE_bem_elasticity(xk(3,1),xk(1,1)+deltax,xk(2,1),L,xi);

Say = DOE_bem_elasticity(xk(3,1),xk(1,1),xk(2,1)-deltay,L,xi);
Sdy = DOE_bem_elasticity(xk(3,1),xk(1,1),xk(2,1)+deltay,L,xi);

H1=(Sdx-Sax)/(2*deltax);
H2=(Sdy-Say)/(2*deltay);
H3=(Sdr-Sar)/(2*deltar);

H=[H1 H2 H3];

%Fim da rotina

D.6 ROTINA DOE_BEM_ELASTICITY

%

% npi: numero de pontos internos

% xi: coordenadas dos pontos internos
% x: coordenadas dos nos

% kode: O->deslocamento prescrito;

% 1->tracdo prescrita

% Fi: condigcoes iniciails de contorno nas direcdes x1 e x2
% n_placa: numero de nos da placa

% n_furo: numero de nos do furo

% r: raio do furo

% ixc: abscissa do centro do circulo
% iyc: ordenada do centro do circulo
% b: base da placa

% h: altura da placa

%

function sigma_m = DOE_bem_elasticity(r, ixc,jyc,carga,Xxi)
n_furo = 12;
x_furo = determ_furo(n_furo,r,ixc,jyc);

%COM FURO
[n,npi,x,kode, fi,xi,ge,xnu,n_placa]=DOE_inputec_PlacaFuro(x_furo,carga,xi);



[pc,fi,dfi,ss,ds] = DOE_elconbe_v2(n,npi,x,kode,fi,xi,ge,xnu,n_placa);

%tensdo média para placa com furo (2D) - SIGMA X e Y
%COM FURO
sigma_m=zeros(npi,1l);
for 1=1:npi
sigma_m(i,1) = (ss(3*i-2) + ss(3*1))/2;
end

%Fim da rotina

D.7 ROTINA DETERM_FURO

%rotina que determina a posicao do furo e dos nos

function [x] = determ_furo(n,r,xc,yc)
for i = 1:n+1

%no sentido horario: DOMINIO ABERTO (FURO)
xaux(i) = xc - r*cos(-2*pi*(i-1)/n);
vaux(i) = yc - r*sin(-2*pi*(i-1)/n);
x(i,1) = xaux(i);
x(1,2) = yaux(i);

end

%fim da rotina

D.8 ROTINA DOE_INPUTEC_PLACAFURO

% contem os dados para a solucao do problema

%

% ———m e VARIAVEIS-————— == e
%

% n: numero de nés

% npi: numero de pontos internos

% xi: coordenadas dos pontos internos

% x: coordenadas dos nos

% kode: 0O->deslocamento prescrito;

% 1->tracao prescrita

% fi: condicoes iniciais de contorno nas direcbes x1 e x2
% ge: shear modulus

% xnu: coeficiente de Poisson para deformacdo plana (plane strain); use um
% coeficiente de Poisson ficticio xnu=v/(1+v) para tensdao plana (plane stress)

% v sendo o coeficiente de Poisson (Poisson®"s ratio)
%
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function [n,npi,x,kode,fi,xi,ge,xnu,n_placa]=DOE_inputec_PlacaFuro(x_furo,carga,xi)



%coordenadas da placa

%24 elementos [cm]

n_placa = 24;

i =1;

for x1 = 0:1:6
x_placa(i,:) = [x1 0];

1 = i1+1;

end

for yl = 1:1:6
x_placa(i,:) = [6 v1];
i = i+1;

end

for x2 = 5:-1:0
x_placa(i,:) = [x2 6];
i = i+l;

end

for y2 = 5:-1:0
x_placa(i,:) = [0 y2];
i = i+l;

end

x = [x_placa
x_Furo(:,1) x_furo(:,2)]:
n = length(x);
%coordenadas dos pontos internos

Y%parametros da placa
ge = 94500;
xnu = 0.1;

%condicoes iniciais de contorno
%obs.: colocar 1 pto a mais na placa e no furo para fechar o contorno

%24 elementos (24+24+2=50+furo)

kode=[111111111111111111111111..
11111111111111111111111111..
11111111111111111111111111]7;

%valores das variaveis conhecidas nas direcfes "x" e "y"

fi = [0 -carga 0 -carga 0 -carga 0 -carga 0 -carga 0 -carga 0 -carga ...
0O00O0O0OO0OO0O0O0O0OO0OOO carga 0 carga 0 carga 0 carga 0 carga 0 carga 0O carga ...
00000000O0OO -carga --.
0O0OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO]:

%Fim da rotina

D.9 ROTINA DOE_ELCONBE_V2

%

% Potential Problems using Constant Boundary Elements
% Brebbia & Dominguez 2nd Ed. - Cap 4.5

%(adaptado)

%

%
% fi: vector where the prescribed values of boundary conditions are stored.



% Each element is associated with a value of KODE.

% dfi: Right and side vector in the global system. After solution in
% contains the values of the unknowns.

% ds: Values of displacements at internal points (2 displacements per
% point).

% ss: Values of stresses at internal points (3 stresses per point).

%

function [pc,fi,dfi,ss,ds] = DOE_elconbe_v2(n,npi,x,kode,fi,xi,ge,xnu,n_placa)
format long

x(n+l,:) = x(1,:); % "fechando o contorno"

% Calculo das matrizes g e h
[G H pc] = ghmatec(n,x,ge,xnu);

% aplicando as condic¢fes de contorno
[G dfi] = aplybc(G,H,kode,Ffi,n);

% solucdo do sistema
dfi = G\dfi~";

[fi dfi] = reorder(fi,dfi,kode,n);
% solucao para pontos interiores

[ds ss] = interec(n,npi,xi,x,fi,dfi,ge,xnu);

%fim da rotina

D.10ROTINA GHMATEC

%

Y ——— VARIAVEIS-—-——-———— -
%

% Matrizes g e h

%

function [G,H,pc]=ghmatec(n,x,ge,xnu)
H=zeros(2*n);

G=zeros(2*n);
pc=zeros(n,2);

for i=1:n, % varredura dos noés
pc(i,:)=0.5*(x(i,)+x(i+1,:)); % ponto de colocagéo
for j=1:n, % varredura dos elementos elemento
ifi==]

[911 g12 g22]=locinec(x(J,:),x(+1,:),ge,xnu);%integracdo analitica
H((2*i-1),(2*J-1))=0.5;
H((2*i-1),(2*))=0;
H((2*i),(2%j-1))=0;
H((2*1),(2*j))=0.5;
G((2*i-1),(2*j-1))=911;
G((2*i-1),(2*1))=0g12;
G((2*1),(2*j-1))=g12;
G((2*1),(2*1))=922;
else
[911 g12 g22 h1ll h12 h21 h22]=extinec(pc(i,:),x{,:),.x(+1,:),ge,xnu);
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%integracdo numérica
H((2*i1-1),(2*j-1))=h11;
H((2*i-1),(2*]))=h12;
H((2*1),(2*J-1))=h21;
H((2*1),(2*]))=h22;
G((2*i-1),(2*j-1))=g11;
G((2*i-1),(2*1))=012;
G((2*1),(2*j-1))=g12;
G((2*1),(2*]))=922;

end
end
end

%Fim da rotina

D.11ROTINA LOCINEC

%

% Computes the elements of matrix G that relate an element with itself
%

Yp———————————————————————————— VARIAVEIS-—-———————— -

%

% L: comprimento do elemento

function [gll1,g12,g22]=locinec(x1,x2,ge,Xxnu)

L=norm(x2-x1);

de=8*pi*ge*(1-xnu);
g11=L*((3-4*xnu)*(1-log(L/2))+(x2(1,1)-x1(1,1))"2/(L"2))/de;
g22=L*((3-4*xnu)*(1-log(L/2))+(x2(1,2)-x1(1,2))"2/(L"2))/de;
gl2=(x2(1,1)-x1(1,1))*(x2(1,2)-x1(1,2))/(L*de);

%fim da rotina

D.12ROTINA APLYBC

%

% reorder columns of the system according to boundary conditions

% and form the coeficient matrix stored in G and rigth hand side in DFI
%

L e e P e e e e e VARIAVEIS-—————— oo

%

% h: matriz quadrada (2*n,2*n)

% g: matriz quadrada (2*n,2*n)

%

function [G,dfi]=aplybc(G,H,kode,fi,n)
for j=1:(2*n),
if kode(j) ~= 0
for 1=1:(2*n),
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ch=G(i,J);
G(1,§)=-H(,]);
H(i,J)=-ch;
end
end

end

dfi=H*fi";

dfi=dfi-;

%fim da rotina

D.13ROTINA REORDER

%
% stores potential (fi) and flux (dfi) in the respective vectors
%

function [fi,dfi]=reorder(fi,dfi,kode,n)
for i=1:2*n,
if kode(i) ~= 0
ch=Fi(i);
fi(i)=dfi(i);
dfi(i)=ch;
end
end

%Fim da rotina

D.14ROTINA INTEREC

b ey SUBROTINA INTEREC--—------———— o ——
%

% This subroutines comput the values of the stress and displacement
% components at internal points

%

function [ds,ss]=interec(n,npi,xi,x,fi,dfi,ge,xnu)
ds=zeros(2*npi,1);
ss=zeros(3*npi,1);
for i=1:npi,
for j=1:n,
[g11 g12 g22 hl1ll hl12 h21 h22]=extinec(Xi(i,:),x{,:),.x(+1,:),ge,xnu); %
integragdo numérica
ds(2*i-1)=ds(2*i-1)+dfi (2*j-1)*gli+dFi (2*j)*gl2-Fi (2*j-1)*h1l1l-Fi(2*j)*h12;
ds(2*i)=ds(2*i)+dfi(2*j-1)*gl2+dFi (2*j)*g22-Fi (2*j-1)*h21-Fi (2*j)*h22;
[d111 d211 d112 d212 d122 d222 s111 s211 s112 s212 s122
s222]=sigmaec(xi(i,:),x{d,:),x{+1,:),ge,xnu);
ss(3*i-2)=ss(3*i-2)+dfi(2*j-1)*d111+dfi(2*j)*d211-Fi(2*j-1)*s111-
fi(2*j)*s211;
ss(3*i-1)=ss(3*i-1)+dfi(2*j-1)*d112+dfi(2*j)*d212-Fi(2*j-1)*sl112-
fi(2*j)*s212;
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ss(38*i)=ss(3*i1)+dfi(2*j-1)*d122+dfi (2*j)*d222-Fi (2*j-1)*s122-Fi (2*])*s222;
end
end

%fim da rotina

D.15ROTINA EXTINEC

%

% Computes the G and H matrices coefficients that relate a collocation
% point with a different element using gauss quadrature.

%

B ——— e VARIAVEIS-———————— e
%

% ng: numero pontos de Gauss

% w: pesos dos pontos de Gauss

% e: coordenadas dos pontos de Gauss

% pc: ponto de colocacao

% r: disténcia do ponto de colocagcdo ao ponto de integracao

% L: comprimento do elemento

% D: disténcia do ponto de colocacdo ao elemento

% rd: derivada de r

% etal,eta2: componente do normal unitario do elemento

%

function [gl11,912,922,h11,h12,h21,h22]=extinec(pc,x1,x2,ge,xnu)
ng=4;
L=norm(x2-x1);
etal=(x2(1,2)-x1(1,2))/L;
eta2=(x1(1,1)-x2(1,1))/L;
[w e]=gauss(ng);
xc=zeros(ng,2);
rd=zeros(ng,2);
r=zeros(1,ng);
for z=1:ng,
xc(z,:)=e(1,z) - *(x2-x1) ./2+(x1+x2) . /2 ;%mapeamento conforme [0 L]->[-1 1]
rd(z, :)=(xc(z,:)-pc);
r(1,z)=norm(xc(z, :)-pc);
end
aux=[r
rl;
rd=rd" ./aux;
D=dist(pc,x1,x2);
de=8*pi*(1-xnu);
gaux11=((3-4*xnu) . *(log(1.-/r))+rd(1,:)."2.) . *w.*L/(2*de*ge);
gaux12=rd(1,:)-*rd(2,:).-*w.*L./(2*de*ge);
gaux22=((3-4*xnu) . *(log(1.-/r))+rd(2,:)."2.) . *w.*L/(2*de*ge) ;
haux11=D*((1-2*xnu)+2*rd(1,:)-"2)./(r.~2*de) . *w.*L;
haux12=(D*2*rd(1,:)-*rd(2,:) .-/r+(1-2*xnu) .*(etal.*rd(2,:)-
eta2.*rd(1,:)))-*w.*L./(r*de);
haux21=(D*2*rd(1,:)-*rd(2,:) .-/r+(1-2*xnu) .*(eta2.*rd(1,:)-
etal.*rd(2,:)))-*w.*L./(r*de);
haux22=D*((1-2*xnu)+2*rd(2,:).-"2) . *w.*L_/(r.~2*de);
gll=sum(gaux1l);
gl2=sum(gaux12);
g22=sum(gaux22);
hll=-sum(haux11);
h12=-sum(haux12);



h21=-sum(haux21);
h22=-sum(haux22) ;

%fim da rotina

D.16 ROTINA GAUSS

function [w,e]=gauss(ng)

x1=-1;

xX2=1;
m=(ng+1)/2;
xm=0.5*(x2+x1);
x1=0.5*(x2-x1);
ep=3.0*10"(-14);

for i=1:m
z=cos(pi*(i-0.25)/(ng+0.5));
p1l=1;
p2=0;
for j=1:ng
p3=p2;
p2=pl;
pP1=((2*j-1)*z*p2-(J-1)*p3)/];
end
pp=ng*(z*pl-p2)/(z*z-1);
zl=z;
z=z1-p1/pp;
while abs(z-z1)>ep
pl=1;
p2=0;
for j=1:ng
p3=p2;
p2=p1;

4 P1=((2*j-1)*z*p2-(G-1)*p3)/j;
en
pp=ng*(z*pl-p2)/(z*z-1);
zl=z;
z=z1-p1/pp;

end

e(i)=xm-x1*z;
e(ng+1-i)=xm+x1*z;
w(i1)=2*x1/((1-z"2)*pp"2);
w(ng+1-1)=w(i);

end

%fim da rotina
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D.17ROTINA DIST

%

% x=dist(x1,x2,x3) calcula a distancia do ponto xp

% até a reta formada por x1 e x2
%

Y= mm ——mmmmmmmm e VARIAVEIS

%

% xp: coordenadas do ponto de colocacao

% x1: primeito né do elemento a ser varrido
% x2: segundo n6 do elemento a ser varrido

%

function d=dist(xp,x1,x2)
xp=[xp 0];

x2=[x2 0];

x1=[x1 0];

a=(xp-x2);
b=(x1-x2)/norm(x1-x2);
d=norm(cross(a,b));
sig=sum(cross((x1-xp), (X2-xp)));
ifsig<o0

%Fim da rotina

D.18ROTINA SIGMAEC

%

% Computes the values of the S and D matrices using gauss quadratures in

% order to compute the stresses at any internal point.

%

e VARIAVEIS

%
% ng: numero pontos de Gauss
% w: pesos dos pontos de Gauss

% e: coordenadas dos pontos de Gauss

% pc: ponto de colocacao
%

function
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[d111,d211,d112,d212,d122,d222,s111,s211,s112,8212,s122,5222]=sigmaec(pc,x1,x2,ge,X

nu)

ng=4; % ng de pontos de integracéo
L=norm(x2-x1); % comprimento do elemento

etal=(x2(1,2)-x1(1,2))/L;
eta2=(x1(1,1)-x2(1,1))/L;
[w e]=gauss(ng);

for z=1:ng,

xc(z,:)=e(1,z).*(x2-x1) ./2 +(x1+x2)./2; % mapeamento conforme [0 L] -> [-1 1]

rd(z, :)=(xc(z,:)-pc);

r(1,z)=norm(xc(z,:)-pc); % distancia ponto de colocacéo ponto de integracéo
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end
aux=[r

rl;
rd=rd" ./aux;
D=dist(pc,x1,x2); % distancia do ponto de colocacdo ao elemento
de=8*pi*(1-xnu);
fa=1-4*xnu;
al=1-2*xnu;
daux1li=Cal*rd(1,:)+2*rd(1,:)."3) . *w*L./(de*r);
daux211=2*rd(1,:)-"2.*rd(2, :)-al*rd(2,:)) -*w*L./(de*r);
daux112=Cal*rd(2, :)+2*rd(1,:)."2_.*rd(2,:)) -*w*L./(de*r);
daux212=Cal*rd(1, :)+2*rd(2,:)-"2.*rd(1,:)) -*w*L./(de*r);
daux122=(2*rd(2,:).72.*rd(1, :)-al*rd(1,:)).-*w*L./(de*r);
daux222=Cal*rd(2, :)+2*rd(2,:) -"3) . *w*L./(de*r);
saux111=(2*D./r.*(al*rd(1, :)+xnu*2*rd(1, :)-
4*rd(1, ) -"3)+4*xnu*etal*rd(1, ) -"2+al*(2*etal*rd(1, ) -"2+2*etal) -
fa*etal)*2*ge.*w*L./(de*r."2);
saux211=(2*D./r.*(al*rd(2,:)-
4*rd(1,:).-"2.*rd(2, :))+4*xnu*etal*rd(1, :).*rd(2, : )+al*2*eta2*rd(1,:) - "2-
fa*eta2)*2*ge.*w*L./(de*r."2);
saux112=(2*D./r.*(xnu*rd(2, :)-
4*rd(1,:)-"2.*rd(2, 2))+2*xnu*(etal*rd(2, 1) - *rd(1, :)+eta2*rd(1, :) - "2)+al*(2*etal*rd(
1,:).*rd(2, :)+eta2))*2*ge.*w*L./(de*r."2);
saux212=(2*D./r . *(xnu*rd(1, :)-
4*rd(2,:)-"2.*rd(1, 2))+2*xnu*(etal*rd(2, :) - "2+eta2*rd(1, :) - *rd(2, :))+al*(2*eta2*rd(
1,:).*rd(2,:)+etal))*2*ge.*w*L./(de*r."2);
saux122=2*D./r.*(al*rd(1,:)-
4*rd(2,:)-"2.*rd(1, :))+4*xnu*eta2*rd(1, :) - *rd(2, : )+tal*2*etal*rd(2,:) -~2-
fa*etal)*2*ge.*w*L./(de*r."2);
saux222=(2*D./r.*(al*rd(2, :)+xnu*2*rd(2, :)-
4*rd(2,:) -"3)+4*xnu*reta2*rd(2, ) - M2+al*(2*eta2*rd (2, :) - "2+2*eta2) -
fa*eta2)*2*ge.*w*L./(de*r."2);

dlll=sum(daux11l);
d211=sum(daux211);
dl112=sum(daux112);
d212=sum(daux212);
d122=sum(daux122);
d222=sum(daux222);
slll=sum(saux11l);
s211=sum(saux211);
sl12=sum(saux112);
s212=sum(saux212);
sl122=sum(saux122);
s222=sum(saux222);

% __________________________________________________________________
%fim da rotina



