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“Quem nao se movimenta nao sente as correntes que o prendem”

Rosa Luxemburgo
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Resumo

Nesta dissertagao sao estudados os retratos de fase de campos quadraticos no plano,
possuindo quatro pontos de equilibrio e uma conexao heteroclinica em linha reta entre

dois pontos de sela. Tais estudos sao feitos em dois casos: o caso convexo e 0 Nao0 convexo.

Palavras—chave: Retrato de fase; conexao heteroclinica; campo quadratico no plano;

compactificacao de Poincaré.
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Abstract

In this work we study phase portraits of quadratic vector fields on the plane with four
equilibrium points and a heteroclinic connection between two saddle points. We make

such studies in two cases: the convex and the non—convex ones.

Keywords: Phase portrait; heteroclinic connection; quadratic vector field; Poincaré com-

pactification.
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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho busca trazer uma contribuicao ao estudo de campos polinomiais planares.
Num primeiro momento poderiamos julgar esta abordagem extremamente restritiva, mas,
logo nos convencemos da complexidade destes problemas visto que varios deles ainda nao
possuem solucao satisfatéria, como, por exemplo, a questao da finitude do nimero de
ciclos limites de sistemas polinomiais planares e o 16° Problema de Hilbert [11]. Além
disso, existe uma grande variedade de aplicagoes nas mais diversas areas das ciéncias que
requerem o estudo de sistemas polinomiais de equacoes diferenciais ordindrias no plano e
o estudo destes sistemas tem chamado a atencao de matematicos puros e aplicados.

De forma mais especifica, buscamos conhecer os retratos de fase de um sistema quadratico
planar com quatro singularidades e possuindo uma conexao heteroclinica de selas em li-
nha reta. Sistemas com conexao de selas sao importantes, pois estao na fronteira entre as
configuragoes estaveis. Chicone [8] demonstrou que para sistemas quadréticos gradientes
todas as conexoes de sela estao em linha reta.

Este trabalho é baseado nos artigos Planar quadratic vector fields with finite saddle
connection on a straight line (convex case) [5] e Planar quadratic vector fields with finite
saddle connection on a straight line (non—convez case) [6] publicados recentemente por
Paulo Cesar Carriao, Maria Elasir Seabra Gomes e Antonio Augusto Gaspar Ruas.

De forma geral, buscamos demonstrar os dois teoremas a seguir:



Teorema 1.0.1. Seja x um campo de vetores quadrdtico planar com quatro singularidades
formando um quadrildtero convexo e tal que a reta que passa através de duas selas, ambas
em regioes limitadas do plano, € invariante. Entao, o retrato de fase de x € dado por uma

das 30 figuras apresentadas na Figura 1.1.

Teorema 1.0.2. Seja x um campo de vetores quadrdtico planar com quatro singularidades
formando um quadrildtero nao convexo e tal que a reta que passa através de duas selas,
ambas em regioes limitadas do plano, € invariante. Entdo, o retrato de fase de x ¢ dado

por uma das 21 figuras apresentadas na Figura 1.2.

Esta dissertacao esta organizada da seguinte forma:

No segundo capitulo apresentamos defini¢oes e alguns resultados que serao importan-
tes no desenrolar do trabalho. Apresentamos também uma forma normal para um sistema
quadratico planar com conexao em linha reta entre selas. No terceiro capitulo apresen-
tamos a classificacao do comportamento das singularidades em partes nao limitadas do
plano. J& no capitulo quatro, com o auxilio da compactificacao de Poincaré, encontramos
e classificamos as singularidades do campo existentes em partes nao limitadas do plano.
No capitulo cinco apresentamos os retratos de fase do campo em estudo e no sexto e
ultimo capitulo tecemos nossas consideracoes finais.

Salientamos que as demonstracoes dos Teoremas 1.0.1 e 1.0.2 estao distribuidas ao

longo dos Capitulos 2, 3, 4 e 5.
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fase sera explicada no decorrer do texto.



Capitulo 2

A Forma Normal

Neste capitulo apresentamos algumas definicoes e resultados da teoria qualitativa das
equagoes diferenciais no plano que ser-nos-ao uteis no desenrolar deste trabalho. Apre-
sentamos também uma forma normal para o campo quadratico planar com conexao he-

teroclinica de selas em linha reta.

2.1 Fundamentos da Teoria Qualitativa

2.1.1 Fluxos no Plano

Definicao 2.1.1. Um campo de vetores polinomial em R? é uma aplicacio F : R?* —
R? tal que F(x,y) = (P(x,y),Q(x,y)), onde P e Q sio polindmios. Dizemos que este
campo polinomial é quadrdtico quando Maz{grau de P, grau de Q} = 2. Confundiremos
0s conceitos de equacdao diferencial no plano e campo de vetores planares, pois, dado
um campo de vetores F' fica definida a equagao diferencial X' = F(X), X = (z,y) e

reciprocamente.

Definigao 2.1.2. Um ponto (x,y) € R* é dito um ponto critico, ponto de equilibrio

ou singularidade de um campo de vetores F(x,y) = (P(z,y),(Q(z,y))) se P(zx,y) =
Q(z,y) = 0.



Definicao 2.1.3. Uma trajetéria de um campo de vetores polinomial F : R?> — R? é uma
curva diferencidvel vy : I — R? definida em um intervalo ndao degenerado da reta real, tal
que

7 (t) = F(y(t)),Vt € I
Definicao 2.1.4. Uma aplicagdo ¢ : R x R? — R? de classe C* ¢ dita um fluzo se:
i) ¢(0,x) =x;
it) o(t + s,x) = o(t, o(s,z)) t,s € R.

Definicao 2.1.5. Dizemos que um conjunto C' C U, onde U é um aberto do R* ¢ invari-
ante pelo fluxo se p(t,C') C C para todo t € R, onde ¢ denota o fluro. Mais precisamente,
dizemos que C' é positivamente invariante se ¢(t,C') C C para todo t > 0 e que é negati-

vamente invariante se ¢(t,C) C C para todo t < 0.

Inicialmente vamos estudar como sao classificadas as singularidades para sistemas

lineares, para depois estudar o caso nao linear.

2.1.2 Sistemas Lineares

Um sistema de equacoes diferenciais planares é dito ser linear quando este pode ser

escrito da seguinte forma

ou, de forma equivalente, X’ = AX, onde X = (x,y) e A tem entradas a,b,c,d € R.

Note que se det A # 0, o tinico ponto de equilibrio é a origem (0,0). Caso det A =0
e A seja a matriz nula, entdo todo ponto do plano é ponto de equilibrio, se A nao for a
matriz nula, entao teremos uma reta formada por pontos de equilibrio.

O polinomio caracteristico de A é o polinomio dado por

a—X b )
p(\) = = A" — (trA)\ + det A,
c d— A



onde trA=a+d e det A = ad — bc.
Assim as solugoes da equagao caracteristica p(\) = 0 sdo os autovalores de A. Temos

trés possibilidades para os autovalores:
a) autovalores A\; e A\, reais e distintos;
b) autovalores complexos conjugados A\; = a + i3, Ay = \; = a — i3, com f3 # 0;
¢) autovalor real com multiplicidade dois A = A} = Ay # 0.

O discriminante da equagdo caracterfstica ¢ dado A, = (trA)? — 4det A. Logo, os casos
a), b) e ¢) correspondem a A, >0, A, <0 e A, =0, respectivamente.

Assim podemos classificar as singularidades da seguinte forma:

1. Nos: Corresponde ao caso onde as raizes caracteristicas sao reais e de sinais iguais.
Dizemos que um né é proprio quando Ay # Ay onde \; # 0, ¢ = 1,2 e impréprio
quando A\; = \s, dizemos também que um no é atrator ou estavel quando os autova-
lores (ou o autovalor no caso impréprio) possuem (possui) sinal negativo e repulsor

ou instavel caso o sinal seja positivo. Veja Figura 2.1.

N6 repulsor No atrator

Figura 2.1: Retratos de fase préximos de um né.



2. Pontos de Sela: Corresponde ao caso onde as raizes caracteristicas sao reais e com

sinais opostos. Veja Figura 2.2

Figura 2.2: Retrato de fase préximo de uma sela.

3. Focos: Corresponde a raizes caracteristicas complexas conjugadas \; = Ay = o+ i
com a # 0 e [ # 0. O foco é dito atrator ou estavel quando o < 0 e repulsor ou

instavel quando o > 0. Veja Figura 2.3.

4. Centro: Corresponde a raizes caracteristicas complexas com parte real nula. Veja

Figura 2.3.

Assim podemos classificar as singularidades de um sistema linear a partir do polinémio

caracteristico de A (det A # 0) conforme a Tabela 2.1.



Foco repulsor Centro Foco atrator

Figura 2.3: Retratos de fase préximos de um foco ou centro.

A | det | tr (0,0)

>0|<0]eR sela
>0|>0| <0 | néatrator
>0|>0| >0 | nd repulsor
<0|>0|= centro
<0|>0| <0 | foco atrator
<0|>0/| >0 | foco atrator
= >0 | >0 | né repulsor

= >01] <0 | ndéatrator

Tabela 2.1: Classificagdo das singularidades de um sistema linear de equagoes diferenciais.

2.1.3 Estrutura Local dos Pontos Singulares Hiperbdlicos: Teo-

rema de Hartman-Grobman

Definicao 2.1.6. Uma matriz
a b
A=
c d
¢ hiperbdlica se seus autovalores nao tem partes reais nulas. Dizemos que (xo,y0) € um
equilibrio hiperbolico de um campo de vetores F' : R? — R? se F(xg,10) = (0,0) e se a

matriz Jacobiana de F' em (xq, o), JF (xo,v0), tem todos os autovalores com partes reais

diferentes de 0.



Definicao 2.1.7. Dois campos de vetores polinomiais Fy e Fy definidos, respectivamente
em U,V C R?, sendo U eV abertos, sio ditos topologicamente equivalentes quando existir
um homeomorfismo h : U — V que leva orbitas de Fy em orbitas de Fy preservando as
orientacoes. Se denotarmos por o ey 0s fluros de Iy e Fy, respectivamente, dizemos que

h € uma equivaléncia topolégica entre Fy e Iy se

h(o(t, (z,y))) = u(t, h(z,y)),
para todo t e para todo (x,y) onde estiverem definidos.

O teorema a seguir nos diz que quando um sistema de equacoes diferenciais tem
uma singularidade hiperbdlica, o comportamento local das érbitas numa vizinhanca da

singularidade é dado pela andlise da parte linear do sistema.

Teorema 2.1.1 (Hartman-Grobman). Seja F': R? — R? um campo vetorial polinomial e
(w0, yo) uma singularidade hiperbélica. Entao, existem vizinhancasV C R?, com (xg, yo) €
V eW CR? com (0,0) € W e um homeomorfismo h: V — W que satisfaz a equagao de

equivaléncia topologica.

(0, 0)

Figura 2.4: Interpretacao geométrica do Teorema de Hartman-Grobman.

A demonstracao do Teorema de Hartman-Grobman pode ser encontrada na referéncia

[15]. Uma ilustragao deste teorema pode ser vista na Figura 2.4.
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Definicao 2.1.8. Seja F : R?> — R? um campo vetorial polinomial. Uma solucdo ¢ é
uma orbita periodica ou fechada se nao for uma solucao de equilibrio e existir um T > 0
tal que ¢(1,X) = X, para algum X € R%. Logo, ¢(1 +t,X) = ¢(t,d(1, X)) = ¢(t, X)
para todo t € R. Logo, podemos definir a orbita periddica por v = {o(t, X),t € R}.

Definicao 2.1.9. Seja F': R? — R? um campo vetorial polinomial. Uma drbita periddica
v de F' é chamada ciclo limite se existe uma vizinhangca V' de v tal que v € a unica
orbita fechada de F contida V', ou seja, um ciclo limite é uma orbita periédica isolada no

conjunto das orbitas periodicas.

2.1.4 O Teorema de Poincaré-Bendixson

Definigao 2.1.10. Seja F' : R? — R? um campo vetorial e seja p(t) = op(t, (o, %0)) a

trajetoria de F passando pelo ponto (xg,yo) definida no seu intervalo mazimal I (5, 4,y =

(w— (0, Y0), wi (o, Yo))-

Se wy (g, yo) = 00, definimos o conjunto

w(x07y0) = {(xhyl) S R27 El(tn)atn — 00 € Sp(tnv (x07y0)) - (xhyl)vn — OO}

como sendo o conjunto w-limite de (xq, yo).

Se w_(xg,yo) = —00, definimos o conjunto

a($0>y0) = {(Ilayl) S Rz; El(tn)>tn — -0 e Sp(trw ($0>y0)) - (l’l,yl),n - OO}
como sendo o conjunto a-limite de (o, yo).

Notemos que se ¢(t) = p(t, (xo,y0)) é trajetéria do campo polinomial F' pelo ponto
(xo,90) € se W(t) = (¢, (xo,y0)) é a trajetéria do campo vetorial polinomial —F' pelo

pOIltO (LL’(), yO)v temos w(t7 (x07 yO)) = @(_t7 (x()? yO))

Logo temos que

w-limite de p(t) = a-limite de v (t)
w-limite de ¥ (t) = a-limite de ¢(t).

11



Por isso, para enunciar o proximo lema iremos nos restringir ao conjunto w-limite.

Lema 2.1.1. Sejam F : R* — R? um campo polinomial, (xq,vo) € R?, tal que [0,00) C
Tizo.0)5 7;;0 w) = {o(t, (z0,y0)),t > 0} a semi orbita positiva do campo F pelo ponto

(o, %0). Se 7(4;0 v0) estd contida em K C R?, K compacto, entdo:
L. W([L’(), yO) 7& (b).
2. w(xg,y0) € compacto;

3. w(xo,yo) € invariante por F, isto €, se (x1,y1) € w(xo,yo), entdo a trajetoria de F

por (x1,y1) estd contida em w(xo, Yo);
4. w(xo,yo) € conexo.

A demonstragao deste lema pode ser encontrada na referéncia [15]. Um resultado

andlogo pode ser obtido para o conjunto (g, yo)-

Teorema 2.1.2 (Poincaré-Bendixson). Seja o um conjunto limite nao vazio e compacto
de um sistema de equacoes diferenciais planares. Se o nao contém pontos de equilibrio,

entdo o € formado por uma unica orbita fechada.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [13].

2.1.5 O Teorema de Bautin, a Bifurcacao de Hopf e o Ponto

sela-nd

Definigao 2.1.11. Considere um campo vetorial planar F : R? — R?, F(x,y) = (P(z,y), Q(x,v)).
Uma singularidade ndo hiperbdlica (xo,yo) € R? é chamada sela-né se as sequintes

condigoes sao satisfeitas:

a) JF(zo,y0) tem um dnico autovalor simples igual a zero;

12



b) W (D?

(z,y

(20, 40) (V. V) = W(V HessP(xo,yo)V,V HessQ(xo,y0)V) # 0, onde W
¢ um autovetor a esquerda e V um autovetor a direita associados ao autovalor 0
e HessP e Hess(Q) sao as matrizes Hessianas de P e @Q, respectivamente. Veja

ilustracao na Figura 2.5.

Figura 2.5: Retrato de fase do campo numa vizinhanca de um ponto sela-no.

O teorema de Bautin nos ajuda a decidir se uma singularidade nao hiperbdlica é um

foco ou um centro.
Teorema 2.1.3 (Bautin). Considere um sistema da forma

1 =611 — y — 032 + (205 + 85)zy + Jey?
Y =+ 0y + 02x* + (203 + 1) zy — 2y,

com 01 = 0. A origem é um centro se, e somente se, uma das sequintes condi¢oes for

satisfeita:
a) O3 = de;
b) §y = 5 = 0;
c) 0y = 05 = 0;

d) 55 = 04 + 5(65 — 0g) = 6506 — 0a> — 265> = 0.

13



A demonstracao do Teorema de Bautin pode ser encontrada em [14].

A idéia de uma bifurcacao é a de uma mudanca drastica no retrato de fase de um
sistema dependente de parametros, para determinados valores dos parametros. Considere
uma familia F; de campos em R?, onde d € R é um parametro. Mais precisamente,
dizemos que dy € R é um parametro de bifurcagao quando existir ¢ > 0, tal que, para
todo d € (dy — €,do + €) os sistemas X' = Fy(X) e X' = Fy,(X) nao sao topologicamente
equivalentes.

Geometricamente, uma bifurcacao de Hopf ocorre se existe uma mudanca de estabi-
lidade da singularidade, de foco estavel para foco instavel (ou o contrario) gerando um
ciclo limite. Veja [12].

No proximo teorema faremos uso do primeiro coeficiente de Lyapunov. Este coeficiente
nos ajuda a decidir sobre e estabilidade de um ponto de equilibrio nao hiperbdlico. Caso
seja positivo, temos um foco fraco repulsor e caso seja negativo teremos um foco fraco
atrator. Para mais informacoes sobre o coeficiente de Lyapunov, inclusive como obte-lo,
veja [2].

A demonstragao do seguinte teorema pode ser encontrada em [12].

Teorema 2.1.4 (Bifurcagao de Hopf). Suponha que X' = Fy(X), Fy : R? — R? suave
para cada d e tal que para d = 0, (z,y) = (0,0) € uma singularidade onde os autovalores

de JF|4-0(0,0) sdo Ao = £ify, com [y > 0. Suponha que:

a) o/(0) = 0, onde \i(d) = a(d) +iB(d) e Ao = X\ = a(d) — iB(d) sdo autovalores de
A(d) = JF(z(d), y(d),d);

b) o primeiro coeficiente de Lyapunov € nao nulo.

Entao ocorre uma bifurcagao de Hopf em d = 0.
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2.2 Generalidades de Campos Quadraticos Planares

De modo geral, um campo quadratico planar é escrito da seguinte forma
2 . .
v = P(:L’,y) = Zi-l,-j:() az’jxlyja
9 o
y/ = Q(xa y) = Zi+j:0 bijxly]a

onde P e () sao relativamente primos e P ou () tem grau 2.

X :

Lema 2.2.1. Considere x um campo quadrdtico planar. Entdo, as sequintes afirmacgoes

sao verdadeiras:

a) Erxistem no mdzimo quatro pontos de equilibrio;

b) Trés equilibrios nunca estio numa mesma reta;

c) Se L é uma reta unindo dois pontos de equilibrio de x, entdo L é uma isdclina.

Demonstragao: A demonstracao da afirmagao a) é imediata, pois as singularidades sao

solugoes de

P(z,y) =0,

Q(z,y) =0,
isto é, duas conicas tem no maximo quatro pontos de intersecao. Seja L uma reta contendo
3 pontos de equilibrio. Entao, L intersepta cada conica P(z,y) =0 e Q(z,y) = 0 em 3
pontos. Isto implica que L C P =0e L C (Q =0, de modo que L é um fator comum de
P e @, contrariando a hipdtese de P e ) serem primos, concluindo a prova do item b).
Sejam A, B € L singularidades de modo que, sem perda de generalidade, A = (0,0) e, L

é o grafico de y = max, onde m é o coeficiente angular de L.

Q(z,mz)

n(z, mz) = W =K

pois P(z,mx) e Q(x,mx) sdo polindmios quadréticos na variavel = tendo zeros comuns.

Logo, diferem por uma constante o que prova a afirmagao c).
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Definicao 2.2.1. Sejam F(x,y) = (P(z,y),Q(x,y)) um campo de vetores e L uma reta
qualquer. Dizemos que F tem contato com L mo ponto (xg,yo) € R? se (x9,90) € L e se

F(xo,y0) € paralelo a L.

Lema 2.2.2. Suponha que os autovalores da linearizacao de x em uma singularidade O

sejam reais. Entao:
a) Ou eziste uma reta L invariante passando por O;

b) Ou eziste uma reta L passando por O sobre a qual nao existem outros equilibrios ou

contatos, de modo que a orientacdo do campo ao longo de L nao muda em O.

Demonstragao: Suponha, sem perda de generalidade, que O = (0,0) seja uma singula-

ridade do sistema x. Assim,

P(z,y) = a107 + a1170y + ap1y + axr? + agey?
F(:c,y): ( y) 10 117Y 01y 20 02Y (2.2>

Q(x,y) = biox + binxy + bory + baox® + boy”.
Tome L da forma ax +y =0 < y = —ax, onde “a” devera ser determinado. Defina

V:R2SR
(z,y) = V(z,y) = az +y.

= —CL116L2 + (aw — bm)a + blo)l’ + (CLOQCL3 + (bQQ — CL11)CL2 + (a20 — bn)a + b20)$2

= n(a)z + m(a)a?,

onde n(a) = —a11a2 + (aw — bm)a + blO e m(a) = a02a3 + (bog — an)az + (CLQO — bn)a + b20.

Assim, o discriminante de n(a) = 0 é dado por
Ap = (a0 — 501)2 — 4(—ag1)(bio) = (@10 — 501)2 + 4ag1bio.
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A matriz Jacobiana de F' em (0,0) é dada por
aip Qo1
JF(0,0) = ,
bio b
portanto, temos o seguinte polinomio caracteristico p(\) = A\* — (a1 + bo1)A + (a10bor —

ap1b1p). Como por hipétese, os autovalores de JF'(0,0) sao reais, devemos ter
0< Ap@\) = (aw + 501)2 - 4(a1obo1 - ao1blo) = (CL10 - 501)2 + dapibio = Ay,

logo, n(a) tem raizes reais, seja a = a; uma destas raizes, isto é, n(a;) = 0. Temos dois
casos:

I) Se m(ay) = n(ay) = 0, entdo V'(x,y)|r = 0 e, portanto, L é uma reta invariante.

IT) Se n(a;) = 0, mas m(a;) # 0, entao V'(z,y)|r = m(a;)z?, que tem sinal fixo. Logo,

a orientacao do campo nao muda ao longo de L.
|

Lema 2.2.3. Uma singularidade na regiao limitada por uma orbita fechada em um sistema

quadrdtico deve ser um foco ou um centro.

Demonstracao: Assuma, sem perda de generalidade, que a singularidade esteja na
origem. Assim, o sistema quadratico pode ser escrito da da forma (2.2). Assuma, por
contradicao, que a singularidade na origem nao seja um foco nem um centro. Entao os
autovalores da parte linear deste sistema quadratico na origem serao reais. Desta forma,
estamos nas hipdteses do Lema 2.2.2 e entao, ou existe uma reta L invariante passando por
O, ou existe uma reta L passando pela origem sobre a qual nao existem outros equilibrios
ou contatos, de modo que a orientagao do campo ao longo de L nao muda em O. Mas, isso

inviabiliza a existéncia de uma érbita fechada circundando a origem, o que é um absurdo.
|

Definicao 2.2.2. Uma singularidade de um campo de vetores planar é uma anti-sela se
o retrato de fase numa vizinhanca sua for topologicamente equivalente ao retrato de fase

numa vizinhanca de um no, centro ou foco.
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Lema 2.2.4. Suponha que o sistema (2.1) tenha quatro equilibrios. Entao, estes equilibrios

sao vértices de um quadrildtero.

a) Se este quadrildtero é convexo, entdo existem dois vértices opostos que sio selas e

0s outros dois vértices (opostos) sao anti-selas;

b) Se este quadrildtero é nao convero, entio os vértices exteriores sao selas e o vértice
interior € uma anti-sela, ou vice versa. Em particular, existem no madximo trés selas

e no mazrimo trés anti-selas.

Demonstracao: Nas hipdteses do lema, através de uma translacao seguida por uma
transformagao linear podemos considerar que os pontos criticos sejam O = (0,0), A =

(1,0), B=1(0,1), C = («,8),onde a # 0, f # 0 e a+  # 1 e o sistema x seja escrito na

forma
¥ =az(x—1)+byly — 1)+ czy) = Pu(z,y),
Y = ax(z — 1) + bay(y — 1) + cozy) = Qu(z,y),
onde
a—1 6—1
G = — 3 a; — o

para ¢ = 1,2. Vamos demonstrar o caso em que a > 0 e § > 0, nos demais casos a

demonstracao é andloga. A matriz Jacobiana do campo F'(z,y) é dada por

201x —ay + 1y 201y —b— 1+ c1x
JF(x,y) =
2090 — as + c2y  2byy — by + cow
Assim, det(JF'(0,0)) = ayby — agby;. Suponhamos que det(JF'(0,0)) = 0, ou seja, ajby —

asby = 0 = azb; = a1bs. LOgO,

b1Q(z,y) = brasx(x — 1) + biboy(y — 1) + bicoy
= bgCLlLL’(SL’ - 1) + b2b1y(y - 1) + blc2xy
mas,

blCQ = —QTglagbl — %bgbl
= by[—2La; — EUp)]

= b201
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e entao,

0i1Q(z,y) = balmz(z — 1) + biy(y — 1) + cray] = baP(z, y),

o que é um absurdo, visto que, P(x,y) e Q(x,y) sdo relativamente primos. Logo,
det(JF(z,y)) # 0. A singularidade O serd uma sela se det(JF(0,0)) < 0 e uma anti-sela

se det(JF'(0,0)) > 0. Com relagao as demais singularidades temos:

(7)) =~ { 2 e o)),
det(JF(B)) = — {%ﬁ_l} det(JF(0)),

det(JF(C)) ={a+ [ —1}det(JF(O)).

Caso a + [ > 1, os sinais dos determinantes det(JF(A)) e det(JF(B)) sao contrérios
ao sinal de det(JF(O)). Por outro lado, o sinal de det(JF(C')) concorda com a sinal de
det(JF(O)). Se det(JF(0)) < 0, entao det(JF(C)) < 0, det(JF(A)) > 0 e det(JF(B)),
de onde O e C' sao selas e A e B sao anti-selas. Caso a+f < 1, det(JF(A)) e det(JF(B))
tem o mesmo sinal de det(JF'(O)) e det(JF(C)) tem sinal oposto ao sinal de det(JF(O)).
Portanto, O, A, B ou sao selas e, neste caso, C' é uma anti-sela, ou sdo anti-selas e, neste

caso, C' é sela.
[ |

Definigao 2.2.3. Seja (xg,%0) uma singularidade de um campo F : R*? — R? e v uma
curva de Jordan que limita um disco contendo (xq,yo) como unica singularidade no seu

interior. Suponhamos que o ponto (x,y) percorre v no sentido positivo. Como, sobre

F(z,y)
[1F(z,y)l]

v — St onde S* € o circulo unitdrio. Definimos, entdo, o indice de F em (xo, o),

v, F(z,y) # (0,0), a correspondéncia (x,y) — define entao uma aplicacao [ :

I(F, (x0,90)) = I(F,v), como o grau dessa aplicag¢ao.

O indice I(F, (xg, yo)) possui grande estabilidade seja no que diz respeito a variagdes do
campo F', seja no que diz respeito a variacao da curva ~. Esta estabilidade fica preservada

quando consideramos nao apenas o indice de uma tnica singularidade, mas a soma dos
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indices de todas as singularidades de F'. Para maiores informagoes sobre o indice veja,

por exemplo, [3].

Lema 2.2.5. Suponha que um sistema quadrdtico planar tenha somente trés singularida-

des A, B e C. Entao, pelo menos uma singularidade € uma anti-sela.

Demonstracao: Considere o sistema (2.1) com quatro singularidades. Iremos considerar
o caso onde as trés singularidades restantes sao obtidas por uma bifurcacao de um sistema
que apresenta quatro singularidades. Vamos analisar o caso convexo e 0o nao convexo.

I) Caso convexo: Pelo Lema 2.2.4 sabemos que as quatro singularidades determinam um
quadrilatero convexo e que se dois vértices opostos do quadrilatero sao selas os outros
dois sao anti-selas. Observe que é impossivel uma sela se colapsar com outra sela, pois
para que isso acontecesse, haveria um momento em que teriamos trés singularidades em
linha reta o que é impossivel. Pelo mesmo motivo, as duas anti-selas nao se colapsam.
Assim nos resta somente a possibilidade de uma anti-sela se colapsar com uma sela, mas
entao, teremos no minimo uma anti-sela.

IT) Caso nao convexo: Neste caso sé pode ocorrer colapso da singularidade contido no
interior do triangulo formado pelas outras trés com uma destas trés singularidades. Se a
singularidade que esta no interior do triangulo é uma sela, as outras trés sao anti-selas
e entao se a sela se colapsar com uma anti-sela, ainda temos duas anti-selas. Agora, se
a singularidade que se encontra no interior do triangulo for uma anti-sela, as outras tres
serao selas e quando esta sela se colapsar com uma anti-sela, a singularidade resultante
sera uma anti-sela, pois caso contrario terifamos uma mudanca no indice do campo que é

a soma do indice de cada singularidade, o que é impossivel.

2.3 A Forma Normal

Lema 2.3.1. Consideremos o campo quadratico planar dado por x em (2.1) possuindo

uma conexao heteroclinica de selas em linha reta. Se a conexdo de selas é horizontal,
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entdo by # 0.

Demonstracao: Seja y = ¢ a reta invariante que contém os pontos de sela (z,¢) e

(x9,c¢). Temos que aa—g(:)s, ¢) = 0 pois, a reta y = ¢ é invariante. Como x; e xs sdo raizes

da equagao P(z,c) = agy + + 2+ + 2+ = 0, entdo, 22(x, )
quag ,C) = Qoo T A10T T A20T a11TC + Qp2C ap1€¢ = U, enao, z-(r1,C) €

%—5(1’2,0) tem sinais opostos. Mas, se b;; = 0, entao %(:c,c) = bo1 + 2bg2c que é uma

constante e o determinante da matriz Jacobiana de (2.1) nos pontos (zy,c¢) e (x2,c), tem

sinais opostos, contradizendo o fato destas singularidades serem selas.

Lema 2.3.2. Consideremos o campo quadrdtico planar dado por x em (2.1) possuindo
uma conexao heteroclinica de selas em linha reta. Se x tiver mais do que duas singulari-

dades, entdo ele pode ser escrito na forma

2 = dx + ey + 12 + may + ny?,
X: (2.3)
y' =z(l+y),

coml <0,e<neec<0. Teremos trés singularidades se ne = 0 e quatro singularidades

se ne # 0. No ultimo caso, o quadrildtero é convexo se n < 0 e nao convexo sen > 0.

Demonstracgao: Desde que o campo dado por x tenha 3 singularidades, pelo Lema 2.2.5,
umas delas nao é uma sela. Suponhamos, entao, que este ponto seja a origem e que a
reta invariante, suporte das selas, seja a reta y = —1. Assim, podemos reescrever (2.1)

da seguinte forma

T = ar + anzy + any + axr® + agy?, (2.4)

y' = biox + bi1xy + bory + box? + boay?.

Como a reta y = —1 é invariante, temos que Q(x, —1) = 0 para todo z € (—00, ). Logo,

Q(z,—1) = bz — bo1 + bapx® — by + by
= (bo2 — bo1) + (b1o — bi1)x + boo?
— O’
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para todo x € (—o00,00). Se z = 0, temos (bgy — bp1) = 0, ou seja, bps = bp;. Sabemos
que %—g(z, —1) = 0 = byg + 2bgex — byy. Se x = 0, temos %—2(0, —1) = b1y — b11, de onde
se conclui que by = b1y # 0, pelo Lema 2.3.1. Se x # 0, concluimos que byy = 0. Assim,

podemos reescrever (2.4) da seguinte forma
&' = a1t + anry + any + a0r” + agy’,
Y = bux + bizy + bory + bory*.
Chamando b1; = big = a e by; = byga = 5, obtemos
¥ = ajpx + a1 ry + agy + axnr’ + agy?
y' = (az+ By)(1+y),

com « # 0 pelo Lema 2.3.1. Agora vamos realizar a seguinte mudanga de coordenadas:

(2.5)

X =ax + By,
Y =y.

(2.6)

Assim,
X' =o'+ By
= alaz + anzy + any + asr® + apy?) + Blax + Ly) (1 +y)
= Qa1pT + aagy + aanzy + aayr® + aagy® + afe + Py + afry + 5y’
Substituindo y =Y e z = (X — fY)/a, temos

aigx + ﬁa)X + (a01a2 — aloaﬁ)Y + (aa11 — 2a003 + QB)XY + a20X2 + (a2062 + a02a2 — alla)Y2

«

o
Com relagao a Y’, temos

Yi=y' =(az+By)(1+y)=X(1+Y)
Entao, podemos reescrever o campo (2.4) como

1 = dx + ey + 12% + may + ny?,

(2.7)
Y =z(l+y),

onde X =z eY = y. Mas, como a reta y = —1 que contém duas singularidades do tipo
sela é invariante, temos
2z, 1) =dr—ec+12* —max+n=1I2°+(d—m)x+ (n—¢) =0,
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com duas raizes distintas

_m—d—\/z _m—d—l—\/g

57 e Xy 57 (2.8)

L1
onde A = (m—d)*—4l(n—e¢). As matrizes Jacobianas de (2.7) nas singularidades (z1, —1)
e (zg,—1) sao dadas por

—VA e+ mx —2n VA e+ mxy —2n
JF(z,—1) = e JF(xy,—1) =

0 T 0 i)

Como (z1,—1) é ponto de sela, o determinante deve ter sinal negativo, ou seja,
det(JF(zy,—1)) < 0= —VAz; < 0= 21 > 0.
De forma anéloga,
det(JF (x5, —1)) < 0= VAzy < 0= 15 < 0.

Visto que x5 — x; < 0, temos

m—d+\/z_m—|—d+\/z_\/g
o

5 5 <0=1<0.

Como z; >0 (ou x5 <0), temos que
4din—e)<0=1I(n—¢)<0

e como consequéncia n > ¢. Finalmente, temos ¢ < 0, pois

d+20 €
det JF(0,0) = = —¢
1 0
e como (0,0) ndo é uma sela, entdo ¢ < 0. Com relacao as demais singularidades, anali-
sando (2.7), observamos que o campo se anula na dire¢ao do eixo Oy, ou 1+ = 0 quando
y=—1louz=0.

Se y = —1, o campo se anula na direcao z, ou seja, ' = 0 quando x = 1 ou x = 5.
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Se 2 = 0, o campo se anula na direcio x quando 2’ = ey + ny? = 0 = y(e + ny), ou seja,

y=0ouy=—=, comne # 0. Neste caso, as singularidades sao

0=(0,0), S =(z1,—1), Sy=(zs,~1) e F:(o,i).

n

Caso ne = 0, as singularidades O e F colidem e entao teremos trés singularidades:
0 =1(0,0), S;=(x1,-1), e Sy=(xg,—1).
No caso ne # 0, o quadrilatero é convexo se n < 0 e nao convexo se n > 0.
|

Observagao 2.3.1. As fungoes v1 = x1(d) e x9 = z5(d), dadas em (2.8), sao estritamente

crescentes.

Neste trabalho preocuparemo-nos com o caso em que ne # 0 e estudaremos o caso

CONVEexXo € 0 Na0 CONVeXo.
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Capitulo 3

Singularidades no Infinito

Neste capitulo buscaremos compreender o comportamento assintotico das orbitas do
campo x no infinito. Para isso, usaremos o método da projecao central e a compactificagao

de Poincaré.

3.1 A Compactificacao de Poincaré

Dentre as diversas formas de se compactificar o R?, utilizaremos o método da projecao
central juntamente com a compactificagao de Poincaré. Boas referéncias sobre este assunto
podem ser encontradas em [1] e [10].

Dado um campo vetorial polinomial planar F : R? — R? F(z,y) = (P(x,v),Q(z,v)),
considere o R? como um plano 7 no R3 definido por (y1,92,%3) = (21, 22,1). Seja S? =
{Y = (y1,y2,y3) € R?: y? + y2 + y2 = 1} a esfera unitdria, tangente a 7 no ponto (0,0, 1),
a qual chamaremos de esfera de Poincaré. Definimos H™ = {Y € S§* : y3 > 0} o hemisfério
superior da esfera S?, H~ = {V € §?: y3 < 0} o hemisfério inferior da esfera S* e S! =
{Y € §? : y3 = 0} 0 equador da esfera de S?. Assim, S* = H|JH~|JS"

Via projecao central, podemos obter duas cépias de 7 em S?, uma em H™* e outra em

H~, da seguinte maneira: dado um ponto X = (z1,x9,1) € 7, considere a reta L(t) que
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une a origem (0,0,0) a este ponto
L(t) = (0, 0, 0) + t(l‘l, Z9, 1) = t(l’l, T, 1),
de modo que as projecoes de (1, x9,1) serao as intersegoes de L com os hemisférios H*
e H~. Mais precisamente, considere
froR? — HT,
fm:R? = H-,

onde ft(zy, 29, 1) =L{t)NH" e f~(x1,29,1) = L(t)NH".

Figura 3.1: Projecao central.

Como, ||[L(t)||? =1 = t*(2? + 22 + 1) = 1, entdo,
1t
p 1 - 1

=5 T S>t=t—F————.

Portanto,

f+(.’L’1,.T2, 1) = ( =L = . ) )

Vait+a3+17 /a3 +a3+17 /23 a3+l
f(x1,20,1) = —fT (21, 29, 1).
Assim, todo par de pontos antipodas em S? (que nio esteja em y3 = 0), define exatamente
um ponto no R2. E natural esperar que pontos antipodas no equador represente algum

ponto no infinito.
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O campo de vetores induzido em H* é dado por
FY)=J(f"(X))F(X), onde Y = f"(X),
de forma analoga, temos o campo de vetores induzido em H~
F(Y)=J(f (X))F(X), onde Y = f (X).

Destacamos que o campo I estd definido em S?\S! e é tangente a S%.

Afim de determinar o comportamento das trajetérias numa vizinhanca do equador
usaremos cartas locais. Cobrimos S? com 6 cartas locais (Uy, ¢) e (Vi, 1) com k = 1,2, 3,
onde

U ={(y1,y2,y3) € Sy > 0},

Vi = {(v1,92,93) € S* iy < 0}

Or Uy — R?
(W1, 92,93) > oY1, 2, y3) = (5—;, z—o , LJ#F0 e 1<y,
Yt Vi — R?
(Y1, 92,y3) > Vr(y1, 92, y3) = —du(y1, Y2, y3)-
Vamos agora calcular a expressao de F'(Y) nas coordenadas (Uy, ¢).

FY)loinm, = J(@1(Y) I (f4 (X)) F(X)] = J(¢1 0 f1)F(X),

mas,

1’21

(010 1000 = 0(£:00) = 01 (503 50 w07 ) = (22 ) = )
onde A(X) = /2% + 23 + 1, ou seja,

1 U
1 =— € X9 = —.
v v
Daqui temos,
T 1
1’12 T
J(¢l o f+) = 5
1
-= 0
€



e assim,

T2 1 L2 1
_93—12 93_1 P(xq,x5) _x—lzp(xl’x2) * $_1Q(xl’$2)
FY)lvinm, = -
1 1
_x_12 0 Q((Z}l,fﬁg) _x_%P(zlaxQ)

Em termos de (u,v), temos

F(Y)|U10H+ = (—uvP (1, E) +0Q (1,E> ,—v?P <1, E)) )
v v v v v

Observe que existe uma bijecao entre os pontos no infinito de R? e os pontos do equador
de $?, entao gostarfamos de estender o campo F a partir de S?\S', para S?>. Em geral, F
nao permanece limitado quando nos aproximamos de S!, mas se multiplicarmos o campo
por um fator p(Y) = 33"~ !, onde r = Maz{grau de P, grau de Q}, a extensao se torna
possivel. O campo vetorial estendido a todo S?, P = p(Y)F ¢é chamado de compactificacio

de Poincaré do campo de vetores F' em R?. Em termos de (u,v), temos

_ 2 2 _ 1 u? _ u2+v2+1
Az, 09,23) =/ri+ta5+1=/m+5+1=/"T",
1 1 r—1

Y _ 7“—1: — —T = P
p( ) Ys A@@) Y (m%+m§+1)71 (U2+v2+1)71

=MW 40+ 1) = v Im(u, v).

Assim, a compactificagdo de Poincaré do campo F' na carta (¢, U;) é dada por

B(F) = oV PV o, = o) (o (12) 0 (L.2) o (11))

ou, por uma reparametrizacao do tempo,

B(F) = p(V)EO oo, = o <—WP (% %) +0Q (% %) 2P (% %)) ,

ou seja, na carta (U, ¢1) o campo é dado por

u'= 0" (~uP (5, 5) +Q (5. 1))

=P ().

(3.1)
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De forma andloga, na carta (Us, ¢2) temos

w=0"P (4 1) —uQ (4 7) . (3.2)
V= —0rtQ (41)
e na carta (Us, ¢3)
u = P(u,’U), (3.3)
v = Q(ua U)

Em (Vi, ¥y), com k = 1,2, 3, temos 0 mesmo que em (Uy, ¢x) com k = 1,2, 3, mas mul-
tiplicado por (—1)""!. Assim, para conhecermos o comportamento dos pontos no infinito,
basta olharmos as cartas (Uy, ¢1) e (Us, ¢2).

Observe que o fator (—1)"~! desempenha um papel fundamental no estudo das esta-
bilidades das singularidades em S*.

Uma outra forma de se obter as equagoes (3.1) e (3.2) é fazendo a seguinte mudanca

de coordenadas

respectivamente, seguida da reparametrizacao no tempo j—i = w1

A projecao central do plano 7 = R? na esfera S? associa cada ponto de 7 a dois pontos
antipodas na esfera S?. Afim de evitar essa dualidade, vamos concentrar nossa atencao em
apenas um dos hemisférios juntamente com o equador. Consideremos, entao, o hemisfério
superior que denotamos por H™.

Projetamos o hemisfério H* ortogonalmente no plano 7, obtemos assim, um aplicacao
do hemisfério no disco unitario K de w. O equador da esfera é levado no circulo C', bordo
de K. Orbitas sobre a esfera sio levadas em certas curvas no disco K , as quais vamos
chamar de érbitas em K. Em particular, singularidades em H™ sao projetadas como

singularidades em K. O disco K é chamado de disco de Poincaré.

Exemplo 3.1.1. Vamos determinar o retrato de fase no disco de Poincaré do sequinte

sistema

(3.4)



Este sistema tem uma unica singularidade na parte finita do plano, a origem. Para
conhecer o comportamento do campo em partes ilimitadas do plano, ou seja, determinar

diregoes assintoticas do campo no infinito, vamos calcular a expressio da campo na carta

local Uy .

que apresenta uma unica singularidade na origem, a qual é no atrator. Visto que o maior
grau dos polinomios que determinam o campo (3.4) € 1, a origem do campo na carta Vy

também serd um nd estavel. A expressao do campo (3.4) na carta Uy é dada por

cuja origem € um no instdvel, o mesmo ocorre com a singularidade na origem da carta

V. Assim, o retrato de fase de (3.4) é dado pela Figura 3.2.

Figura 3.2: Retrato de fase no disco de Poincaré do sistema (3.4).

3.2 As Singularidades no Infinito

Para conhecer o comportamento assintético das érbitas do campo

2 i,
x' = P(z,y) = ZH_]'ZQ a;x'y’

/ ' - (3.5)
Y =Q,y) =7 j—obiz'y’
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usaremos a compactificagao de Poincaré discutida na secao anterior.

Considere a seguinte mudanca de coordenadas:

se x#0, (3.6)

S| =

o

g
I
|

se y#0. (3.7)

Usando as coordenadas (3.6) em (3.5) e fazendo uma reparametrizagdo do tempo

t = w7 temos:

= = o =itz
= %1(boo + brox + bory + baox® + bryxy + beay?)x
—y(ago + a0 + aoy + asr® + a11zy + apy?)]
= w¥[(boo + 1oL + bor L + bag s + b1 2% 4 bppty) L
—=(ago + aloi + a1 + a2oﬁ + all%% + a2og—i)]
= w?(boo + bio= + bo1 ) + bag + byyu + boou®
—u(ago + a0~ + ao1 L )w? — (as + a11u + apu®)u
= (—agau® + (boz — ar1)u? + (b1 — ase)u + by)
+w(boru + by + boow — agouw — ayou + agu?)
= —agau® + (boz — a11)u® + (b1 — ago)u + by
+w(—agru? + (boy — aig)u + big + boow — agouw)
= ¢(u) + wG(u,w),
do —dwdl _ dw — =33 = =2 (ago + a10% + any + a112y + a0’ + agay?)
= —w?(ago + U0 + Wy 4 ay L + 2 4 g0, ) = —wH (u,w),
ou seja,
fl—g = ¢(u) + wG(u,w) = Py(u,w), (3.8)
¥ =—wH(uw) = Qi(u,w),
onde,

o(u) = —agou® + (bog — ar1)u® + (byy — aso)u + bag,
G(u, w) = —CL01U2 + (b01 — alo)u + blO + boow — QopUW €

31



2 2
H(u,w) = agau” + aju + asy + ajpw + agruw + agyw”.

De forma andloga, para as coordenadas (3.7), temos

2 — (v) + wZ(u,w) = Py(v, w) (3.9)
W — —wK(v,w) = Qz(v,w) |
onde,

Y(v) = —baov® + (ag — biy)v® + (a11 — bao)v + aso,
Z(v,w) = —bg1v? + (a19 — bo1)v + bo1 + agew — bgpvw e
K(v,w) = agav® + aj1v + ag + apow + agrvw + agw?.
Os pontos (u,0) e (v,0), ou seja, w = 0 representam os pontos na parte ilimitada do

plano.

Sejam u, e v, valores tais que, ¢(u,) = 0 e ¥(v,) = 0. Os pontos (u,,0) e (v,,0) sao
singularidades do sistema (3.8) e (3.9) respectivamente, o que significa que u, e v, sao
direcoes assintoticas para o campo x.

Dizemos que u, e v, sdo singularidades no infinito e que ¢(u) = 0 e P(u) = 0 s@o
equagoes dos pontos criticos no infinito para o campo Y.

A matriz Jacobiana do sistema (3.8) no ponto (u,0) é dada por
¢(u)  G(u,0)
J(u) =
0 —H(u,0)

e a matriz Jacobiana do sistema (3.9) no ponto (0,0) é dada por
a1 —bo2  am
Lo =
Vamos estudar agora as singularidades no infinito para o campo y dado pelo Lema 2.3.2

quando este apresenta quatro singularidades. Inicialmente estudaremos o caso convexo e

depois o0 nao convexo.
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3.3 Caso Quadrilatero Convexo

Como dito anteriormente, as equagoes das singularidades no infinito sao:

P(u) = —agou® + (boz — a11)u? + (b — ag)u + by =0

Y(v) = —byov® + (age — [?11)112 + (a1 — bag)v + agy =0

ou seja, para o campo (2.3.2)

o(u) = —u(nu® + mu+1—1) =0 (3.10)

Y(v) = (I —1)v* +mv +n = 0. (3.11)

De (3.10), temos que u = 0 sempre serd uma singularidade no infinito. Além disso,

e, como [ < 0, essa singularidade serd sempre um repulsor hiperbdlico.

Assim, se v # 0 ¢ uma raiz de ¢(u), como
H(u,v) = nu® + mu + | + dw + euw,

—H(u,0) = —nu® —mu — 1 = —1,

pois, nu? +mu +1—1 = 0, temos

e concluimos que u serd uma singularidade nao-hiperbédlica no infinito para (3.8) se, e

somente se, ¢'(u) = 0.

33



Observamos que v = 0 serd uma singularidade no infinito para x se, e somente se,
n = 0, 0 que nao acontece neste caso.

O lema a seguir, descreve todas as possibilidades para as singularidades no infinito

para o campo .

Lema 3.3.1. Considere o campo (2.3) dado pelo Lema 2.3.2, com quatro singularidades e
distribuicao convexa. Temos as sequintes possibilidades para as singularidades no infinito

distintas de u = 0:

a) Se m* —4n(l — 1) > 0 teremos duas singularidades, u; < uy < 0, onde u; € um
ponto de sela e uy um atrator, caso m < 0 e 0 < uy < ug, onde u; € um atrator e

ug € um ponto de sela, caso m > 0;

b) Se my —4n(l — 1) = 0, temos uma singularidade uy, que € uma sela-né com u; < 0

quando m < 0 e 0 < uy, quando m > 0;
c) Sem? —4n(l — 1) < 0 ndo teremos outra singularidade além de u = 0.

Demonstragao: Temos que ¢(u) = —u(nu? +mu+1—1) = 0 se, e somente se, u = 0 ou
nu?+mu-+1—1= 0. Queremos descobrir o comportamento das singularidades diferentes

de u = 0. A matriz de linearizacao é dada por

onde ¢/ (u) = —(nu? + mu+1—1) —u(2nu +m) = —u(2nu +m). Se m* —4n(l —1) > 0
entao,

nut +mu+1—-1=0,

se, e somente se, © = u; OU U = Uy, onde

—m +/m? —4n(l — 1) —m — /m? —4n(l — 1)
Uy = € Uy = .
2n 2n

34



Assim,

¢ (u1) = —uy(2nug +m) = —uq (2n) N ™ An{i—l)tm _ —upy/m? —4n(l — 1)

2n

¢ (ug) = —ug(2nuy +m) = ug/m?2 — 4n(l — 1).

I) Se m > 0, temos 0 < uy < ug, também temos ¢'(uy) < 0 e ¢'(ug) > 0. Portanto,
a matriz de linearizacao do sistema (3.8) no ponto u; tem autovalores com partes reais
negativas e no ponto us a parte real dos autovalores tem sinais opostos, ou seja, u; ¢ um
no atrator e us é um ponto de sela.

IT) Se m < 0, temos u; < us < 0, entao ¢'(u;) < 0 e ¢'(uy) > 0. Portanto, a matriz
de linearizacao do sistema (3.8) no ponto u; tem autovalores com partes reais negativas
e no ponto uy 0s autovalores tem partes reais de sinais opostos, ou seja, u; ¢ um atrator
e ug é um ponto de sela. Se m? —4n(l — 1) < 0, nao existem singularidades diferentes de

u=0. Se m* —4n(l — 1) = 0, entdo,
nu? +mu+1—1=0

se, e somente se, u = u; = —m/2n. Se m > 0, temos u; < 0 e se m < 0, 0 < uy. Temos

também que

&' (u1) = —uy (2nuy +m) = % (2n% + m) =0,

ou seja, J(u) tem um autovalor nulo e consequentemente nao podemos utilizar o Teorema
de Hartman-Grobman. Mas, observe que este ponto serda um ponto de sela-né, visto que
satisfaz as condicoes da Definicao 2.1.11 como segue abaixo. A matriz de linearizacao
do sistema (3.8) tem um autovalor nulo e outro com parte real diferente de zero. Vamos

agora calcular o autovetor a direita associado ao autovalor A = 0.

J(w)Vi = 0V,
0 =
V11 0
V12 0 ’
0 -1
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ou seja, V4 = (1,0). Vamos calcular agora, o autovetor a esquerda associado ao autovalor

A=0.

Vad (u) = 0V4
0 =
0
(U21>U22) =
0
0 —1

ou seja, Vo = (1,% = G(u,0)). Calculemos agora a matriz Hessiana de P, e (4

—6nu —2m 3eu—d

HessP, =

—2eu—d 0
e

0 —2nu—m—d

Hess(), =
—2nu—m —d —2¢eu
Como
D?*F\(V}) = (ViHessP,Vy, ViHessQ,V;) = (—6nu — 2m, 0),
temos,
[D?Fy(u,0)(v11, v12)]Va = (—6nu — 2m, 0)(1, G(u, 0)),

mas como u = u; = —m/2n entao,

D*F (u,0)(vi1,v12)Va = m # 0.

3.4 Caso Quadrilatero Nao-Convexo

No que tange ao caso quadrilatero nao-convexo, temos o seguinte lema.

Lema 3.4.1. As singularidades no infinito do plano para o campo x com quatro singula-
ridades em distribuicdo nao convexra sao u = 0, repulsora e u; < 0 < us, ambas atratoras.

Todos os equilibrios sao hiperbolicos.
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Demonstracao: Como visto anteriormente, a equacao dos pontos criticos no infinito

para o campo x ¢é dada por
o(u) = —u(nu?® + mu+1— 1),

que contém tres raizes distintas,

= Jm? —dn(l =1 - T dn(l—1
wy = 0,1y = m—+/m n( >euQ: m+ /m n( )
2n 2n

Como [ <0 en >0, temos que u; < 0 < us. A matriz Jacobiana em v = 0 é dada por

e como [ < 0, temos que a origem é um repulsor hiperbélico. Se u # 0, entao ¢'(u) <0 e

co1mo

as singularidades u; e us sao atratores hiperbdlicos.
[ |

No préximo capitulo, faremos um estudo da singularidades em partes finitas do plano.
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Capitulo 4

As Singularidades Finitas

Temos, por hipotese, que as singularidades S; e S5 sao pontos de sela. Neste capitulo,
estudaremos a natureza das outras duas singularidades O = (0,0) e E = (O, _75) para o
Caso convexo € 0 Na0 CONVexo.

A parte linear do campo x dado pelo Lema 2.3.2 nestes pontos é dada por

me
d ¢ d— 7 —&
JF(0,0) = e JF <0%€) - . (4.1)
10 1—% 0

Lema 4.0.2. Se d =0, entao x nao tem ciclo limite e a origem O é:
a) Um centro, se m(n — le) = 0,
b) Um atrator fraco, se m(n — le) < 0,

c¢) Um repulsor fraco, se m(n —le) > 0.

Demonstragao: Fazendo a seguinte mudanca de coordenadas
x = |b|v—eX
y =10y,

e uma reparametrizagao do tempo,
; b
= 7’7"
|b]v/—¢
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temos,
dX dXdt dr+ey+ley+mry+ny, b ey+lry +mry + nys
dr  dt dr |b]v/—¢ blv/—¢ —eb?
—y  bla? bmay bny? |b|m bn

=2 =Y + bl X? XY — —Y?
b +—562+b2(\/g_2)+62—5 * +\/—_5 €

e
dY —dY dt 1 b 1 b
dr  dt dr b |b|/—¢ b2/ —¢
ou seja,
r— _ 2 4 [bolm _bny2
X' =-Y +bX +\/_7XY Y,
Y' = X(140bY).
A equacao acima estd na forma normal de Bautin, onde d; = 0, 65 = 0, 63 = —bl,

6y = (b+2b1)/2, 05 = (|blm)/\/—¢ e §¢ = (—bn)/e. Para que m(n — le) = 0 devemos ter
m=0oun—Ile =0. Caso m = 0, temos ds = 95 = 0, caso m # 0, temos n — le = 0 e,
consequentemente, [ = =, ou seja, d3 = d. Logo, pelas duas primeiras condigoes Teorema
de Bautin concluimos a afirmacao a) do lema. Para mostrar as afirmagoes b) e ¢), vamos
calcular o primeiro coeficiente de Lyapunov [2], o qual é dado por

T
m
4e2\/—€

Se m(n — le) < 0, entdo, ag < 0 e consequentemente O serd um atrator fraco. Se

(n —le).

gz =

m(n —le) > 0, ag > 0 e, entdao, O serd um repulsor fraco. Falta mostrar que se d =0, O
nao tem ciclo limite. Mas, na origem, quando d = 0, se m(n — le) = 0, temos um centro
e caso m(n — le) # 0 ocorrerda uma bifurcagao de Hopf. Observe que os autovalores da

linearizacao de y na origem sao da forma

"2 2
e quando d = 0, A\j o = £/—¢i. Assim, a(d) = d/2 e entdao o/(0) = 1/2 satisfazendo a
condicao de transversalidade. Como

T
m
4e2y/—€

assumindo que m(n — lg) # 0, teremos ag # 0, o que satisfaz a condigao de nao degene-

3 =

(n - l€)>

rescéncia.
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4.1 O Caso Convexo

Lema 4.1.1. Se x dado em (2.3) € tal que € < n < 0, temos as sequintes possibilidades

para a origem O e para a singularidade E:
(
m=0=  centro,

d=04 m<0= repulsor fraco,
O : m > 0= atrator fraco,

d> 0= repulsor hiperbolico,

\ d < 0= atrator hiperbolico.

(
m=0= centro,

d=7"¢ m< 0= atrator fraco,
E m > 0= repulsor fraco,

d> " = repulsor hiperbdlico,

n

\ d < ™= = atrator hiperbdlico.

n

Demonstracao: Primeiramente, vamos analisar a singularidade O. Se d = 0, o Lema
4.0.2 nos da a natureza desta singularidade. Caso d # 0, a andlise linear nos da o

comportamento, visto que, os autovalores da matriz de linearizacao do sistema x sao da

forma

dE£Vd?+ 4e
2 9

com partes reais nao nulas. Entao pelo Teorema de Hartman-Grobman, se d > 0, esta

A:

singularidade sera um repulsor hiperbdlico e se d < 0, um atrator hiperbélico. No caso

da singularidade F, a mudanca de coordenadas

(4.2)

conduz ao sistema
7 = dT + 7% + mxy + ny?,

¥ =z(1+7),

=
—
=~
w
N~—
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d=d——, 1=1<0, E:fge_n <ﬁ:n<n_€)2<0em:m<l—£>.

n n n n
Esta mudanca de coordenadas permuta as singularidades O e FE, visto que, se T = 0,
entdo, 2’ =0, se 7 = 0, entdo, 3y = —/n. Observe também que se d =0, d > 0 oud < 0,
entao, d =0, d > 0 ou d < 0, respectivamente. Com relacao ao parametro m, se m = 0,

m > 0oum <0, entao, m =0, m <0 e m > 0, respectivamente.

4.2 0O Caso Nao Convexo

Lema 4.2.1. Considere o campo x como em (2.3). Se e <0 < n, entao a singularidade

E ¢ uma sela e temos as sequintes possibilidades para a singularidade na origem.:

m(n—1le) =0=  centro,
d=09 m(n—1le) <0= atrator fraco,
O: m(n —le) > 0= repulsor fraco,

d> 0= repulsor hiperbolico,

\ d < 0= atrator hiperbdlico.

Demonstracao: Caso d = 0, o Lema 4.0.2 descreve o comportamento da singularidade
na origem. Caso d # 0, os autovalores da matriz de linearizacao de y dada em (4.1)
possuem partes reais diferentes de zero. Se d > 0, pelo Teorema de Hartman-Grobman,
a singularidade O sera um repulsor hiperbdlico e caso d < 0 serda um atrator hiperbdlico.
Com relacao a singularidade E, temos que

det (JF (0, —5>) —c(1- ) <o,

n n

visto que, € < 0 e n > 0 e, consequentemente, F é uma singularidade do tipo sela.
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Capitulo 5

Retratos de Fase

Neste capitulo, esbocaremos todos os possiveis retratos de fase do sistema quadratico

planar y com quatro singularidades. Pelo Lema 2.3.2 este campo ¢ escrito como

1 = dx + ey + l2% + may + ny?,
X (5.1)
y' =xz(1+y),

onde | < 0, <nee<0. As singularidades determinam um quadrilatero convexo se
n < 0 e nao convexo se n > 0.

As singularidades serao S; = (x1, —1), Sy = (29, —1), onde 5 < 0 < x1, O = (0,0)
e F = (0,—¢/n). No caso convexo, Sy e Sy sao selas e O e F sao anti-selas, ja no caso

nao-convexo, as singularidades Sy, 5> e S = E = (0, —¢/n) sao selas e O é uma anti-sela.

5.1 Caso Convexo

Para o caso convexo vamos assumir m > 0. O caso m < 0 pode ser obtido do caso
m > 0 através de uma mudanca de coordenadas. Analisaremos inicialmente o caso em
que m > 0 e mais tarde o caso m = 0.

Denotaremos por Ui (d) e Ly(d) as separatrizes instaveis da sela S; localizado no semi
plano y > —1 e y < —1 respectivamente e por, Us(d) e Ly(d) as separatrizes estaveis da

sela Sy localizada no semi-plano y > —1 e y < —1 respectivamente.
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As singularidades no infinito em coordenadas (u,w), de acordo com o Lema 3.3.1
sao os pontos A = (u = 0,w = 0), B = (u = u,w = 0) e C = (u = uy,w = 0),
quando m? — 4n(l — 1) > 0, A e B, quando m? — 4n(l — 1) = 0 e somente A, quando
m? —4n(l — 1) < 0.

Denotaremos por A, B e C as singularidades simétricas no infinito e por Z; e Z, as
separatrizes das selas C e C.

Analisando o sistema y, de acordo com o que ja foi estudado, observamos que este

sistema, para o caso convexo apresenta as orientacoes dadas pela Figura 5.1, para qualquer

valor de d. A reta invariante y = —1 serd desenhada como y = 0.
Uy
A
Ly
m?*—4n(l—1) >0 m? —4n(l—1) =0 m?*—4n(l—1) <0

Figura 5.1: Orientagoes da érbitas de y para o caso convexo.

Usaremos a notagao x4 para o campo x, considerando d como parametro e fixando os
coeficientes ¢, [, m e n.

Para descrever x devemos conhecer o w-limite e a-limite das separatrizes das selas S;
e S, 0 a-limite de Z; e o w-limite de Z,.

O préximo lema nos dé valores de d para os quais teremos um conexao de selas entre

uma sela na regiao limitada do plano e uma sela no infinito.

Lema 5.1.1. Considere o campo xq dado pelo Lema 2.3.2. Seja u = r uma singularidade
do tipo sela no infinito quando m?—4n(l—1) > 0 ou do tipo sela-nd quando m*—4n(l—1) =
0, como no Lema 3.53.1. FEntdo, existem dois valores di e dy para d, com as sequintes

propriedades:
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a) A reta y = rx € invariante pelo fluzo de xq4,. Mais precisamente, para algum

P = (z,rz) a funcao hy(d) = (z3, (1,7)) satisfaz hy(d) = rz e hy(dy) = 0.

b) A retay = rx — < ¢ invariante pelo fluzo de Xq,. Mais precisamente, para algum

p=(z,rz —¢/n) a funcio hi(d) = (x5 (p), (1,7)) satisfaz h(d) = rz e hy(d;) = 0.
c) 0 <dy <dy < (me)/n.
Demonstracao: Considere a reta y = rx + s e seja p um ponto desta reta. Entao,
xa(p) = (dx + e(rz + s) + Iz + ma(rz + s) +n(rz + s), x + z(re + 5)).
Como r = u é uma singularidade no infinito, temos
o(u) = ¢(r) = —r(nr* +mr +1-1) =0,
ou seja, como r # 0 pelo Lema 3.3.1, nr? +mr +1 — 1 = 0. Entao,

xa(p) = (dzx +erx +es+ 2% + ma*r + msx + nria? + 2nrse + ns?, x4+ ra? + sx)

= (dz +erz + s+ 2® + msz + 2nrszx) + ns?, x + ra® + sx).
Seja x; = (—y/,2'), assim,

(x7(p),(1,1)) = (—x —ra* — sz +drz +er’x +ers + ra? + mrsz + 2r’nsz + nrs?)

= (dr +er* +mrs + 2nr’s — s — 1)x + rs(e + ns).

Se s = 0 e fazendo

1
d:dgz——€’r’
T

temos,

(s (), (1,7)) = (dr +er® — 1)z = K% - 57’) rter? — 1} r=(—er’+er®—a=0,

para todo x € R, o que prova a afirmagao a). De forma andloga, se s = —¢/n e fazendo
le\ 1
d=dy — (1——5) -
nj)r
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temos

1 . 2 __8 2 __6 E_ _—E —n_g
(rz,.(p), (1,7)) = (dr +er +mrn +2rn<n>+n 1)x+r<n)<5 )

n
(=l —nr*—mr+1)=0,

S|/

para todo x € R, o que prova a afirmagao b). A inequagao d; > 0 é clara, visto que,

(1—l—€>>0,1> ed1:<1—l—€>1
n r r

n
Para provar que dy > di, ou seja,

1 l
——5r><1——€>
r n

—m £ \/m? —4n(l — 1)
2n

S |

observamos primeiro que

r

e como m* — 4n(l — 1) > 0, temos

(dl—d2)7":<l_l_€_l+5r)f:(;l+r2)>m_2_£
€ roonr T £

n —4n? n
>ﬁ_£ dn +l:m2—4ln+4n:m2—4n(l—1)>07
4n?  n \4n n 4n? 4n?

de onde se conclui a prova da inequacao ds > dy. Finalmente, vamos mostrar que dy <
me/n. Temos que

me 1 me

e (N
d2——:——5r——:—<——nr2—mr),
n r n nr \e

mas, n/e < 1, poise <n < 0enr’+mr=1-1,logo

)
PR L
n nr 3 nr
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Lema 5.1.2. Seja x4 0o campo vetorial dado em (5.1), com distribuicio convexa. Seja
(0, R(d)) o primeiro ponto de intersecao de Uy(d) com o eizo Oy e (0, L(d)) o dltimo ponto

de intersecao de Uy(d) também com o eizo Oy. As sequintes afirmagoes sao verdadeiras:

a) A func¢io R(d) € continua, positiva, estritamente crescente e definida em um inter-

valo [0,bg), com lim R(d) = oo.
d—}bR

b) A funcao L(d) é continua, positiva, estritamente decrescente e definida em um in-

tervalo [0,b), com dlim L(d) = 0.

—)bL

Demonstracao: A funcao R(d) é continua e definida em um conjunto convexo pela
variagao continua da variedade instavel de S} com o parametro d. Seja a < b valores para

os quais R(d) estd definida. Para cada ponto p = (z,y) € R?, temos

Xs(P) = Xa(p) + (b — a)z,0)
e, portanto, para cada ponto p, y > —1, temos

xp, XE) = —a(bx + ey + 2% + may + ny?) (1 + 1) + 2(az + ey + 12% + may + ny?) (1 + )
= (1+y)z(—bx +ay) = (a — b)a*(1 +y) < 0.

Sabemos que z1(d) e x2(d) sdo fungdes estritamente crescentes, temos z1(b) > w1(a) e
entdao, R(b) > R(a), pois, caso contrario, {xs, x=) > 0, para algum ponto p € U;(a) U
Uy(b). Para demonstrar o restante da afirmagdo a), analisaremos primeiramente o caso
m? —4n(l — 1) > 0. Observe que, pelo Lema 5.1.1, a separatriz U;(d) nao pode estar do
lado direito da reta y = rz — ¢/n, haja visto que h;(d) tem derivada positiva no primeiro
quadrante e hi(dy) = 0, ou seja, se d < dyi, hi(d) < 0. Além disso, ndo podemos ter
Ui(d) € {x > 0}, para d > 0, pois, pelo Lema 4.1.1, a singularidade O é um repulsor
se d > 0 e um atrator fraco se d = 0. Logo, U; deve cruzar o eixo Oy em um ponto
acima da singularidade O para todo d € [0,d;). A tltima afirmacdo de a) é comprovada
observando o fato que se d = d;, teremos w(U;(d)) = r e, entdo, para d préximo de d;
teremos R(d) arbitrariamente grande. Suponha agora que m?—4n(l—1) < 0. Neste caso,

temos somente u = 0 como direcao assintotica de y e assim, com a mesma argumentagao
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anterior, podemos provar que U; cruza o eixo Oy em um ponto acima da singularidade
O, para todo d € [0,00). Assim, neste caso dlLHolo R(d) = 00. Definimos, entao, b, como d;
no caso m? —4n(l — 1) > 0 e como 0o no caso m* — 4n(l — 1) < 0. De forma anéloga,
mostra-se que a fungao L(d) é continua, estritamente decrescente e definida num conjunto
convexo. Observe que a orienta¢do do campo x no eixo 0y nos mostra que L(d) > 0, para
valores de d onde esta funcao esta definida. Como nao temos singularidades no quadrante
{(x,y) € Ry > —1,2 < 0}, nem direcoes assintGticas negativas, L(d) nao estd definida
somente para valores do parametro d para os quais Us(d) estd completamente contida
neste quadrante. Visto que O é um atrator fraco para d = 0, Us(d) nao esta contida neste
quadrante e, portanto, L(d) estd definida em d = 0. Assim, podemos assumir que L esté
definida em um intervalo [0,b;) e ndo definida em d = by. Neste caso, a(Uy(br)) = O

estard completamente contido neste quadrante e entao podemos concluir que se d < d,

perto de by, entdo L(d) estarda proximo da origem O.

Com argumentos analogos, provamos o seguinte lema.

Lema 5.1.3. Seja xq 0 campo vetorial dado em (5.1), com distribui¢ao convera. Seja
(0, R(d)) o primeiro ponto de intersecio de Ly(d) com o eizo Oy e (0, L(d)) o iltimo ponto

de interse¢ao de Lo(d) também com o eizo Oy. As sequintes afirmagoes sao verdadeiras:

a) A funcio R(d) é continua, R(d) < £, positiva, estritamente decrescente e definida

em um intervalo (ar, 5] com lim R(d) = _Ey;
n d—)aR n

b) A fungio L(d) € continua, L(d) < —< positiva, estritamente crescente e definida

em wm intervalo (ar, =] com lim L(d) = —oo.
d—)aL

Para todo d onde as fungbes L(d) e R(d) estao definidas, seja G(d) uma regiao do
plano limitada pela parte da separatriz U; entre S; e (0, R(d)), pela parte da separatriz
Uy entre Sy e (0, L(d)), pelo segmento de reta ligando S; e Sy e pelo segmento de reta
I(d) ligando (0, L(d)) e (0, (R(d))). Veja Figura 5.2.
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Note que, se p é um ponto interior do segmento I(d), entdo o w-limite de p estd
localizado na regiao G se, e somente se R(d) < L(d). Neste caso, dizemos que G é uma
regiao atratora. Agora, o a-limite de p estd localizado na regiao G se, e somente, se
L(d) < R(d). Neste caso, diremos que G é uma regiao repulsora.

Analogamente as funcoes L(d) e R(d) definem uma regidao G(d) contida no semi-plano

inferior y < —1, que seré atratora, se L(d) < R(d), e repulsora se R(d) < L(d).

G(d) é uma regiao atratora. G(d) é uma regiao repulsora.

Figura 5.2: Regiao G(d).
Vamos encontrar agora valores de d para os quais 0 campo Yy apresenta uma conexao
de sela nao contida em uma reta.

Lema 5.1.4. Seja f e f funcoes definidas por

f(d) = R(d) — L(d),

f(d) = R(d) — L(d),
onde R, L, R e L sdo definidos pelos Lemas 5.1.2 e 5.1.3. Entdo:
a) f e f sdo continuas, f € crescente e f é decrescente.
b) Existe um unico calor dy para o qual f(dy) = 0.
¢) Eziste um tnico valor dy, para o qual f(dr) = 0.
d) 0 <dy <m <dp.

Demonstragao: A afirmagao a) é clara pelas definigbes das fungoes L(d) e R(d). Para

provar b) é suficiente mostrar que f(0) < 0, f(d) > 0 para algum ponto d > 0. Se
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f(0) > 0, teremos R(0) > L(0) de onde se conclui que G(0) é uma regiao repulsora. Mas,
se p é um ponto interior desta regiao, diferente da origem, teremos a(p) C G(0). Visto
que a origem é um atrator fraco (quando d = 0), a(p) nao pode ser a origem. Concluimos
entao que existe uma orbita fechada repulsora em volta da origem. Mas, a existéncia de tal
orbita é impossivel, pois um campo quadratico com uma reta invariante e um foco fraco
nao admite ciclos limites [14]. Vamos agora calcular os autovalores da matriz Jacobiana
do sistema x nos pontos de selas S; e Sy. As matrizes Jacobianas em Sy e S5 sao dadas

por

—VA e+ mx; —2n VA e+mx; —2n
JF(z1,—1) = e JF(xg,—1) =

0 T 0 T

Analisando JF'(x1,—1) chegamos a seguinte equagao caracteristica
P)\(Sl) = )\2 — (S(Il — \/Z)A — LUl\/Z =0.

Calculando as raizes de Py(S1) = 0 temos

—(xl—\/g)i—\/(xl—\/g)z—l—él(xlﬂ) B 1 — VA £ \/x%—Qxlx/Z—i—AjLélxl\/Z
2 B 2

o VAR VAL A VA @ VAR (2 — VB) £ (1 + VA)

2 2 2

Assim, os autovalores de JF(x1,—1) sa0o A\; = x1 e Ay = V/A. De forma analoga calcula-se
os autovalores de .JF (x5, —1) chegando a A} = x5 e Ay = V/A. Para d = 0, temos |zy| > z;.
Isto mostra que, se f(0) = 0, entdo a regiao G(0) serd delimitada por um grafico atrator.
Com a mesma argumentacao anterior, provamos que f(0) = 0 é impossivel. Entao,
devemos ter f(0) < 0. Como dli}r{r)lR R(d) = o0 e dli)rgL L(d) = 0, temos que f(d) > 0 para
algum d < Min{bg,br}. Visto que f é estritamente crescente, entao existe um unico valor
dy para o qual f(dy) = 0. Para provar ¢) é suficiente mostrar que f(me/n) < 0 e que
existe d < me/n tal que f(d) > 0, o que é feito de forma andloga ao anterior, usando

o fato de que a singularidade E para d = me/n é um repulsor fraco. Para provar d),
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considere o campo dado por (5.1) com d = m = 0, ou seja,

7 =ex + 2% + ny?,
X
y =z + xy.

Este campo tem as singularidades O e F' como centros, U; = Uy e Ly = L. Entao, temos

f(0) = f(0) = 0 se m = d = 0. Observamos agora que

(m(2,y), X (2,y)) = ((ma + ey + la® + may + ny®, 2 + 2y), (—7 — 2y, ey + l2® + ny?))
= —(z + zy)(mz + ey + l2* + mzy + ny?) + (z + 2y)(ey + l2* + ny?)

2

= (z + 2y)(—mx — ey — 12? — may — ny® + ey + 12 + ny?)

= (z + zy)(—mx — may) = —ma® — 2ma*y — mz’y? = —ma*(1 +y)?

é negativo quando m > 0 e x + 1 # 0. Concluimos entao, como no Lema 5.1.1, que
f(m) > 0, se f(m) estd definida e, entdo m > dy em todo caso. Da mesma forma

mostra-se que f(m) < 0 se f(m) estd definida e, portanto, m < dy.
|

Pelo Lema 5.1.4, vemos que X4, apresenta uma conexao Ly, entre as selas S; e s,
contida no semi-plano y > —1, x4, apresenta uma conexao L; entre as selas S; e S
contida no semi-plano y < —1. Se d nao ¢é igual a dy ou dr, entao x4 nao apresenta uma
conexao entre as selas S7 e Sy além da contida na reta y = —1. No préximo lema, vamos
utilizar fortemente o fato que um campo quadratico com uma reta invariante tem um

centro ou no maximo uma 6rbita fechada hiperbédlica [9].

Lema 5.1.5. Seja x4 o campo de vetores dado em (5.1) e sejam dp e dy, os valores

definidos no Lema 5.1.4. Entdo, temos:

a) xa tem uma orbita fechada (atrator hiperbélico) Oy em torno da origem se, e so-

mente se, d € (0,dy).

b) xa terd uma orbita fechada (repulsor hiperbdlico) Or em torno da singularidade E

se, e somente se, d € (dg, ™=).
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Demonstragao: Se d € (0,dy), entao f(d) < 0 e, portanto, w(C') C G(d), para todo C' €
G(d). Mas, w(C') # O, pois a origem é repulsora se d > 0 e assim podemos concluir que
existe uma 6rbita fechada Oy, contida em G(d). Por [9] esta érbita é unica e hiperbdlica.
Se supormos que Yy tem uma orbita fechada O em torno da origem para algum d > dy,
entao esta orbita sera atratora, pois a origem é repulsora e O sera a tnica érbita fechada
do campo de vetores. Seja p um ponto da bacia de atragao de O, localizado fora da regiao
limitada por O. Temos, entao, que w(p) = O e a(p) deve ser a sela S; ou a singularidade no
infinito A. Em todo caso, isso implica que w(U;) = O e temos f(d) definida e satisfazendo
f(d) < 0, contradizendo a hipdtese d > dyy. Suponhamos agora que Yy tenha um 6rbita
fechada O em torno da origem para algum d < 0. Esta orbita é repulsora, pois, a origem
estd atraindo e O é a tinica érbita fechada do campo de vetores. Entao, L(d) esté definida,
uma vez que nao podemos ter a(Uy) = O. Também temos R(d) bem definida, pois nao
temos w(U;) = 0 e obviamente d < dy e, assim, f(d) estd definida. Nao temos f(d) > 0,
pois d < 0 e f é crescente com f(0) < 0, pelo Lema 5.1.4. Portanto, f(d) < 0 e a regiao
G(d) é atratora, consequentemente O é atratora, uma contradigdo. O campo de vetores
Xq Nao exibe uma orbita fechada se d = 0 ou d = dy, pois esta Orbita, se existisse, seria
hiperbdlica e persistiria por pequenas variacoes de d, o que implica na existéncia de uma

orbita fechada para x4 quando d < 0 ou quando d > dy uma contradicao.
|

Com base nos lemas anteriores vamos agora descrever o comportamento das seis se-
paratrizes de selas Uy, Us, Ly, Lo, Zy € Z5. Em qualquer caso, independente do sinal de
m? — 4n(l — 1), o a-limite de U, serd S; se d = dy, pelo Lema 5.1.4. O mesmo lema
mostra que se diminuimos d teremos a(U;) = A e se aumentarmos o valor de d, tere-
mos a(U;) = O. Com argumentos similares mostramos que w(L;) é S1, E ou A se d é,
respectivamente, igual, menor ou maior que dj,.

Do Lema 5.1.1, quando m? — 4n(l — 1) > 0, segue que a-limite de Z; ¢ S se d = d;
e 0 w-limite de Z, é Sy quando d = dy. Concluimos também que a(Z;) = A se d > dj,

a(Z))=0sed<dy,a(Zy)=Ased>dyea(Zy) =FE sed< ds.
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O w-limite da separatriz U; e o a-limite da separatriz L, dependerd do sinal de m? —
dn(l —1).

Note que, pelos Lemas de 4.1.1 a 5.1.5, temos os seguintes casos:

a) Se m* —4n(l — 1) > 0 (xq tem duas ou trés singularidades no infinito), entao yg4
muda de comportamento em d € {0, dy, dy, dy, d, ™=}

b) Se m? —4n(l—1) < 0 (xq tem um par de singularidades no infinito), entao y; muda
de comportamento em d € {0, dy,dr, ™= }.

Ao observar o comportamento de yg quando o parametro d esta préximo de um ponto
do conjunto {0, dy,dy,ds,dr, 2} concluimos que quando m* — 4n(l — 1) > 0, temos os

seguintes comportamentos das duas separatrizes de selas w(U;) e a(Ls):

p

O se d<0,
Oy se 0<d<dy,
sy =] e AT
A se dy <d<dj,
C se d=dj,
\ B se d>d.
( B se d < do,
C se d=do,
o(Ly) = A se dy < d<dp,
S se d=dj,
Or, se dp <d<”=,
E se d= "=

\

Quando m? — 4n(l — 1) = 0, as singularidades no infinito B e C colidem em B; de
forma andloga, as singularidades B e C colidem em B. Veja a Figura 5.1. As tnicas
mudangas na tabela acima sao w(U;) = B, quando d > d; e a(Ly) = B, quando d < d.

Se m?—4n(l—1) < 0 e m # 0 nao teremos as singularidades B e B, consequentemente,
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nao teremos as separatrizes Z; e Z,. Assim,

p

0] se d <0,

Oy se 0<d<dy,

w(lh) =
S9 se d=dy,
\ A se d>dy.
.
A se d<dyp,
Sl se d= dL,
a(Ly) =

OL se dL<d<mT€,
E se d= "=,
n

\
Finalmente, quando m = 0, teremos somente um par de singularidades no infinito

e, pelo Lema 4.1.1 as singularidades O e E serao centros, quando d = 0, repulsores
hiperbdlicos, quando d > 0 e atratores hiperbdlicos, quando d < 0.

Observe que, no caso m = 0, os retratos de fase de y4 quando d < 0 e d > 0 sao
os mesmos que os retratos de fase quando d < 0 e d > me/n, respectivamente, no caso

m#0em?—4n(l — 1) < 0. Veja as Figuras 5.3, 5.4, 5.5 e 5.6.

d<0 d=0 d>0

Figura 5.3: Retratos de fase de x4 com m = 0.

Isto finaliza a demonstragao do Teorema 1.1.

5.2 Caso Nao-Convexo

Descreveremos nesta secao as possiveis configuracoes para os retratos de fase do campo

vetorial x quando as singularidades finitas formam um quadrilatero nao-convexo. Pelo
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Figura 5.4: Retratos de fase de x4 com m? — 4n(l — 1) > 0.

Lema 2.3.2, podemos escrever o campo como

|

o4

2 = dx + ey + 12 + may + ny?,
y' =z(l+y),
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Figura 5.5: Retratos de fase de x4 com m? — 4n(l — 1) < 0.

onde [ <0, <0< n.

As singularidades finitas sao S; = (z1,—1), Sy — (2, —1) e S = (0, —me/n), todos
pontos de selas e O = (0,0), uma anti-sela.

Se denotarmos por A\; < 0 < Ay, os autovalores da matriz Jacobiana associada ao

ponto de sela S, temos

A = 1 (dn—m5+ V/ (dn —me)? —45n2+4n52> ~0

2 n

n

N — % <dn—m5— v (dn —me)? —4£n2+4n52) ~0
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€
dp <d <™= d> "=

Figura 5.6: Retratos de fase de x4 com m? — 4n(l — 1) = 0.

e os autovetores (01,1) = (22L,1) e (03,1) = (222,1), onde 1 < 0 e g3 > 0.
Além disso, de acordo com o Lema 3.4.1, as singularidades no infinito, nas coordenadas

(u,w) sao: A = (0,0), um repulsor, B = (u1,0) e C' = (uy,0), ambos atratores, com
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u < 0 < uy. Denotaremos por A, B e C as singularidades simétricas no infinito.
Denotaremos por U; a separatriz instavel da sela S; e por U, a separatriz estavel da
sela Sy localizadas no semi-plano y > —1. Denotaremos também por L; a separatriz
instavel da sela S; e por Ly a separatriz estavel de S, no semi-plano y < —1.
Assim podemos concluir que o campo y sempre apresenta as orientacoes dadas pela

Figura 5.7.

Figura 5.7: Orientagoes de x para o caso nao convexo.

Denotaremos por Sy, , Su,, S, € Si, as separatrizes da sela .S, conforme a Figura 5.7.

Lema 5.2.1. Nas condi¢oes anteriores, temos: a(Sy,) = B,w(Sy,) = C,a(Ly) = C e
W(Ll) = B.

Demonstragao: Seja R; a regiao do disco de Poincaré com = > 0, y > —¢/n, Ry a
regiao onde x < 0, y > —e/n, R3 a regiao onde z < 0, y < —1 e R, a regiao onde z > 0
e y < —1. Observe que a campo sobre a reta y = —e/n tem componente y’ > 0 se z > 0

ey <0sex<D0.
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Assim, R; é positivamente invariante e, consequentemente, w(Sy,) = C; de forma
analoga, Ry é negativamente invariante e, portanto, a(Sy,) = B. Temos também que Rj

é negativamente invariante e R, positivamente invariante e, consequentemente, o(Ly) = C'

(§ (A)(L1> = B.
|

Entao, para descrever o retrato de fase do campo x com distribuicao nao-convexa,
devemos determinar w(Sr,), a(Sr,), a(Usz) e w(Uy).

Seja T o triangulo de vértices nos pontos de selas. Designaremos por t; o lado de
T que liga os vértices S e S7 e por ty o lado que liga os vértices S e Sy. Dizemos que
T atrai, repele ou é invariante em t; (respectivamente t5) se a érbita de qualquer ponto
p € t; (respectivamente p € ty) tende para o interior de T', exterior de T" ou é tangente
a t; (respectivamente t5), ou seja, T atrai, repele ou é invariante em t; (respectivamente

ts) se
(xe(p), (1,7)) = {(=y'(p), 2 (p), (1,7)))

é maior, menor ou igual a zero, onde r < 0 (respectivamente r > 0) é o coeficiente angular
da reta de suporte de t; (respectivamente t5).

Considere
n—le
d1 = (§ d2 = .
n no Uy

n—lsi

Lema 5.2.2. Nas condicoes acima, as sequintes afirmacgoes sao verdadeiras:

a) T ¢ invariante, atrator ou repulsor em t; se d = dy, d < dy ou d > dy, respectiva-

mente.

b) T ¢ invariante, atrator ou repulsor em ty se d = dy, d < dy ou d > ds, respectiva-

mente.

Demonstragao: A reta suporte de t; é y = rx — &/n, onde

E—nN
r =

< 0.

nIq
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Entao, se p = (z,y) é um ponto da reta, temos

(xa(p, (L)) = ((=y'(p),2'(p), (1,7)))

:<—x—:£(r:)3—%),d:£+€(m:—%)+l:52+ma?(r:£—%)+n(r:£—%)2,(1,r)>

<<—l’ —r2? + 2 dy +era — £ 4 12 + mra? — M 4 onp2p? — 2rze + %) ,(1,7))

n

—x —ra® + = 4 dra + er’r + lra® + mr?a? — " 4 oppde? — 2rfex

=2 (—r+lr+mr?+nrd) + o (=14 £ +dr +er? — 2L — 2r2%)
=r(nr?+mr+ (1 —1)2* = S +mr —r+lr)z+ (£ —1+de)a
= —p(r)z® + Sp(r)z + (dr — =) 2,
onde ¢(r) = p(u) — u(nu®) + mu +1—1 é a equagao das singularidades de y no infinito.
Sabemos pela Sec¢ao 2.3, que x; = z1(d) é bijegao de (—oo,00) em (0, 00), z1(d) é cres-
cente. Assim, existem d € (—o00, 00) tal que (d) = u; e, portanto, ¢(r(d)) = 0. Visto que

n—

nla, o que significa d = d;. Se

{(x1(p),(1,7)) =0 parap=Sep=25], temos que du; =
d > dy, entao u; < r(d) <0 eentao p(r(d)) <0ey=r(d)r— < énao invariante. Entao,
podemos concluir que

<XJ_(p)a (17 T)) >0

se p € t1. A prova que (x.(p),(1,r)) >0 se d < d; é similar.
|

Note que, por este lema, existe uma ligacao entre as selas S; e S se, e somente se,
d=d;, parai=1,2.
Na sequéncia usaremos o fato que um campo quadratico com uma reta invariante tem

um centro ou no maximo uma 6rbita fechada hiperbélica [9].
Lema 5.2.3. Nas condicoes anteriores, sequem as sequintes afirmacoes:

a) Se d > Max{dy,ds}, entio x ndo tem orbita fechada e w(Sr,) = A, a(Sr,) = O,
a(Uz) =0 ew(U;) = C.

b) Se d < Min{dy,ds} entdo, x nao tem drbita fechada e w(Sr,) = O, a(SL,) = A,
Oé(Ug) = E e (A)(Ul) =0.
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Demonstragao: Vamos provar a), a prova de b) é andloga. Toda 6rbita fechada de x
deve estar no interior de 7" e ao redor da origem. Visto que d > Max{d,,ds} > 0, a origem
é um repulsor e T repele em t; e t5. Como resultado de [9], temos que x nao tem 6rbitas

fechadas. As demais afirmagoes sao verificadas analisando as orientagoes de x. Veja a

Figura 5.8: Orientagoes do campo x para d > Max{dy,ds}.

Figura 5.8. Observe que as regides Ry e R3 sao positivamente invariantes e a regiao Ro,
compreendida na regiao limitada pelos segmentos de reta que ligam as singularidades Sy
a Sy, S;aSeSyals, énegativamente invariante. Sabemos que a(Us,) estd na regido
acima da reta y = —1, visto que esta reta é invariante. Pela orientagdo do campo x, a(Us)
nao pode ser A. Suponha que a(U,) seja B, entdo terfamos uma regidao positivamente
invariante delimitada pelo segmentos de reta que ligam S5 a S, pela separatriz de S que
estd ligada a B e pela separatriz de S5 ligada a B, que supomos existir. Mas, isso nio

pode ocorrer, visto que, no interior desta regiao nao temos nenhuma singularidade ou
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ciclo limite. Entao, a(Usy) deve estar na regiao Rs. Pela orientagdo do campo vemos que
a(Uy) nao pode ser a singularidade S; e entao concluimos que a(Us) = O. Como dito

anteriormente, observando a orienta¢ao do campo concluimos também que w(Sz,) = A,

Oé(SUl) =0e M(Ul) =C.
|

Observe que n — le = 0, implica que d; = dy = 0. Entao, se d = 0, as trés selas 5,
Sy e S estao ligadas e a origem é um centro pelo Lema 4.0.2. Este fato juntamente com
o Lema 5.8 permite-nos descrever o retrato de fase de y quando variamos o parametro d
no caso n — le = 0. Na sequéncia analisamos os casos em que n — le # 0. Primeiramente
vamos considerar n —[le < 0. Neste caso, visto que u; < 0 < usg, temos dy < d < d; e entao
T atrai em t; e repele em ¢y para todo d € (da, d;). Observamos que se d € (ds,d;), ou a
separatriz U esta contida em {z > 0} ou intercepta o eixo Oy em algum ponto entre O e
—e/n. Seja (0, R(d)) o primeiro ponto de intersegao de U; com o eixo 0y, seja (0, L(d)) o

ultimo ponto de intersecao de U, também com o eixo Oy.

Lema 5.2.4. Seja x o campo de vetores dado pela equagio (5.1) com n —le < 0 e
do < d<d.

a) A fungao R(d) é continua, estritamente crescente e definida em um intervalo (ag, dy),

ar <0, com lim R(d) =0 e lim R(d) = i
d=d, n

d—mR

b) A funcio L(d) € continua, estritamente decrescente e definida em wum intervalo

. —€ .
(do,br), by, >0, com dligllz L(d) = —e dligllL L(d) = 0.

Demonstracao: A fungdo R(d) é continua e definida em um intervalo pela variacao
continua da variedade instavel de S; com o parametro d. Ela esta definida em d = 0, pois
neste caso, a singularidade S é um foco ou um centro, pelo Lema 4.0.2, e, portanto, nao

podemos ter Uy € {x > 0}. Seja (ag,b,) o intervalo de definicdo de R. Para d = d; a

separatriz U; coincide com t; e entao bgr = d; e dhng R(d) = —¢/n. Visto que 0 € (ag, bgr),
—ral
ar <0e dlim L(d) = 0. pela definicao de R(d). A afirmacao ¢) é provada por argumentos
— QR
similares.
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Definimos f(d) = R(d) — L(d). Pelo Lema 5.2.4, f é continua, crescente e definida em
um intervalo (ag,br) C (do,d;). Para cada d € (ag,br), denotaremos por G(d) a regiao
do plano limitada pela parte da separatriz U; entre S; e (0, R(d)), a parte da separatriz
U, entre Sy e (0, L(d)), o segmento de reta entre S e Sy e o segmento de reta I(d), entre
(0, L(d)) e (0, R(d)).

Observamos que a regiao G(d) é atratora se f(d) < 0 e repulsora caso f(d) > 0.

Considere agora que n — le > 0. Neste caso, temos d; < 0 < ds e, entao, T repele em
t1 e atrai em ty para todo d € (dy, ds).

Observamos também que se d € (dy,ds) a separatriz Sy, estd contida no semi-plano
x > 0 ou Sy, intercepta o eixo Oy em algum ponto entre —1 e 0. Além disso, a separatriz
Sp, estd contida no semi-plano x < 0 ou Sy, intercepta Oy em algum ponto entre —1 e 0.

Denotaremos por (0, R(d)) o dltimo ponto de intersegao de Sz, com o eixo Oy e por
(0, L(d)) o primeiro ponto de intersecao de Sz, também com o eixo Oy.

A demonstracao do seguinte lema é similar a demonstracao do Lema 5.2.4.
Lema 5.2.5. Seja x o campo de vetores dado por (5.1), onden —le >0 e dy < d < ds.

a) A funcio R(d) é continua, estritamente crescente e definida em um intervalo (dy, bx),

b > 0 com dlgzll R(d)=—-1c¢e dllg%R(d) =0.

b) A funcdo L(d) é continua, estritamente decrescente e definida em um intervalo

(az,ds), ap <0, com lim L(d) =0 e lim L(d) = —1.
d—da

d—)af
O préoximo lema mostra que quando n —[le # 0, o campo vetorial y apresenta um ciclo

limite para algum valor do parametro d.

Lema 5.2.6. Seja x o campo de vetores dado por (5.1) com n —le # 0. Entdo existe d,
tal que f(d,) =0 ou f(d,) = 0. Além disso, d, =0 se m = 0 ou m(n — lg)d, < 0.

Demonstracao: Se n —le < 0, pelo Lema 5.2.4, lim f(d) <0e lim f(d) > 0 e entdo

existe d. € (ag,byr) tal que f(d.) = 0. Se n —le < 0, pelo Lema 5.2.5, dlim fld)>0e
—>aﬁ
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dli)r?ff(d) > 0 e entdo existe d, € (ag, by) tal que f(d.) = 0. Agora, se m(n —le) > 0 e
d = 0, a origem é um repulsor fraco e y nao tem uma orbita fechada pelo Lema 4.0.2.
Entdo, as regides G(0) ou G(0) sdo repulsoras e, entdo, f(0) ou f(0) é positiva, visto que
f ou f é crescente, devemos ter d, < 0. De forma andloga, se m(n —lg) < 0ed =0, a
origem é um atrator fraco e y nao apresenta uma orbita fechada, pelo Lema 4.0.2. Entao,
as regices G(0) ou G(0) sao atratoras e, entdo, f(0) ou f(0) é negativo e, visto que f
ou f é crescente devemos ter d, > 0. Se m = 0 e d = 0, novamente pelo Lema 4.0.2 a
origem é um centro e, entao, G(0) ou G(0) nao pode estar atraindo nem repelindo. Assim,

f(0) =0 ou f(0) =0, isto é, d, = 0.
u

Lema 5.2.7. O campo de vetores x dado pelo sistema (5.1) com m(n —le) < 0 (res-
pectivamente m(n — le) > 0) tem um orbita hiperbélica fechada atratora (respectivamente

repulsorora) se, e somente se, d € (0,d.) (respectivamente (d € (d.,0)).

Demonstracao Observamos que pelo Lema 5.2.6, d, = 0 se m = 0. Provaremos o lema
quando n —le < 0 e m > 0. Neste caso, d, > 0. Os demais casos sao similares. Se
d € (0,d,), entdao f(d) < 0, portanto, G(d) é uma regiao atratora. Visto que d > 0,
a origem ¢é repulsora, concluimos, entao, que existe pelo menos uma orbita fechada O
contida em G(d). Por [9] esta 6rbita é dnica e hiperbdlica. Suponha que x tenha uma
orbita fechada O em torno da origem para d > d,. Esta érbita é atratora, pois, ela é
Unica e a origem é repulsora para d > 0. Seja p um ponto na bacia de atracao de O,
localizado fora da regiao limitada por O@. Devemos ter w(p) = O e a(p) deve ser a sela
S1 ou a singularidade A no infinito. Em todo caso, isto implica que w(U;) = O e temos
f(d) definida e satisfazendo f(d) < 0, contradizendo a hipétese d > d,. Suponha agora
que x tenha uma orbita O em torno da origem para d < 0. Esta orbita é repulsora, pois,
é Unica e a origem é atratora para d < 0. Entao, L(d) estd definida visto que nao temos
a(Uy) = 0. Também temos R(d) definida, pois podemos ter w(U;) = 0 e obviamente
d < bg, entdo f(d) estd definida. Temos que f(d) < 0, pois, d < 0 e f é crescente,

portanto, a regiao G(d) é atratora e, consequentemente, O esté atraindo pontos de fora
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de O, uma contradicao. O campo de vetores nao pode exibir uma érbita fechada se d = 0
ou d = d,, pois esta Orbita seria hiperbdlica e persistente por pequenas variacoes de d,

implicando a existéncia de uma 6rbita fechada para y quando d < 0 ou quando d > d,.

A seguir, baseado nos lemas enunciados até aqui para o caso nao-convexo, apresenta-

remos o a-limite e w-limite das selas de y e o desdobramento do plano de fase, observando
os sinais de n — le e m, de acordo com a variacao do parametro d.

1. Cason —1le =0:

B se d<0, O se d<0,

a(lz) =4 S se d=0, wlUy) =4 S se d=0,

O se d>0. C se d>0.
A se d<0, O se d<0,
a(Sp,) =< S se d=0, w(Sr,) =4 Sy se d=0,
O se d>N0. A se d>0.

Veja Figura 5.9.
d<0 d=20 d>0

Figura 5.9: Retratos de fase de x4 com (n —le) = 0. Veja também as Figuras 5.7 e 5.8 para

os rétulos dos pontos de equilibrio.

2. Cason —le > 0:
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2
S
I
S =n

s

se

se

N

se

se

se

S G ©» b

se

Veja Figura 5.10.

(11) m = 0:
( A se
S se
OK(SLl) B se
S se
\ O se
Veja Figura 5.11.
(#ii) m < 0:
( A se
S se
Q(SLl) B se
S se
O se

se dy <0,
se dy =0,

se dy > 0.

d < dy,
d=d,
di < d < d,,
d = d,,
d, <d<0,
d>0.

d < dy,
d=d,
di <d <0,
d=0,
d> 0.

d < dy,
d=d,
di < d <d,,
d=d,,
d>d,.

W(Ul) =
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O se d; <O,

S se d; =0,

C se d;>0.

O se d<d,,

S se d=d,,

C se d,<d<dy,
Sy se d=d,,

A se d>ds.

O se d<0,

S se d=0,

C se 0<d<d,,
Sy se d=ds,

A se d>ds.

O se d>0,

O se 0<d<d,,
S se d=d,,

C se d,<d<dy,
Sy se d=dy,

A se d>ds.



iz
i
¢

S
B

ik

dy < d<d,

O§d<d2

d > dy

Figura 5.10: Retratos de fase de x4 com (n —le) > 0 e m > 0. Veja também as Figuras 5.7 e

5.8 para os rotulos dos pontos de equilibrio.

Veja Figura 5.12.

3. Cason —le <0:

A se d<dy,
a(Sp,) =1 S se d=d;
O se d>d.
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W(SLz) = S

O se d<d,,
se d=do,
C se d>d,.



d<d

%

ﬁ%
e

e

d < dy

S

d > dy

diy<d<0

;
i

Figura 5.11: Retratos de fase de xq com (n —le) > 0 e m = 0. Veja também as Figuras 5.7 e

5.8 para os rotulos dos pontos de equilibrio.

= ot

O

Veja Figura 5.13.

se

se

se

d < ds,
d = ds,
dy < d < d,
d=d,,
d>d,.

6

w(ly) =

7

=

Ve

R G O

Q »

se

se

se

d>0,
0<d<d,,
d =d,,
d, < d < dy,
d=d,
d > d.
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0<d<d,
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5

d>dy

i
pay

;

d, < d < ds

Figura 5.12: Retratos de fase de xq com (n —1le) > 0 e m < 0. Veja também as Figuras 5.7 e

5.8 para os rotulos dos pontos de equilibrio.

(i) m =

Veja Figura 5.14.

d < ds,
d = do,
dy < d <0,
d=0,
d> 0.

= 0

O
&

w(ly) =
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=

Ve
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D
&

v
B

d>d;

0<d<d,

9

Figura 5.13: Retratos de fase de x4 com (n —le) < 0 e m > 0. Veja também as Figuras 5.7 e

gt
&
3

5.8 para os rotulos dos pontos de equilibrio.

(iii) m < 0:

¢
B se d<ds, ¢

O se d>d,,
S se d=dy,

Sy se d=d,,
A se dy<d<d,, _

a(Uy) = wlU)) =5 A se d,<d<d,

s1 se d=d,,

S se d=d,

se dy<d<0,

C se d>d.

O se d>0. .




PRI
>

d<d2 d:d2 d2<
d=20 0<d<d d=
(); ( ;
d>d;

Figura 5.14: Retratos de fase de xq com (n —le) <0 e m = 0. Veja também as Figuras 5.7 e

5.8 para os rotulos dos pontos de equilibrio.

Veja Figura 5.15

Isto finaliza a demonstragao do Teorema 1.2.
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Figura 5.15: Retratos de fase de yg com (n —le) < 0 e m < 0. Veja também as Figuras 5.7 e

5.8 para os rotulos dos pontos de equilibrio.
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Conclusoes

Neste trabalho encontramos todos os possiveis retratos de fase para campos quadraticos
planares com quatro singularidades possuindo uma conexao heteroclinica de selas em linha
reta. Para isso, fizemos uma analise detalhada das singularidades, tanto na parte limitada
do plano, como na parte ilimitada do plano através da compactificacao de poincaré.

Um instrumento de grande valia neste estudo e provavelmente para trabalhos futuros
é o software P4 [10]. Este programa elaborado pelos matematicos Jaume Llibre, Freddy
Dumortier, Joan Carlos Artés e Chris Herssens, desenha o retrato de fase de um campo
polinomial planar no disco de Poincaré.

Para trabalhos futuros pretendemos estudar campos polinomiais quadraticos planares
com outras configuracoes, como por exemplo, possuindo retas invariantes passando por
alguma singularidade. Outra area de estudo interessante diz respeito aos campos polino-
miais planares de grau 3. O estudo de formas de compactificagao do plano para campos

nao polinomiais também parece interessante.
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