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Albert Einstein



Resumo

O objetivo desta dissertacao é estudar teoremas de melhor aproximagao do tipo Ky Fan
e o Teorema de Basha - Veeramani sobre a existéncia de pares de melhor proximidade de
multifungoes semicontinuas superiormente. Como aplicacao, serao apresentados resultados

sobre pontos fixos e existéncia de pares de equilibrio de jogos generalizados com restricoes.

Palavras—chave
Melhor aproximacgao, Teorema de Ky Fan, pontos fixos, par de melhor proximidade, par

de equilibrio, multifuncao fatoravel de Kakutani.
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Abstract

The aim of this dissertation is to study some best approximation theorems of Ky Fan
type and the Basha - Veeramani’s theorem of best proximity pairs for upper semicontinuous
multifunctions. As an application, we present some fixed point theorems and an existence

theorem of equilibrium pairs for constrained generalized games.

Keywords
Best approximation, Ky Fan’s theorem, fixed point, best proximity pair, equilibrium pair,

Kakutani factorizable multifunction.
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Introducao

Sejam C' um subconjunto nao-vazio de um espaco normado X e f : C — X uma
fungao. Se a equagao f(x) = x tem pelo menos uma soluc¢do, entdo f possui um ponto
fixo em C. Mas, se essa equagao nao possui solugao, é possivel encontrar uma ”solucao
aproximada”?

Em 1969, Ky Fan [26] demonstrou o seguinte resultado de melhor aproximagao:

Teorema 0.0.1 Seja C' um subconjunto nao-vazio convexo e compacto de um espago nor-

mado X. Se f:C — X € continua, entdao existe z € C' tal que
Iz = f(2)Il = d(f(2),C)

onde d(f(z),C) =inf {|ly — f(2)|| : y € C}.

Note que se f(C') C C, obtemos um teorema de ponto fixo.

Vérias generalizagoes desse Teorema foram obtidas. Veja o artigo de divulgacao de
Singh e Carbone [12].

Reich [34] generalizou o Teorema de Ky Fan para o caso em que C' é um subconjunto
nao-vazio, convexo e aproximativamente compacto de X e f(C') é relativamente compacto.

Singh e Watson [41] estabeleceram um Teorema do tipo Ky Fan para espagos de Hilbert.
Basta que C' seja um subconjunto nao-vazio, fechado e convexo de um espago de Hilbert
H e f:C — H uma fungao nao-expansiva com f(C) limitado.

A generalizagao do Teorema de Ky Fan para duas fungoes foi resolvida por Prolla [33]:

Teorema 0.0.2 Sejam C' um subconjunto nao-vazio, compacto e convexo de um espago
normado X e g : C'— C uma func¢ao continua quase afim e sobrejetora. Entao para cada

funcao continua f: C — X emiste z € C tal que

lg(z) = f(2)] = d(f(2),C).



Sehgal e Singh [38] estenderam o Teorema de Prolla para o caso em que C' é um
subconjunto nao-vazio, convexo e aproximativamente compacto. Também estabeleceram
um Teorema do tipo Ky Fan para multifuncoes continuas.

Apesar de um teorema de melhor aproximacao do tipo Ky Fan fornecer uma solugao
"aproximada” de pontos fixos de func¢oes e multifungoes, nao hé garantia que ela seja 6tima.

Considere dois subconjuntos A e B nao-vazios de um espaco normado X e T': A — 25
uma multifuncao. Que condigoes garantem a existéncia de a € A tal que d (a, T(a)) =
inf {d(z,T(z)) :x € A} ?

Como d(z,T(z)) > d(A,B) :==inf {|lz —y|| : # € A ey € B}, a solucdo Stima deve
satisfazer a igualdade

d(a,T(a)) = d(A, B).

O par (a, T (a)) ¢ denominado par de melhor proximidade de T'.

Note que se d(A, B) = 0, entao a é ponto fixo de 7.

Basha e Veeramani [3] estabeleceram um Teorema que garante a existéncia de um par
de melhor proximidade de uma multifuncio 7' : A — 28 semicontinua superiormente,
sendo A e B subconjuntos nao-vazios, convexos e compactos de um espaco normado X.

O problema de existéncia de par de melhor proximidade é muito interessante, princi-
palmente para matemaéticos que investigam a teoria dos pontos fixos. Veja os trabalhos
recentes na literatura [2], [10], [11], [20], [21], [22], [27], [42] e [44].

O objetivo deste trabalho é estudar teoremas de melhor aproximagao do tipo Ky Fan
e um resultado sobre existéncia de par de melhor proximidade de multifuncoes. Como
aplicagao, serao apresentados resultados sobre pontos fixos e pares de equilibrio de jogos
generalizados com restrigoes.

A seguir, descrevemos os assuntos abordados em cada capitulo.

No Capitulo 1, apresentaremos notagoes, defini¢oes e alguns resultados que serao uti-
lizados nesta dissertacao.

No Capitulo 2, estudaremos as condigoes de existéncia e unicidade de melhor apro-
ximacgao em espacos normados. Abordaremos também as propriedades da projecao métrica.
Os conceitos e resultados deste capitulo serao utilizados nos capitulos seguintes.

No Capitulo 3, apresentaremos o Teorema de Ky Fan em espagos normados, suas
extensoes e variagoes. Além disso, analisaremos a relagao desses resultados com a teoria
dos pontos fixos.

Finalmente, no Capitulo 4, introduziremos a definicao de multifungao fatoravel de



Kakutani e estudaremos o Teorema de par de melhor proximidade demonstrada por Basha
e Veeramani [3]. Para ilustrar, consideraremos uma aplicagao em teorias dos jogos. Trata-
se de um teorema sobre a existéncia de par de equilibrio de jogos generalizados com

restri¢oes estabelecido por Srinivasan e Veeramani [43].



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos algumas notagoes e resultados bésicos que serao utili-
zados nos capitulos posteriores.

Sejam S um conjunto e T" um subconjunto de S. Denotaremos o complementar de T’
em relacdo a S por T¢ ou S\ 7.

Sejam X um espago normado e A C X. Indicaremos a fronteira de A por 0A e o
conjunto dos pontos interiores de A por int(A).

Dados a € X e r > 0, fixaremos as seguintes notagoes:

B(a,r) = {zeX:|z—al| <r},
Bla,r] = {zeX:|lz—a|| <71} e

Sx = {xeX: |z =1}

Sejam Y um espaco de Hausdorff compacto e K = R ou K = C. Denotaremos por
C(Y,K) o espago das fungoes continuas de Y em K, munido da norma || f|| = sup | f(¢)].
Indicaremos por £>°; o espago das sequéncias limitadas = (z,) com a norrfay |2]| 0o =
sup |z,|.
neN

Utilizaremos a notacao ¢/, 1 < p < oo, para indicar o espaco das sequéncias x = (z,,)
1

[e.9]

00 P
tais que Z |z, [P < oo, munido da norma ||z, = [Z |xn|p] :
n=1

n=1

Definicao 1.0.1 Seja X um espago vetorial.

(i) Dados x,y € X, o conjunto [x,y] := {(1 —Nz+Ay:0< A< 1} ¢ chamado segmento.
(i2) Um subconjunto M de X é convexo se A\x1+(1—N)zy € M para quaisquer x1,x2 € M
e <A<,

(iii) Seja S um subconjunto de X. A envoltoria convexa de S, denotada por co(S), € o

4



conjunto de todas as combinagoes convexras de pontos em S':

co(S) = {zn:)\zxz 0< N\ < 1,zn:)\i =1ux € S}.
i=1 i=1

A seguir, descreveremos alguns resultados bésicos que serao utilizados nos préximos
capitulos.

Os Teoremas 1.0.2, 1.0.3 e 1.0.4 podem ser encontrados em Simmons [40].

Teorema 1.0.2 (Teorema de Aproximacao de Weierstrass) Se f : [a,b] — R ¢
continua, entao dado € > 0, existe um polinomio p : [a,b] — R tal que |f(z) — p(x)| < €

para todo x € [a,b).

Teorema 1.0.3 (Teorema de Pitagoras) Sejam X um espacgo vetorial com produto in-

terno e v,y € X. Se x ey sio ortogonais, entdo ||z + y||* = ||z||* + ||y|*.

Teorema 1.0.4 (Lei do paralelogramo) Seja X um espago vetorial com produto in-

terno. Para todo z,y € X tem-se ||z + y||* + |z — y||* = 2(|=||* + [ly||*)-

A demonstra¢ao do préximo Teorema encontra-se em Clarkson [13].

Teorema 1.0.5 Para quaisquer x,y € P com 2 <p < oo eq= P tem-se
2([|[1” + lyll”) < llz +yllP + [l =yl < 27 (=[P + [[y]”) (1.1)
~1
2([l /P + lyl?)* <l +yll” + |z — yl|? (1.2)
Iz -+ ylP + [z = yll” < 227 + [l (1.3)
T4y x—y|P < x Y . .

Para 1 < p < 2 estas desigualdades sao vdlidas no sentido contrdrio.

Definicao 1.0.6 Sejam X um espaco normado, f € X e M um subconjunto de X. A

distancia de f a M é o numero real nao-negativo
d(f,M) = inf ||f —p||.
(F.M) = inf 111 =l

Definicao 1.0.7 Dados subconjuntos nao-vazios A e B de um espaco normado, define-se

a distancia entre A e B por
d(A,B) =inf {|la—b|| :a € Aebe B}.

Proposicao 1.0.8 Sejam X um espag¢o normado e M um subconjunto nao vazio de X.

Sex,y € X, entdo |d(x, M) —d(y, M)| < ||z —y||.



Demonstracgao. Para qualquer w € M, segue da desigualdade triangular que
d(x, M) = inf [l —p[| < [lz —w| <z =yl + [y — w].
peEM

Logo d(z, M) — ||z — y|| < |ly — w||. E consequentemente d(x, M) — ||z — y|| < d(y, M).
Portanto

d(x, M) — d(y, M) < ||z —yl| (1.4)

Por outro lado
d(y, M) = inf |ly —p| <y —w| < |ly — z[| + |z — w].
peEM

Logo, d(y, M) < ||z — y|| + ||* — w||. E consequentemente d(y, M) < ||z — y|| + d(z, M).
Portanto

Finalmente, por (1.4) e (1.5) temos

|d(z, M) — d(y, M)| < ||z — . (1.6)

Definicao 1.0.9 Sejam X e Y conjuntos nao-vazios e 2¥ o conjunto de todos os subcon-
juntos de Y. Uma aplicagdo ¢ : X — 2Y que associa a cada v € X um subconjunto p(x)

de Y € denominada multifuncao.

Definicao 1.0.10 Seja ¢ : X — 2¥ wuma multifuncdo. O grdfico de ¢, denotado por Gre,
€ definido por
Gro={(z,y) e X xY :y € p(z)}.

Se A € um subconjunto de X, entao o conjunto p(A) := | J{p(z): x € A} € chamado
imagem de A pela .
Dado um subconjunto B de Y, a imagem inversa de B pela o, denotado por ¢~ '(B),
€ definido por
¢ '(B) = {r € X : p(x) N B # 0}.

Definicao 1.0.11 Sejam X,Y e Z espacos topoldgicos. Se ¢ : X —2Y ep: Y — 27 sio
multifuncoes, a composicao, denotada por 1o o : X — 27, é definida por (¢ ) (p) (x) =
Uiv() iy €plx)} VYoeX.



Definicao 1.0.12 Sejam X e Y espacos topoldgicos. Uma multifuncio ¢ : X — 2Y
¢ chamada semicontinua superiormente (respectivamente inferiormente) se ¢~ (G) € fe-
chado (respectivamente aberto) em X para cada fechado (respectivamente aberto) G em

Y.

Dizemos que @ € continua se @ € semicontinua superiormente e inferiormente.

Proposicao 1.0.13 Sejam X e Y espacos topoldgicos. Se Y é Hausdorff e p : X — 2V
¢ uma multifungdo semicontinua superiormente tal que o(x) é compacto para todo x € X,

entao Gry € fechado.

Proposicao 1.0.14 Sejam X e Y espacos topologicos. Se Y € um espaco de Hausdorff
compacto e o grdfico da multifuncdo ¢ : X — 2¥ ¢ fechado, entdo ¢ €é semicontinua

supertormente.

Definicao 1.0.15 Se X C Y e ¢ : X — 2Y ¢ uma multifuncao, um ponto x € X € dito
um ponto fizo de ¢ se x € p(x).

s

Definicao 1.0.16 Sejam X e Y espacos topoldgicos. Uma multifuncdo ¢ : X — 2Y €

denominada compacta se p(X) estd contido em um subconjunto compacto de Y .

Os préximos resultados encontram-se em Bohnenblust [4] e Himmelberg [19], respecti-

vamente.

Teorema 1.0.17 (Bohnenblust e Karlin - 1950) Seja S um subconjunto nao-vazio,
convexo e fechado de um espaco de Banach.

Suponha que para cada x € S € dado um subconjunto nao-vazio F(x) C S. Se
a Ty, =T, Yo =Y, Yn € F(xy,), implica y € F(x);

b. a uniao U F(z) estd contido em algum conjunto sequencialmente compacto T ; entdo

zeSs
existe xg € S tal que xy € F(xp).

Teorema 1.0.18 (Himmelberg - 1972) Seja C um subconjunto nao-vazio e convezo de
um espago normado X. Se ¢ : C' — 2¢ € uma multifuncdo semicontinua superiormente

tal que p(x) € um subconjunto nao-vazio, fechado e convexo para cada x € C' e o(C) estd

contido em um subconjunto compacto de C', entao ¢ possui um ponto fixo.



Capitulo 2

Melhor aproximacao em espacos

normados

Sejam X um espaco normado e M um subconjunto nao-vazio de X. Se f € X, queremos

determinar v € M tal que
f—ul|| = inf ||f —p|-
17 = ull = inf 117
Discutiremos o problema da existéncia e unicidade de tais elementos e como eles variam

em funcao de cada f € X.

2.1 Existéncia

Nesta se¢ao, veremos que se M é um subconjunto aproximativamente compacto de um
espago normado X, entao a existéncia de elementos de melhor aproximacao a cada f € X
é assegurada.

Utilizaremos as referéncias Deustch [15] e Mhaskar [30].

Definicao 2.1.1 Sejam X um espaco normado, f € X e M um subconjunto de X.
Se existe p* € M tal que

15 = #ll = d(f, M) = inf |1 = pl. (2.1)

dizemos que p* € um elemento de melhor aproximacao de f por elementos de M. Deno-
taremos por Py (f) o conjunto dos elementos de melhor aproximagdo de f por elementos

de M.



Observagao 2.1.2 Seja X um espaco normado. Se ) # M C X ndo € fechado, entdo
existe um ponto limite f de M tal que f ¢ M. Neste caso, Py(f) = 0.

n+1

Exemplo 2.1.3 Seja M = {IGR:x: ,nGN}.
Se =3, d(f. M) = inf |f =pll =1 e Pu(f) = {2},
Se [ =0, d(f,M)=f [f—pll =1 e Pu(f) = 0.

O exemplo abaixo mostra que podemos ter Py (z) = ), mesmo quando M é um subcon-

junto fechado de X.
1 3
Exemplo 2.1.4 Considere X = C([—1,1], R) munido da norma || f|| = [/ ‘f(t)|2dt] .
-1

SejaM:{fEX:/lf(t)dt:O}.
0

Primeiramente, mostremos que M é fechado. Seja f € M. Existe uma sequéncia (f,,)

em M tal que f, — f.

/O 1 £(¢) dt

Temos

/0 F(t) — fult) dt

</ 150 = £o) ar
[/1 |£(t) —fn(t)|2dt] [/11 dt]
- V2 (/_11 |£(t) —fn(t)|2dt>

= V2| f—ful.

IN

D=

1
Como || fn — fI| = 0, segue que / f(t) dt =0 e portanto, f € M.

0
Seja h : [—1,1] — R definida por h(t) =1 V¢t € [—1,1]. Note que h € X.
Para cada g € M,

=gl = [ |ute)=glo) a
= [ s at+ [ =200+ 0] d
= /0]1—9(t)|2dt+1+/192(t)dt
1.
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A igualdade é verificada se, e somente se,

1, —-1<t<0

Y

g(t) =
0, 0<t<l.

Tal funcdo g é descontinua, o que prova que d(h, M) > 1 e que d(h,g) > 1 para toda
ge M.

Considere agora 0 < & < 1 e defina a fungao h. : [-1,1] — R por

Note que h. € M.

Como

1 0 N2 1 c
h—h|?= ht—hstht:/ 1+ -) dt /dtzl d
=l = [ o) = nofar= [ (145 s [Car=1+3

segue que d(h, M) < 1. Logo d(h, M) =1 < d(h,g) Vg€ M.

Portanto, nao existe melhor aproximacao de h por M.

Proposicao 2.1.5 Seja X um espago normado. Se M é um subconjunto nao-vazio e

fechado de X e yo € M é uma melhor aproxrimagao de xo € X \ M, entdo yo € OM.

Demonstracao. Se int(M) = (), ndo ha o que demonstrar. Se yo € int(M), entao existe

r > 0 tal que B(yo,r) C M.

Seja
S n T
= T
4 s+ry0 s—l—ro
onde
s = d(zo, M) = ||lzo — yol|-
Temos
TS
— = < 2.2
||?/1 yo|| s+ r ( )
e
2
— = < 2.3
iy = zoll = == < s 23)

Como y; € B(yo,r) C M, obtemos uma contradi¢ao através da desigualdade (2.3). B
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Definicao 2.1.6 Seja X um espaco normado. Dizemos que um subconjunto M de X ¢é
limitadamente compacto se M N B € compacto para toda bola fechada B em X.

Todo conjunto compacto € limitadamente compacto. Num espago normado de dimensao
finita, todo conjunto fechado € limitadamente compacto pois as bolas fechadas sao compac-

tas.

Definicao 2.1.7 Sejam X um espaco normado e M um subconjunto de X. Uma sequéncia

(yn) em M é dita minimizante para x € X se
[ = ynll = d(z, M).

Dizemos que M € aproximativamente compacto se, para cada v € X, toda sequéncia
(yn) em M, minimizante para x, tem uma subsequéncia que converge para um elemento
de M.

O conceito de aproximativamente compacto foi introduzido por Efimov e Stechkin [17].

Proposicao 2.1.8 Se M € um subconjunto aproximativamente compacto de um espago

normado X, entao M ¢é fechado em X.

Demonstracgao. Seja y € M. Existe uma sequéncia (y,) em M tal que y, — y.
Temos d(y, M) = 0. Logo, ||lyn — yl| — d(y,M). Como M é aproximativamente
compacto, existem a € M e uma subsequéncia (y,;) de (y») tal que y,, — a. Segue da

unicidade do limite que a = y. Portanto, y € M. |

Proposicao 2.1.9 Seja H um espaco de Hilbert. Se M é um subconjunto convezxo e

fechado de H, entao M ¢é aprorimativamente compacto.

Demonstracao. Sejam = € H e (y,) uma sequéncia em M, minimizante para x. Segue

da lei do paralelogramo e do fato de M ser convexo que

Hyn - ymH2 = ||(:L’ - yn) - (‘T - ym>||2

= 2 (llz = gull® + llz = yaull®) = 1122 = (v + ya) |I®
1
= 2 (e = wll* + llz = yll") =4 lle = 5 (¥n + ) I
< 2 (llz = yall* + llv = ymll*) — 4 d(x, M)*.
Como ||z —y,|| = d(x, M) e ||z — ym|| — d(z, M) segue que (y,,) ¢ de Cauchy. Como H é
completo, (y,) converge para algum elemento y € H. Sendo M fechado, segue que y € M.

Assim, M é aproximativamente compacto. |
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Teorema 2.1.10 Seja M um subconjunto nao vazio de um espago normado X . Considere
as sequintes afirmagoes:

(a) M €é compacto;

(b) M € limitadamente compacto,

(c) M € aproximativamente compacto;

(d) Pu(f) £0 VS € X.

Entao (a) = (b) = (¢) = (d).

Demonstracao

(a) = (b). Trivial

(b) = (¢). Seja M limitadamente compacto. Sejam x € X e (y,) uma sequéncia em

M, minimizante para x. Como ||z — y,| — d(z, M), existe ny € N tal que y,, € M N

Blz,d(x, M) + 1] para todo n > ny. Sendo M limitadamente compacto, existem uma

subsequéncia (y,,) e y € M N Blz,d(xz, M) + 1] tais que y,, — .

(¢) = (d) Sejam f € X e (y,) uma sequéncia em M, minimizante para f. Como M é

aproximativamente compacto, existem uma subsequéncia (y,, ) e y € M tais que y,, — .
Assim,

1 =l = Jim [ =y, | = d(, M),

Portanto, y € Py(f). [ |
Observagao 2.1.11 (d) # (c¢) # (b) # (a).
Os préximos exemplos ilustram a Observacao 2.1.11.

Exemplo 2.1.12 Seja X = {5 0 espaco das sequéncias reais com quadrados somdveis
oo 1
munidos da norma ||z|| = (Z ]xn]2)

2
n=1
1}.

Note que Py (0) = M e Py(x) = {ﬁ cx € ly\ {O}} Entretanto, M nao é
x

se x = (x,) € ly. Considere M = {x € ly : ||z|| =

aproximativamente compacto.

De fato, considere a sequéncia (e,) em M definida por e, = (0,...,0,1,0,...), cuja
n-ésima coordenada é 1 e as demais nulas. Temos ||e,|| =1 = d(0, M),Vn € N.

Assim (e,) é uma sequéncia minimizante para 0. Como ||e,, — e,|| = /2 para todo

m # n, segue que (e,) nao possui subsequéncia convergente.

Exemplo 2.1.13 Sejam (5, como no Ezemplo 2.1.12, e M = {x € {5 : ||z| < 1}.
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Como M ¢é convexo e fechado, segue da Proposicao 2.1.9 que M é aproximativamente
compacto. A sequéncia (e,) definida no Exemplo 2.1.12 nao possui subsequéncia con-
vergente e assim concluimos que M = M N B[0, 1] ndo é compacto. Portanto, M nao é

limitadamente compacto.

Exemplo 2.1.14 Seja X = {3, como no Exemplo 2.1.12. Sejae; = (1,0,0,...) a sequéncia

cuja primeira coordenada € 1 e as demais nulas.

Provemos que M = {ae; : a € R} é limitadamente compacto. Dados a € ¢y e 7 > 0,
seja (z,) uma sequéncia em M N Bla,r], isto é, x, = aye; e ||z, —al| < r,Vn € N.

Como (z,) é uma sequéncia limitada, segue que (a,,) é uma sequéncia limitada de
nimeros reais. Logo, existem ay € R e uma subsequéncia (a,,) ¢ ap € R tais que
Qp,, — 0. Assim, z,, — ope;.

Como ||z, — al < r, temos |ape; — al| < 7. Logo, ape; € M N Bla,r]. Assim,
M N Bla,r] é compacto e concluimos que M ¢é limitadamente compacto. Entretanto M
nao é compacto. De fato, a sequéncia (y,,) = (ne;) em M, nado possui uma subsequéncia

convergente, pois
|90 = Ymll = |2 —m| > 1, ¥n # m.

Corolario 2.1.15 Seja X um espaco normado. Se M é um subespaco de dimensdo finita

de X, entdao Py(f) # 0 para cada f € X.

Demonstracao. Se M é um subespaco de dimensao finita de X, entao M é fechado.
Logo, M N B é fechado para qualquer bola fechada B em X. Além disso, M N B é um
subconjunto limitado de M. Usando o Teorema de Heine - Borel, concluimos que M N B

é compacto. Assim, segue do Teorema 2.1.10 que Py (f) # () para cada f € X. |

Exemplo 2.1.16 No Coroldrio 2.1.15 € essencial que a dimensao do subespaco M seja

finita.

De fato, sejam M o conjunto dos polinémios reais definidos em [0, 1] e C([O, 1], R), 0
espago das fungdes reais continuas em [0, 1]. Note que dim M = oc.

Seja f(t) = v/t. Pelo Teorema da aproximacdo de Weierstrass, dado e > 0, existe um
polinomio P, € M tal que

|f = Pell = sup [f(t) — P(t)] <e.

te(0,1]
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Assim, inj\f/[ |f — |l = 0. Como f nao é polinémio, nao existe py € M tal que
peE

- = inf ||f —p|| =0.
17 = poll = inf If = pll = 0

2.2 Unicidade

Esta secao é baseada nas referéncias Deutsch [15] e Mhaskar [30].
O elemento de melhor aproximacao nem sempre € tinico, como ilustra o seguinte exem-

plo.

Exemplo 2.2.1 Considere o espaco R? munido da norma ||(z1,x2)|| = max{|z1|, |z2|}.
Seja M = {(z1,79) € R? : 1 = 0}. Se f = (2,0), entio d(f, M) =2 e Py(f) ={(0,2) :

O critério de unicidade que estudaremos envolve a nocao de convexidade estrita.

Definicao 2.2.2 Um espago normado X ¢é estritamente convexo se para quaisquer x,y €
r+y

X tais que |12 = 1yl = ||

=1, tem-se x =y.

Clarkson [13] provou que todo espago de Banach separavel admite uma norma equiva-
lente estritamente convexa.
A préxima proposigao fornece varias caracterizagoes da convexidade estrita para espacos

normados.

Proposigao 2.2.3 Seja X um espago normado. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) ||z = |yl =1 e [Jax + (1 — a)y|| =1 para cada 0 < a < 1 implica x = y.

(i1) X € estritamente convexo.

(111) Se x,y € X \ {0} satisfazem a condicao |z + y|| = ||z|| + ||y||, entdao existe X > 0 tal
que y = \x.

(iv) A esfera unitdria Sx nao contém segmentos.

Demonstragao. (i) = (it). Basta tomar a = %

(i1) = (uii). Sejam z,y € X \ {0} tais que ||z + y| = ||z|| + ||yl

Sem perda de generalidade podemos assumir [|y|| > ||z||. Assim,

2>’L+L:’I+y_y+yH
= el | = el el el
r+y 1 1
> | - (- )
o ERT
Izl + 1) _ [l

+1=2.




Como resultado, obtemos

T
’ Ty
el Iy
isto é,
1( T y
_ — _|_ i
H2 =zl My
Segue de (i7) que
.1' —_—
el
Assim,
llyll
Y
]

=2,
i

)=

15

(#4i) = (iv). Suponha que existem a,b € Sx, a # b, tal que o segmento [a,b] C Sx.

Assim,
E
1=l|lza
2
Como
Lol +
50
Segue que
1 n 1b
—a — —
2 2

1 1
Logo, por hipdtese, existe A > 0 tal que §b = )\§a, isto é, b = Aa.

Mas

L= [[ol] = [[Aall = Allal] = A.

3l

2

Assim, b = a, e chegamos a uma contradicao.

(iv) = (7). E imediato.

3 =1

Exemplo 2.2.4 O espago R?* com a norma ||(xy,22)|| = max{|z|, |xs|} ndo € estrita-

mente convexo.

De fato, tome z = (1,1) e y = (1,0). Temos

[zl = llyll =

r+y

2

H—l e T #uy.

Exemplo 2.2.5 O espaco l, das sequéncias de nimeros complexos limitadas munido da

norma usual nao € estritamente convero.
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De fato, considere as sequéncias x = (1, 1,0,0,...) em que os dois primeiros termos sao
iguais a 1 e os demais nulos e y = (—1,1,0,0,...), cujos dois primeiros termos sao —1 e 1
e os demais nulos.

Temos

I—;yH =1 e z#uy.

[2llce = [lylloc =

Exemplo 2.2.6 O espaco C([a,b],R) com a norma ||h| = sup |h(t)| ndo € estritamente

tela,b]
convexo.
t—
Com efeito, as fungdes f(t) = leg(t) = b—a, t € [a,b], sdo continuas e || f|| = ||g]| = 1.
—a
t—a
IF ol = s |1+ 2% =2 mas f2o
t€la,b] -

Exemplo 2.2.7 Todo espaco de Hilbert é estritamente convezo.

Tty
2
Usando a identidade do paralelogramo, obtemos

De fato, sejam x,y € X e ||z]| = ||y|| = =1.

lz + 5l + [l = ylI* = 2[]2|* + 2]ly|I* = 4.

Assim, , ,
£ty I~ (2.4)
2 2
Como || 2 i yH =1, segue de (2.4) que = = y.

Exemplo 2.2.8 O espaco {,,, 1 < p < 0o, com a norma usual € estritamente convezo.

De fato, sejam z,y € ¢, tais que ||z|| = |ly|| = 9

x+yH_1

Caso 1: p > 2.

Segue da desigualdade (1.1) que

lz+ylP + -yl <2772 =27

Assim,
z+yll” -yl
<1 2.5
2 2 - (25)
Como xT—HJH =1, segue de (2.5) que x = y.

Caso 2: 1 <p<2.
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Usando a desigualdade (1.2), obtém-se

lz+yl|?+ [lo —yl? <2271 =20,

Assim,
z+yll? |lz—y]’
<1 2.6
2 2 - (26)
Como || i yH =1, segue de (2.6) que = = y.

Apresentaremos a seguir, o principal resultado desta segao.

Teorema 2.2.9 Sejam X um espaco normado estritamente convexo, M um subconjunto

convexo de X ex € X \ M tal que Py (x) # 0. Entdao Py (x) € unitdrio.

Demonstracao. Sejam =z € X \ M. Se p1,p2 € Py(x), entao
lp1 — z|| = [Ip2 — z|| = d(z, M).

Assim,

1 1 1
|50+ = 2] < Sl =2l + Gl = ol = o, 2.

1
Como M é convexo, §(p1 +po) € M.

Logo,
H%(Pl +po) — z|| = d(x, M).
Portanto,
L 1 11
WHM -zl = WHPQ —z| = @0 ||§(p1 o) — | =L
Como X ¢ estritamente convexo, segue-se que p; = ps. -

Corolario 2.2.10 Se M ¢é um subconjunto nao vazio, fechado e convexo de um espaco de

Hilbert H, entao Py(x) € unitdrio para todo x € H.

Demonstragao. Segue da Proposi¢ao 2.1.9 e do Teorema 2.1.10 que Py(z) # () para
todo x € H. Como H é um espaco normado estritamente convexo, segue do Teorema

2.2.9 que Py(x) é unitario para todo z € H. [ |
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2.3 Unicidade de melhor aproximacao no espaco das
funcoes continuas

O espaco C([a, b], R) munido da norma do supremo nao é estritamente convexo (veja
Exemplo 2.2.6). Assim, o critério de unicidade de melhor aproximagao, Teorema 2.2.9,
nao se aplica a este espago normado.

Em 1918, A. Haar [18] obteve uma caracteriza¢ao da unicidade do elemento de me-
lhor aproximacao de qualquer f € C([a, b],R) a subespacos vetoriais n-dimensionais de
C’([a, b],R).

Discutiremos nesta secao, um conceito introduzido por Haar e o resultado cléssico
de unicidade de melhor aproximacao uniforme em C'(X,K), onde X é um subespago de
Hausdorff compacto contendo pelo menos n pontos.

Esta se¢ao é baseada no Capitulo 3 da referéncia [16].

Definicao 2.3.1 Seja X um espago de Hausdorff compacto contendo pelo menos n pontos.
Um subespago vetorial n-dimensional M de C(X,K) satisfaz a condi¢io de Haar se todo
q € M\ {0} tem no mdzimo n — 1 zeros distintos em X. Neste caso, M €é denominado

subespaco de Haar ou subespaco de Chebysheuv.

Exemplo 2.3.2 Os subespagos P,_1([a,b],R) e P,_1([a,b],C) dos polinomios reais e
complexos, respectivamente, de grau menor ou igual a n — 1 definidos em [a,b] satisfa-

zem a condi¢cao de Haar.

O seguinte resultado fornece mais exemplos de subespacos de Haar.

Proposicao 2.3.3 Seja g € C(”_l)([a, b],R) (espag:o das fungoes reais com derivadas até
ordem n—1 continuas em [a, b] ) tal que g~V ndo se anula em (a,b). Entdo, o subespaco

M gerado por {1, x, ..., x"f2,g} ¢ um subespaco de Haar n-dimensional de C’([a, b},R).

Demonstragao. Como ¢g"~Y ndo se anula em (a,b), g ¢ Pn_2([a,b],R) e o conjunto
{1,z,..,2"2 g} é linearmente independente.

Suponha que M nao satisfaz a condicao de Haar. Entao existe uma fungao f =
p + Ag, para algum p € Pn,Q([a, b],]R) e A € R\ {0}, tal que f possui pelo menos n
zeros distintos em [a, b]. Aplicando o Teorema de Rolle sucessivamente, concluimos que
f=2) = pr=2) 1 X g("=2) possui pelo menos dois zeros distintos em (a, b). Como p»~ = 0,

g™ tem pelo menos um zero em (a,b). Isto contradiz a hipdtese. |
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Proposicao 2.3.4 Seja X um espaco de Hausdorff compacto contendo pelo menos n pon-
tos. Se M € um subespago vetorial n-dimensional de C(X,K), as sequintes afirmacoes sao

equivalentes:
(i) M satisfaz a condi¢ao de Haar.

(11) Para quaisquer n pontos distintos xq,xs, ..., z, de X e qualquer base {¢1, da, ..., On}

de M o Gram determinante generalizado

| ¢1(z1)  @a(x1) - Pu(w1) _
o R P1(z2)  P2(x2) - Pu(w2)
¢17¢27"'7¢n : : :
| Du(@n) da(wn) oo dnlaa) |
€ nao-nulo.

(11i) Dados n pontos distintos xy,...,x, € X e n escalares A, ..., \, € K, o problema de
interpolagao de Lagrange (encontrar ¢ € M tal que q(x;) = X;, 1 < j <n) tem uma

unica solucao.
Se X =la,b] e K =R, as afirmagdes acima sao equivalentes as sequintes afirmagoes:

(iv) Existe uma base {¢p1, ..., o} de M tal que para qualquer escolha de pontos x; < xg <

.. <y de [a,b], temos

T1,L2y cccy Ty

> 0.
¢1’ ¢2; ceey ¢n
(v) Para qualquer escolha de pontos a = xo < x1 < ... < Tp_1 <z, = b, existe ¢ € M tal
que
q(z;) =0, 1<j<n-1
q(z) #0 Vo € [a,b\{z1,...,xn_1}
(—1)("=Dg(x) >0 Vo e (zj-1,25), 7=1,2,...,n.

Demonstracao. (i) = (i7) Assuma (ii) falso. Entao existem n pontos distintos z; € X,

1 < j <mn, euma base {¢1,...,0,} de M tal que

L1, L2y ey Ty

¢17¢2; 7¢n

=0.
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Isto implica que podemos escolher uma solugdo nao-trivial (5, P, ..., B,) do sistema

linear homogéneo

( arpi(x1) + aedo(xr) + + andn(r1) =0
1 g1(r2) 4+ ga(r2) + 0 A+ apdu(z2) =0
L 051¢1(1'n) + a2¢2<xn) + o+ Oén¢n(£n) =0

n

Assim, o elemento nao-nulo g = Z Bi¢; de M possui n zeros distintos, o que contradiz
i=1
(1).
(17) = (i17) Dados n pontos distintos z1, ..., z,, € X e n escalares A, ..., A, € K, (ii) implica
n

que o sistema linear g a;¢i(z;) = Aj, 1 < j <n, tem uma unica solugdo (ay,ag, ..., ).

i=1
Assim, ¢ = Z &;¢; € o unico elemento de M satisfazendo q(z;) = A;, 1 < j < n.
i=1
(731) = (i) Suponha que M nao satisfaca a condi¢do de Haar. Logo, existe ¢ € M \ {0}

com pelo menos n zeros distintos, x4, ..., x,, ou seja,
q¢i(z;) =0, j=1,..,n
Mas se g2 € a funcao identicamente nula, temos
@(z;) =0, j=1,..,n.

Logo, o problema de interpolagao para os pontos zi,...,2, e os escalares \; = 0,
7 =1,...,n, ndo tem uma unica solucao.

Agora suponha que X = [a,b] e K=R.
(17) = (iv) Seja {1, ..., o, } uma base de M. Por (ii), podemos afirmar que

L1, X2y 5 Ty

¢17 ¢27 s (bn

£0

para quaisquer n pontos distintos x; < 25 < ... < x, de [a, b].

Afirmamos que

L1, T2y ...y Ty T1,X2,..., T

>0 ou G > 0
¢17¢27"'7¢n _¢17¢27'“7¢n

para qualquer escolha de n pontos distintos z1 < z9 < ... < x,, de [a, b].
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Suponha, por absurdo, que existem pontos distintos y; < yo < ... < Y, € 21 < 29 <

.. < 2z, de [a,b] tais que

Y2y ooy YUn 21y 29y eeey Zn
G ol >0 e G b < 0.
¢17¢27"'7¢n ¢17¢27~--7¢n
Pela continuidade da funcao
tyr + (1 —t)zy, tyo+ (1 —1%)2z9, ..., ty,+ (1 —1)z,
PN Y1+ ( )21, tys + )22 Y ( ) em  [0,1],
¢1a ¢27 sy qbn

pode-se concluir pelo Teorema do Valor Médio que existe ¢y € [0, 1] tal que

toyr + (1 —to)z1, toya + (L —to)22, -y toyn + (1 —to)2n _0
o1, b, b |
o que contradiz (7).
(iv) = (v) Seja {¢1, Pa, ..., Pn } uma base de M tal que
G Yl b >0 para todo 1y <y <..<y, em [a,b].
¢1, @2, -0y P

Dados os pontos a = 29 < 11 < 29 < ... < Tp_1 < T, = b, defina g € M por

L1, T2y -3 Tn—1,T
¢1, ¢27 L) an—l; d)n

Temos ¢(z;) =0, 1 < j <n —1, pois o determinante tem duas linhas repetidas.

q(x) =G

Se z € [a,b]\{z1,za,...,x,_1}, indicaremos a ordenacao dos pontos xy,xg,...,Tp_1 € T
/ / /
por ) <zh < . <.

Por hipodtese,

/ / /
1) %2 yn
G > 0.
¢17¢27-"7¢n
Note que a posicao de x em relacao aos pontos x1, xs, ..., ¥,_1 nos fornece
/ / / / / /
L1, Ty ey Ty Ty, Loy ooy Ty
a(x) =G ou qlx) = -G
¢17¢2a"'7¢n ¢17¢27"'7¢n
Logo, q(x) # 0.
Se x € (xj_1,2;), j = 2,...,n — 1, temos por hipétese,
1, oy Tj—1, T, Tj, ..y Tp—-1
G > 0.

BLy ey e s



22

Precisamos de n — j trocas para obtermos ¢(z). Se n — j for par, temos g(x) > 0 e se
n — j for fmpar, q(z) < 0. Logo, (=1)"g(x) > 0 se x € (z;_y,z;).
(v) = (ii) Seja {1, ..., o} uma base de M e sejam dados a < x; < g < ... < x, < b.
Por hipétese, para cada j € {1,...,n} existe p; € M tal que p;(x;) # 0 e @;(z;) =0, 1 <
1<n e i#].

Claramente, {¢1, -+ ,¢,} é uma base de M. Além disso,
0 Pa(w2) 0 0
T1,T2y ..., Ty
G = : : : : # 0
P15, P25 -5 Pn
0 0 e Spn—l(xn—l) 0
0 0 0 )

pois todos os elementos da diagonal principal sao diferentes de zero.

Para cada i € {1,...,n}, podemos escrever ¢; = Z%‘j(ﬁj, ondea;; ER V. 1<4,5<

j=1
n.
A matriz A = o]}, satisfaz
¢1(x) p1(z)
¢2_<x) — 4. ‘pQFx) ¢ detA#0.
| 6.(@) | | gn(a)
Logo,
L1y eeey Ty, Ty ey Ty,
G = detA-G # 0.
¢17"'7¢n P15 Pn

Uma caracterizagao da melhor aproximacao em C' (X, K) é dada pelo seguinte resultado.

Proposigao 2.3.5 (Kolgomorov - 1948 [24]) Seja X um espaco de Hausdorff com-
pacto. Sejam M um subespago vetorial n-dimensional de C(X,K), f € C(X,K) ep e M.

Entao p € Py(f) se, e somente se, para cada q € M,

maXRe{ [f(x) —p(z)}?x)} >0 (2.7)

T€AQ

onde Ay :={z € X : |f(z) —p(z)| = |f — | }-

No caso real, a condigdo (2.7) € escrita na forma

max {[f(z) — p(x)]q(z) } > 0.

TEAQ
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Demonstracao. Assuma que p € Py(f) e seja E := || f — p||. Suponha que (2.7) ¢ falso.
Logo, existe ¢ € M tal que

max Re{ [f(z) — p(x)}@} =-20

TEAQ

para algum 6 > 0.

Pela continuidade da funcao acima, existe um aberto G em X, Ay C G, tal que
Re{ [f(2) —p(x)}q(x)} < -0 Vzxed.

Seja p; :=p — Ag, onde A > 0 é pequeno. Seja M = sup |q(z)].
zeX

Caso 1. z € (.

Temos

f(@) —p@)P = |(f(@) = p() + A q(@)]”
= |f(z) = p(x)] + 2 Re{ [f(x) — p(fﬁ)]@} + Ng(x)?
< E? —92)\0 + N2\

Se escolhemos A < M 20, entao A2M? < A\, e obtemos
If(z)—p(@)P<E*-)0 Vzed (2.8)

Caso 2. z ¢ G.
Seja F'= X \ G. Note que F' C X é fechado e portanto, compacto. Além disso,

|f(z) —plx)| < E VzeF.
Assim, existe 0 > 0 tal que
|f(x) —px)|<E—0 VeeF
Se escolhermos \ tal que A < (2M)~16, entao
J J
(@) = pi(@)] < [f(2) = p(@)[ + Ag(2)| < E =0+ 5 =E~o Voel (2.9)
Segue de (2.8) e (2.9) que tomando A < min{M 20, (2M)~1§}, obtemos
If =pull < E=f =2l

o que contradiz p € Py(f).
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Reciprocamente, assuma

maXRe{[f(x) —p(x)}m} >0 Vge M.

r€Ag

Seja p; um elemento arbitrario de M. Existe xy € Ay tal que para ¢ = p — py,

Re{ [f(xo) —p(xo)]M} > 0.

Logo,

[F@o) = pr()|” = |f(wo) = plao)[ + 2Re{ [F(z0) — plwo)a(wo) } + [a(ao)|*

> | f(xo) — p(xo)|* = [If - pl>
Assim, [|f — p|| > [|f — p||. Portanto, p € Py(f). n

Lema 2.3.6 Seja X um espaco de Hausdorff compacto que possui pelo menos n+1 pontos.
Sejam M um subespago de Haar n-dimensional de C'(X,K) e f € C(X,K). Sep € Py(f),

entao o conjunto
Ay ={z € X :|f(z) —p(x)| = If —plI}

contém pelo menos n + 1 pontos.

Demonstragao. Suponha que Ay = {z1,...,25} onde s < n. Como existe x € X tal que
|f(x) — p(x)| <[ f — pll, temos || f — p[| > 0.
Pela Proposicao 2.3.4, existe ¢ € M tal que g(xy) = — [f(xk) — p(xk)], k=1,..s.
Assim,

max Re{ [/() = p(2)]a(@) } = max { = [ £(@) = p@n)[} = =I1f = pl* <0

x€Ap 1<k<s

o que contradiz a Proposicao 2.3.5. |
O préximo teorema é o resultado classico de Haar sobre a unicidade do elemento de

melhor aproximagao de qualquer f € C'(X,K) a um subespagco vetorial de dimensao finita.

Teorema 2.3.7 Sejam X um espaco de Hausdorff compacto contendo pelo menos n pon-
tos e M C C(X,K) um subespago n-dimensional. Entao M é um subespaco de Haar se, e

somente se, Py(f) € unitdrio para cada f € C(X,K).

Demonstracao. Se X possui exatamente n pontos, pela Proposicao 2.3.4, cada funcao
definida em X ¢ igual a um elemento de M determinado de maneira tnica.

Assim, podemos assumir que X contém pelo menos n + 1 pontos.
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Sejam f € C(X,K) e E := |f —pll,p € Pu(f). Suponha que pi,ps € Py(f). Seja

1

q= 5(191 + pa).

Temos

1 1 1 1
If =al = |50 =)+ 50 =) < 517 =pll+ 507 = ol

_ %d(f, M)+ %d(ﬂ M) = d(f, M).

Por outro lado, d(fu M) S ”f - q” LOgO7 d(f7 M) = ||f - QH

Pelo Lema 2.3.6, existem pelo menos n + 1 pontos x1, ..., z,11 € X tais que

|f (i) = qlzs)| = d(f, M).

Sejam

alr) = f(z:) —pi(zi)

Blxzi): = [fxi) —p2(x), i=1,..,n+1

Temos |a(z;) + 5(:v,)| =28, |a(x)| < E, |B(x;)] < E, i=1,...,n+1 Masisto é
possivel, somente se a(x;) = B(x;). Logo, pi(x;) = po(x;), ¢ =1,...,n+ 1. Como M é
um subespacgo de Haar, segue que p; = po.

Reciprocamente, suponha que Py/(f) é unitdrio para cada f € C(X,K) e provemos
que M é um subespaco de Haar. Seja {¢1, ..., ¢, } uma base de M.

Suponha, por absurdo, que M nao satisfaz a condicao de Haar. Logo, pela Proposicao

2.3.4, existem n pontos distintos x1, ..., z, € A tais que o sistema linear
a1¢1(xg) + oo +andn(zg) =0, k=1,..,n (2.10)

tem solugoes nao-triviais.

Escolha uma solu¢ao nao-nula (f, ..., 3,) do sistema linear (2.10) e seja

Q(z) :== pr1o1(T) + . + Bupn(z), x€ X.

_ QW
Q1

A transposta do sistema linear (2.10)

Seja Py (x) reX.

c1¢i(xy) + ... F endi(x,) =0, i=1,---,n (2.11)

também possui solucoes nao-triviais.
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Seja (71, ..., 7») uma solucao nao-nula do sistema (2.11) tal que Z |v:| = 1. Alguns
i=1
dos /s podem ser nulos, mas o conjunto

L:={ke{l,.,n}:y #0} #0.

Pelo Teorema de Tietze sobre extensao de fungdes continuas, existe f, € C'(X,K) tal

que B

folzy) = &, kel

|7k
fox)] < 1,  2eX
Temos que
F: C(X,K) - K
f = Z’Yk f(xr)

¢ um funcional linear continuo e ||F'|| = Z |7k| = 1. Para cada ¢;, i = 1,. F(o;) =

k=1
Logo F(q) =0 Vq€ M.

Defina
filz) == (1 - ]Pl(x)Dfo(x), veX.

Temos

F(h) = Z%(l — | Py (s Dfo )

Z% fo(zy) = Z% % Z [l = 1.
k=1
Como ||F||=1e F(q) =0 Vq € M segue que
=F(f)=F(hi—g <IIFIIfi—al =1/ —qll Vqge

ASSim7 1= F(fl) S d(flaM>
Para todo « € [0, 1],

|fi(z) — aPi(z)| < |filz)| + | P(z)] < 1= |Pi(2)|+ |Pi(z)| =1 V2 eX.

Logo,
Ifi — Py < 1<d(f1,M).

Como aP; € M, obtemos
If1 — aPy|| = d(f,, M) Ve €[0,1].

Assim, Py/(f1) nao é unitario, que é uma contradicao. [ |
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2.4 Projecao Métrica

Nesta secao, estudaremos as propriedades e a continuidade da projegao métrica. Se-
gundo Deustsch [15], este termo foi primeiramente usado em um artigo de Aronszajn e
Smith [1].

A projecao métrica é utilizada, por exemplo, para estudar a existéncia de solugoes de
desigualdades variacionais em espagos de Banach. Veja [28].

Usaremos a projecao métrica nos capitulos posteriores.

Definicao 2.4.1 Seja M um subconjunto nao vazio de um espaco normado X. A multi-

funcao

Py: X —2¥

x +— Py(z)

€ denominada projecao métrica.

Dizemos que M € proziminal quando Py(x) # 0 para cada x € X. Quando Py (z) €

unitdrio para cada x € X, dizemos que M ¢é um conjunto de Chebyshev.

Proposicao 2.4.2 Sejam X um espag¢o normado e M um subconjunto ndao vazio de X.
Entao

(a) Py(x) € fechado Vo € X;

(b) se M é convezo, entao Py(x) € convexo Va € X ;

(c) se M é aproximativamente compacto, entdo Pyp(x) € nao vazio e compacto Vx € X.

Além disso, Py(K) € compacto para qualquer subconjunto compacto K C X.

Demonstracgao. Seja x € X arbitrario.
(a) Se y € Py(z), entdo existe uma sequéncia (y,) em Py (z) tal que y, — y. Temos
|z — yn|l = d(z, M) Vn €N,

Assim, [l —y[| = lim [lo =y, || = d(z, M).

Portanto, y € Py (z).

(b) Se Py(x) é vazio ou unitario, o resultado é trivial. Sejam y,z € Py(x) e u =

ay+ (1 —a)z, onde 0 < o < 1. Como ||z — y|| = ||z — z|| = d(x, M), temos
[z —ull = lla(z —y) + 1 = a)(z = 2)[| < allz —yll+ 1 =-a)le—=|
= ad(z, M)+ (1 —a)d(z, M)
= d(z,M).
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Note que u € M pois M ¢é convexo.
Assim,

d(z, M) = ||z — ull

ou seja, u € Py(z).
(c) Segue do Teorema 2.1.10 que Py (z) # 0 para todo = € X. Seja (y,) uma sequéncia
em Py (z), isto é,

|z — yal| = d(z, M) Vn €N, (2.12)

Como (y,) é minimizante para = e M ¢é aproximativamente compacto, existe uma
subsequéncia (y,, ) que converge para um elemento y € M.

Assim, segue de (2.12) que
lz =yl = lim [l =y [l = d(z, M).
— 00

Portanto, y € Py (z).
Provemos agora que Py (K) é compacto para qualquer compacto K C X. Seja (y,)

uma sequéncia em Py (K) = U Py(z). Existe uma sequéncia (x,) em K tal que y, €

reK
Py(z,) Vn €N, isto é,

|9 — 20| = d(zn, M).

Como K ¢é compacto, existem a € K e uma subsequéncia (z,,) de (z,,) tal que x,, — a.

Temos
d(zn;, M) — d(a, M)
e
d(a7 M) < Ha - ynJH < Ha - xn]‘“ + ||xn] - ynj”
= |la =2y, || + d(zn;, M).
Logo,

la = yn, || = d(a, M).
Como u; =y, € Py(K)C M VjeNe M éaproximativamente compacto, existem
y € M e uma subsequéncia (u;,) de (u;) tal que uj, — y.

Temos

la = wji ]| = lla =yl
LOgO, ||a - y” = d<a7M)7 isto é7 yE PM(a) - PM(K)

Assim, concluimos que Py (K) é compacto. [ |
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Teorema 2.4.3 Seja X um espago normado. Se M C X € aproximativamente compacto,

entao Py : X — 2M ¢ semicontinua superiormente.

Demonstracao. Provemos que
P F)={re€X:Pylx)NF #0}

¢é fechado para todo fechado F' em M.

Seja y € Py, (F). Assim, existe uma sequéncia (y,) em P, (F) tal que y, — y. Seja
vy € Py(yn) N F, n € N. Usando a Proposigao 1.0.8, |d(y,, M) — d(y, M)| < ||y, — vl

obtemos

dy, M) < |ly = oull < |ly = yull + lyn — vall
< 2y =yl +d(y, M).

Como 2|y — y,|| + d(y, M) — d(y, M), segue que
ly = onll = d(y, M). (2.13)

Assim, (v,) é uma sequéncia minimizante para y. Como M é aproximativamente
compacto, existe uma subsequéncia (v,, ) que converge para um elemento vy € M. Segue
de (2.13) que

Ay, M) = Jimn [ly — vy, || = ly — o]

Portanto, vy € Py (y) N F. Isto prova que y € Py, (F). [ |

Corolario 2.4.4 Seja X um espaco normado. Se M C X € um conjunto de Chebyshev

aprorimativamente compacto, entao a projecao métrica Pyy € continua.

Demonstracao. Como M ¢ aproximativamente compacto, segue do Teorema 2.4.3 que
P, é semicontinua superiormente.

Provemos que P, é semicontinua inferiormente. Seja G um conjunto aberto em M.
Se 7y € Py (G), entdo Py(wo) NG # 0. Como Py é semicontinua superiormente, segue
que [Pﬂ_j (GC)} ¢ ¢ aberto em X.

Como M é Chebyshev, xq € [PA? (GC)}C. Assim, existe uma vizinhanca U de x tal
que U C [PJQI (GC)}C. Isto implica que Py () NG # 0 Va € U. Portanto, U C Py, (G).
|
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Proposicao 2.4.5 Sejam X um espaco de Hilbert, M C X um subespago vetorial Chebyshev,
vEM eze X. Entiov = Py(z) se, e somente se, z —v € M*, isto é, < z—v,u>=0

para todo u € M.

Demonstragao. Sejam z € X e v = Py(z). Suponha por absurdo que z—v ¢ M~*. Logo,
existe w € M com ||w| = 1 tal que (z—v,w) # 0. Portanto, o elemento z —v— (z —v, w)w
¢é ortogonal a w.

Do Teorema de Pitdgoras segue que
lz =] = |lz—v—{(z—v,w)w+ (z —v,w)w|?
= [I(z = v) = {2 = v, w)w|* + [|(z — v, w)w]?
= [l(z = v) = {z = v, wpw|* + [(z — v, w)[?
> |[(z —v) = {z — v, w)wl||*.
Logo,
Iz = vll > [I(z = v) = (z = v, w)wl,
o que ¢é impossivel, pois v + (z — v, w)w € M e v € Py(z). Portanto, 2 —v € M.
Reciprocamente, suponha que v € M e z —v € M*. Entao (z —v,u) =0 Vu € M.

Pelo Teorema de Pitagoras,
lz—v—ull? = Iz = ol + ull? > || = o] Vue M.
Logo, v = Py(2).
Observagao 2.4.6 Se M ¢ um subespaco vetorial fechado de um espaco de Hilbert X,

entao M €é um conjunto de Chebyshev (Coroldrio 2.2.10).

Neste caso, Py coincide com a projecao ortogonal de X sobre M.

Corolario 2.4.7 Se X ¢ um espaco de Hilbert e M C X é um subespacgo vetorial Chebyshev,

entao Py € um operador linear.

Demonstracao. Sejam u,v € X e «, f € K. Pela Proposigao 2.4.5, u— Py (u) e v— Py (v)

sao elementos de M. Como M+ é um subespaco vetorial,
au+ Bv — [aPy(u) + BPyu(v)] = a(u— Py(u)) + B(v — Py(v)) € M*.

Além disso, aPy(u)+BPy(v) € M. Segue da Proposicao 2.4.5 que aPy(u)+5Py(v) €
Py (au+ Bv). Como M é Chebyshev, obtemos

aPy(u) + BPy(v) = Py(ou + fo).



Capitulo 3

O Teorema de Ky Fan e algumas

generalizacoes

O Teorema de Ky Fan sobre melhor aproximacao é uma ferramenta usada em anélise
nao-linear, teoria da aproximacao, teoria dos pontos fixos e desigualdades variacionais.

Existem varias generalizagoes do Teorema de Ky Fan na literatura. Veja o artigo de
divulgagao de Singh e Carbone [12].

Nesta dissertacao, estudaremos os resultados mais conhecidos que se encontram nas
referéncias Reich [34], Prolla [33] e Sehgal-Singh [38], [37].

Apresentaremos também um teorema do tipo Ky-Fan para espacos de Hilbert, demons-

trado por Singh e Watson [41], e as aplicagdes em teoria dos pontos fixos.

3.1 O Teorema de Ky Fan sobre melhor aproximacao
em espacos normados.

Apresentaremos nesta se¢ao, o teorema de Ky Fan e resultados sobre os pontos fixos,
como por exemplo, o Teorema do ponto fixo de Schauder. Estudaremos também uma
extensao do Teorema de Ky Fan para subconjuntos aproximativamente compactos de um
espaco normado cuja demonstragao é baseada no Teorema do ponto fixo de Himmelberg.

A demonstragao do lema abaixo encontra-se em Ky Fan [25].

Lema 3.1.1 Seja C um subconjunto ndao vazio, compacto e convero de um espaco nor-
mado. Seja A um subconjunto fechado de C x C' tal que
(a) (z,x) € A para todo x € C;

31
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(b) para cada y € C fixado, o conjunto {z € C: (z,y) ¢ A} é convezxo ou vazio.
Entao existe y, € C tal que C' x {y.} C A.

O préximo resultado é o interessante Teorema de Ky Fan sobre melhor aproximacgao

em espagos normados.

Teorema 3.1.2 (Ky Fan - 1969 [26]) Seja C' um subconjunto nao vazio, convero e
compacto de um espago normado X. Se f : C — X € continua, entio existe y, € C

tal que

ly. — ()]l = d(f(3.).C).

Em particular, se f(C) C C, entao y. € um ponto fixo de f.

Demonstracao. Considere o conjunto

A={(z.y) €Cx C:la— @) = Iy~ W

Usando a continuidade de f, é facil verificar que A é fechado. Além disso, A satisfaz
as condig¢oes do Lema 3.1.1.
(a) Claramente, (z,z) € A Vx € C.
(b) Seja y € C fixado arbitrariamente. Provemos que T':= {z € C': (z,y) ¢ A} é convexo
ou vazio. Se T # (), sejam z1, 29 € T, isto é, (z1,y) ¢ A e (x2,y) & A.

Assim

lzr = F)ll <y = F@)
lz2 = F)l <y = F@)I-

Logo, para cada t € [0, 1], temos

(1= t)ar +tao — f(y)| = (1= t)zr +taa +1f (y) — tf () = fW)]]
< A=z = fWI +tlze = fW)l
< A=y = fWI+tly = fWI
= lly—= @l

Isto prova que (1 — t)xq + txg € T 'Vt € [0, 1], ou seja, T é convexo. Usando o Lema

3.1.1, concluimos que existe y, € C tal que C' x {y.} C A, isto é,

|z = fy)ll > Ny« = fly)l| Vo eC.
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Portanto,

ly. — (@)l = d(f(w.).C).

O Teorema do ponto fixo de Schauder é um coroldrio do Teorema 3.1.2.

Teorema 3.1.3 (Schauder - 1930 [35]) Seja C' um subconjunto nao-vazio, compacto e

convezro de um espago de Banach X. Se f:C — C € continua, entao f possui um ponto

fizo.

Demonstragao. Note que d(f(y),C) =0 Vy € C, pois f(y) € C. Pelo Teorema de Ky

Fan, existe y, € C tal que

lye = f(yo)ll = d(f(y.),C) = 0.
Portanto, f(y.) = y.. -

Observagao 3.1.4 O Teorema 3.1.3 continua vdlido se a condi¢do espago de Banach for

substituida por espaco normado.

Corolario 3.1.5 Sejam X um espago normado sobre K (K = R ou K = C) e C' um
subconjunto nao-vazio, compacto e convero de X. Se f:C — X é uma fungao continua
que satisfaz a condi¢ao:

(i) para cada y € C, existe A € K tal que |\ <1 e y+ (1 —N)f(y) € C;

entdo f possui um ponto fixo.

Demonstracao. Suponha que f nao possui ponto fixo. Pelo Teorema 3.1.2, existe y, € C

tal que
ly = flyll = d(f(ys),C). (3.1)
Por hipétese, existe A € K tal que [A| <1 e zg:= Ay + (1 —N)f(y.) € C. Temos
2o = f(y) = Mye — f(3))- (3.2)

Segue das igualdades (3.1) e (3.2) que

0 < flys = flyll < llwo = fly)ll = [A] g = f(w:)ll-

Ou seja, |A| > 1, o que contradiz o fato de |A| < 1. [
O seguinte exemplo mostra que a condi¢ao de compacidade no Teorema de Ky Fan nao

pode ser eliminada.



34

Exemplo 3.1.6 Sejam X = {5 com a norma usual e C = {x € {5 : ||z| < 1}.
Note que C' ndao € compacto, pois dim ly = c0.

A funcao

f:C — 52

T = (.CEl,.TQ, ) — ( 1-— H.CE”Q,ZL’l,QTQ, ceey Ty )

¢ continua. Além disso, f(C) C C, pois ||f(x)]| =1 VzeC.

Se ezistisse Y. = (Y1, Y, ...) € C tal que

ly — f(y)ll = d(f(y.), C),

entdo f(y.) = yu, pois f(y.) € C.

Assim,
||y*|| = ||f(y*>|| =1 e f(y*> =Y« = (anlay% ) = (ylayQa )
= y; =0 VjeN.
Logo, y. = (0,0,...) € a sequéncia com todos os elementos nulos, o que contradiz
gl = 1.

O proximo resultado é uma extensao do Teorema de Ky Fan para subconjuntos aproxi-
mativamente compactos de um espaco normado. A ferramenta utilizada na demonstracao

¢ o Teorema de Himmelberg (veja Teorema 1.0.18).

Teorema 3.1.7 (Reich - 1978 [34]) Seja X um espaco normado. Seja C um subcon-
Junto ndao-vazio, convexro e aproximativamente compacto de X. Se f: C — X € continua

e f(C) € relativamente compacto, entdo existe y, € C tal que

lye — F(u)ll = d(f(3.).C).

Demonstracao. Considere a projecao métrica P : X — 2°.

Defina a funcao multifungao

F:C — 2¢

Aplicaremos o Teorema de Himmelberg a F. Pelo Teorema 2.4.3, Po é semicontinua

superiormente. Além disso, f é continua. Logo, F' é semicontinua superiormente.
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Como C' é um subconjunto nao-vazio, convexo e aproximativamente compacto, segue da
Proposigao 2.4.2 que F(x) é um subconjunto nao-vazio, compacto e convexo de C' para
todo z € C.

Provemos agora que F'(C') é um subconjunto de um compacto de C.

Temos

F(C) C F(O) = | Flz) = | Pe(f(@) = Pe(f(C)) € Pe(F(C) c O (33)
zeC zeC
Como C é aproximativamente compacto e m é compacto, segue da Proposicao 2.4.2
que Po (m) é compacto.
Assim, segue de (3.3) que F'(C) estd contido em um compacto de C'. Pelo Teorema de

Himmelberg existe y,. € C tal que y, € F(y.), ou seja,

Iy — Fll = d(F(5.),C).

3.2 Teorema do tipo Ky Fan em espacos de Hilbert

Nesta secao, estudaremos um Teorema de melhor aproximacao do tipo Ky Fan em
espagos de Hilbert, demonstrado por Singh e Watson. Como consequéncia, apresentaremos

demonstracoes mais simples de resultados conhecidos sobre pontos fixos.

Definicao 3.2.1 Sejam X e Y espacos normados. Uma funcao F : X — Y € dita nao

expansiva se ||F(x) — F(y)|| < ||l — y|| para quaisquer xz,y € X.

Proposicao 3.2.2 Sejam X um espaco com produto interno, M um subconjunto convexo
de X e Py(x) unitdario para cada x € X.

Entao

i. Re(x — Py (), Pu(z) — Pu(y)) >0 e Re(Pu(y) — vy, Pu(xz) — Py(y)) >0
Vo, y € X;

ii. Py € nao expansiva.

Demonstracao.

i. Como M é convexo, temos

APy (y) + (1= N Pyl(z) € M X e (0,1).



Assim,
lz = Pu@)|* < [lo = APu(y) = (1= NPy (@)

= |lz = Pu@) + A(Pu(@) = Pu() |’
= o = Pu(@)|]* + X[ Pus(a) = Puw)||” +
+ 2\ Re(x — Py(x), Py(x) — Py (y)).

Ou seja,

N2|| P () — PM(y)H2 + 2\ Re(x — Py(z), Py (z) — Py (y)) > 0.
Consequentemente,

N[ Par(z) = Par(y)||* + 2Re(z — Pas(2), Par(x) — Par(y)) >0 YA€ (0,1).
Fazendo A — 0%, obtemos
Re{x — Py(x), Py (x) — Py(y)) > 0.
Analogamente, podemos provar que
Re(Py(y) —y, Pu(x) — Pu(y)) > 0.

ii. Segue de i. e da desigualdade de Cauchy- Schwarz que

| Pa(z) — Pu(y)||” <

+ Re(Py(y) — v, Palz) — Pur(y)) + || Par() — Pu(w)|’

e{r = Pu(x), Pr(x) = Pu(y)) +
i (

I
av

Re(

( (

e(x — Pu(x), Pu(x) — Pu(y)) +
+ Re(Pu(x) — Pu(y), Pu(z) — Pu(y)) +
+ Re(Pu(y) —y, Pu(x) — Pu(y))
= Re(z —y, Pu(z) — Pu(y))

[(z =y, Pu(z) = Pu(y))|

[ =yl [1Pa(x) = Pu(y)ll - Va,y € X.

VAN

IN

Ou seja,

1Pv(x) = Pu(y)ll < llz —yll 2,y € X

Utilizaremos o seguinte resultado sobre pontos fixos de fungoes nao expansivas.

36
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Teorema 3.2.3 (Browder 1965 [6]) Seja B um subconjunto nao-vazio, fechado, con-
vexo e limitado de um espago de Hilbert H. Se f : B — B € ndo expansiva, entdo [ tem

um ponto fixo.
O proximo resultado é uma versao do Teorema de Ky Fan para espacgos de Hilbert.

Teorema 3.2.4 (Singh, Watson - 1983 [41]) Seja C' um subconjunto ndao-vazio, fe-
chado e convero de um espag¢o de Hilbert H. Se f : C — H ¢é ndo expansiva e f(C')

€ limitado, entao existe y, € C' tal que

ly. — £ ()]l = d(f (). C).

Demonstragao. Segue do Corolério 2.2.10 que Pg(x) é unitério para cada x € H. Assim,
abusaremos da notacao Po: H — C.
Como f:C — H e Po: H— C sao fungdes nao expansivas (veja Proposigao 3.2.2),

segue-se que Ppo f: C' — C é nao expansiva. De fato,
[Pe(f(2)) = Pe(fW)]| < £ @) = fFW)I < lle =yl Va,y € C.
Sendo f(C) limitado, existe uma constante k£ > 0 tal que

1f(a) = f(B)| <k Va,beC.

Logo,
|Pe(f(@) = Pe(f®)]| < 1 f(@) = fB) <k VabeC.

Isto mostra que Pg o f(C) é limitado.

O conjunto B := co(Pc of (C)) é nao-vazio, fechado, limitado e convexo. Assim, pelo
Teorema 3.2.3, a funcao Po f: B — B possui um ponto fixo y, € B.

Portanto,

lye — fy)ll = || Pe(f(ys) — Flus)

=d(f(y.), C).

Exemplo 3.2.5 Seja C' = [0,00). A fungdio f:C — R, f(z) =
f(C) € limitado. De fato,

T2 € nao exrpansiva e
x

B 1 I ly — x| B '
0101 = |~ 1| = iy Skl wwec
f2) = —— <1 Vrec.

1+
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5—1
Usando o Teorema 3.2.4, verificamos que f possui um ponto fixo o = \/_2 . Note

que o Teorema do ponto fixo de Browder nao se aplica a este exemplo, pois C' nao é

limitado.

Corolario 3.2.6 Se C' ¢ um subconjunto ndao-vazio, fechado, limitado e convexo de um

espaco de Hilbert H e f : C'— H € nao expansiva, entdo existe y, € C tal que

Hy* - f(y*)H = d(f(y*),C)

Demonstragao. Basta mostrar que f(C') é limitado e usar o Teorema 3.2.4.

Como C' é limitado, existe k& > 0 tal que |la — b|] < k Va,b € C. Sendo f nao
expansiva, temos ||f(a) — f(b)|| < |la —b|| <k Va,be C.

Portanto, f(C') é limitado. [ |

Corolario 3.2.7 (Schoneberg - 1976 [36]) Seja C um subconjunto nio-vazio, fechado,
limitado e convexo de um espacgo de Hilbert H. Se f : C'— H ¢ uma funcdo nao expansiva

tal que para cada x € OC, existe y € C tal que
1f (@) =yl < llz—yll,
entao f possui um ponto fizo.

Demonstracao. Pelo Corolario 3.2.6, existe y, € C' tal que

lye = F(y)ll = d(f(y.), C). (3.6)

Se f(y«) € C, claramente f(y.) = ys.
Suponha que f(y.) ¢ C. Temos que P(f(y.)) € Ce

1 () = P(f(w)) | = d(f(y.),C). (3.7)

Como P(f(y*)) ¢ unitario, segue de (3.6) e (3.7) que P(f(y*)) = 1,. Como C é fechado,
segue da Proposicao 2.1.5 que y, € 9C . Por hipotese, existe z € C' tal que

1 () = 2l < llye — =]| (3.8)

E facil verificar que

Re(f(ys) — P(f(ys)), P(f(ys)) — 2) > 0. (3.9)

A demonstragao é andloga a da Proposicao 3.2.2.
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Usando (3.8) e (3.9), obtemos

1) = P(F@)|* + [P(fw) =27 < £ @) = P(F) P+ [|[P(f) = 2|° +
+ 2 Re(f(y.) — P(f(y:)), P(f(ys)) — 2)
= ||f(y.) — P(f(y)) + P(f(y.) — 2|

= @) == < lly — =2

Como HP(f(y*)) — ZH2 = |ly» — 2]||?, obtemos ||f(y*) — P(f(y*))H2 =0.
Assim, y, = P(f () = f () u

Corolario 3.2.8 (Browder, Petryshyn - 1967 [7]) Sejam H um espago de Hilbert e
C' um subconjunto ndao-vazio, fechado, limitado e convexo. Seja f: C — H nado expansiva
e assuma que qualquer u € OC' com u = Pgo (f(u)) € um ponto fixo de f. Entao f possui

um ponto fixo.

Demonstracao. Pelo Corolario 3.2.6, existe y, € C tal que

Iy — F)ll = d(F(5.),C).

Se f(y.) € C, claramente f(y.) = y..

Se f(y.) ¢ C, entao segue da Proposicao 2.1.5 que Po(f(y.)) € 9C.

Como PC( f (y*)) ¢ unitdrio, temos y, = Po ( f (y*)) Assim, segue da hipétese que
f(ye) = . u

3.3 Uma extensao do Teorema de Ky Fan

Uma interessante generalizacao do Teorema de Ky Fan para espagos normados é o
resultado de Prolla [33] para duas fungoes. Existem véarias generalizagoes e variagoes do
Teorema de Prolla e suas aplicagdes a teoria dos pontos coincidentes. Veja [8], [9], [29],
[31], [32] e [39].

Nesta secao, estudaremos o Teorema de Prolla e sua generalizacao para subconjuntos
aproximativamente compactos de um espaco normado. As principais ferramentas utili-
zadas sao o Teorema do ponto fixo de Bohnenblust-Karlin e o Teorema de Himmelberg,

Teorema 1.0.17 e 1.0.18 respectivamente.
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Proposicao 3.3.1 Seja X um espago normado sobre K (K =R ou K = C). Sejam C um
subconjunto nao-vazio e fechado de X e g : C' — C uma fung¢do. Para cada f: C — X,

seja pp 2 C' — 2 a multifuncdo definida por

lg(@) = f@)ll +d(f(2),C)].

N | —

pr(x) ={t € C:llg(t) = fo)| <m(x)} onde m(x) =
i. Se g é sobrejetora, entio ¢¢(x) # 0 para todo x € C.

ii. Se g € continua, entdo p¢(x) é fechado para todo x € C.
iii. Se f e g sao continuas, entao o grdfico de s € fechado.

Demonstracao.
i. Seja x € C arbitrario e considere a projecdo métrica Pe : X — 2°. Se g(z) € Pc(f(2)),
entdo x € ps(z). Assim pr(z) # 0.

Suponha que g(z) ¢ Po(f(z)). Entao ||g(z) — f(x)|| > d(f(z),C) e consequentemente

A(7(2),€) < 3[lota) — F@) + d(f(),C)].

Segue da definigao de d(f(:p), C’) que existe u € C tal que

A7), €) < llu— f@) < 5[lo(e) — F@)] +d(f@),C)].
Como ¢(C) = C, existe ty € C tal que g(tg) = u. Logo, ty € ¢(x) e consequentemente
pr(x) # 0.

ii. Seja a € ps(x). Existe uma sequéncia (a,) em ¢s(z) tal que a, — a. Como a, €
vr(r) Vn €N, temos
|9(an) — f(z)|| < m(z) VYneN. (3.10)

Tomando o limite em ambos os lados da desigualdade (3.10), obtemos

lg(a) = f()]| < m(z)

Portanto, a € ¢¢(x).
iii. Seja (z,y) € Grys. Existem sequéncias (x,,) e (y,) em C tais que z,, = = e y, — ¥.

Como y, € ¢s(x,) Vn €N, temos

lot) — 7| < 5 [lota) — Fa)l + da, 0)). (311)

Tomando o limite em ambos os lados da desigualdade (3.11), obtemos

lo(y) — £ < 5[lo(e) — F(@)] +d(a, C)]

Portanto, y € ¢¢(z) e concluimos que (x,y) € Grey. [ |



41

Definicao 3.3.2 Seja C' um subconjunto convexo de um espago normado X. Uma fungao

g:C — X € dita quase afim se

lg(Mt + (1= Nt2) —yl| < Allg(t) =yl + (1= A) llg(t2) — yl|
para quaisquer t1,to € C, 0 < A <1 e yeX.

Exemplo 3.3.3 Seja C' um subconjunto convexo de um espaco normado X. Uma funcao

g:C — X é chamada afim se
g(Mt1+ (1= Nta) = Ag(t1) + (1 — N)g(t2)

para quaisquer t,to € C' e 0 < A < 1.
Toda funcao afim é quase afim.

De fato

lg(M+ (1= Nt2) —yll = [[Ag(ts) + (1 = N)g(t2) — vl
= [[Ag(t1) = Ay + Ay + (1 = N)g(t2) — vl
IA(g(t1) —y) + (1= N (g(t2) — v) |

< Alg(t) =yl + (1= Mllg(t2) — -

IN

Proposicao 3.3.4 Sejam C um subconjunto convexo de um espago normado X e f : C' —

X uma fungao. Se g : C — X € quase afim, entdo @s(x) € convexo para todo x € C.

Demonstracao. Sejam t1,ty € (). Para cada 0 < A < 1, temos

IN

)‘Hg(tl) - f(ﬂf)H +(1 - A)HQ(@) - f(x)H
< Am(z)+ (1 = A) m(z) = m(z).

Hg(m + (1= Mty) — f(:c)H

Portanto, Aty + (1 — M)tz € ¢f(x). [ |

Teorema 3.3.5 (Prolla - 1983 [33]) Sejam C um subconjunto nao-vazio, compacto e
convexo de um espaco normado X e g : C — C wuma funcdo continua quase afim e

sobrejetora. Entao para cada funcao continua f : C — X ewiste z € C' tal que

lg(z) = f(2)]l = d(f(2),C).
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Demonstracao. Segue das Proposicoes 3.3.1 e 3.3.4 que ¢(z) é um subconjunto nao-
vazio, fechado e convexo de C' para cada x € C. Além disso, o grafico de ¢; ¢ fechado.
Pelo Teorema do ponto fixo de Bonhenblust e Karlin existe z € C tal que z € pf(z). Isto

implica que g(z) € P (f(z)), ou seja,

lg(2) = f(2)Il = d(f(2),C).

Observacao 3.3.6 Nas condicoes do teorema anterior, temos:
i. se g =1, a fungao identidade, obtemos o Teorema de Ky Fan(Teorema 3.1.2);

it. se f(x) € C para todo x € C, um resultado de coincidéncia é obtido, isto €, existe

z € C tal que f(2) = g(2).

O préximo teorema é uma generalizacao do Teorema de Prolla para o caso em que C

¢ um subconjunto aproximativamente compacto de um espago normado X.

Teorema 3.3.7 (Sehgal e Singh - 1989 [38]) Seja C' um subconjunto nao-vazio, con-
vexo e aprorimativamente compacto de um espag¢o normado X. Seja g : C — C uma
funcao continua, quase afim e sobrejetora tal que g~*(D) é compacto para qualquer com-
pacto D C C.

Entao para qualquer funcdao continua f : C'— X com f(C) relativamente compacto,

existe z € C' tal que

lg(z) = f(2)l = d(f(2),C).

Demonstracao. Considere a projecdo métrica Po : X — 2¢. Defina a multifuncao
G:C —2%por G(z) ={yeC:yg(y) € Pe(f(x))}.

Usaremos o Teorema de Himmelberg aplicado a G.
Afirmacao 1. G(z) #0 VzeC.
Como C' é aproximativamente compacto, segue do Teorema 2.1.10 que Pg ( f (:r)) #0 Vze
C. Seja u € Po(f(x)). Como g(C) = C, existe v € C tal que g(v) = u. Logo, v € G(z).
Afirmacao 2. G(z) é fechado Vz € C.

Se y € G(x), entao existe uma sequéncia (y,) em G(x) tal que y, — y. Temos g(y,) €

Pec (f(x)) Vn € N. Como ¢ é continua, segue-se que

lim g(y,) = g(gloloyn) = g(y).

n—oo
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Pela Proposicao 2.4.2, Po(f(z)) ¢é fechado Vo € C. Logo, g(y) € Po(f(x)) e con-
cluimos que y € G(x).
Afirmacgao 3. G(z) é convexo Vz € C.
Sejam yy,y2 € G(x), isto é, y1,y2 € C e g(y1),9(y2) € Pc(f(x)). Como C' é convexo,
Ay1 + (1 = N)ys € C para qualquer 0 < A < 1.

Sendo g quase afim, obtemos

d(f(x),C’)

IN

|g(Ays + (1= N)ga) — f(2)]]
< Alg(yr) = f(@)]| + (1= N)||g(y) — ()]
= d(f(2),0).

Ou seja,
g + (1= Nys) — ()] = d(f(x),C).

Assim, g(Ay1 + (1 — N)y2) € Po(f(x)) e concluimos que Ay + (1 — N)ys € G(z).
Afirmacgao 4. G é semicontinua superiormente.

Provemos que G~1(A) é fechado para qualquer fechado A em C.

Seja x € G—1(A). Existe uma sequéncia (x,) em G~'(A) tal que z, — x. Como
r, € GTY(A) Vn €N, segue-se que G(x,)NA# 0 Vn € N. Escolha uma sequéncia (y,,)

em C tal que y, € G(z,) N A. Isto implica que

lg(yn) = f(z)ll = d(f(zn), C). (3.12)

Pela Proposi¢ao 2.4.2, Pc(f(C)) é um subconjunto compacto de C. Assim, segue da
hipétese que ¢! (Pc (f(C’))) é um subconjunto compacto de C. Além disso, para cada

n €N,

b € Glan) = g7 (Po(f(@n)) € g7 (Pe(£(C))) € g7 (Pe(FC))).

Logo, pela compacidade de g1 <PC ( f( ))) existem y € C' e uma subsequéncia (ynj) da
sequéncia (y,) tal que yn, — y.

Assim, segue de (3.12) que

loty) — F(@)]| = d(f(2),C).

Isto implica que y € G(z) N A, ou seja, v € G~(A).

Afirmagao 5. G(C) é um subconjunto compacto de C'.
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De fato,
¢(0) = J 6@ = J g7 (Pe(f@)) € 7 (Pe(£(0)) € g7 (Pe(FLC))).
xeC xeC

Assim, pelo Teorema de Himmelberg, existe z € C tal que z € G(z). Isto implica que

lg(z) = £()Il = d(f(2), C).

3.4 Um teorema do tipo Ky Fan para multifuncoes

Nesta secao, apresentaremos um teorema do tipo Ky Fan para multifungoes continuas,

demonstrado por Sehgal e Singh.

Teorema 3.4.1 (Sehgal e Singh - 1988 [37]) Seja C' um subconjunto nao-vazio, con-
vexo e aprorimativamente compacto de um espaco normado X. Se F': C' — 2% ¢ uma
multifung¢ao continua tal que F(x) € nao-vazio, convexo e fechado para todo x € C e F(C)

¢ relativamente compacto, entao existe u € C' tal que
d(u, F(u)) = d(F(u),C).
Além disso, se d(u, F(u)) > 0, entdo u € 9C.

Demonstracao. Considere a projecao métrica Po : X — 2¢. Defina G : C' — 2¢ por

G(x) = [ J{Pel) 1y € F(a),d(F(x),C) = d(y.C) }.

Usaremos o Teorema de Himmelberg aplicado a multifuncao G.
Afirmagado 1. G(z) #0 VzeC.
Temos F(C) = U F(x). Seja x € C. Por hipdtese, F(C) é compacto. Como F(x) é

zeC

fechado e F'(x) C F(C), segue-se que F(x) é compacto.
Caso 1: F(z)NC # 0.

Neste caso, existe yo € F'(x) N C e consequentemente,
d(F(x),C) =d(yo,C) =0 e yo € Pc(w).

Assim, yo € G(x). Logo, G(z) # 0.
Caso 2: F(z)NC = 0.
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Como F(z) é compacto, C' é fechado e F(x) N C = 0, existe y; € F(z) tal que
A(F().C) = i C).

Sendo C' aproximativamente compacto, segue do Teorema 2.1.10 que Po(y;) # 0.
Consequentemente, G(z) # (.
Afirmacao 2. G(z) ¢ convexo Vx € C.

Sejam u,v € G(x). Existem y1,y2 € F(z) tais que u € Po(y1), v € Po(ya) €
lyr — ull = d(y1,C) = d(F(2),C) = d(y2,C) = [ly2 — v

Sejam t € [0, 1] arbitrério, w = tu + (1 —t)v e y3 = ty1 + (1 — t)yo. Como C e F(x)
sao convexos, w € C e y3 € F(x).

Temos

d(ys, C) < lys —wl|
= tyr + (1 = )yz — tu — (1L = t)v]]
= |ty —u) + (1 =) (y2 — v)|
< tlyr —ull + (1= 0)lly2 — vl
= d(F(z),0)
< d(ys,0)

Isto implica que

d(ys, C) = llys — w|l = d(F(x),C).

Consequentemente, w € Po(ys) N G(x).

Portanto, G(z) é convexo.
Afirmacao 3. G(z) ¢ fechado Vz € C.

Seja x € C arbitrario. Seja M, = {y € F(z) : d(F(z),C) = d(y,C)}. Provemos que
M, é fechado.

Seja a € M,. Existe uma sequéncia (y,) em F(z) tal que y, — a. Como F(z) é
fechado, a € F(x).

Temos

d(F(z),C) =d(yn,C) VneN.

Logo,
lim d(F(z),C) = lim d(y,,C) = d(a, C).

n—oo n—o0



46

Assim,

d(F(z),C) = d(a,C)

e concluimos que a € M,.
Como M, C F(z), M, é fechado e F(x) é compacto, segue-se que M, é compacto.
Temos

G) = | Pely) = Po(M,).

yeEMz
Como C' é aproximativamente compacto e M, é compacto, segue da Proposicao 2.4.2
que Po(M,) é compacto, isto é, G(x) é compacto. Consequentemente, G(z) é fechado.
Afirmacao 4. GG é semicontinua superiormente.
Basta mostrar que G7'(A) ¢ fechado para qualquer fechado A de C.
Seja xg € G—1(A). Existe uma sequéncia (z,) em G'(A) tal que x, — x5. Como

G(z,)NA # () Vn € N, podemos escolher uma sequéncia (z,) com z, € G(z,,) N A Vn € N.

Segue da defini¢ao de G que existe y,, € F(x,) tal que

d(F(z,),C) =d(yn, C) € 2, € Po(yn).

Como F(C') é compacto e y, € F(C) Vn € N; existem yo € X e uma subsequéncia (yy,)
de (y,) tal que y,, — yo.
Temos que (2n,,y,,) € GrF Vj € N. Sendo F semicontinua superiormente com
valores compactos, segue da Proposigao 1.0.13 que GrF é fechado. Logo, yo € F(zo).
Temos

2y, € Po(yn,) C Po(F(2n,)) C Po(F(C)) Vj€eN

Como C' é aproximativamente compacto e F'(C) é compacto, segue da Proposigao 2.4.2
que Po (m) ¢ compacto. Assim, existem zy € C' e uma subsequéncia (v;,) de (v;),
vj =z, Vj €N, tal que vj, — 2.

Como Pg é semicontinua superiormente com valores compactos, a Proposi¢ao 1.0.13
garante que GrPg é fechado. Assim, 2y € Po(yo).

Segue da hipétese que a fun¢do g : C' — R definida por g(z) = d(F(x),C) é continua.
Logo, d(F(z,),C) — d(F(z),C). Além disso, d(y,,C) — d(yo, C).

Como d(F(xy,),C) = d(yn,,C), concluimos que d(F(zo),C) = d(yo,C). Consequen-
temente, 29 € G(zg) N A4, isto é, 1o € G71(A).

Assim, G7'(A) é fechado.

Afirmacao 5. G(C) é um subconjunto de um compacto de C.
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Temos

G(C) =] G) c | Pe(F(x)) = Po(F(C)) c Po(F(C)) C C. (3.13)
zeC zeC
Como C' é aproximativamente compacto e w ¢ compacto, segue da Proposicao 2.4.2
que Po (m) ¢ compacto. Assim, segue de (3.13) que G(C') estd contido em um compacto
de C.
Agora podemos usar o Teorema de Himmelberg que garante a existéncia de u € C' tal
que u € G(u). Isto implica que existe y € F(u) com d(F(u),C) = d(y, C).

Temos
d(u, F(u)) < [lu —y| = d(y,C) = d(F(u),C) < d(u, F(u)).
Portanto, d(u, F(u)) = d(F(u),C).
Se d(u, F(u)) > 0, entdao F(u) N C
2.1.10 que Ppyy(u) # 0.

Escolha w € F(u) tal que d(u, F(u)) = |lu—w]||. Se u é um ponto interior de C, entao

. Como F(u) é compacto, segue do Teorema

existe v € (u,w) N C, onde (u,w) é o segmento aberto entre u e w.

Temos
A(F(u).C) < o —w] < Ju—w| = d(u, Fw)) = d(F(u),C),

uma contradicdo. Portanto, u € 9C. |
O seguinte exemplo de Waters [45] mostra que a continuidade da multifungao F' nao

pode ser substituida somente pela semicontinuidade superior.
Exemplo 3.4.2 Seja X = R? com a norma euclidiana e seja C' = [0,1] x {0}.

Claramente, C' é nao-vazio, convexo e compacto.

Definamos F : C' — 2% por

(0,1) se a#0
L se a=0.

F(a,0) =

onde L é o segmento [(0, 1), (1, O)}
Para qualquer A C X,
0 se ANL=10
F1la) =< ¢ se (0,1)e A
(0,0) se (0,1)¢ A, ANL#0.
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Portanto, F' é semicontinua superiormente, mas nao é semicontinua inferiormente.

Além disso, F'(C') é compacto.

Contudo, para qualquer (a,0) € R?, temos

a) se a # 0:

d(F(e,0),C) = inf (0,1) —(8,0)]

Be(0,1]

= inf [[(=5,1)]

Bel0,1]

= inf /p2+1

Bel0,1]

d((aao)vF(O‘?O)) = H(a?O) - (07 1)”

b) se a = 0:

= |[(a, =1
= Va2+1>1,

d(F(,0),0) =d(L,C) =0, pois LNC={(0,1)} #0

d((a,0), F(a,0)) =

Assim,

d((a,0), F(a,0)) =

d((0,0), L)

inf [|(0,0) —ul|

inf

Jnf 0.0 - [(1—1)(0,1) +£(1,0)] H

inf ||(—t,—1+1
nt (=t =1+ )]

inf} V24 (t—1)2

te[0,1

inf]\/2t2—2t+1.

te(0,1

(2% — 2t +1)72 (4t — 2)

1
t=-
2

S N

V2
5

Sk

Portanto, F' nao satisfaz a conclusao do Teorema 3.4.1.



Capitulo 4

Par de Melhor Proximidade

Sejam A e B subconjuntos nao-vazios de um espaco normado X. Se T : A — 28 é uma

multifuncao, considere a fungao real
r—d(x,Tr),z € A

Claramente,

d(x,Tz) > d(A,B) Vx € A.

Se existe xy € A tal que
d(.on, T.ﬁE(_)) = d(A, B),

dizemos que (xg,T'z) é um par de melhor proximidade da multifungdo T. Note que se
A = B tem-se um ponto fixo de T

Varios autores tém estudado o problema de existéncia de par de proximidade de uma
multifuncao ([3], [14], [20] e [21]).

Neste capitulo, estudaremos o Teorema de Basha e Veeramani que garante a existéncia
de um par de melhor proximidade quando 7' é uma multifuncao semicontinua superior-
mente. Uma aplica¢do desse resultado em teoria dos jogos pode ser encontrado em [43].
Trata-se de um Teorema sobre a existéncia de um par de equilibrio para jogos generalizados

com restricoes.
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4.1 Teorema sobre pares de melhor proximidade de
multifuncoes

Nesta secao, introduziremos a definicao de multifuncao fatoravel de Kakutani e apre-
sentaremos o Teorema de existéncia de par de melhor proximidade demonstrado por Basha

e Veeramani. A ferramenta utilizada é o Teorema do ponto fixo de Lassonde.

Definicao 4.1.1 Sejam X e Y espacos topoldgicos. Uma multifuncao ¢ : X — 2V € dita

multifuncao de Kakutani se as sequintes condigoes sao satisfeitas:
i. ¢ € semicontinua superiormente;

ii. ou p(x) € unitdrio para cada v € X (nesse caso exige-se que Y seja um espago vetorial
topolégico de Hausdorff) ou para cada x € X, p(x) € um subconjunto ndao-vazio,
compacto e convezo de Y (neste caso exige-se que Y seja um subconjunto convezo de
um espago vetorial topoldgico de Hausdorff).

O conjunto de todas as multifuncoes de Kakutani de X emY € denotado por K(X,Y).

Exemplo 4.1.2 Sejam X um espaco normado e M um subconjunto nao-vazio, convexo
e aprorimativamente compacto de X.

O Teorema 2.4.3 assequra que a projecao métrica Py : X — 2M ¢ semicontinua supe-
riormente e seque da Proposi¢ao 2.4.2 que Py(x) € um subconjunto ndo-vazio, compacto

e convexo de M. Portanto, Py € uma multifuncao de Kakutans.

s

Definicao 4.1.3 Sejam X e Y espacos topoldgicos. Uma multifuncdo ¢ : X — 2V €
chamada multifuncao fatordvel de Kakutani se ¢ € a composicao de um numero finito de
multifuncoes de Kakutani.

Se p = p10py0...0¢, € uma multifuncao fatordvel de Kakutani , as multifungoes de
Kakutani o1, pa, ..., on sao chamadas de fatores de .

Mesmo que p1, s, ..., o, tenham valores convexos, ¢ nem sempre tem valores convexos.

Exemplo 4.1.4 Considere R* munido da norma euclidiana. Sejam C = [0,1] x [0,1] e

A={(z,y) € C:|[(z,y)l| <1}
Sejam o1 : C' — 2 ey : C = 24 multifuncées definidas por

pi(z,y) ={(a,1-y): 0<a <1} Y(r,y) € C;
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{(x,y)} se (r,y) €A

pale,y) = Pale,y) = &} o (ay)¢ A
{m (z.9) ¢ A

Claramente o e @y sao multifuncées de Kakutani, mas @z 0 @1 : C — 24 € uma

multifuncao fatordvel de Kakutani tal que @ (gpl(x, y)) nao é convezro ¥(z,y) € C.

Usaremos o seguinte Teorema do ponto fixo de multifuncoes fatoraveis de Kakutani.

Teorema 4.1.5 (Lassonde- 1990) Se S € um subconjunto nao-vazio e convero de um
espaco vetorial topolégico localmente convexo e de Hausdorff, entao qualquer multifuncao

fatordvel de Kakutani compacta ¢ : S — 25 possui um ponto fizo.
¥

Sejam A e B subconjuntos nao-vazios de um espaco normado. Usaremos as seguintes

notagoes:

Ay: = {a€ A:|la—0bl|=d(A,B),para algum b € B} e

By: = {be B:|a-b|=d(A,B),para algum a € A}.

Se A = {z}, entdo d(A, B) ¢ escrito como d(z, B).
Se A= {z} e B = {y}, entdo escrevemos d(A, B) na forma ||z — y||.

Definigao 4.1.6 Sejam A e B subconjuntos nao-vazios de um espago normado X e p :
A = 28 uma multifuncao.

O par (:v, go(x)) ¢ denominado par de melhor proximidade de ¢ se d(:c, np(a:’)) =d(A, B).

Exemplo 4.1.7 Sejam X = R? com a norma euclidiana, A = {(x,0) : z € R} e B =
{(x,1) : x € R}. Seja ¢ : A — 2B definida por p(x,0) = {(z +1,1)}.

Temos d(A,B) =1,A0=A e By=1B.

Claramente, nao existe um par (a,p(@)) € A x B tal que ||a — ¢(a)|| = d(A, B).

Exemplo 4.1.8 Sejam X = R? munido da norma euclidiana, A = {(z,y) € R* : 0 <
r<2 —-1<y<0}eB={(r,y) eR*:0< <2 1<y<3}.

Temos d(A,B) =1, Ag ={(z,y) e R?:0< 2 <2, y=0} e By={(z,y) e R?: 0 <
x <2 y=1}.

Considere a projecio métrica Pg : R? — 28, Seja

p: A — 28

(x,y) +— Pg(x,y)
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a restricao de Pg ao subconjunto A.

Note que
¢(2,0) = Pp(z,0) = {(z,1)}, 0<z <2 e d((z,0),¢(z,0)) = H(ZL‘,O) — (z, 1)” =1.

Logo,
d((z,0),0(2,0)) =d(A,B) se 0<z<2

Lema 4.1.9 Se A e B sao subconjuntos nao-vazios, compactos e convexos de um espago

normado X, entao

i. Ao#w 630%@,'

ii. Ay e By sdo convexos;
iii. Ag e By sdo compactos.

Demonstracao.

i. Considere a fungao

g:A — R

a +— d(a,B)
Temos

d(A,B) = inf{d(a,B):a€ A}
= inf{g(a) : a € A}.

Como g é continua no compacto A, existe ag € A tal que d(A, B) = g(ag) = d(ag, B).

A funcao

h:B — R

b — |lag— 0|
¢é continua no compacto B e portanto, existe by € B tal que

lao = boll = h(bo) = inf{h(b):b€ B}
— int{]lag — by|| : b € B}
= d(ao,B).
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Assim,
d(A, B) = d(ao, B) = ||ao — bo|
e concluimos que Ay # (0 e By # 0.
ii. Sejam ay,as € Ag. Existem by, by € B tais que ||a;—by|| = d(A, B) e ||ag—bs2|| = d(A, B).

Assim, para cada A € [0, 1] temos

H)\a1 + (1 — )\)ag — )\bl — (1 — )\)bg” = H)\(a1 - bl) + (1 - )\)(ag — bg)H
< Alar =il + (1= Affaz = b2 (4.1)
= d(A,B).

Como A e B sao convexos, Aaj + (1 —X)az € A e Aby + (1 — )by € B para cada A € [0, 1].

Consequentemente,
d(A, B) < [[Aar + (1 = Naz — Aby — (1= Ay (4.2)
Segue de (4.1) e (4.2) que
[Aar + (1 = X)az — Aby — (1 — A\)be|| = d(A, B).

Logo, Aa; + (1 — N)ag € Ap. Isto prova que Ay é convexo.

Analogamente, prova-se que By é convexo.

iii. Para mostrar que Ay é compacto, basta mostrar que Ay é fechado pois Ay é subconjunto
do compacto A.

Seja a € Ay. Existe uma sequéncia (a,) em Ap tal que a, — a. Para cada a, € Ag
existe b, € B tal que |la, — b,|| = d(A4, B). Como B é compacto, existem b € B e uma
subsequéncia (b, ) de (b,) tal que b,, — b. Logo, ||an, —by, || — |[a—b|| e consequentemente
lla —b|| = d(A, B), isto é, a € Ay.

A demonstragao da compacidade de B é andloga e portanto sera omitida. |

O préximo resultado é um Teorema de existéncia de par de melhor proximidade.

Teorema 4.1.10 ( Basha - Veeramani - 1997 [3]) Sejam A e B subconjuntos ndo-
vazios, compactos e convexos de um espaco normado X e seja ¢ : A — 2B uma multi-
fungao semicontinua superiormente. Além disso, assuma que para cada x € A, p(x) é um

subconjunto nao-vazio, fechado e convexo de B e p(Ay) C By. Entdo eziste z € A tal que

d(z,¢(z)) = d(A, B).
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Demonstracao. Considere a projecdo métrica Py : X — 24, Como A é nao-vazio,
compacto e convexo, segue da Proposigao 2.4.2 que P,(x) é ndo-vazio, compacto e convexo
para todo z € X.

Pelo Lema 4.1.9, Ay e By sao subconjuntos nao-vazios, compactos e convexos de A e
B, respectivamente.

Como ¢(Ap) C By, podemos definir a multifungao
Y1 - Ao — QBO
a — ¢a).
Afirmacao 1. ¢; é uma multifuncao de Kakutani.
i. ¢ é semicontinua superiormente.
De fato, seja F' fechado em By. Provemos que @] *(F) é fechado em A,.

Temos

e (F) = {z €Ay ()N F #0}
= {z€Ay:o(@)NF #0}
= Agn{z e A:p(x)NF # 0}
= AgNy Y(F). (4.3)

Como By é fechado em X, tem-se que F' é fechado em B também.

Assim, p~'(F) é fechado em A, pois ¢ é semicontinua superiormente. Logo o] *(F) é
fechado em Aj.
ii. Temos By convexo e claramente ¢;(x) é um subconjunto nao-vazio, compacto e convexo
de By Vx € A,.

Segue de i e ii que ¢; é uma multifuncao de Kakutani.
Afirmacao 2. P4(By) C Ay.

Seja y € Ps(By). Existe u € By tal que y € Pa(u), isto ¢, ||y — u|| = d(u, A). Como
u € By, existe a € A tal que ||a — u|| = d(A, B).

Temos

lu—yll = d(u, A) < |lu—al| = d(A, B).
Como u € B ey € A, obtemos ||u —y| = d(A, B). Isto implica que y € A,. Usando a

afirmacao 2, podemos definir a multifuncao
Pl : BO — 2AO

r = Pax).
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Afirmacao 3. P; é uma multifuncao de Kakutani.
iii. P; é semicontinua superiormente.

De fato, seja C' um fechado em Aj. Provemos que
PrHO)={z € By: Pi(x)NC # 0}

¢é fechado em B,.

Seja © € m Existe uma sequéncia (r,) em P;*(C) tal que z, — x. Como
Pi(z,)NC #0 Vn € N, existe uma sequéncia (y,) em Py(x,) NC. Assim, ||y, — z,| =
d(x,,A) VYn €N,

Como C' é fechado, Ay é compacto e C' C Ay, segue-se que C' é compacto. Logo,

existem y € C' e uma subsequeéncia (y,,) de (y») tal que y,, — y.

Temos

ly =2l < Wy = o, |+ yn; = 20 | + N2, — 2]

= ly— yn]H + d(xnﬁA) + Hx’”y — |

ynj — y? d(xnja A) — d(gj? A)? xnj — X.

Consequentemente, ||y —z|| < d(z, A). Como y € A, obtemos ||y —z|| = d(z, A). Logo,
y € Pa(x) e x € By.

Assim, P4(z) N C # () e concluimos que z € P;(C).
iv. Ap é convexo e Pj(z) é um subconjunto nao-vazio, compacto e convexo de Ag para
cada x € B,.

Segue de iii e iv que P; é uma multifuncao de Kakutani. Segue das afirmacoes 1 e 3
que P, o ¢y : Ay — 249 é uma multifuncdo fatoravel de Kakutani. Além disso, P, o ¢, é

uma multifuncao compacta, pois Ay é compacto e

Pi(¢1(Ao)) = Pa(p(Ag)) C Pa(By) C Ao.

Assim, pelo Teorema do ponto fixo de Lassonde 4.1.5, existe z € Ag tal que z €
Pi(¢1(2)). Como z € Py(p1(2)), existe v € ¢1(z) tal que ||z — v|| = d(v, A). Além disso,
¢1(z) C By implica que existe a € A tal que ||v —a| = d(A, B).

Logo,

Iz = vl = d(v, A) < |lv—al = d(A, B).
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Como z € A e v € B, obtemos
|z — vl = d(A, B).

Consequentemente,
d(z,0(2)) = d(2,¢1(2)) < ||z = v|| = d(A, B).

Portanto, d(z,¢(z)) = d(A, B). [ |

4.2 Jogos generalizados com restrigcoes

Nesta secao, apresentaremos uma aplicacao do Teorema de existéncia do par de melhor
proximidade (Teorema 4.1.10) em Teoria dos Jogos. Trata-se do resultado de Srinivasan
e Veeramani sobre a existéncia de um par de equilibrio para jogos generalizados com res-

tricoes.

Seja I, = {1, ...,n} um conjunto de n jogadores tal que

i. a cada jogador ¢ é associado dois conjuntos de estratégias X; e Y; ;

n
ii. conhecendo a escolha das estratégias z¢ € X* = H X dos outros jogadores, a
i=1j#i ,
escolha do i-ésimo jogador é restrita a um subconjunto A;(z*) C Y;, caso contrario,

a escolha é feita do conjunto X; ;

iii. a cada jogador i é associado a fungao utilidade ou payoff (beneficio ou recompensa)

fi:Vix X' =R,
Considere as multifungoes
A Xt 2% =1 .. n

A familia das 4-uplas ordenadas (X,;,Y;-,Ai, fl)z ;. € denominada jogo generalizado
n
com restricoes.
Sejam X1,..., X, e Y,....,Y, subconjuntos nao-vazios, compactos e convexos de um

espaco normado F'.

SejamX:HX,-,Y:HY;, Xt = HXj€X0:{$€X3H$_y“:
d(X,Y) para algum y € Y'}.

Um elemento de X* é denotado por o° = (21, ..., Ti_1, Tit1, --e) Tny)-

Um elemento z de X cuja i-ésima coordenada ¢ x; e ' € X' é escrito na forma (x;, z°).
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Definicao 4.2.1 Dizemos que n funcoes continuas f; : Vi x X' — R, i = 1,...,n, sa-

tisfazem a condicao (A) em relagio a n multifun¢oes continuas com valores compactos

A Xt —2Yi i =1,...,n, se para cada x € Xy e para todo y € Y tal que y; € A;(2?) e
6; (Ai(z'), 2") == Zgiaéi) filz,2") = fily;, a")

para cada i € {1,...,n}, existe a € X tal que ||a —y|| < d(X,Y).

Definicao 4.2.2 Sejam f; : Y; x X' — R funcoes continuas e A; : X* — 2¥i multifuncoes

continuas com valores compactos, 1 =1,...n. Sejam x € X ey €Y tais que
a. y; € Ai(2') Vie{l,..,n},

b. 6;(Ai(z"),z") = fi(ys,2") Vie{l,..,n},

e lle —yll = d(X,Y).

O par (x,y) é denominado par de equilibrio para o jogo generalizado com restri¢oes

(Xi, Yi, Ais fi)ier, -

Exemplo 4.2.3 Considere a sequinte situagao economica. Suponha que os bens de uma
empresa sao fabricados e vendidos em diferentes locais. Cada local pode ser uma unidade
de fabricacao e de venda. FEstabelece-se que o ultimo lugar onde os bens sdo vendidos
determinam o payoff (recompensa) para os bens. Sejam dados n locais. Para cada locali-

dade 1 duas estratégias X; e Y; sao associadas, uma para a unidade de fabricagcao e outra
n

para a unidade de venda. Conhecendo a estratégia de fabricacio ' € H X de todos

J=1j#i
0s outros locais, a escolha da estratégia de venda para a i-ésima localidade € restrita a

Ai(z") CY;. Seja f; : Vi x X' = R o payoff associado com a i-ésima localiza¢io. Além
disso, o custo envolvido no transporte dos bens para diferentes lugares devem ser levados
em conta. Nesta situacao, nao podemos esperar que exista um ponto de equilibrio, pois os
conjuntos de estratégias X; e Y; podem ser completamente diferentes. Sob este ponto de

vista, € natural que exista um par de pontos (z,y) onde x € X = HXi eyeyY = H Y,

i=1 i=1
tal que para cada v =1,...,n,
Y; € .AZ(.TI)
max Z‘Z,I'i = Ji Z‘,lL'i
s e ) = Fl o)
e que minimize os custos do transporte denotado por ||x —y||, isto é, ||z —y|| = d(X,Y).

Neste caso, o par (z,y) € um par de equilibrio para esta situagdo econémica.
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Definicao 4.2.4 Seja S um subconjunto de um espago normado F'. Uma funcao f : S —

R € dita quase-concava se o conjunto {x € S : f(x) > [} € convero para todo B € R.

A demonstracao do préximo lema encontra-se em [42].

Lema 4.2.5 Sejam A e B subconjuntos nao-vazios e compactos de um espa¢o normado
Fef:BxA— R uma funcio continua. Se o : A — 28 € uma multifuncao continua
com wvalores compactos, entdo a fungio g : A — R, definida por g(x) = 6(@0($),x) =

max f(z,x) € uma func¢ao continua.
2E€p(w)

Teorema 4.2.6 (Srinivasan e Veeramani - 2004 [43]) Sejam Xi,..., X, e Yi,...,Y,
subconjuntos nao vazios, compactos e convexos de um espaco normado F. Parai=1,...,n
sejam f; 1 Y; x X' — R fungoes continuas satisfazendo a condigao (A) em relacao a mul-
tifungoes semicontinuas inferiormente A; : X' — 2Yi em K(X'Y;), i = 1,...,n, tais que
para cada ' fizado em X°, a funcio y; — fi(y;, x') € quase concava em Y;, i =1,...,n.

Entao existe um par de equilibrio para o jogo generalizado com restrigoes (Xi, Y;, A, fi)z‘el .

n n n

Demonstracao. Sejam X = HXZ" Y = HYi’ X' = H Xj. Note que X e Y sao
i=1 i=1 j=1,j#i

subconjuntos nao-vazios, compactos e convexos de F.

Para cada i = 1,...,n, defina E; : X* — 2¥ por
Ez(l"l) = {yi S Az(l’l) : fi(yhl'i) =0; (Az(ml),l’l)}
e B: X —2Y por
E(z) = [[ E:(=").
i=1
Mostremos que F satisfaz as condigoes do Teorema 4.1.10.
Afirmagao 1. E(z) #0 Vre X.
Basta mostrar que F;(z') # () para cada i € {1,...,n}.
Como A; € K(X'Y;), segue-se que A;(z") é compacto. Sendo
hi: Ai(z") — R
yi = filys2')

uma funcao continua, existe 39 € A;(z?) tal que

5i(v4¢(33i),$i) = max fi(z,2") = fi(y], ).

z€A; (z?)
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Ou seja, y) € E;(x?). Assim, E;(z°) # 0.
Afirmagao 2. E(x) é fechado em Y Vx € X.

Basta mostrar que FE;(z) é fechado em Y; para cada i € {1,...,n}.

Temos

Ei(a') = hi’l({éi(Ai(:ci),xi)}).

Como {&;(A;(z),2")} é fechado em R e h; é continua, segue-se que E;(z") é fechado em
Ai(z"). Como A;(x") é fechado em Y;, tem-se que E;(x') é fechado em ;.
Afirmacgao 3. E(z) é convexo Vz € X.

Basta mostrar que E;(x') é convexo para cada i € {1,...,n}.

Sejam z1, zp € E;(x%). Isto implica que

filz1, @)
filza,2") > 6i(Ai(a'),2").

Vv
g
—~
=
g
8
—

Como a fungao y; — fi(yi, 2°) é quase-concava em Y;, temos
fi()\zl +(1- )\)ZQ,.Ti) > 0; (Az(xl),a;l)
Mas A;(z") é um conjunto convexo pois A; € K (X", Y;). Logo, A\z1 + (1 — )z € A;(a?) e

fi(/\zl + (1= Nz, xl) < ria(x) fi(z,2") = 6; (Az(x’),xz)
z€A;(x?

Assim,
fi()\zl + (1 — X)zo, x’) =9; (.Ai(ﬂ), x’)
Portanto A\z; + (1 — \)29 € E;(2°) e concluimos que FE;(z') é convexo.
Afirmacgao 4. A multifungao E é semicontinua superiormente.
Pela Proposicao 1.0.14, basta mostrar que GrE é fechado.
Seja (a,b) € GrE, a = (a;,a’) € X e b = (b;,b") € Y. Existe uma sequéncia (uy, vy)
em GrE, up = (ug,,ut),ve = (vg;,vL), tal que u, — a e vy — b. Como vy € E(uy) =

n
HEZ(UL), temos vy, € F;(u}) , isto é,
i=1

Por hipétese, a multifuncao A; : X? — 2¥i é continua com valores compactos. Logo,

pelo Lema 4.2.5, a funcao

o= 6 (A2, 2
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é continua para cada i € {1,...,n}. Como u}, — a' segue que
6 (Ai(uy,), up,) — 6;(A;(a"), a'). (4.5)

Além disso, por hipétese, as funcoes f; : YV; x X* — R, i = 1,...,n sdo continuas. Como
v, — b e ul, — a', obtemos

fi(vg,, ul) — fi(bs,a"). (4.6)
Segue de (4.4), (4.5), (4.6) que fi(b;,a’) = 6;(A;(a’),a’), i = 1,...,n, isto é, b; € E;(a").

n

Assim, b € E(a) = H E;(a") e portanto, (a,b) € GrE. Isto mostra que GrE é fechado.
Afirmacgao 5. E()Z(:oi C Y.

Seja y € F(Xp). Existe w € Xy tal que y = E(w). Logo, para cada i € {1,...,n}, y; €
Ei(w'), ou seja, fi(y;,w') = 6(A;(w'),w). Como as fungdes fi,i = 1,...,n, satisfazem
a condi¢ao (A) em relacao as multifungoes A;, i = 1,...,n, podemos afirmar que existe
a € X tal que |la —y| = d(X,Y). Isto implica que y € Yj e concluimos que F(X,) C Yj.

Assim, F satisfaz todas as condicoes do Teorema 4.1.10. Portanto, existe zq € X tal
que

d(zo, E(z0)) = d(X,Y).
Como E(z() é compacto e nao-vazio, existe yy € E(xo) tal que
[0 = %oll = d(X,Y).

Portanto, (xg,y0) ¢ um ponto de equilibrio para o jogo generalizado com restrigdes

(Xi7}/i7'/4’i7f’i)i€1n' .



Trabalhos Futuros

Apresentamos algumas propostas de trabalhos futuros:

1. Tentar estender o teorema do tipo Ky Fan (Teorema 3.2.4) em espagos de Hilbert

para um par de fungoes nao expansivas.

2. Investigar a existéncia de pares de melhor proximidade de multifun¢oes semicontinuas

inferiormente 7' : A — 28 quando A e B sao subconjuntos de um espaco normado.

3. Estudar o artigo de Borwein [5] para tentar responder um problema em aberto sobre

melhor aproximacao, proposto por Klee [23] em 1961:

Questao: Todo conjunto de Chebyshev em um espago de Hilbert de dimensao infinita é

convexo?
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