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Epigrafe

“Mestre nao é quem sempre ensina,
mas quem sempre aprende”

Joao Guimaraes Rosa, escritor e romancista brasileiro.
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Resumo

Uma técnica aprimorada de sintonia analitica de controladores PID por resposta em
frequéncia é proposta neste trabalho. FEsta técnica é desenvolvida para sistemas que
apresentam curva de fase nao-monotonicamente decrescente dentro da banda passante em
malha aberta. Através de especificagoes de margem de fase e freqiiéncia de cruzamento
de ganho, o método proposto permite reduzir a sobrepassagem da resposta ao degrau do
sistema em malha fechada.

A fim de se alcancar tal aprimoramento, é necessario redefinir o conceito de margem
de fase quando a resposta em frequéncia da planta apresenta fase nao-monotonicamente
decrescente dentro da banda passante em malha aberta. Sendo assim, o método proposto
consiste em garantir a margem de fase minima especificada dentro de toda a banda pas-
sante em malha aberta. Desta forma, a margem de fase pode continuar ser utilizada como
um bom indicativo de robustez e ainda é possivel utilizar-se o critério de estabilidade para
a analise de sistemas de fase-minima mondtona e fase-minima nao-monétona.

Com este intuito, neste trabalho é introduzido o desenvolvimento das equacoes ana-
liticas de compensacao para as variagoes do controlador PID e apresentada uma analise
critica da metodologia proposta. Ainda demonstra-se que, caso o sistema apresente fase
mondétona dentro da banda passante em malha aberta, as equacoes de projeto desenvol-
vidas neste trabalho convergem para as equacoes classicas de compensacao por resposta
em freqiiéncia.

A fim de demonstrar o potencial e a eficicia da técnica proposta, é proposto um
exemplo de aplicacao no qual o sistema a ser compensado tipicamente apresentara fase
nao-mondétona dentro da banda passante em malha aberta.

Palavras-Chave: Sistemas de Fase Nao-Mondtona, Compensacao por Resposta em
Frequéncia, Controladores PID, Técnicas Analiticas de Sintonia de Controladores.
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Abstract

An improved analytical technique of PID controller design by frequency-response is
proposed in this work. This technique is conceived to systems which present phase plot
non-monotonically decrescent inside the open-loop bandwidth. The proposed methodo-
logy allows the designer to reduce the system overshoot for the closed-loop step response
by means of phase margin and gain-crossover frequency specifications.

In order to achieve such improvement, it is necessary to redefine the concept of phase
margin when the plant frequency-response presents non-monotonically decreasing phase
inside the open-loop bandwidth. Thus, the proposed method consists in assuring the
specified minimum phase margin inside all the open-loop bandwidth. Hence, the phase
margin can still be used as a good robust indication and allows the Bode’s stability
criterion to be properly used to analyze stability of monotonic minimum-phase and non-
monotonic mininum-phase systems.

For such purposes, the analytical equations development to PID controller variations
are introduced and a critical analysis of the proposed methodology is presented in this
work. Moreover, it is demonstrated that, provided that the system presents monotonic
phase inside the open-loop bandwidth, the design equations developed in this work will
approach the classical frequency-response design equations.

In order to demonstrate the potential and effectiveness of the proposed technique, it
is proposed an application example which consists of the system to be controlled tipically
presents non-monotonic phase inside the open-loop bandwidth.

Keywords: Non-Monotonic Phase Systems, Frequency-Response Compensator De-
sign, PID Controllers, Analytical Design Techniques of Compensators.
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1 Introducao

1.1 Consideracoes Gerais

O controlador PID (Proporcional-Integral-Derivativo) é provavelmente o mais utili-
zado em sistemas de controle em realimentacao negativa devido a sua simplicidade com
boas propriedades dinamicas e de robustez. Durante a tltima metade do século passado,
grandes esfor¢os académicos e industriais tiveram como foco o aprimoramento da sintonia
de controladores PID [1], com técnicas que vao desde o método empirico de Ziegler e Ni-
chols [2] até as compensagoes analiticas por lugar das raizes e por resposta em frequéncia

3, 4].

Com o passar dos anos, as abordagens classicas através de lugar das raizes e resposta
em frequéncia foram sendo aprimoradas através de métodos que procuram uma melhor
adaptacao a planta, como o escalonamento de ganhos, integradores anti-windup [5] e boa

parte das técnicas que vieram a ser chamadas de controle adaptativo [1].

Ainda assim, outras metodologias de sintonia de controladores PID também come-
garam e continuam a serem desenvolvidas com o advento das técnicas de otimizacao e
inteligéncia artificial [1, 6, 7, 8, 9] e até abordagens nao-lineares [10] e de ordem fracio-
nal [11, 12]. Cominos e Munro [13] apresenta uma comparagao entre uma boa parte das

diferentes abordagens e técnicas de sintonia de controladores PID existentes.

Sendo assim, o controlador PID é, provavelmente, o mais utilizado e conhecido no
projeto de sistemas de controle, inclusive comercialmente [3] e por isto este trabalho tem
como objetivo desenvolver uma técnica de sintonia analitica aprimorada por resposta em
frequéncia para sistemas que apresentam uma caracteristica peculiar na curva de fase: a

nao-monotonicidade, que sera discutida na proxima secao.
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1.2 Sistemas de Fase Nao-Monotona

O principio por tras da compensacao por resposta em frequéncia de um sistema dina-
mico Linear e Invariante no Tempo (LIT) continuo ou discreto é que todas as frequéncias
que sao amplificadas na funcao de transferéncia de malha aberta possuem a capacidade de
exercer uma agao de controle em um sistema em realimentagao negativa [14]. Este princi-
pio define um conceito de banda passante para um sistema de controle, o qual é 1til para
entender os beneficios e as barreiras envolvidas quando se utiliza um sistema de controle
em realimentacao negativa. Em termos gerais, quanto mais larga for a banda passante na
funcao de malha aberta, menor sera o tempo de acomodagao na resposta temporal e mais
sensivel o sistema em realimentacao negativa sera as variagoes de parametros e distirbios.
Entretanto, a estabilidade de um sistema em realimentacao negativa esta relacionada a
equagao caracteristica, a qual estd relacionada as frequéncias nas quais o ganho de malha

aberta cruza com o ganho em malha fechada [3, 4, 14].

Considere um sistema de controle em realimentacao unitaria e negativa. E importante
ter a ideia de que o controlador, planta e sensor formam uma unidade; crédito ou descré-
dito pelos resultados obtidos sao atribuidos tanto a um como aos outros [2]. Assumindo
que o controlador faca com que a funcao de transferéncia em malha aberta possua um
comportamento passa-baixas na sua resposta em frequéncia com uma tnica frequéncia so-
lugao da equacao caracteristica, a banda passante em malha aberta pode entao ser definida
como a faixa de frequéncias entre zero e a frequéncia solucao da equacao caracteristica, a

qual é chamada frequéncia de cruzamento de ganho.

Para um sistema em realimentagao negativa com a fase monotonicamente decrescente
dentro da banda passante em malha aberta, a distancia entre a fase na frequéncia de
cruzamento de ganho e o limite de estabilidade de —180° é chamada de margem de
fase. Baseado no critério de estabilidade de Bode (valido somente para sistemas de fase
minima), se a margem de fase é positiva, entdo o sistema em malha fechada sera estavel

[14].

Assim, a margem de fase pode ser vista como um indicativo de robustez, informando
o quanto a fase do sistema em malha aberta pode variar de forma que o sistema em malha
fechada ainda seja estavel. Além do mais, ela esta diretamente relacionada com o fator
de amortecimento de um sistema de segunda ordem padrao, no qual quanto maior for o

fator de amortecimento, menor serd o overshoot do sistema [3, 4].

No entanto, a técnica classica de sintonia analitica de controladores por resposta em
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frequéncia considera que a margem de fase é sempre definida na frequéncia de cruzamento
de ganho [3]. Contudo, esta considera¢do nem sempre é vélida, pois, mesmo para um
sistema de fase minima, a simples presenca de um zero no semiplano a esquerda localizado

proximo aos polos dominantes leva a uma resposta em frequéncia de fase nao-mondtona
[3].

Considere um sistema dinamico LIT continuo que pode ser modelado através da se-

guinte equacao diferencial:

() +ary(t) + aoy(t) = byi(r) + bou(r) (1.1)

Um filtro passa-baixas LC que considera a resisténcia intrinseca do capacitor (co-
mumente utilizado na eletronica de poténcia), um sistema de aquecimento acoplado por
dois ambientes ou um sistema de suspensao ativa automobilistica sao exemplos tipicos
cujo processo fisico pode ser modelado pela equagao diferencial em (1.1). Aplicando-se a
Transformada de Laplace em (1.1) com condigoes iniciais nulas, isto é, y(0) =0, y(0) =0

e u(0) =0, resulta em:

s2y(s) +arsy(s) +agy(s) = bysu(s) + bou(s) (1.2)

Entao, uma fungao de transferéncia admissivel para o sistema exemplo em (1.2) pode
ser obtida designando-se um valor especifico aos parametros ay, ag, by e bg. Suponha que
tais parametros sejam iguais a; =2, ag =9, by =1 e by = 6, entao uma possivel funcao de
transferéncia admissivel (com condigoes iniciais nulas) associada & dinamica expressa em

(1.1) pode ser dada por:

s+6
G(s) = —-——
(s) §2+25+9

na qual a frequéncia natural de oscilagdo nao-amortecida é 3 [rad/s] e o fator de amorte-

(1.3)

cimento é aproximadamente 0,33. Ha ainda um zero no semiplano a esquerda localizado
em 6 [rad/s|] (o dobro da frequéncia natural). A Figura 1.1 mostra o diagrama de Bode

da resposta em frequéncia do sistema exemplo dado em (1.3).

Como pode ser visto na Figura 1.1, existe um vale na curva de fase, préximo a frequén-
cia natural. Sendo assim, se no projeto do compensador for desejado uma frequéncia de
cruzamento de ganho maior que a frequéncia natural de oscilagao nao-amortecida, o sis-

tema ird apresentar um avanco de fase adicional dentro da banda passante em malha
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Figura 1.1: Diagrama de Bode da resposta em frequéncia do sistema exemplo.

aberta. Neste caso, a fase nao decresce monotonicamente com o avanco da frequéncia, e
consequentemente a menor fase dentro da banda passante em malha aberta nao ocorre na
frequéncia de cruzamento de ganho. Com isto a margem de fase nao pode ser utilizada
como um bom indicativo de robustez e desempenho, uma vez que o sistema ird possuir
fases menores dentro da banda passante em malha aberta. A sistemas que apresentam
tal caracteristica na curva de fase da-se o nome de sistemas de fase nao-mondtona e sao

a motivacao para o desenvolvimento deste trabalho

1.3 Organizacao do Trabalho

Este trabalho esta dividido em capitulos organizados de forma a conferir uma sequén-

cia logica e conceitual para se alcangar objetivo tragado.

O Capitulo 2 faz uma breve analise da literatura classica dos métodos de resposta em
frequéncia, desde a conceituagao da abordagem, passando pela analise de estabilidade por

resposta em frequéncia e a sintonia analitica tradicional de controladores PID em Phillips
e Harbor [3].

O Capitulo 3 introduz o nicleo principal do trabalho, onde é desenvolvida a técnica de
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sintonia analitica aprimorada que leva em consideragao sistemas que apresentam fase nao
mondtona. Sao apresentados desde os fundamentos da metodologia proposta, passando
pelo desenvolvimento para cada tipo de controlador e culminando na anélise critica do

método proposto, comparando-o com a sintonia analitica tradicional de Phillips e Harbor
[3].

O Capitulo 4 apresenta um exemplo com potencial aplicacao da metodologia proposta:
um conversor CC-CC tipo buck. Sao feitos a andlise e modelagem teérica do conversor,
bem como o projeto de um conversor e seu respectivo sistema de controle, sendo este feito
através de tres técnicas distintas, a qual uma delas é a técnica proposta neste trabalho.
Por fim, sao feitas a andlise e discussao dos resultados para o exemplo de aplicacao,

evidenciando a potencialidade da metodologia proposta.

Finalmente, no Capitulo 5 apresentam-se as conclusoes deste trabalho, através da
analise dos resultados obtidos e da proposicao de trabalhos futuros que podem vir a

enriquecer a metodologia proposta.



2 Métodos de Resposta em
Frequéncia

Neste capitulo sao revisados alguns conceitos basicos para a analise e compensagao de
sistemas sob o viés da resposta em frequéncia. Tais métodos tém sido utilizados exausti-
vamente e com sucesso na pratica em sistemas de controle por décadas, e se mostraram
indispensaveis quando se trata de compreender com clareza os beneficios, problemas e

limitacoes na teoria e pratica de sistemas de controle realimentados.

2.1 O Conceito da Resposta em Frequéncia

Existem diversas abordagens para exemplificar o conceito da resposta em frequéncia.
Ao se substituir matematicamente s por j@® em um sistema com funcao de transferéncia
G(s) tem-se a chamada descri¢do da resposta em frequéncia. A resposta em frequéncia

pode ser usada para descrever:

1. A resposta que um sistema apresenta quando na entrada aplicam-se sinais senoidais

com frequéncias variantes.
2. As frequencias contidas em um sinal deterministico via Transformada de Fourier.

3. A distribuicao dos espectros de frequéncia de um sinal estocastico via Funcao Den-

sidade Espectral.

Pela abordagem que relaciona sistemas e sinais apenas a primeira interpretagao é tutil
e sera utilizada neste trabalho, uma vez que possui a vantagem de estar diretamente rela-
cionada com o dominio do tempo onde para cada frequéncia ®, o niimero complexo G(j®)
possui uma interpretacao fisica. As outras duas interpretacoes nao possuem significado
fisico que as relacione a G(j®), pois é a distribuigdo em relagao as outras frequéncias que

é importante.
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Considere entao um sistema dinamico linear de dimensao finita G que relaciona uma

saida y a uma entrada u:

_ G -

Figura 2.1: Sistema dinamico G.

Pela Transformada de Laplace, tem-se que:

¥(s) = G(s)u(s) (2.1)

Considere agora que na entrada u é aplicado um sinal senoidal persistente (aplicado
desde t = —o0) com amplitude up, frequéncia @ [rad/s] e fase o [rad]. Ou seja, no dominio

do tempo, o sinal u(z) pode ser descrito por:

u(t) = upsin (0t +a) . (2.2)

Neste caso, o sinal de saida y também serd um sinal senoidal persistente, com ampli-
tude yg e fase B [rad]. Uma vez que G é um sistema linear, o sinal y também possuiré a

mesma frequéncia @ [rad/s|:

y(t) = yosin(wt + ) . (2.3)

Aqui yg e ug representam magnitudes e por isto sao nao-negativos. Desta forma, a
andlise de (2.2) e (2.3) indica que hd uma relagdo entre as amplitudes de y e u e que a
saida y estd defasada de u da ordem de ¢ = f — . Considere a notagao fasorial de um

numero complexo f em funcao da frequéncia :

fliw) = |f(jo)| @) (2.4)
onde |.| denota o valor absoluto (magnitude) de f e /- denota a fase de f.

Relembrando-se das propriedades das operac¢oes com niimeros complexos e de (2.1),

tem-se que:

y(jo)| =[G(jo)|.lu(jo)| (2.52)
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v(jo) = /G(jo) 1 /u(jo) (2.5b)
Logo:
N )
KXJwH-—ag (2.6a)

[G(j®) =B—a=¢ . (2.6b)

Desta forma, o conjunto de equagoes (2.6) mostra que a relagao das amplitudes dos
sinais de saida e entrada e a defasagem angular entre eles pode ser obtido diretamente da
Transformada de Laplace de G(s) depois de substituir s = jo e avaliar o mddulo e fase de

G(jo) para cada o.

Em outras palavras, um sinal senoidal de frequéncia @ que passa através de um sis-
tema dinamico linear G(s) tem sua amplitude aumentada (ou diminuida) por um fator
IG(jo)| e sua fase deslocada por um fator /G(i®). Sendo assim, diz-se que G(jo) ¢ a

resposta em frequéncia de G(s).

Naturalmente, vé-se que tanto |G(j)| quanto /G(jo) dependem da frequéncia ®.
Sendo G(j®) um numero complexo, pode-se plotar explicitamente esta dependéncia atra-
vés de um grafico médulo e fase em funcao de @ como variavel independente ou implici-

tamente no plano complexo onde para cada @ hd uma parte real e imaginédria de G(jo).

A primeira forma fornece o tao conhecido Diagrama de Bode, também chamado de
curva de Bode, onde geralmente se emprega uma escala logaritmica para frequéncia e

modulo e uma escala linear para a fase. A segunda fornece o também conhecido Diagrama

de Nyquist [14].

Definicao 2.1 (Fase Minima). Um sistema estdvel € dito de fase-minima se a relag¢do

entre modulo e fase € unica para toda a resposta em frequéncia.

Em outras palavras, o termo fase minima se refere ao fato que o sistema possui o
minimo atraso de fase possivel para um determinado médulo |G(jw)|, considerando um
sistema préprio (nimero de pélos igual ao nimero de zeros) ou estritamente préprio
(ntimero de pélos superior ao nimero de zeros). Zeros no Semi-Plano a Direita (SPD) e
atrasos de transporte contribuem com um atraso de fase adicional para o sistema quando

comparados a um sistema de fase-minima com o mesmo ganho, e por esta razao sistemas
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que apresentem tais caracteristicas sao chamados de sistema de fase nao-minima. Por

exemplo, considere os trés sistemas a seguir:

1. Gi(s) =1
s—a
2. G = :
2(s) s+a’
3. Ga(s)=e" ™.

Todos os sistemas acima apresentam moddulo constante igual a 1. No entanto, en-
quanto a fase de Gi(s) é constante em 0 [rad] (ou seja, uma relagao constante), o sistema
G»(s) possui fase igual a —2tan~! (@w/a) [rad] e o sistema G3(s) fase igual a —®t [rad].
Isto mostra que a relacao entre ganho e fase para G(s) e G3(s) nao é unica para toda a
resposta em frequéncia. Para G(s), vé-se que a fase pode atrasar em até —x [rad| quando

o tende ao infinito e para G3(s) hd multiplos giros de fase conforme @ cresce.

Logo, qual a relagao entre um zero no SPD e a consequente conclusao de que um
sistema que o apresenta ¢é de fase nao-minima? Intuitivamente um zero é responsavel por

avancar a fase de um sistema. No entanto, para um zero no SPD:

z2(s)=s—a, (2.7)

o médulo de z(s) é V@2 +a? e a fase é —tan~! (w/a) [rad]. Logo, infere-se que o zero, ao
contrario do que se espera, contribui para o atraso da fase do sistema, ferindo além da
definicao de sistema de fase minima, o senso de que o sistema nao possui o minimo atraso

de fase possivel.

Agora, imagine um pélo no SPD (o que caracteriza um sistema instavel):

pls) = —— . 2.5)

Ss—a

O médulo do pélo em (2.8) ¢ (w? —i—az)*l/2 e a fase é tan~! (w/a). Vé-se que o pélo no
SPD contribui para o avango da fase no sistema, ao contrario do que se espera (um atraso
de fase). Embora por definigdo nao possa ser considerado um sistema de fase minima,
uma vez que nao ¢ estavel, nao pode ser considerado um sistema de fase nao-minima, uma

vez que o polo no SPD contribui para o minimo atraso de fase possivel no sistema.

Uma definicao mais conservadora de fase minima requer que o sistema possua pélos

e zeros apenas no Semi-Plano a Esquerda (SPE). No entanto, como serda visto adiante na
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analise de estabilidade pelo critério de Bode, apenas o zero no SPD se mostra um incon-
veniente. Pelo exposto, neste trabalho (como em muitos outros trabalhos e referéncias na
literatura), considera-se um sistema de fase minima aquele que nao possui nem zeros no

SPD nem atrasos de transporte na malha aberta.

2.1.1 Diagramas de Bode

Como mencionado anteriormente, o diagrama de Bode expressa a dependéncia do
moédulo e da fase de um sistema explicitamente em funcao da frequéncia. Usualmente,
para a curva de modulo x frequéncia, emprega-se escala logaritmica em ambos, sendo
que o modulo é geralmente expresso em decibeis. Ja para a curva de fase x frequéncia é
usual empregar-se a fase numa escala linear, geralmente medida em graus, e a frequéncia

em escala logaritmica.

Muito embora hoje existam softwares que possuem a capacidade de construir o di-
agrama de Bode com extrema fidelidade e facilidade, em alguns casos o conhecimento
de curvas assintotas dos diagramas de Bode se mostra 1til, como por exemplo, para se
identificar sistemas de fase ndo-mondétona. Phillips e Harbor [3] faz uma andlise bastante
abrangente de como tragar as curvas assintotas das curvas de médulo e fase para os princi-
pais termos presentes em funcgoes de transferéncia lineares, tais como polos e zeros finitos,
polos e zeros na origem, poélos e zeros complexo-conjugados e atraso de transporte ideal

(ideal time delay).

Uma caracteristica elementar da influéncia dos zeros na curva de fase da resposta em
frequéncia é o avanco de fase que eles proporcionam. Se um sistema tiver um ou mais polos
posicionados antes do zero na frequéncia, o comportamento da curva de fase ird apresentar
um vale a partir da frequéncia caracteristica do zero, fazendo com que o sistema apresente
fase nao-monétona, isto é, a fase nao decai continuamente com o avanco da frequéncia.
De fato, qualquer termo que propicia um avanco de fase pode acarretar um sistema de
fase nao-mondétona. Zeros no SPE e pélos instaveis na malha aberta contribuem bastante

para isso [3].

2.1.2 Diagramas de Nyquist

O diagrama de Nyquist essencialmente contém a mesma informacao que o diagrama
de Bode, porém, ao invés de ser um diagrama de médulo e fase em funcao da frequéncia,

constroi-se um diagrama de parte real e parte imaginaria do sistema dinamico implicita-
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mente em funcao da frequéncia, inclusive para frequéncias negativas (embora estas nao
possuam significado fisico). Desta forma, o diagrama de Nyquist também é conhecido

como um diagrama polar.

2.2 Analise de Estabilidade Através da Resposta em
Frequéncia

Existem diversos conceitos e defini¢oes para a estabilidade de um sistema dinamico.
Para sistemas dinamicos LIT, um conceito bastante empregado e aceito é o de estabilidade
BIBO (Bounded Input Bounded Output). Em outras palavras, um sistema dinamico LIT
¢ dito estavel se, para uma entrada limitada em magnitude a saida também é limitada em

magnitude.

Para uma funcao de transferéncia no dominio de Laplace isto equivale a dizer que
todos os poélos da funcao de transferéncia devem estar situados no SPE, excluindo o eixo
imaginario. Observe entao que esta definicao nao restringe estabilidade ao sistema por si
sO, ou seja, um sistema pode ser instavel em malha aberta e estdavel em malha fechada
(afinal, um dos objetivos de uma malha de controle ¢ estabilizar um sistema instével) e
o oposto também se aplica. Observe que aqui sistema também nao deve ser entendido
so pela planta ou planta de processo: o controlador, sensores e atuadores também devem

estar inclusos.

Para averiguar a estabilidade da malha aberta o método mais usual é computar todos
os poélos do sistema. No entanto, € mais comum averiguar a estabilidade da malha fechada.
Para um sistema de controle usual com realimentacao negativa, representada através da
planta G(s) e funcao de realimentagao H(s), com entrada de comando (ou referéncia) r(s)
e saida y(s), a funcao de transferéncia avaliada da saida para a entrada, ou seja, de y(s)

para r(s), de forma a se analisar a estabilidade de acordo com o conceito estabilidade
BIBO, é:

ys) _ G(s)
r(s)  14+G(s)H(s)

onde os polos sao as raizes de 1+ G(s)H(s), também conhecida como equagao caracteris-

(2.9)

tica. Sem perda de generalidade, assuma que a fungao de realimentacao H(s) é unitaria e

entao aplicando-se o conceito da resposta em frequéncia, tem-se que:
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G(jo)=—1 (2.10)

de forma que o sistema seja criticamente estavel em malha fechada (ou seja, estavel mas
oscilante). A equagao (2.10) é a base para dois critérios de estabilidade amplamente

utilizados: o critério de estabilidade de Bode e o critério de estabilidade de Nyquist.

2.2.1 Analise de Estabilidade pelo Diagrama de Bode

Assumindo que o sistema G(s) seja fisicamente factivel, ou seja, possui no minimo
tantos pélos quantos zeros, o ponto —1 equivale em termos de médulo e fase a 1/—180°,

Desta forma, a equagao (2.10) pode ser reescrita como:

G(jw)=1/=180" (2.11)

Sabendo-se que é possivel decompor G(j®) em mdédulo e fase, entao a equagao (2.11)

é reescrita como:

IG(jow)| /Gli®) =1/-180° (2.12)

Entao, pela equagao (2.12), a correspondéncia entre todas as raizes da equagao carac-

teristica estarem no SPE equivale a:

e A fase de G(j) estar acima de —180° na frequéncia onde o médulo de G(jw) cruza

o ganho unitario no sentido de amplificagao para atenuacao.

e O moédulo de G(jw) ser menor que a unidade na frequéncia onde a fase de G(jw)

cruza os —180° de cima (fase maior que —180°) para baixo (fase menor que —180°).

A frequéncia obtida no primeiro item é geralmente conhecida como frequéncia de cru-
zamento de ganho (gain crossover frequency), geralmente denotada por @,. A frequéncia
caracteristica do segundo item é conhecida como frequéncia de cruzamento de fase (phase
crossover frequency), geralmente denotada por m;gg. Desta forma ao se analisar o critério
de estabilidade de Bode é necessario a existéncia e unicidade de ambas frequéncias acima

[14] e que o sistema nao possua nem polos nem zeros no SPD aberto.

De certa forma a necessidade de todos os pdlos e zeros da malha aberta estarem no

SPE ¢ justificavel, pois o avanco de fase que um podlo instavel produz poderia levar a
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conclusao de que o sistema é estavel sendo que na realidade o sistema pode ser instavel.
O zero no SPD se traduz na contraparte: a analise poderia concluir que o sistema é

instavel (pelo atraso de fase) sendo que na realidade ele pode ser estavel.

Uma das formas de se contornar tal problema é utilizar o critério de estabilidade de

Nyquist.

2.2.2 Analise de Estabilidade pelo Diagrama de Nyquist

A andlise de estabilidade pelo critério de Nyquist é baseado no principio do argumento
de Cauchy [3]. Em suma, o critério diz que para um sistema ser estdvel na malha fechada,
o numero de circulagoes anti-hordrias deve ser igual ao nimero de pdlos instaveis na
malha aberta. Seja Z o nimero de pélos instaveis na malha fechada, P o nimero de pélos
instaveis na malha aberta e N o nimero de circulagoes em torno do ponto critico —1
(positivo se as circulagoes forem hordrias e negativo caso sejam anti-hordrias), o critério

diz que:

Z=P+N (2.13)

e logo Z deve ser igual a zero para um sistema estavel na malha fechada. Observe que
Z negativo embora nao caracterize um sistema instavel por definicao também nao possui

nenhum significado fisico e logo qualquer conclusao nao pode ser obtida.

O fato do critério de Nyquist ser tao popular para a analise de estabilidade em resposta
em frequéncia se deve ao fato de ser um diagrama polar, e com isso pélos e zeros no SPD

aberto nao se tornam um problema na anélise.

Embora um sistema real e de valor pratico (usével) deva ser estavel, hd outras conside-
racoes além de estabilidade. Primeiro, ele deve possuir resposta transitoria e desempenho
aceitaveis e possuir margens de seguranca para inferir estabilidade [3]. A isso dé-se o

nome de estabilidade relativa.

2.2.3 Estabilidade Relativa

Além de estabilidade, um sistema deve possuir alguma margem de sequranca para

assegurar a estabilidade.

Considere inicialmente um sistema que tenha a sua resposta em frequéncia represen-

tada através do diagrama de Bode. Conforme mencionado na se¢ao 2.2.1, para um sistema
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ser estavel, a fase de G(jw,) deve ser maior que —180°. Logo, o senso comum diz que
quanto maior for M, maior a margem de seguranca para assegurar a estabilidade.
Desta forma, define-se como Margem de Fase (MF) o quanto a fase de G(jw,) dista da
linha de —180°.

Também conforme mencionado na secao 2.2.1, o sistema também deve possuir médulo
menor que a unidade na frequéncia onde a curva de fase cruza de cima para baixo a linha
de —180°. Logo, o senso comum também diz que quanto menor for |G(jwigp)|, maior a
margem de seguranca para assegurar a estabilidade. Desta forma, define-se como margem
de ganho (MG) o quanto o médulo de G(jwsg) pode aumentar de forma que nao seja

maior que a unidade e consequentemente instavel.

Logo, neste trabalho considera-se que tanto a margem de fase quanto a margem de
ganho podem ser consideradas como margens de estabilidade relativa. A Figura 2.2 ilustra

como obter tais informacoes a partir do diagrama de Bode.

A
@)
=
o)
§ 0dB
A
00
L -90°)
<
s
-180°

Figura 2.2: Margens de estabilidade relativa no diagrama de Bode.

Sabendo que o diagrama de Nyquist contém essencialmente as mesmas informagoes
que o diagrama de Bode, as margens de estabilidade relativa entao podem ser retiradas

do diagrama de Nyquist conforme ilustrado pela Figura 2.3.

Quando o sistema possui multiplas frequéncias onde a linha de —180° é cruzada na

curva de fase, uma das solucoes para a andlise é esbocar o diagrama de Nyquist para
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Figura 2.3: Margens de estabilidade relativa no diagrama de Nyquist.

averiguar a estabilidade e depois, através do diagrama de Bode, verificar quais sao as

margens de ganho correspondentes e adotar a menor delas [3, 14].

No entanto, uma das margens de estabilidade relativa tem uma correlagao intima com

uma caracteristica de desempenho da resposta ao degrau: a margem de fase.

Considere um sistema com um pélo na origem e outro pdlo definido da seguinte forma:

2

G0 = S azan (2.14)

Muitos sistemas fisicos podem ser descritos pela equacao (2.14). No entanto, aplicando
realimentacao negativa e unitéaria e fechando-se a malha, a funcao de transferéncia avaliada

da saida y(s) para a entrada r(s) é:

() w5
r(s)  s2420w,+ o

(2.15)

Observe que a equagao (2.15) possui exatamente a mesma equagao que um sistema de
segunda-ordem padrao com fator de amortecimento § e frequéncia natural de oscilacao

nao-amortecida w,. E possivel provar analiticamente que a margem de fase ¢, do sistema
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é dada por [3]:

—1 20
VAT T2

A equagao (2.16) fornece a relagao exata entre margem de fase e fator de amorteci-

¢, = tan (2.16)

mento para o sistema em (2.14). No entanto, como nem todos os sistemas sao descritos
por (2.14) e também como forma de simplificagao, geralmente, utiliza-se a seguinte apro-

ximagao:

0w = 100C [°] . (2.17)

A equacgao (2.17) é muito mais simples e em geral é uma boa aproximacao para (2.16)
para muitas aplicagoes [3]. Para um sistema de segunda-ordem padrao com malha fechada
T(s) dado por (2.15), também é possivel provar analiticamente que a ultrapassagem mé-

xima, ou overshoot, M, do sistema para a resposta ao degrau ¢ igual a:

ng
M, = exp (_—1——@

Também para o sistema de segunda-ordem padrao em (2.15) o tempo de acomodagao

) % 100 [%] . (2.18)

ty (settling time), que é o tempo decorrente onde as amplitudes das oscilagoes da saida

nao ultrapassam +5% do valor final, pode ser aproximado para [14]:

B 4
S,

Em geral, considera-se que a frequéncia de cruzamento de ganho w, é aproximada-

la

[s] - (2.19)

mente igual a frequéncia natural de oscilagao nao-amortecida ,, logo:

W, ~ 0, . (2.20)

As relagoes descritas pelas equagoes (2.17)-(2.20) fornecem o conceito basico da com-
pensacao por técnicas de resposta em frequéncia: designar os parametros do compensador
de forma que a malha de controle K(s)G(s)H(s) possua margem de fase ¢, e frequéncia
de cruzamento de ganho , desejadas, sabendo que tais especificagoes no dominio da

frequéncia terao relacao direta com caracteristicas de desempenho no tempo, através da
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resposta ao degrau.

E importante ressaltar que as especificacoes na frequéncia podem nao ser os tnicos
objetivos no projeto de uma malha de controle. Em geral, além de ultrapassagem ma-
xima e tempo de acomodacao, ocasionalmente deve-se levar em consideracao o erro em
regime permanente, margem de ganho, sensibilidade a variacao de parametros, rejeicao a

disturbios e ruidos, amplitude dos sinais de controle, entre outros [3].

2.3 Compensacao Através da Resposta em Frequén-
cia

A secao anterior apresentou as bases da andlise de estabilidade por resposta em
frequéncia e as consequentes relagoes entre especificagoes no dominio da frequéncia e
caracteristicas de desempenho no tempo. Nesta secao apresentar-se-ao alguns conceitos
classicos de compensagao no dominio da frequéncia. Considere o diagrama de blocos geral

de um sistema de controle:

Controlador Planta

r(s) »(s)

- K(s) G(s) >

Sensor

H(s) [+

Figura 2.4: Diagrama de blocos geral de uma malha de controle.

Primeiramente assume-se o tipo mais simples de controlador: um ganho proporcional.

2.3.1 Compensacao por Ganho Proporcional

Para um ganho proporcional, o compensador K(s) é simplesmente um ganho K. Uma
vez que K é um numero real, seu efeito s6 é visto na curva de modulo no diagrama de
Bode: aumentando-se o valor de K desloca-se a curva de modulo para cima e diminuindo-
se K desloca-se a curva de médulo para baixo. Assumindo que o sistema tenha médulo e
fase decaindo com o avanco da frequéncia, como na Figura 2.2, um aumento de K provoca
um aumento da frequéncia de cruzamento de ganho e consequentemente uma diminuicao

da margem de fase, reduzindo o tempo de acomodacao e aumentando o overshoot.
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Com a diminui¢ao do valor de K ocorre o inverso: uma diminui¢do da frequéncia
de cruzamento de ganho e um consequente aumento na margem de fase, reduzindo o
overshoot e aumentando o tempo de acomodacao. Desta forma, vé-se que os recursos
de um controlador puramente proporcional sao limitados: é possivel apenas especificar

margem de fase ou frequéncia de cruzamento de ganho.

Desta forma é necessario lancar-se mao de um controlador dinamico, ou seja, que
possua a capacidade de alterar tanto a curva de fase como a curva de moédulo. Entre
alguns tipos, ou topologias, de compensadores amplamente utilizados com esta capacidade
pode-se elencar os compensadores de atraso/avanco de fase (Phase Lead/Phase Lag) e os
controladores PID. Devido as suas boas propriedades de robustez e amplo conhecimento e
disponibilidade comercial [1, 3], a préxima segao é dedicada ao controlador PID. Convém
salientar que o estudo para o controlador de atraso/avango de fase também pode ser

encontrado em Phillips e Harbor [3].

2.3.2 Controlador PID

O controlador PID cléssico, definido em termos de trés ganhos, é dado por:

K
K(s) =Kp+ — +Kps (2.21)
S

onde Kp é o ganho proporcional, K; o ganho integral e Kp o ganho derivativo. Conforme
pode ser visto pela equacao (2.21), uma das propriedades que tornam o controlador PID
tao popular é o pdélo na origem que ele insere no sistema. Conforme mencionado por
Ogata [4], o polo na origem se traduz num indicativo de robustez bastante importante

para o sistema.

Pela Figura 2.4 e tomando a resposta em frequéncia, tem-se que a equacao caracte-

ristica é dada por:

K(jo)G(jo)H(jo)=—1. (2.22)

Se na especificacao é desejado uma margem de fase ¢, e uma frequéncia de cruzamento

de ganho @,, entao a equagao (2.22) se traduz em:

K(jo,)G(jo,)H(jo,) = 1/=180°+ ¢y, (2.23)
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que pode ser decomposta em duas equagoes distintas de modulo e fase, considerando-se

K(jw,) como incognita:

K (jou)|-|G(jon)H (jon) =1 (2.24a)

K(jou) + /Gjo)H(jy) = —180° + ¢, . (2.24b)

As equagoes (2.24a) e (2.24b) fornecem as restrigoes bésicas para o projeto de qualquer
compensador no dominio da frequéncia. Resolvendo-se para o controlador PID em (2.21)

resulta em [3]:

62 —180° + ¢, — /Gli)H(jo,) (2.25a)
cos @
Kp= 1~ : 2.25b
Gl H () (2250)
K, in@
Kp, — L = o (2.25¢)

o, |G(jod)H(jou)]

As equagoes (2.25a)-(2.25¢) se traduzem na técnica cldssica de sintonia analitica de
controladores PID. Conforme pode ser visto, este nao ¢ um problema deterministico para
o controlador PID, uma vez que ou K; ou Kp deve ser designado a priori. Em geral,
escolhe-se Kj pela possibilidade deste ser calculado através da equacao de erro em regime
permanente. No entanto, para o controlador PI ou PD o problema se torna deterministico

ao se zerar a contraparte em (2.25¢) e obter duas equagoes e duas incégnitas.

Observe que por definicao a margem de fase ocorre na frequéncia de cruzamento de
ganho, ou seja, considera-se que o sistema como um todo apresenta a menor fase dentro da
banda passante em malha aberta justamente na frequéncia de cruzamento de ganho. No
entanto, para sistemas de fase nao-mondétona isto nao se traduz em uma verdade. Embora
a estabilidade seja assegurada com margem de fase positiva na frequéncia de cruzamento
de ganho ela nao serd mais um bom indicativo de desempenho na resposta ao degrau.
Logo, este trabalho se propoe a reconsiderar o problema do projeto de compensadores
PID levando em consideracao sistemas que apresentem esse tipo de fase caracteristica, o

que sera feito no préximo capitulo.
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3 Metodologia de Sintonia
Analitica Aprimorada para
Sistemas de Fase
Nao-Monodtona

Neste capitulo serao mostrados os detalhes do desenvolvimento do procedimento de
sintonia analitica proposto, objeto central deste trabalho. A secao 3.1 apresenta os fun-
damentos que sao a base da metodologia proposta, enquanto que as secoes 3.2, 3.3 e 3.4
apresentam em detalhes o desenvolvimento para cada tipo de controlador, respectivamente
PI, PD e PID. A secao 3.5 faz uma analise critica sobre as caracteristicas e limitacoes da

metodologia proposta.

3.1 Fundamentos da Metodologia

O conceito de compensagao por resposta em frequéncia se baseia no fato que o de-
sempenho no dominio do tempo para a resposta ao degrau de um sistema de segunda
ordem padrao esta ligado a caracteristicas do sistema como fator de amortecimento e
frequéncia natural de oscilagao nao-amortecida. Estas caracteristicas, por sua vez, estao
ligadas a caracteristicas no dominio da frequéncia, como margem de fase e frequéncia de

cruzamento de ganho [3, 4].

No entanto, o método de compensacao cldssico de Phillips e Harbor [3] assume que
a pior fase da malha ocorre exatamente na frequéncia de cruzamento de ganho, e ali
entao ¢ definida a margem de fase do sistema. Isto é valido somente para sistemas com
fase mondtona, isto é, sistemas onde a fase decresce invariavelmente com o avanco da
frequéncia. Para sistemas de fase nao-mondétona a margem de fase na frequéncia de
cruzamento de ganho nao exemplifica de fato a menor margem de fase dentro da banda
passante em malha aberta. Ao se garantir a margem de fase apenas na frequéncia de
cruzamento de ganho, a margem de fase dentro da banda passante em malha aberta sera

menor para sistemas de fase nao-mondétona. Logo, o sistema ird apresentar um overshoot
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maior do que o esperado.

Desta forma, apresenta-se neste trabalho um método que permite especificar a frequén-
cia de cruzamento de ganho (que estd relacionada com o tempo de acomodagao) e a mar-
gem de fase critica, ou seja, a margem de fase de pior caso dentro da banda passante em
malha aberta para sistemas de fase nao-mondtona. Isto faz com que a margem de fase
continue a ser utilizada como um bom indicativo de robustez e permite que o critério de

Bode seja corretamente utilizado para analisar a estabilidade do sistema.

Considere o diagrama de blocos usual de um sistema de controle representado na
Figura 2.4. Obtendo-se a fungao de transferéncia da saida y(s) em relagdo a entrada de

referéncia r(s):

’s) KGO -
r(s) 14+K(s)G(s)H(s) '
Desta forma, a equacao caracteristica da malha fechada pode ser dada por:
K(s)G(s)H(s) =—1. (3.2)

Assumindo que o controlador faca com que o sistema em malha aberta possua um
comportamento passa-baixas na sua resposta em frequeéncia, faz-se necesséario definir qua-
tro parametros para a compensacao por resposta em frequéncia de um sistema dinamico
LIT de fase nao-monétona dentro da banda passante em malha aberta: a frequéncia de
cruzamento de ganho w,, a frequéncia de margem de fase critica @,,, a margem de fase

de cruzamento de ganho ¢, e a margem de fase critica ¢,,.

A frequéncia de cruzamento de ganho @, é a solu¢ao da equagao caracteristica, a
qual deve ser unica. A margem de fase de cruzamento de ganho ¢, é a distancia entre
a fase do sistema em malha aberta na frequéncia de cruzamento de ganho e o limite de
estabilidade de —180°. Baseado no critério de estabilidade de Bode, se a margem de fase
de cruzamento de ganho ¢, é positiva, entao o sistema em malha fechada serd estavel [14].

Logo, na frequéncia de cruzamento de ganho tem-se:

K(jw,)G(jo)H(jo,) =1/=180"+ ¢, (3.3)

Pode-se reescrever (3.3) como duas restri¢oes de médulo e fase:
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|K(]wu)||G<]wu)H(]wu)| =1 (3.4&)

K(jou) + /G(jou)H(jou) = —180° + ¢, . (3.4D)

A frequéncia de margem de fase critica @, é a frequéncia na qual a resposta em
frequéncia do sistema apresenta a fase mais baixa, isto é, apresenta a menor margem de
fase na banda passante em malha aberta. Logo, @, é, por definicao, menor ou igual a
frequéncia de cruzamento de ganho ®,. A margem de fase critica ¢, ¢ a distancia entre a
fase do sistema em malha aberta na frequéncia de margem de fase critica (isto é, a menor
margem de fase dentro da banda passante em malha aberta) e o limite de estabilidade de
—180°. Desta forma, a restricao de fase deve ser redefinida de forma a se considerar que
a menor fase nao ocorre na frequéncia de cruzamento de ganho, mas sim em outro ponto,

denominado frequéncia de margem de fase critica, como se segue:

K(jom) + /G(jOm)H(jOn) = —180° + ¢, . (3.5)

E, com isto, as duas restricoes fundamentais para o projeto do controlador sao dadas

por:
K(joo) 1 (3.61)
J = ; ; .ba
! |G(jo,)H (jo)]
[K(j@m) = —180+ ¢, — /CLiOm)H(jOn) . (3.6b)
Note que, pela consideragao feita anteriormente sobre um sistema de fase nao-monétona,
tem-se que:

o, <o, . (3.7b)

A equagao (3.7a) mostra que ao se especificar ¢, positivo garante-se estabilidade de

toda a malha de controle em questao.
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O conjunto de equacoes (3.6) fornece as restri¢oes basicas para qualquer controlador
ser determinado por técnicas de resposta em frequéncia. No entanto, foca-se neste trabalho

o controlador PID e suas variacoes, que serao desenvolvidas nas secoes a seguir.

3.2 Controlador PI

O controlador PI é definido em termos de ganhos como:

K(s)=Kp+ - (3.8a)

e numa abordagem em termos de ganho proporcional Kp e tempo de integracao Ty é

definido como:

K(s) = Kp (1+i> : (3.8b)

Trs

Na resposta em frequéncia o controlador PI em (3.8a) tem médulo e fase dado por:

. K}
[K(jo)| =\ Kp+ 5 (3.92)

/K(j®) = —tan™! (ﬁ) . (3.9b)

Counsidere:

02 —180+ ¢y, — /CiOwm)H(jOm) . (3.10)

Com o conjunto de restrigdes (3.6) e as relagoes de médulo e fase do controlador PI
dados por (3.9) e a definigdo de 6 em (3.10) é possivel obter expressoes analiticas para o

calculo dos ganhos Kp e Kj. Pela restricao de modulo tem-se que:

K2 K_IZZ ! (3.11)
P o |G(jo)H(jo,)| '

Elevando-se ambos os membros de (3.11) ao quadrado:
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ki Kt ! (3.12)
d (02 G(jou)H ()] ‘
Pela restricao de fase tem-se:
- Ki
0=—tan" : 3.13
an (prm) (3.13)
Extraindo a tangente de ambos os lados de (3.13) e isolando-se K; leva a:
Ki = —Kpw,,tan6 . (314)
Agora, para determinar Kp basta substituir (3.14) em (3.12):
KZw? tan” 0 1
Kp+ - = _ 3.15
P e T lGGe HGe)P 1)
Colocando-se K3 em evidéncia na equacio (3.15) fornece:
2
() 1
Kp |1+ (-’") tan® 0 | = —— : 3.16
| o, GUoH @) 210
Agora isolando K3 em (3.16) resulta em:
5 1
K3 = 5 : (3.17)
G(j@)H(jo,) |1+ (%) tan? 9]
wy
Finalmente, extraindo-se a raiz quadrada de (3.17) fornece o ganho Kp:
Kp = . (3.18)
\G(jou)H (joy,) |\/ m tan26
Agora, substituindo (3.18) em (3.14) encontra-se o valor de Kj:
Wy, tan 6
K= — m 0 . (3.19)

2
|G(jwu)H(jcou)|\/1 + <%) tan2 0
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A equagao (3.19) pode ser reescrita como:

tan 6
Ki=— O fan . (3.20)

Gliw)H(jo)] (‘;’)—j)z[(g—:)zﬂanze]

Simplificando (3.20) fornece:

tan 0
Ki=— Dutan . . (3.21)
Wy
\G(ja)u)H(ja)u)]\/(—) +tan” 0
W
Expressando-se (3.21) em termos de cotangente:
K= Ou : (3.22)
w, 2 1
@, )H (] to —
Gl o |cord | (2) 4

Com algum algebrismo no termo dentro da raiz quadrada de (3.22) se chega a:

[0
K= — - — = (3.23)
w;cot” 0+ w
G(jo,)H(jo,)|coth [ — o
G(jw,)H (jo,)| \/ a),%lcotzﬂ
No entanto, sabe-se que cotangente é uma funcao impar, ou seja, cot(—6) = —cot8,

e entdo cot’? @ = cot?> (—0). Com isto, pode-se reescrever a equacio (3.23) como:

O,
K = . (3.24)

cot? 0 w? + w?
Gljo,)H(jw, t(—0)y | ————=2
G(j@u)H (joo,) cot( >\/ oo

Simplificando (3.24) chega-se finalmente a:

K = (3.25)

y
o, 2 .
G(jo)H(jow) 1+(—") o6
()

No entanto, é mais usual representar o valor da acao integral em termos de Ty, que é

definido como:



3.3 Controlador PD 26

Kp
TT=—. 3.26
=% (3.26)
Logo, substitui-se (3.26) em (3.14) e o tempo 77 é dado por:
to
=Y (3.27)
WO
3.3 Controlador PD
O controlador PD ¢ definido em termos de ganho como:
K(S) = Kp+ Kps (3.28&)

e numa abordagem em termos de ganho proporcional Kp e tempo de derivagao Tp ¢é

definido como:

K(s) = Kp (1 +Tps) . (3.28b)

Na resposta em frequéncia o controlador PD em (3.28a) tem médulo e fase dados por:

K(jo)| = \/K3+Kj0? (3.29a)

. K,
/K(j®) = tan™! (KL“’) . (3.29b)
P

Com o conjunto de restrigoes (3.6) e as relagoes de médulo e fase do controlador
PD dadas em (3.29), juntamente com a defini¢ao do angulo 6 em (3.10) é possivel obter

expessoes analiticas para o calculo dos ganhos Kp e Kp. Pela restricao de médulo:

1
K2+ K22 = ) 3.30
VKo = (G B )] (3:30)

Elevando-se ambos os membros de (3.30) ao quadrado:

K} +Kpo? = 1 : (3.31)
Y G(jww)H (jou)?
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Pela restricao de fase, tem-se que:

K
0 = tan~! ( Dw’") . (3.32)
Kp

Extraindo-se a tangente de ambos os lados de (3.32) e isolando Kp fornece:

K
K, — Kptan6 (3.33)
O

Agora, para se determinar Kp basta substituir (3.33) em (3.31):

K3®? tan? 0 1
Kp+ - = — , . 3.34
P e T G HGe)P .
Colocando o termo K3 em evidéncia em (3.34) fornece:
2
() 1
Kp |1+ (-) tan® 0 | = —— _ . 3.35
|, GUoJH @) 339
Agora isolando o termo K3 em (3.35) resulta em:
> 1
K= (3.36)

|G(jou)H (jon)?

5 )
1+ (ﬂ) tan2 9]
Oy

E finalmente extraindo-se a raiz quadrada de ambos os membros de (3.36) fornece:

1
Kp = = (3.37)
0
GlanH @)1+ (o) o
Wi
Agora para determinar Kp é necessério substituir a equagao (3.37) em (3.33):
tan 0
Kp = = = : (3.38)
wy
‘G(jwu)H(jwu)’wm\/l + ((D_) tan2 0
m

A equacao (3.38) pode ser reescrita como:
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tan 0
Kp = = : (3.39)
o\ | (o’
|G(jwu)H(jwu)|a)m (w_m> [(E) + tan? 9]
Simplificando (3.39) fornece:
tan 0
Kp = = : (3.40)

2
’G(jwu)H(jwu) | wu\/(%) +tan 6

u

Expressando (3.40) em termos de cotangente:

-1
Kp = Du . (3.41)

2
. . W 1
H t —
|G(jow,)H(joy,)|co 9\/(%) + o0

Manipulando algebricamente o termo dentro da raiz quadrada de (3.41):

1
Kp = D . (3.42)

2 .2 2
. . w: cot“ 0 + w
IG(qu)H(qu)lcote\/ mwgcotw -

Simplificando (3.42) chega-se finalmente a:

Kp= (3.43)

o,
@\ > '
G(jo)H(joy) 1+<;) co26
u

Entretanto, é mais usual representar o termo da acao derivativa em termos de Tp, que

¢ definido como:

Kp
Ip = — . 3.44
b= (3.44)
Através da substitui¢ao de (3.44) em (3.33), o tempo Tp é dado por:
tan 0
Tp = — (3.45)

WO
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3.4 Controlador PID

O controlador PID ¢ definido em termos de trés ganhos como:

K
K(s)=Kp+ —~ +Kps . (3.46)
S

Na resposta em frequéncia o controlador PID tem médulo e fase dados por:

\/(DZKIZJ + (K] — w2KD)2
K(jo)| =

. (3.47a)

. 2K3 — K,
/K(j®) = tan™! (M) : (3.47b)

wKp

Com o conjunto de restrigoes (3.6) e as relagoes de médulo e fase do controlador
PID em (3.47), juntamente com a definigdo do angulo 6 em (3.10), é possivel obter
expressoes analiticas para o calculo dos ganhos Kp, K; e Kp. No entanto, como existem
trés incégnitas e apenas duas equagoes uma solucao deterministica torna-se impossivel.
Em geral, especifica-se um ganho K; arbitrario ou um erro em regime permanente dado

por:

1
SnKlgi_l;I(l)G(S)H(S) =— (3.48)

Ess

onde n indica o tipo do sistema (nimero de pélos na origem em malha aberta) e es é o
erro em regime permanente para um determinado tipo de entrada de acordo com o tipo

do sistema.

Desta forma, a equacao (3.48) possibilita uma solugao deterministica para o controla-
dor PID. Logo, as solugoes derivadas das restricoes de médulo e fase serao desenvolvidas

em torno de Kp e Kp, tendo como K; um parametro fixo determinado pela equagao (3.48).

A restricao de médulo fornece:

\/(K, — 02Kp)® + 02K> B 1
Wy  [Glj@)H (jou)|

(3.49)

Elevando-se ambos os membros de (3.49) ao quadrado:
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2
Du (3.50)

2
K — 0K w*K: = .
(Ki = 0iKp)" + 0iKe = (o oS H o

Desenvolvendo-se o termo ao quadrado no membro esquerdo de (3.50) fornece:

2
2 2 42 22 O,
K} —202KiKp + 0K} + 02K} = Glio )}‘;(jw Ik (3.51)
u u

Da restricao de fase vem:

2
o Kp — K,
mOP

Isolando-se Kp em (3.52) fornece:

Kptan® K
e e (3.53)

Kp —
O, 2

Agora substituindo Kp dado por (3.53) em (3.51) resulta em:

Kptan K, Kptan® K;\2
- 5, Wy, 5,
>
+ 02K3 = u . (3.54)

|G(jou)H (jan)?

Desenvolvendo o termo ao quadrado em (3.54) fornece:

Kptan6 K, K2tan’0 2KpK;jtan® K?
d +—’>+ 4< £ N Rt e A ’)

K? — 202K, —L
P ( O N o o, o,
+ 2K3 = @, (3.55)
! G(jou)H (jwu)|*
Aplicando a propriedade distributiva em (3.55):
2 2 4 4
) 1) [0) ®
K} —2K;Kp—"tan 0 — 2K;— + Kp—= tan” 0 + 2KpK;—+ tan 0
o, 2 7, ;)
2

k2 2k D (3.56)
"of " |G(joH (o) T

m




3.4 Controlador PID 31
Agrupando alguns termos comuns de (3.56) resulta em:
2 2
) [0) 1
(—gtan2 0+ 1) o, Kp+ <2K,—§tan9 - 2K1—tan9) o, Kp
a0 Wy Wy
2 4 2
(0] (0) ),
+Kf 2K} 4 4K — =0. (3.57
P gy R s T 6w Gagp 0 T
Dividindo (3.57) por @?:
(—';tan 0+ 1) Kp+ {— (—';— 1>] Kp
K 2K} | 2O _ 1 _
5 5 = - ——5 =0. (3.58)
0; O oy |Gjau)H (jo)]
Considere que a razao ®, /@, possa ser assim chamada:
),
Q=" (3.59)
O
Sendo assim, a equacgao (3.58) pode ser simplificada para:
2K;tan 6
(Q%tan® 0+ 1) K3 + [’—an (Q* - 1)} Kp
n
1 0 2 1
—|—K2(——|————)— - - =0. (3.60
ozt @z~ @) " 16GantGer " G0
Com algum algebrismo em (3.60) chega-se a:
2K;tan 6
Quan’0+ 1] K3 + {’—an (@ 1)} Kr
K? (1 1
+—’2<—+92—2)— =0. (3.61)
,

02

m

Simplificando (3.61) fornece:

G(jo)H (jou,))?
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2K;tan 0
QP un®6 1] K3 + ’—”(92_1)}1@
m
K,2<1 )2 1
LA (L) o 0. (362
oz \o GlaHGo)E 0 36

Pode-se ver pela equacao (3.62) que o ganho Kp deve ser determinado através da

resolucao de uma equacgao de segundo grau. Considere entao:

ay=Q%tan’ 0 + 1 (3.63a)
2K tan 6
by = ’Tan (Q2-1) (3.63b)
K? (1 )2 1
cr=—— | ——Q — - - 3.63c
A Gl H(a, ) (3630

e entao Kp tem solugoes iguais a:

—bk + A/ b% - 4akck
Kp= : (3.64)

Zak

e Kp ¢é encontrado substituindo-se os ganhos Kp calculados na equagao (3.53).

A andlise de (3.63a) mostra que além do coeficiente a; ser sempre positivo ele nunca
¢ nulo. Isto implica que as raizes de (3.64) devem ser analisadas de acordo com uma
equacao de segundo grau com concavidade para cima em funcao dos termos by e ¢, onde
by esta relacionado com a posicao no eixo das abcissas do vértice do grafico e ¢ indica
a coordenada onde o grafico cruza com o eixo das ordenadas. A Tabela 3.1 mostra a

natureza de Kp em funcao dos sinais dos coeficientes by e c¢;. Considere as seguintes

—bk —A /b% — 4akck
KPI = (365&)

Zak

—br+ 4/ b% —daycy,
Kp, = . (3.65b)

B Zak

notacoes:

2

Agora verifica-se a condigao de existéncia de Kp. De (3.53) e sabendo que Kp deve

ser positivo:
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Tabela 3.1: Natureza do ganho Kp versus coeficientes.

cx >0 =0 cr <0
be>0| Kp<OeKp<O |Kp<OeKp=0]|Kp<0eKp>0
by =0 | Nao existe (complexos) Kp =Kp, =0 Kp, = —Kp,
bk<0 KP1>06KP2>0 KPIZOGKPZ>O KP1<06KP2>O

Kptan® K,

PENY L 2 Sy, (3.66)
2

a)m m

Multiplicando-se (3.66) por @:

K
Kptan6+ —L >0 . (3.67)
Logo:
K
tan > ———1 (3.68)

Extraindo o arco-tangente de (3.68) resulta em:

Oztan_l(—KK(; ) . (3.69)
PWm

No entanto, sabendo-se que o arco-tangente é uma funcao fmpar:

K,
6 < tan”! (—’) . (3.70)
K

POy

A igualdade nas equacOes anteriores esta presente apenas por rigor matematico, pois

um Kp nulo implicaria em um controlador PI. Logo, de forma geral:

Kpw,, P

tan ™! <— xi ) <6 <tan"! (KKI ) VO #0 . (3.71)

E interessante notar que, quando Kj for nulo, a equacao do ganho Kp em (3.64) se

transforma na equacgao do ganho Kp para o controlador PD.

No entanto, existe outra abordagem para o controlador PID, dada pelas mesmas agoes
de controle, entretanto, definido em termos de um ganho proporcional Kp e dois periodos

(ou tempos), chamados de tempo de integracao Tj e de derivagao Tp, como se segue:
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K(S) =Kp (1+TDS+%) . (372)

Na resposta em frequéncia, o controlador PID em (3.72) tem mdédulo igual a:

2
K(jo)| :KP\/ 1+ (pr— L) (3.73)

Tio

e fase igual a:

/K(j®) = tan™! (TDa) - L) (3.74)

Tio
e, com as restricoes de médulo e fase, é possivel encontrar os parametros do compensa-
dor. No entanto, diferentemente da abordagem do controlador PID em termos de trés
ganhos, nao é possivel obter o parametro da agao integral da equacao de erro em regime
permanente, pois o ganho K; depende diretamente de Kp e T;, dois parametros a serem
calculados. Logo, ou o tempo de derivagao Tp ou o tempo de integracao T; devem fazer

parte da especificagao.

Numa primeira abordagem, considera-se que T; é designado e que Kp e Tp serao

calculados. Da restricao de fase:

1
tan0 = Tpw,, — . 3.75
an DO, T ( )
Isolando-se Tp em (3.75) resulta em:
tan 0 1

Tp = . 3.76

No entanto, pela restricao de médulo:
K 1+(Ta) ! )2— : (3.77)

" P Te,) T IG(je)H(jou)] '

Substituindo-se Tp dado por (3.76) em (3.77) fornece:

N 379
d o,  To2) " T,  [Gljo)H (o) '
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Reescrevendo-se a equagao (3.78):

0y o, 1 o, 1 )2 1
K 1—|—<—tan9—|—— - — = - - . 3.79
d \/ O O T10n @ Ty 0y, G(jau)H(jou)] (379
Manipulando-se algebricamente (3.79):
) 1 o2 1 1
Kpy|1449 [ — ) [tan6 + — (= = — . 3.80
v { (o) [0+ 7 (%) Tzcom] } GGaiGe %

Agrupando-se alguns termos comuns em (3.80) e com algum algebrismo chega-se a:

w, 2 1 Wy, 2 2_ 1
ko 1+ () {ta““nwm [“(E) ” BE T

O que finalmente leva a:

1
Kp = (3.82)

G(j@)H(jou)l| 1+ (ﬁ—m)z {tan9+ Tliom [1 - <%)1 }2

e o parametro Tp é dado pela equagao (3.76).

Agora, mudando-se a abordagem e considerando que Tp ¢é designado a priori, entao

Kp e Ty devem ser calculados. Da restricao de fase:

1

tan0 = Tpw,, — . 3.83
an DOy, Tla)m ( )
A equagao (3.83) pode ser reescrita como:
1 2
= Tpw;, — W,tan b . (3.84)
1

No entanto, pela restricao de médulo, tem-se que:
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1 \? 1
K’”\/”(TD“’“‘TM) = GlagHG®,)] (3.85)

Substituindo-se (3.84) em (3.85) fornece:

177 1
Kpy[1+ [T ®, — (Tpw?2 — tan O —} = — _ . 3.86
\/ b= (T " o] T 1GGw o) (350
Reescrevendo-se (3.86) ¢ possivel chegar a:
o, ) ) 2 1
Kpy| 1+ (—’”tane——’"T On+—T, wm) = — . 3.87
: Wy w, " O |G(jou)H (jou)] (3:87)

Manipulando-se algebricamente (3.87) fornece:

®y, , 71Y° 1
Kp 1+{<E> [tanQ—TDa);n+TDwm ((O_m> ]} = Gljo)H (o) (3.88)

Agrupando-se alguns termos comuns em (3.88) e com algum algebrismo chega-se a:

Kpy|1+ (2—':)2{tan9+TDcom [(2—’:)2—1] }2 ’G(jwu)lH(jwu)' L (3.89)

O que finalmente leva a:

1
Kp = (3.90)

IG(jo)H(jou)|,| 1+ (%)2 {tan9+TDwm [(2—2)2 - 1] }2

e o tempo Ty é encontrado isolando-o na equacao (3.84):

= ! (3.91)
I_a)m Tp®, —tanO ) '

Logo, verifica-se que a abordagem do controlador PID em termos de um ganho pro-

porcional e dois periodos resulta num controlador mais simples que o controlador PID de
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trés ganhos mas que, no entanto, nao é passivel de ser completamente deterministico.

3.5 Analise e Discussao da Metodologia Proposta

3.5.1 Analise das Equacoes Obtidas

Considerando a razao Q definida na secao anterior, a Tabela 3.2 mostra as equagoes
de calculo dos parametros de compensacao dos controladores PI e PD em funcao do tipo

de controlador desejado.

Tabela 3.2: Célculo dos parametros de compensagao versus tipo do compensador.

PI PD
K, 1 1
: G(jo,)H(jo, 1+Q2tan? 0 G(jo,H(jo, 1+0Q2tan2 0
G(J jou)v J @) V1 + Q2 tan’ 6
K; Du 0
IG(jo,)H(jw,)|V1+Q%cot? 0
—1
KD 0 wu
|G(jo,)H (jo,)|vV1+Q 2cot? 6
cotf
TI - [e3s)
Oy
t
Tp 0 an 0
Wy,

A analise da Tabela 3.2 mostra que as equacoes de compensacao para os controlado-
res PI e PD sao muito parecidas, sugerindo uma interessante dualidade entre ambos os

controladores.

A razao Q estd presente nas equacoes de calculo de todos os parametros relativos a
ganho. Devido a sua importancia na metodologia proposta e na andlise a seguir, sera
dada a razao Q o nome de razao de monotonicidade. A razao de monotonicidade de

certa forma é um indicador do quao ndo-mondtono o sistema é. Quanto menor seu valor,
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mais mondtono é o sistema, ao passo que uma razao de motonicidade unitaria indica um
sistema perfeitamente mondétono. Convém novamente lembrar que por definicao w,, < @,,

e desta forma nao é possivel obter uma razao de monotonicidade menor que um.

Pela coluna do controlador PI na Tabela 3.2 é possivel inferir que quanto maior for
a razao de monotonicidade maior serda o ganho Kp e menor seréd o ganho Kj. Isto indica
que compensar um sistema de fase nao-mondtona como um de fase mondtona dentro da
banda passante em malha aberta levara a um ganho Kp subestimado e um ganho K;
superestimado. Sabendo que em geral valores muito grandes de K; tendem a deixar o
sistema mais oscilatério [2, 3, 4], compensar um sistema de fase nao-mondtona como um

de fase monodtona deve ser evitado, principalmente em presenca de agao integral.

Ja a coluna do controlador PD na Tabela 3.2 revela que quanto maior for a razao de
monotonicidade, menor serd o ganho Kp e maior serd o ganho Kp. Isto indica que com-
pensar um sistema de fase nao-mondtona como um de fase mondétona dentro da banda
passante em malha aberta levarda a um ganho Kp superestimado e um ganho Kp subes-
timado. Sabendo que em geral valores muito grandes de Kp tendem a reduzir a margem
de ganho do sistema [3, 4], compensar um sistema de fase ndo-monétona como um de
fase mondtona também deve ser evitado de forma a nao se reduzir a margem de ganho
substancialmente. Entretanto, devido ao aumento no ganho Kp, as especificacoes devem

ser cuidadosamente escolhidas para nao acentuar os efeitos que a acao derivativa acarreta.

As linhas dos parametros Ty e Tp também indicam facilmente quais as condigoes de
existéncia dos controladores. O angulo 6 deve ser entendido como o atraso ou avango
de fase necessario que o controlador deve impor para que a margem de fase de pior caso

especificada seja alcancada.

Para nao se obter um 7; negativo é necessario que o angulo 8 esteja no 2° ou 4°
quadrante. Como um controlador com apenas um pélo nao consegue atrasar a fase em
mais de 90°, é possivel inferir que —90° < 8 < 0° para um controlador PI. Isto explica
intuitivamente que para um atraso de fase de até —90° é necessario escolher um controlador
PI. Por outro lado, para nao se obter um 7p negativo é necessario que o angulo 6 esteja
no 1° ou 3° quadrante. Como um controlador com apenas um zero nao consegue avangar
a fase em mais de 90°, é possivel inferir que 0° < 6 < 4+90° para um controlador PD. Isto
explica intuitivamente que para um avanco de fase de até +90° é necessario escolher um

controlador PD.

Embora haja igualdade em ambos lados nas duas condigoes, elas sao raramente al-

cangaveis e podem ser desprezadas. O fato de 6 = 0° implica que o controlador deve
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ser puramente proporcional e 8 = £90° demandaria um esforco de controle muito grande

para atingir as especificagoes desejadas, debilitando a factibilidade fisica do controlador.

Considere agora que o sistema apresente fase monétona dentro da banda passante em

malha aberta. Isto significa que w, = @, e entao a razao de monotonicidade Q é igual a 1.

A margem de fase de pior caso coincide com a margem de fase no cruzamento de ganho,

ou seja, ¢, = @,. Desta forma o ganho Kp em ambos controladores PI e PD se traduz em:

1
Kp = .
|G(jo,)H(jow,)| /' 1+ tan? 6
———
sec 6
Sabendo que o inverso da secante é o cosseno:
% cos 6
pP= ; : .
|G(jo,)H(jo,)|
Ja o ganho Kj para o controlador PI:
Wy
K = .
|G(jo,)H (jo,)| V' 1+ cot? 6
—_———
cscO
Sabendo que o inverso da cossecante é o seno:
K= 'a)u sin 9. .
|G(jou)H(jo,)|
E o ganho Kp para o controlador PD:
o,
Kp = .
|G(jw,)H(jw,)|V/1+cot? 6
—_—
cscH
Sabendo que o inverso da cossecante é o seno:
®; 'sin@
Kp = . . .
|G(jo,)H(jo,)]

(3.92a)

(3.92b)

(3.92¢)

O sinal negativo em (3.92b) é colocado de forma a se adequar ao fato de que o seno de

um angulo no 4° quadrante gera um numero negativo e o ganho K; deve ser positivo. A

equacao do ganho Kp em (3.92a) é a mesma da compensagao analitica classica de Phillips
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e Harbor [3] em (2.25b) e a equagao dos ganhos Kj e Kp dados respectivamente por (3.92b)
e (3.92¢), sao obtidas ao se zerar uma das contrapartes em (2.25¢). Isto mostra que as
equacoes de compensacao analiticas propostas neste trabalho se traduzem nas equagoes
classicas de compensagao de Phillips e Harbor [3] quando o sistema a ser compensado

apresenta fase mondtona dentro da banda passante em malha aberta.

Jéa o controlador PID de trés ganhos requer uma anélise mais cautelosa. As restrigoes
de médulo e fase fornecem apenas duas equagoes de compensacao, entretanto o contro-
lador PID possui trés parametros a serem calculados. Desta forma, um deles precisa ser
designado a priori e os outros dois calculados analiticamente. O fato do ganho Kj ser
possivel de ser determinado através da equagao de erro em regime permanente o torna

muitas das vezes o ganho designado a priori, abordagem esta que é seguida neste trabalho.

Conforme a secao 3.4 mostrou, o equacionamento do controlador PID de trés ganhos
se mostra complexo, sendo necessario verificar muitas condicoes para a existéncia do
controlador, uma vez que se chega a uma equacao de segundo grau na qual o termo que
acompanha a varidvel Kp nao é nulo. A andlise de (3.63b) mostra que o tnico fator que
afeta o sinal do termo by é tan 0, uma vez que a razao de monotonicidade é sempre maior

ou igual a um e todos os outros fatores e/ou especificagbes sao positivos.

Desta forma, através da andlise da primeira linha da Tabela 3.1 é possivel inferir que
a unica forma de se obter um avanco de fase com o controlador PID e um Kp factivel é
fazer o termo ¢ negativo. Uma alternativa de se obter ¢; negativo é reduzir o valor de
K;. Este fato explica o senso comum que diz que é impossivel obter avango de fase com
um controlador PID com alto valor de K;. Analisando-se a segunda linha da Tabela 3.1
é possivel concluir que quando a defasagem é nula, o termo ¢; também deve ser negativo

para que haja um ganho Kp factivel.

No entanto, quando é desejado um atraso de fase, a factibilidade fisica de Kp independe
do sinal de ¢;. No entanto, para um atraso de fase e coeficiente ¢; positivo havera dois
ganhos Kp factiveis, o que pode ser um problema, muito embora o menor deles nao deva

respeitar a condicao de existéncia de Kp em (3.71).

A Tabela 3.3 sumariza a existéncia e factibilidade fisica dos ganhos Kp em fungao do

angulo de defasagem 6 e coeficiente cy.

Convém salientar mais uma vez que para que o controlador PID seja fisicamente
factivel todos os ganhos devem ser positivos, e para isso a condicao de existéncia de Kp

em (3.71) deve ser verificada de posse de Kp.



3.5 Andlise e Discussao da Metodologia Proposta 41

Tabela 3.3: Natureza do ganho Kp versus angulo de defasagem 0 e coeficiente c.
cy >0 ck=01c, <0
6>0 - - Kp,
60<0 Kpl e I(P2 sz sz

Por fim, ¢ feita a analise do controlador PID sob o ponto de vista de um ganho propor-
cional e dois periodos. Levando em consideragao a razao de monotonicidade, constroi-se
novamente mais uma tabela com as equacoes de compensagao, mas desta vez com as duas
abordagens apresentadas em funcao do ganho Kp e dos tempos T; e Tp, exemplificada pela
Tabela 3.4.

Tabela 3.4: Célculo dos parametros de compensacgao versus parametro designado — Con-
trolador PID.

T; designado Tp designado
K G(j@u)H (jou)|”! Gj@)H (jou)!
1 2 -2 2112
\/1+Qz [tan9+ (1_9_2)} V1+Q2[tan 0+ Tpa, (92 — 1))
1Wm
T; E ificaca ! !
specificagao — | =—
! p ¢ o, \ Tpw,, —tan O
1 : .
Tp — (tan 0+ > Especificacao

A andlise da Tabela 3.4 também sugere uma dualidade evidente e interessante entre
ambas abordagens para o controlador PID de um ganho e dois periodos. Observe que a
medida que T vai ao infinito, chega-se nas mesmas equagoes encontradas para o contro-
lador PD anteriormente, e que quando Tp vai a zero chega-se nas mesmas equagoes do

controlador PI, conforme pode ser visto comparando-se a Tabela 3.4 com a Tabela 3.2.

Outra conclusao a ser tirada da Tabela 3.4 é que o ganho Kp é tnico quando as
especificagoes respeitam as condigoes de existéncia. Isto confirma que, para o controlador
PID definido em termos de trés ganhos, quando ha a possibilidade de haver dois ganhos
reais e distintos, um deles nao deve respeitar a condicao de existéncia do ganho Kp e por

isso deve ser desprezado, nao fornecendo uma solucao de fato para o problema.
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Convém salientar mais uma vez que é possivel representar o controlador PID de trés
ganhos a partir do controlador PID de um ganho e dois periodos e vice-versa mas que, no

entanto, uma delas deve ser adotada para o projeto inicial do controlador.

A abordagem de um ganho proporcional e dois periodos é mais simples, mas nao pode
ser completamente deterministica, uma vez que nao é possivel especificar T; através do
erro em regime permanente. No entanto, a abordagem por trés ganhos ¢é passivel de ser
completamente deterministica (quando Kj é especificado através do erro em regime per-

manente) mas resulta num controlador complexo com especificagoes bastante restritivas.

Como se sabe, o controlador PID pode contribuir em até 180° de avango de fase
na malha aberta, acentuando mais ainda o problema de nao-monotonicidade da fase na
banda passante em malha aberta. Desta forma, seu uso s6 é aconselhavel onde é desejado
simultaneamente erro nulo em regime permanente para determinado tipo de entrada e uma
leve melhora na dinamica do sistema, com um avanc¢o de fase pequeno. No entanto, as
especificagoes devem ser cuidadosamente escolhidas de forma a nao serem tao restritivas,

sob pena de nao haver ganhos factiveis que impoem a dinamica desejada.

3.5.2 Analise da Rotina para Encontrar a Frequéncia de Mar-
gem de Fase Critica

Conforme mencionado na secao 3.1, a frequéncia de margem de fase critica w,, nao
pode ser uma especificacao livre, mas somente uma frequéncia dada pela malha aberta
que deve ser encontrada recursivamente uma vez que, a cada calculo dos ganhos, o com-
pensador ird modificar a malha aberta. Isso sugere um procedimento de busca como se

segue:

e Passo 1: Especificacoes iniciais.

e Passo 2: Obtenha a resposta em frequéncia da malha aberta G(jw)H(jo) até a

banda passante em malha aberta especificada.

e Passo 3: Faca um procedimento de busca e encontre a menor fase da malha aberta

G(jo)H(jo). Obtenha a frequéncia correspondente & esta menor fase.
e Passo 4: Faca @, igual a frequéncia encontrada.

e Passo 5: Calcule os ganhos do compensador e obtenha a resposta em frequéncia da
malha aberta agora com o compensador, ou seja, obtenha a resposta em frequéncia

de K(jo)G(jw)H(jo) até a banda passante em malha aberta especificada.
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e Passo 6: Faca um procedimento de busca e encontre a menor fase da malha aberta

K(jo)G(jw)H(jw). Obtenha a frequéncia correspondente a esta menor fase.
e Passo 7: Subtraia a frequéncia atual da frequéncia anterior @,.

e Passo 8: Se o médulo da subtracao for maior que a tolerancia especificada, faca @,

igual a frequéncia atual e volte ao Passo 5.

e Passo 9: Fim.

O algoritmo acima é bastante adequado se implementado em softwares que possuem

fungoes que calculam a resposta em frequéncia e retornam o modulo, fase e frequéncia,

como por exemplo o MATLAB®.

Também se faz necessario colocar outra condicao limite pra sair do loop existente
entre os passos 5 e 8, principalmente se o valor de tolerancia for muito pequeno e o
procedimento de busca retornar alternadamente dois pontos equidistantes do ponto de
minimo da fungao. Em geral, coloca-se uma condicao que impoe que tal loop deva ser

executado um numero limite de vezes e o valor de @, ¢ igual ao ltimo a ser encontrado.

Alternativamente pode-se implementar outros métodos ou algoritmos para calcular
tal frequéncia, como métodos numéricos ou métodos de inteligéncia artificial. Neste caso,
uma abordagem que pode se mostrar bastante adequada ¢é a utilizagao de algoritmos evo-
lutivos, tais como algoritmos genéticos ou enxame de particulas, uma vez que o problema
definido (encontrar a frequéncia de margem de fase critica) pode ser representado como

um problema de busca de um minimo global.

O Apéndice A fornece a rotina em MATLAB® baseada no algoritmo proposto que serd
utilizada para se calcular os ganhos do compensador na aplicacao destacada no préximo

capitulo.
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4 FExemplo de Aplicacao -
Conversor Buck

Nos capitulos anteriores todo o fundamento das técnicas de andlise e compensacao
por resposta em frequéncia, tanto de sistemas de fase monodtona quanto de sistemas de
fase nao-mondtona dentro da banda passante em malha aberta, foram analisados e con-

venientemente demonstrados.

Com o intuito de avaliar a eficacia e demonstrar o potencial do método proposto,
considerar-se-4 um exemplo de aplicacao no qual a planta a ser controlada é um sistema
fisico que apresenta a caracteristica da fase nao-monétona notavel: o conversor CC-CC
tipo buck, também conhecido como abaixador de tensao. O conversor buck é amplamente
utilizado nas diversas aplicagoes onde é necessario uma fonte de poténcia CC fixa e com

habilidade de corrigir variagoes na tensao de alimentacao e as oscilagoes de carga.

Sendo assim, para o desenvolvimento do exemplo de aplicacao, inicialmente faz-se
necessario uma apresentacao do funcionamento geral do conversor buck sincrono. A seguir
é feita a analise do modelo dinamico do conversor para pequenos sinais, na qual modelam-
se os diferentes estdgios presentes no conversor, e logo apos a modelagem dos estagios é
proposto um projeto de um conversor e da sua respectiva malha de controle, incluindo a
escolha do compensador mais adequado. Para o projeto da malha serao utilizadas trés
técnicas de sintonia dos parametros do compensador, sendo uma delas a técnica proposta

neste trabalho.

Finalmente, uma anélise e discussao dos resultados obtidos sera feita com o intuito de
endossar a empregabilidade e a eficacia da técnica proposta frente as outras técnicas apre-
sentadas e comprovar algumas caracteristicas da técnica proposta que foram mencionadas

anteriormente.
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4.1 Consideracgoes Gerais

As trés topologias basicas de conversores chaveados mais comumente utilizadas sao os
conversores buck (abaixador), boost (elevador) e buck-boost (abaixador-elevador). Essas
topologias tém recebido grande aten¢ao, muito em funcao da grande eficiéncia na conver-
sao CC-CC em baixa poténcia e baixa-tensao, que sao utilizadas no projeto de fontes de
energia para diversas aplicagoes em produtos eletronicos como computadores e telefones

celulares, entre muitos outros.

Embora essencialmente diferentes, tais topologias apresentam algumas caracteristicas
em comum como, por exemplo, o fato de que a tensao de entrada Vjy e a tensao de saida
Vour compartilham a mesma referéncia GND. No entanto, as topologias se diferem em
relacao a forma como as chaves, indutores e capacitores sao conectados, o que leva cada
topologia a ter suas préprias caracteristicas e finalidades, como razao de conversao de

tensao, natureza das correntes de entrada e saida, ondulacao da tensao de saida, etc.

Todos os conversores podem ser analisados em regime permanente e em regime tran-
sitério, sendo que neste tdltimo é empregado uma modelagem em pequenos sinais que
permite equacionar as variaveis do sistema em funcao de equacoes diferenciais, o que leva

a um modelo dinamico.

Como serda visto adiante, o conversor buck em sua modelagem apresenta fase nao-
monotona. Por esta razao, este conversor foi escolhido de forma a apresentar um potencial

exemplo de aplicacao da metodologia de sintonia analitica proposta.

4.2 Analise e Modelagem do Conversor Buck

Esta secao apresenta a andlise e modelagem de um conversor buck em modo tensao

operando em conducao continua.

O conversor buck ¢ utilizado quando se deseja uma reducao na tensao de saida Voyr
em relagao a tensao de entrada Vjy. Basicamente, um conversor buck é constituido de um
filtro passa-baixas LC e um par de chaves que regulam a tensao Vyy aplicada no filtro LC.
Em geral, ao conjunto filtro LC e chaves, da-se o nome de estagio de poténcia, que do ponto
de vista de controle é a planta a ser controlada. Como forma de cumprir determinados

requisitos de desempenho do conversor é desejado o projeto de um bloco controlador.

Fisicamente, as chaves podem ser implementadas de diversas formas. A chave superior
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pode ser implementada através de um transistor MOS ou um transistor bipolar, sendo que
a chave inferior pode ser implementada através de um outro transistor MOS, bipolar ou
mesmo um diodo. Para uma maior eficiéncia, pode-se optar por um conversor sincrono,
empregando-se duas chaves MOS que, no entanto, apresentam uma maior complexidade
no chaveamento. Uma forma mais simples, porém menos eficiente, é empregar um diodo

como chave inferior, tornando o conversor assincrono.

Uma das formas mais simples e eficiente de se implementar o bloco controlador é atra-
vés de um amplificador de transcondutancia com resistores e capacitores. Um modulador
PWM em conjunto com drivers é responsavel pelo chaveamento dos transistores MOS.
A Figura 4.1 apresenta um diagrama simplificado do conversor buck a ser estudado no

decorrer deste capitulo.

VRE F

Drivers

Rk
Modulador PWM

ANV
R,

R;

A —

Figura 4.1: Diagrama simplificado do conversor buck sincrono empregado.

4.2.1 Analise em Regime Estacionario

Através da andlise em regime estacionario é possivel dimensionar os elementos ati-
vos e passivos envolvidos no estagio de poténcia do conversor buck. De acordo com as
especificagoes, é definido o ponto de operacao do circuito e, assim, os elementos que o

compoe.

A andlise em regime estacionario com o conversor operando em modo continuo é
constituida de dois estados: os estados ON e OFF. Durante o estado ON, o transistor Q

conduz por um periodo caracterizado Tpy € o transistor Q, é cortado. Durante o estado
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OFF o transistor Q; é cortado e o transistor 9, conduz por um periodo determinado por
Ts — Ton, onde Ts é o periodo correspondente a frequéncia de chaveamento fs. Define-se

entao a razao de conversao de tensao D:

T,
p=-"2% (4.1)
Ts

Considerando-se a resisténcia Rpg entre dreno e fonte de ambos transistores Q1 e Q;
desprezivel e que ainda a resisténcia parasita série do indutor também pode ser considerada
como desprezivel, a relagao entre a tensao de saida Voyr e tensao de entrada Vyy pode ser

dada por:

Vour =DViy . (4.2)

A equacao (4.2) fornece a relac@o entre tensao de entrada e saida através da razao de
conversao de tensao de um conversor buck operando em regime permanente. A menos de
perdas ohmicas nos componentes, a tensao de saida independe da corrente fornecida para

a carga, caracteristica desejavel em fontes de alimentagao.

4.2.2 Analise em Regime Transitorio Empregando Modelo de
Pequenos Sinais

Com a analise CA do regime transitorio por meio de resposta em frequéncia é possivel
verificar a estabilidade do circuito e verificar parametros de desempenho do regime tran-
sitorio. No entanto, o conversor buck é, por natureza, um sistema chaveado e nao-linear,
e as técnicas de resposta em frequéncia, como a analise por Diagramas de Bode e afins,
nao sao aplicaveis ja que se baseiam no teorema da superposi¢ao. No entanto, através de
alguns critérios [15] e empregando-se um modelo de pequenos sinais é possivel compreen-
der a dinamica média dos sinais em torno do ponto de operacao e assim fazer a andlise

linearizada do conversor empregando-se técnicas classicas de resposta em frequéncia.

Modelo Continuo do Modulador PWM

O modelo continuo do modulador PWM foi primeiramente descrito por Volpérian [16]
no intuito de se analisar os conversores chaveados de forma continua no dominio do tempo.
Considerando V¢ a queda de tensao gerada pela corrente de saida do amplificador de

transcondutancia e Vpgc a tensao pico-a-pico do oscilador empregado, a razao de conversao
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de tensao gerado pelo modulador PWM pode ser dado por:

Dis) _ 1
Ve(s)  Vosc (4.3)

O modelo continuo do modulador PWM em (4.3) s6 é vélido quando a frequéncia
de chaveamento fg é muito maior que a frequéncia natural do filtro LC, fazendo com
que o sistema tenda aos valores médios de tensao e corrente sem os ripples (oscilagoes)

caracteristicos dessas grandezas.

Modelo Continuo do Estagio de Poténcia

O modelo do estagio de poténcia para pequenos sinais basicamente pode ser dado
pelo modelo de um filtro LC puro. No entanto, devido as caracteristicas nao-ideais dos
componentes passivos do filtro LC e a carga aplicada, o modelo torna-se um pouco mais
complexo do que o de um filtro LC ideal. Um exemplo é o surgimento de um zero no
modelo devido ao fato de que a resisténcia série do capacitor de saida nao é nula. Logo,
considerando-se C a capacitancia do capacitor de saida, R¢ a resisténcia série do capacitor
de saida, L a indutancia do indutor de saida, R; a resisténcia série do indutor de saida
e que a carga ¢ modelada através de uma resisténcia pura R, o modelo linearizado para

pequenos sinais do estdgio de poténcia é dado por [15]:

Vour (s) R 1 +sRcC

D(s) R+R. RR, L R+Rc
1+s|C(R 2LC
—f-s{ ( C+R+RL>+R+RL} +

para um Vjy constante.

No entanto, nos casos onde a resisténcia série Ry do indutor de saida e a resisténcia
série Rc do capacitor de saida podem ser desprezadas em relagao a resisténcia da carga R
e ainda que a resisténcia Ry pode ser desprezivel em face da resisténcia Rc, o modelo em

(4.4) pode ser simplificado para:

Vour (s) 1 +sRcC
v 4.5
D(s) IN (45)

n L
1+s (RCC+ E) +s2LC

também para Vyy constante.

Reescreve-se (4.5) de forma que se assemelhe mais & um sistema de segunda-ordem

padrao:
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Vour (S) 1 14+ sR-C
— = — Vi 4.6
D(S) LCS2+ &—’_L S_'_i IN ( )
L RC LC

também para Vyy constante.

O filtro LC tipicamente introduz um pélo complexo-conjugado no sistema dado em

(4.6) com frequéncia natural igual a:

1
27w/ LC

Jn= [Hz] (4.7)

e fator de amortecimento igual a:

vLC (’E | ) | (4.8)

c=3 \7 "&e

A frequéncia do zero oriundo da resisténcia série Rc do capacitor de saida é dada por:

1
- 2aRC

e [Hz] . (4.9)

Tipicamente a resisténcia parasita série Rc do capacitor de saida faz com que a frequén-
cia do zero que surge esteja entre duas a trés vezes mais distante do pdélo complexo-
conjugado. A Figura 4.2 apresenta um esboc¢o do Diagrama de Bode do estagio de potén-
cia do conversor buck. O pdlo complexo contribui com uma atenuagao de —40 [dB/dec| a
partir da frequéncia natural f, na curva de médulo e um atraso de fase de até —180° na
curva de fase. O zero no SPE contribui com uma amplificacao de +20 [dB/dec| a partir

da frequéncia f, e um avanco de até +90° na curva de fase.

Filosofia da Compensagao de Conversores Buck

Como pode ser visto na Figura 4.2, se no projeto da malha de controle para o conversor
buck for desejado uma frequéncia de cruzamento de ganho maior que a frequéncia do zero
do modelo, o sistema ira apresentar fase nao-mondtona dentro da banda passante em

malha aberta.

Em geral, deseja-se uma banda passante em malha aberta fp grande de forma a
acelerar a resposta do sistema, diminuindo o tempo de acomodacao. Tipicamente fg ¢é
escolhido entre 1/10 e 1/5 da frequéncia de chaveamento fs e se deseja uma margem de

fase em torno de 45° ou mais [17].
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Figura 4.2: Esboc¢o do diagrama de Bode do estagio de poténcia do conversor buck.

A escolha de qual tipo de compensador mais adequado é feita com base no posiciona-
mento relativo das frequéncias dos pélos complexo-conjugados f,, frequéncia do zero f,
frequéncia da banda passante em malha aberta fp e frequéncia de chaveamento fg. A Ta-

bela 4.1 mostra como deve ser feita a escolha do compensador em funcao das frequéncias
[17]:

Tabela 4.1: Tipo do compensador em funcao da localizagao das frequéncias.

Tipo | Localizagao das Frequéncias | Tipo do Compensador
fs
II fn<f3<fz<5 PID
fs
11 Mh<f< > < fz PID

Como pode ser visto na Tabela 4.1, os tipos II e III nao acarretam em fase nao-
monotona dentro da banda passante em malha aberta. No entanto, devido ao fato de
se desejar uma grande banda passante em malha aberta de forma a diminuir o tempo

de acomodacao do sistema, a acomodacao da banda passante em malha aberta entre as
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frequéncias do pélo complexo-conjugado e do zero torna-se desvantajosa, principalmente
se tais frequéncias estiverem bem préximas. Neste caso, é preferivel acomodar a banda
passante em malha aberta afastada do zero e lidar com as dificuldades que a fase nao-

mondtona acarretam.

Uma solugao bastante adequada para se empregar fisicamente tanto o controlador
como o bloco subtrator da malha é através de um amplificador de transcondutancia.
Considerando e como o sinal de erro proveniente da diferenca entre a tensao de refe-
réncia Vgpr e a tensao de saida realimentada, g, a transcondutancia caracteristica do

amplificador e V¢ a tensao na saida do amplificador, a equagao do controlador é dada por:

:ngK+§—; . (4.10)

Logo, comparando-se a equagao (4.10) com a de um controlador PI padrao, tem-se

que os ganhos Kp e Kj sao dados por:

Kp = ng[( (4.11&)
8m

K ==—. 4.11b

= cx (4.11b)

4.3 Projeto de um Conversor Buck

Esta secao apresenta o projeto de um conversor Buck, onde os parametros do estagio
de poténcia e do controlador sdo dados por Chiao et. al. [17]. Paralelamente, para o
conversor analisado serao feitas mais duas compensagoes, uma utilizando a técnica de

sintonia proposta neste trabalho e outra com a técnica de sintonia cléssica dada por [3].

4.3.1 Parametros do Conversor Buck

Um conversor buck sincrono com os parametros listados na Tabela 4.2 é proposto por
Chiao et. al. [17]:

Da Tabela 4.2, vé-se que o resistor de carga é dado por R = Voyr/loyr = 330 [mQ)].
A resisténcia série do indutor é desprezivel e a resisténcia série do capacitor é aproxi-
madamente 5,5% da resisténcia de carga. Entdo, o termo que multiplica s* em (4.4) é
aproximadamente unitario. Desta forma, a funcao de transferéncia do estagio de poténcia

pode ser dada por (4.5). Sendo assim, substituindo-se os valores da Tabela 4.2 em (4.5)
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Tabela 4.2: Parametros do conversor buck.
Parametro Sigla Valor
Tensao de Entrada Vin 5 [V]
Tensao de Saida Vour | 3,3 [V]
Corrente de Saida lout 10 [A]
Frequéncia de Chaveamento fs | 200 [KHz]
Indutor de Saida L 3,3 [uH]
Capacitor de Saida C | 2200 [uF]
Resisténcia Série do Indutor Ry, 0 [Q]
Resisténcia Série do Capacitor Rc 18 [mQ)]
Tensao Pico-a-Pico da Rampa do Oscilador | Vpse | 1,25 [V]
Tensao de Referéncia Vrer | 1,25 [V]
Transcondutancia gm | 600 [uS]
Resisténcia de Realimentagao Série Ry | 1,65 [KQ]
Resisténcia de Realimentagao Paralela Ry 1 [KQ]
obtém-se:
Vour(s) _ G(s) = 5 1+39,6.10% ' (4.12)
D(s) 1+4,96.10 55 +7,26.10952
A frequéncia do pdlo complexo-conjugado estd em:
f ! ~ 1,87 [KH] (4.13)

 2.14/3,3.106.2200.10-6
e a frequéncia do zero oriundo da resisténcia parasita série Rc do capacitor de saida esta

em:

1
= ~ 4 [KHz] . 4.14
=3 z1810 32000006 = K1 (4.14)
A funcao do modulador PWM ¢é dada por:
D(s) 1
=y 15" (4.15)

Em geral, a fungao do modulador PWM é combinada com a func¢ao com o estagio de

poténcia. Dé-se a esta fun¢do combinada o nome de planta G(s):
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1
Vosc

G(s) = Gp(s)M(s) = Gp(s) (4.16)

Sendo assim, a planta a ser controlada G(s) possui funcdo de transferéncia dada por:

Gls) = Vour(s) _ A 1+39,6.1075
Ve(s) 1+4,96.10755+7,26.109s2

(4.17)

A saida é realimentada através de um divisor de tensao. Sendo assim, a func¢ao de

transferéncia da realimentagao H(s) nao é unitaria, mas dada por:

Ry

H p— p—
)= R TR~ 2.65

~0,37 . (4.18)

Analisando-se o conversor buck sincrono como um conjunto de sistemas, um diagrama

esquematico do conversor pode ser visto pela Figura 4.3.

Planta G(s)

I
|
| :
! I
[ |
: Controlador K(s) : | :
|
| I | |
I Vrer | | |
| 5 Ve | | ” :
' — t + D 5 |
| - I | Vosc = |
| o y 5
[ R | | :
: : : Modulador PWM |
| I | |
| Cx | | |
[ I | | |
| | S [N |
| = |
| |
) ]
fmmmmm e

I—"W\—
=2

|
l
|
|
I R;
|
|
|
|

Realimentacao H(s)

Figura 4.3: Diagrama esquemaético do conversor buck sincrono como um conjunto de
sistemas.

A partir de (4.17) e (4.18) traga-se o diagrama de Bode da resposta em frequéncia da
planta em malha aberta G(s)H(s), que pode ser vista na Figura 4.4.
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Figura 4.4: Diagrama de Bode da resposta em frequéncia do conversor buck sincrono em
malha aberta.

4.3.2 Especificacoes de Desempenho do Conversor Buck

A referéncia [17] propoe que o projeto da malha de controle tenha uma banda passante
em malha aberta igual a 1/10 da frequéncia de chaveamento e uma margem de fase de
45°. Entao, a banda passante em malha aberta deve ser de 20 [KHz|, o que em radianos

por segundo leva a:

0, =215 — w, ~ 1,3.10° [rad/s] . (4.19)

Analisando-se a Figura 4.4 nota-se que para a banda passante em malha aberta dese-
jada o sistema ird apresentar um vale na curva de fase, acarretando fase nao-mondétona.
Também ¢ possivel notar que pelo posicionamento das frequéncias envolvidas no projeto,
dada pelas equagoes (4.7) e (4.9), frequéncia de cruzamento de ganho e de chaveamento
desejadas, o tipo de controlador mais adequado é um controlador PI, conforme pode ser

visto na Tabela 4.1.

Para uma margem de fase de 45°, o fator de amortecimento da malha compensada

deve ser aproximadamente:

{~0,0l.9, — (0,45,
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Com essas especificacoes, pode-se calcular o desempenho esperado da malha de con-

trole:

M, = exp (—\/171-—57(:2) x 100[%] (4.20)
4
R F (4.21)

Com as especificagoes desejadas, pela equagao (4.20) espera-se um overshoot de apro-
ximadamente 20,5% e pela equagao um tempo de acomodagao aproximadamente igual a
68,4 [us].

Com as especificacoes desejadas, serao feitos trés projetos de um controlador para o

conversor buck sincrono apresentado, a saber:

e Projeto via posicionamento do zero do controlador PI sugerido por Chiao et. al.
[17]. Esta técnica consiste em posicionar o zero do controlador PI numa tradicional
abordagem conhecida como “cancelamento de pélos e zeros”. Embora nao haja um
cancelamento de pélos e zeros efetivo, a abordagem se baseia em posicionar o zero
de forma que o efeito desse anule o efeito do pélo complexo-conjugado na curva de
modulo. Neste trabalho, esta técnica serd referenciada como “Posicionamento do

Zero do Controlador”.

e Projeto via sintonia analitica dada por Phillips e Harbor [3]. Esta técnica consiste
em, a partir de especificagoes na frequéncia, calcular através de equacoes analiticas
os parametros do controlador PI para atingir determinado desempenho no tempo.
No entanto, a técnica nao leva em consideracao a possibilidade da fase nao-mondtona
dentro da banda passante em malha aberta. Neste trabalho, esta técnica sera refe-

renciada como “Sintonia Analitica Tradicional”.

e Projeto via sintonia analitica proposta neste trabalho. Esta técnica é semelhante a
técnica anterior, mas a possibilidade de fase nao-mondtona é considerada e as equa-
¢oes analiticas sao modificadas de forma a se considerar essa possibilidade. Neste

trabalho, esta técnica sera referenciada como “Sintonia Analitica Aprimorada”.
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4.3.3 Projeto via Posicionamento do Zero do Controlador

Este método descrito em [17] consiste em posicionar o zero do controlador PI de
forma que a curva de médulo possua uma taxa de atenuacao de —20 [dB/dec] em torno
da frequéncia da banda passante em malha aberta. Para isto, recomenda-se posicionar a
frequéncia do zero do controlador PI em torno de f;, =0,75f,. Com essa recomendagao,

espera-se atingir as especificagoes desejadas. Os ganhos Kp e K; sdo dados [17] a seguir:

Kp =152
K; = 142857

Ty ~1,06.107% .

Logo:

142857

K(s) =152+ (4.23)

A seguir sao exibidas algumas figuras de mérito do projeto do controlador PI para o
conversor buck sincrono analisado via posicionamento do zero do controlador. Na Figura
4.5 pode ser analisado o Diagrama de Bode da resposta em frequéncia da malha aberta
e na Figura 4.6 a resposta ao degrau de amplitude Vggr = 1,25 [V]. Convém lembrar
que, devido ao fator de realimentacdo do sensor H(s), o valor final da saida deve ser

Vinal = Vrer /H =~ 3,3[V], que é o valor desejado da tensao de saida Voyr.

A Figura 4.5 mostra que a banda passante em malha aberta do sistema esta aproxi-
madamente em 1,3.10° [rad/s], o que equivale a aproximadamente a 20,7 [KHz] e que a
margem de fase estd em torno de 40°, indicando que a compensacao atingiu adequada-
mente as especificacoes. Ja na Figura 4.6 observa-se que o overshoot é aproximadamente

10,6% e o tempo de acomodagao estd em torno de 90 [us].

4.3.4 Projeto via Sintonia Analitica Tradicional

Para o projeto via sintonia analitica tradicional, considera-se que a frequéncia onde
ocorre a margem de fase critica é a frequéncia de cruzamento de ganho (frequéncia da
banda passante em malha aberta). Sendo assim, os parametros de projeto sdo margem
de fase ¢, = 45° e frequéncia de cruzamento de ganho @, = 1,3.10° [rad/s]. As equagdes

para a compensacao sao:
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Figura 4.5: Diagrama de Bode da resposta em frequéncia do conversor buck compensado
via posicionamento do zero do controlador.

6 = 180° + ¢, — /GLi@)H(j®y) (4.24a)
cos @
Kp = - - 4.24b
d |G(jo,)H(jou)| ( )
w, sin 6
K =— - _ ) 4.24c
! |G(jw,)H (jo,)| ( )

Entao os ganhos sao dados por:

Kp=12,24
K; = 1200000

T; =0,102.10~4

Logo:

12
K(s) = 12,044+ 1200000 (4.26)
S
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Figura 4.6: Resposta ao degrau de amplitude Vggr do conversor buck sincrono compensado
via posicionamento do zero do controlador.

Novamente sao exibidas as figuras de mérito para esta compensacao. A Figura 4.7
exibe o Diagrama de Bode da resposta em frequéncia do sistema compensado e a Figura 4.8

mostra a resposta ao degrau de amplitude Vggr do conversor buck sincrono compensado.

A leitura da Figura 4.7 indica que a banda passante em malha aberta do sistema
estd aproximadamente em 1,3.10° [rad/s| e que a margem de fase estd em torno de 45°,
indicando que a compensacao atingiu adequadamente as especificacoes. Ja na Figura 4.8
observa-se que o overshoot é aproximadamente 36,4% e o tempo de acomodacao esta em

torno de 90 [us].

4.3.5 Projeto via Sintonia Analitica Aprimorada

No projeto via sintonia analitica aprimorada especifica-se a margem de fase critica @,
e a frequéncia de cruzamento de ganho @,. Sendo assim, os parametros de projeto sao
Om = 45° ¢ @, = 1,3.10° [rad/s|. Inicialmente considera-se que a frequéncia onde ocorre
a margem de fase critica @, é igual a frequéncia onde ocorre a menor margem de fase
na malha aberta G(jw)H(j®) dentro da banda passante em malha aberta. Para o con-
versor buck em questao, esta frequéncia é exatamente igual a frequéncia do zero, ou seja,

inicialmente @, ~ 25253 [rad/s]. Para um controlador PI, as equagées de compensagao
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Figura 4.7: Diagrama de Bode da resposta em frequéncia do conversor buck compensado
via sintonia analitica tradicional.

Sao:

0 = 180° + ¢, — /G(iOm)H (jOn) (4.27a)

Kp = (4.27Db)

1
2
IG(jwu)H(jwu)l\/l + <%) tan @

K] = (427C)

w,

Q) 2 .

G(jo,)H(joy))| 1+(—“) cot2 0
O

Novamente, convém dizer que o conjunto de equacoes (4.27) deve ser utilizado um
nimero de vezes suficiente de forma que @, se estabilize. O procedimento iterativo

utilizado aqui foi o sugerido no Capitulo 3. Logo, os ganhos encontrados sao:

Kp = 15,3106

K; = 116890
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Figura 4.8: Resposta ao degrau de amplitude Vggr do conversor buck sincrono compensado
via sintonia analitica tradicional.

T;=1,31.107%

Logo:

116890

N

K(s) = 15,3106+ (4.29)

Assim como nas compensacoes anteriores sao exibidas as figuras de mérito para esta
compensagao. A Figura 4.9 mostra o Diagrama de Bode da resposta em frequéncia da
malha aberta do sistema compensado via sintonia analitica aprimorada e a Figura 4.10
a resposta ao degrau de amplitude Vggr do sistema compensado via sintonia analitica

aprimorada.

A leitura da Figura 4.9 indica que o sistema atingiu as especificacoes desejadas na
frequéncia e a Figura 4.10 mostra que o sistema apresentou overshoot de aproximadamente

10,4% e tempo de acomodacao aproximadamente igual a 90 [us].
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Figura 4.9: Diagrama de Bode da resposta em frequéncia do conversor buck compensado
via sintonia analitica aprimorada.

4.4 Analise e Discussao dos Resultados

Esta secao é dedicada a uma analise critica e discussao dos resultados obtidos, onde
sao feitas as conclusoes e comparagcoes entre as trés técnicas de sintonia apresentadas para

o conversor CC-CC tipo buck sincrono.

Primeiramente, listam-se os ganhos calculados para cada compensacao, que podem

ser visualizados na Tabela 4.3.

Tabela 4.3: Ganhos das técnicas de sintonia aplicadas.

Posicionamento do Zero | Analitica Tradicional | Analitica Aprimorada
Kp 15,2 12,24 15,3106
K; 142857 1200000 116890
T; 1,06.10~% 10,2.10~% 1,31.107%

A anélise da Tabela 4.3 confirma a expectativa de que a compensacao via sintonia
analitica tradicional levara a um Kp subestimado e a um Kj superestimado em relacao a
sintonia analitica aprimorada. A Tabela 4.3 ainda mostra como estao préximos os ganhos
calculados via técnica de posicionamento do zero do controlador e a técnica de sintonia

analitica aprimorada indicando que, para este caso, a sintonia analitica aprimorada se
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Figura 4.10: Resposta ao degrau de amplitude Vggr do conversor buck sincrono compen-
sado via sintonia analitica aprimorada.

aproxima bastante de uma pratica consagrada do projeto de compensadores para conver-

sores buck, comprovando a sua eficicia.

Agora da-se inicio a andlise das figuras. Inicialmente, a andlise dos diagramas de
Bode da resposta em frequéncia das trés malhas projetadas, ilustradas pelas Figuras 4.5,
4.7 e 4.9, revela que as tnicas compensacoes que atingiram as especificacoes desejadas
no dominio da frequéncia sao a sintonia via posicionamento do zero do controlador e
sintonia analitica aprimorada, muito embora a sintonia via posicionamento do zero do
controlador tenha fornecido uma margem de fase ligeiramente menor que a especificada.
Isto se deve ao fato de que este é um procedimento com teor empirico ou mesmo baseado
em experiéncia e observacoes, e que apenas tenta alocar a frequéncia da banda passante
em malha aberta. Neste caso, espera-se que a margem de fase nao seja critica a ponto de

deteriorar a dinamica do sistema, pois nao ha a possibilidade de especifica-la.

Embora seja um procedimento bastante efetivo e com resultados muito significativos,
a falta da capacidade de especificar margem de fase pode se tornar um grave empecilho
para sistemas que apresentem uma fase “excessivamente’nao-mondtona, ou seja, o vale da
curva de fase esteja muito préximo da linha de —180°. Logo, é um método cuja eficdcia

depende indesejavelmente do comportamento natural da planta.
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Entretanto, pela comparagao entre o comportamento no dominio do tempo para uma
resposta ao degrau de amplitude Vggr dos sistemas compensados via posicionamento do
zero do controlador e sintonia analitica aprimorada, ilustrado pelas Figuras 4.6 e 4.10,
vé-se que o método via posicionamento do zero do controlador apresentou um desempe-
nho bastante similar ao método via sintonia analitica aprimorada, com mesmo tempo de
acomodacgao (como esperado, uma vez que ambos possuem a mesma banda passante em

malha aberta) e com diferenca em torno de pouco mais de 0,2% de overshoot entre ambos.

Outro ponto bastante interessante de se notar entre as duas compensacoes analisadas
é o fato de que ambas apresentam margem de ganho infinita, uma vez que em nenhuma

das duas a fase do sistema em malha aberta se encontra abaixo da linha de —180°.

Agora sera feita uma comparacao entre as duas técnicas de sintonia analiticas utili-
zadas. A Figura 4.11 retrata o diagrama de Bode da resposta em frequéncia de ambas
malhas de controle e a Figura 4.12 corresponde a resposta ao degrau de amplitude Vger
de ambas malhas de controle. Em ambas figuras, a curva em azul corresponde a sintonia

analitica tradicional e a curva em verde corresponde a sintonia analitica aprimorada.
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Figura 4.11: Diagrama de Bode da resposta em frequéncia do conversor buck compensado
via sintonias analiticas.

A andlise das Figuras 4.11 e 4.12 retrata o que se esperava da sintonia analitica

aprimorada: o fato de garantir a margem de fase em toda a banda passante em malha
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Figura 4.12: Resposta ao degrau de amplitude Vggr do conversor buck sincrono compen-
sado via sintonias analiticas.

aberta especificada produz um menor overshoot que a sintonia analitica tradicional, que s6
garante a margem de fase na frequéncia de cruzamento de ganho. Outro ponto bastante
interessante na Figura 4.11 é que para a sintonia analitica tradicional ha dois pontos
onde a curva de fase toca a linha de —180° e uma consequente banda entre essas duas
frequéncias. Qualquer ganho proporcional que estiver entre essa banda tornard o sistema

instavel.

Existem mais duas formas de se comprovar tal fato. Uma delas é a andlise do diagrama
de Nyquist, que ¢ dado pela Figura 4.13 e as figuras com efeito de zoom correspondentes

para uma melhor visualizacao do gréfico, dadas pelas Figuras 4.14 e 4.15.

A analise das Figuras 4.13, 4.14 e 4.15 mostra que para a compensacao analitica
aprimorada o sistema é estével e possui margem de ganho infinito, uma vez que sua curva
correspondente (em verde) nunca possui circulagoes que cruzam o eixo real. Isso explica
o fato de que se ha margem de fase positiva dentro da banda passante em malha aberta

nao ha ganhos proporcionais dentro da mesma que levem o sistema a instabilidade.

Por outro lado, uma analise nao cuidadosa do sistema compensado via sintonia anali-
tica tradicional poderia concluir que o sistema é instavel para o compensador projetado,

uma vez que em tese ha uma circulagao anti-horéria em torno do ponto —14jO e o sistema
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Figura 4.13: Diagrama de Nyquist da resposta em frequéncia do conversor buck sincrono
compensado via ambas as sintonias analiticas.

nao possui polos instaveis em malha aberta. Tal fato levaria a conclusao equivocada de

que a malha fechada possui “—1"pdlos instaveis, o que nao possui significado fisico algum.

No entanto, conforme demonstrado em Phillips e Harbor [3], a andlise do diagrama de
Nyquist para sistemas com multiplos cruzamentos no eixo real e varias circulagoes deve
ser cuidadosa. Uma técnica bastante eficaz para determinar o nimero de contonos no
entorno do ponto critico consiste em tragar uma linha com inicio no ponto —1+ jO e com
diregao “conveniente”. O nuimero de circulagoes é entao dado pelo nimero de vezes que
essa linha cruza com a curva no sentido horario menos o ntmero de vezes que a linha
cruza a curva no sentido anti-horario. Por “conveniente”’entende-se tragar uma diregao
que forneca o menor nimero de contornos possiveis. Pelas Figuras 4.13, 4.14 e 4.15 é
possivel verificar que ao se tracar uma linha com inicio em —1+ jO em direcao ao ponto
—50— j600 vé-se que a linha imaginaria toca a curva em azul uma vez no sentido horario
e uma vez no sentido anti-horario e, portanto, o nimero de circulagoes é nulo e o sistema

é estavel.

No entanto, observe a faixa de pontos onde a curva em azul cruza com o eixo real na
Figura 4.14. Fazendo-se o mesmo procedimento explicado anteriormente é possivel inferir

que o sistema ird apresentar um numero de circulagao igual a 2, e portanto passara a ter
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Figura 4.14: Diagrama de Nyquist da resposta em frequéncia do conversor buck sincrono
compensado via ambas as sintonias analiticas.

dois polos em malha fechada no SPD, caracterizando um sistema instavel. Os pontos onde
a curva em azul toca o eixo real caracterizam os ganhos proporcionais que fariam com que
essas circulagoes fossem positivas, e correspondem aos pontos comentados anteriormente
na analise do diagrama de Bode. Logo, qualquer ganho situado nessa faixa de pontos fara
com que o sistema seja instavel. Pela Figura 4.14 verifica-se que o primeiro ponto esta
situado aproximadamente em —152+ jO e pela Figura 4.15 o segundo ponto esta situado
em aproximadamente —9 + jO. Logo, a faixa de ganhos que tornarao o sistema instavel

estd situada em 0,0066 < K < 0,1111.

Em tese, isto se torna critico apenas quando, por algum motivo, como envelhecimento
ou variacao de parametros com o ambiente, a planta sofra uma reducao do ganho pro-
porcional natural, o que poderia levar todo o sistema a instabilidade. Observe que o foco
deste trabalho nao esta situado em controle robusto, mas apenas é interessante verificar

que a margem de ganho para a compensacao analitica tradicional nao é infinita.

Como este problema da nao-infinidade da margem de ganho poderia se traduzir em
uma consideracao para o exemplo em questao? A andlise da malha aberta para a planta

em questao na subsecao 4.2.2 revela que o ganho DC do sistema é dado por:
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Figura 4.15: Diagrama de Nyquist da resposta em frequéncia do conversor buck sincrono
compensado via ambas as sintonias analiticas.

Vin

K=H(s) (4.30)

Vosc
onde a fungao de realimentagao H(s) é estatica, mas o dominio de Laplace esta ali repre-

sentado apenas por conveniéncia e padronizacao da notagao.

Logo, possiveis causas para a diminuicao do ganho dc poderiam ser: alteracao nos
valores de resisténcia dos resistores de realimentacgao, diminuicao abrupta de V;y ou au-
mento abrupto de Vpgc. Para o problema dos resistores pode-se utilizar resistores com
baixissima tolerancia e pouco sensiveis ao envelhecimento e a tensao Vpgc € relativamente
fixa e passivel de ser facilmente controlavel. O maior problema poderia residir em uma

queda abrupta de Vyy, que de fato nao é facilmente controlavel.

O outro método que torna possivel esta andlise é o critério de estabilidade de Routh-

Hurwitz. A equacgao caracteristica é:

1+ KK(s)G(s)H(s) =0 (4.31)

e as rafzes caracteristicas sdo as raizes em s do numerador de (4.31).
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Para o sistema compensado via técnica de sintonia analitica tradicional as raizes

caracteristicas sao as raizes de:

7,26.10%5> +(731,6122.10 %K +4,96.107°)s* + (89, 7187K 4 1)s
+1,8113.10°K =0 (4.32)

e entao o arranjo de Routh é construido e mostrado na Tabela 4.4.

Tabela 4.4: Arranjo de Routh para o sistema compensado via técnica de sintonia analitica
tradicional.

53 7,26.107°

5 731,6122.107 9K +4,96.107>

| | 0,06564K% —7,9684.10 3K +4,96.107>
731,6122.10-9K +4,96.10-5

50 1,8113.10°K

Para o sistema ser estével, todos os coeficientes de (4.32) e todos os elementos do
arranjo de Routh na Tabela 4.4 devem ser positivos. Logo, as seguintes inequagoes devem

ser satisfeitas:

731,6122.10 %K +4,96.107> > 0 (4.33a)
89,7187K +1> 0 (4.33b)
1,8113.107°K > 0 (4.33¢)

0,06564K> —7,9684.1073K +4,96.107

0 4.33d
731,6122.10 6K +4.96.105 (4.33d)

e, adicionalmente, K deve ser positivo, logo:
K>0. (4.33¢)

Ao se resolver as inequagoes em (4.33), verifica-se que os valores de K para que o
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sistema seja estavel sao 0 < K < 0,0067 ou K > 0,1114. Logo a faixa de valores de K para
que o sistema se torne instavel ¢ 0,0067 < K < 0,1114. Logo, o critério de Routh-Hurwitz

comprova a observagao feita no diagrama de Nyquist e de Bode.

Observe que os valores de K nao sao conceitualmente a margem de ganho, mas sim os
fatores de ganho proporcional cuja multiplicagao pelo ganho dc de toda a malha (inclusos
controlador, planta e realimentagao) dentro da banda passante em malha aberta torna
o sistema instavel. Isto significa, de forma geral, que se por algum motivo o ganho DC
da malha (através do controlador, planta e/ou realimentacao) sofrer uma redugao de K

vezes, estando K dentro da faixa encontrada, o sistema se tornara instavel.

Com isto conclui-se a analise e discussao dos resultados para o exemplo de aplicagao

proposto e o presente capitulo.
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5 Conclusao e Trabalhos Futuros

Neste trabalho foi apresentada uma técnica aprimorada de sintonia de controladores
PID no dominio da frequéncia para sistemas de fase nao-monotonicamente decrescente

através de especificacoes de frequéncia de cruzamento de ganho e de margem de fase.

O método proposto oferece algumas melhorias desejaveis que nao sao obtidas quando
se utiliza as equagdes de compensagao mondtona providas por Phillips e Harbor [3], como
uma margem de fase minima (critica) garantida, que dard ao sistema em malha fechada
um melhor desempenho. Se o sistema apresenta fase mondtona dentro da banda passante
em malha aberta, as equacoes de projeto apresentadas aqui convergem para aquelas dadas

por [3].

O exemplo de aplicacao do conversor buck sincrono mostrou o potencial da técnica
desenvolvida com resultados bastante satisfatérios e muito similares a uma metodologia
“pratica’de projeto de controladores para conversores CC-CC tipo buck. Os resultados
foram apresentados e discutidos fazendo-se uma analise critica tanto do método como uma
comparagao com a sintonia classica de controladores PID por Phillips e Harbor [3]. Além
disso, também foi mostrado e discutido que se o sistema apresenta fase mondtona dentro
da banda passante em malha aberta o método proposto recai sobre o mesmo método dado
por Phillips e Harbor [3].

Adicionalmente, o método aproposto poderia ser utilizado como base para melhorias
de algoritmos de adaptagao, como escalonamento de ganho, integradores anti-windup,
entre outros [1]. Os mesmos resultados podem ser obtidos aplicando-se a técnica pro-
posta anteriormente para sistemas continuos a um sistema discretizado através de uma

transformagao bilinear [18, 19].

Como trabalhos futuros sugere-se (mas nao estao limitados a):

e Extender o mesmo procedimento de fase nao-mondtona para os controladores Phase
Lead, Phase Lag e/ou Lead/Lag, ou qualquer outro controlador que ocasionalmente

tenha uma estrutura conveniente.
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e Melhorar e aprimorar o procedimento de busca da frequéncia de margem de fase

critica com outros métodos.

e Fazer um estudo mais amplo no exemplo de aplicacao do conversor CC-CC tipo

buck sincrono, desta vez com um enfoque maior de eletronica de poténcia.

e Procurar mais sistemas reais fisicos que apresentem fase nao-mondtona e testar a

metodologia desenvolvida para averiguar a sua eficacia.

Sendo assim, o objetivo inicial de desenvolver uma técnica analitica de compensadores
PID para sistemas de fase nao-mondtona dentro da banda passante em malha aberta
foi cumprido e com potencial demonstrado através de um tipico exemplo de aplicacao.
Como resultados cientificos este trabalho gerou um artigo publicado no XVIII Congresso

Brasileiro de Automatica, o qual se encontra na integra no Apéndice B.
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APENDICE A -- Rotina de Cdlculo do
Compensador PI

Este apéndice mostra a rotina utilizada para o calculo do compensador PI utilizado

no Capitulo 4, implementada através do software MATLAB®.

A rotina se baseia no procedimento de busca sugerido no Capitulo 3, e tem como
parametros a fungao de transferéncia em malha aberta G(s)H(s), a margem de fase critica
On, a frequéncia de cruzamento de ganho ,, a tolerancia para a execucao do loop que
calcula a frequéncia onde ocorre a margem de fase critica e o nimero de vezes que tal
loop deve ser executado caso nao atinja a tolerancia especificada. Em contrapartida, a
rotina fornece os ganhos Kp e Kj calculados e o nimero de repetigoes para o qual o loop

do célculo de w,, foi executado.
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9% Calculo do controlador PI com a modificacao para a compensagao de sistemas de
fase nao-monotona

%kp, ki, loops | = mpic (gs, pm, wu, tol, repeat)

%gs ¢ a funcao de transferéncia em malha aberta

%pm é a margem de fase critica (em graus)

%wu ¢ a frequéncia de cruzamento de ganho (em rad/s)
%tol é o valor de tolerancia absoluta para calcular wm
Yorepeat é o numero de repeticoes do loop para calcular wm
%Para maiores informacoes, verifique a teoria descrita

function [kp, ki, loops | = mpic (gs, pm, wu, tol, repeat);

mg = bode (gs, wu); %calcula o médulo de G(jwu) ;

[ma, pa, wa | = bode (gs, 0:wu/1000:wu); %calcula a resp em freq de G(jw);
[ph, entry | = min (pa); %menor fase de G(jw)

wm = wa (entry); %frequéncia onde ocorre a menor fase de G(jw)

Y% Equacoes de Compensacao para o Controlador PI

th = pi *(pm-ph-180)/180;

kp = inv (mg)*sqrt (inv (1+((wm/wu)*tan (th))A2));

ki =inv (mg)*sqrt (inv (1+((wu/wm)*cot (th))A2))*wu;
%]Inicializacao de variaveis

wma = 0;
loops = 1;

%Loop para calcular wm
while (abs (wma-wm) >= tol) & (loops < repeat),

wma = wm; %atualizacao da variavel
ks = tf ([kp ki |,[1 0]); %funcao de transferéncia do controlador PI

[ma, pa, wa | = bode (gs *ks, 0:wu/1000:wu); %RF de K(s)G(s);
[ph, entry | = min (pa); %busca da menor fase de K(jw)G(jw)
wm = wa (entry); %frequéncia de menor fase de K(jw)G(jw) ;
[mx, ph | = bode (gs, wm); %mdbdulo e fase de K(jwm)G(jwm)

Y% FEquagoes de Compensacgao para o Controlador PI

th = pi *(pm-ph-180)/180;
kp = inv (mg)*sqrt (inv (1+((wm/wu)*tan (th))A2));
ki =inv (mg)*sqrt (inv (1+((wu/wm)*cot (th))A2))*wu;

loops = loops +1; %atualizacao de variavel

end
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APENDICE B - Artigo Publicado no CBA
2010

Este apéndice fornece, na integra, o artigo que este trabalho produziu e foi publicado
no XVIII Congresso Brasileiro de Automatica 2010, realizado em Bonito/MS entre os dias
12 e 16 de Setembro de 2010. O artigo foi apresentado sob a forma de poster durante o
periodo da manha na secao TC5 no dia 15 de Setembro de 2010.
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Abstract— An improved technique of analytical design of PID controllers in frequency-domain for non-
monotonically decreasing phase systems by means of gain crossover frequency and phase margin specifications is
presented in this paper. The proposed method guarantees a minimum phase margin inside the desired bandwidth,
assuring better performance to step response for the closed-loop system. In order to achieve this feature, it is
necessary to redefine the concept of phase margin when the uncontrolled process presents a non-monotonically
decreasing phase inside the bandwidth. Hence, the phase margin can still be used as a good robustness in-
dication and allows the Bode’s stability criterion to be used for monotonic minimum-phase or non-monotonic
minimum-phase systems.

Keywords— Frequency-response compensation, PID compensation, non-monotonic phase systems.

Resumo— Neste artigo uma técnica aprimorada de sintonia analitica de controladores PID no dominio da
frequéncia para sistemas de fase ndo-monotonamente decrescente através de especificacoes de frequéncia de cru-
zamento de ganho e de margem de fase é apresentada. O método proposto garante uma margem de fase minima
dentro da banda passante desejada, assegurando um melhor desempenho para a resposta ao degrau da malha
fechada. A fim de alcangar tal aprimoramento, é necesséario redefinir o conceito de margem de fase quando a
planta de processo apresenta a fase ndo-monotonamente decrescente dentro da banda passante. Desta forma, a
margem de fase ainda pode ser utilizada como um bom indicativo de robustez e além disso é possivel utilizar o
critério de estabilidade de Bode na andlise da estabilidade de sistemas de fase minima mondtona ou fase minima

nao-mondtona.

Palavras-chave— compensagdo por resposta em frequéncia, compensadores PID, sistemas de fase nao-

mondtona.

1 Introducao

O controlador PID  (Proporcional-Integral-
Derivativo) é provavelmente o mais utilizado em
sistemas de controle em realimentagao negativa
devido a sua simplicidade com boas propriedades
dindmicas e de robustez. Durante a ultima
metade do século passado, grandes esforgos
académicos e industriais tiveram como foco o
aprimoramento da sintonia de controladores
PID (Astrém and Higglund, 2005), com técnicas
que vao desde o método empirico de Ziegler and
Nichols (1943) até as compensacOes analiticas
por lugar das raizes e por resposta em frequén-
cia (Philips and Harbor, 1999), (Ogata, 2009).
Além dessas abordagens clédssicas, existem mé-
todos que procuram uma melhor adaptagao a
planta, como o escalonamento de ganhos, os
integradores anti-windup (Choi and Lee, 2009),
as técnicas baseadas em otimizagao e inteligéncia
artificial (Panagopoulos et al., 2002), (Astrém
and Higglund, 2005), (Zhao et al., 2009), (Sekara
and Matausek, 2009), (Cong and Liang, 2009)
e até abordagens nao-lineares (Han, 2006) e
de ordem fracional (Hamamci, 2007), (Wang
et al., 2009).

Uma notacao padrao de um controlador PID

é dada por:

K(s) = Kp <1 + i + TDS) (1)

na qual Kp é o ganho proporcional, T é o tempo
de acao integral e Tp é o tempo de acao deriva-
tiva (Cominos and Munro, 2002).

O principio por tras da compensacao por res-
posta em frequéncia de um sistema dinamico li-
near invariante no tempo (LTI) continuo ou dis-
creto é que todas as frequéncias que sao amplifi-
cadas na funcao de transferéncia de malha aberta
possuem a capacidade de exercer uma acao de
controle em um sistema em realimentagao nega-
tiva (Skogestad and Postlethwaite, 2005). Este
principio define um conceito de banda passante
para um sistema de controle, o qual é 1util para
entender os beneficios e as barreiras envolvidas
quando se utiliza um sistema de controle em re-
alimentacao negativa. Em termos gerais, quanto
mais larga for a banda passante na funcao de ma-
lha aberta, mais rapida serd a resposta temporal
e mais sensivel serd o sistema em realimentagao
negativa as variagoes de parametros e distirbios.

Entretanto, a estabilidade de um sistema em
realimentagao negativa estd relacionada a equa-
¢ao caracteristica, a qual estd relacionada as
frequéncias nas quais o ganho de malha aberta
cruza com o ganho em malha fechada (Philips



and Harbor, 1999), (Skogestad and Postlethwaite,
2005), (Ogata, 2009).

Considere um sistema de controle em reali-
mentacao unitaria e negativa, como mostrado na
Fig. 1. E importante ter a ideia de que o con-
trolador e a planta formam uma unidade; crédito
ou descrédito pelos resultados obtidos sao atribui-
dos tanto a um como ao outro (Ziegler and Ni-
chols, 1943). Assumindo que o controlador faga
com que a funcao de malha aberta possua um
comportamento passa-baixas na sua resposta em
frequéncia com uma tunica frequéncia solucao da
equacao caracteristica, a banda passante pode en-
tao ser definida como a faixa de frequéncias entre
zero e a frequéncia solugao da equagao caracteris-
tica, a qual é chamada frequéncia de cruzamento
de ganho.

Figura 1: Diagrama de blocos do sistema de con-
trole realimentado.

Para um sistema em realimentacao negativa
com a fase monotonamente decrescente dentro da
banda passante em malha aberta, a distancia entre
a fase na frequéncia de cruzamento de ganho e o
limite de estabilidade de —180° é chamada de mar-
gem de fase. Baseado no critério de estabilidade
de Bode (vélido somente para sistemas de fase mi-
nima), se a margem de fase é positiva, entdo o
sistema em malha fechada serd estavel (Skogestad
and Postlethwaite, 2005).

Assim, a margem de fase pode ser vista como
um indicativo de robustez, informando o quanto
a fase do sistema em malha aberta pode va-
riar de forma que o sistema em malha fechada
ainda seja estavel. Além do mais, ela estd direta-
mente relacionada com o fator de amortecimento
de um sistema de segunda ordem padrao, no qual
quanto maior for o fator de amortecimento, me-
nor serd o overshoot do sistema (Philips and Har-
bor, 1999), (Ogata, 2009).

No entanto, a técnica classica de sintonia ana-
litica de controladores por resposta em frequéncia
considera que a margem de fase é sempre definida
na frequéncia de cruzamento de ganho (Philips
and Harbor, 1999). Contudo, esta consideracao
nao é sempre valida, pois, mesmo para um sistema
de fase minima, a simples presenca de um zero no
semiplano a esquerda localizado préximo aos pé-
los dominantes leva a uma resposta em frequéncia
de fase ndo-mondtona.

Este artigo apresenta uma técnica aprimorada
de sintonia analitica de controladores PID no do-
minio da frequéncia para sistemas dinamicos de
fase mondtona ou nao-monétona dentro da banda
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passante, tendo como especificagoes a frequéncia
de cruzamento de ganho e a margem de fase. Esta
técnica pode ser vista como uma expansao da téc-
nica mostrada por Philips and Harbor (1999), a
qual foi baseada nos trabalhos de Wakeland (1976)
e Mitchell (1977). No intuito de alcangar este apri-
moramento, o conceito de margem de fase pre-
cisa ser redefinido quando a resposta em frequén-
cia do sistema apresenta fase nao-monotonamente
decrescente dentro da banda passante. Esta rede-
finicdo se faz necessédria pelos seguintes motivos:
permite que a margem de fase continue sendo utili-
zada como um bom indicativo de robustez e ainda
permite que o critério de estabilidade de Bode seja
corretamente utilizado para sistemas de fase mi-
nima mondtona e fase minima nao-mondtona.

2 Objeto de Estudo

Considere um sistema dinamico LTI continuo que
pode ser modelado através da seguinte equacgao
diferencial, que sera utilizado como o objeto de
estudo neste artigo:

§(t) + a1y(t) + aoy(t) = bra(t) + bou(t)  (2)

Um filtro passa-baixas LC que considera a re-
sisténcia intrinseca do capacitor (comumente uti-
lizado na eletronica de poténcia) ou um sistema
de aquecimento acoplado por dois ambientes sao
exemplos tipicos cujo processo fisico pode ser mo-
delado pela equagao diferencial em (2). Entao,
uma funcado de transferéncia admissivel (com con-
digbes iniciais nulas) associadas & dindmica ex-
pressa em (2) pode ser dada por:

s+6

Gls) = s24+25+9

(3)
na qual a frequéncia natural de oscilagdo néo-
amortecida é 3-rad/s e o fator de amortecimento é
aproximadamente 0.33. H& ainda um zero no se-
miplano & esquerda localizado em 6-rad/s (o do-
bro da frequéncia natural). A Fig. 2 mostra o
diagrama de Bode de (3).

Como pode ser visto na Fig. 2, existe um
vale na curva de fase, proximo a frequéncia natu-
ral. Assim, a banda passante a ser considerada
levard a uma compensacao de fase ndo-monotona.
Entretanto, a funcao de transferéncia de malha
aberta ainda se mantém de fase minima e o crité-
rio de estabilidade de Bode poderia ser utilizado
sem maiores restricoes.

3 Metodologia de Sintonia

Nesta secao serd mostrado um procedimento de
sintonia analitica que permitird que o projetista
especifique uma margem de fase critica (de pior
caso) e uma frequéncia de cruzamento de ga-
nho para uma funcao de transferéncia em malha
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Figura 2: Diagrama de Bode da planta de pro-
cesso.

aberta estavel e de fase minima, dado pelo crité-
rio de estabilidade de Bode. E importante lem-
brar que as especificagoes de margem de fase e de
frequéncia de cruzamento de ganho estao intima-
mente ligadas a resposta ao degrau de um sistema
de segunda ordem padrao, como fator de amor-
tecimento e frequéncia natural (Philips and Har-
bor, 1999), (Ogata, 2009).

Assumindo que o controlador faca com que
o sistema em malha aberta possua um comporta-
mento passa-baixas na sua resposta em frequéncia,
faz-se necessario definir quatro parametros para a
compensacgao por resposta em frequéncia de um
sistema dinamico LTI de fase nao-monétona den-
tro da banda passante: a frequéncia de cruza-
mento de ganho w,, a frequéncia de margem de
fase critica w,,, a margem de fase de cruzamento
de ganho ¢, e a margem de fase critica ¢,,. A
frequéncia de cruzamento de ganho w, é a solu-
¢ao da equacao caracteristica. A margem de fase
de cruzamento de ganho ¢, é a distancia entre
a fase do sistema em malha aberta na frequén-
cia de cruzamento de ganho e o limite de esta-
bilidade de —180°. Baseado no critério de esta-
bilidade de Bode, se a margem de fase de cruza-
mento de ganho ¢,, é positiva, entao o sistema em
malha fechada serd estével (Skogestad and Pos-
tlethwaite, 2005). A frequéncia de margem de fase
critica w,, é a frequéncia na qual a resposta em
frequéncia do sistema apresenta a fase mais baixa,
isto é, apresenta a menor margem de fase na banda
passante, que é menor ou igual a frequéncia de cru-
zamento de ganho w,. A margem de fase critica
om € a distancia entre a fase do sistema em ma-
lha aberta na frequéncia de margem de fase critica
(isto é, a menor margem de fase dentro da banda
passante) e o limite de estabilidade de —180°. Em
outras palavras, resolvendo a equagao caracteris-
tica no dominio da frequéncia leva a:

K(jwy)G(jwy) = 1£(—180° + ¢y,) (4a)
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com:
Om < du (4b)

Note que, se a margem de fase critica ¢,, é po-
sitiva, entao a margem de fase de cruzamento de
ganho ¢, também serd positiva, e o sistema sera
estdavel, uma vez que w, é sempre maior ou igual
a wy,. Sendo assim, aplicando o critério de esta-
bilidade de Bode a (4a), o compensador pode ser
analiticamente determinado pelas seguintes equa-
¢oes, em que w, € ¢, sao as especificagoes livres
de projeto:

1
GG (52)
ZK(me) = —180° + ¢ — ZG(me) (5b)

com:

K (jwu)| =

Wi, < Wy, (5¢)

A frequéncia de margem de fase critica wy,
nao pode ser uma especificagao livre, mas somente
um valor dado pelo sistema em malha aberta. Este
valor deve ser encontrado de maneira recursiva, ja
que os ganhos do compensador irdo modificar o
sistema em malha aberta. Um bom ponto de par-
tida para determinar a frequéncia de margem de
fase critica w,, é a frequéncia em que a planta de
processo apresenta a menor fase dentro da banda
passante. Desta maneira, o problema de controle
se resume a encontrar os parametros do compen-
sador que irao dar ao sistema em malha aberta
a resposta em frequéncia de um passa-baixa com
banda passante e desempenho em malha fechada
desejados através de especificagoes de frequéncia
de cruzamento de ganho e de margem de fase.

4 Controlador PID

Resolvendo-se as equagoes em (5a) e (5b) para o
controlador PID padrdo em (1) resulta em:

1
Kp = 3 (6&)
1
Wy, 1 wI'D —
Gl >|\/ + (o - )
1
wmTp — = tany (6b)
Wmdr
e:
o= —180° + 6 — ZG(jwm)  (60)

Note que se a frequéncia de margem de fase
critica w,, é exatamente a frequéncia de cruza-
mento de ganho w,, isto é, um sistema de fase
mondétona, entdo as equagoes (6a) e (6b) se tor-
nam as ja conhecidas equagoes de compensagao
mostradas por Philips and Harbor (1999). Uma
das dificuldades no projeto analitico de controla-
dores PID por técnicas de resposta em frequéncia
é o fato de que hd menos equacgoes do que incégni-
tas, caracterizando um sistema de equacoes inde-
terminado, no qual 77 ou Tp devem ser designa-
dos livremente ou através de outros critérios. De
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fato, sempre que possivel, é comum determinar 77
através de especificagbes de erro em regime per-
manente. Assim, reescrevendo as equagoes (6a) e
(6b) para o controlador PID em termos de Kp e
Tp resulta em:

1
Kp = — (7a)
G(jw)|1/14+ Q2 |t
G )M #0 |+ ]
tan ¢ 1
Tp = 7b
b Win w2, Ty (7)
onde: w
Q= 7
= (70)
e:

a- (1 _ 912> (7d)

Entretanto, as variagoes PI e PD sao deter-
minadas e possuem uma unica solugao cada. Na
pratica, o controlador PID nao deve ser utilizado
para compensar sistemas dindmicos de fase nao-
mondtona uma vez que tais sistemas, por sua pré-
pria natureza, ja apresentam zeros no semiplano
a esquerda na funcdo de transferéncia em ma-
lha aberta, resultando em um efeito de avango de
fase muito similar ao termo derivativo presente na
forma padrao em (1). Por esta razao, as proximas
subsecoes irao apresentar as equagoes e alguns co-
mentdarios acerca das variagoes PI e PD.

4.1 Controlador PI

Se Tp for feito igual a zero nas equagoes (6a) e
(6b), é posivel obter:

1
Kp = I (8&)
|G (jwu)|4/1+ el tan? o
t
T, = - % (8b)
Wm
ou:
K "
K= 2P _ ] (8¢)

T |G(jwe)|V/1+ R2cot? o

Observe que quanto maior for a razao £,
maior serda o ganho Kp e menor serd o ganho Kj.
Isto significa que compensar um sistema de fase
nao-monétona como um de fase mondtona levara
a um valor de Kp subestimado e a um valor de
K7 superestimado. Também é valido lembrar que,
em geral, valores muito grandes de K; tendem
a deixar a resposta em malha fechada mais os-
cilatéria (Ziegler and Nichols, 1943), (Philips and
Harbor, 1999), (Ogata, 2009). Esta é uma das
razoes pela qual compensar sistemas de fase nao-
monotona como sistemas de fase monétona deve
ser evitado, principalmente em presencga de agao
integral.
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4.2 Controlador PD

Se Ty for feito igual ao infinito nas equagoes (6a)
e (6b), é possivel chegar a:

1
Kp=—— — ()
|G (jwu)|V/1+ Q2 tan® ¢
tan ¢
Tp = — (9b)
ou:
w;l

Kp=KpTp = - (9c)

|G(jwu)\ 1+ gz cot® ¢

Note que quanto maior for a razao {2, menor
serd o ganho Kp e maior serd o ganho Kp. Isto
significa que compensar um sistema de fase nao-
mondtona como um de fase mondtona levard a um
valor de Kp superestimado e a um valor de Kp
subestimado. Note também que os ganhos Kp em
ambas as compensagoes PI e PD serao exatamente
0s mesmos se o sistema apresentar fase mondtona
dentro da banda passante.

5 Resultados

Considere o objeto de estudo na segao II com as se-
guintes especificagoes em malha aberta: margem
de fase critica de 45° e frequéncia de cruzamento
de ganho de 30-rad/s (uma década acima da
frequéncia natural). Estas especificagoes irdo le-
var a um desempenho esperado em malha fechada
para a resposta ao degrau igual a: overshoot
de aproximadamente 20% e tempo de acomoda-
¢ao de aproximadamente 0.3-s (Philips and Har-
bor, 1999), (Ogata, 2009). De forma a se con-
siderar o desempenho esperado, assume-se que o
sistema em malha fechada possa ser aproximado
a um sistema de segunda-ordem padrao.

Como pode ser visto na Fig. 2, a planta de
processo apresenta uma fase nao-mondtona den-
tro da banda passante especificada. Todavia, é
possivel inferir que um compensador PI é ade-
quado para dar ao sistema de controle em re-
alimentacao negativa o comportamento de um
passa-baixas na resposta em frequéncia em ma-
lha aberta. Sendo assim, serdo feitos o projeto
de um compensador PI utilizando-se a compensa-
¢ao mondtona apresentada por Philips and Harbor
(1999) e paralelamente o projeto de um compen-
sador PI utilizando-se a técnica proposta neste ar-
tigo, e ambos os resultados serdo comparados. Os
ganhos calculados sao listados na Tabela 1 para a
compensagao monétona e nao-mondtona, respec-
tivamente.

Note que os ganhos da Tabela 1 confirmam a
expectativa de que a compensacao mondtona ira
apresentar um ganho Kp menor e um ganho K
maior que a compensagao nao-monotona.
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Tabela 1: Compensacgao Mondtona vs Compensa-

¢ao Nao-Monotona

Parametro | Mondétona | Nao-Mondtona,
Kp 23.14 29.09
Kr 533.59 73.50
T 0.043 0.396

Os diagramas de Bode para a compensacao
mondétona (linha tracejada) e para a compensa-
¢ao ndo-mondtona (linha sélida) sdo mostrados na
Fig. 3.
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Figura 3: Diagramas de Bode para a compensagao
mondtona (linha tracejada) e para a compensagao
nao-mondtona(linha sélida).

Observe que a banda passante é a mesma para
ambas as compensagoes, como pode ser visto na
Fig. 3. Entretanto, a compensagao nao-mondtona
assegura uma margem de fase de pelo menos 45°
(a margem de fase critica ¢,,) para todas as
frequéncias que estao dentro da banda passante,
enquanto que a compensagao mondtona garante
a margem de fase especificada somente para a
frequéncia de cruzamento de ganho. Lembre-se
que somente frequéncias dentro da banda passante
sao capazes de gerar acao de controle.

Dessa maneira, nao hda margem de fase ga-
rantida dentro da banda passante para a compen-
sacao monotona, embora ambos os sistemas se-
jam estaveis de acordo com o critério de Routh-
Hurwitz (Philips and Harbor, 1999), (Ogata,
2009). Além disso, se o tempo de agao integral
T7; é mantido fixo em 0.043, a faixa de valores de
ganho Kp entre 0.28 e 2.18 pode levar o sistema
monotonamente compensado a instabilidade. Tal
faixa de ganhos foi encontrada através do crité-
rio de Routh-Hurwitz. Contudo, nao ha ganho
Kp real e positivo capaz de levar o sistema nao-
monotonamente compensado a instabilidade para
um tempo de agao integral T igual a 0.396.

Uma vez que a compensa¢ao mondtona pode
levar a dois ganhos em malha aberta que cruzam o
limite de estabilidade de —180°, sua estabilidade
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nao deve ser avaliada pelo critério de estabilidade
de Bode (Skogestad and Postlethwaite, 2005). Por
isso, sera utilizado o diagrama de Nyquist para
analisar a estabilidade de ambas as compensa-
¢oes. Os diagramas de Nyquist para a compensa-
¢ao mondétona (linha tracejada) e para a compen-
sagdo ndo-mondtona (linha sélida) sdo mostrados
na Fig. 4.
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20 -15 -

0 5
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Figura 4: Diagramas de Nyquist para a compen-
sagdo mondtona (linha tracejada) e para a com-
pensagao nao-mondtona (linha sélida).

Logo, aplicando o critério de estabilidade de
Nyquist para ambas as compensagoes, pode ser
concluido que a compensagao monétona nao ga-
rante nenhuma margem de estabilidade, uma vez
que ha uma circulacdo em torno do ponto cri-
tico —1. Pode ser visto também que o mesmo
nao ocorre para a compensagao nao-monétona,
uma vez que nao ha circulacao alguma em torno
do ponto critico —1. Finalmente, a resposta
ao degrau unitario para a compensacao mond-
tona (linha tracejada) e para a compensagdo nao-
mondtona (linha sélida) é mostrada na Fig. 5.
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Figura 5: Resposta ao degrau unitario para a
compensagao mondétona (linha tracejada) e para
a compensacao nao-monétona (linha sélida).

Como pode ser visto na Fig. 5, as frequén-
cias naturais estdao bem préximas em ambas as
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compensagoes, uma vez que a banda passante é a
mesma nos dois casos. Todavia, o overshoot na
compensagao nao-mondétona é consideravelmente
menor do que na compensacao mondtona, uma
vez que ha uma margem de fase minima assegu-
rada para o sistema nao-monotonamente compen-
sado dentro da banda passante. Sendo assim, a
curva de linha sélida se assemelha mais a uma res-
posta esperada de um sistema de segunda ordem
padrao (overshoot de aproximadamente 20.5% e
tempo de acomodagao 0.3-s) que a curva de linha
tracejada. Este resultado é uma das principais
melhorias que o método proposto oferece quando
comparado aquele mostrado por Philips and Har-
bor (1999).

6 Conclusao

Neste artigo uma técnica aprimorada de sintonia
de controladores PID no dominio da frequéncia
para sistemas de fase ndo-monotonamente decres-
cente através de especificagbes de frequéncia de
cruzamento de ganho e de margem de fase foi
apresentada. Embora seja possivel desenvolver
este trabalho similarmente para compensadores de
atraso e avanco de fase, este nao foi feito no pre-
sente artigo.

O método proposto oferece algumas melhorias
desejaveis que nao sao obtidas quando da utiliza-
¢ao das equagoes de compensagao monotona pro-
vidas por Philips and Harbor (1999), como uma
margem de fase minima (critica) garantida, que
dard ao sistema em malha fechada um melhor de-
sempenho. Se o sistema apresenta fase mondtona
dentro da banda passante, as equagoes de projeto
apresentadas aqui convergem para aquelas dadas
por Philips and Harbor (1999).

Além disso, o método aqui proposto poderia
ser utilizado em melhorias de algoritmos de adap-
tagao, como escalonamento de ganho, integrado-
res anti-windup, entre outros (Astrom and Hig-
glund, 2005). Finalmente, os mesmos resultados
podem ser obtidos aplicando-se a técnica proposta
anteriormente para sistemas continuos a um sis-
tema discretizado através de uma transformagao
bilinear (Yeung et al., 1995), (Xu et al., 2001).
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