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Resumo

Nesta dissertacao estudamos as Equacoes de Liénard da forma
o+ fx)a' + g(x) =0, (1)

onde f e g sdo polinémios. A Equagao de Liénard cldssica é obtida tomando g(z) = x na

equagao diferencial (1). Na forma de um sistema, temos
(2)

onde F(x) = / ) f(&)dé. Mostramos neste caso que quando F' tem grau 3, o sistema (2)
tem no mziximoo um ciclo limite. Para a equacao (1), onde f é um polinémio de grau 2n+ 1
ou 2n + 2 e g é impar, mostramos que este sistema tem no maximo n ciclos limites de
pequenas amplitudes. Apresentamos ainda condigoes sobre os coeficientes de f de forma

a obter esses ciclos limites.

Palavras—chave: ciclo limite, Equacao de Liénard, Coeficientes de Lyapunov.
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Abstract

In this work we study the polynomial Liénard Equations of the form
o+ f(x)a' + g(x) =0, (3)

where f and g are polynomials. The classical Liénard Equation is obtained by taking

g(z) = x in the differential equation (3). In the form of a system we have
(4)

where F(z) = / f(&)dé. We show here that when F' has degree 3, system (4) has at
0

most one limit cycle. In equation (3) where f is a polynomial of degree 2n + 1 or 2n + 2

and ¢ is odd we show that this equation has at most n limit cycles of small amplitude.

We also present conditions on the coefficients of f to obtain these limit cycles.

Keywords: limit cycle, Liénard Equation, Lyapunov Constants.
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Capitulo 1

Introducao

A Teoria Qualitativa das Equagoes Diferenciais Ordindrias inicia-se com Poincaré [19]
em 1881. Nesta Teoria, as pesquisas sobre ciclos limites, que sao érbitas periddicas isoladas,
constituem uma das partes mais dificeis e interessantes. A nogao de ciclo limite para
campos vetoriais planares também foi introduzida por Poincaré.

No fim da década de 1920, Van der Pol [23], Liénard [14] e Andronov [1] no estudo
de oscilagoes nao lineares de fenomenos elétricos, obtiveram certas equagoes especiais de
segunda ordem para as quais ocorriam os ciclos limites como havia idealizado Poincaré.
Apos tal verificacdo, mateméticos e fisicos estudaram extensivamente a nao-existéncia, a
existéncia e a unicidade, entre outras propriedades de ciclos limites.

O método mais conhecido para provar a nao-existéncia de ciclos limites em uma
regiao simplesmente conexa ¢ o método de Bendixson-Dulac e algumas variagoes deste. O
conhecido Teorema de Poincaré-Bendixson nos fornece um caminho para provar a
existéncia de ciclos limites quando temos convenientes condicoes satisfeitas. O problema
da unicidade de um ciclo limite de um sistema ¢é mais dificil de se obter, em geral, do que
o problema da existéncia. Alguns critérios para a unicidade de ciclos limites sao dados
usando a estabilidade ou instabilidade do ciclo limite. Para a unicidade, existem métodos
desenvolvidos por Poincaré, Andronov, Leontovich, Liénard, Massera, Zhang Zhifen e
muitos outros (ver [24]). Mas, em geral, as condigoes suficientes desses métodos sao muito

restritivas.



Problemas mais dificeis aparecem quando um sistema planar tem mais do que um
ciclo limite e quando tentamos compreender suas distribui¢oes no plano. De fato, o pro-
blema sobre ciclos limites mais famoso é devido a Hilbert. No Congresso Internacional
de Matemaética de Paris em 1900, Hilbert [12] divulgou uma lista com 23 problemas. Um
dos problemas que ainda se encontra sem solucao é o 16° Problema, ou pelo menos a
segunda parte deste, que pergunta sobre a determinagao do nimero méaximo de ciclos
limites, denotado por H(n), de um sistema polinomial de grau n, do tipo

m
I i,.7
r = E aijxij

i+j=0
k
y = Z bij z'y’,
i+j=0
onde n é o maximo entre os graus m e k. Mais especificamente:

“Qual é o nimero maximo de ciclos limites de um campo vetorial polinomial de grau
n e quais sao suas posigoes relativas.”

Uma pergunta natural nesta altura é se H(n) é finito. A resposta a essa pergunta é
afirmativa e veio em 1923 com Dulac [8]. No entando, havia um erro em seus resultados
e mais recentemente esta finitude foi provada por Ilyashenko [17] e Ecalle [11].

Sabemos que qualquer sistema linear em R? nao tem ciclo limite. Logo H(1) = 0.
Pouco se sabe ainda sobre H(2). Em 1954, o matemadtico russo N.N Bautin [2] provou
que qualquer sistema quadratico tem no maximo 3 ciclos limites de pequenas amplitudes,
ou seja, bifurcando da origem. Por algum tempo acreditou-se que H(2) = 3, mas, em
1980, Songling [21] produziu um exemplo de sistema quadratico com quatro ciclos limites.
Portanto, H(2) > 4. Perante todas as evidéncias acredita-se que H(2) = 4.

Como o 16° Problema original é, de fato, muito amplo, pode-se estudar as chamadas
versoes restritas deste problema. Uma destas versoes diz respeito a Equacao de Liénard.

Equacoes de Liénard polinomiais sao equagoes diferenciais planares associadas a equagao

diferencial de segunda ordem

'+ f(x)x' + g(x) =0, (1.1)



onde f e g sdo polinémios. Parte do 13° Problema que S. Smale [20] colocou em sua lista
de problemas para o século XXI é o 16° Problema de Hilbert restrito a Equacao de Liénard
classica, ou seja, tomando g(z) = = na equagao diferencial (1.1). Desta forma, a Equagao

de Liénard cléassica pode ser escrita na forma de sistema dado por
(1.2)

onde F(x) é um polinémio de grau n. Em 1977, Lins Neto, de Melo e Pugh conjecturaram
em [15] que o sistema de Liénard (1.2) de grau n > 3 teria uma cota superior para o
nuamero de ciclos limites dada por {"T_l} , onde {"T_l} significa 0 maior inteiro menor ou
igual a ”T_l Ainda neste artigo os autores provaram que a conjectura é verdadeira para
n = 3. Em 2007, Dumortier, Panazzolo e Roussarie [10] deram um contra-exemplo desta
conjectura para n = 7 e mencionam que este contra-exemplo pode ser estendido para
n > 7. Recentemente, De Maesschalck e Dumortier provaram em [9] que o sistema (1.2)
de grau n > 6 pode ter ["T_l} + 2 ciclos limites. E mais, recentemente no preprint [6], os
autores provaram que para n = 4 a conjectura é verdadeira, ou seja, existe no maximo um
ciclo limite. Até o momento nao se sabe se a conjectura é verdadeira para o caso n = 5.

Ainda em [15], os autores provaram o seguinte teorema.

Teorema 1.1 Seja N =2n+1 ou 2n + 2. Dado um inteiro k com 0 < k < n, existe um

polinémio F(x) de grau N tal que o sistema

tem exatamente k ciclos limites.

Lloyd, Blows e Lynch [7] e [16], consideraram o problema similar para equacoes de
Liénard generalizadas. Em muitos casos, eles provaram que existe uma cota superior para
o numero de ciclos limites de pequenas amplitudes, que podem bifurcar de uma tnica
singularidade.

Para o estudo de cotas superiores de ciclos limites para sistema planares é necessario

o entendimento do retrato de fase e o estudo do comportamento do campo no infinito.



Para campos de vetores polinomiais, isto pode ser feito utilizando a compactificagao de
Poincaré. A idéia é analisar o comportamento global de sistemas dinamicos planares
usando a projecao central da esfera de Poincaré sobre um plano. Este tipo de projecao
central, introduzido por Poincaré, tem a vantagem de que as singularidades no infinito
estao espalhadas ao longo do equador da esfera de Poincaré. Pode acontecer que estas
singularidades sejam nao elementares, isto é, quando algum ou ambos autovalores sejam
nulos e o principio de redugao ao comportamento central nao se aplica. Nestes casos, pode-
mos usar o processo de desingularizacao conhecido como “blow-up” para melhor entender
estas singularidades.

Nesta dissertagao estudamos os ciclos limites da equacao (1.2) como contribui¢ao ao

16° Problema de Hilbert. Esta dissertacao esta estruturada como segue:

e Capitulo 2: Apresentamos alguns conceitos da Teoria Qualitativa das Equagoes Di-
ferenciais que serao utilizados nesta dissertacgao, tais como, o Teorema de Poincaré-

Bendixson, Estabilidade segundo Lyapunov, Coeficientes de Lyapunov, etc.

e Capitulo 3: Estudamos o sistema (1.2) quando F' tem grau 3, ou seja, o sistema

dado por

= y— (a32® + ax2® + ),

Mostramos que existe no maximo 1 ciclo limite. Para controlar os ciclos limites fora
de partes compactas faz-se necessario o estudo da compactificacao de Poincaré do

campo associado a este sistema. Esse material pode ser encontrado no artigo [15].

e Capitulo 4: Neste capitulo consideramos o sistema de Liénard
(1.3)

onde f é um polindémio de grau N =2n + 1 ou 2n + 2 e g é um polinomio impar de
grau N e mostramos que este sistema possui no maximo n ciclos limites bifurcando

da origem. Esse material é baseado no artigo [7].



Capitulo 2

Fundamentos da Teoria Qualitativa

Neste capitulo apresentaremos apenas um resumo do material necessario para o en-
tendimento da dissertacao, para um material completo sobre a Teoria Qualitativa das

Equagoes Diferenciais Ordindrias, recomendamos a leitura de [3], [5], [13] e [22].

2.1 Campo de vetores

Seja U um subconjunto aberto do R?. Um campo de vetores polinomial (P, Q)
definido em U é uma aplicagdo que associa para cada ponto (x,y) € U um vetor X =

(P(z,y),Q(z,y)) em R? onde

n

Pz,y) = Y aga'y’, Qr,y)= Y bya'y’

i+j=0 i+j=0
sao polinomios de duas variaveis.
Definicao 2.1 O sistema
«' = P(z,y)
y' = Q(z,y)

¢ chamado de sistema diferencial associado ao campo de vetores X = (P,Q), onde (x,y) €

Uu.

(2.1)

Salvo quando mencionarmos o contrario, neste trabalho X sera o campo de vetores

definido acima.



Definigao 2.2 Considere (x,y) € R? um ponto dado, dizemos que este ponto (x,y) € um
ponto regular de X se X(x,y) # (0,0); (z,y) € uma singularidade ou equilibrio de
X se X(z,y) = (0,0).

2.2 Teorema de Hartman-Grobman

Nesta secao veremos que o esboco do retrato de fase é trivial numa vizinhanga de um

ponto regular.

Definicao 2.3 Sejam o, : Q — R? e ¢y : Qy — R? o0s fluros gerados pelos campos
X, U — R? e Xy : Uy — R?, respectivamente. Dizemos que X; é topologicamente
conjugado (resp. C"-conjugado) a X quando existe um homeomorfismo (resp. um
difeomorfismo de classe C") h : Uy — Uy tal que h(pi(t,z)) = wolt, h(x)), para todo
(t,x) € .

O homeomorfismo h chama-se conjugagao topoldgica (resp. C"-conjugagao) entre
X1 e X5. A relacao de conjugacao é uma relacao de equivaléncia entre campos definidos
em abertos de R%2. Uma conjugacio h entre X; e X, leva ponto singular em ponto singular

e érbita periddica em érbita periddica (com periodo preservado).
Exemplo 2.1 A fungio h : R? — R? definida por h(x,y) = (:)s,y—l—%3) é uma C"—conjuga-

cio entre Xi(z,y) = (z,—y) e Xo(z,y) = (2, —y + 23).
De fato, o fluxo de Xy € dado por

t a’ —t a’ 3t
wo(t, (a,b)) = | ae, b—z e —i—ze ,

ondet € R e (a,b) € R?, enquanto que o fluro de X, é dado por

o1(t, (a,b)) = (ac’, be™).

Entio h(gs(t, (a,b))) = h(ae', be™) = (ae’, be™" 4+ %),

Por outro lado,

e1(t h(a,8) = ou(t, (a,b+ %)) = (aet, (b+ % — £)e~t + £e3) = (aet, be~! + L),

W~



Definicao 2.4 Sejam X : U C R? — R? um campo vetorial e A C R um aberto. Uma

aplicagao diferencidvel f: A — U chama-se secao transversal local de X quando, para

todo a € A, Df(a)(R) e X(f(a)) geram o espago R?.

Observagao 2.1 Consideremos ¥ = f(A) munido da topologia induzida. Se f: A — X

for um homeomorfismo, € usual dizermos que ¥ é uma segao transversal de X.

Teorema 2.1 (do Fluxo Tubular) Sejam X um campo vetorial polinomial e (zg,yo) €
R2 wm ponto reqular de X. Entdo existe um difeomorfismo que conjuga X em uma vizin-

hanga de (xo,y0) com o campo constante Y = (1,0) restrito a uma vizinhan¢a da origem

(0,0).

Definicao 2.5 Um ponto singular p de um campo vetorial X : U C R* — R? chama-se
hiperbdélico se todos os autovalores da matriz jacobiana de X em p, DX (p), tem partes

reais diferentes de zero.

Teorema 2.2 (Hartman-Grobman). Sejam X : U — R? um campo vetorial no aberto
U C R? e p um ponto singular hiperbdlico. Entao, existem vizinhancasV dep emU e W

de 0 em R? tais que X‘V ¢ topologicamente conjugado a DX (p Veja Figura 2.1.

M-

sV w
/—\
AN ! .
/am\y %

Figura 2.1: Interpretacao geométrica do Teorema de Hartman-Grobman.

A demonstracao deste teorema é dada em [22]. Na Figura 2.1 temos representados os
retratos de fase de um campo nao linear numa vizinhanga de um ponto singular hiperbélico

e de seu linearizado.



Observacao 2.2 O Teorema de Hartman-Grobman afirma que se uma singularidade for
hiperbolica, o sistema linearizado descreve o comportamento do sistema nao-linear proximo
do ponto singular, ou seja, o comportamento numa vizinhan¢a de um ponto singular €

sempre modelado pelo comportamento da parte linear.

2.3 Variedade estavel e variedade central

O Teorema da Variedade Estavel é um dos mais importantes resultados da Teoria
Qualitativa das Equagoes Diferenciais Ordindrias. Ele mostra que perto de um ponto

hiperbdélico (zg,yo), o sistema

o) Uy (2.2)
y/ = Q(l',y)

tem variedades estdvel e instavel S e U, tangentes em (xg, 7o) aos subespagos estével e

instdvel E° e EY respectivamente do sistema linearizado

(2,y) = A(z,y), (2.3)
onde A = DX (xg,yo).
Vamos primeiramente definir subespacos estavel, instavel e central £°, EV e E¢, res-
pectivamente, para um sistema linear do tipo (2.3) acima.
Sejam w; = u; + iv; autovetores da matriz A correspondente aos autovalores \; =
a; +ibj, com j =1, 2.
Definigao 2.6 Sejam \; = a; + ib; e w; = u; + iv; descritos como acima. Entao,
E® = [{uj,v;}/ a; < 0],
EY = [{uj,v;}/ a; = 0]

U
E” =[{u;,v;}/ a; > 0].
Isto é E°, E¢ e EY sdo os subespacos de R? gerados pelas partes reais e imagindrias

dos autovetores w; correspondentes aos autovalores \; com partes reais negativa, nula e

positiva, respectivamente.



Teorema 2.3 (Variedade Estavel). Sejam X : R* — R? um campo vetorial polinomial
e ¢ o fluro do sistema associado a X. Suponhamos que X (0,0) = (0,0) e que DX(0,0)
tenha k autovalores com partes reais negativas e 2—k autovalores com partes reais positivas.
Entao, existe uma variedade k-dimensional S tangente ao subespaco E° do sistema linear

(2.3) na origem tal que, para todo t > 0, ¢i(S) C S e para todo (x,y) € S

lim (¢, (7,)) = (0,0).

Analogamente, existe uma variedade (2 — k)-dimensional U tangente ao subespago EV do

sistema linear (2.3) na origem tal que, para todo t < 0, ¢,(U) C U e para todo (x,y) € U

lim o(t, (z,y)) = (0,0).

t——o00

As variedades estavel e instavel S e U sao definidas somente em uma vizinhanca da
origem na prova do Teorema da Variedade Estavel. S e U sao, além disso, referidas
como variedades estével e instdvel locais de (2.2) na origem ou simplesmente as variedades
estavel e instavel da origem. Definimos as variedades estével e instavel globais de (2.2)
em (0,0) deixando os pontos de S correrem o tempo no passado e aqueles de U correrem

o tempo no futuro, de acordo com a préxima defini¢ao.

Definigao 2.7 Seja ¢ o fluzo do sistema (2.2). As variedades globais estdvel e instdvel

de (2.2) na origem sao dadas por

we=Je(t )
<0
e
WY =Je(t,U),
>0
respectivamente.

Pode ser mostrado que as variedades estavel e instavel globais, W9(0,0) e WY (0, 0),
sao Unicas e invariantes pelo fluxo ¢.
Além disso,

V(x,y) € W2, lim (¢, (2,y)) =0

9



V(w,y) € WY, lim o(t, (z,y)) = 0.

Vamos agora enunciar um resultado importante que estabelece a existéncia de uma

variedade central W¢ tangente a E na origem.

Teorema 2.4 (Variedade Central). Seja X um campo vetorial polinomial. Supo-
nhamos que X (0,0) = (0,0) e que DX (0,0) tem k autovalores com partes reais negativas,
7 autovalores com partes reais positivas e m = 2—k—j autovalores com partes reais nulas.
Entdo existe uma variedade central m-dimensional W tangente ao subespaco central E€
do sistema (2.2) em (0,0), uma variedade estdvel k-dimensional W9 tangente ao subes-
pago estdvel E° do sistema (2.2) em (0,0) e uma variedade instdvel j-dimensional WY
tangente ao subespaco instdvel EY do sistema (2.2) em (0,0). Além disso, W, W* e

WV sdo invariantes pelo fluzo ¢ do sistema (2.2).
A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [3].

Definicao 2.8 Seja X um campo tal que X (0) = 0. Dizemos que 0 € uma singularidade
parcialmente hiperbélica quando dimE® # 0 e dim(E® @ EY) # 0.

Definicao 2.9 Seja W¢ uma variedade central. Dizemos que W¢ ¢é Lyapunov estavel
em relagcdo a uma singularidade, quando dada wma vizinhanca V. C WY da singulari-
dade, existe outra vizinhanca W C W tal que V.C W, eV p € V. .C WC temos que
v (p) c W c WC.

Uma variedade central do campo X € Lyapunov instavel em relacdo a uma singulari-
dade, quando a variedade central com campo —X € Lyapunov estdvel em relagao a mesma

singularidade.

Teorema 2.5 Seja X : R? — R?* um campo tal que X(0) = 0 é uma singularidade
parcialmente hiperbdlica, onde dimEY = 0. Além disso, suponha a existéncia de alguma

W¢ Lyapunov instdavel em relacio a 0. Entdo, a variedade central W€ ¢é tinica.

A demonstracao pode ser encontrada em [4].
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2.4 Teorema de Poincaré-Bendixson

Nesta secao apresentaremos o Teorema de Poincaré-Bendixson que é um dos poucos re-
sultados gerais sobre existéncia de orbitas periddicas de campos nao lineares, classificando
0s possiveis conjuntos w-limite de uma trajetéria limitada de um campo planar com um
numero finito de singularidades no fecho.

Sejam X : R? — R? um campo vetorial polinomial e ¢(t) = ¢(t, (p,q)) a trajetéria de
X passando pelo ponto (p, ¢) definida no seu intervalo maximal I(, ) = (w—(p, q), w4 (P, q)).

Se w4 (p, q) = 0o, definimos o conjunto

w(p,q) = {(p1,q1) €R*3(t,) 00 e @(tn, (p,q)) = (p1,¢1),n — 00}

como sendo o conjunto w-limite de (p, q).

Se w_(p,q) = —oo, definimos o conjunto

a(p,q) = {(p1, @) € R 3(tn), tn = —00 ¢ @(tn, (p,q)) = (1, a1),n = 00},
como sendo o conjunto a-limite de (p, q).

Teorema 2.6 (Poincaré-Bendixson). Os unicos conjuntos w-limite (ca-limite) com-
pactos, nao-vazios e sem singularidades de um campo planar sao as orbitas periodicas do

campo.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [22].

Corolario 2.1 Um conjunto compacto, nao-vazio e invariante por um campo planar contém,

pelo menos uma singularidade ou uma orbita periodica.

O Teorema de Poincaré-Bendixson é valido somente para campos planares, nao sendo
valido em R™, n > 2. O ingrediente essencial para a validade do teorema é a cisao
do dominio do campo em duas componentes por qualquer curva fechada simples, o que
ocorre no plano. Este ingrediente é o famoso Teorema da Curva de Jordan. Se uma 6rbita
v CU C R? de um campo é periédica, entdo v é uma curva de Jordan (curva fechada
simples) e, portanto, o interior e o exterior de 7 estdo sempre bem determinados pelo

Teorema da Curva de Jordan.
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Defini¢ao 2.10 (Ciclo limite) Seja X : R*? — R? um campo vetorial polinomial. Uma
orbita periodica v de X é chamada de ciclo limite se existe uma vizinhanca V' de v tal

que 7y € a unica orbita fechada de X que intercepta V.

Observamos que podemos definir também, em termos de a-limites e w-limites, ciclos
limites no plano como sendo as érbitas periddicas que sao a-limites ou w-limites de todas
as trajetérias passando por pontos suficientemente proximos.

O conjunto w-limite de uma érbita periddica v é o conjunto w(p, q), para qualquer
(p,q) € v e o conjunto a-limite de uma érbita v é o conjunto «(p,q) para qualquer
(p,q) € 7. Notemos que se o(t) = ¢(t, (p,q)) é a trajetéria do campo vetorial polinomial
X pelo ponto (p, q) e se ¥(t) = ¥(t, (p,q)) é a trajetéria do campo vetorial polinomial —X

pelo ponto (p, q), temos que ¥(t, (p,q)) = ¢(—t, (p,q)). Logo, temos que
w-limite de p(t) = a-limite de v (t)
w-limite de ¥ (t) = a-limite de ¢(t).
Definicao 2.11 Os ciclos limites sao do sequinte tipo:

a) v € um ciclo limite estavel se existir um aberto Uy C U tal que v C Uy e w(z) =7

para cada x € Uy,

b) v € um ciclo limite instavel se ezistir um aberto Uy C U tal que v C Uy e a(z) =~

para cada x € Uy;

c) v € um ciclo limite semi-estavel se ezistir um aberto Uy C U tal que v C Uy e
w(x) =7, para cada © € Uy Next v e a(x) =7, para cada x € Uy Nint v ou entdo

w(z) =, para cada x € Uy Nint v e a(x) =, para cada x € Uy N ext 7.

2.5 Transformacao de Poincaré

A transformacao de Poincaré associada a uma orbita fechada + de um campo
vetorial polinomial planar X é um difeomorfismo 7 que descreve o comportamento do

campo X em uma vizinhanca de ~.
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Sejam v = {¢(t, (p,q)),0 <t < T} uma érbita peridédica de periodo T do campo X e
Y uma secao transversal a X em (p, q).

Como o fluxo de X, ¢, é continuo, para todo ponto (p1,q;) € X préximo de (p,q) a
trajetoria o(t, (p1,q1)) estd préoxima a 7, com ¢t € I, com I um intervalo pré-estabelecido.

Definiremos m(p1, 1) como sendo o primeiro ponto onde esta érbita ird interceptar .
Sendo ¥ o dominio de 7, teremos que (p, q) € ¥g e 7(p,q) = (p,q).

Muitas propriedades de X perto de v se refletem em 7. Por exemplo, as drbitas
periddicas de X préximas de y correspondem aos pontos fixos de 7, que sao pontos
(p1,q1) € X para os quais 7(p1,q1) = (p1,q1). O comportamento assinttico das érbitas
de X préximo de v também é descrito por 7.

Assim,

nh—>I20 ﬂ-n(pb ql) = (p> q) = }l}rg d(g@(t, (p1> ql))a 7) = 0.

Teorema 2.7 Sejam X = (X1, Xs) : R? — R? um campo vetorial polinomial planar,
uma orbita periodica de X de periodo T e w: Xy — 2o a transformacgao de Poincaré em

uma sec¢do transversal 3 em (p,q) € . Entdo

#(p,q) = eap ( / ' divX(v(t»dt) ;
onde

. 0 0
leX(LU,y) = %Xl(xuy) + a_yX2(x7y)

Em particular, se

T
/ divX (v(t))dt <0, ~ € estavel,
0

T
/ divX (v(t))dt > 0, ~ € instdvel.
0

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [22].

2.6 Estabilidade local segundo Lyapunov

No intuito de estudar o comportamento assintotico de uma érbita, é interessante usar

o método das fungoes de Lyapunov.

13



Definicao 2.12 Dados X : U C R? — R? um campo vetorial e p € U uma singularidade

de X, temos que:

a) p ¢ estavel se dado qualquer € > 0, existe um § > 0, tal que ||z — p|| < & implica

lpo(t, =) — p|| < e, para todo t > 0;
b) p € instavel se ndo for estdvel;

c) p € assintoticamente estavel se p ¢ estdvel e, além disso, existe € > 0, tal que

|z — p|| < e implica tlim o(t, ) =p;
—00

d) p € assintéticamente instavel se p € instdvel e, além disso, existe € > 0, tal que

|z — p|| < e implica tlim o(t,x) =p.
——00

Sejam o campo vetorial X e V : i — R uma funcao de classe C*. Definimos a derivada

de V na direcao do campo X no ponto p € U por

Vi(p) =VV(p)  X(p)

Definicao 2.13 Dados o campo X, a funcao V como acima e p € U um ponto singular

de X, temos que

a) V é funcao de Lyapunov para o campo X se V(x) >0, Ve e U, V(z) =0 se, ¢

somente se, x =p e V <0, para todo x € U;

b) V' é fungao de Lyapunov estrita para o campo X se V' € funcao de Lyapunov e,

além disso, V < 0, para todo = € U.

Teorema 2.8 (Critério de Lyapunov). Seja p é uma singularidade isolada do campo
X. Se existir uma funcao de Lyapunov V' definida em algum dominio U C R? contendo p,
entao p € uma singularidade estavel. Se V' for uma funcao de Lyapunov estrita entdao

p serd uma singularidade assintoticamente estavel.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [22].
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2.7 Valores focais e coeficientes de Lyapunov

Nesta secao exibiremos um método para calcular os coeficientes de Lyapunov relaciona-

dos com os sistemas de equacoes diferenciais definidos por campos polinomiais planares.

Sejam P e Q funcoes analiticas em uma vizinhanca da origem, e (0,0) um ponto

singular isolado do sistema

(2.4)

Suponha que a lineariza¢ao do campo (P, @) na origem apresente um foco ou um centro.

Com mudancas adequadas de coordenadas, o sistema (2.4) pode ser escrito como

¥ =y+ A+ P(z,y)
Y = —x+ X y+Q(z,y),

(2.5)

onde P e () sao funcoes analiticas.

Considere a fungao de Lyapunov
Lo, o
Viey) = 5@ +47).

Assim,
V=VV-X =(@yy+I+P —z+Iy+Q),

= \e? + 2P + \y? +yQ, (2.6)
= A2 +y°) + 2P 4+ yQ.
Desta forma o sinal de V em uma vizinhanca da origem é determinado pelo sinal de .
Se A # 0 dizemos que a origem é um foco forte. Pelo Teorema 2.8, se A < 0 a origem
¢é assintoticamente estavel e se A > 0 a origem ¢ instavel. Quando A\ = 0 dizemos que a
origem é um foco fraco ou um centro. Daqui para frente queremos estudar a estabilidade

do equilibrio (0,0) quando A = 0. Desta forma, o sistema (2.5) assume a forma

' =y+ P(z,y)
y/ =—T+ Q(Qf,y),
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co1m
m

Pla,y) =3 Pulay) + O (| (. 9)"™)

k=2
Qz,y) =Y Qulw,y) + O ([l y)|™")

k=2
onde

k
Py(z,y) = Z Pr—j 0y’
=0

k
Qi y) =D gy ey
=0

A notacao O denota a expansao em série de Taylor, em torno da origem, iniciando-se nos
termos de ordem m + 1 no minimo.

Considere a fungao de Lyapunov dada por

1 m—+1
Vi(z,y) = 5(952 +37) + ) Vi, y) + O ([l p) ™) (2.8)
k=3
com
k
Vi(z,y) = Z Vi a7 (2.9)
=0

polinomios homogéneos de grau k nas variaveis e y. Tomando a expansao em série de

Taylor até os termos de ordem 3, o sistema (2.7) assume a forma

v =y+ Pyw,y) + Pa(z,y) + O ([, y)[I)

y'=—2+ Qa(x,y) + Qa(x,y) + O (|l(z,y)[), 2
com
Py(x,y) = pao®® + puxy + P2y’
Ps(x,y) = pox® + pa2®y + prazy” + posy’, (2.11)
Q2(7,y) = q02” + qury + qozy?,
Qs(x,y) = gs07® + g 2%y + quaxy”® + qosy®.
A funcao de Lyapunov (2.8) com m = 3 é dada por
V(e,) = 5 +4) + Vil w) + Vala,w) + O (@) (212)
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Va(z,y) = Vaox® + Varzy + Vigay? + Vosy?® (2.13)
Vi(z,y) = Vigr* + Va123y + Vaoa?y? + Vizzy® + Vouy*.

Diferenciando (2.12) ao longo das érbitas de (2.10) segue que

Ve = (Rale+ (152 w0 -5 ) ) + (Rato + (550w - o5 ) ) ) +

dy
O (Il(z,)°),
(2.14)
com
R3(z,y) = 2 Po(v, y) + yQa(z,y), (2.15)
Vs oVs
Ry(z,y) = 2 P3(v,y) + yQs(x,y) + Pa(z, y)%(af, y) + Qa(, y)a—y(af, Y)- (2.16)

Consideremos os seguintes espacos vetoriais
P, =<plx,y) = Zan_mzn_jyj cgrau(p(z,y)) <n+1,a,—;;, € R,
j:nO (2.17)
R+ = {u LU= Zun_j,jejﬂ, Un—j,; € R} .
=0

Os conjuntos Bp = {z™, 2" Yy, - ay" L y"} e Bptt = {ej, e, ,€n,en1} s30 bases
para P, e R™1 respectivamente. A base Bp'' é a canonica em R"*!. A transformacio

linear de P, em R™™! tem a seguinte construcao

S, : P, — Rl
- i . (2.18)
p(x,y) =Y an @ Ty s u =Y an e
j=0 Jj=0
Considere agora a seguinte transformacao linear
T,:P,— P,
op op (2.19)

p(x,y) = T(p(r,y)) = y%(% y) — xg—y(ffa Y).

Tomando-se as bases B}, e By para P3 e Py, respectivamente, as matrizes Az e A, de
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T3 e T, com relagao a essas bases, sao respectivamente,

0 -1 0 0 0
0 -1 0 0
4 0 -2 0 0
3 0 -2 0
As = e A=]10 3 0 -3 0
0 2 0 -3
0 0 2 0 -4
0 0 1 0
00 0 1 0

Proposicao 2.1 A transformacao linear Tz é um isomorfismo. O nicleo da transformagao

T, tem dimensdo 1 e a imagem dimensao 4. Uma base para o nicleo é {(x* + y*)?}.

Demonstragao: O niicleo da transformacao linear T3 é trivial, visto que Det(A3) = 9.
Logo, T3 é injetora. Para provar que T3 é sobrejetora, basta observar que a dim(Im(13)) =
4 e que {Ty(2?), Ts(z%y), T3(xy?), T3(y*)} é uma base para a imagem T3 e para P;. Como
T5 é bijetora, admite uma transformacao inversa a qual é também linear, bijetora. A

matriz A, é equivalente por linhas a matriz escalonada reduzida por linhas

1000 -1
0100 O
0010 =2
0001 O
0000 O
Assim, o posto(A;) = 4 e, consequentemente, o nticleo de T tem dimensdao 1 e a

imagem tem dimensao 4. De um cdlculo simples A4S,(p(z,y)) = 0, p(z,y) € Py, segue

que S;1(1,0,2,0,1) = (22 + )%,
[

Resulta da Proposig¢ao 2.1 que V3(x,y) pode ser escolhido de maneira tinica de forma

a cancelar os termos de grau 3 de (2.14). Tal escolha é feita resolvendo-se o sistema linear

A3S3(‘/3(x7 y)) = —Sg(LL’PQ(LL’, y) + yQ2(x7 y)),
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onde
53(‘/:3(367@) = (V?)o, Var, Vi, V03)7

Ss(xPo(x,y) + yQ2(x,y)) = (P20, P11 + G20, Poz + ¢11, Go2)-
Segue que

1 1
(Vao, Va1, Via, Vo3) = <—§(P11 + G20 + 2402), P20; —Go2 g(poz + 2pgo + qﬂ)) -

A mesma metodologia nao pode ser aplicada para a escolha dos coeficientes de V(x,y),
pois Ty nao é isomorfismo. Contudo, Vj(x,y) pode ser escolhido de forma que V(SL’, y) tenha
um sinal bem definido. Isto pode ser feito impondo que os termos de ordem 4 de (2.14)

pertengam ao nicleo de Ty. Assim, os coeficientes de Vj(z,y) podem ser obtidos através
de

Ax (51 (Pa(o,0) + 0Qa(o) + Pate ) G2 0.0) + Qalo i) G2 ) ) + AiSilVit) ) =0

onde

54(‘/4(%@) = (V40, Va1, Vag, Vis, ‘/64),
Vs

0 oV
S4 <1'P3(l’, y) + yQ3(za y) + Pg(l', y)%(% y) + QQa—;(za y)) - (S4Oa 531, 522, 513, SO4))

com
840 = P11P20 + P30 + 2P20402,

S31= Py — 2P30 + P21 — Paodat + 2¢20G02 + P11(q20 + 2402) + gs0,

S92 = P12 — 2p20P11 + Po2 (P11 + 2q02) + 2q11G02 — 2P20G20 — q11G20 + Qa1
$13 = Po3 + Pr1goz + 2G5 — 2p20q11 — 411 — Po2(2p20 + ¢11) + qr2,

Soa = —2P20qo2 — q11902 + Go3-
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Logo,

1
Vio =1 (2 Q02420 — (12 — 3P20G11 — 30 — 220" + P11° + 3qoap11 + Pr1g0 — P+

202" — q11Po2 — qu1° — Pos — 21720]902) +1,

1
Vi == (5p30 — 7p2op11 — 16 goapao — 3 o3 — 21 — Go2qin — 2P20G20 — G20¢11 + Po2P11+

8
2 Go2po2 — p12)>
1
Voo 25(261022 — qu1po2 — 2p20G11 — qui° + qo2P11 — Q12 — Poz — 21720]902) + 2,
1
Vis =3 (3 P30 — Paop11 — 16 go2p20 — 5 qos + g1 — 7 qo2q11 + 2 p20ga0 — PozPr1+

Q0011 — 2 Gozpoz + Pr2),

Vos =1.
(2.20)
Com estas escolhas feitas para Vi(z,y) e Vi(x,y), segue que
V(z,y) =m@@® +4*)°+ 0 (I(z,y)°), (2.21)
com
1
=g (3 o3 — P20P11+3 P30+ g21+ Go2¢11+2 P20Ga0+ G20911— Po2p11—2 Go2Po2 + p12) - (2.22)

A equagao (2.21) determina a estabilidade da origem. De fato, a funcao
1
V= 5@+ %) + Va(a,y) + Valw,y)

¢ uma funcgao de Lyapunov em alguma vizinhanca da origem. Assim, do Teorema 2.8,
obtemos que se 14 < 0, entao a singularidade é assintoticamente estavel. Se n, > 0, entao
a singularidade ¢é instavel. Quando n4 = 0 ainda nao podemos determinar a estabilidade
da origem.

Apresentaremos agora um processo, criado por Lyapunov, para estudar a estabilidade
da origem do sistema (2.7). Na verdade é um processo puramente algébrico. A idéia desse
processo é construir recursivamente fungoes de Lyapunov para o sistema (2.7).

Primeiramente a Proposicao 2.1 é verdadeira no caso geral.
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Proposicao 2.2 Quando n € impar, T,, € um isomorfismo. Quando n € par, T, possui

um miicleo de dimensio 1 gerado por (% + y?)z.

A demonstracao desta proposi¢ao pode ser encontrada em [13], pagina 350.

Desta forma, se 7, = 0 na equagao (2.21), podemos proceder de forma andloga ao que
ja fizemos para obter 7, e produzir uma nova série V', garantida pela Proposicao 2.2, tal
que o termo lider da expressdo para V é ne(z? + y?)3, e assim por diante.

Em resumo, V pode ser escolhida de tal forma que
V=2 + )2 +n6(2® +y2)° + - (@ + ) -

Apresentamos agora um teorema bastante ttil sobre a estabilidade do ponto de equilibrio

(0,0).

Teorema 2.9 Seny, =0, k=2,..., N, mas ng12 # 0, entao a estabilidade da singula-
ridade na origem é determinada: Se N9 < 0, entao a singularidade é assintoticamente

estdvel. Se nopo > 0, a singularidade é instdvel.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [3].

As constantes 79, sao chamadas de valores focais. Do método exposto acima junta-
mente com o Teorema 2.9 temos que, se apés um numero finito de etapas determinarmos
um valor focal nao nulo, entao poderemos produzir uma fun¢ao de Lyapunov polinomial
e assim a usarmos para determinar a estabilidade do ponto singular. Contudo, ainda nao
esgotamos todas as possibilidades: o que acontece se todos os valores focais forem nulos?

Esta pergunta serd esclarecida no teorema abaixo.

Teorema 2.10 (Centro de Lyapunov). Se o campo vetorial X €é analitico e nor, = 0
para n = 2,...,00 entao a origem € um centro. Além disto, a série que define V €
convergente numa vizinhanca da origem e representa uma fungao cujos conjuntos de nivel

contém as orbitas do sistema correspondente ao campo X .
A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [3].
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Como 7y, € relevante somente quando 7y = 0 para todo ! < k, tomamosny =ny =--- =
Mok—o = 0 nas expressoes de 79,. As quantidades obtidas dessa maneira sdo chamadas de
coeficientes de Lyapunov, e serao denotadas por L(k) = nog12, para k = 0,1,2,- -, 00.

Como estamos trabalhando com P e () polinomios, segue do Teorema da Base de

Hilbert que existe uma constante m tal que L(k) = 0 para todo k se, e somente se,

L(k) =0se k <m. A base
B ={L(0),L(1), L(2),...,L(m)}

¢é chamada de base focal.

Desta forma é necesséario calcular somente um nimero finito de coeficientes de Lya-
punov. Contudo, dado um sistema qualquer, nao sabemos a priori quantos coeficientes
temos que calcular para termos a base focal B, com excecao de alguns casos especificos. Em
geral, os célculos dos coeficientes de Lyapunov sao muito longos e complicados, exceto em
alguns casos mais simples, e assim varios métodos computacionais tem sido desenvolvidos.

Usaremos esse processo no Capitulo 4 para estudar o nimero de ciclos limites para o

sistema de Liénard (1.3).
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Capitulo 3

Equacao de Liénard

As equagoes diferenciais ordinarias de segunda ordem que podem ser escritas como

2" + f(x)2 + g(x) =0

(3.1)

sao conhecidas como equagoes de Liénard. E conveniente escrever a equagao (3.1) como

um sistema planar. Para isso, aplicando a mudanca de coordenadas

T =z,

y=12+ F(x),

na equagao (3.1), obtemos o seguinte sistema planar

(3.2)

onde F(z) = / f(€)de, que denotaremos por sistema de Liénard. Neste capitulo
0

estudamos um caso particular do sistema (3.2) dado por

(3.3)

onde f(r) = agx? + ag_ 12t + -+ ayz, com d = 2n + 1 ou 2n + 2, n € N. O material

exposto neste capitulo é baseado no artigo [15].
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3.1 Estudo da equacao de Liénard em parte compacta
do plano

Nesta secao apresentaremos alguns resultados relacionados ao retrato de fase do sistema
de Liénard (3.3).
Primeiramente, temos que as singularidades do sistema (3.3) sdo os pontos (z,y) € R?

tais que

Yy — adxd — ad_lxd_l

=0
—x=0.
Assim, é facil ver que a origem (0, 0) é a inica singularidade do sistema (3.3). Para analisar

a estabilidade da origem, considere o sistema linearizado

—ap 1 T

-1 0 Y

X'=DX'(0,0)X =

Os autovalores de DX/(0,0) sdo dados pelas raizes do polinémio caracteristico
p(A\) = det(DX7(0,0) = AXI) = A2 + a1\ + 1,

do qual obtemos

A —&1:*:\/0,%—4
1,2 — .
’ 2

Desta forma, se a; # 0 a origem do sistema (3.3) é uma singularidade hiperbdlica. Mais
especificamente, (0,0) é um foco atrator quando a; > 0 e repulsor quando a; < 0. Assim
segue do Teorema de Hartman-Grobman, que (3.3) é topologicamente conjugado ao sis-
tema linearizado. Quando a; = 0 temos que a origem é uma singularidade nao hiperbdlica
do campo X7.

Nosso objetivo a seguir, é dar uma descricao completa do retrato de fase da equacao

de Liénard (3.3). Para tal estudo, fixemos as seguintes defini¢oes.

Definicao 3.1 Considere o sistema (3.3). Definimos os sequintes conjuntos:

a) BV ={(0,y) | yeR}, EY ={(0,y)| y>0} e EY ={(0,y) | y <0}
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b) G(f) ={(z.y) e R? | y = fl@)}, g" ={(z,y) e R? | 2 >0, y = f(z)} e
g~ ={(z,y) eR*| 2 <0, y= f(a)}.

{(w,y) e R |2 >0,y > fx)}, B=A{(x,y) eR [z >0,y < flz)},

c) A
C={(z,y) eR? |2 <0, y< f(x)} e D={(z,y) eR*[2 <0, y> f(2)}.

Vamos estudar o comportamento das trajetérias de (3.3) em cada um desses conjuntos

e com isto obtermos informagoes sobre os seus comportamentos globais.
Proposicao 3.1 O campo X' é horizontal em E}r/ e BV, e vertical em G(f).

Demonstracao: Basta analisar o campo X/ nos respectivos conjuntos. Com isso, temos:

Xl a,y)| o = X0,9) = (y = £(0),0) = (,0).
Kia |, = X0 10) = (70) ~ ), 2) = (0, -2),
|
Na regido A, sabemos que = > 0 e y > f(z). Assim, 2 =y — f(z) >0 ey = —z <0 e,

portanto, ' > 0 e 3/ < 0, desta forma o campo tem direcao sudeste. Fazendo os cédlculos
para os outros conjuntos, concluimos também que:

Em B: 2’ <0ey <0, 0 campo tem direcao sudoeste.

Em C: 2/ <0ey >0, 0 campo tem direcao noroeste.

Em D: 2/ > 0e 4y >0, o campo tem dire¢cao nordeste.

Do comentario acima e da Proposicao 3.1, obtemos a Figura 3.1, onde as setas repre-

sentam o vetor tangente as trajetérias de (3.3) em (z,y).
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Figura 3.1: Campo de vetores do sistema de Liénard.

Definigao 3.2 Sejam p € EV e q € G(f). Denotaremos v (p), 7" (q) como sendo as
orbitas positivas de X/ passando pelos pontos p e q, respectivamente, e v~ (p), v~ (q) como

sendo as orbitas negativas.

Proposicao 3.2 Seja p € EY. Considere o campo X7 com f(x) = agz? + -+ + aym,
onde ag > 0. Entao, v"(p) N G(f) # 0. Ou seja, as drbitas positivas de pontos em EY
interceptam o grdfico de f. Veja Figura 3.2.

Figura 3.2: 4" (p) com p € EY.

Demonstracao: Suponha que y*(p)NG(f) = 0, logo 2'(t) = y(t)— f(z(t)) > 0, V ¢, donde
x(t) é mondtona crescente e, portanto, existem ¢ e ty € R tais que x(t) > 9, V¢ >ty > 0.

Mas, ¢/(t) = —xz(t) e, entao, y/(t) < —0, V t > ty. Integrando esta desigualdade, obtemos
y(t) = y(to) < —0(t —to), V't >t
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Logo,t 1i£rn y(t) = —oo. Por outro lado, como ag > 0, th+m f(z(t)) = +oo. Temos entao
—+00 —+00

uma contradigao, pois 2'(t) = y(t) — f(x(t)) > 0, V t. Portanto, v (p) N G(f) # 0.

Proposicao 3.3 Seja p € EY, quando d é par e ag < 0, ou quando d é impar e ag > 0.
Entdo, v*(p) N G(f) # 0.

A demonstragao é andloga a da Proposigao 3.2.

Proposicao 3.4 Seja q € g*, onde X/ ¢ tal que d > 2. Entao:
a) YT (q) N EY # 0. Veja Figura 3.3.
b) v~ (q) N EY #0.

%
E+
A

Figura 3.3: v7(q) com ¢q € G(f).

Demonstragao: a) Pela Proposigao 3.1, vemos que se ¢ € g™, entao a solucao decresce
na dire¢ao de y entrando na regiao B. Em B, temos que z/(t) < 0 e y/(t) < 0 de modo
que a solugao vai em direcao sudoeste e assim nao pode voltar para A. Ficam duas
possibilidades: ou a solucao cruza EY ou entdao tende a —oo e nunca cruza EY .

Suponhamos que este ultimo caso aconteca. Seja (xg,yo) um ponto sobre essa solugao
na regiao B. Como z(t) nunca é zero em B, entao a curva solucao (x(t),y(t)) situa-se
em uma faixa S dada por 0 < = < x, y < yo, €, por hipdtese, temos que y(t) — —oo
quando t — ty para algum ty3. Provemos que ¢, = oo. Para isso, note que, pelo Teorema

Fundamental do Célculo,
t t
y(t) —yo = / y'(s)ds = / —x(s)ds.
0 0
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Mas, 0 < z(s) < xg e assim s6 podemos ter y(t) — —oo se t — o0.
Analisemos agora x(t) para 0 < t < co. Temos que 2’ = y — f(x). Como a quantidade

f(z) é limitada na faixa S e y(t) - —oo quando t — oo, segue que

x@—%zlf@wzlw@—ﬂmww%—w

quando t — oco. Mas, isso contradiz que x(t) > 0. Portanto, essa solugao deve cruzar EY.

b) Segue de forma andloga a parte a).

Proposicao 3.5 Seja q € g~, onde X/ ¢é tal que d > 2. Entado
a)7*(q) N EY #0.
b)y~(q) N EY # 0.

A demonstragao é andloga a da Proposicao 3.4.
Na Figura 3.4 temos uma ilustracao para as Proposicoes 3.2, 3.3, 3.4 e 3.5, quando

aq > 0ed éimpar.

Figura 3.4: Ilustragao das Proposicoes 3.2, 3.3, 3.4 e 3.5.

Observagao 3.1 a) Supondo d fmpar e aq > 0, podemos definir uma funcédo, ¢ : EY —
EY, tal que V p € EY, ¢ (p) é a primeira intersec¢ao de v (p) com o eixo EY para t > 0.

Por outro lado, ja que (0,0) é a tnica singularidade de X/, podemos aplicar o Teorema
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de Poincaré-Bendixson e concluir que, se X/ possuir uma érbita fechada, a singularidade
(0,0) estard no interior desta érbita. Portanto, uma érbita y(p), p € EY, do campo X/
sera fechada se, e somente se, 1™ (p) = p, isto é, p é um ponto fixo de ). Logo, o niimero
de 6rbitas fechadas de X/ serd igual ao ntimero de pontos fixos de 9.

b) Quando d é impar e ay < 0, podemos definir a fun¢ao ¥~ de maneira analoga, conside-

rando as Orbitas negativas dos pontos p € EX

Lema 3.1 Sejam H(z) = f(x) —¢, e > 0, ag > 0 e d > 3. Entao, eziste a > 0 tal que
YV x>a o campo X' calculado nos pontos do grdfico de H, G(H), isto é, X/ (x, H(x)) é
transversal a G(H), ¥ ¢ > 0 e aponta para o interior de A onde A = {(z,y) e R |z >
a, f(z) —e <y < f(x)}. Veja Figura 3.5.

Figura 3.5: Regiao A.

Demonstragao: Sendo ¢(x,y) = y — f(x) + &, entdo ¢(x,y) = 0 se, e somente se,
(x,y) € G(H), isto é, y = f(x) —e. Assim, o gréafico de H é uma curva de nivel de ¢.
O gradiente da curva de nivel ¢(x,y) = 0 estard apontando para o interior de A, pois a

curva de nivel é gréafico de funcao e

Volon) = (Gt Gt ) = (1))

o qual possui a segunda componente maior que zero.

Por outro lado, Xf(x,y)‘G(H) = X/(z, f(x) —¢e) = (f(x) —e — f(x),—2) = (—¢&,—1).
Calculando o produto interno destes dois vetores, teremos

Vo(r,y) X(z, f(z) —e) =(=f(2),1) (-&,—2)
f'(x)-e—u.
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Portanto,

lim (Vo(z,y) - X/ (z, f(z) —e) = lim (f'(z).c — )

T—00 T—00

= lim e(dagz®' + -+ a)) —z = o0,
T—00

pois ag > 0ed > 3.
Logo, existe a € R, a > 0, tal que V = > a, Vo(z,y) - X/ (z, f(x) —e) > 0,V e > 0, isto

é,V o > a, o campo X/ (z, f(x) — ¢) estd apontando para o interior de A, V & > 0.

Corolario 3.1 Sejam AL ={(z,y) e R| z =y}, ag >0 ed> 3. Entao existe a > 0 tal
que ¥ x > a o campo X' calculado nos pontos de A\ é transversal a /N, e aponta para o

interior de A, onde A ={(z,y) e Rl z>a, v <y < f(x)}.

Observacao 3.2 Quando uma orbita sai de partes compactas, diremos simplesmente, que

a orbita vai para o infinito.

Proposicao 3.6 Seja d impar e ag > 0. Se p € EY, entdo a drbita negativa de p, ou
intercepta EY, isto é, v~ (p) NG(f) # 0 ou vai para o infinito e continua abaizo do grdfico

de f. Além disso, existe pelo menos um ponto p € EV tal que v~ (p) vai para o infinito.

Demonstragao: Mostraremos que nao hé outra possibilidade além das citadas na tese
da proposigao. De fato, se v~ (p) NG(f) = 0 e se v~ (p) ndo fosse para o infinito, terfamos
os casos a) ou b), conforme a Figura 3.6 .

O Caso a) é impossivel, pois p nao é singularidade, logo podemos aplicar o Teorema
do Fluxo Tubular em p e concluir que existe ty > 0 tal que x(—tg,p) > 0, onde v~ (p) =
{(z(t,p),y(t,p)),V t < 0}. Mas, por outro lado, z'(t) = y(t) — f(z(t)) < 0,V t < 0, logo
x(t) cresce quando t decresce para —oo, assim é impossivel que tllglo v~ (t,p) = (0,0). Veja
Figura 3.6.

O Caso b) é impossivel, neste caso v~ (p) nao vai nem para (0,0) nem para o infinito,
logo existe um compacto K tal que v~ (p) C K. Podemos entao aplicar o Teorema de

Poincaré-Bendixson e concluir que a-limite de v~ (p) é uma singularidade diferente de
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Figura 3.6: Caso a) e Caso b).

(0,0), ou uma o6rbita fechada, donde, novamente pelo Teorema de Poincaré-Bendixson,
obtemos uma singularidade do campo X/, diferente de (0, 0), no interior de a-limite o que
é um absurdo. Veja Figura 3.6.

A segunda parte da proposicao segue do Lema 3.1, desde que existe uma orbita que
permanece no interior da faixa {(z,y) € R? | f(z) —e <y < f(z)} para tempo negativo.
O primeiro ponto onde esta 6rbita intersecta EY | digamos p, tem a propriedade que v~ (p)

vai para o infinito.
[ |

A Proposigao 3.6 garante a existéncia de pelo menos um ponto p € EV tal que v~ (p)
vai para o infinito. Na Secao 3.2 usaremos a Compactificagao de Poincaré e o método do
blowing-up para provarmos a existéncia de um tinico ponto p_ € EY cuja érbita negativa
vai para o infinito assintoticamente ao grafico de f. Quando ay > 0, d impar e d > 3,
temos: se ¢_ > p_ com q_ € BV, entao v (¢_)NG(f) #D ese q_ < p_, entao v (q_) vai
para o infinito nao assintoticamente a G(f). Veja Figura 3.7.

Similarmente existe um tunico ponto p, € EK (ver Figura 3.7), com a mesma pro-
priedade, cuja orbita negativa vai para o infinito assintoticamente ao grafico de f e tal que
a orbita negativa através de qualquer ponto em E}r/, abaixo de p., intercepta o eixo ver-
tical negativo. Em seguida, podemos concluir que, se X7/ possuir alguma érbita fechada,
esta interceptara os eixos EK e EY em um par de pontos no intervalo (p_, p,). Se aq < 0,

d > 3, d impar, temos resultados andlogos considerando as orbitas positivas.
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Figura 3.7: v~ (p_) NG(f) =0 e v (p1) NG(f) = 0.
Um outro caso interessante é quando d é par, ag > 0 e d > 4.

Observacao 3.3 Suponha ag > 0, d > 4 e d par. Neste caso, se p € E}:, temos que:

TR)NG(f) #0 e () NG(f) # 0.

Proposicao 3.7 Seja d par, ag > 0 ed > 4. Sep € EY entdo a drbita negativa de p
ou intercepta E}r/, ou vai para o infinito e permanece abaizo do grdfico de f. Além disso,
existe pelo menos um ponto p € EY tal que v~ (p) vai para o infinito. O mesmo € verdade

para orbitas positivas.

A demonstragao é andloga a da Proposigao 3.6.

Figura 3.8: v~ (p_) NG(f) =0 erT(r-) NG(f) = 0.

Mostraremos na Secao 3.4 que existe também um tinico ponto p_ € EY tal que v~ (p_)

vai para o infinito assintoticamente ao gréfico de f. Suponha ¢_ > p_, com ¢_ € EV
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entdo, v~ (¢_) NG(f) # 0. Da mesma forma, existe outro ponto r_ € EV que é tnico e tal
que v (r_) vai para o infinito assintoticamente ao gréafico de f e, novamente, se tivermos
s. € EY, s_>r_ entao vy (s_)NG(f) # 0. Veja Figura 3.8.

Assuma py # p_ . Seja p, 0 ponto em {p,, p_} mais préximo da origem e seja p,, € EY
o primeiro ponto onde a érbita positiva ou negativa de p,, intercepta EK Entao, qualquer
6rbita fechada de X/ deve interceptar EV em um par de pontos no intervalo (p,,, bm)-
Além disso, podemos definir uma aplicagao de Poincaré no intervalo (0, p,,). Se p_ = p,,
entao a aplicagao de Poincaré estd definida em EY e as drbitas fechadas devem interceptar

E}r/ acima de p,. A Figura 3.9 ilustra as situacoes discutidas acima.

\ e SN S
@& By > N

N\

b+ ju

Figura 3.9: Orbitas periédicas quando d é par.

3.2 Compactificacao de Poincaré

Nesta secao descreveremos a compactificacao de Poincaré para campos polinomiais
gerais. Com tal compactificacao é possivel fazer um estudo das orbitas de um campo

polinomial perto do infinito.

Definicao 3.3 Seja X(z,y) = (P(x,y),Q(z,y)) um campo vetorial polinomial. Defini-

mos o grau de X como sendo o nimero d(X) = max{grau P, grau Q}.

Considere a esfera

S2 = {(ylayQayi’)) € R37 y% —l—y% +y?2, = ]_}’
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a qual chamaremos de Esfera de Poincaré, e o plano
TPNS2 = {(1’1,1'2,1’3) € Rg;l'g = 1}

que é tangente a esfera S? em Py = (0,0, 1).
Convencionaremos que as coordenadas y; se referirdao & esfera S? e as coordenadas x;
2
ao plano Tp, S°.
Definiremos

H, = {(y1,y2,y3) € $*;y3 > 0}

como sendo o hemisfério norte,

H_ = {(y1,v2,93) € S*;y3 < 0}

como sendo hemisfério sul e

S' = {(y1, Y2, y3) € S*;y3 = 0}

como sendo o equador.
A compactificagao de Poincaré de X consiste em fazer duas cépias do fluxo de X, uma
sobre H, e outra sobre H_, usando a projecao central. Para isso consideremos uma reta

L(t) que une a origem a um ponto do Tp,S?,
L(t) = (0, 0, 0) + t(l’l,l’g, 1) = t(l’l,l’g, 1), teR.

Esta reta intercepta a esfera S? em dois pontos, um no hemisfério norte e o outro no sul.
Ver Figura 3.10.
Agora considerando a proje¢ao do campo vetorial X de R? ~ Tp,S? para S? dada pelas

projecoes centrais, temos dois difeomorfismos

T S?— o,

f_ : ,Tan2 — H_,
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isto é, f*(p), (resp.f~(p)) é a interseccao da reta que passa pelo ponto p ligado a origem

com o hemisfério norte, (resp. sul), de S?, cujas expressoes sao dadas por

o (371,372, 1)
f+(,]j‘1’x2,1) = W
e
_ (71,10, 1)
f (Z1,$2, 1) - A(Z’) )

onde A(z) = /a2 + x5 + 1.

Figura 3.10: Projecao central.

Sem perda de generalidade, podemos considerar o campo X definido no plano tangente
A esfera, isto é, X : Tp S? — Tp S?, e assim é possivel definir um novo campo em S?. O
campo X induzido em S?, a partir de X, através dos difeomorfismos f+ e f~ serd dado
por

X(y)=Df"(z)- X(z) se y=[fT(x)eH"

X(y)=Df (z) X(x) se y=f(x)eH .

Destacamos que X é um campo vetorial em S2 \ S!, que é tangente A esfera. Para
estudar o comportamento assintético das érbitas nao limitadas de X analisando X, é
necessario estender X para o equador S!, obtendo assim um campo na esfera.

O estudo de X em uma vizinhanca do equador nos dard informacdes sobre o com-

portamento do campo X no infinito. Entretanto, nem sempre é possivel estender X ao
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equador. Veremos adiante que, quando X for um campo polinomial, podemos estender
X analiticamente ao equador. Como 1no nosso caso o campo X serd o campo associado a
equacao de Liénard, sendo, portanto, polinomial, as consideragoes anteriores poderao ser
aplicadas.

Antes de estudar a extensdo de X ao equador, vamos escolher um sistema de coorde-
nadas conveniente para S? e calcular a expressao de X nessas coordenadas.

Para S? usamos seis cartas locais dadas por

Uk:{yESQ:yk>O}

Vk:{yESQ:yk<0},

para k = 1,2,3. As aplicacoes locais correspondentes sao dadas por ¢, : U, — R? e

Uy, Vi, — R? e definidas como:

o) = —unly) = (22,22,

Y Yk
param <mnem,n # k.
Iremos agora encontrar a expressao do campo na carta local (U, ¢1):
Sejay € Uy N Hy, entdao y = fT(x), x € Tp,S*

€ €2

(@10 7)) = (/7 (@) = &n (mx)’ Aw) Ai@)

(2t 5 a0 &4

. T 1
N 1’1’113'1 ’

¢1(x1,72,1) = (u,v),

Portanto,

ondeu:ﬁev:i.
1 T ~
Observe que como y € Uy N H,, entdo x; # 0. Como X(y) = Df*(x) - X(x) quando
y = fT(x) segue que
Dé1(y) X (y) = Den(y) o Df+(x) X (x)

= D(¢r 0 f7)(2)X(2).

(3.5)

36



Seja X (y)‘U1 A, denotando o sistema de coordenadas definido como Dy (y)X (y) e, por-

tanto, segue da equagao (3.5) que

~ n ;—%2 :%1 P([L’l,l'g)
X,  =DéomxE = T ).
1 =+ 0 Q(1, 22)
=2 (=2 P (71, 72) + 11Q(21, 72), —P(21, 72)) -
1
(3.6)
Esta é a expressao de X em U; N H, nas coordenadas ¢;. Vamos coloca-las em funcio de
1
u e v para facilitar a andlise. Usando que z; = —, xo = % ¢ substituindo em (3.6), temos
v v

X(y)

=P (L) 1@ (), P ().

Em geral, X ndo permanece limitado quando nos aproximamos de S'. Mas, se multipli-
carmos o campo por um fator p(y) = yg_l, onde d é o grau do campo X, a extensao se

torna possivel, entao
1 pd-t

o) = Ky = BT

onde z = (u,v). Assim p.X nas coordenadas (u,v) é dado por:

pX (u,0) = % (—uvP (% %) +0Q (% %) 0P (% %))
Ud u u u
“age (e (58) #e(53) -7 (59)):

Logo (3.7) é a expressao do campo em U; \S*. Verifica-se, facilmente que se y € UyNH_,

obtém-se a mesma expressao.

Faremos algumas consideragoes a respeito do que foi visto. Inicialmente observamos
que os pontos do equador S' N U; sao representados por v = 0 nas coordenadas ¢;. Por
outro lado, estes pontos correspondem ao infinito do plano Tp,S?. Observe também, que

é possivel fazer v = 0 na expressao (3.7), resultando em

~ 1
p-X(u,0) = ———= (—uag + bg,0)
[Vur+1 ]
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onde ag e by sao os termos de maior grau em P e (), respectivamente. Na expressao de
,0.)~( (u,0) temos a segunda componente do vetor igual a zero. Isto significa que o vetor
p.f( (u,0) é tangente ao equador quando olhado na esfera S%. Podemos concluir entao que
o equador S' N U, ¢ invariante pelo campo de p.X. Néao é dificil remover o fator @
de (3.7) por uma parametrizacdo do tempo. Assim, a expressdo para o campo p.X na

carta local (Uy, ¢1) é dada por
1 1
oo (i) ca(t3)
v v (3.8)
Podemos calcular analogamente, a expressao do campo p.X na carta (Us, ¢2) que serd
)
v (3.9)
=—v

e a expressio do campo p.X na carta (Us, ¢3) é dada por

dada por

u' = P(u,v),

v =Q(u,v).

(3.10)

Por outro lado, as expressoes para p.X nas cartas (Vi,¢), (Va, 1) e (Vi,1)3) serdo
respectivamente, as mesmas expressoes (3.8), (3.9) e (3.10) multiplicadas por (—1)4-1.
Observe que o fator (—1)¢"! desempenha um papel fundamental no estudo das estabili-
dades dos equilibrios em S'. Assim, para conhecermos o comportamento dos pontos do

infinito, basta olharmos as cartas (U, ¢1) e (Us, ¢2).

Proposigao 3.8 Seja X um campo polinomial em R? de grau d. Seja p : S* — R,
py) = y&t, e seja X o campo induzido em S*\ S' através de f+ e f~ como definido

acima. Entdao p.X pode ser estendido a um campo analitico de S* com equador invariante.
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Demonstracao: Vimos acima que as expressoes de p.X nas cartas (Uy, ¢1), (Vi, 1),
(Us, ¢2) e (Va,19) sao dadas por (3.8) ou (3.9) onde podemos ainda multiplicar pelo fator
(—1)4=! quando for o caso. Vé-se que as expressoes (3.8) e (3.9) sao perfeitamente definidas
para v = 0, isto ¢, no equador S' e, como tais expressoes sao analiticas, podemos estende-

las, analiticamente ao equador. Fazendo v = 0 em (3.8) e (3.9) obtemos respectivamente:

pX(u, 0) = (—uad + by, O)

pX (u,0) = (a4,0)
e podemos concluir que o equador serd invariante por X.

Definigao 3.4 O campo vetorial estendido na esfera S* pelas cartas locais (U, ¢1) e

(Viy ¥r) , chama-se Compactificagao de Poincaré de X e serd indicado por I1(X).

3.3 Compactificacao de Poincaré do sistema de Liénard

Nesta secao buscamos compreender o comportamento assintético das orbitas do campo
X7 no infinito. Considerando o sistema de Liénard, onde P(x,y) =y — f(z) e Q(z,y) =

—x, a expressao do campo na carta (Uy, ¢1), dada em (3.8) pode ser reescrita como

1
w = —pt — 2t Loty (_) ’

(X7 = p.X (u,v) = , !
v = —wd 4 vt (—) ,

(3.11)

v

que é a extensdo do campo X em U;. Aqui os pontos do equador sdo representados por
v = 0. Os pontos do hemisfério norte sao dados por v > 0 e (0,0) corresponde ao ponto
(1,0,0) € S?. Como j& comentamos no final da Segao 3.2, o campo X em V; possui a

d—1

mesma expressao multiplicada por (—1) e que o hemisfério sul é representado pelos

pontos v < 0.
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A expressao (3.9) do campo na carta (U, ¢y) para os sistema de Liénard pode ser

reescrita como

_ _ u
0 = 1 g 2 1_,Udf(_)’
v

n(x/) = (3.12)

v =,

que é a extensao de X em Us. Novamente, os pontos do equador sao representados por
v = 0, os pontos do hemisfério norte por v > 0 e finalmente (0,0) corresponde ao ponto

(0,1,0) € S%. O campo X em V; possui a mesma expressao do campo X em U, multiplicada

4=1 ¢ o hemisfério sul é representado por v < 0.

por (—1)
O campo I1(X/) possui quatro singularidades, p; = (1,0,0) e py = (—1,0,0) relacionadas

ao sistema (3.11), ¢; = (0,1,0) e g2 = (0, —1,0) relacionadas ao sistema (3.12).
Proposicao 3.9 As singularidades py e ps sao hiperbolicas.

Demonstragao: Do sistema (3.11) juntamente com a expressio de f(r) = agz? +

g1t 4+ -+ asx® 4+ ayz, obtemos

o

ou
!

88—2; =(d—1)(—v)"2 + (d — D (—u*)v"2 +uag_q + -+ (d — 2)uv?ay + (d — 1uv?2ay,

o’ J

50 ="

o'

ov

Portanto, a linearizacao de I1(X/) é dada por

d—1 d—2 d—1
=—2uv"  +aqg+vag_1+---+v" ay + 0" aq,

= — duv®! +ag+ 2a4-1v+ -+ (d _ 1)Ud—2a2 + dvd—1a1.

Qg 0
D(II(X7))(0,0) = .

Logo, p1 = (1,0,0) é uma singularidade hiperbdlica atratora se a; < 0 e repulsora se
ag > 0. No caso do ponto p; = (—1,0,0) devemos multiplicar a expressao (3.11) por

(—1)4-! para obtermos

Qg 0
D(II(X7))(0,0) = (=1)*"! .
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Portanto, p, serd uma singularidade hiperbdlica atratora se (—1)4"1.aq < 0 e repulsora se

(—l)d_l.ad > 0.

[ |

Proposicao 3.10 As singularidades q; e gz sao nao hiperbolicas.
Demonstragao: Novamente utilizando o sistema (3.12) e a expressao de f, obtemos

ou’ d—1 d—1 d—2 d—2 d—1

S =2uv® —dagu®" — (d — Du""“vag_q — -+ — 2uv® “ag — v "ay,

a /

8—2;1 =(d— Do+ (d— D™ —utag — - — (d — 2)u*vPay — (d — 1)v"2uay,

o'

ou

a /

8_1:1 =duv? L.
Portanto, a linearizacao de I1(X/) é dada por

D(IL(X7))(0,0) =
0 0
Analogamente, no ponto ¢ = (0, —1,0), teremos
0 0
D(I(X1))(0,0) = (=1)**
0 0
Portanto, as singularidades ¢; e ¢ sao nao hiperbdlicas.
[ |

3.4 Comportamento de I1(X/) na vizinhanca do equador.

Teorema 3.1 Sejam X' o campo determinado pela equacdo de Liénard onde f = aqx® +
<t apr, d >3 e II(X7) a compactificagio de Poincaré deste campo. Entdo, a estrutura
das orbitas de II(X') na vizinhanca do equador é dada por uma das figuras abaizo:

Aqui TI(X7) € topologicamente conjugado a uma sela nas vizinhancas de q; e ¢, e as

separatrizes sao tangentes ao equador.
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(!

q2

Figura 3.11: d impar com ag > 0 e ag < 0.

¢ q1
p2 P1
P2 P1
0 q2

Figura 3.12: d par com ag > 0 e ag < 0.

Demonstracao: E suficiente estudar as singularidades ¢; e g2, uma vez que pela Proposicao
3.9, as singularidades p; e ps sao hiperbdlicas. Faremos o estudo de ¢; quando d é impar
e ag > 0. Os outros casos sao analogos. Dividiremos a demonstragao em 3 etapas:

a) Dados a,k € R com a > 0 e k > 0 considere a regiao
Ap={(z,y) eR*| f(x)—k<y< f(z) ex>a}.

Denotemos por A, e Ago parte da fronteira de Ay contendo a curva y = f(z) e y =
f(x) — k respectivamente, como na Figura 3.13.

Do Lema 3.1, podemos encontrar a € R, tal que o campo X7 seja transversal a Ay ; e Ay
Além disso o campo aponta para o interior de Ay, onde k > 1, conforme Figura 3.14.
Por outro lado, conforme Corolario 3.1 é possivel encontrar também um a suficientemente

grande tal que o campo seja transversal a Ay ; e ao conjunto Ay = {(z,y) € R, z =y > a}
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Figura 3.13: Regiao Ay.

Yy
Aga
a , Ak, Lz
Ay

Figura 3.14: Fluxo na regiao Ay.

e, além disso, o campo aponta para o interior do conjunto
{(z,y) eR* |2 <y < f(z), v > a}.

Tendo em conta esses dois resultados, tomemos k£ = b = f(a) — a, onde a é como antes,
ou seja, o campo X/ é transversal a Ay, Ar2, Ay e aponta para o interior da regido
{(z,y) eR? [z <y < f(z), v > a}.

Dado um ponto p € Ay 1 U Ao a érbita positiva de p, v+ (p) pelo campo X/ intercepta a
reta © = a, pois 77 (p) nao pode deixar Ay, através de Ay; ou Ay o, e como z(t) > 0, entao

y'(t) = —x(t) < 0. Logo, y(t) serd decrescente, nao sendo, portanto, possivel que v*(p)
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va para o infinito.
Seja agora

By ={(z,y)le <y < f(z) = b, x> a}.

Podemos raciocinar de maneira andloga e concluir que dado um ponto ¢ € By, a drbita
negativa de ¢, 77 (¢), pelo campo de X/, deixara B, através de Ay 5 e passara em seguida

pela reta z = a. Veja Figura 3.15.

N G(f) G(f—b)
7~ (p)

Figura 3.15: Fluxo na regiao By.

Afirmacao: A o6rbita negativa de um ponto p € Ay ; intercepta a reta
A_={(z,—x)] z € R,z < 0}.

J4 vimos nas Proposigoes 3.4 e 3.5 que se p € G(f), entao v (p) N EY # 0 ou v (p) N
EY # (0, poderemos entao considerar o campo —X7 e concluir que dado p € G(f), entdo
v~ (p) N EY # 0. Agora nao é dificil ver que v~ (p) N A_ # 0.

Seja I1(X7) a compactificacao de Poincaré de X/. Entdo, o campo II(X7) se comportard
como na Figura 3.16. Tanto f*(Ay 1) quanto f*(Ays) tenderao para ¢; = (0,1,0). Seja
Af = FH(A) € B = FH(By).

Assim as 6rbitas de II(X/) por um ponto qualquer no interior de B; entra em B; através
de fT(A) e sai através da fronteira de A;. Desta forma a érbita negativa de um ponto

em Ay (resp. em A,s) intercepta fH(A_) (resp. fT(A)). Para dar um comportamento
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Figura 3.16: Comportamento de II(X/) no infinito.

completo das érbitas do campo X7/ na vizinhanca de ¢, basta provarmos que existe uma

tinica érbita de X7/ em A}, cujo a-limite é ¢;.

b) J& sabemos que a singularidade ¢; é nao hiperbdlica. Para estudar esta singularidade,
, L. . " . o e , . P
sera necessario aplicar um “blowing-up” direcional. Este método consiste, como o proprio
nome diz, em “explodir” a singularidade em varias singularidades que apresentam com-
portamentos mais simples. Faremos dois “blowing-up” sucessivos. Veja Figura 3.17. O

primeiro sera determinado pela seguinte transformacao: Seja
v :R? — R2,
(@,y) = oz, y) = (u,uv).

Desta forma segue que ¢~*(0,0) = {(0,y)| y € R} é um difeomorfismo fora do eixo z = 0,

ey l(z,y) = (z,2).
Considere Y como sendo o campo na carta (Us, ¢2) dado em (3.12). Seja Y = o1V

Expressando Y nas coordenadas (z,y), temos

1
o = gdlyd=l o gdtlyd-1 _ pdydy (5) ,

_ 1 _
Y = gty y (5) _ g2yl

V1=
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Considere o campo vetorial Y = (md1*2) Y. Logo,

1
o) = pyd 4 Byttt g2yl <§> :

1
y/ _ xdef (&) o yd'

Assim, Y7 tem as mesmas érbitas de Y! no semi-plano z > 0 e z < 0. Como d é fmpar

y!= (3.13)

292> 0sex >0e 2% ? <0sex < 0. Portanto, as 6rbitas de Y! tem a mesma orientacao
que as 6rbitas de Y! se z > 0 e orientacao oposta se z < 0.
Aplicamos agora o segundo blowing-up, o qual serda determinado pela transformacao:

x : R? — R%,

(u,v) = x(u,v) = (w1 v).

— yy (A L vy X leTHAY)

SN
)

U

Figura 3.17: Regioes no infinito.

Observamos inicialmente que x~(0,0) = {(u,0) | u € R}. Entao, x 1( 0) = {(u,0) |
)

u € R} e x7! é um difeomorfismo fora do eixo y = 0, dado por y* (
Considere Y2 = y~'Y''. Logo

=l 4 d( u?v2d-1f (%) + wvdt 4 uvd_l) ,
y = wdf () — ot

l

1 -
Seja agora Y? = ——=Y2, logo
=

u=d(—u*vlf () + ut + u) + udh,
V' = —v 4 uottlf (%) .

y?=
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O campo vetorial Y? tem as mesmas 6rbitas de Y2 no semi-plano v > 0 e v < 0 e as

orbitas tem a mesma orientacao, desde que d seja impar.

¢) O campo Y? possui duas singularidades, a saber, (0,0) e (2,0). A linearizacdo do
aqd

campo Y2 em (0,0) é dada por

d 0
0 -1

DY?(0,0) =

Portanto, (0,0) é um ponto de sela. Quanto & linearizacao de Y? em (é, O) temos que

i —dag_1
DY?2 (i,O) _ d a
d 0 0
Portanto, (a—ld, O) é uma singularidade parcialmente hiperbdlica. Os autovalores de DYQ(G—ld, 0)
sao A\; = —d e Ay = 0 e os autovetores correspondentes sao V; = (1,0) e Vo = (1, —afl).

Temos, entdo, a seguinte estrutura de érbitas do campo Y2, conforme Figura 3.18.

Xt A

-
<

Figura 3.18: Estrutura das 6rbitas do campo Y?2.

Faremos agora um estudo do campo Y? na vizinhanca da singularidade (a—ld, O). A con-
figuragao do espago de fase de Y2 no primeiro quadrante de (u,v), u > 0, v > 0, terd o
mesmo comportamento do campo II(X7) no primeiro quadrante de (z,y), z > 0, y > 0,
pois, os dois campos nestes dominios sao os mesmos, a menos do difeomorfismo y o 1.

Portanto, o comportamento do espaco de fase de Y? em x'.¢o7'(4;) é andlogo ao

comportamento do espaco de fase de I1(X7) em A} .
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Provaremos agora que existe uma tnica drbita em x ™ o o ' (A;)) tal que o a-limite
desta orbita seja o ponto (a—ld, O) . Vimos que (a—ld, 0) é parcialmente hiperbdlica, e além
disso o Teorema 2.4 garante a existéncia da variedade central W¢. Esta variedade central
W¢ é Liapunov instével em relacdo a (é, 0) devido ao fato de W¢ ser invariante pelo

campo Y2, e também devido & configuracao do espaco de fase deste, onde se observa que

dado um arco C', como na Figura 3.19, o campo estara sempre apontando para o exterior

de C.

1 s
(ad,O) E

Figura 3.19: Espaco de fase de Y2,

Portanto, pelo Teorema 2.5, a variedade central é tinica. W é uma 6rbita de Y2 cujo
a-limite é (a—ld, 0). Note que esta érbita corresponde & tnica 6érbita de X/ que vai para o

infinito assintoticamente ao gréfico de f.

Corolario 3.2 Seja f um polinémio par. Se ag > 0 (resp. aq < 0), entdo existe um disco
D no hemisfério norte de S?, contendo o polo norte, tal que sua fronteira é formada pelas
separatrizes de q; (resp. qa). Toda drbita em D é compacta, e se v é uma drbita fora de
D, entao seu a-limite € py (resp. pa) e o seu w-limite é py (resp. p1), conforme Figura

3.20. Em particular, a origem € um centro.
Demonstracao: Seja ¥ : R? — R?, dada por ¥(z,y) = (—z,y). Considere o novo campo
X/ da forma

si—puxi— [ POV VI C ).

0 1 —x
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o q1

P1
P2 n P2

q2 q2
aq >0 aqg <0

Figura 3.20: Retrato de fase do campo X/ quando f é um polinomio par.

Além disso,

Logo
X (—a,y) = =X (2,y).
O que mostra que a configuracio do campo X/ é simétrica em relacio ao eixo y. Neste

caso, a singularidade (0,0) é um centro.

Proposicao 3.11 Seja f(z) = e(x) + o(x), onde e(x) é um polinémio par e o(x) é um

polinémio impar. Se 0 € a unica raiz de o(x), entdo X/ ndo possui orbitas fechadas.

Demonstracao: Considere o campo vetorial auxiliar Y (z,y) = (y — e(z), —z). Se o
coeficiente de maior grau do termo e(x) é positivo, entao pelo Coroldrio 3.2, toda érbita
de Y a menos do equilibrio, intercepta o eixo vertical negativo em um tnico ponto.

Seja V : R? — R definida como segue: se p € R? — {0}, entao V(p) é a intersec¢io da
érbita de p com o eixo vertical negativo e V(0) = 0. Claramente V ¢ C* em R* — {0} e 0
¢ o tnico minimo de V. As curvas de nivel de V' sao as drbitas de Y, logo V' é constante
ao longo das drbitas de Y. Portanto, V' é uma integral primeira do campo Y e, se o(t) é

uma 6rbita do campo Y, entao V(o(t)) =constante, donde
d

EV(a(t)) = DV(o(t)).Y(co(t)) =0.
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Mas, isto implica que

G O = (@) = 5 (o) =0
Logo
(?)Z oK (z,y) e g—zz(y—e(x))'K(I’y)’

para (x,y) # (0,0) e K(x,y) com sinal constante no conexo R?—{(0,0)}. Assim, derivando

V ao longo de uma érbita de X/, temos

V =VvV.X/
=(y—f(2)- G5 — 2%
=(y—[f(z))- [SBK(x y)] zl(y —e(x)) - K(z,y)]
=ayK(z,y) — o f(x)K(z,y) — vy K (z,y) + ve(z)K(z, y)
= —aK(z,y)[f(z) — e(z)]
= —zK(x,y)o(z).

Como xo(z) possui o mesmo sinal para qualquer z € R — {0}, entdo V(z,y) possui o
mesmo sinal ao longo das érbitas de X/, e V(z,y) = 0 se, e somente se, (z,y) = (0,0).
Logo, V(z,y) ou serd uma funcdo estritamente crescente ou estritamente decrescente ao

longo das érbitas de X/. Portanto, ndo existem 6rbitas fechadas de X/,

3.5 Equacao de Liénard de grau trés

Considere o campo vetorial

Xf(zay) = (y—f(x),—x), (314)

onde f(z) = azz®+asr?+a;z. Utilizando os resultados das se¢oes anteriores, mostraremos

aqui que X/ tem no maximo um ciclo limite.

Teorema 3.2 Seja X/ o campo como em (3.14). Temos, entdo, as sequintes possibili-

dades:
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a) Se ay -as >0, entdo X' ndo possui drbitas fechadas.

b) Se a; - as < 0, entio X7 possui uma tinica orbita fechada.

¢) Sea; =0 eas #0, entao X' ndo possui érbitas fechadas. A origem é um atrator fraco
quando az > 0 e um repulsor fraco quando az < 0.

d) Seaz =0 e a; # 0, entio X/ ndo possui érbitas fechadas. A origem é um atrator
hiperbolico para ay > 0 e um repulsor hiperbolico para ay < 0.

e) Seay =az =0, entdo a origem € um centro.

A estrutura de algumas possiveis érbitas do campo vetorial II(XY) é dada na Figura 3.21.

q1 1 q1
P p1P2 D1 P P1
q2 42 q2
az > 0,a; >0 az > 0,a1 <0 az =0,a2 > 0,a; >0
q1 q1
P2 P1
P2 P1
q2
az =0,a2 > 0,a; <0 q2

asz = 0,a2 > 0,a7 =0

Figura 3.21: Campo vetorial I1(X/) quando f tem grau trés

Observagao 3.4 a) Quando az # 0 e a; muda o sinal, temos uma bifurca¢ao de Hopf na
origem. Para mais detalhes ver, por exemplo, [15].

b) Quando a1 # 0 e az muda o sinal, temos uma bifurcagao no infinito, ou seja, a
orbita fechada vai para o infinito.

Demonstracao : Vamos primeiramente demonstrar os casos mais simples.

a) Considere aj.az > 0. Sejam e(z) = axx?, o(x) = azz® + a;x. Assim o(z) = 0 se, e
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somente se, asz® = —aqx, como a; e az tem o mesmo sinal, entao 0(1’) = 0 se, e somente
se, x = 0. Logo, segue da Proposicao 3.11, que X/ nao possui 6rbitas fechadas.

c) Considere a; = 0 e ag # 0. Sejam e(x) = az2?, o(z) = azx®, logo o(z) = 0 se, e somente
se, + = 0. Novamente, segue da Proposicao 3.11, que X/ nao possui érbitas fechadas.

Para a estabilidade da origem, observamos que o sistema, neste caso, é da forma

¥ =y — asx? — asx?,

Yy = —ux.
Este sistema é um caso particular do sistema (2.7). Desta forma, temos por (2.22), que
Ly = —%ag. Portanto, se ag > 0, L; < 0, ou seja, a origem é um atrator fraco e se az < 0,
Ly > 0, ou seja, a origem é um repulsor fraco.
d) Considere a3 = 0 e a; # 0. Sejam e(x) = apx?, o(x) = a,x, entdo o(x) = 0 se, e somente
se, = 0. Portanto, pela Proposicdo 3.11, X/ nao tem érbitas fechadas. A estabilidade
neste caso segue facilmente analisando a parte linear do campo.
e) Considere a; = az = 0. Neste caso f(z) = ayx? é par e o sistema ¢ dado por

¥ =y — ayx?

y = —x.
Desta forma a origem é um centro, simplesmente observando o Corolério 3.2.

Finalmente a demonstracao do tltimo caso.

b) Considere a; - a3 < 0. Suponha az > 0 e a; < 0. O outro caso segue de forma similar.

Dividiremos a prova em trés etapas a saber:

—a1

b.1) Mostraremos que toda érbita de X/ intercepta a reta x = = Pt

b.2) X/ possui pelo menos uma e no maximo duas 6rbitas fechadas, sendo uma delas
hiperbdlica.

b.3) X7/ tem exatamente uma drbita fechada.

Prova de b.1) Considere a fungiao V : R? — R, dada por

1
e~ 22y (y — ayx® + —) , seas £ 0
2@2

V(z,y) =
x? + 17, se ay = 0.
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V ¢é uma integral primeira do campo X (x,%y) = (y — apx?, —x), pois se o(t) é uma érbita
de X, entao:

V(o(t)) = cte & %(va(t)) — DV (e(t).X (a(t)) = 0.

Temos que

V(v,y) = e 22y (y — apz® + i), e segue que

oV
I () = —2e Ve
e
v —2a 2 1 —2a
a—y(x,y) = —2ape"%2Y <y — ax” + %> + e 7Y,
Assim,
2
_ — Qs
DV (z,y).X(z,y) = <—2a2e_2“2?/x, —2age 22y <y — axz?® + ﬁ) + 6_2“2y> N
—x
= —2ase” 22z (y — ayx?) + [—2a26_2“29 (y — agz? + ﬁ) + e‘2a2y] (=)

= —2a9e 223y + 2a2e 2%V ay13 + 2a0e 722V xy — 2a9e 2%V aox>

_'_e—2a2y$ _ e—2a2yx

=0.

Por outro lado, quando consideramos o campo X7, temos que

V(z,y) =DV(x,y). X (z,y)

= —2a0e 2Yz(y — a3z — asx? — a1x) + {—2a2672a2y (y —agz?® + ﬁ) + 672“274} (=x)
= —2a2672a2y17y + 2a0e 2%V a0t + 2a9e 22V a0 4 2a0e 22V 1z + +2a2672a2y17y
—2age 2®2Y g3 4 em202Yy _ o202y,

= 2a2e 2% (azz® + arx)

= 2ase 22922 (a32? + a1).

Portanto, V nao muda de sinal no interior da faixa limitada pelas retas = = =+ _a—‘zl, e

como V(x, y) # 0,V x # 0, segue que X/ nao possui érbitas fechadas no interior da faixa

2| < /=%, o que prova b.1).

Prova de b.2) Como estamos considerando a; < 0, a origem é uma singularidade repulsora.

Do Teorema 3.1, juntamente com o Teorema de Poincaré-Bendixson, X/ possui no minimo
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uma 6rbita fechada. Veja Figura 3.22. Vamos mostrar agora que X/ possui no méximo

duas érbitas fechadas.

Figura 3.22: Um ciclo limite.

Seja v a orbita fechada mais interna, ou seja, mais proxima da origem. Ja que a origem é
uma singularidade repulsora, segue que a orbita v nao pode ser instavel. Assim, usando o
Teorema 2.7, segue que

I:/mwxmﬁ:/—@%ﬁ+2@mﬂmﬁgo
v

N
Suponha agora que 7 seja outra 6rbita fechada de X/. Entao 7 estd no interior de 7.

Queremos mostrar que

f:/&WXUﬁ<I§O
¥

Assim, I < 0 e a partir desse fato, segue que cada orbita fechada que contém + no interior
é estavel e isto implica, devido a estrutura do espaco de fase, que existem no méximo duas
orbitas fechadas.
Demonstracao de que I < I.
Observe, primeiramente, que f,y xdt = f,y(—y’ )dt = 0. Assim,
1:/&WXMﬁ:/—@%ﬁ+mmt
Y Y

e similarmente

i:/mwxmﬁ:/—@%ﬁ+mmt
¥ ¥
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Para compararmos [ e I dividiremos estas integrais em quatro partes. Sejam p; = (z;, ;)
ep; = (T4,7;),1=0,1,2,3, os pontos de intersegao de 7 e 7 respectivamente, com as retas

r ==+, /3+, conforme a Figura 3.23.
a3

YA
~ Y1 P1

’74/297/;:\72

D- P2
3

—_ [_a — J_a
= 3az € 3as

Figura 3.23: Curvas v; e ; para i = 1,2, 3, 4.

Y.

i~}
@
1

Seja y; (resp. 7;), 1 = 1,2,3,4, o arco de v (resp. 7) entre p;_1 e p; (resp. p;—1 e p;), onde
colocamos py = po (resp. py = Po).
Seja
I, = / —(3asz® + ay)dt
¥

i

I = / —(3a37* + a,)dt.
ot

Desta forma, temos I = I1 + I, + I3+ I, e I=0L+L+ 1:3 + I,. Mostraremos que I <1,
parat = 1,2, 3,4.
Considere, primeiro, as integrais I; e I;. As curvas v e 4 nao interceptam G(f) na faixa

limitada pelas retas @ = =£,/32. De fato, caso 7 (resp. 1) interceptasse G(f) no

—ay

Sor, terfamos que 1 (resp. 41) nao interceptaria uma das retas

interior da faixa x = +
r = +,/=2, pois 0 campo X7 em G(f) é vertical e quando uma 6rbita cruza G(f) esta

orbita volta ao eixo EY ou EV.
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Conforme o item b.1), toda érbita de X7 intercepta as retas x = =+ ;—‘;l, disso concluimos
entao que

NmNG(f)=2 e nNG()=2.

Desta forma, podemos parametrizar v e 4 na variavel z.

Sejam (x,y1(x)),(z,71(x)) estas parametrizagoes. Podemos escrever

r1 o 2
h= [ ot o= [T,
71 o)

I, = /I1 —(3a3x—2+a1)dx’

o nlx) = f(z)
onde ry = — 57“31 exlz,/gT“Sl.
Desde que —(3azz?® +ay) > 0 e g1(x) — f(x) > yi(x) — f(z) > 0, para g < x < 21, temos

que
—(3azz* + ay) _ —(3azz® + ay)
()= flx) @) = fl@)

donde obtemos I; < I;. De forma inteiramente andloga, podemos provar que I < I.

Vamos considerar agora as integrais I e Io. Como X/ é horizontal em E}r/ e BV, pela
Proposicao 3.1, podemos considerar 7, e 7, parametrizadas na variavel y.

Sejam (x1(y),y), (Z1(y), y) tais parametriza¢oes. Temos

Y R (s CITIET
(s )

Y1 a;
= —/ <3a3x1(y) + ) dy < 0,
Yo

71 (y)

e similarmente

I " (30,3 U Ny <o
= — asx + = <
2 /g2 ( 3 l(y) 331(y)) Yy

Como 1(y) > x1(y) para y € (ya,y1), temos

onde y;, y;, 1 = 1,2.

- a
3&31’1 (y) + ~—1

50) > 3aszr(y) +

951(?!)’
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para y € (ys, ;). Portanto,

< - /y y <3a3f1(y) v ;{y)) dy
<- /y y (3a3x1(y) + xl“@)) dy
L

Similarmente, podemos provar que I, < I,. Portanto, temos provado que I<1.

Prova de b.3) Suponha por contradicao que X/ tenha duas érbitas fechadas. Seja v a
érbita mais proxima da origem e 7 a outra érbita. Sejam D C R? o disco cuja fronteira é
v e A o anel cuja fronteira é v U 7.

Como a origem ¢é uma singularidade repulsora e 4 é uma oérbita estavel, entao a érbita
~ atrai as Orbitas contidas em D e repele as orbitas contidas em A. Segue que existem
curvas fechadas C; e Cs, tais que C; C D e Cy C A e X/ é transversal a C; e Cy apontando

para o exterior de ' e de (5. Veja Figura 3.24.

Figura 3.24: Curvas C e Cj.

Podemos agora perturbar f(x) por um termo ez, onde € é pequeno e obter um novo
campo vetorial X/ (x,y) = (y— f(z) —ex, —x) com trés érbitas periédicas o que contradiz

b.2). Esta pertubagao pode ser obtida da seguinte forma: como 4 é uma 6rbita hiperbdlica,
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existe g > 0 tal que se € < g¢, entao 7 é transformada em uma nova orbita fechada estavel
5 de X7, que estard no exterior de Cy. O ntimero gy pode ser suficientemente pequeno de
tal forma que X/ continue apontando para o exterior de C; e Cs.

Por outro lado, observamos que o vetor (—z, —y + f(z)) é sempre perpendicular a X/,

sendo, portanto, perpendicular a . Assim,

(X' (@) (— =y + f@))) = (= f(x) = 2, ~2).(~2, ~y + [(2)))
= —ay+af(z) +ex® —af(x) + zy
=cx? >0, Vo#0.

Portanto, X/ aponta para o interior de 7, exceto nos dois pontos v N {(z,y)| z = 0},
pois para x = 0, X P = X/. Pelo Teorema de Poincaré-Bendixson, X/ tem pelo menos
uma Orbita fechada v, entre C'; e v e no minimo uma orbita fechada v, entre v e Cj.
Portanto, X  tem pelo menos trés érbitas fechadas, o que contradiz o item b.1). Logo,

X7 possui uma tinica érbita fechada.
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Capitulo 4

O Numero de Ciclos Limites do

Sistema de Liénard

Neste capitulo, estudaremos ciclos limites de pequenas amplitudes do sistema
(4.1)

onde f é um polinémio de grau 2n+1 ou 2n+2 e g é um polinémio impar. Como resultado
principal mostraremos que o sistema (4.1) tem no méaximo n ciclos limites de pequenas
amplitudes. Apresentaremos ainda condicoes sobre os coeficientes de f de forma a obter

esses ciclos limites. O material exposto neste capitulo ¢ baseado no artigo [7].

4.1 Primeiro coeficiente de Lyapunov

Iniciaremos nosso estudo com o seguinte sistema
(4.2)

onde f é um polinomio de grau 2n + 1 ou 2n + 2. Como vimos no Capitulo 3, a origem ¢ a
tunica singularidade para o sistema (4.2). O estudo da estabilidade segue da mesma forma

que fizemos na Secao 3.1 do Capitulo 3. Assim, a origem é uma singularidade hiperbdlica
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para o sistema (4.2) quando a; # 0. Quando a; = 0, a estabilidade pode ser obtida
encontrando o primeiro coeficiente de Lyapunov.

Considere uma fungdo de Lyapunov como em (2.8). Segue da equagao (2.22) que
L(1) = —as simplesmente tomando pyog = —ag, pso = —as, ¢;; = 0,Vi,j. Mas, como
estamos interessados em calcular a base focal para o sistema (4.2), apresentaremos a
demonstracao do lema a seguir, a fim de dar uma ideia de como encontrarmos de modo
geral os L(k) para k =0,1,...,n.

Primeiramente, fixamos algumas notagoes. Assumiremos novamente
L, 2
Vi,y) = 5@ +y7) + Va(w,y) + Valz.y) + ... (4.3)
com

k
Vi(z,y) = Z Vi 7y
=0

Definicao 4.1 Nesta escrita de V', dizemos que V;; € par quando @ for par e impar quando

1 for impar.
Quando calculamos V' ao longo das drbitas do sistema (4.2), obtemos

V=VV X =4+ Vsp+Vig+ -+ Vig)y— F(2) = (y+ Vay + Vi + -+ Viy )z
= (—as = Vap) 2® + (=2 Vip + 3 Vi) 2y + (2 Vo — 3Voz) 2y — Vigy'+
(—az — 3Vioag — Vi) ot + (=2 Vigas + 4 Vg + 2 Voo) 2y + (— Vigag+
3Va1 — 3Vig)a®y® + (2Vao — 4Voa) 2y’ + Vigy" + O(||z,yl°),
(4.4)

onde os subscritos z e y denotam as derivadas parciais.

Lema 4.1 Considere o sistema (4.2). Entao
a) O primeiro coeficiente de Lyapunov em (0,0) é dado por L(1) = —as.

b) Se as = 0, entao ‘/},70 = ‘/172 = ‘/173 = ‘/371 = 0.
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Demonstragao: Considere o sistema (4.2) e V como em (4.3). Podemos escolher os
coeficientes Vi, ..., V3 tais que V determinado em (4.4) ndo contenha termos cibicos.

Para isso temos que satisfazer dois pares de equagoes:

Vo1 —ax =0 . —2Vip+3Vso =0 (4.5)
2V —3Vos3 =0 Via = 0.
Escolhendo, V30 =V =0, Vo1 = —as e V3 = —%(ag). Entao, temos V3 dado por
2

Agora, temos que analisar os termos quarticos. Como observamos no Capitulo 2, Secao 2.7,
nio existe em geral coeficientes de V de tal forma que V nao contenha termos quarticos.
Contudo, passamos agora a encontrar Vjg,..., Vo4 e 14 tais que 1% possa ser escrito na
forma

V= m(a® +y°)* + O(|l, ).
Para conseguir isso, temos que satisfazer cinco equacoes, as quais desacoplamos em dois

grupos que apresentamos abaixo

=4 — VE’,,l = a3
4Vip—2Vay =2as?
€ —2ny —3Vig+3Vs; =0 (4.6)
2Voo —4Vos =0
—ns+Vig =

No primeiro grupo de equacgoes podemos escolher

1
Voo =Voa=0 e Vig= 5022,

enquanto que no segundo grupo de equagoes, tomamos
Va1 =—<as e =Vis— -as.
3,1 3 3 M4 1,3 3 3

Com estas escolhas, temos

.3
V= —Zag(2® + 42)° + O(|lx, y[Y).

8
Assim ny = L(1) = —a3 e temos a prova de a). Observamos que estamos interessados
apenas no sinal de L(1). Por isso tomamos simplesmente L(1) = —a3. Agora é facil ver

que se az = 0, temos que V39 = Vo= Va1 = V3 =0 0 que mostra b).
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Como ja comentamos no Capitulo 2, Secao 2.7, a estabilidade da origem ¢é agora deter-
minada pelo sinal de az. A origem é estavel se az > 0 e instavel se az < 0. Se ag = 0
(bem como a; = 0) e quisermos estudar a estabilidade da origem temos que considerar os

termos de ordens superiores.

4.2 n Ciclos limites para o sistema de Liénard

Nesta segdo mostraremos que L(j) = —agjt+1, para j = 0,1,,...,k para o sistema
(4.2) e como consequéncia obtemos uma maneira de exibirmos os n ciclos limites deste
sistema. Antes de apresentarmos este resultado, daremos uma idéia da técnica usada para

encontrarmos os coeficientes de Lyapunov.
Definicao 4.2 Os termos de grau k em V sdo denotados por Dy.

Considerando a equagao (4.4) para k > 3 e fazendo os cdlculos para obter Dy, chegamos a
k—1

Dy = —ap_12" — Z ak_j:ck_’VjJer +yVie — 2Viy- (4.7)
j=2

Como ja comentamos na Secao 2.7 do Capitulo 2, para encontrarmos os coeficientes de

Lyapunov, precisamos escolher V;; e 14, 7, . . . de forma que para todo inteiro k, tenhamos
Dojy1 = 0 € Doy = moi(2® + y*)*.

Primeiramente, para assegurar que D1 = 0 é necessario resolver um conjunto de
2(k + 1) equacoes lineares para as 2(k + 1) varidveis Vogi10, .- ., Vookt+1. Este conjunto de
equagoes pode ser desacoplado em dois grupos de equacoes, cada um consistindo de k + 1
equacoes em k + 1 varidveis. Um grupo serd determinado pelos V;; pares e o outro grupo
pelos V;; impares, assim como foi feito no Lema 4.1 nos grupos dados por (4.5). Nao é
dificil ver que a matriz dos coeficientes, em ambos os casos, é triangular e nao-singular.

Assim os Vj; com ¢ + j = 2k 4 1 sao unicamente determinados.
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Quando consideramos os termos Dy, existem mais dois grupos desacoplados de equagoes.
No entanto, um grupo é composto por k+ 1 equagoes em k varidveis, enquanto que o outro
grupo consiste de k equagoes em k + 1 variaveis. Quando k = 2 estes grupos sao exata-
mente os apresentados em (4.6). Os 19, comparecem no primeiro grupo com os coeficientes
determinados pelo triangulo de Pascal, assim este grupo pode ser resolvido unicamente.
Para resolver o outro grupo, dividimos em dois casos. Para Dy, tomamos Vo or = 0,

enquanto que para Do a equagao média do grupo ¢é dada por
(2]{7 + 2)‘/2k+2,2k — (Qk + 2)‘/2k,2k+2 + Q - O, (48)

onde ) depende dos coeficientes ays. A equacao (4.8) pode ser dividida em um par de
equacoes do tipo

(2k 4+ 2)Vappo0r + Q1 =10,

—(2k +2)Vap o2 + Q2 = 0,
onde Q1 + Q2 = Q e 1, (Y5 sdo escolhidos de modo que a simetria da solucao resultante

Vi; € mantida.
Teorema 4.1 Considere o sistema (4.2). Entao,

L(k) = —agk41,
para k =0,1,...,n. Além disso, o conjunto {—ay, —as, ..., —as,+1} € uma base focal.

Demonstracao: A prova é por indugao. Uma vez que o procedimento recursivo descrito

acima envolve o cédlculo de 795 e, em seguida, os coeficientes de Vo, e Vo, 1, antes de

prosseguir para o cdlculo de 7x40. A indugao serd feita sobre a seguinte afirmagao Pj:
L(j) = —agj+1, para j = 0,1,... k. Além disso, se azj1 = 0, para j = 0,1,...,k,

entao os coeficientes impares de V; com j < 2k + 2 sao nulos.

Segue do Lema 4.1 que P; é verdadeiro. Suponhamos, entao, Py verdadeiro. Os coeficientes

impares de V13 sao determinados em termos dos coeficientes de V; com j < 2k + 2 pelas
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seguintes equagoes:

2k+-2

(2k + 3)Vappso — 2Vapt10 = — Z Vi1 aopys—j,

2k

2 - - . s —J>
(2k +1)Vapr12 — 4Var 14 Z]V 3 A2k+1—j

Jj=1

A (4.9)
OVsok—o — 2kV3 91, = — Zﬂ/},2k—1 as—_j,
j—l
3Vaor — (2k +2)Vi opi2 = Zv2k+1a3 —js
Vioks2 = 0.
Pela hipotese de inducao, a; = a3 = -+ = ag,+1 = 0, 0s coeficientes impares de todos os

V; com j < 2k + 2 sao nulos. Desta forma o lado direito do sistema (4.9) sdo todos nulos.
Consequentemente, os coeficientes impares de Vo3 é nulo.

Em seguida, 7ox14 € 0s termos impares de Vo1 4 sao determinados pelas equagoes:

2k+4
—MNokta — Vorys1 = Z JVio0 Qokts—j,
=2
kf + 2 2k+2
— ' Nok+a + (2k + 3)Vargsn — 3Varg13 = Z V2 Gont3—j,
k+2 2k
- ) Nok+a + (2k + 1) Varg1,3 — 5Vap_15 = Z]VM A2kt 15, (4.10)
=1
k+2
| Mok + 3V o1 — (26 + 3)Viopr3 = Z]V 2%k+2 A3—j;
_'_

—Nokta + Vigris = 0.
Novamente pela hipétese de indugao, o lado direito da primeira equagao em (4.10) é agy 3,

enquanto que o lado esquerdo de todas as outras equacoes sao nulas. Resolvendo a tltima
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equacao de (4.10) obtemos —nap44 = Vi op+3. Substituindo este valor nas demais equacoes

do sistema (4.10) chegamos ao final que

Nok+a = —AA2k+3,

com A > 0. Assim, como cada coeficiente impar de V54 44. Deduzimos assim, que se P é

verdadeiro, entao
L(k+1) = Nopya = —Gopy3,

e os coeficientes impares de V514 sao todos multiplos de agy 3.

Estabelecendo assim a indugao, e concluimos que L(k) = —agy41, paratodok = 0,1, -+, n.
Para completar a prova do teorema basta mostrar que a origem é um centro para (4.2)
quando L(0) = L(1) = --- = L(n) = 0. Isto segue imediatamente pela condigao de
simetria para um centro. De fato, se agxr1 = 0 para k=0, 1,...,n entdo, o sistema (4.2)

é invariante pela transformacao:

(l’,y,t) - (—Zlf,y, _t)>

ou seja, o sistema (4.2) é simétrico com respeito ao eixo y. Como a origem da linearizacao

do sistema (4.2) é um centro, concluimos que a origem do sistema nao linear também é

um centro.
Concluimos assim que {—ay, ..., —as,_1} é uma base focal.
[ |
Teorema 4.2 Considere o sistema (4.2). Entao:
a) Ezistem no mdzximo n ciclos limites de pequenas amplitudes.
b) Se ayi,as, ..., a1 sGo escolhidos de forma que
agg—1a2k41 < 0, (k=1,2,...,n) (4.11)
e
la;| < |asg] < -+ < Jagpny1] (4.12)

entao existem n ciclos limites de pequenas amplitudes.
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Demonstragao: a) Suponhamos = > 0. Para (z < 0) os argumentos sao semelhantes.
Considere a érbita passando por (z,0). As Proposigoes 3.2, 3.3, 3.4 e 3.5 asseguram que
esta drbita intercepta o eixo y. O proximo encontro desta érbita com o eixo x-positivo é
dado por (h(z),0), sendo que h(x) esta definida para todo = suficientemente pequeno e é

suave. A funcao

d(x) =h(z) —x

estd bem definida para x suficientemente pequeno e é conhecida na literatura como fungao
separacao. No livro [3], pagina 518, temos o seguinte resultado relacionando as derivadas

da fungao separacao com os valores focais 7o
d®=D(0) = (2k — 1)12715..

Desta forma, se V' = ny(ni1)(#? + y2)"*" + O(||z, y||?"+?), entdo d(0) = dV(0) = ... =
d®)(0) = 0. Assim, pequenas perturbacdes nos coeficientes de f, do sistema (4.2) produz
no maximo (2n + 1) zeros da func¢do d. Como a origem continua sendo uma singularidade
e um ciclo limite corresponde a um par de zeros de d (um positivo, um negativo), entao
no maximo n ciclos limites sao gerados.

b) Suponha inicialmente que
a; =ag=--+= agpq1 = 0.

Assim do Teorema 4.1, a origem é um centro. Agora escolha as,.1 nao nulo. Sabemos
que a origem é estavel se as,;1 > 0 e instavel se ag,1 < 0. Tome ag,, 1 > 0. O mesmo

argumento funciona se as,.1 < 0. Assim, podemos escrever V da forma
V = agnir (2 +y%)" + O(|z, y | +).

Como a origem é estavel, o fluxo aponta para o interior das curvas de nivel de V, que
estao contidos em uma vizinhanca suficientemente pequena da origem, seja ' uma destas
curvas. Agora escolha as,—; < 0. A origem torna-se instavel e, se |as,_1| é pequeno
o suficiente, o fluxo ainda é transversal e aponta para o interior da curva de nivel T'.

Portanto, temos criado uma regiao positivamente invariante a qual nao contém ponto
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singular. Segue do Teorema de Poincaré-Bendixson que existe um ciclo limite no interior
de T'. Sucessivamente escolhendo as,_3,---,a; tal que cada as,_; tem o sinal oposto a
ask41 € pequeno o suficiente, a estabilidade na origem é revertida n vezes, surgindo n ciclos

limites de pequenas amplitudes que bifurcam da origem. A parte b) estd provada.

Exemplo 4.1 O sistema

¥ =y +x— 122 + 252°,

(4.13)

Figura 4.1: Dois ciclos limites do sistema (4.13).

A Figura 4.1 foi gerada no programa ODEinR2. Este programa pode ser obtido em [18].

Mostraremos agora que podemos extender o Teorema 4.2 para o sistema

=y — (agx®+ ...+ a1x),
y — (aq 17) (4.14)
y' = b1 + b3x® + ...+ by w?™ T

quando by > 0.

Teorema 4.3 Considere o sistema (4.14). Entao, os coeficientes de Lyapunov sao dados

por



Demonstracao: Fazendo a transformacao

(e,9,8) > (2, /b7y, V),

podemos supor, sem perda de generalidade, que by = 1. Seguiremos a prova do Teorema 4.1
passo a passo. Primeiramente, os calculos utilizados no Lema 4.1 mantém-se inalterados. A
quantidade Dy, para k > 3, considerando o sistema (4.14), é dada pela soma da expressao

(4.7) com
k-1
Z bjx" Viy1-jy
j=3

onde adotamos por convencao que b; = 0 se j é par. Os sistemas de equagoes apresentadas
na prova do Teorema 4.1 (para 7y, € 0s coeficientes impares de Vori3 € Vorig) mantém-
se inalterados. Consequentemente os coeficientes de Lyapunov sao independentes dos b;.

Portanto, novamente,

Teorema 4.4 Considere o sistema (4.14). Entao:
a) Ezxistem no mdximo n ciclos limites de pequenas amplitudes.

b) Se ay,ag, -+ ,aa,+1 sSao escolhidos de forma que

A2k—102k+1 < 07 (k = 17 27 o 7n)

lar| <[ a3 [< -+ - <] agnq1 |

entao existem n ciclos limites de pequenas amplitudes.

A prova segue as mesmas linhas da prova do Teorema 4.2.
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