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Resumo

OLIVEIRA, D. V. (2009), Fatores de Intensidade de Tenséo Elasticos em Mbdedll
para Entalhes em V e Hiperbolicottajuba, 145p. Dissertacdo (Mestrado em Projeto e

Fabricacdo) - Instituto de Engenharia Mecanicayélsidade Federal de Itajuba.

Apresenta-se um estudo da teoria dos entalhes emmairias U, V e hiperbdlica,
abordando os conceitos e fundamentos sobre a téarelasticidade aplicada a mecéanica
linear da fratura. Assim, dois modos geométricas afaliados pelos fatores intensidade de
tensdo elasticos-entalhes, ou seja, a magnitudeedades ao redor do entalhe em regime
elastico. O primeiro modo geométrico caracterizagto cisalhamento plano, modo I, é
avaliado experimentalmente em vigas com duplo eataim V. Laminas deompositos
reforcados com tecido de fibras de vidro/epg&d utilizadas com objetivo de descrever as
tensdes ao longo do plano bissetor do entalhe emnvVangulo de abertura de 90°. Entalhes
hiperbolicos sdo também avaliados em modos Il.edltisalhamento antiplano caracteriza
modo Ill e estd associado aos efeitos da tor¢ca&mskKiom entalhes em V e hiperbdlicos séo
avaliados com coordenadas curvilineas. O fatongiiade de tensdo em entalhes em V em
eixos é estimado a partir do fator de concentragitenséo, enquanto entalhe hiperbdlico é
uma alternativa para caracterizar o fator intertdde tensdo em trincas em modo Ill. Busca-
se avaliar a influéncia do angulo de abertura etallegs em V e a geometria hiperbdlica em

modos Il e Ill.

Palavras-chave

Entalhe, Fator Intensidade de Tensao, Modo Gearaéte Falha.



Abstract

OLIVEIRA, D. V. (2009), Elastic Stress Intensity in V and Hyperbolic Notclder Mode I
and Ill, Itajuba, 145p. MSc. Dissertation - Instituto degénharia Mecanica, Universidade
Federal de Itajubd, 145p.

It is introducing a study of theory of hyperbdlicand U notches approaching the
concepts and features of elasticity theory on iteal fracture mechanics. Furthermore, two
modes loading are available by elastic notch strgessity factor, ie, the magnitude of the
stress around the notch in elastic field. The finside of failure characterized by plane shear,
mode I, is evaluated by the V-notched beam tesmgbsites reinforceépoxy-reinforced
glass fiber textilesre used in order to describe the stress alongl#me bisector of V-notch
opening angle of 90 degrees. Also, hyperbolic regchre available in modes Il and Ili
fracture. The shear mode characterized by antiplanoale 111 fracture, is associated with the
effects of torsion. Shafts in V-notched and hypéchootches are evaluated with curvilinear
coordinates. The stress intensity factor for sh&ghaped notches in shafts under antiplane
shear is estimated from the stress factor of cdraton, while hyperbolic notch is an
alternative to characterize the stress intensitgtofa of cracks in mode Il fracture.
Furthermore, to evaluate the effects of the nofdrng angle of V-notched and hyperbolic

geometry in modes Il and Ill fracture.

Keywords

Notch, Stress Intensity Factor, Mode loading.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

1.1 REVISAO DA LITERATURA

O critério convencional de falhas ndo é adequada explicar as falhas em estruturas e
componentes que ocorrem por tensdées menores qresa@otadmissivel. A tensao real dos
materiais € muitissimo menor que a tensdo tednca magnitude aproximadamente duas
vezes a ordem de grandeza. A verificacdo da relagtie as tensdes reais e tedricas ocorreu
no trabalho experimental de Griffith (1921 apudlS&r Jr, 2002), em fibras de vidro.

A consequéncia de Griffith (1921 apud Callister2D02) foi a instituicdo da mecéanica
da fratura. O maior objetivo do estudo da mecéauiaafratura € o comportamento das
estruturas na presenca inicial de defeitos, quasgdome-se a existéncia da trinca. Embora, os
pioneiros sejam Leonardo da Vinci e Galileo Galdlei determinar o carregamento maximo
de um arame de ferro.

Macroscopicamente a fratura pode ser classificadafragil ou ductil. A fratura fragil
€ associada a baixa energia e condicfes instaeeasgs carregamentos em locais onde a
fratura tem alta velocidade de propagacao. A featlirctil € associada a grandes deformacgdes
de altas taxas de dissipacéo de energia e baikaddagles de propagacéo. Estes modos sao
caracterizados pelos processos de fabricacdo eolastagbes que as estruturas estdo
submetidas (Callister, 2002).
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Os principais modos de falhas séo por fadigan@liz§ corrosao, instabilidade plastica,

deformacédo plastica, trinca por tensédo de corrdsaimyra fragil e catastrofica. O fenémeno
da fratura em sélidos é complicado e depende dmsvdrarametros, incluindo efeitos
macroscopicos e microscopicos. Os fenbmenos migpases ocorrem pela composicédo dos
materiais e nucleacéao.

A mecanica linear da fratura introduzida pelo bedtaenergético de Griffith (1921,
apud Callister Jr, 2002) aprimorado por Irwin (1@p0ud Gdoutos, 1993) através do critério
fator de intensidade de tensdo. Quando este oriéggsume um valor critico é denominado
fator tenacidade a fratura, tornando uma propriedadcéanica dos sélidos. O uso de funcdes
poténcias complexas por Muskhelishvili (1953 apudgiMd, 1989) e Westergaard (1939
apud Meguid, 1989) para descrever as funcdes tepesgbilitou o trabalho de Williams
(1952 apud Barber, 1992) nas aproximidades da piatainca. A mecanica néo linear da
fratura utiliza integrais invariantes para caraztero estado de tensdo e deformacdo. As
principais publicagdes sobre o uso das integraigriantes séo Eftis et al. (1972), Sih et al.
(1968), Cherepanov (1979) e Rice (1968).

Neuber (1958) propds uma analise na distribuigdidedsao ao longo dos diferentes
entalhes em diversos solidos. A descricdo dasipérscsolicitacdes em solidos homogéneos,
isotrépicos e com entalhes sdo descritos por funhpébarmonicas e complexas. O principal
parametro da mecanica linear da fratura, o fatensidade de tenséo é também descrito pelas

funcdes complexas de Neuber. O parametro denomjpad@io de curvatura do entalhe,

é referéncia geométrica do entalhe para deternaindistribuicdo de tensdo nas diferentes
solicitacoes.

Segundo Lazzarin, Zappalorto e Yates (2006) odestnalitico da distribuicdo de
tensdo em entalhes semi-eliptico em eixos simétrizdmetidos a tor¢do possui Varias
aplicacdes. A formulacdo de Westegaard (1939 apaltiser Jr, 2002) é utilizada em
problemas do valor de contorno em sistema de coad#s elipticas, de maneira que, a
utilizagdo de outros sistemas de coordenadas mews é possivel para entalhes de
geometrias distintas.

Eixos simétricos submetidos a torcdo e tensbOesiskhamento uniforme podem
caracterizar estudos do terceiro modo geométridoimtzas. A distribuicdo de tensao elastica
ao redor de entalhes em eixos simétricos € forrawdad sistemas de coordenadas curvilineas,
tais como, parabdlica e hiperbdlica. As transfoieacno sistema de coordenadas sao
utilizadas em funcdes complexas potenciais na gatedo fator de concentracdo de tensao

no entalhe para este modo (Zappalorto et al., 2008)
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A tradicional solucdo de Neuber para descrevensép normal ao longo da bissetriz do
angulo de abertura do entalhe em V foi modificada ilippi et al. (2002) em tensao
cisalhante no antiplano. A corre¢cdo na formulagdacahceito de Neuber é adicdo de um
fator de suporte microestrutural a partir do rapidio para os principais critérios de falha,
tais como, Rankine, Von Misses e Beltrami (Bertalgt2008).

Os detalhes do campo linear elastico na vizinhatos entalhes U e V em placas
planas, a partir da solucdo mateméatica de Willié®&2 apud Barber, 1992), Westergaard
(1939 apud Meguid, 1989), Irwin (1957 apud Gdout$93) e Creager e Paris (1967) de
equacdes universais sdo feitos dos arranjos dédsrmotenciais complexas especificas para
as diferentes condicdes de contorno. Filippi e{20102) desenvolveram os principais termos
da distribuicdo de tens&o para os modos | e Il kawap com entalhes, a partir de diferentes
raios e angulos de abertura.

Por Lazzarin e Filippi (2006) a generalizacéo aoif de intensidade de tensdo para os
entalhes em V para os modos | e Il é proporcionaliraite dos componentes da tensao

situados a uma distancfa-41), ondeA € o coeficiente assintético da solugéo do probldena

autovalor proposto por Williams (1952 apud Barli®92). Quando o grau de singularidade é
constante, a generalizacdo € obtida através ddeuBocdes potenciais complexas.

A analise do crescimento de trinca por fadiga emdal para o conhecimento do
aumento da distribuicdo de tensdo em placas fipées entalhes simétricos U e V, bem como
entalhes laterais semicirculares. O crescimentiiniea é determinado pelo expoentepela
tensao obtida experimentalmente (Lazzarin et 8931

O estudo experimental de Strandberg (2002) em ria@tefrageis, como o aco
ferramenta AISI 01, em entalhes V através de métpddronizados de tenacidade da fratura
dos critérios da tensdo associados ao angulo deuabelo raio e do raio proximo da
extremidade do entalhe.

Critérios de falhas linear elastico em materiaiagéis ou quase-frageis sao
experimentalmente testados em amostras com entdllésramicas e PMMA a temperatura
de -60°C foram os materiais submetidos a ruptuna diferentes raios de abertura para os
entalhes. Os critérios tenséo principal, maximadercircunferencial, energia de deformacao
critica, energia de deformacéao principal, defeitdgsticos do material e aumento finito da
extensdo da trinca estéo relacionados ao fatartdesidade de tenséo e fator de tenacidade a
fratura de amostras com entalhes em U (Gomez, &eirtdices, 2006).

Uma solucéo analitica para o campo tensdo nahdaga de trincas, entalhes, cantos

vivos, em placas planas submetidos em carregameénfesa pela formulacédo de funcdes
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potenciais Muskhelishvili (1953 apud Meguid, 1988)expressdo do componente da tensao
circunferencial € importante na andlise de fadigdoago do eixo de simetria X, enquanto a
tensdo radial ndo é relevante ao estimular o tetepada (Atzori et al., 1997).

O critério de falhas elastico de Leguillon paranteancias em materiais frageis para o
modo | pode ser estendido para a combinacdo de smiodall. O critério é valido para a
condicdo de carregamento critico e angulo de pag@agde trincas em amostras de PMMA e
MACOR com entalhes em V submetidos aos modos | &die critério de falha requer o

conhecimento de dois parametros do material, confetor intensidade de tenséo critiég,

e maxima tensao atraves da validacao experimefaall{ash, Priel e Leguillon, 2006).

A modificagdo da tradicional balanco de energiaGdiffith por Taylor, Cornetti et al.
(2004) usada pela Mecéanica da Fratura ElasticaaLi@(IFEL) através da introducdo da
constante do comprimento caracteristico. Esta noagéo podera ser aplicada em entalhes e
pequenas trincas. A integracao da taxa de eneegiefibrmacédo torna possivel o calculo do

comprimento da trinca, desde que, o fator de idads de tensdo esteja incluso.

1.2 MOTIVACAO DO TRABALHO

A Mecanica da Fratura é aplicada na mecanica tesdtu para descrever o0
comportamento de trincas, furos, cantos vivos, ue®) entalhes e etc em componentes e
estruturas para as diferentes solicitacdes.

Embora o conceito fundamental da Mecéanica da radhiegridade estrutural sé
ocorreu na década de 1970, com a proliferacdornafde relatérios, conferéncia e inUmeros
livros. A mecanica da fratura passa a garantitegiidade estrutural ndo prevista pelo critério
de falha tradicional, que muitas vezes nao descsatisfatoriamente a falha ocorrida em
elementos estruturais.

Indubitavelmente, passos largos tém ocorrido mopcade mecéanica da fratura com
resultado de novos critérios de falhas. Basicamefdgem como objetivo:

e O grau de seguranca que as estruturas possu@posigao a presenca de falhas;
e As condi¢cfes necessarias para o surgimento eg@agpo de trincas;
e A vida residual em componentes sujeitos ao camegto dinamico.



A MFEL é fundamentada na aplicacdo da teoria datieldade a corpos contendo
trincas ou defeitos. As hipéteses usadas na etesdie sdo também inerentes na teoria da
MFEL, que sdo pequenos deslocamentos e lineargkrdéentre tensdes e deformacoes.

Os principios da MFEL séo usados para a relacie aimagnitude e a distribuicéo de

tensdo nas vizinhangas da ponta da trinca para:

e TensOes remotas aplicadas ao componente;
e Comprimento e forma da trinca;

e Propriedade do material do componente.

Algumas tentativas tém sido feitas para descrexewmmportamento de pequenas trincas

gue emanam de entalhes.

1.3 OBJETIVO DA PESQUISA

Através desse trabalho espera-se uma melhor ceng@te dos modos de falhas em
sélidos. Avaliar um dos principais parametros da&an&a da fratura elastica linear, o fator
intensidade de tenséo, em estruturas com entathég para os trés modos geométricos de
falhas pela presenca e auséncia de um raio detoravaa extremidade do entalhe. Este
parametro define a magnitude das tensdes ao redl@xtiemidade do entalhe e assim
contribui para a integridade de estruturas e commes. Estimar o fator intensidade de
tensdo de trincas para entalhes para os modoslill @ modos geométricos Il e Il sdo
avaliados com maiores detalhes em entalhes hipesbolEnquanto, os entalhes em V séo

discutidos a partir do teste losipescu em compssi€ovidro/epoxi.



1.4 CONTEUDO

Os principais esclarecimentos da teoria da eldatle ocorrem no capitulo 2. O
principal objetivo da teoria da elasticidade € dmsgr a distribuicdo de tensdo para as
diferentes solicitagcbes em diversos solidos. Ene@afy a mecanica linear da fratura utiliza
desta teoria a sua formulacéo para os fendmenaengés a trinca. Os modos geométricos de
carregamento a que envolvem os deslocamentosrdisree trinca podem ser combinados,
de maneira que o principal objetivo € obter o patéonprincipal o fator intensidade de
tensdo. A configuracdo geométrica da superficigidea através dos trés modos geométricos
€ estendida para os diferentes tipos de entalhesod® | € o carregamento dominante na
maioria das aplicacdes de engenharia e 0 maisesimjpata-se do modo de tragdo. Enquanto
os modos Il e lll sdo caracterizados pelo cisallmmpuro e de rasgamento, respectivamente.

A formulacdo de potenciais complexos na geometdaentalhes foi proposto por
Neuber em 1958. Os principais parametros geomstgomo raio de curvatura e angulo de
abertura sdo descritos para qualquer funcdo hacaoOnifluenciados pela presenca do
parametro geométrico raio de curvatura.

Todos os parametros necessarios para a descrcdistiibuicdo de tensdo para os
modos geomeétricos | e Il sédo relatados no capftulessim como, uma avaliacdo grafica dos
mesmos. A obtengcdo do principal parametro dasilmligides para estes dois modos €
detalhada no apéndice B, pela solugcdo propostaMibams (1952 apud Barber, 1992). O
fator intensidade de tensdo para o segundo modoégoo é avaliado por procedimentos
experimentais por meio do teste de losipescu enméade vidro/epoxi de Souza em 2006.
Este fator intensidade de tensdo é funcdo da teds&cisalhamento ao longo do plano
bissetor do entalhe.

O apéndice A demonstra que o conceito de uma uhe&moénica e holomorfa em
funcdes reais séo estendidos para funcdes complexas

O capitulo 5 é dedicado a andlise do terceiro mgdométrico para sélidos
homogéneos, anisotropicos e com entalhes curvdin@&iferentes funcdes complexas
descrevem um modelo matematico para o fator irdadsi de tensdo em diferentes
solicitacdes. Em continuidade, avalia-se os ergaliperbdlicos em eixos devido a torcao.
Maiores detalhes do fator de concentracéo para @em duplo entalhe hiperbdlico pelo uso
de coordenas elipsoidais por Neuber (1958) é dikzub apéndice C.

Por fim, o capitulo 6 apresenta algumas discussébge 0s entalhes nos principais

modos geomeétricos. E também, sugestdes sao am@ssmara futuros trabalhos.



Capitulo 2

TEORIA DA ELASTICIDADE

Neste capitulo introduzem-se alguns conceitoscbsasobre a teoria da elasticidade e
sua aplicacdo na mecanica linear da fratura. Ososmgdomeétricos de trinca também séo

apresentados neste capitulo.

Muitos engenheiros deparam-se com problemas dereBge da resisténcia dos
materiais. A resisténcia dos materiais difere-seldsticidade em varias suposi¢cdes plausiveis
e substanciais sobre o processo de andlise dardef@o em sélidos. Um tipico exemplo é a
consideragao que secbes planas permanecem planagasnturvas esbeltas. A elasticidade
faz com que as suposi¢cdes sejam uma tentativeosgoe direta dos primeiros principios,
como a lei de Newton de movimento, geometria eiatial e lei de Hooke. O objetivo da
elasticidade € o interesse pela determinacédo daéds e deslocamentos nos sdlidos quando
sujeitos aos carregamentos mecanicos ou térmiaosjuando estes soélidos retornam a
condicdo inicial pela remogéo dos carregamentos. flladamentos séo validos para a toda

mecanica da fratura linear elastica (Barber, 1992).



2.1 TENSAO

A tensdo é um tensor de segunda ordem com noveormntes, mas pode ser
totalmente descrito com seis componentes, devlmeétria e auséncia de momentos. Em N

dimensGes, o tensor tenséee definido por:

dF => 0,dA (2.1)

Quandodr sao os componentes resultantes do vetor forcatagi@m uma pequena

areadA. O vetordA € perpendicular a area do elemento visualizadosupsrficies e com
comprimento igual a area dos elementos. Na mec&teraentar, os subscritos x, y e z sdo
denotados freqientemente por 1, 2 e 3, respectitamA Figura 1 ilustra um elemento
tetraedro de um corpo deformével sob acdo de tergéieeralizadas. As forcas que atuam
sobre o tetraedro podem, portanto, ser determinadd8plicando-se as componentes de

tensao pelas areas das faces.

Figura 1 — Tens@es generalizadas atuando em ura defprmavel.

Os componentes do tensor tengadependem da orientagcdo do plano que passa atraves

dos pontos considerados em relacdo aos pontosvatesr Entretanto, todo tensor é
invariante a escolha dos pontos observados. Esnmgstunidimensionais com carregamentos

uniaxiais, a tensao é simplesmente igual a forgiaalipela area transversal ou simplesmente
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denominada por pressdo. Os casos bidimensionadireeénsionais sdo mais complexos. Em

casos de trés dimensoes, a for¢a interna atuanterenpequena areh do plano que passa
através de um ponto qualquer pode ser resolvidtr&rrcomponentes, uma normal ao plano
designado pow e os dois componentes paralelos ao plano desigmado. Caso a aredA
seja finita, entdo estes componentes sao tensddiasnEm geral, a tenséo varia de ponto a
ponto e também com campo do tensor.

Para os objetos unidimensionais, 0 tensor tens&wondposto somente por um

componente. A simples definicdo de tensacs F/A, quandoA € area inicial da secao

transversal a priori com aplicacdo do carregamistdog, a tensdo nominal ou tensao de
engenharia. Entretanto, a tensdo verdadeira € efiragdio alternativa com a substituicdo da
area inicial com a area instantanea. Em aplicadéesngenharia, a area inicial é sempre
conhecida e os calculos para a tensdo nominal angamte facil. Experimentalmente em
pequenas deformacbes, a reducdo da area transwerdaklocamentos entre a tenséo
verdadeira e nominal sdo significantes. A mudarecaréa secdo transversal podera assumir
valor constante.

Em problemas unidimensionais, a conversao ertgasfio verdadeira e tensdo nominal

[N

Oer = (1+ €000) (T o) (2.2)

A tensdo ultima € uma propriedade do materialisualmente determinada em testes de
tracdo. O calculo do carregamento podera caustrdraA tensdo de compressdo € uma
propriedade similar para carregamentos axiais.

Cauchy (1815 apud Meguid,1989) enunciou o priocffd que, dentro de um corpo, as
forcas que impde um volume fechado sobre o resthnteaterial devem estar em equilibrio
com as demais forcas restantes do corpo. Essa;dntuiornece uma maneira para a
caracterizagdo e calculos complicados dos padr@esethisdes. Para ser exato, a tensdo em
um ponto pode ser determinada considerando um pegeilemento do corpo de ardA

sobre acao da forcar . Um elemento infinitesimal pequeno, o vetoé definido pelo limite:

. AF dF
o=Ilm—=—

sao AA  dA (2.3)
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Sendo um tensor, a tensdo tem dois componenidatiais: uma para a forca e um
para plano de orientagéo; destas trés dimensdesgaodjue duas forgcas dentro do plano de
areaA, o componente cisalhante e uma forca perpendieuéaead, o componente normal.
Portanto, a tenséo de cisalhamento pode ser destemgm duas forcas ortogonais dentro do
plano. Isso da origem aos trés componentes dadt¢otsd atuantes no plano. Por exemplo,
em um plano ortogonal ao eixo x, pode haver umgafaormal aplicada na dire¢éo x e uma
combinag&o de componentes de forgas nos planas y e

As consideracdes acima podem ser generalizadadrpardimensdes. Entretanto, isto é
muito complicado, uma vez que cada carregamentocis@hamento produz tensdes
cisalhantes em uma orientacdo e tensdo normal dmasowrientagdes, e vice-versa.
Frequentemente, apenas alguns componentes de tséeasignificantes, dependendo o

material em questéo.

2.1.1 Tenséo Plana e Deformacéao Plana

O problema de deformacéo plana pode ser defimdaocaquele em que as tensodes e
deformacbes n&do variam na direcado perpendiculgilamm xy. A maior restricdo pode ser
imposta pela condi¢do dg, =¢,=0, uma vez que a espessura € suficientemente pequena
guando comparada com as outras dimensdes do sOlijmoblema da tensdo plana pode ser
tomado como aquele em que a tensdo na direcdorzeSraa para todos os pontos do plano
Xy. Entretanto, esta tensdo pode ser é reduzidmdigéio nula pela suposicdo adequada da
tenséo uniforme de, .

Se uma chapa fina é carregada por forcas aplicawlasntorno, paralelas ao plano da
chapa e distribuidas uniformemente ao longo dasesp&, as componentes de tengdor, e
r,S80 nulas em ambas as faces da chapa, e pode-&#&, a&m principio, que sdo nulas

também no interior da chapa. O estado de tenséatéé especificado somente pay,o,, e

7., € € denominado estado plano de tenséo (Timosletrakg 1970).
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2.1.2 TensOes Principais

Augustin Louis Cauchy (1815 apud Meguid, 1989) destrou que, num determinado
ponto, é possivel localizar dois planos ortogorstis que a tensdo de cisalhamento
desaparece. Estes planos em que as forcas atuam mamais sdao chamados tensdes
principais. Eles sdo os autovalores do tensor te@s#0 ortogonais, porque o tensor tensao é
simétrico. Autovalores sdo invariantes no que e&peito a escolha da base e sao as raizes do
teorema Cayley-Hamilton (embora o termo "invariaeusualmente representado por (11,
12, 13)). O circulo de Mohr é um método grafico eldrair as tensées principais em duas
dimensdes em tensao plana. O valor maximo e midiantensao principal sdo os possiveis
valores maximo e minimo da tensdo normal. A maxiemsao principal controla a fratura
fragil.

O tensor tenséao definido por Cauchy (1815 apuduided 989) em duas dimensdes é:

o :{% Tw} (2.4)

2
g, to ag,.—o g . to
R B R R (2.5)
2 2 2
g, to g,.—o 2
0,2= xx2 yy_\/( xx2 yy] +Txy2 (26)

Engenheiros utilizam o circulo de Mohr para en@nbs planos de maxima tensao
normal e tenséo de cisalhamento, bem como as &ersdelanos conhecidos. Por exemplo,
se o material € fragil, o engenheiro tem a posddne do uso do circulo de Mohr para
encontrar o componente maximo de tensdo normgBf@irau compresséo) e a maxima tenséo
de cisalhamento.

O tensor tenséo definido por Cauchy (1815 apuduided 989) em trés dimensdes é:
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Jxx Z-xy sz
o, =1, 0, T, (2.7)
r, 1, O

Em equilibrio, 7, =7,,, 7,=71,, € 1,,=1,, também a matriz € efetivamente simétrica.

xy ? X yz?
Caso nédo haja equilibrio, outros métodos de deéscmgral devem ser usados em tornar a
matriz simétrica antes da efetuacéo dos calculos.

A equacao caracteristica tridimensional da tepsi&gipal resulta da solu¢do nao trivial

no problema de autovalores, desde que o deterreisajd nulo.

o,-0 1, |=0 (2.8)

A equacao caracteristica resultante do deternerant

o -1L,0°+l,0-1,=0 (2.9)

As trés raizes da equagéo (2.9) sdo as tens@esppis g,, o, € g,. Quando as raizes

sdo encontradas podem mostrar que as trés invegigoidem ser expressas em termos da

tensao principal.

l,=0,=0,+0,+0,=0,+0,+0, (2.10)
1 o r
P :_(o-iia-jj ~G G ): N i L * =0,0,%0,0,t00, (211)
2 T Oyl |T, O, |T, O,
Jxx Z-xy x|
l;=|1, 0O, T,=00,0, (2.12)
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2.1.3 Equacbes Diferenciais de Equilibrio

O estado de tensao varia de ponto a ponto naemliés aplicacdes na analise estrutural.

As tensfes que atuam em um elemento cubico irdimtd sdo representadas nas Figuras 2a
e 2b.

—_—— =

Oxx Oy

T ; . rxy

-k

Tyy
(a) (@)

Figura 2 — a) Tensdes em 3D e b) Tensdes em 2D.

Uma vez que o corpo como um todo deve estar eniiteqy o elemento em
consideracao deve também estar em equilibrio sudi@a das tensfes que agem em sua face.

Ao combinar uma fatoragdo com o termo em comungudibrio ao longo das direcdesy e
Z é reduzido em:

aaxx +6T><y +arxz+x :O
0X ay z
oo, Or, Or
Wi Py ¥ivy=0 (2.13)
oy ox 0z
aazz+arzx+ zy +Z=O
0z 0x y
Ou simplesmente:
00, /0% +X =0 (2.14)

As condi¢des de equilibrio podem ser obtidas @rphr condicdo do conjunto de forcas

sobre um elemento infinitesimal de volume quase.nBéja um cubo infinitesimal alinhado
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com 0s eixos X, y e z com lado em (x) e o lado@stypao (x + dx) e com faces de cada area

dA. Considerar apenas as faces do cubo que sdo gedares ao eixo x. O vetor area para a
proxima face é BA, 0,0] e para a face mais distantedé, [0,0]. O conjunto de tensé&o forca

nas duas faces opostas e

dF =0, ([x+dx y ) dxo, ([ xy}p dadg, d (2.15)

Um calculo semelhante pode ser conduzido parauttesopares de faces. A soma de
todas as forcas tensdo sobre o cubo infinitesiraed &ntdo representada pela seguinte

expressao:
dF =9,0, dV (2.16)

Uma vez que o conjunto de forcas em um o cubo sewveual a zero, de maneira que
estas forcas devem ser contrabalangcadas com gofmr¢midade de volume sobre o cubo (por
exemplo, devido a forca peso, forcas eletromagamstietc.), que produz as condi¢Bes de
equilibrio descrito anteriormente.

O equilibrio exige também que o momento resultaobee o cubo de material deve ser
zero. Tomando o momento das forcas acima de qugbqumo assinalado, segue-se que para

o0 equilibrio na auséncia do corpo momentos.

o =0 (2.17)

O tensor tenséo € simétrico e, em seguida, osesgiodem ser escritos em qualquer

ordem.

2.1.4 Equacbes de Compatibilidade

As equacdes de compatibilidade surgem da equat@erntial dos componentes de
deformac&o normal ou longitudinal e da distor¢és.cAmponentes de deslocamentos s&o

escritas coletivamente pay, de maneira que, as relagdes deformacdes-deslntmtaenbém

sao expressas em notacao indicial.
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& =1 ﬂ"’ai (2.18)
2\ 0x; 0x

Em problemas bidimensionais, a soma da segundadar,, em relacdo ay e, em

relacé@o a x € igual a segunda derivadggdem relagéo x e y.

o%, 0%, 0%,

XX 4 W —
ay>  ax*  oxdy

(2.19)

Esta € a condicdo de compatibilidade ou contimédpara problemas em duas
dimensdes, expressas em termos de deformacdo. Aac@xs de compatibilidade

tridimensionais sdo derivadas de maneira similar.

o%, 0°c, Zazgxy
ay> X  oxdy
0% 2 9%
w49 % - 5% (2.20)
0z oy’ oyoz
d’c,, 0%, 0%,
2 2 2
ox 0z 0z0 X

Vo _0( Vo Vi Y
dy> ox| ox o9y o0z
9%
=0 Y Vo Lo (2.21)
0z ody\ox dy 0z
—62522 :i &+&_ﬁ
ox* 0z\ ax dy 0z

Para o caso de forcas de volume constantes, g@&mda compatibilidade € véalida para
ambos os casos de estado plano de tenséo e dmdedior. Logo, a distribuicdo de tensdes € a
mesma nestes dois casos, desde que as condicGeatdmo e as forcas externas sejam as

mesmas para chapas e cilindros sem furos (Timoshetrdd., 1970).
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2.2 FUNCAO TENSAO

Em problemas gerais de elasticidade é possivanémtac a funcdo tensde que

satisfaca as equacdes de equilibrio, a condic@om@atibilidade e as condi¢cdes de contorno
para o problema em questdo. Em especial destac&mnmallacdo de Airy (1863 apud

Meguid,1989) e os potenciais complexos de Muskhil{§953 apud Meguid, 1989).

2.2.1 Funcéo Tensao Airy

Considere um problema bidimensionais ausente dmdoexterna com as seguintes
equacOes de equilibrio.

0
00, , 9Ty _ 0

ox 9y (2.22)

dog, OT
o Ty

oy 0X

A equacédo de compatibilidade para problemas bidsoeais:
9>  0°
[E‘FWJ(UXX‘FUW):O (223)

Sejagp uma funcao de tensdo, de maneira que, estabalepgeessdes para as tensdes
principais.
¢ 5 0% 0’ (2.24)

0y,=—%,0,=—> € I, =~
o ay? Yooax? Y0y

Vérias solucbes das equacdes de equilibrio (32@)btidas. A verdadeira solucao do

problema € aquela que também satisfaz a equag@nymatibilidade (2.23).

2 o’o 2 0°c
0950 %9 090, Tn_g (2.25)
ox ox ay> oy



17

A substituicdo das tensGes em termos da funcdendéo nas equacgdes de equilibrio e
compatibilidade deve satisfazer a seguinte equacao:

ox*  axay’ oy

4 4 4
00,, 99 ,99_ (2.26)

Expressando a equacdo em funcdo do operador nieeragplaciano, pela derivacao

total da funcgéo.
0(0%9) =0%(0, +0,,) =0 (2.27)

As equacoes de equilibrio ou juntamente com aslicd@es de contorno e uma das
equacdes de compatibilidade fornecem um sistemegdacfes que usualmente é suficiente
para a completa determinacao distribuicdo de tesnsi@eproblemas bidimensionais.

2.2.2 Funcéo Tensao Complexa

O uso da funcédo de Airy (1863 apud Meguid, 1989)métado para descrever as
deferentes condi¢cdes de contorno. A fungdo comptexaensao de Muskhelishvili (1953
apud Meguid, 1989) é o aprimoramento do conceiistente para a funcdo de tensdo e
escrita em duas funcdes complexa&Z)e x(Z). A funcdo de tensdo complexa € concisa
para os problemas mais gerais e permite soluc@opgrablemas de trincas, entalhes e cantos
vivos (Meguid, 1989).

Seja f(Z)uma funcdo analitica composta por funcdes de x Asyoperacbes de
igualdade, adicdo, subtracdo, multiplicacdo e dovientre nimeros complexos representam
operacdes sobre pares de numeros reais. O ugpédgiriplesmente uma conveniéncia.

Seja:

Z=x+iy (2.28)
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Qualquer funcédo de tensédo pode ser formada par deeiduas funcdes harmonicas
conjugada®’(x, y)e S(x, y) A funcdoP(x, y)é uma funcdo harmbnica, de modo que tera uma
funcdo harmodnica conjugadgxSy) Consequentement®(x, y) + Sx, y) € uma funcgéo

analitica de Z.

f(Z)=P(x +iSx Yy (2.29)

Ou simplesmente,
f(Z)=P+iS (2.30)
Sejam as derivadas parciais:

P 0S

@@ (23
2.31

—f(Z)-a—P+6—S if'(2)

oy dy oy

E mesmo,

i of (2) _ of (Z) (2.32)
0x oy

A equacao (2.32) permite obter a seguinte idedéda

(ap Ias] (ap Iasj (2.33)

ox  0X dy 0y

Igualando os termos reais e imaginarios, encongeuas relacoes:

oP _aS

0
e R
ox oy oy

(2.34)

QJ|QJ
X1

As expressdes acima sao conhecidas por equaco€swddy (1815 apud Meguid,
1989) e Riemann (1851 apud Meguid, 1989). A gerzagdo das expressdes para tensoes e
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deslocamentos € feita em termos de potenciais exoply(z) e x(z). Sejaf(z) e f(2)

fungBes complexas por pares de fungbes reaiss. O conjugado da funcde(z) é uma

funcdo harmonica.

f(2)=B+ig (2.35)
f(Z)=B-ip '
E evidente que (z) e f(Z) S&do escritas como:
f(Z)+ f(Z)=2B (2.36)
A funcéo de tenséo é escrita como:
9=Re[ Zy 2 )+ x (2)] (2.37)

20=2y(2)+ x(2)+ ZP(2)+X(2
As derivadas parciais da funcao tensao em rel@ag&oordenadas cartesiarasy.

2‘;—;”=2w'(2)+w(2)+x'(2)+ 27 (9+(9+ 1/

5 B B B B (2.38)
26—;”=i[zw'(2)—w(2)+x'(2)—Zzp'(zmv( -¥ (2]
A combinacéo das derivadas parciais resulta argegelacao:
a_¢ .a_¢: (7 vl
o 5y WwEZ)+2ZP'(2)+ X' (2 (2.39)

As tensbess,,,o,, € r,, Sdo obtidas pelas derivadas de segunda ordenxpassdes

da fungéo de tenséo pela equacao (2.38). A conmdmndg diferenciacdo de segunda ordem

em relagdo & e em relagéo ptem-se
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994129y @)+ 20 @D+ w0 D)+ XD

0X oxay (2.40)
: P02y @)+ 2 D -0 D)+ X' (D

xdy oy

A subtragéo e a adicdo das expressdes acimatarasubs conhecidas equacdes de
Muskhelishvili (1953 apud Meguid, 1989) em termespibtencial complexo para funcéao de
tensao de Airy (1863 apud Meguid, 1989).

O +0,=2)'(Z)+ 20 (Z)= 4Rdy' ] (2.41)

0,0, ~21,=2Zy' @)+ X' @)] (2.42)

2.3 MODOS GEOMETRICOS

Seja uma trinca plana extensa em sua espessui@menmostrado na Figura 3. A
trinca situa-se frontalmente ao eixo z no planoAwprigem do sistema Oxyz encontra-se no
ponto médio do comprimento frontal da trinca. G&s tmodos basicos ou geométricos de
deformacgédo séo indicados pelos deslocamentos pessea superficie da trinca do local do

elemento que a contém. A direcao das setas indideaslocamentos na superficie da trinca.

L1 » S
| / B
l 7

0 ky C

Figura 3 — Modos geométricos: a) Modo |, b) Mode d) Modo lIl.
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A superposicao dos trés modos € suficiente paereler a maioria dos casos gerais do
deslocamento da superficie da trinca. O modo | odageométrico de tragéo € caracterizado
pelo deslocamento simétrico em relacdo ao plane xy, e os demais deslocamentos nas
direcbes x e z sdo nulos. O modo Il ou cisalhamplatioo é caracterizado pelo deslocamento
na direcdo x tangencial da trinca simétrico ao @bay e simétricas ao escorregamento em
relacdo ao plano xz. Também os deslocamentos egddirx e z sdo nulos. O modo Il ou
cisalhamento antiplano € caracterizado pelo deslento tangencial na direcdo z. Os
deslocamentos na direcdo x e y sdo nulos (Gdol28s).

Os problemas de trinca em condi¢coes de deformplgia sdo aproximados para o
comprimento frontal muito menor que a espessurageAeralizacdo do estado plano é
realizada em placas com superficies com tracoesslie a espessura muito menor que o

comprimento da trinca.

2.3.1 Principais Técnicas

Diferentes ensaios séo utilizados para caracteszaodos geométricos. A maioria dos
ensaios em materiais frageis recebe a designat@@gmlha do corpo de prova. Destacam-
se 0 ensaio Arcan, pois é possivel avaliar os mbdds separadamente ou combinados para
materiais isotropicos. Em avaliacdo separada dastae DCB ou “Double Cantilever Beam”
para o0 modo |. Enquanto, o modo Il é destacado teste ENF ou “End Notched Flexure”,
CLS ou “Crack Lap Shear” e DCB. Para o modo llitdeam-se ECT ou “Edge Crack
Torsion”, SCB ou “Split Cantilever Beam” entre asgr Estes métodos sédo aplicados aos
compoésitos laminados unidirecionais. Tais métodestidam-se pela taxa de liberacdo de
energia na frente da trinca.

Os corpos de provas de espesswgdargurd, contendo uma trinca de comprimento a,
sujeita a uma cargh perpendicular a trinca consisti a configuracaddaddos principais
testes dos materiais frageis pela mecanica dardraplastica linear. Os moédulos de
elasticidade transversal e longitudinal sdo esaénuara descrever a taxa de liberacéo critica
de energia de deformacéo nas diferentes solicsacde

O teste DCB € usado para obter a taxa de liberagifca de energia de deformacao no
modo | de compdsitos. A amostra é entdo carregeltagmuipamento e separada em dois
feixes em uma determinada taxa, esta carga crescestilta um aumento da deformacao das

vigas. Em certa carga critica, a trinca comeca@geagar, resultando em uma ligeira queda
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na carga (devido ao aumento comprimento). Nestéop@s vigas sdo impedidas de se
deslocarem a parte, mantendo assim a deformac@aoter A queda da carga (devido ao
aumento do comprimento da trinca) e o comprimeattridca sdo seguidos cuidadosamente.
Apés a estabilizacdo da trinca, a amostra € cotigamente descarregada e depois
carregada. ldealmente, o comprimento do disposilieee permanecera o mesmo durante
estes dois ciclos, se ndo houver propagacdo dmagriieste procedimento geral é repetido
vérias vezes, levando a clivagem total da amoAtrigigura 4ilustra o teste de tracdo para

amostras DCB.

F

Figura 4 — Corpo de prova DCB.

Um teste de cisalhamento é baseado no fato da feotante transmitida através da
secdo entre as duas superficies produzidas prodeaassao cisalhante uniforme ao longo da
secdo. Os principais testes baseados nesta cagégyusao os ensaios Arcan e o losipescu
(Isaac e Ishai, 1994).

O ensaio de Arcan foi originalmente proposto @acaracterizacdo do comportamento
ao cisalhamento de plasticos por Goldenberg €1@h8). Estes utilizaram um corpo de prova
coma forma em S, dotado em um entalhe cuja formmaréentacdo conduzem a um estado de
cisalhamento puro na secao transversal do corpoad@. Mais tarde, o corpo de prova em S
foi substituido por corpos de provas “butterfly” borboleta colada em garras metalicas,
tendo esta solucéo sido aplicada ao estudo do atempento ao cisalhamento de compdsitos

unidirecionais (Oliveira, 2004).
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A deformacéo linear devido ao cisalhamento noroad corpo de prova é resultado da

diferenca das deformagdes mensuradas por um sesrsouma orientagdo de um angulo 45°
no centro do entalhe.

A configuracdo basica para o ensaio Arcan éagltepara realizacdo de teste biaxiais,
ou seja, avaliacdo das solicitacdes de cisalhamentamente com a tracdo ou compressao
dos materiais testados. De maneira que, os modds$ $40 avaliados separadamente ou de
maneira mista, por meio de um angulo de carregam@atO® a 90°. Quando este angulo
assume o valor minimo a Unica solicitacdo € paraodo |, enquanto o valor maximo
representa a solicitacdo para o modo Il e os aegakermediarios representam os modos

combinados, ilustrado na Figura 5.

modo 1T

Figura 5 — Corpo de prova Arcan.

Liechti e Hung (1999) usaram o método dos elensefititos em testes Arcan no
campo linear elastico em compdsitos unidireciortam.particular, estudaram a influéncia do
raio de curvatura do entalhe, do angulo do entalhéa orientacdo das fibras. Tem-se
recentemente assistido 0 interesse crescente per eesaio para a caracterizacdo do
comportamento ao cisalhamento de diferentes meter@mo metélicos, compositos
unidirecionais, espumas metalicas e em estrutoradganica como 0Sso0.

Sutton et al. (2000) recorreram ao ensaio Arcama pestudar o surgimento e
propagacao de trincas em modo misto I/l em fotleaga de aluminio Al 2024-T3 e um acgo
inoxidavel, levando em conta o comportamento mésliesses materiais, e em especial, para

a liga de aluminio a sua anisotropia resultantami@nacao.
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Russell e Street (1982) desenvolveram uma metg@dolie tratamento de resultados
para o ensaio ENF baseada na teoria de vigas di@meesprezando a deformacéao devida ao
esforco de corte e a singularidade existente ne@raidade da trinca. O teste ENF € usado
para obter a taxa de liberacdo critica de energi@delormacdo no modo Il em materiais
ortotrépicos. O teste ENF consiste em duas vigéslas de um lado e carregadas por uma
forca sobre o outro lado. Como nédo é permitidaeataka normal, este dispositivo permite
testar em condi¢des essencialmente modo Il. Esteenonsidera os efeitos do atrito entre as
faces da trinca e propagacao instavel da mesmadguassumir pequenos comprimentos.
Este tipo de teste apresenta duas configuracfesrésrpontos ou quatro pontos de aplicacéo
de carga. Designa-se por ENF e 4ENF como a coaffgornormal com trés e quatro pontos
de aplicacdo de carga, respectivamente. A principatagem do teste 4ENF sobre ENF é
reduzir os efeitos do atrito entre as faces dacdrilPAs Figuras 6a 6b ilustram as

configuracdes para teste ENF e 4ENF, respectivanent

Figura 6 — a) Corpo de prova ENF; b) corpo de paiisF.

O teste MMB pode identificar-se como uma combinagés ensaios DCB e ENF, de
maneira que, o teste MMB é teste de modo misto (Mo# Modo I1). A Figura 7 ilustra a
configuracdo. Denomina-se por MMB como “Mixed Mdgiending” ou por ensaio de flexdo

em modo misto.
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Figura 7 — Corpo de prova MMB.

Diferentes configuragfes sao utilizadas para agyati do terceiro modo Ill em materiais
frageis e ducteis. Basicamente o corpo de provalac em laminas de compdésitos entre
duas barras aluminio conforme ilustrado na Figurasgas barras sdo carregadas na direcao
paralela ao plano da trinca e normal ao eixo da.\Rara o caso do teste para o corpo de
prova tipo DCB em modo |, através de carregamepboguais repentinos pela extensdo da
trinca, causando algumas trincas de comprimentceetenchinado correspondendo ao

carregamento critico.

borra de ligo de oluminio

Figura 8 — Corpo de prova SCB.

O teste designado por “Brazilian Disk” é esquenaatd na Figura 9. O corpo de prova
tem a forma de um disco submetido a compressaeéatide seu diametro. Trata-se de um
ensaio simples e estavel, utilizando o deslocamdidmetral, perpendicular ao eixo do
carregamento. A propagacdo de trincas inicia-sendpua méxima carga é atingida, de
maneira que, 0 processo de fratura do corpo deapgeobém € iniciado. O comprimento da

trinca € determinado pelos ciclos de carregamertesearregamento. Outras variacdes do



26
método brasileiro surgiram como FDT ou “Flattenedhzlian Disk Test”, CSCBD ou

“Central Straigh-through Cracked Brazilian DiskEGBD ou “Single Edge Crack Brazilian
Disk in Diametral Compression” e outros (Alvare@02).

F

Figura 9 — Corpo de prova disco brasileiro.

Testes SECBD foi proposto por Szendi-Horvath (19882) com objetivo de terminar
a tenacidade a fratura de materiais frageis. Acdrié iniciada pela tensdo de tracao
transversal resultante da compressao diametrattySéteal. (1986) mediram o modo Il e o
modo misto I/Il orientando a trinca com um detemio &ngulo em relacdo a carga diametral
de também materiais frageis. Testes de FDT progmstdVang e Xing (1999) consistem em
realizar no disco do ensaio brasileiro dois aplaertos paralelos de igual largura sem

necessidade de realizar qualquer tipo de entadb#itfdndo o carregamento no disco.
F

|

F

a

F
Figura 10 — a) Corpo de prova FDT; b) Corpo de ar®&ZCBD.
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Lee (1993) apresentou o corpo de prova ECT geterminar a taxa de liberacao critica

de energia de deformacdo para materiais frageisisathamento antiplano. Este ensaio
apresenta melhores resultados em comparacéo corsa®meCB em relagdo ao modo 1. O
ensaio original ECT original consiste de um quatf@arga através do qual o corpo de prova
foi posicionado entre os trés pinos de apoio, argacfoi aplicada através de um quarto pino.

Durante este teste ECT, a carga € aplicada noocgatfeixe de carga, na direcdo indicada na
Figura 11.

-

Figura 11 — Corpo de prova ECT.

2.4 FATOR INTENSIDADE DE TENSAO

A eventual modificacdo da teoria de Grifftih (192dud Callister Jr, 2002) resulta os
termos chamados de fator intensidade de tensdwmeidade a fratura. Os fatores intensidade
de tensdo e tenacidade a fratura substituem a dexanergia de deformacdo. O fator
intensidade de tensao e tenacidade a fratura dentfdo plana estédo inter-relacionados no

mesmo sentido que o relacionamento entre tensésad@amento e resisténcia ao escoamento.

K =o|ma (2.43)
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A equacdao (2.44) representa a tenacidade a framrgnsao plana, enquanto a equacao

(2.45) representa 0 mesmo fatqr em deformacgéo plana.

K, =EG, (2.44)
- EGC
K=\ (2.45)

Representa-sk como o fator intensidade de tensBg,¢ a tenacidade a fratura,é o

coeficiente de Poisson® é a taxa de energia de deformagéo pelo crescinderttinca. Isto

€ importante para o0 reconhecimento para os diesenalores do parametrl; em
deformacéo plana e tensao plana.

O fator intensidade de tensaq, € fundamental para avaliar o comportamento da
distribuicdo de tenséo préximo a ponta da trincdatOr intensidade de tensdo depende da
geometria e condi¢cdes de carregamento assumenuiateegxpressao geral em funcéo destes

parametros. Representa-se gge/w) 0 parametro que relaciona a geometria e condiées

carregamento.

Ky =o,Vmaf(a/w), M=11,0 (2.46)

A fratura ocorre quandld > K. Para o caso especial de deformacéo pkntgrna-se
Kic e € uma propriedade mecéanica do material.

A escolha do método para determikardepende do tempo de avaliacdo, custo e a
freqUéncia. A solucéo exata € limitada e possivetendeterminada. Para estes casos o0 uso de
métodos numeéricos torna-se necessario. O uso d&dsécexperimentais € limitado para
materiais especificos.

A Figura 12 ilustra as principais técnicas parfator intensidade de tensédo. Métodos
analiticos sdo utilizados para descrever o compeniéo do fator intensidade de tensao para
entalhes hiperbdlicos e em V em cisalhamento paantiplano nos capitulos 4 e 5. O uso de
fungBes complexas e o fator de concentracdo dédes# as técnicas analiticas avaliar estes
entalhes em modos Il e Il
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Figura 12 — Principais técnicas para o fator irntiade de tenséo.



Capitulo 3

ENTALHES

Neste capitulo apresenta-se a introducdo da fagéaldo entalhe pela MFEL, sendo
base para os capitulos posteriores. Definir o caopaatuacdo de trincas e entalhes é
importante para obtencao da distribuicdo de tepaéos mesmos em diferentes solicitagdes.

3.1 CONFIGURACAO BASICA

Antigamente, entalhe referia-se como o resultadotrdbalho de talhar ou cortar
madeira ou marmore. Estendendo este conceito pgknbkaria, define-se entalhe como um
termo genérico e refere-se a qualquer contorno gemm que interrompa um fluxo de forca.
Neste contexto, destacam-se ranhuras, chanfrogs,funudancas abruptas na secao
transversal ou qualquer interrupcdo em contorress.liAs geometrias mais comuns dos
entalhes sao circunferenciais, U e V. As geometir@sinferenciais que destacam séao elipse,
hipérbole, parabdlicos e circulares.

Neuber (1958) € a referéncia para a avaliacdasdabdicdo da tensdo na vizinhanca

dos entalhes. Os principais parametros geométdgs€ntalhes sdo o raio de curvatpraa

profundidadea, e angulo de aberturao. Neuber (1958) definiu a seguinte relacdo para o
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raio de curvaturg , quandog € o angulo da curva tangente em direcéo figaé&o contorno

(elemento linha) da curva que descreve a geontrentalhe.

%:‘z_ﬁ (3.1)

Seja 0 mesmo angulp formado pela distancia entre a diregée 0 eixox e a0 mesmo

tempo é tangente em linhas deonstante. Também este designa a distancia edirecéov

com 0 eixoy e tangente para linhas de constante. Tem-sen como o médulo da
transformacao da relacdo entre funcdo escalar defuntdo complexa cartesiana em uma
funcdo complexa curvilinea. Fisicamenmte® a distancia linear entre as coordenadas deslinha
sucessivas e 0 novo sistema por unidade de compona® plano x-y. Designa os indices
subscritosu e v pelas respectivas distancias entre os eveg(Dugdale, 1968).

A Figura 13b representa de maneira genérica tensas de coordenadas cartesianas e

curvilineas.
Y
hvdv hlid?/’ a
Yyl 0 9

ov Wl
¢
o O
2 o

5 e du Ji

Figura 13- a) Projecéo dos elementgye h,du; b) Representacéo de coordenadas.

Por meio da Figura 13a, facilmente estabelecedetatrigonométricas fundamentais.
Tais relacbes resultam de linhas de coordenadadiceasu e v constantes no plancy,

resultando as projecdes ortogonais.
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_lox_109y
cosp = hou T v (3.2

__1ox_10y
seng = h v hou (3.3)

A obtencéo das derivadas parciais das funcess@amnas em coordenadas curvilineas
ocorre por meio das equacoes (3.2) e (3.3).

o oy
» h, cosg , o h, sew (3.4a)

X _ _ 9y
E_ h/sen¢’ v h/ CO$§ (34b)

A equacado fundamental da trigonometria € aplichtes vezes e determina expressoes
parah, e h,.

sen’p + cods =[%%] +[%%J = (3.5a)
seri g+ co§¢=(—%%)2 +[_ég_va - (3.5b)
Logo,
ET
~(ET

Os modulos de transformacde e h, tornam simultaneamente iguais, quando
x=x(u Ve y=yuy implicar em:
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L (3.8a)
ou ov
X _, % (3.8b)
ou ov

Quando tais condi¢des sao satisfeitas, os indices sdo omitidos. De maneira que, 0

maédulo de transformacéo € relagdo a funcdo complexa cartesiana em umadwamplexa
curvilinea.

1_1_19 | 10h :_gf’_hj (3.10)
o p, hou |hh duy=s |h"0Uw=o

u=uy U=ty
1_1_19_| 10k =_}"’_hi (3.11)
p p, hou |hh 6v\,igo h® o V=

O raio de curvatura do entalhe é resultado dasreatifes condicbes de contorno e
guando uma das coordenadas curvilineas é consiznt@aneira que, o raio de curvatura do
entalhe pode ser expresso quando a coordemada constante ow € constante. A

configuracdo geométrica desenvolvida por Neubesg§)L8 apresentada na Figura 14.

Figura 14 — Entalhe curvilineo genérico de Neuber.
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Outro parametro significativo é designado comoesdade do entalhe. Este por sua

vez, é o angulo suplementar do angulo de abedwram radianos conforme a Figura 14.
Este parametro reflete o comportamento da meca@acmatura pela geometria do entalhe.
Como a severidade assume 0s valgre® 0 contorno representa uma trinca, enquampt,

representa a auséncia do entalhe.

q= == (3.12)

Posteriormente, Lazzarin et al. (1996) descrevsta eonfiguracdo para as tensées em
coordenadas polares. A variavel complexa escrita pelas as coordenadas curvilineas
v, de maneira que, € possivel expressar em cooraercitesianas e y por meio desta
relacdo. Tal relacdo é fundamental para expressadifarentes funcdes complexas na
descricdo da distribuicdo de tensao na vizinhawgandalhe, como por exemplo, a funcdo
F(Z) da equacéo (3.14).

w=u+iv= f( x+y) (3.13)

F(2) = =(u+iv)? (3.14)

O perfil torna-se simétrico pela simultaneidadeyd®e v=0 e pela simetria do eixo

Resultando as seguintes relagdes para a coordenadéneau e o modulo de transformacgéo
h.

1
x=ul= u= Xl (3.15)
_0X_ g1
h=2 o g (3.16)
ou

Esta condig&o pela equacgéo (3.16) resultara emexprassao para a distancjaentre

a origem do sistema de coordenadas e a ponta dihewjue depende do angulo de abertura

do entalhe2a, o raio de curvaturgp. O parametro definido por Neuber (1958), o raio de
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curvaturap , é especificado para um ponto geométrico fixay, e pela severidade do entalhe

g.

iz(i@j Sk (3.17)
P U=ty

3.2 COMPORTAMENTO DOS ENTALHES

A resisténcia de soélidos com entalhes, normalmeétesdo avaliados através MFEL,
mas introduzindo modificagcdes na MFEL podem-seiavak resisténcias quando se trata de
entalhes de geometria U e V. Uma modificacdo draducdo de uma constante do material,
designada por comprimento caracteristicg a partir do trabalho desenvolvido por Griffith
(1921 apud Callister Jr, 2002) e Irwin (1957 aputb@os, 1993).

Aplicando o conceito da mecanica fragil desendal\por Griffith (1921 apud Callister,
2002) e Irwin (1957 apud Gdoutos, 1993), qual aselila mecanica da fratura linear elastica,
a variacado da energia da deformacdo do acréscinenmmho da trinca néo infinitesimad

pela unidade de espessura.

atha 2

A£G, = | dea:%(zammé) (3. 28)

a

A substituicdo da variacdo de energia de deformgmd@lo conceito do fator de
intensidade de tenséo e pela densidade de eneitgia mtroduzida por Griffith @ Resultara

na expressao para a tenséo de fadha,

o, = c = ¢ (319)

Aqui E' assume o0 moédulo de elasticidade longitudinal owut de YoungE em

condicdo de tensdo plana ®(1-v) em deformacédo plana. O coeficiente de Poisson €

designado povu. A tenacidade a fratura é o mais popular parantrivatura, normalmente,

utilizado para calcular a confiabilidade estrutural
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Também, ao considerar qae- 0 a tenséo de fratura podera assumir um valor orferi
ao previsto pela MFEL de valor ndo constante. testsdo podera alcancar ou ndo a tenséo de
resisténcia para uma amostra ausente de trinea@l@orresponde a tensao ultima
determinada por ensaios experimentais, também deadende tensédo UTS (“ultimate tensile

strength”). A partir dessas consideracdes tem-se:

K

Ours = m (320)
0, = [K—] (3.21)
Outs

Nota-se que o comprimento de trinca decresce sfitede fratura e esta tensédo tende
para o valor UTS, no caso de solicitacao lentaadugal. No caso de solicitacdo ciclica o valor
da tenséo limite de resisténcia a fadiga (“endwasteess”), 0 comprimento caracteristico

assume a condicae,=7n(Aa/2), ou seja,Aa tem o mesmo significado qué, . Este

procedimento de célculo foi chamado de mecéanichadera finita - MFF por Taylor et al.
(2005).

A fronteira entre as categorias € mostrada esdiganeente na Figura 15. Na regido A
encontram-se os entalhes designados como “bluch@s}t, a regido B as trincas que emanam

de entalhes e C encontram-se os pequenos entalhes.

a
Trincaos
que
Pequenos | €Mmonam e
EthUﬁGS entalhes
Entalhes com wolume
. apreciavel de
plasticidade ao
redor do ponto do
entalhe
~0,13 ¢ A
)
\E fch

Figura 15 — O comportamento dos entalhes.
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A fronteira entre os chamados entalhes de peqiiemensao e trincas que emanam de
entalhes ocorre aproximadamente pat@,=3, valor ndo preciso e pode ser afetado, por
exemplo, o valor da pode ser efetivamente aumentado sem que ocoagagao de trinca.
Para um entalhe semicircular o fator de concertrdedtensdo € da ordem de trés e a razéo
alt.n, =9. Estes valores situam-se na regido de tringagmanam de entalhes.

Para valores dea/p como valor menor ou igual a 0,13a&, com valor superior trés,
encontram-se entalhes denominados “blunt notches”.

Ao considerar o comportamento linear elasticotelbes - V em amostras feitas de aco,

aluminio, PMMA (polimetil-metacrilato) e PVC (cldeede polivinila), Gomez et al. (2003)

avaliaram um fator denominado NSIF (“notch stredsrisity factor”) designado pét) . O

fator K\ para entalhe em V, quando escrito na fokta considera-se o entalhe em U. Ao

considerar entalhes em V, diferentes valores dailéng o raio na raiz do entalhe sob
carregamento lento e gradual devem ser analisd®esentes estudos em amostras de
Duraluminio e PMMA foram conduzidos por Carpin{d®87); Seweryn (1994); Seweryn et
al. (1997); Dunn et al. (1997). Amostras de acosmmiidas em testes de fadiga com
aplicacdo em elementos estruturais e unides sadadam conduzidas por Lazzarin et al.
(2001); Lazzarin et al. (2003 — 2004); Livieri ¢t 005). Resultado tedrico-experimental

para Alumina (7% “zirconia”) foi exaustivamentewetddo por Yosibash et al. (2004).

3.3 ENTALHES PARA OS MODOS GEOMETRICOS | E I

Os entalhes elipticos ou semi-elipticos, circidame semicirculares induzem os entalhes
em U sejam definidos a partir de entalhes em V, méodo estende-se também aos
componentes fragilizados pelos diferentes tiposrdalhes (Filippi et al., 2003).

A configuracéo basica a partir de Neuber (1958)farme a Figura 14 de um entalhe

semiplano infinito(u,v) € agora € substituido pela configura¢do em coaddenpolares. O

sistema de referéncia polar para os parametrosedades esta expresso na Figura 16. Os

parametros,, o e q sdo 0os mesmos obtidos anteriormente nas equa;@&3 ¢ (3.12).
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Figura 16 — Sistema polar de referéncia.

A expressao genérica da distribuicdo de tens@gste tipo de entalhe em coordenadas

polares é:
o :c[rTOj_ {fij (e,a)+(rr_°jy_ g (H,a)} (3.22)

Os parametros,, r, a € 6 sao parametros geometricos conforme Figura 16jaerq
o,.. € mensurado por ensaios mecanicos. Por sua yErAmetroC € obtido por todos os

parametros que compdem as func¢des angulfres g; para cada modo geométrico.
Reescrevendo esta equacao pela substituicdo desdncke j pelas coordenadas polares

@, resultardao as tensoes:

Ogg N )| | foo ; u-4 | Ygg

o, H_j } wielr] e (3.23)
r I

Tre fre ° grg

A distincdo entre os modos | e Il é designadagpstdbrescritos de todos os parametros
envolvidos na distribuicdo da tensdo. O sobresaiito parentesM) designa a expressao
genérica para os modos geométricos | e Il em algarromano respectivamente. As funcdes
angularesf; e g; para cada modo geomeétrico tém seus parametrosrisolyser nimeros
cardinais 1 e 2, respectivamente para os moddis | e

As fungdes angulards e g; sdo dadas para o modo | por:
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(1+1)coq +4,)8 co$ 1 1,)6

o ) (1)
{f" } = {(3—/11)005( 1—/11)9;+)(b1( 1—/11){— cob 1/11)9; (3.24a)

(1-4)sen( +4,)8 seft £1,)6

0] " (1+ ) cof +14)8 co$ £44)0 | )"
{grg} = 4(qq_ 1) Xcl (3_/11) Coi 1 ﬂl)e +Xd1 - COé 3:,[11)9 (324b)
Yas (1_:u1)ser( 1_:ul)e Se@ '1rul)9

As fungbes angulardg e g; sdo dadas para o modo |l por:

(1+4,)sen( +4,)8 sef £4,)8

fo () ()
{f"} = {(B—Az)ser( 1—/\2)9}+)(b2( }/lz){— sef 41/12)0} (3.25a)

(1-4,)coq - 4,)6 cof £4,)60

9 | L (1+ 1) sen( & p,)6 - sef 44,)6 "
Oof = Xao{ (3= ) ser( ¥ 1,) 81+ X1 sef £4,)6 (3.25b)

(1-p,)ser( +u,)6 - cof 1141,)6

Em condi¢éo de deformacéo plafiae gj, sdo relacionados pela expresséo atraves do

coeficiente de Poisson:
10" =v[ 1,0 (6)+ £,.(6)]" (3.26)

A substituicdo do parametr@ e das fungbes angularés e g; para cada modo
geomeétrico corresponde a expressao de Filippi.g@02). Este parameti© é funcao do
fator de intensidade de tensédo para 0 modo eméamyestravés das constantese a, e dos

coeficientes assintoticoge A, para os respectivos modos | e Il.

Distribuicdo de tensdo para o modo I:

[+ A)cof F4,)6 cof £1,)0

" {(S—Al)cos( 1—/11)6?;+)(b1( 1—/11){— cof 1/11)9}

Z_” _ iy | (A A)sed( E4)6 sefi £1,)6

{r” } A G i (1+44)coq +14)6 cob +1,)6
ro q [Lj Xa {(3_/.11) COS( 1_/'11)6}*')((11{_005( 1+'ul)g}

fo (1-p4)sen( +44)6 sen( 1+ 14)6

(3.27)

+4(q—1)



Distribuicdo de tensdo para o modo Il:

[(1+4,)ser( £4,)0

G 1-1,)cod +1,)6

o, t =Ar*"a, (-4, )coq +4;)

Tre . 1 L/—12’/‘2
4, -1\ 1, Xaz

sefi 1,)0

(3_/]2)Ser( 1_/]2)3 +Xb2( :H'/]z) - Seh -H./12)9

cof £1,)0
(1+ 1) sen( & 1,)6

- sef 44,)6

(3= 4,)ser( T 11,) 0 + x4 sen( ¥ 4,)6

(1-p,)ser( & pu,)6

—cos( 1+ 11,) 6

40

(3.28)

Os parametros que compdem as fungbes angujaeas sdo apresentados e avaliados

para os modos geométricos | e Il com maiores detatio quarto capitulo. A avaliacdo de

entalhes no terceiro modo geométrico ocorre de maarseparada dos demais modos no

capitulo 5.
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Capitulo 4

PARAMETROS DA DISTRIBUICAO DA TENSAO
PARA OS MODOS GEOMETRICOS I E II

Neste capitulo os principais pard@metros que compdelistribuicdo de tensdo para os
modos geométricos | e Il sdo demonstrados. Estésne#ros sdo importantes para a obtencao
do principal parametro da MFEL, o fator de inteadiel de tensédo para estes modos | e Il. O

segundo modo geométrico € também detalhado poegiroentos experimentais e tedricos.

4.1 CONFIGURACAO BASICA

A distribuicdo de tensdo em torno de entalhes @uosgeométricos | e Il € resultado
da analise do potencial complexo. O método de Melgttvili (1953 apud Meguid, 1989) é
aprimorado por Lazzarin et al. (1996) para placas entalhes curvilineos simétricos. As

funcdes potenciais analiticas para tensdo-defowrnaeaa sagy(z) e ¢ (2) .

Xx(2)=(a +ia,) 2" +(d + id,) Z W(D=(b+ip) Z+( ¢+ ig) Z (4.1)
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Os expoentesiey sdo reais el>pu.0 expoented € designado por coeficiente
assintético subscrito dos indices | e Il para speetivos modos geométricos. Os coeficientes
assintoticost, e A, sdo determinados por Williams (1952 apud Barl@92). A distribuigéo
de tenséo na vizinhanca do entalhe ocorre pelo deisoordenadas polares e curvilineas.

As relacdes entre ag,,,o, e r,, com as tensdes,

!

o, €er, sao feitas pela andlise de
um pequeno elemento prismatico triangular. O angotee as dire¢des principais do sistema
polar com o sistema curvilineo (€6/q). Seja a representacdo do sistema de coordenadas
polares e curvilineas expressa na Figura 17 patarsdes,, e r,,. A representacdo da
tensdoo, € analoga a Figura 17, mas pela substituiGégq) por (-6/q)+(7/2). Outra
representacdo para a mudanca de sistema de codedenteita pelo o tensor tensao e dos co-

senos diretores pela imposicéo do sistema localtdeao.

= ~

-0fq

v

Figura 17 — Transformacéo bidimensional das tensfesr,, .

On To|_| cog(-6/q) sef-6/a)|[ o 1,] cos6/d - sdrb/q) (4.2)
T, O] |-sen(-6/q) co$-6/q)| 7, o] sefr6/q)  césé/q '
As formas mais generalizadas sao:
I, =%(Ur —ag)sen%e+r,9 co (4.3)

a.

w

=%(Ur+ae)‘%(0r —UH)COS%BHW sen? (4.4)
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ou=Y0, 00030 - JonsZ e, s 4

Conhecidas as expressdes pafa o, € r,, em coordenadas polares. E necessario
determinar as tensdes,, o, € r,, em termos dos potenciais complexos. A funcdo tensa
complexa de Muskhelishvili (1953 apud Meguid, 198Bdrda a possibilidade de escrever a
funcdo tensdo de Airy (1863 apud Meguid, 1989)esarita em termos de duas funcbes
complexas. Através das duas equacdes encontramesgressdes para as tensées o,, €

T,

0, +it, =dZ)+¢(2)-2¢ (D - 2Z'y'(D (4.6)

O =11, =@(2)+@(2)+ 29 (D) + ZZ7'Y( (4.7)

A separacdo de termos reais e imaginarios daessdes (4.6) e (4.7) resultam nas
tensbess, , g, er,, . As tensdes sdo escritas de maneira ampla, davidcomposi¢do das
constantes a, b, ¢, e d em termos reais e imagmaA decomposicdo das constantes

complexas em termos reais e imaginarios é feita gedtincdo dos indices 1 e 2 para os

respectivos termos.

Og = Ar'*[a, (1+A)coy £A)0+h, cof £1)6+a,( 1) s¢n-14)6-b, sen-1)6]+

- (4.8)
pr[dy (1+ p) cof F p)@+c, cof & p)0+d,( 2u) sdndu)f-c, ser+L)6]
g, =Ar'*[a,(3-1)cof +1)6-b, cof £1)0+a,( 31) sdn-l1)6+b, senrB)6|+ 4.9)
pr*[d, (3-p)cod Fu)6-c, cof xu)0+d,( 3u) sqn-u)o+c, spnr)o] '
T, =Ar""[a (1-A)ser( £1)6+b, seft +1)6-a,( 44) cfs-U)6+b, cosrB)d]+ (4.10)

pr[d, (1= p)ser( & p)f+c, sef £u)0-d,( 1) ofsu)f+c, cos1)6]

As tensdes polares obtidas em funcdo dos mesmameos das fungdes potenciais

complexas sao essenciais para determinar as mésns@es em coordenadas curvilineas. As
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condicOes de contorno séo requeridas para deterimgnguatros parametros em funcédo dos
expoentesi e y.

0, =Ar'a, (A-1)cod(1-1)6- B/q)+h cof( £1)6+ @/q)+ 8 cds-1)6 +
Ar'2a,sen( F1)0+a,(A- ) sef( 21)6- @q)-b cfb +11)6+ 6pq) +]

] (4.11)
pr#d, (u-1)cos((1- 1) 60— Bja)+q cof( xp)0+ @/ q)+ B cds-u)6 +
yr”‘l[dz(y—l)ser*((l—y)e— 29/q)—<:Z coé( )6+ 9/q)+ 8 s¢n-1)6

0, =Ar'"a (1-A)cos((1-1)0- B/q)+h cof( +1)0+ @/ q)+ 8 sdn-1)6 +]

Ar'™a, (1-A)sen(( 1)+ B/q)-b, se £+1)6- &q)+ & cfs—1)6 +]

. (4.12)
pr#d, (1-p)cos(( - 1) 60— B/a)+q cof( tu)0+ @/a)+ 8 cds-lu)6 +
,ur”l[dz(l—,u)ser((l—,u)8+ 29/q)—cZ se(( 10)6- Q/q) @ sén-1)6

1, =Ar''[-a, (A -1)sen(( 1)~ P/q)+h se( £1)6- @q) 4

Ar'fa, (A -1)cos((1-1)6- B/q)+b, cof( £1)6- &/q) % (4.13)

pr-d, (u-1)sen(( = p)6- B/a)+c sef( +u)o- @lq) 4
yr”‘l[dz(y—l)cos((l—,u)ﬁ— 229/q)+cZ co%( )6~ Q/q) ]

Por meio da transformacéo de coordenadas cardsséan coordenadas curvilineas pela

a equacao (3.14) resulta a seguinte relagédo par@oadenadas e v em coordenadas polares
ree.

. G\t N\ g . 9
xeriy = (u+ v)a = (e Jo = [""Sa " Se“&] (4.14)

Seja a condicao de contor(‘qu)u:% = (rw)mb =0 que resulta da condicao de tragao livre

na superficie do entalhe. As tensfigese o, séo escritas pelas tensdes e r, em

substituicdo das condi¢des de contornade, e v=0 emr =r, € §=0°, respectivamente.

(04) v=, = (cr,,)g::goq =0 (4.15)

v=0

(O s =(90) g = (4.16)
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Por meio da diferenciacéo das equacdes (4.15)6)(dstabelece duas novas condi¢des

de contorno. Outras duas novas condi¢cdes de cantesultam do limite das tensbes e

o, emu=u, e v>>y que resultard em - » e §=xq7/2 em coordenadas polares.

or or, 1
e 4.17
( ov ju:% ( 06 qaggjr:ro ( )
v=0 6=0
00, do, 2
w | o T2 4.1
( ov ju:% ( 00 qrr‘g}r:ro ( 8)
v=0 6=0
() u=e +(0u) =y = lim (rg,)+ lim (ro,)=0 (4.19)
e e gz?qnﬂ ;:fqn/z
(7w) u=w =(7w) = = lim (r#7,)- lim (rr,)=0 (4.20)
e e gifqn/z [qi?qn/z
() v=p = lim (r“agg)= lim (r“aﬂg)=0 (4.21)
o o a2 o tam2
() v=e, = lim (rHr,g)= lim (rHr,g)=O (4.22)
V>t r9:031177/2 re:?qn/z

Os parametros dos modos | e Il sdo obtidos pdlg&m das condi¢cdes de contorno. Os
parametros dos modos geométricos sao obtidos petetantes a, b, ¢ e d subscrito pelos
indices 1 e 2 para os respectivos modos. As exjgegsara as constantag by, ¢; e d;
surgem das equacgoes (4.15), (4.17), (4.19) e (4Q@fNsequentemente, as constaate$,,

c; e d, resultam das equacdes (4.16), (4.18), (4.21)22)4.
O coeficiente assintotica e o coeficientey sdo reescritos em fungéo dos indices 1 e

2, pois facilita a distingdo de todos os paramegmogolvidos na distribuicdo da tenséao. O

coeficientey é também obtido por estas condi¢cdes de contorno.
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4.2 MODO |

Sejam os resultados das equacobes (4.15), (4(I72@ gque determinam as constantes e

0 coeficientexy para o modo de tragdo. As equacdOes sao multipkcpdlo fatorl/a, para

facilitar a obtencao destes parametros.

(Juu)“:% :(a-rr)rzuOq :/]ro/]l[(3_/])_ﬂ}+’ur ”{_1(3—;1)_&}: 0 (423)
- a a
(%] 0= A M- o 2 e ) A )+ B
oV Juz 3 g 3
e B (4.24)
T () e )| - 1 ) + 5
a 3 q a a

A1
/1er '

(%] 0= A+ 2 e AR )+ 2

(4.25)

G _ Iulrolj1 - [ﬁ(
q

4. d 2 G
g T (L )+ (1 )] 1+p)+—2]=0
18 ai( ) al( ) ) a

(7w) u=w =(7w) mu =0=24r % [a, (1-A,) ser{( 4,)qrr/ 3+b, sef{ 44,) gt/ )2+ (4.2
244, (1- 1) ser(( & 44) ot/ 3+, sef{ 4u,) a7/ 21 '

(7w) u=w =(7w) mu =0=24r % [a, (1-A,) ser{( 4,)qrr/ 3+b, sef{ 44,) gt/ )2+ 4.27)
24, (1- 1) ser(( & ) o/ 3+, sef{ 4u,) a7/ 21 '

0,) v +(0,) e =0=24r"*[a,(1-A,) cod( £ A,)q77/ 2+b, cof tA)qr/ R4
(@), *(0u) s, aeAyeod(£A)ar b o 1) B4

244[d, (1+ p,) cos(( + 1) ) 3+, cob( 2u,) ar/ P ]

Devido as condi¢cbes nulas paras as igualdadesaatiios os termos que envolvem

r“» e r'4 e por consequéncia=r, ndo sdo nulos, de maneira que, os termos muiguE
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por eles sdo nulos. Logo, € possivel estabelecex prmeira relacdo em funcdo do

coeficiente assintético.

b =-a(1- 1) ser(( & ”/ a—q(l—/ll) X, (4.29)

ser( 7/ 2

Um novo parametro € desenvolvido a partir do dangld abertura e seu respectivo

coeficiente assintotico.

__ser(( +A)am/ 3
Yo = sen(( ¥ A)am/ 3 (4.30)

Outra relacgédo é facilmente estabelecida em fudgameficientey, através da equacao

(4.23) e pelo novo parametpp .

¢ =- 2 o, ((3-A) ~ (1= A) X))+ di(3-1) (4.31)

1

A substituicdo das novas relageshdes c; em fungdo do parametrp na equagao

(4.25) estabelece a equagéao do coeficignte

-1 (4.32)

Reagrupando os termgse A, na equagédo (4.24) e criando variaveis auxiliamsac

Xi» Xa © Xy AS NOvas variaveis sao expressas pelo parametreoeficiente assintética, e

expoentey, .

Xa = (1_/'/1)2 _é(l"' /Jl)} [(3_/]1) _)(bl( 1_/]1):| _( 3_/]1))(1 (433)
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X :{M} [(3_/]1)_/“11(1_/]1)}_)(1 (4.34)
X = (1_/]1)2 +Xb1(1_/]12) _%(1"'/]1) _T]:l-)(bl( 1+/]1) (435)

As novas variaveis facilitam escrever as conssante d; de maneira compacta em

funcao de todos os parametros envolvidos.

/]r/]l—/-ll
G =m)(clai (4.36)
1
_ ARG 4.37
1 4/11(q_1))(d1a1 ( 3 )

4.3 MODO I

As constantesy, by, ¢, e d, sdo obtidas de maneira semelhante as constan& s par
modo |, ou seja, trata-se de problema de solugaétsca. As equacdes principais sédo obtidas
pelas condi¢cdes de contorno.

(7)) v=w =(700) o =/1r0"1[—a2 (1-2)+ bz] + ,uro“’l[—dz(l— u)- cz] =0 (4.38)

v=0 6=0

=0=/er‘1[a2(3—/l)(1—/l)+b2(1+/l)—§[—a2(1—/l)+ b] [}
(4.39)
,uro”'l[dz(3—,u)(l—,u)+C2(1+/])—§[—d2(1+ H)+ Czﬂ

(Juu)vlgl‘g =0=/]2[a2(1+A2)SeI'(( ¥ 4,)anf a_bz Coé( t1,) ar/ )2"]

(4.40)
e (d, (L+ ) sen((  p,)am/ 3-c, sef( tu,) ar/ P
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Ty)u=p =0=Ar"*[-a,(1-1,)cof( £ A,)arm/ A+b, cof( £A,) g7/ R4
(7o) sz = ( {( /3 é( - (4.41)
,uz[_dz(l"'/uz COS( 1_/‘12 O|7T/3+C2 Coé a::uz CYT/ )Z]

Estabelece um novo paramejrg em fungéo da constartig

b, =-a,(1+4,) z:% Jarr g =-a,(1+4,) x, (4.42)

Um novo parametro € desenvolvido a partir do dangld abertura e seu respectivo

coeficiente assintotico.

_ _ser(( +A,)am/ 2

X = sen(( ¥ 4,)q7/ 3 (4.43)

Novas variaveis auxiliares,, x., € x,, Sao criadas para obter as constactesd,. A
variavel y, é desenvolvida de maneira que os paramefpse yx,, sejam expressos de

maneira compacta.

Xe2 = (:Uz _1){(1(;1%3)_2} [(/]2 _1) _Xb2(1+/]2)]+(1_//2))(2 (4-44)
Xaz = _{q(]ﬁT’LIZ)_Z} [(Az _1) =~ Xo2 (1+/]2)] X2 (4-45)
Xo =(3=1,) (1= 2,) = X0, (1+ 1) +§(1—/12)+—§)(b (1) (4.46)

As novas variaveis facilitam escrever as conssagitee d, de maneira compacta em

funcéo de todos os parametros envolvidos.

c :M)( a, (4.47a)
2 4ﬂ2(ﬂ2_1) c2
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A, (4.47b)
4p2(y2—1)

O expoentey, € obtido maneira implicita na equacéo a seguir:

{q(]ﬁ—,uz)—z}[/lz 1-p, (144,) - 52]}(1— 1) co{%( 1‘#2)) +

q

{q(—3+,u2)—2

q

(4.48)
}[,u2 ~1[ 4, —1—)(b2(1+/12)+(1—;12)£2]} co{%-[( i-,uz)jd ,=

4.4 COMPORTAMENTO DOS PARAMETROS

Os principais parametros da distribuicdo da tepséa os modos | e Il sdo apresentados
na Tabela 1 e Tabela 2. Os angulos notaveis déuadelo entalhea sao as referéncias para
a construcao das tabelas em funcdo da severidadetalbeg. O parametro geométriapé

funcdo do angulea conforme a equagéao (3.12).

Tabela 1- Parametros para distribuicéo de tensé&o para o inodo

20, q M K1 Xox Xt X1

0° 2 0,5 -0,5 4 1 0,7850
300 1,8333 0,5014 -0,4561  3,7907 1,034 0,6917
45° 1,7500 0,5050 -0,4319 3,5721 1,014 0,6692
60° 1,6667 0,5122 -0,4057 3,2832 0,970 0,6620
90° 1,5000 0,5448 -0,3449  2,5057 0,810 0,7049

120° 1,3334 | 0,6157| -0,2678 1,5150 0,570 0,8779
135° 1,2500 | 0,6736| -0,2198 0,9933 0,432 1,0717
150° 1,167 0,7520| -0,1624 0,5137 0,288 1,4417




Tabela 2 - Parametros para distribuicdo de tena@ogmodo I
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20, q A2 W2 Ab2 Xez X2

0° 2 0,5 -0,5 1 -12 0

30° 1,8333 0,5982 -0,4464 0,9212 -11,3563,3506

450 1,7500 0,6597 -0,41189 0,8140 -10,1878,4510

60° 1,6667 0,7309 -0,3731 0,6584 -8,3946 -0,4788
90° 1,5000 0,9085 -0,2882 0,2189 -2,9382 -0,2436
120° 1,3334 1,1489 -0,1980 -0,3139 2,5604 0,5183
135° 1,2500 1,3021 -0,1514 -0,5695% 8,7371 1,1362
150° 1,167 1,4858 -0,1034 -0,7869 12,9161 1,93V6

Todos o0s parametros e expoentes apresentados b#aTh podem ser expressos
graficamente pelas equacdes (4.23) a (4.26) atgageselacbes do mesmo com o angulo de
abertura2ea . Inicialmente, todos os parametros sao relacian@dom coeficiente assintotico

A e a severidade do entalge Os parametrosy,, x, € x, ndo tem significado quando o
angulo de abertura £ radianos.

As Figuras 18 e 19 mostram qug tem o mesmo comportamento que o coeficiente
assintotico 4, com escalas diferentes para 0 mesmo angulo déuabeJuntamente, o
parametroy, e o coeficientel sdo importantes para determinar os paramegros y, € 0

expoentey .
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0,75

0,70

0,65

0,60

0,55

0,50

T T T T T T T T T T T T T T T 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160

2a[°]

Figura 18 — Coeficiente assintotico para o modo I.

O coeficiente assintético € o autovalor positieratrente da solugdo das equacoes
(B.5) e (B.6) para os respectivos modos | e |l géi@rehtes angulos de abertura. Os limites

para A, séo 0,5 par&a =0 e 2a = radianos. Quanda, é igual a 0,5, um caso particular

estudado pela Mecanica da Fratura Elastica Linearr®, o entalhe é tratado como uma

simples trinca.

T T T T T T T 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160

20 [°]

Figura 19 — Paréametrg, para o modo I.

O expoentei é relevante, ou seja, quando a presenca de undeaiurvatura no

entalhe em V é também relevante. Isto ocorre quan@io de curvatura é diferente de zero.



53
Caso contrario, o segundo termo da equacéao (3&2jem significado, ou seja, desprezam-se

as fungdesy, (6,a). Figura 20 representa o comportamento deste aig@eem funcéo do

angulo de abertura. Os limites giesao -0,5 paraa =0° e 0 para2a = i radianos.

0,04
0,1

0,2

H,

0,3

0,4

B - e
0 20 40 60 80 100 120 140 160

20 [7]

Figura 20 — Expoentg/ para o modo I.

As Figuras 21 e 22 mostram 0 comportamento doscea@es X, e X; para o primeiro

modo geométrico, respectivamente.

4,5 -
40
351
3,0—-
2,5—-

2,0

Xcl

1,5
1,0 H

0,5

oo+ ¥—¥——5—
0 20 40 60 80 100 120 140 160

2a [°]

Figura 21 — Parédmetrg, para o modo I.
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Figura 22 — Paréametrg, para o modo I.

Pelas Equacdes (4.33) e (4.34) os coeficiente® x,, apresentam o termg,, que
influéncia diretamente os valores dos mesmos. @npetro x,, € 0 Unico que apresenta o
comportamento parabdlico e tem um valor maximoreifee de2a =7 radianos e2a =0

radiano. O maximo valor ocorre e = 77/2 radianos.

O parametroy,,, 0 expoentel, e coeficiente), apresentam minimo ema =0 e
maximo em2qa = 7 radianos. Enquanto, o parametyg apresenta condigdo inversa para o

minimo e maximo valor para os angulos de aberAufeigura 28 indica que o coeficiente,

0 expoentel, e parametroy,, apresentam valores proximos, enquanto o parameiro

apresenta as maiores diferengas.

Diferentemente do modo |, o coeficiente assinbotio modo Il assume valores maiores
que 1, devido as trincas por cisalhamento plandet&rminacdo do mesmo ocorre atraves de
problemas de autovalores. A diferenca entre os mb@oll para o coeficiente assintotico é
sinal positivo e negativo respectivamente na equagdiacteristica. Os valores maximos e
minimos ocorrem respectivamente eam=0 e 2a = radianos. A Figura 23 ilustra este

comportamento do coeficiente assintético para arsdgmodo geométrico.
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1,6

1,44

1,2

1,0

0,8 1

0,6 1

o
0 20 40 60 80 100 120 140 160
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Figura 23 — Coeficiente assintotico para o modo Il.

Em consequéncia do coeficiente assintoticoos parametrog,, e x, sdo obtidos. Os

comportamentos destes parametros estao represemi@si&iguras 24 e 25.
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-0,6

0,8
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N
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Figura 24 — Parametrg, para o modo Il.
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Figura 25 — Expoentg/ para o modo I

De maneira analoga ao modo |, os coeficientese x,, possuem significado quando

o raio de curvatura do entalhe em V é diferentealle. Estes coeficientes estao representados

nas Figuras 26 e 27, respectivamente.

2,04
1,54

1,04

Xaz

0,54

0,0+

0,5

T T T T T | — T T | — T T 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160

20 [7]

Figura 26 — Parametrg, para o modo Il.
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0 20 40 60 80 100 120 140 160
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Figura 27 — Parametrg, para o modo |l.

Os parametrosy,, e x., apresentam valores negativos para 0S mesmos pontos
enquanto o parametrgy,, apresenta comportamento contrario. Aproximadamesite
2a =100° ocorre & mudanga deste comportamento para estgsati@metros. O parametyg
tem comportamento diferente quando comparado codosnbe Il. Os parametrog, € x.,
apresentam semelhancas graficas, pois apresentaimimmo e maximo enea =7 € 2a =0
radianos, respectivamente, de maneira que, os par@nmencionados tém uma relacao
descrente com o angulo de abertura, a mesma retagfioo coeficiente assintotico e a
severidade do entalhe.

As Figuras 28 e 29 representam o comportamentocdefcientes que compdem a
funcao de distribuicdo de tensdo em entalhes emsMrodos | e Il, respectivamente. Exceto

o coeficientey,, ndo é representado na Figura 28 em virtude daseslelativamente alto

guando comparado com os demais coeficientes.
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Figura 28 — Todos os parametros para o0 modo |.
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Figura 29 — Todos os parametros para o modo Il
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4.5 FATOR INTENSIDADE DE TENSAO

As constantesy e a, compdem as func¢des angulares da distribuicéo rifidee os
fatores de intensidade de tensdo para estes m@doss e Mendelson (1972) definiram os
fatores intensidade de tensédo para os modos | & phartir da definicdo classica para os

mesmaos.

K, = \/Zrling (Op) o T (4.49)
K, = \/Z'rling(rm)szo % (4.50)

Os fatoreX, eK; descrevem o campo de tensdo sdo somenter patg mas também
para todo volume finito ao redor a ponta da trinQuando a constante; deve ser
determinada pela conveniéncia da distancia a pdatiextremidade da trinca quando os
campos de tensao ao redor e no entalhe sédo pratitaoincidentes.

As expressdes para os fatores intensidade deotgrasd os modos | e Il resultam da

substituicdo das tensoesg e r,, das equacdes (3.27) e (3.28) respectivamente.

K, = AN2m[1+ A+ x,,(1- 1) Ja, (4.51)
Ky ==LV2r[(1-1,) + x,,(1-1,) ], (4.52)

As constantes; e a; sdo obtidas a partir do fator intensidade de teis& K, dos

coeficientes assintéticog e A, ,e dos parametrog, e x,, (Atzori et al., 2001).
A constantea; também pode ser obtida quandg para a condicd@=0° assume o

valor maximo para esta condicéo, ou seja, a te(isgp_ = o,

a, = O max (4.53)
Arg 7 (1=2) + xoa (2-1,) +[(1+ H) Xa 1+Xcl]{4(qq_ 1)H
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Enquanto, a constande ndo é possivel determinar de maneira analoga coonsiante

a; pela tensdo presente na ponta do entalhe. A cwesia € determinada de maneira

experimental, quando a tens&@g é determinada indiretamente pelo teste losipescde

deseja-se obter o modulo de cisalhamento, e tanpleémexpressao do fator intensidade de

tensad;. Os maiores detalhes séo descritos no sexto tapitu
Ao considerar uma finita com um entalhe curvilime angulo de aberturar =90 e

para um ponto geométrico definido para3p em modo |. As tensdes,, g,, € r,, S80
expressas em fungcdo do quociente das mesmas ca@nsaot maximao,, .Todos o0s

parametros que compdem as tensdes estdo presaritabala 1 juntamente com constamte

pela expressao (4.53). A Figura 30 ilustra o cotgpoento das tensdes,, o, € r,, em

funcéo da tensdo maxima, e ponto geométrico=3p de entalhes em V de angulo reto.

GG

015

0,08 *

' ﬁ[rad ]

n

ra] =

Figura 30 — As tensdes principais &= 9¢ em modo |.

Graficos tridimensionais sdo obtidos quando ndarh&alor especifico paraou seja,
nao é definido o ponto geométrico para as tensbesigais. Estabeleceu a mesma relacao
r=3p para o0 ponto geomeétricoa A Figura 31 representa a razdo entre as tenspes

méaxima tensdo normal para placas com entalhes den@vigulo reto e com um raio curvatura

igual 0,65 milimetros em modo de tracao.



61

0,65mm] em modo |.

oee o, para2a=90°e p=

tre as tens

ao en

A relag

Figura 31 —

| para placas

ao norma

tens

7

nsHes maxima

~

A Figura 32 representa a razao entre as te

com entalhes em V de angulo reto e de raio curmagual 0,65 milimetros em modo de

tracao.

0,65mm]em modo |.

og® o, para2a=90e p=

tre as tens

ao en

Arelag

Figura 32 —

tensdo normal para placas

s

nspesmaxima

A Figura 33 representa a razao entre as te

tros em modo de

ime

s

lo reto e de raio curmatgual 0,65 mil

angu

A

com entalhes em V de

tracéo.
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I,

Figura 33 — A relacédo entre as tensdgs o, para2a =90 e p=0,65mm] em modo |.

A mesma distribuicdo descrita no terceiro capipdoa entalhes em V é vélida para
descrever o comportamento de trincas em modo Itpel&a da elasticidade. Por analogia, o

mesmo ponto geométrico=3p. Ou seja, a tensae,, apresenta 0 maximo em=0 e nula

em g=m/2 radianos. Enquanto, a tensay apresenta comportamento contrario para os
pontos de méaximo e de minimo. A tenséo de cisalhamg, é nulaemy=0, 6=m2 e 6=n
radianos, enquanto o valor maximo ocorrede /4 radianos. A Figura 34 ilustra o

comportamento das tensdes principais de entalhe¥ dmtados como trinca devido ao

cisalhamento plano.

M
3- JFE J'(gmax
: - rrf? /{D-m
1f

% % ST;T' Q[rcm’]
—.1.}
z L

Figura 34 — Tensdes principais para trincas em nadmr =3p.
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A presenca do entalhe altera os limites de madmunimo para as tensdes principiais
em trincas. A Figura 30 ilustra tal mudanca no cortgmento das tensdes principais.

4.6 TESTE DE IOSIPESCU

O teste de losipescu pode ser utilizado como wmarhenta no controle de qualidade
apos o processamento de compasitos. O teste Zasg@kem condicdo do regime elastico e em
condi¢cOes de ruptura para avaliar a resisténciesathamento. A distribuicdo de tenséo em
entalhes em composito laminado reforcado com tesédfibras de vidro/epoxi sob a agédo do
cisalhamento plano caracteriza o segundo modo geome

Ao realizar teste de cisalhamento nestas lamiaaoohpésitos é recomendavel utilizar
o sistema de referéncia radi&d) e tangencial ) como esquematizado na Figura 29. Para o
composito a referéncia longitudinal sera adotadadiregdo de empilhamento das camadas.

Por exemplo, a tensdo de cisalhamento é desigaia: ¢, ., ou 7 Isto é, a tenséo de

R45°
cisalhamento vem acompanhada de dois indices #iolsstrou R, seguido do angulo de
retirada da amostra na lamina, marcado a partoriéatacdo do urdume. O primeiro indice

indica o sentido da aplicagéo da carga que causalhamento na amostra (Souza, 2006).
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Tromao

rR,90° I:

Tr o

TT.OO
urdume

Figura 35 — Disposi¢cao e nomenclatura utilizadaamunto de amostras. (Souza, 2006)

A geometria da amostra apresenta-se na FigurAl§éns parametros geométricos sao
definidos como a profundidade do entalhe, o andalabertura2a = 9¢°)e distancia a partir
da extremidade do entalhe{y< H/2). De maneira que, as amostras de referéncia radial
tangencial tém perfil simétrico em relacdo ao Bistecartesiano e também geometria
semelhante. Os compdsitos utilizados neste trab&dham laminados em 8 camadas,

mantendo o urdume a 0 °, resultando em uma espeassorinal de 5 mm (Souza, 2006).

=i
Tty £]
o 3
- _ N‘J £
h F
U\l
.jD-I:I.EErnm T ﬁ E 3
38,1 mm £
JE,2 mm
- - 2.0mm

Figura 36 — Geometria das amostras. (Souza, 2006)

Ensaios realizados por Souza (2006) mostraram quelay maximo da tensdo de

cisalhamento ocorreu nas amostras com angulos Yeedée fato se deve a varios fatores
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relacionados a cada amostra como, orientacdo Heas firesisténcia de cada compdésito,

fabricacdo, tamanho da amostra, etc. Ou seja,ai@dades mecanicas estédo relacionadas
ao grau de anisotropia do material. No momentodiasussdes estdo voltadas para as
amostras de referéncia radial e tangencial, por uezaque as tensdes de cisalhamento
sofreram um acréscimo de tensfes combinadas pia®qaor torcdo e tensdes residuais.

Estas amostras encontram em destaque na Figuel@Eepangulo tracejado.

As respostas da forca em funcdo do deslocamemtogsaamostras, € 7, ., (de

referéncia radial e tangencial, respectivamentejtram que possivelmente ocorreu com o
aumento da carga aplicada uma propagacéo de trenéss0 causou uma instabilidade na
resposta (pontos indicados pelas setas). A partyréfico apresentado na Figura 31, pode-se
notar que para a carga aplicada de 4140N ocorrengeipa instabilidade na resposta da
amostra de referéncia radial. Esta instabilidadie\ddo a presenca de tensfes residuais na
lamina, a qual se manifestou provocando curvatassamostras apés o corte. Como resultado
desta curvatura impediu que as faces de apoiosnuasta no dispositivo de teste
permanecessem paralelas apds o corte. Utilizandes@osta apresentada na Figura 31, a
deformacgédo especifica correspondente é da ordeBb4&2uc. A tensdo de cisalhamento,
nesta condicdo, é de 68,84 MPa.

A1 40N
5030N

. \\ e

) P
2 . —
g 3
g 2 L

1 /

0 -f/ : , . . . .

0.0 0,5 1.0 1.5 2,0 2,5 3,0 3,5

Deslocamento (mm)

Figura 37 — Forca em funcédo do deslocamento panaostra de referéncia radial. (Souza,
2006)
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3093, 6 €
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'\
2546,2 e

>

Deformacio (pg)
Figura 38 — Deformacao para a amostra de referéraia.réSouza, 2006)

A partir do grafico, apresentado na Figura 37, psel@otar que para a carga aplicada
de 5070N ocorre a primeira instabilidade na respdatamostra de referéncia tangencial, a
gual levou a amostra a falha. Utilizando a respaptasentada na Figura 38 correspondente
deformacéo é da ordem de 350{i#4 A tensdo de cisalhamento nesta condicdo é dd 84,2

MPa.

Forga (KN)

—= M o = o 3

ot

00 05 1.0 1.5 20 25 30 35
Deslocamento (mm)

Figura 39 — Forca em funcéo do deslocamento panaostra de referéncia tangencial.
(Souza, 2006)
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=3
3093, 64uE
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Deformagao (pe)
Figura 40 — Deformacao para a amostra de referémogencial (Souza, 2006)

Os valores das forcas e deformacdes para os caldasotensdes de cisalhamento para a

regido analisada na lamina, séo apresentados m¢alab

Tabela 3 — Valores experimentais para forcas, defodes e tensdes de cisalhamento.
(Souza, 2006)

Amostra de referéncia Forca, N 2 &, UE 57, MPa
radial 5030 3093,6 83,65
tangencial 5070 3501,4 84,56

'Forca obtida do grafico forca em funcéo do desl@ram— Teste losipescu;
> Deformac&o obtida do grafico tempo em funcéo dardedcio;

*Tens&o de cisalhamento obtida das equagdes:

| _£,-2,3795 y5d
R,45 36,952 ( . )
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. fn -1,5843
T.4¥ 41,56

(4.55)

As amostras de referéncia radial e tangencial ampassentaram comportamentos
proporcionais na regido elastica, entretanto, comuroento da carga aplicada, em condi¢céo
nao elastica, ocorreu 0 aparecimento de microsircgue levou a falha das amostras por
tensdo de tracdo com o aparecimento de trincaslgganvisiveis. Portanto, a carga aplicada
foi reduzindo gradativamente em consequéncia daapeia integridade estrutural das
mesmas. Para as amostras de referéncia radiagjentaal, o crescimento das trincas ocorreu
aproximadamente ao redor do angulo de 45° da didg&arga aplicada (regido do entalhe —
seta,i), nos pontos de apoios das amostras, como indpalds setas nas Figuras 41 e 43.
Observa-se, ainda, a ocorréncia de tensdes elegtadasnagamento na amostra de referéncia
radial de ambos os lados do entalhe e na regidquematua a reacdo de apoio préximo ao
entalhe. Também, pode-se observar que, dependendace considerada neste estudo, o
aparecimento de trinca na raiz do entalhe podarageposicdo da tensdo de esmagamento.
Este fato mostra que no compdsito havia tensdadueds originadas durante o corte,
responsaveis pelo aparecimento de uma curvatueanoeatra de referéncia radial. Este fato
nao ocorreu para a amostra de referéncia tanger@mh 0 aumento da carga aplicada
observa-se a presenca de propagacao de trincasdao da raiz dos entalhes e pontos de
reacfes de cargas nas amostras na regido de figdagdmesmas no prendedor mével do
dispositivo de ensaio. Dois fatores contribuiramapesta ocorréncia, possivelmente poderia
ter ocorrido um crescimento de trincas, entre unwpulacdo de microtrincas ou
deslocamentos das camadas nas amostras, comalagljgalas setas conforme as Figuras
42 e 44.
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Figura 41 — Faces laterais da amostra de referéadia. (Souza, 2006)

Figura 42 — Faces de apoio da amostra de referéautia. (Souza, 2006)

Figura 43 — Faces laterais da amostra de referéugencial. (Souza, 2006)
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Figura 44 — Faces de apoio da amostra de refertamgancial. (Souza, 2006)

4.6.1 Distribuicdo de Tenséo

A distribuicdo de tensao para o segundo modo gemmélescrita anteriormenteo
terceiro capitulo é avaliada para dados experineatavés das amostras de referéncia radial
e tangencial. Pela condigdo de contorno, a gecen@ais amostras, resulta a distribuicdo de
tensdo para um angulo de abertesre= 9¢° . Todos os parametros desta distribuicdo presentes
na tabela 2 sdo substituidos na equacéao (3.28).

o, " 1,9085sen(0,09%5 )) sen(1,9@85 |)
o, =Ar*"a,|{2,0915sen(0,09¥6 + 0,4177706 -sen(l, D85
L% D 1,0915c0s(0,09% |) cos(1,9m ( )
1 (M -0,17339sen(1,2882 ) sen(1,2882 |)
Ar%7a, —mi—) -0,80100sen(1,2882 :}+ 2,9382 -sen(l, 2882 |)
N ~0,31380cos(1, 2882 |) cos(1, 2887 )

Analisando a distribuicdo no plano bissetor doalbet quandog=0°, implica na
existéncia de Unica tens&n,, de maneira generalizada a tensdo de cisalhaneeptara

guaisquer angulos de abertura e raio de curvatura.
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-
olq‘

Hy

(7)o :/]Zraz—lazl{(l—/]z)+Xb2(1+/]2)}+{4( 1_1)( J“Z ? (Xdz(]_—,uz)_)(cz)}] (4.57)

Reescrevendo a equacéo (4.56) pela definicagadpartir da equacao (3.17) e também

pela simplificagdo do acréscimo de um novo tewno

=Ny
(7.6, :Azr”Z'laZ[l—/lz+Xb2(1+/12)][1+w2((q?r1)pJ ] (4.58)
Onde,
_ 1 Xaz (1_/12)_Xc2
@, =
4(:“2 _1) 1_/]2 +/Yb2(1+A2)

Uma simplificacdo na equacéo (4.57) ocorre, quandaio de curvatura meédio- 0,

pois este novo terng sera nulo.

(706) gy = Ao 272, [ (1= 2,) + Xop (14 4,) ] (4.59)

A generalizacdo para o fator intensidade de tepsdia o modo Il esta associada a
presenca do raio de curvatura, de maneira quesaxiduas formulacdes possiveis analiticas.

Designa-se pok; e K| o fator intensidade de tensdo em segundo modoé&dgomdevido

a auséncia do raio de curvatura médi@ a presenca do mesmo, respectivamente.

KY =\/§T!i[rgrl"2 [(76) 50 | (4.60)
KY , =v2mlimr [(16) o | (4.61)

r-rg

Ky ==AN27[1- 2, + x,,(1+ A,) ]a, (4.62)
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Estas expressoes possibilitam determinar a cdeséanfundamental para descrever o

comportamento das tensoes, o, € r,,. Reagrupando as equacdes (4.62) e (4.58) resaltara
expressao generalizada para constante
KV

i _/]2\/57[1_/]!’:)@2(14'/]2)} (4.63)

&

A razdo entreKY

1 ,/K/ € estabelecida paraa =90 independente da tenséo de

cisalhamento no plano bissetor. A representacéta dasdo entre os fatores intensidade de
tensdo ocorre na Figura 45.

Kyl , 0,5692065

i 4.64
KY ~ 0,5692065 0,081682352° (4.64)
v
Kﬂ,p I
v —
Ky /
0.8
0.4
0.z
2r
I:l - I 1 N —
i} oz 0.4 - s . H

Figura 45 — Raz&o entre os fatores intensidaderdg#io para modo Il para=90°.

As tensfes cisalhantes das amostras de refen&uta e tangencial apresentadas na
Tabela 3 sao tensdes calculadas no plano bisgefjantamente a substituicdo de todos os

parametros referentes ao angato=90 compde a expressao @¢ , para estas amostras, de

maneira que, € possivel estabelecer a distribudgatensédo para as amostras de referéncia

radial e tangencial, desde que seja estabelecidadisténciar =H/2 a partir da extremidade
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do entalhe. A tensdo norma), em funcdo da coordenada potae distanciar =6,15mmpara

a amostra de referéncia radial é representadd-jplea 46.

G0
&0
30

=)

Wl A
ra
-

= : ﬂ[md]

Figura 46 — Tensée,, na vizinhanca do entalhe da amostra de referéadial.

As tensbes normaig, e r,, da amostra de referéncia radial sdo represenfalas
Figuras 47 e 48, respectivamente. Estas tensdegmsédfuncado da coordenada polare

distanciar =6,15mm.

, [14Fa]

125
100
75
50

5

el
ol =
@
5
u |
e
—_—
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)
=
—_—

=25

Figura 47 — Tens&e, na vizinhanca do entalhe da amostra de referéadial.
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a0
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a0

z0 F

o] =
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r " B[rad]

-z0 b

—an |

Figura 48 — Tenséo, na vizinhanga do entalhe da amostra de refer@eciadial.

Por analogia, determina-se a distribuicdo dasoems, , o,e r, da amostra de

referéncia tangencial. A tensdo normgl em funcdo da coordenada polare distancia

r =6,16mmpara a amostra de referéncia tangencial € repestepela Figura 49.

&0
)
30

0

2n 2 t?[md]

Wl
ra] =

Figura 49 — Tenséde,, na vizinhanca do entalhe da amostra de referésmugencial.

As tensdes normais, e r,, da amostra de referéncia tangencial séo represenpeelas

Figuras 50 e 51, respectivamente. Estas tenséesnsdancdo da coordenada polare a

distanciar =6,15mm.
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Figura 50 — Tensée, na vizinhanga do entalhe da amostra de referémogencial.
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Figura 51 — Tensé&o, na vizinhanca do entalhe da amostra de referémogencial.

Para uma melhor avaliacdo da distribuicdo de tepsdia as amostras de referéncia

radial e tangencial, o mais indicado é expressaficgmente as trés tensdes principajs
o, € 1, Simultaneamente. As Figuras 52 e 53 representaongortamento das tensdes

principais para amostras de referéncia radial getacial, respectivamente.
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Figura 52 — Tensdes principais para amostra defrefa radial.

MPa

100

I
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'y 8 H[r“ad]

Figura 53 — Tens0es principais para amostra defrefm tangencial.

O mesmo procedimento é valido para diferentes laagde abertura. As maximas

tensdes de cisalhamento sdo estimadas pela cuteadincia do ensaio de Souza (2006). A

generalizacdo da raz&o entre os fatores intensidiadensac /Ky € expressa em termos

Ihpo

dos parametros da distribuicdo da tensdo. Desdeagiemsao de cisalhamento seja a tenséo

no plano bissetor.

KV

e —

[1-4, * X, 1-4,)]

Ky

[1-4, X, @=A)l+

(/12 _/‘z)
m [xdz(l—uz)w%]}

(4.65)
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Apresenta-se a razdo dos fatores intensidadend@depara os angulos notaveis 30°,

45°, 60° e 90°, a partir da equacéo (4.65) e dodnpetros da distribuicdo de tensdo para o
segundo modo pela Tabela 2 para uma distanciaebstadar =H/2 a partir da extremidade

do entalhe. A Figura 54 ilustra o comportamentoraigfio Ky /K, para alguns angulos

notaveis.
Kg,p 20, =0°
. //ﬁx-”“f
f// 20 =60°
o 20 =90°

2r
H i
0 0.z 0.& -3 0.8 1 H

Figura 54 — Razao entre os fatores intensidaderdgio para modo |l.

A Tensdo de cisalhamento em funcdo do &angulo dentacdo das fibras esta
apresentada na Figura 55. O maximo valor da tedsacsalhamento ocorre nas amostras
com angulo de 45° e os valores minimos para adahs&isalhamento ocorrem para angulos
0° e 90°. A Tabela 4 também apresenta os valones gaazao entre fatores intensidade de

tensdo para a condicao=H/2 e pela auséncia e presenca do raio de curvatusayma

angulo de aberturaa =90 .
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Figura 55 — Tensao de cisalhamento em funcéo dd@de orientacdo. (Souza, 2006)

Tabela 4 — Valores estimados para tensdes de &isatito para amostras coa=20°.

20 fMPal - Ky /K (2H=1) | Ky, [MPamP®]
0° 58,05 0,776356 8,05417

30° 77,27 0,776356 10,72086

45° 84,89 0,776356 11,73232

60° 78,18 0,776356 10,84712

90° 54,70 0,776356 7,58938

O fator intensidade de tensao pela presenca dmionde curvatura designado pef
é determinado pela raz&q) ,/K/. A determinacdo da constanée pela substituicdo dos

parametros da distribuicdo de tenséo e do valeermmsio de cisalhamento na equacao (4.63)

possibilitara calcular o valor do fater/, através da equacgéo (4.62).
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4.7 ENTALHE HIPERBOLICO EM CHAPAS

Neuber (1958) estabelece uma formulacdo genérisa p funcdo tensdo. Esta
formulacdo atende as diferentes configuragfes geicas dos entalhes. A expressdo geral
para as funcdes tensdo é composta por quatro fmgdmonicas. Esta funcdo é a resolucéo
de problemas de solidos de revolucdo gerados pérhiules e elipses devido a tracao, flexao,

torcédo ou forca cortante transversal ao eixo.
P= G +XB+ yp,+ 7, (4.66)

Para o caso, de tensdo plana, as fungdeg, sdo nulas. A funcde € nula, pois a
funcéo torna-se independentezienquanto a funcég € dependente deey. Logo a funcao

tensao resultara:
=@ +xq (4.67)

As coordenadas curvilinease v sdo referéncias para o uso de funcdes harmodnicas
complexas na distribuicdo de tensdo em solidos bénems pela presenca de entalhes. De

maneira que, as coordenadas cartesianay sdo funcdes destas coordenadasx(u v) e

y=y(u V). Neuber (1958) estabelece as tensGes normais isaleacnento em coordenadas

curvilineasu e v em funcdo dos moédulos de transformad@icee N, para uma especifica

funcdo de tensdo. Como apresentado no capituls 3ndmulos , e h, s&o idénticos e

simplesmente designados gorO modulo de transformagédo depende da escolha #gutapr
do sistema de coordenadas como eliptico, hipedoparabdlico ou combinagdo destes

sistemas.
Sejam as expressdes genéricas para as teflsped,, e 7, independente do sistema

de coordenada curvilineo.

o =i3(16_<o]+_12_1m6_w (4.68)
h,ovihdv) h; R dudu



g =1 0[ 10 1 10hdg
" h,oul hou) hZhavov
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(4.69)

(4.70)

As derivadas parciais da funcédo de tensdo emaelag coordenadas cartesianasy

sdo importantes condi¢cbes de contorno. De maneingriga estabelecem-se as seguintes

expressoes para as derivadas parciais.

Jdp 1 axaqo 1 oxdg

ox R avav h?dudu

dp_1 ayaqo 1 o0yodg

oy hV avav h, dudu

4.7.1 Sistema de Coordenadas Elipticas

(4.71)

(4.72)

O conceito sobre coordenadas elipticas é estepdidocoordenadas hiperbodlicas. As

coordenadas elipticas sé@o classificadas como cwaalds curvilineas. As derivadas parciais

das coordenadas cartesiarasy em relagdo as coordenadas curvilineay determinam os

modulos de transformacéo ou fatores de esda@h, para este sistema de coordenadas.

6y 6x =coshu coy
o 0
Q = —2( = -senhu sen
ov ov

ﬂ =senhu sen
ou

(4.73)

(4.74)

(4.75)
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As equacdes (3.6) e (3.7) designam os moédulos rdesformacdo e h,,

respectivamente. A substituicdo das equacdes (€7@).75) na equacdo (3.6) resulta a
expressao pari\J , enquanto a substituicdo das equacgbes (4.73)74)(4a equacao (3.7)

resulta a expressao palfa.

h, =Vcostfu codv+ serfu sén=y/ coah CGos  séah- (1 200 (4.76)

h,=vcosHu codv+ semtu sén=,/ cdah Gos  senh- (1 %co 4.77)

Facilmente, comprova-se que 0s maédulpe N, sdo idénticos e estabelece um maédulo

de transformacdo unico. A relacdo fundamental gppriometria hiperbdlica simplifica a

expressao paia

h=h =h, :\/senﬁ u+ codv (coshu- sedli =)/ sénir 2o (4.78)

As derivadas parciais da funcédo de tensdo emalag coordenadas cartesianasy
para um novo sistema de coordenadas elipticas.bAtiglcdo das derivadas parciais das
coordenadas cartesianas pelo sistema de coordemaslaguacoes (4.71) e (4.72) resultam as

derivadas parciaisg/ox e ag/dy, respectivamente.

g—qozh—lz coshu coyg—w— senh sa%io (4-79)

X L u \A

g_w:h_]; senhu semg—qo— cosh cosaag (4-80)
y L u \a

A escolha da funcdo de tensdo depende da sdlicitagcda geometria do solido

homogéneo.
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4.7.2 Distribuicao de Tenséo

Neuber (1958) estabeleceu a seguinte funcdo dédegnpara uma barra de largura

espessurd com um entalhe hiperbdlico como mostrado na FigiaO tratamento mais
apropriado é o uso de coordenadas elipticas. Tasla®nsidera¢cdes anteriores sdo validas

para a obtencdo do campo de tensdes.

2o

|
5 1O
IjLF(Q
|
S %\ S

i N

Figura 56 — Entalhe externo hiperbdlico em placas.
@ = H,senhu sem (4.81)
@=Hy (4.82)
As constantes reaid; e H, serdo determinadas a partir das condi¢cdes de roonto
Finalmente, a composicao da funcéo de tens&ofeita pelas duas fungbes harmonigae

@ conforme a equacéo (4.67).

@=H,senlu sem+ H,vs enb cog= semhH senH v o (4.83)
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A distribuicdo de tensdo € objetivo desta analmea isto as diferentes derivadas
parciais sdo necessarias para descrever as teflgfgd,, e 7, . Inicialmente, determina-se

a derivada parcial da funcdo de tensdo em relagdmoardenadas e v, em seguida as

derivadas parciais em relagdo as coordenadasiaadesey.

99 H,senlu cos+ H, senh (cas- v se (4.84)
ov
09 _
o coshu H, sen+ H,v cos (4.85)
u

A substituicdo das derivadas parciais da funcéemisiio em relacédo as coordenadas
v na equacoes (4.79) e (4.80) resultam as exprepsd@sas derivadas parciais da funcdo de

tensdo em relacdo ao sistema cartesiano em teenos\d

%:[cosm co¥ (senhH,c os- H, (cas v sen-)) sanh sen (0sH ( ¥sebl cos ) (4.86)
ay h? '

g_f: [cosﬁu co¥ H, sem cos+ H,v cos-) hszénh H( senveesd  senweol v ° @6?4.87)

Ou simplesmente,

Jp_ 1
a—y_F[sethcoshu(lj+ H co$ v} (4.88)

%}=%[cosﬁu cow H,senw H vcosv) sefhu sentf cos B ces B vseny  (4.89)

As condi¢cdes de contorno sdo a tensdo nominalisé¢hamento devido ao esforco
cortante, a propria forca cortarpee condicdes geométricas da placa. A extremidagdada

que contém o entalhe possui a derivada par@@dy nula. Esta condicdo resulta uma

expressao para a constabteem termos da constartte e de um valor constante de= v, .
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0 1
a—ﬂv:vo :F[senhu cosh K, +H, cdsy, ]): (4.90)

Isto resulta:

H, =-H,cog v, (4.91)

A tensdo nominal de cisalhamento serve de com@arpara obter a constantg.
Define-se a tensdo nominal de cisalhamento pel@réarca cortant€) pela regido sem

entalhe. O comprimentd é determinado pela relacdo entre a coordenadasicardy em

relacédo as condi¢cdes de contorno em coordenagiisagiv =\, e u=0.

r =9

nom th = p (4'92)

d = -0 =seny, (4.93)

v=yy

Outra condicéo de contorno é a forga cortghteniformemente distribuida e distribuida
sobre a espessutaEsta mesma forca cortante uniformemente disttdopobde ser calculada
pela seguinte equacgéo (4.94). A forca que atuasmlrcods, arco este descrito no terceiro
capitulo, exercida pelo material situado a esqusotiae 0 material da direita é representado

por Y . Pela teoria elementar da elasticidade:

O resultado desta integral é divido em duas partes:
(a_q,,j =[cosm2 cos;, H, seq+ H,v, cog -) 2se[ih sen HE H, )ops Hv g (4.95)
0X /|, h
(g_@ ) _ [ costtu cos, {H, sen~H,By, cog +i]2 sénh sen H¢ H, )ops H,y, %ﬁr(4.96)
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Realizando a subtracdo dos termos acima, resudtgpeessdo genérica para a forca
cortante distribuida em termos das constariesH,, do modulo de transformacégara um

valor constantey = ;.

-== 2[Zcosﬁu cos, K, sep+ H,v, cog -) 2sénh senH({ H, )eps H,y wg%n (4.97)

A substituicdo da constanté; pela equacdo (4.91) na expressdo geneérica da forca

cortanteQ resulta:

Q_1
t h?

[costfu cody, (M,v,~ B1,, cow, sep-) sénh Sen HA~ H2y  ops g¢ (4.98)

A substituicdo do médulo de transformad@pela equacdo (4.78) resulta uma nova

expressdo para a forca cortante distribu@da.

_% = Zsz‘(’); \ZlHj ZZ:’guseno[cosﬁu cody, + serflu séu | (4.99)
0

Por fim, a relacdo fundamental da trigonometrggetbdlica contribui para simplificar a

expressao da forca cortante distribu@a.

Q. —2H, (v, — cosv, sen, (4.100)

t

A substituicdo da distancid na equacgao (4.92) resulta uma nova expressdoapara
tensdo meédia de cisalhamento. Esta nova expressamgarada com a equacao da forca

cortanteQ/t, e por conseqiiéncia, expressdo da consthréeleterminada por:

H, = —p——t (4.101)

V, —Seny, cosy,

Enquanto, o raio de curvatura do entalpe é obtido pela equacdo (3.11) em

consequéncia da condicao de contowmy, e u=0. A substituicdo de um novo médulo de
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transformacaoh nesta expressao resulta uma relacdo do parametimégrico o de

coordenadas cartesianas em fun¢éo de coordengutasasl

\ 1 - coy sew ‘ _ sen, (4.102)

IREL I
p o Ih* ovlv=y ‘(sent"ru+ codv) (Jsenﬁuﬁu co%v) cos v,
u=0

Facilmente, a relacdo entre 0o comprimethte o raio de curvaturgp é estabelecida
pelas equacdes (4.101) e (4.93).

d _ seny,

L COSy,

sen, = tad v, (4.103)

A partir das equactes (4.78), (4.84) e (4.85)eastesd,, e 0,,, I,, sdo obtidas
conforme as equacdes (4.68), (4.69) e (4.70), ca#speente. Resultando as seguintes
expressdes em funcéo da constaiitedo modulo de transformachice das coordenadase

V.

g, =%senhu sev{m— } (4.104)
g, =%senm sen( cOsy, - 063/) (4.105)
r, = %cosm co&v( cosy, — cés& (4.106)

A maxima tensdo normal ocorre para a condigdoy, em o, enquanto a maxima
tensdo de cisalhamento ocorre para0 em 7, . A substituicdo da constantd, e das
condicOes de contorno nas equacdes (4.104) e (4ébltam as novas expressdes para as

tensdesd e 7, .

(Uuu)v_v0=2{ serfy, ][ senh ]p (4.107)

v, —seny, cog, )| serfu+ cbsy
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(Tw)u_0=-( gl ](COSZ “_Coﬂp (4.108)

V, — SENY Cos Y cod v

Os termos dependentes da coordenadasaparecem na condi¢cdo extrema, ou seja, 0

diferenciala(auu)v%/au € nulo. De maneira analoga, os termos dependdatesordenada

desaparecem quanddr,,)  /ov também é nulo.

sery,

a (JUU )v:v0 —- _2H
- 2

ou (senﬁu+ Co§v0)2 [(SGHHU+ co%vo) cosh- 2sehh cas}w: (4.109)

a(TUU)x:o __ Serv, _
N Hz(vo_semoco%)[Zcos”’vsen cos+ (3 cbg- cog Cos sbn (4.110)

Em decorréncia das condi¢des acima, conclui que:
senfu= cody, = senh=* cos (4.111)
cosv = 3cody, = cos=+y/ 3cog (4.112)

Em consequéncia, as coordenadas cartesiarassao escritas em funcao da relacéo

geométricad/ 0, através das equacdes (4.111) e (4.112), respetiivie.

d

_ _ _ 1 ~
(x),-,, =sentu cos, = cdsy, = sen, cosy = d?% Cop= —9 (d+1j (4.113)
plp
(y),., =costhusem= sep=, 4 3coby s;drv dop—-  2taqs= d,d/éz;;Z (4.114)
0

Em conseqiiéncia, desta relagdigpp as maximas tensées normal e cisalhamento s&o
obtidas em funcéo de parametros geométricos, elimdim 0 uso de coordenadas elipticas para
este tipo de configuracdo. Para isto, € necesgataminar as outras funcdes trigonométricas

em funcéo desta relacao.
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9 tar v, = serfv, _ - coSy, = COSJ, -1 (4.115)
0 cosv,  cosy, I
\ o
\/E =tany, = SeMo _, sew, = dp (4.116)
0 cosy, d,,
0

As relacbes maximas da tensdo normal e cisalhammara um valor arbitrario de

tensdo remotp dependem somente dos parametios 0. As substituicbes de todos os

termos expressos em coordenadas curvilineas poroseexpressos pela relacéal o

determinam tais relacoes.

d( /dﬂJ
Ioas = 4. tany, = PAYP (4.117)
P (d +1j arctan\/H - \/H

P e \Np

fho . 23 B _ zf(dﬂjf

- - P P
P 9 cosy [d + 1) arctan\/H - \/H
P p \p

Como exemplo, deseja-se obter a distribuicdo deate na vizinhanca do entalhe

hiperbdlico cuja relagdo geométriddo ¢ igual 9,46. A partir da equacio (4.103) deteamin

(4.118)

seV, pela funcao trigonométrica inversa e esta condiggodica em valores numéricos para
as constantesl; e H, em funcdo de uma tensdo de cisalhamento remoEnquanto, o

moddulo de transformacéo é funcéo da coordenada

H,=- sen(l, 25647) f7 ~0.988112 (4.119)
1,25647- sen(l,25647)cos(l,25647)

H, =—-cog (1,2564Mi,= 0,09445%¢ (4.120)
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1

= 4121
sentfu+ 0,095588 ( )

A substituicdo destes parametros nas equacod¥j4.(4.105) e (4.106) determina a
distribuicdo de tensdo. A tensédo de cisalhamemesapta um perfil parabdlico na auséncia
de entalhes, isto pela teoria da elasticidade paras retangulares sob acdo de uma forca
cortanteQ. O cisalhamento maximo na flexdo € 50% maior qusahamento simples. Esta
tensdo é representada por uma parabola tracejpdssai valor maximo no centro da barra.
Enquanto a tensao de cisalhameftp tem o valor maximo na extremidade do entalhe.

Como aplicagdo desta teoria € considerar a gelantizts amostras avaliadas pelo teste
de losipescu. A geometria das amostras do itemriantam questdo apresenta entalhes em V
com um angulo de abertura de 90°. Hipoteticameeseahsidera-se o entalhne em V por um
entalhe hiperbdlico. De maneira que, a relacaceaemtprofundidade do entalhe e o raio de
curvatura assuma o valor de 9,46.

Os valores mais expressivos para as tensdesalbatcieento em funcdo de uma tenséo

de cisalhamento remofaséo representados pelos pontos A, B, C e D. Imdigméemente de
um valor especifico dd/ o, o ponto B sera sempre 1,5p, pois este valorcégdeta teoria da

elasticidade. Os demais pontos assumem valoressdé/para uma especifica relacao edtre

e p . Para este caso, o valor minimo para terfgd@expresso pelo ponto A assume o valor de
0,895p, enquanto o valor maximo para a mesma teng#esso pelo ponto D assume o valor
1,233p. O ponto C representa a situacdo em quaadpsé igual a tensdo de cisalhamento

devido a forca cortante previsto pela teoria edade. O valor estimado para o ponto C

assume o valor de 1,08p. Este comportamento évalokeatravés da Figura 57.

As tensdes normaig,, e g,, apresentam comportamento diferente quando comparado
a tensado de cisalhamenig, . A condi¢céo de contorng =V, resulta em auséncia da tenséo

J,, conforme a equacao (4.105). De maneira que, a t@sdo normal presentg,, tem

um perfil simétrico em relacdo ao sistema de origemssume um valor maximo 3,202p para

o0 exemplo em questdo. Isto é observado pela Fiflira
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Figura 57 — Tensé&o de cisalhamento na vizinhangntidhe hiperbdlico em placas para

bM

d
Figura 58—-Tensdo normal na vizinhanca do entalperbélico em placas par/a)( =9,46,

Genericamente, as maximas tensfes normal e diasisento sdo expressas pelas

equacdes (4.117) e (4.118) respectivamente. E tambhé mesmas tensdes sdo expressas

graficamente pela Figura 59. Facilmente, verifieagae as maximas tensfes para a relagédo

d/p=9,46 sdo as mesmas apresentadas em gréaficos especificos



Figura 59 — Tensdes maximas na vizinhanca do enkaferbolico em placas.
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Capitulo 5

DISTRIBUICAO DA TENSAO PARA O MODO Il

Neste capitulo aborda-se o estudo da distribuitiidensdo em entalhes em solidos
homogéneos, isotrépico sob a acédo do cisalhamentargiplano. A avaliacdo do terceiro
modo Il é feita neste capitulo, pois 0 comportainaas tensdes principais difere dos demais

modos geomeétricos.

5.1 FORMULACAO BASICA

Seja um soélido assisismétrico homogéneo e angotroe com entalhe circular
genérico. Considere que este solido esteja submnatidnséo cisalhante e deslocamentd/
na direcdo normal ao plano do entalhe. Os compeseaid tensor deformacdo séo nulos,
exceto os componentes dos planos xz e yz. A adalida distribuicdo de tenséo pelo uso de
funcdes potenciais complexas € feita pela repras@atdo problema conforme Figura 60. A

formulacao é feita através de funcbes complexadasnsistemas de coordenadas distintos.
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Figura 60 — Solido assismétrico com entalhe cumedigenérico. (Zappalorto et al., 2008)

A relacdo entre a funcédo potenciZ), quandoz =x+iy, € 0 deslocamentav €

expressa em termos do médulo de cisalhaméit®s componentes da deformacdo nos
planosxz e yz sdo obtidos pelas derivadas parciais do deslodamam detrimento das

tensdes cisalhantes (Timoshenko et al., 1970).

Yy =— e Vi =— (5.1)

r,=Gy,, e 1,,= Gy, (5.2
O deslocament@/ na direcao z é:

_Re[F@}
W-T (5.3)

O deslocamentdV satisfaz a equacdo de Laplace e pela auséncagis fexternas. A
condicdo de equilibrio na diregaoesulta em:

2
02\N+6 W:0

ay’> 90X (54)
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Reescrevendo a equacdo (5.3) em termos do conjudmduncdo potencidF(Z) e

vélida para a seguinte relacéo:
F(Z)+F(Z)=2GW (5.5)

A funcdo F(Z) é obtida pelas relevantes condi¢cdes de contorsocandicbes de
contorno dependem da caracteristica do carregamneetidogeometria do entalhe. A maneira
mais conveniente é tratar em coordenadas cunlideagido a geometria circular do entalhe.
A funcado F(Z), uma fungcdo harménica e holomorfa € uma funcaoitesem termos de
potenciais complexos. Os esclarecimentos sob fumgéaonica e fungcdo holomorfa estdo no

apéndice B.

AR il 59

O angulo entre a direcdo principal no sistemadmmadas polar e curvilineag#q) .

As coordenadas curvilineas v) e as tensdes sao representadas pelos sistemagica 6.

Figura 61 — Sistema de referéncia para tensfée®erdenadas curvilinea.
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Reescrevendo a equacéo (4.14) pela substituicangldq-6/q) pelo (¢/q) em termos

das coordenadas curvilineas. O raio de curvgtugo mesmo apresentado no capitulo 3 na

equacao (3.17).

ER=t

5.2 SISTEMA DE COORDENADA HIPERBOLICA

Cada ponto do planxy é caracterizado por valores definidos por coordama

curvilineas¢é e n, que designam a parte real e imaginaria da furig@®. A funcao F(z)

satisfaz as equacgbes de Cauchy (1815 apud Med8d) B Riemann (1851 apud Meguid,
1989) (Timoshenko et al., 1970).

F(Z) = ccosh? (5.8)
Designa-se poc a constante real que compde a fung@o). A varidvel complexd é

decomposta através das coordenafl@s; . A transformacdo das coordenadas curvilineas em

coordenadas cartesianas da funcéo pela equacéaite &s:

X+iy = ccosd (5.9
x+iy = ccosh(é +i7) = c[coslf cog+i senfi sgn (5.10)

Logo,
x = ccoshé cog (5.11a)

y = csenl¥ sen (5.11b)
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A eliminacdo das coordenadase ; resultara em equacdes que representam hipérbole

e elipse, respectivamente. As eliminacdes ocorreaves de equacdes fundamentais de

fungBes hiperbdlicas. O principal interesse émielcdo def das coordenadasey atraves

da seguinte relacao hiperbdlica:

cosit & - senfé = (5.12)

Para diferentes valores dg resulta a equacdo de uma familia de hipérbolgesc

focos sdo 0s mesmos que a elipse gerada pela atiaame; .

X Y 5.13
czco§n_czser2v7_1 (5.13)

Para valores constantes de=7,, podem-se escrever as equagdes candnicas da

hipérbole:

m= ccosy, (5.14a)

b = csem, (5.14b)

5.2.1 Potencial Complexo para Transformacdes Hiperb  dlicas

A generalizacdo de expressodes para as tensOedoeaieentos ocorre pela a escolha

adequada para o potencial complexo. A escolha miaiples € o potenciaF(z). A
diferenciacéo do potencia(z) estabelece os componentes das tensfes cisallnanpésno

Z
F(Z)= A cosh (5.15)

QuandaAs é um coeficiente complexo decompostoemaA +iA,. A variavel complexa

¢ é a mesma variavel de transformacéo da equa¢@o (5.
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Fy=F@ 0 _A*IA (5.16)
3¢ 57 senty 2x zy '

Determinando a expresséo para co-secante hipealpara substituir na equacéo (5.16).

1 _ 1 _ 2cog) senfi— i2 sen coét (5.17)
seny et —g¢in cosh@- cosp '
2

A substituicAo da expresséeenh’? no potencial complexoF(z) permite a
determinacdo das tensoeg e r,, em funcdo das variaveis e n e das constanteg e A

pela separacdo de termos reais e imaginarios.

F,(Z):(2A009756n5+ 2, sen codh+i( A2 eps sémh A 2 ;sen &p

(5.18)
coshZ - cosZ
Logo, as tensoes, e r,, sao:
- (2A cosp senfi+ B, sen cogl) (5.193)
coshZ - cosi@
‘= (2A, cosp senfi+ 2 sen cog) (5.19D)
cosh Z — cos@

A constanteA; é determinado pela imposicdo da condicdo de aumtoo entalhe
quandon =7, e ¢ - 0 implica quer,, € nula.

A, = Atany, (5.20)

I =2A cosysentf (sem cosf) sem,
= coshZ - cosg ( cosh2- cogpy,

(5.21a)
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_ 2cos7 sené
To = A coshZ - cosg (5.21b)

A condig&o desencosl tan, < cop sefil resulta:

_ semn) coslf
Ty = 24 cosh Z - cosA (5.22)

Para& =0 ocorre simplificagcdes nas equacotes (5.10), de im@agee, resultam apenas

relacdes trigonométricas. As relacdes resultadtesspressas pela coordenada cartesiana

a distancia focat, pois a coordenada cartesign@nula para esta condicao.

cos7 zé (5.23a)
sem = 1—::(—§ (5.23b)
cos2) = coén - sem = —g— (5.23¢)

A tensdo maxima cisalhante na extremidade do hentél escrita pelo parametro

geométrico de Neuber (1958), através do raio deatwrmra p=b?*/m. A distancia focal ¢ é

também expressa por este parametro.

r =_CA (5.24)

c=nf+ = b/%+1 (5.25)
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O coeficientéd; é escrito pela tenséo de cisalhante remgta parametros geométricos

(b ec) e pelo fator de concentracao de tengadO fator de concentragao de tensao depende

das condicdes da geometria e do carregamento.

(5.26)

As tensOes cisalhantes em fungédo do parametro eddeX (1958) e pelo fator de

concentracdo de tensao.

A e (5.27)
m cosh Z — cosZ
1+—
P
S 2k, cosy senf§ (5.28)

1+m coshZ - cos@
\j PO

Pelas tensdes cisalhantgs e 7,, € possivel obter as deformacg6es angulares asaociad

ao modulo de elasticidade ao cisalhaméhtoaracteristica para cada material.

yo=1 2k, sem coslf (5.29)
¥ "°"'G\/1+7m cosh Z - cosg '
Yo,
2k, cosy senf§ (5.30)

yZX = Tnom
G ™ cosh Z - cos@
\} P

O fator de concentracdo de tensdo para entalhmedares em cisalhamento uniforme

antiplano proposto por Neuber (1958) é:
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32
2
Kt=§ P (5.31)
(1+mjarcse ”m/p _\/Tn
p 1+M p
Yol

A representacdo gréfica do fator de concentragdidedsdo entalhes circulares em

cisalhamento uniforme antiplano, através da equggada) encontra-se na Figura 62.

4,0 - "

,///
///

354 o

. e

A

30- o

. ///
2,5 - e

A
//
w 2,0 - ra
/

159 /

1/
1,0 H
0,5 4
0,0 . | . | . | , ,

0 20 40 60 80

m/p

Figura 62 — Fator de concentracdo em cisalhamenitorone em antiplano.

5.3 TRANSFORMACAO HIPERBOLICA-PARABOLICA

A funcao tensaar(z) assume outra expressao matematica complexa. sfdraracao
hiperbdlico-parabdlica facilita a determinacdo doeficiente assintético para o modo
geométrico Ill. De maneira similar, a diferenciagopotencial complexo da equacgéo (2.29)
é valida para qualquer funcéo holomorfa. A funcipressa na equacao (5.32) satisfaz esta

condicdo, de maneira que, determina as tensddisarises.

F(Z)=AZ= AW =( A+ iB)(u+ iy (5.32)
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1

oF@)ow_
q(u+iv)™

F(2)= ow 0z

A+iA) (5.33)

Multiplicando toda a equacéo (5.33) par-iv)"" é possivel simplificar a mesma. A

equacao fundamental trigopnométrica em (2.8) ézatiia para reescrever o resultado desta
operacdo em termos deAplicando a definicdo da equacao de Moivre (1&@6d Barber,
1992), ou seja, escrever a poténcia de niumero exm@m forma trigonométrica de seno e

co-seno elimina-se as coordenagias) .

(A+iA)(uriv)™ (=) _(A+iA)(uw Y (5.34)

F'(2)= =) -1 -1
q(u +iv )q q(u-iv)° q(uz+\/")q

O potencial complex&’'(z) escrita de forma trigonométrica

F'(Z):(“‘Az)r(q'”“’[c?:fj/q-iSeW/Q]“1 _(A+ia) °°¢t£ q]_ e dT(AA) (g 35
q 7 qr?

ar ar

O potencial complex&'(z) escrita pela equagéao de Moivre (1725 apud Barlo&2)1

F'(2)= (A:i?){co{q;ly—i se{q—gljd (5.36)

gr ¢

O potencialF'(z) € organizado em termos reais e imaginarios. Aragfia dos termos

permite identificar as tensbeg e r,, .

o [ nef ] s o n fl] oo

ar °

L= [Aco{‘%l}w AzserEqT“lM (5.38)
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r,= f{—Azco{qT‘l]wme{q—gl]ﬂ (5.39)

5.3.1 Sistema de Tensdes de Cisalhamento em Coorden adas
Polares

A mudanca do sistema cartesiano para o sisten@alelenada polar € representada
pela Figura 63. A transformacdo ocorre por meiotatesores. A convencdo de sinais é

representada pelo o sentido da decomposicao daetan e r,,.

Figura 63 — Transformacao do sistema de coordertadesianas em sistema de coordenadas

polares.

Tensor tensao € dado por:

TZT - Cow Sew Z-ZX (5 40)
Ty -senp cog | |7, '

As tensbesr, e r,, sdo escritas pelo tensor tensdo e pelas tensfes 7, ,

respectivamente. As tensdgse r,, sao obtidas a partir das equacdes (5.38) e (5.39).

r|_ 1 COS((q—J)/OI)}+ {SM(H/QH cosp sewp
) ?[A{ser«w/@ Al 3 i | o) (64D
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5.3.2 Coeficiente Assintotico

Uma nova funcadr(z) € escrita a partir da equacao (5.32), de maneia & funcao
seja expressa em termos do coeficiente assintdfic&sta nova equacdo assemelha com o
primeiro termos do potencial(z) a distribuicdo de tensdo para os modos | e |a ftstcédo é

concidendente com o primeiro potencial para a solftazzarin et al., 1998).

F(2)=AZ =(A+IA)Z (5.42)

As tensles polares, e r,, , as tensdes retangulares e r,, sdo determinadas pela

zp !
condicdoe’ F'(z) e F'(z) para esta fungdo. A distingdo das tensdes negbasssdes ocorre

pela separacao dos termos reais e imaginarios.

F'(Z) - s sz Tzr
{e“” F,(Z)}—[l .]{sz ZJ (5.43)
As expressoes sao apresentadas a seguir, de anguoeiras tensoes , r,,,7, €1,
sejam determinadas pela separacao de termos liezagi@arios.
F'(Z)=AZ' =A(A+iA)r? (5.44)

F'(2)e = & ( A+ iB)A P& =) {7 AcosAp - Aseng)+ ( Asebp+ A cap)] 2 (5.45)

As tensdes de interesse sap e r pois as tensdes retangulares ndo fornecem

¢ !
facilmente para determinar o coeficiente assimatin virtude do cisalhamento uniforme no

antiplano. De maneira que, € feita a substituigia gor 4, .

r, =Re{e’F (2} = A" (A cosig - A senp) (5.46)

T, = —Im{e“” F'(Z)} =Ar'"*(-Asenig - A coslg) (5.47)
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= T

-serd,y cod,y || A, 0

O sistema de equacgles trigonométricas € resuliadocondicbes de contorno de

lim (rl“3r2¢)=o. A equacdao caracteristica do sistema € represepd grafico abaixo, de

[

Pty

maneira que, as raizes sdo o0s autovalores do prabl&sta equacdo é obtida pelo

determinante da matriz dos coeficientes.
f(A,)=sen 2,y) = 2sehy coby= (5.49)

A Figura 64 representa todos os autovalores daortibghara alguns angulos notaveis.
O comportamento destas funcdes € avaliado paraifeierdes angulos de abertura. A

avaliacado é feita em funcéo dos angulos notavei8d; 60°, 90° e 135°.

f (%)

&/jl i

Figura 64 — Funcdes para os coeficientes assiogotio modo |ll.

200 =45°
20. =60°
20 =90°

Pela analise do gréfico existe um numero infidigosolucdes. A solucdo de interesse €

0 menor valor positivo para,. Outra forma mais simples de obter o coeficiesgnaotico &
pela a equacdo expressa pelo parametro geométripoigo parametrgsr € conhecido de
acordo com a equacdao (3.12). A Figura 65 é o campento do coeficiente assintoticg

para diferentes angulos de abertura.
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nq:2n—2a:2y:/13:£:

. (5.50)

<
No RIS

0,90
0,85—.
0,80—-
0,75—-
0,70—-
< 0,65—-
0,60—-
0,55—-

0,50

0,45 — 71—
0 20 40 60 80 100 120 140 160
2a [°]

Figura 65 — Coeficientes assintéticos para o médo |

Finalmente, as tensdeg e r,, sdo proporcionais ao fater”.

T | _ppot| a7 COSKY serly
{Tw}_ At {Al{ Semay}+&{co%yﬂ (5.51)

Pela condicdo de - » tem-se o limite, de maneira que, a const#gté escrita em

termos da constante.

lim rr,, =0= —Ag % [Aseny+ A, cosly] = ( (5.52)
cosA,y

=—A =3 =_ tami 5.53

A Aﬁsen&Sy Acotany (5.53)

A imposicdo quei, =7/2y resultara emA; como uma constante nula. Finalmente, as

tensbes,, e r,, Sao escritas pela constaAte

{;}= —Ar*alAz{semV } (5.54)
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As tensbesr, e r,, sao escritas pelo fator de intensidade de tenphcado para

2¢

entalhes submetidos a cisalhamento uniforme erplang, K,,,. A forma familiar do fator

intensidade de tenséo para o modo#l} | é expandida para o caso de entalhes

K =Iri%rz¢(r,¢=0)\/ﬁ (5.55)
K, :\/ZTIim[r“ﬁrw (r.¢= 0)] (5.56)

[

A tensdor,, é escrita pelo fatok,  , de maneira que, finalmente a constafteé

¢ Hp?

obtida para a condicdo de cisalhamento uniformeagtiplano para o potencial complexo

F(Z)=AZ.

Ty = —Ar A, = Knlp/(mlﬂg) (5.57a)
Ko
A= (5.57b)

A substituicdo da constanfg na equacédo (5.47) resulta uma expressdo geralagara

tensbes, er,, .

Tzr(r,¢) _Klnpr/]gﬂ Sem3¢
{r2¢(r,¢)}_ 2, {cos@p} (5.58)

Uma vez determinado as tensbes e r,,, as deformagbes angulares sao obtidas

zy

diretamente da definicdo classica da resisténcardueriais.

yzr(r,¢) — K|||,;r)3_1 {sem3¢}
{Vw(mﬁ)} Gv27A, |cosh,g (5.59)

O deslocamentV na direcaa pela equacéo (5.3) é substituido por outra exfoess

funcdo do fator de intensidade de tenséo, coefeiassintoticol, e de parametros

geomeétricos.
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w=—"2_r5"senl ¢ (5.60)

5.3.3 Fator Intensidade de Tensao

Solugdes analiticas para o fator intensidade mgitedevido a torcdo em entalli§s,
é funcdo da presenca de um raio de curvatu angulo de aberturar para uma maxima

tensdo de cisalhamentq,. A seguinte expressdo pal§,, € conseqliéncia da equagéo

(5.56).

Kt p = TN 27T (5.61)

I p

A constanteA podera ser escrita em substituicdo da generatizégdator intensidade

de tensdo, e assim, expressar as tendges 7,, em fungdo da maxima tensédo de

cisalhamento.

{; ((;Z))} i (rr_or_l {:3332} (5.62)

A estimativa para o fator de concentragdo de tensapara eixos sob torcdo com

entalhes parabdlicos resulta pela sua propriaig&énA razao entre a tensédo de cisalhamento
nominal e pela maxima tensédo de cisalhamento defifetor de concentracdo de tenséao.
Avaliando a condicédo de equilibrio ao longo do plémssetor resulta a seguinte igualdade

entre as tensoes.

'[A r(x) di=IA Tpicseror X0A (5.63)

A tenséo de cisalhamento ao longo do plano bissetarre pela condicae =o0°, isto
implica que, o Gnico componente da tensdo paracestdicdo er,, conforme a equagio

(5.62).
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xdA (5.64)

IA 7(X) di:jA T,

y=0

Esta integracdo é restrita em coordenadas polamemndo o centro do eixo como
origem deste sistema. O parametro geométri€ém mesmo apresentado nas Figuras 50 e 73,

distancia da extremidade do entalhe até o sistencaaldenadas.

2

Z'ET]:T(X) X dxdd = '[

d
,[ Tap),-
0

X dxd (5.65)

A tenséor,, devera ser corrigida pela introdugf{d +r,-x)/d) pelo decréscimo linear

da tensdo nominal de cisalhamento. De maneiraaeguacao (5.65) é reescrita com estas

condicdes. A tensda, € expressa pela maxima tensdo de cisalhament@rta ga
generalizacdo do fator de intensidade de tensfa Enquanto, a tensén(x)é substituida

pela tensdo nominal.

2md X 2rd X 41 X—T.
IJTN—XZdXd9= .”rmax[—j (1— 0) X dxd (5.66)
00 R 00 rO R

Uma nova variavel auxiliar é introduzida para difigar a expressao (5.66). Designa-

se comarz esta nova variavel e assume a condig&al +r,-x. Esta nova condicdo implica

em reescrever a condicao de equilibrio conformguagio (5.63).

277d 3 27 d . V13
[ TN%drsdéh [ rmax[M] %drsde (5.67)
00

00 r0

A simplificacdo do resultado desta igualdade degirais duplas é feita pela separacao
das mesmas. Facilmente reduz uma integral duplaytoa integral simples para ambos os
termos desta igualdade. Esta reducéo ocorre résolle integral externa através do angulo
de rotacéo no limites de O e 2adianos.

2md d+r—r. V"2 r 19 x e 2
jjrmw{#j = drdg = —m j[—] X dx|6])" (5.68)
00 rO d d 0 rO
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2

d 3 d 4
r3 _ TN 2m 3 _ TN R 2
1,2 drd=-26 [ridr, = = (5.69)
,(['([ N d 3 d |0 J;3 3 d 4 H|O

O fator de concentragdo é facilmente estabelguidtn igualdade das equacdes (5.68) e

(5.69), pois o resultado desta igualdade é a rarde as tensdes, B € 7, .. A maior

dificuldade é obter o resultado do denominador.sO do software MATHEMATICA 5.0

possibilitou encontrar o resultado desta integefinta analitica.

Tnom —_
_ Toom — 4__ (5.70)

O resultado é apresentado em partes, pois a sfpré&sextensa. O resultado contém

guatro partes apresentadas a seguir.

k= (5.71)

d+ -1
4(d+r0)4( ro]

fo

R= a(2+ 5000~ 9+ 34— ¥+ 104~ F+(1o- ) (5.72a)
L efee(sno)

*d(24+ 5004, - 9+ 334, ¥+ 104,- K+ (A, ) (5.72b)
_ o 12+ 10~ 4 (- ¥

" d(244 5004, - 9+ 334~ ¥+ 104,- (- )] (5.73¢)
I Gt URE A Ot A (5.74d)

" d(2a+ 5004, - 9+ 344, - ¥+ 104,— o+ (4, )
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Uma maneira de simplificacdo para o fator de coinagdo de tensdo é adotar a

seguinte relacda=(4,-1) nos termos que compdem o somatoério. Assim, estedaima

expressédo reduzida pataem funcéo dos parametrgsl e r,.

k= d° (5.75)

6(d+r0)4(d:r°] 61 (ry +R(4+s))+ &, ( 12+ B+ $)+ (24 263 B+ §

0

4 d(24+ 50s+ 35 + 108 + §)

O fator intensidade de tensdo para entalhes emedtimado pela maxima tensdo de
cisalhamento em entalhes hiperbdlicos. Em consetpiéa equacao (5.61) determina a

expressao para este fator de intensidade. Como a maxima tensao de cisalhamento €

fungéo do fator de concentragépara uma especifica tensdo nominal.
K p = Iimormxxl277roHa =\2mt, Iimoktrol"”3 (5.76)
p- P~

O limite do fator de concentracgdoé essencial para determinar o fator intensidade de
tenséo. A distancia é o unico parametro em fungéo do raio de curvatyrigo a condi¢ao

p - 0 é substituida pay - 0.

3
lim k1,2 = lim j rot (5.77)

-0 20
P f 4ZR
i=1

O limite é efetuado em quatro etapas, conformeuagio (5.71). E também, pela

substituicdo de todos os termos que envolvam octeete assintoticol, pela relagdo ds.

d(24+50s+ 35 + 108+ §) 4 24 508 3%+ 10 ‘§ 1

rO
s 4 6d°®
4(d+ ro)“(OI +r°j

fo

(5.78a)

. s
lim pr,° =lim

o -0 -0
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d(24+ 505+ 356 + 108 + §)

4[—&0 (r® +dry?(4+s))(d+r,)* [d”O]]

(=0 (5.78b)

lim p,r,”° =lim
%aopzo ro—0

fo

_ . d(24+50s+ 35 + 108+ §)
lim p,r,” =lim r,° =0 (5.78c)

Tt afagt (124 79)+( )

. . d(24+50s+ 35+ 108+ §)
lim p,r,” =lim r,° =0 (5.78d)
=0 ro*04(d3(24+ 2q(s) + S(s)2 +( 5)3))
Por fim, efetuando a soma dos quatro limites acionémite definido pela equacéo

(5.77) resulta em:

o (24+505+ 355 + 168 + )
limkr, = =lim d
p-0 o -0 24

o (5.79)
Facilmente, o fator intensidade de tensdo em aigos entalnes em V em modo Il é
determinado. A substituicdo da equacéo (5.79) magp (5.76) resulta a expressao para o

mesmo.

24+ 506+ 35 + 15+ §
= S S TR Y,

(5.80)

Uma classificacdo de entalhes em rasos e profugrdasixos é feita pela relacdo entre a

distanciad e a profundidade do entallag. A razdod/a, entre os valores 1 a 20 classifica os

entalhes como rasos, enquanto valores superiotesrilegam entalhes profundos. O fator de
concentracdo de tensao e fator de intensidadend@dagodem ser divididos em funcéo desta
classificacéo (Zappalorto et al., 2009).

Uma modificagcdo na equacéo do fator intensidadeedsdok) € feita, de maneira
que, seja possivel estabelecer este parametro & Mffavés da relacad/a, para um

especifico angulo de abertura em eixos com entahes/. A modificagdo consiste em

multiplicar e dividir toda a expressao paqre.
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24+ 506+ 35 + 15+ § -s
Ky,,p=m( TR e T Y )d-s%m{aps} (5.81a)
24 a,
24+ 506+ 3% + 16+ ¢ b
K|\|/|p= \/ZT( + * 24+ M )][%J ap'sz'nom (5.81b)

Estabelecendo uma razao entre o fator intensidadsenséom e a tensdao nominal

através de um novo parémeﬁqvpp . Este novo parametro é valido para pequenas edacd

Tnom 1

d/a,, logo é valido somente para entalhes rasos petificagao da equacéo (5.80).

—y  KY (24+ 505+ 35¢ + 108 + §)][ d

- EJ a (5.82)

A Figura 66 representa a relacéo entre o fatenstiade de tenséo e a tensdo nominal
para um angulo de abertura 60° de um entalhe efata exemplificar esta relagédo adotaram-

se as profundidades 4,83mm e 1,27mm.

a, =4,83mm

—¥
K ma [mmu 4 :|

Figura 66 — Fator de intensidade de tenséo paos €ievido a torcao.
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O fator de concentracdo de tensdo para eixos otathes hiperbdlicos por Lazzarin et
al. (2008) apresenta 0 mesmo comportamento propastdleuber (1958). Esta modificagao
permite calcular o fator de intensidade de tenséa frincas a partir dos entalhes hiperbdlicos

Para isto, o raio de curvatura implica na condigéo 0. Maiores detalhes do fator de

concentracdo para eixos segundo Neuber é apreserdapéndice C.

S| 559

ktlazzarin =
T, 4
e 2(d+1j /g+1—1 -4
Jo Vo Jo

Facilmente, verifica-se que as duas formulacdes @dator de concentracao de tensao
em eixos com duplo entalhe hiperbdlico sob torcdo semelhantes. Tal semelhanca é

observada pela a Figura 67.

O Neuber (1958)
— Lazzarin(2008)

4,5+

T T T T T T T 1
0 20 40 60 80

d/p

Figura 67 — Comparacao entre os fatores de corggiside tensdo em eixos.

A substituicdo da condicd@ - 0 implica em uma nova equacdo para o fator

intensidade de tensdo para trinceas. Em conseqiéncia da generalizagdo do fator de
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concentracdo de tensdo pela equacédo (5.61) emréecar desta condicdo. Todos 0s

parametros sdo modificados por esta condigao.
KIII = L”TEJ Z-max\/E = I/imOK Z-nom\/% (584)

Analogamente, o fator intensidade de tensdo é&fudg limite do fator de concentragéo

de tensao conforme a equacéo (5.76).

5
K|I| = L"_-.n L 3 ’0 \/% = _3Tnom\/E (585)

Shu et al. (2004) avaliou eixos de ligas de alionh 7050 e ferro SAE 4340 sob acao
de modos combinados I/lll. As Tabelas 5 e 6 aptasems parametros geométricos destes

eixos com duplo entalhe em V, conforme a Figura@@sentado no apéndice C.

Tabela 5 - Dimensdes das amostras em modos 8Hl ét al., 2004)

Material Al 7050 SAE 4340
Profundidade do entalhe, 1,270 mm 4,830 mm
Distancia,d 6,350 mm 6,600 mm
Raio de curvaturgg 0,152 mm 0,152 mm
Relacadod/a, 5 1,37
Angulo de aberturag 60° 60°

Tabela 6 — Propriedades mecanicas das amostra®odosilll. (Shu et al., 2004)

Material Al 7050 SAE 4340
Torque,M, 84 Nm -
Tenséo de escoamentn,, 379,21 MPa 1475,00 MPa
Tenacidade a fraturd . 9,643 MParlt® 68,235 MParm’
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Em virtude das equacdes (5.85) e (C.21) é posdételminar a tensdo de cisalhamento
nominal. Estes valores sdo apresentados na Tabglaquacado (C.21) é definicdo classica
para a tensdo de cisalhamento devido a tor¢cdoasatma equacao (5.85) € uma estimativa

para esta tensdo a partir do fator intensidadeenigio K, . Como é desconhecido o torque

para o eixo de aco, ndo é possivel a comparacé® anduas tensdes nominais. Para o eixo
de aluminio observa-se uma diferenca de 12,85% entiefinicdo classica e a estimativa. A
Tabela 7 ilustra os valores para as tensfes diamanto, assim como 0s parametros fator

intensidade de tensd&, e fator de concentracdo de tensiop&ra as duas amostras

analisadas.
Tabela 7 — Integridade estrutural das amostrasiedos I/lll.
Material Al 7050 SAE 4340
Tensdo nominal classica 208,85 MPa .
Tens&o nominal estimada 182,2 MPa 1263,6 MPa
Fator de concentragéo de tenséo -|k2,73557 2,77076
Fator intensidade de tensa@ -, 1,96578m%* 1,99845m*

vV

Representando graficamente o fator intensidadeéedsdo K, para estas amostras,

p

observa-se que os valores encontrados sdo menaees fptor tenacidade a fraturg,, ,
através da Figura 66. O fator de concentragcad determinado com estas condic¢des, atraves
da equacéo (5.75). Em ambos os casos, os vala@® fator intensidade e de concentracao
de tensdo sdo proximos para as duas amostrasmaraesmo raio de curvatura e angulo de
abertura.

Outras formulagbes sao feitas, quando o paranteesume valores finitos. Varias
modelagens séo avaliadas para aproximar de vagpesimentais com valores teoricos.

A influéncia do angulo de abertura de entalhes/epara o fator intensidade de tenséo

Ku, é feita para eixos com diametros diferentes, roas & mesma relacadya, . As Figuras

68 e 69 ilustram este comportamento para as ra¥bes 10, respectivamente. A regido
demarcada por uma elipse indica os pontos ndo&waiéi. A exclusdo desta regido mostra
que o fatorku, € inversamente proporcional aos angulos de abetns entalhes rasos de

geometria em V em eixos. Um entalhe raso é aqugdepcofundidade € pouco relevante em

relacdo a largura de chapas e eixos. Uma analisiiglp através do método de elementos
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finitos foi realizada por Zappalorto et al. (20@) eixos com duplos entalhes em V com

angulos de abertura 60°, 90° e 135° para profuddglale 4 mm e 10 mm. Estes pontos

representam o fatoku, nas condicdes acima, e também, sdo apresentasiéguaas 68 e
69. A presenca de poucos pontos néo estabeleceamaaracéo efetiva com os resultados
da equagéao (5.82). Embora, os angulos de aberdra 235° apresentaram bons resultados
quando comparados. Os pontos demarcados pelasiiida séo obtidos a partir da equacao
(5.82) indicam entalhes com angulo de aberturantenialo de 7,5° e 135°. Entretanto, os
pontos assinalados sobre o eixo y indicam trindagl@s a partir da equacéo (5.85). Os
demais pontos sao obtidos por elementos finitos.

" —a— 3 =10mm - 0 tinca -8 Elermentos finitos
) —%— 3 =Fmm - @ tinca

- 5 o .
1 | —&— g =4mm - Atinca - AElementos finitos

2of"]

T T U T T
as0 aa3 056 0B Op4 0ge a7s 0az
‘;1]“3

Figura 68 — Influéncia do entalhe na capacidadeadga do eixo pard/a, =15.
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—=— g =10mm-o tinca -/ Elermentos finitos
— & 3 =6mm - @ tinca

o .
—&— g =4mm - ftrinca = AElementos finitos

Figura 69 — Influéncia do entalhe na capacidadeadga do eixo pard/a, =10.

O fator intensidade de tensdo de trincas em mbdb dstimado pela equacgéo (5.85),
enquanto entalhes em V sdo estimados pela equa@®). (Como observado nas Figuras 68 e
69, a regido demarcada por uma elipse indica pomdos confidveis. As Tabelas 8 e 9
compararam os valores entre trincas e entalhesaogulo de abertura 7,5° para as relacdes

d/a, =15 e d/g, =10, respectivamente. Estas tabelas exemplificamcest@ortamento.

Tabela 8 — Fatores intensidade de terisd@e K, com relagéa/a, =15.

B[mml | ¢/ | Ku (trincas) K, entalhe conea =7,5
4 15 8,1405] mm**] | 8,91866 mm"**"]
6 15 6,30562 mm**™| | 6,42176 mm®*"]
10 15 5,14851 mm**®] | 5,69591 mm’*"]




Tabela 9 — Fatores intensidade de terisde K, com relagéa/ a, =10.

a,[mm] | d/a, Ku (trincas) Ku,entalhe conea = 7,5
4 10 | 6,6467Qmm'™™] | 7,31353 mnt*"]
6 10 | 51485Tmnt*"] | 5,26608 mn?*"|
10 10 | 4,20374mn*] | 4,67079mm’*"]

118
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Capitulo 6

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

6.1 CONCLUSOES

A influéncia dos campos assintéticos de tensdes imegridade estrutural é
completamente descrita por solucbes de problemasawtevalores. Os coeficientes
assintéticos para os modos de falhas | e Il sGovaldres das equacdes caracteristicas da
solucéo de Williams (1952 apud Barber, 1992). Entpyao terceiro modo geométrico de
falhas apresenta seu coeficiente assintético pelac& da equacdo (5.49). Os modos
geométricos | e Il assemelham quanto a solucdcakficientes assintoticos e dos parametros

que descrevem a distribuicéo de tenséo para esissm

Independente dos modos geomeétricos avaliados,eficiemte assint6tico apresenta
como o valor minimo em 0,5 para um angulo de ateeda =0°, isto porque, trata-se de um
caso particular estudado pela Mecanica da FratimeaL Elastica, o entalhe é avaliado como
uma simples trinca. Os coeficientes assintéticasiraem o menor valor positivo, pois 0s

demais autovalores resultam distribuicfes de tens&®m significado fisico.

O parametro da mecéanica da fratura, o fator irdeds de tensa&, dos principais
modos geométricos em entalhes em V é modificadm grelsenca de um raio de curvatura na
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extremidade do entalhe. E possivel estabelecer rag@ entre os fatores intensidade de

tensdo, através dos parametros de distribuicderddio para o respectivo angulo de abertura,
independente da tensé&o principal ao longo do di&ssetor para os modos | e Il.

O teste de losipescu € uma alternativa para estinfator intensidade de tenséo para
entalhes em V devido ao cisalhamento puro. Assimpstras de compdsito laminado
reforcado com tecido de fibra de vidro com umamtaeédo de 45° em relacdo as fibras sao

avaliadas. Em consequéncia, resultam as tensGespais (7,,), . no plano bissetor para

6=0°
uma distancia especifica a partir da extremidadendalhe. A distancia especifica para este

caso ér =6,15mm. Esta tensddr,), . € essencial para avaliar numericamente o fator de

intensidade de tensaq , .

A presenca de um raio de curvatura diferente deingplica na razé, ,/K, , menor

I,p
que 1 para qualquer distanaia. Esta razdo assume o valor maximo ao longo doopla

bissetor para uma distancia ao centro do sistencaatdenadas.

Na lamina analisada, a tensdo de cisalhamentomaimicorre para os angulos de
orientacdo das fibras 0° e 90° em compositos. Hriqua valor maximo ocorre para um
angulo de orientacdo 45°. Este comportamento € lsanie para o fator intensidade de

tensaok

1 ,- D& maneira que, o valor maximo € aproximadamegjaie do valor minimo tanto

para tensao de cisalhamento quanto para o ftar

O campo de tensdo na proximidade do entalhe enprésenta o comportamento
semelhante aos modos | e Il. Entretanto, os valoegacteristicos para 0os maximos e
minimos para tensfes,, o, € o,, N80 SA0 0S Mesmos proposto pela teoria da ettzstei
Isto ocorre, porque o entalhe ndo € uma trinca,asdsnsdes principais apresentam o mesmo
comportamento, mas deslocado para direita, ou a&ame angulos maiores com os valores
de referéncia. Por exemplo, as amostras avaliaglastgste de losipescu apresentam o valor
minimo da tensé&og, em 6=53,58°ao invés de 45°. A tensdo normg), apresenta o valor
maximo emé@ =39,48° ao invés de 45°. Por fim, a outra tensdo normalapresenta como
zero de funcdo emy=5352° ao invés de 45°. As Figuras 46 a 53 ilustram este

comportamento.
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O fator intensidade de tensao € estimado pelo d@t@oncentracédo de tensdo. Uma vez
que, o fator de concentracdo de tensao é relagéoantensdes maximas e nominais para um
determinado sélido para uma especifica solicitaédsim, o fator de intensidade para eixos
com entalhes em V submetido ao cisalhamento antiplé estimado por este fator de
concentracdo de tensdo. Como a tensdo nominal évalon numérico fixo e obtido
experimentalmente, toda a avaliacdo analitica @&ator intensidade de tensao é feita a partir
do fator de concentragéo de tenséo.

Independente da profundidade do entalhe, o fatensidade de tensda; é 0 mesmo
para eixos de distancé e com angulo de abertura especifico. Quanto n@idgngulo de
abertura de entalhes rasos de geometria em V eps ebenor sera o fator intensidade de
tensdo. Eixos com angulos pequenos sao pontosonfiaveis, pois o entalhe se aproxima do

comportamento de uma trinca.

Como esperado, o fator intensidade de tensao &thes em V para os modos Il e I
sao menores que os fatores intensidade de tenstimeas, isto sdo observados pelas Figuras
54 e 69 para os modos Il e lll, respectivamentesimsfoi possivel avaliar o principal
parametro da MFEL em entalhes em V para os modo8ill Enquanto, entalhes hiperbdlicos

sao avaliados em funcéo do fator de concentrac&endéo.

6.2 CONTRIBUICOES

A maior contribuicdo € uma avaliacdo dos entafieta MFEL. Esta avaliacao destina-
se a distribuicdo de tensdo no campo elastico nosigrais modos geométricos, através dos
parametros geométricos e pelo fator intensidaderd#io para o respectivo modo geométrico.

Outra contribuicdo é o uso de sistemas de cooddsnado tradicionais, como
coordenadas curvilineas, através de potenciais leaogp Os principais parametros que
compdem a distribuicdo de tensdo sdo obtidos pélésa de fungcdes complexas.
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Uma abordagem pelos diferentes tipos de entabheslimersas solicitacdes. Os entalhes

sao avaliados como trincas pela presenca de undeatarvatura, pelo principal parametro da

mecanica da fratura.

Estimar o fator intensidade de tenséo a partiiattor de concentracao de tensao para o
terceiro modo geométrico, e assim, simplificar geeinacdo do mesmo. Também estimar o
fator intensidade de tensdo para o mesmo modo geomém trincas a partir de em eixos

com entalhes hiperbdlicos.

6.3 PERSPECTIVAS FUTURAS

Avaliar a distribuicdo de tensdo em carregamedto&micos, de maneira que, seja
possivel determinar o fator tenacidade a fratuvacemportamento dos principais parametros
da mecanica da fratura. Estender a aplicacdo deeitos da mecanica da fratura no campo

elasto-plastico, como avaliar os principais critére trincas em entalhes.

Avaliar as diferentes entalhes em modos geométricombinados, ou seja, a
superposicao de um modo geométrico sobre o outropaheira que, é possivel descrever a
maioria das solicitacdes em estruturas e composiedte fatores intensidade de tensao para
condicbes de carregamento complexo do mesmo modenposer determinados pela

superposicao de resultados mais simples.

Verificar o comportamento de materiais ducteigagdis nas condigbes descritas acima.
Assim como, avaliar a influéncia da temperatura;os@io e outros meios fisicos que alteram

a distribuicdo de tensao na vizinhanca de entahescas.

Avaliacdo morfologica através do microscopio éleito de varredura e oOptico dos
materiais utilizados submetidos aos procedimentpsranentais adequados para analise dos
modos de falhas combinados e individuais. Avalizligativamente as falhas e entalhes por

meio de fratografias.
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O método numeérico elementos finitos € uma ferraanda otimizacdo de componentes
e estruturas. Avaliar a distribuicdo de tenséo fator intensidade de tensédo para os trés

modos de falhas por esta ferramenta computaciomairgrica.

A avaliacdo dos modos geomeétricos |, Il e lll@abinacdo destes modos por meio de
procedimentos experimentais, como ensaios Arcasipdecu e flexo-torgor. Os testes
fornecem as tensfes principais, de maneira quepssgivel descrever o campo de tensfes

para a vizinhanca dos entalhes.

Uma melhor avaliagcdo da regido de valores ndoi&ai$ para a razdo entre o fator
intensidade de tensdo em eixos com entalhes emld/tgesdo de cisalhamento nominal.
Avaliar o comportamento dos pequenos angulos ddusbedos entalhes em V para eixos

submetidos a torcao.
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Apéndice A

FUNCOES

A.1 FUNCAO HARMONICA

Seja uma fungcdo continua e duplamente diferenciév® - R (onde U é um
subconjunto deR") que satisfaz a equacdo de Laplace de maneirarivéa. Funcoes
harménicas sdo chamadas funcbes potenciais comagfdis na matematica, fisica e
engenharia. A equacdo de Laplace é uma equac&erdifal parcial, cujo nome honra seu
criador, Pierre Simon Laplace. Trata-se de uma gé&gualiferencial de alta relevancia em
modelar problemas de mecanica dos fluidos, eletyostgsmo, entre outras.

iaZf IR T i

27 o o By =0 (A1)

Em todo espaco U. Isto €, frequentemente esdrawés do operador Laplaciano.

0%f =0 (A.2)
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As funcbes complexas sdo compostas por um paurgdds analiticas(x y) € v(x, Y)

no dominio U. Ambas as fungdesx y) e v(xy) sdo harmoénicas no mesmo dominio U e

designam com parte real e imaginaria, respectiveenda mesma funcado complexa.

f(Z)=u(x Y+ U xyi (A.3)

Seja f(z) uma funcdo analitica, entdo todas asatks parciais da(x y) € v(x y) Sao
continuas. As funcbes(x, y) e v(x y) satisfazem as equacdes Cauchy (1815 apud Meguid,

1989) e Riemann (1851 apud Meguid, 1989) parafesta@io analiticé(Z).

W (% )=y (%Y y(x y=-y( xy (A.4)

As derivadas parciais em relacdo a x e y das 8@, y) € v(x, y) sao todas continuas.

u, (% y) _ v (% Y) ou(xy__ay(xy (A.5)
0x ax ax ax '
0u, (% y) _ 0V, (x ¥) ou(xy__0oy(xy (A.6)
dy dy dy dy '

As derivadas parciais sdo todas continuas, por uss-se um teorema a partir do

calculo de funcdes reais que afirma que a misterdedivadas parciais sao iguais.

u (% y) _ 0V, (% ) oy (%Y _0y(xy (A7)
ay ox ay ax '

Combinando todos esses resultados, temos as segequacoes:

ou, (%, Y)+auy(x’ y):avy(x »_a\é(x 9:0 (A.8)
ox dy ox dy '
v, (xy),0v(xy) __0u(xy au(xy_, (A.9)

0x ay 0x oy
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Portanto ambos(x, y) € v(x, y) sao funcdes harmdnicas sobre o dominio U.

A.2 FUNCAO HOLOMORFA

A designacdo holomorfa para uma funcdo, em alguamos, € frequentemente
semelhante ao termo funcdo analitica. Entretanttermo funcdo analitica possui varios
significados. Func¢bes holomorfas sdo do interessardlise complexa. Seja uma funcéo

complexa ¢ continua e diferenciavel emu - C, desde que U seja um subconjunto aberto

deC.

o= 12 = Jm ~ 5 (A.10)
A funcgéo é dita holomorfa quando o limite exigiara todoz,0U. O resultado do
limite € uma sequéncia de numeros complexos quexiapam dez, de mesmo valor de
f'(z,) . Sejaf a mesma funcéo descrita como harménica. A fuhéadiferenciavel enx, se e
s6 sef é diferenciavel enfx,, y,) emR?, eu ev satisfazem erfx,, y,) as chamadas condi¢des
de Cauchy (1815 apud Meguid, 1989) e Riemann (HphM Meguid, 1989). S¢ =u+ivé

holomorfa em U aie v séo de classg? em U, entdaie v séo funcdes harménicas.
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Apéndice B

FUNCAO DE TENSAO DE WILLIAMS

Williams (1952 apud Barber, 1992) desenvolveu uétogio que avalia a natureza do
campo de tensao préximo ao entalhe pela singutigidapressa em coordenadas polares. O

campo de tensédo é escrito pela série expandida de
p=r"*f (6) (B.1)

A singularidade na distribuicdo de tensdo € aadactom geometrias descontinuas ou
pelas condicbes de contorno. Por exemplo, cantass \0u carregamentos concentrados. O
método de Williams é aplicado em outras descordades na elasticidade e outras
disciplinas da mecanica, como por exemplo, comp®site diferentes materiais, campos
assintoticos em problemas de interface (contatm) £&m atrito.

A funcéo tensdo desenvolvida por Williams considam plano semi-inifinito. A

funcao bi-harmonica (9) é regida por uma equacao diferencial ordinarisedginda ordem.

(a"; +(n+2)2][aa; +n2j f=0 (B.2)
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Para os casos dediferente de dois e zero, a solucdo que definmegab de tenséag,

apresenta-se da seguinte maneira:

p=r"?(W,cos(n+ J6+W, seffn+ PO+ W cosf+ \y sed) (B.3)

A substituicdo den por (1-1) na equagdo (B.2) € conhecida como a fungéo dédens

de Williams. As solugbes néo triviais das quatraia@fes homogéneas para as quatro

constante®Vi, W, W5 e W, resultam no autovalor do expoenite

p=r"" (W, cos(A + )G+W, seff A+ JB+W, cdst+ )B+W séa+ )a) (B.4)

Autovalores simétricos surgem pela eliminacao dasstantesV; e W, da equacao
(B.4), enquanto a eliminacdo das constawee W; resulta em autovalores anti-simétricos. O
autovalor simétrico caracteriza o coeficiente d88oo na distribuicdo de tensédo para o modo
geométrico |, enquanto o autovalor anti-simétriesutta no coeficiente assintético para o
modo Il

As fungbesf (1) e f(4,) sdo funcdes senodais para a obtengdo dos osientfs
assintoticos), e A, respectivamente. As fungdes sao especificas pdeadngulo de abertura

do entalhe2a e os respectivos coeficientes assintéticos paraamos geomeétricos | e Il séo
as menores raizes positivas destas funcdes. Segja@mmedes obtidas pela eliminacdo das

constantes de Williams para a funcao tensao.

f(A)=sen} + A, sen@ (B.5)

f(A,)=sen2r, -1, sena (B.6)

O comportamento destas funcdes € avaliado padifeyentes angulos de abertura. A
avaliacao é feita em funcdo dos angulos notavei8@- 60°, 90° e 135°. Trata-se de uma
translacéo das funcdes quanzio= ¢ para ambos os casos. A Figura 70 representa tsdos
autovalores do modo | para alguns angulos notaveigigura 71 representa todos os

autovalores do modo Il para alguns angulos notaveis
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f ()
: 20, =45°
* 20 =60°
i Az A1 1 2 3 /11 200 =90°
Figura 70 — Autovalores para o modo |.
F A
(4 ] ) 20 =45°

20, =60°
5T 20 =90°
By B —M/\ : I

Figura 71 — Autovalores para o modo Il.

F
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Apéndice C

FATOR DE CONCENTRACAO DE TENSAO EM EIXOS

O fator de concentracdo de tensdo em entalhesbblp®s devido a torcéo € proposto
por Neuber (1958) em solidos de revolucdo. Ele fiwadio tradicional tratamento de
coordenada elipticas em entalhes hiperbdlicos pewardenadas elipsoidais. Estas

coordenadas sdo um sistema tridimensional a plrtoordenadas elipticas.

C.1 Funcao Tensao

Neuber (1958) define uma constantea partir de caracteristicas do material que
constitui os diferentes sélidos. Esta constanteurggdo coeficiente de Poisson e parte

integrante das expressdes das tensdes normais.
9=2(1-v) (C.1)

Outros parametros sao definidos por Neuber (18&®rtir de uma funcdo de tensao
O operador laplaciano da funcéo de tengdem coordenadas cartesiaxay e z € definido

em funcéo das quatro funcdes harmonicas.
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’p 0°p 3%

Op=—+—+—2> C.2
Y y° 07 (€.2)
Op=0¢g +x0g +2—= ¢I+y1]¢2+2 %+2D¢3+2 % (C.3)

0z

Com a condicao que todos operadores laplaciarfidades harmoénicas sao nulos, ou
seja,0g =0¢ =0¢, =0¢,=0implica em:

o9 ,9¢ 04
He= 2(6x ay azj (€4)

Assim, as tensGes normas,, o, € o, Sao determinadas em funcdo da constante

operador laplaciano, fator de escala além das attag/parciais das fungdes harménicas para
as respectivas coordenadas e w.

o = L0, 219[044 ox 0@ 0y 0@ 62} [ﬂjw (C.5a)
hJaU h2L 0u du auau dudu 2

, _
vaz_iza_¢+2_zz a_ﬂ%+a_¢la_y+a_%a_z +[1_79J|:|¢ (C5b)
h°o L OvoOv 0vov 0vav 2
2
0, =L 00, 29100 0x 0, 0y 04 0z +[1£jD¢ (C.5¢)
h?ow hZlowow dwow dwadw 2

Enquanto que as tensdes de cisalhamenjos,, e r,, ndo dependem do operador

laplaciano da funcéo de tens@o

. __ 10, 9 {Oqax dg 0x 0¢, 0y 09,0y, 9 0z, a@azl (C.6a)
Y W oau* hh|duodv 6v6u auav avauauava\a '
2
ruvz—iza_(20+i a_ﬂ%_a_ﬂ%+%ﬂ/+%ﬂ/+a_%a_z+a_%a_z (C6b)
h®ou® hh | dudv dvou dudv dvou duw v o\
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2
z'uw:—iza_(20+i a_ﬂ%_a_ﬂ%+%ﬂ+%ﬂ+a_@a_z+a_%a_zl (C6C)
h®ou® hh,[dudw dvow dudw O0vou 0 wW v d 9

Assim, para qualquer sistema de coordenadas &stabas tensfes normais e de

cisalhamentos.

C.2 Coordenadas Elipsoidais

No sistema de coordenadas cilindricas um ponatggar é representado porw,X),

onde (r,w) representa um ponto em coordenadas polaxésaterceira coordenada usual do

sistema cartesiano. Este conceito de coordenaliiadricias é estendido aos diferentes tipos

de coordenadas curvilineas.

X=X (C.7a)
y = rcosw (C.7b)
Z=rsenw (C.7¢)

As coordenadas elipsoidais surgem da substitulgdmordenadapor r = coshu sem has
expressdes das coordenadas cartesiagngse z. Coordenadas elipsoidais sdo um sistema
tridimensional de coordenadas ortogonais genetdzgor um sistema de coordenadas
bidimensional eliptica.

x =senhu coy (C.8a)
y =coshu sen cow (C.8b)
z=coshu sew semw (C.8¢)

Este novo sistema de coordenadas estabelece aesfale escala ou médulo de

transformacdo da relacdo entre a funcdo escalamdefuncdo cartesiana em uma funcéo
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curvilinea. Logo os fatores de escala para as eoadhs curvilineas, vew séoh,,h,e h,,

respectivamente.

hj=\/(%j +(%j +(%j = Jcostf u codv+ serfu sém cos+ sémh %en ‘m  (C.9a)
ou ou ou

h,:\/(%j +(%j +(%j = /sint? usefv+ coshu cdy sém+ cdsh &es co (C.9b)
ov ov ov

ow a_w ow

m=\/(%j +(6Xj +(%j =J0+cosRu sefv séw+ codu sen Ges  caoshv (C.9¢C)

h, = h, =/senffu+ coév (C.10)

Os fatores de escala e as derivadas parciaisodedenadag, y ezem relacaal, vew
sdo termos essenciais para compor a distribuicAdedsdo para eixos com entalhes

hiperbdlicos para as diferentes solicitacdes.

C.3 Momento Torsional

O momento em torno ao eixoé determinado pela integracdo dos momentog ale
dos componentes da tensdo de resultante em redacéxox distante dez ey. O entalhe
externo situa-se ao longo de superficie adequammstante de area A. O elemento de area

infinitesimal com arestag,du e hdv atua na tensdo resultante correspondente a ferca d

magnituder,h h,dvaw. A Figura 72 ilustra a magnitude desta forca.
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Figura 72 — Elemento infinitesimal em eixo com #rgaxterno hiperbalico.

O momento M, em relagdo ao solido de revolugdo & expresso eondeoadas

curvilineasu, v ew é resultado da integracdo do elemento forca smbirox em relacdo &

e z. Por analogia, a projecdo dos elememas e hdv apresentados no terceiro capitulo é

estendida para todos os elementos envolvidos aréi@e.

M, = [[z,,(yco(z,u~ zcog y.)) h b dvdw.[/:fruv( yok z)v  zds Y, hh dve

A Cl11
[[ (oo 2:0) = zc04 y 1) b v (C.11)

Dividindo o momentav, em trés novos termos de acordo com a equacao)(C.11
Mt :Mt1+Mt2+Mt3 (Clz)

A relacdo trigonométrica co-seno expressa na @gu#8.2), no qual relaciona a
derivada parciak em relacdo a coordenadae o fator de escala,, também podem ser
expressa como cos(u). Logo de maneira analoga, todo termo trigonometrod-seno nestas
condicOes apresenta a mesma relagdo para os mpanosetros envolvidos. A substituicao
desta condicao para os trés termos que compSenmzntoM, estdo presentes nas equagdes

(C.13).
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My = [ (veos(21) - zco y.9) dvdwjj [ [1 "Z]- [zlayBVhNh dv (C.13a)

i, au hau

oz 10y
h dv hov

M, =[] (veos(z.9)- zcof y.) b ava g%[ 2 i jj v (C13b)

T, 10z 10y
ycos(z,w) - zcog y,W}) h b dvdw ﬂ[ [y——]— [Z——D h,h dv (C.13c)
j;\[ 2 ty) I;\[ h, { Ch, 0w h,ow
Seja um solido de revolugcdo que apresenta doahest externos hiperbdlicos que
apresenta simetria em relacdo aos eixos x e y.gar&i73 representa este solido com os
principais parametros geométricos submetido a dorg¢dieuber (1958) estabeleceu as
seguintes funcbes harmonicas para compor a fupcém sélidos de revolugdo com duplo

entalhe hiperbdlico.

\“‘m \_\_i_/__/ "‘/P
i M,
S
.~y

Figura 73 — Eixo com entalhe externo hiperbdlidonsetido a tor¢ao.

f (u,v) = T( M,coshu- tanh)) sem (C.14a)

@ =—f(u,v)serw=-T( M coshi- tanh) sen se (C.14b)
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@ =—f(u,v)cosw=-T( M coshu- tanh) sen cw (C.14c)

@=¢=0 (C.14d)

Assim, a funcéo de tensdp composta por quatro fungbes harmonicas conforme a
equacao (4.66) resultante de um sistema de coaldezigpsoidal é nula. Neste caso, pela
superficievV=V,, 0 hiperboldide contém todos os componentes dsfiteque atuam sobre

esta superficie. Assim, temos as seguintes corglg@eontorno.

r,=0,=0,=0,,=0 (C.15)

As condi¢cbes de contorno descritas acima simafifi@ expressdo para o0 momento
torsional. A imposi¢édo do angulo de rotagéentre O e 2 radianos e a superficie engee 0

completam todas as condi¢des necessarias parargabtdo momentw, .

_VOZHTUW E_ ﬂ
M, —!{ h [yaw Zaw}h’ h, dvdv (C.16)

A tensdo de cisalhamerttp € obtida pela a equacédo (C.6c). Como a fung@ssume

o valor nulo, logo o primeiro termo também é nulo@ecorréncia desta condicao.

ruwzé cotva—¢1 +tanhu co:wa—(pz+ sewa—@’ -sew?ﬁ+ wgﬁ (C.17)
h ow ow ow Jdu Jdu

Por fim, efetuando todos os calculos das derivpdasiais, a tensdo de cisalhamento

I, resultante é:

_ serv
r,, =—29T cosHu (C.18)

A determinacéo da tensdg, possibilita determinar o momente, através da equacgao

(C.16).
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uw’ ‘u

M, = Zﬂfr h,coshu sefvdv= - zt9TIO sévd (C.19
0 0

O calculo desta integral resulta a forma mais Empara 0 momento torsional.

M, :—4?”19T(2+ cosy,)( & cos,)’ (C.20)

A tensdo de cisalhamento remota em sdlidos delugdm descrita pela teoria da
elasticidade, designa-se por.. E evidente que a maxima tenséo de cisalhamewioeono
contorno da secao transversal circular, pois ategsproporcional a relacdo da distancia da
origem do sistema até a extremidade do entalheixooy, consequientemente, é constante ao

longo de raio qualquer.

[,,=—2=p (C.21)

A constanteT € determinada pela substituicdo do momento taabikn na equacao da

tensao de cisalhamento remota, através das equ&zdss e (C.21).

3 sen,(k cos,)

T=2
89(1- cosy,)( 2+ cos,)

(C.22)

As mesmas equacdes que definem os parametros ieosé e o em placas sédo as

mesmas em eixos circulares. De maneira que, évabsisiterminar a tensdo de cisalhamento
em funcdo dos mesmos parametros geometricos. Ararigd representa a tensado

cisalhamento na vizinhanca do entalhe hiperbdliaca puma razdo entre os parametros

d/p=9,46. A curva linear representa a tensdo de cisalhamesla teoria da elasticidade,

enquanto a curva perfil ndo linear representa aten,, .
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Figura 74 — Tensdo de cisalhamento na vizinhancandalhe hiperbdlico em eixos para

9946

Yo,

Genericamente, o fator de concentracdo de tena&n gixos submetidos a tor¢cao €
determinado pela raz&o entre a tenggopela tensad,,,. As equacoes (4.115) e (4.116) que

relacionam os parametros geométricos em coorderad@sianas em coordenadas curvilinea
v sdo validagara placas e eixos com entalhes externos hipedsolAssim, a substituicdo

dos parametros geométricos por meio das equacOkssjde (4.116) nas expressdes da

constante A e da tensdq, determinam o fator de concentracéo Facilmente, verifica-se

que a maxima tensdo pati,0=9,46 sdo as mesmas apresentadas em gréaficos especificos

conforme a Figura 75.

k=tw =21 T2 (C.23)
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Figura 75 — Fator de concentracéo de tenséao era eofu entalhe hiperbdlico.
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