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Resumo

Neste trabalho foram analisadas as evolugoes de dois campos de matéria
em buracos negros planarmente simétricos D-dimensionais com simetria de
Lifshitz cujo expoente dinamico é z. Os campos investigados foram o campo
escalar com acoplamento nao-minimo com o tensor de Einstein e o escalar
de Ricci e o campo eletromagnético. Foram escolhidos dois buracos negros,
um com H-dimensoes e z = 1 e outro com 6-dimensoes e z = 0. As equagoes
de movimento para ambos os campos foram desenvolvidas de modo geral e
aplicadas a cada buraco negro mencionado. Em alguns casos foram obtidas
solucoes exatas das equagoes em termos de fungoes hipergeométricas e fungoes
de Heun confluente. Os modos quasinormais (MQN) de evolugao dos campos
analisados foram calculados numericamente usando dois métodos diferentes:
HH e AIM. Em todos os buracos negros estudados os MQN’s nao indica-
ram instabilidades nem referente aos acoplamentos nem aos espagos-tempos.
De modo geral os modos quasinormais se comportam como os modos de
oscilacao de um oscilador harmonico amortecido apresentando trés regimes:
subamortecido (wgr # 0,w; < 0), critico (wg = 0,wS™ < 0) e supercritico
(wr = 0,wr < 0). Nos casos analisados foi encontrado um comportamento
interessante para w; quando k # 0 e ry < 10. Em geral, w; é crescente
com k, mas aqui encontramos um crescimento quadratico para k ~ r, com
um decréscimo quando k >> r,. Esse comportamento pode ser relevante no
contexto da dualidade gravidade/calibre. Como complemento também foram

analisados dois buracos negros com simetria de Lifshtiz em 2 + 1 dimensoes.



Abstract

In this work the evolution of two fields of matter in planar symmetric black
holes D-dimensional with symmetry of Lifshitz whose dynamic exponent is
z were analyzed. The fields investigated were a scalar field non-minimal cou-
pled to the Einstein tensor and the Ricci scalar and the electromagnetic field.
Two black holes were chosen, one with 5-dimensions and z = 1 and another
with 6-dimensions and z = 0. The equations of motion for both fields were
developed in general and applied to each black hole mentioned. In some ca-
ses exact solutions of the equations were obtained in terms of hypergeometric
functions and confluent Heun functions. The quasinormal modes (MQN) of
evolution of the analyzed fields were calculated numerically using two dif-
ferent approaches: HH and AIM. In all the black holes studied the NSM’s
did not indicate instabilities neither regarding the couplings nor the space-
times. In general, the quasinormal modes behave like the oscillation modes
of a damped harmonic oscillator, presenting three regimes: underdamped
(wgp # 0,w; < 0), critically damped (wg = 0,w§™ < 0) and overdamped
(wr = 0,w; < 0). In the analyzed cases an interesting behavior was found
for w; when k # 0 and r < 10. In general, w; increase with k, but here we
find a quadratic growth for k ~ r, and then a decrease when k >> r,. This
behavior may be relevant in the context of gravity /gauge duality. Additio-
nally, we also analyzed the evolution of the same fields in two black holes

with symmetry of Lifshtiz in 2 4+ 1 dimensions.
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Capitulo 1

Introducao

O ser humano vive sempre em busca de explicacoes para o mundo ao seu
redor. Cada novo cientista contribui um pouco para elas se tornarem cada
vez mais precisas. A partir de cada pesquisa sao desenvolvidas novas teorias
e o conhecimento vai se aprimorando.

Einstein expandiu o conhecimento Newtoniano. As conhecidas leis de
Newton funcionavam bem dentro de um certo regime, mas foi necessario ir
além, além do que se conhecia ou imaginava. Sua teoria veio para aprimorar
o conhecimento newtoniano e ir para muito longe, a distancias cosmolégicas
e de maneira muito rapida, a velocidade da luz.

A Teoria da Relatividade revolucionou o nosso entendimento do mundo de
diversas maneiras e, uma delas, foi algo que diz respeito a uma certa entidade
na qual todos repousam. Com Newton, o local onde todas as coisas estao e
por onde se movem era um local rigido e estatico. Este espaco no qual todos
se locomovem e este tempo o qual passa diante de todos subiram a um novo
patamar e se uniram para serem um espago-tempo, algo tao revolucionario e
impressionante até os dias de hoje.

Tal revolugao se iniciou com a formulacao da Relatividade Restrita [1] e
cerca de uma década depois com a Teoria da Relatividade Geral, que descreve
a Gravitacao relativisticamente. Esta teoria transforma agora a entidade

espago-tempo em algo que possui dinamica e movimento, e isso ampliou o



entendimento e abriu os nossos olhos a um novo mundo cheio de surpresas e
possibilidades.

Algumas da possibilidades sao a respeito do préprio Universo que agora
pode possuir movimento, ter comeco, meio e fim, se expandir ou contrair,
ser vazio ou cheio e mais incrivel ainda, nao ser o tnico. Além disso, umas
das grandes surpresas desta teoria fica por conta de um objeto muito exotico
chamado de buraco negro.

A idéia de um campo gravitacional tao forte que impedisse até mesmo a
luz de sair surgiu ainda no contexto da Gravitacao newtoniana com os tra-
balhos independentes de Michell (1783) [2] e Laplace (1796) [3]. Inicialmente
ele recebeu o nome de estrela escura e s6 em 1968 que Wheeler os batizou
como buracos negros.

Buracos Negros sao solucoes de vacuo da equagao de Einstein. Schwarzs-
child (1916) obteve a primeira solugdo exata e era esfericamente simétrica.
Nela havia uma singularidade fisica em r = 0 e uma outra em r = 2M (M é
a massa do buraco negro) devido ao sistema de coordenadas adotado. Logo,
outras solugoes apareceram, como a de Reissner (1916) e Nordstrom (1918)
para um buraco negro com carga elétrica, por Snyder e Oppenheimer (1939),
onde mostram que um buraco negro é obtido como resultado do colapso gra-
vitacional de uma estrela massiva e de Kerr (1963), para um buraco negro
em rotacgao.

Cada dia mais, através de estudos, é visto que buracos negros sao objetos
cuja fisica envolvida é riquissima. Eles nao tem tido papel importante ape-
nas astrofisicamente, mas também fundamental do ponto de vista tedrico.
Eles tem contribuido bastante para o entendimento de aspectos do com-
portamento quantico da Gravitacao e na busca de uma Teoria Quantica da
Gravitagao.

A relatividade de Einstein, em conjunto com a mecanica quantica, revo-
lucionaram a maneira com que o universo é percebido. Toda a complexidade
que se vé no mundo pode surgir do acaso, conforme previsto pela teoria

quantica, enquanto nas escalas astronomicas, a propria evolucao do universo



pode ser descrita a partir de condicoes iniciais, utilizando-se a relatividade
de Einstein.

Na segunda metade do século XX o avanco da cosmologia, através da
descricao do universo primordial, acrescentou outro importante fator no es-
tudo da gravitacao. O Universo descrito pelas equagoes de Einstein esté
em evolugao, e se iniciou através de uma explosao universal, o chamado Big
bang.

Neste cenario o universo emerge de um plasma cosmoldgico de tempera-
tura altissima, o qual, requer a descricao de um fluido cuja energia média por
particula constituinte (ou seja, a temperatura) é muito alta. Deste modo, a
interagao se da no amago da matéria e requer uma descricao eminentemente
quantica. Esta foi uma explosao diferente da convencional, pois, aqui, a
explosao é universal, em todos os pontos ao mesmo tempo, e a evolucao pos-
terior é dada pela teoria das particulas elementares e dos campos, portanto
uma teoria quantica.

Vale ressaltar também que a gravitacao de Einstein nao pode explicar
totalmente a explosao inicial, ja que neste caso nao haveria como se dar
uma causa para tal. Unido a esta questao, quando se quer descrever o com-
portamento posterior do universo, em seus primeiros instantes (os quais sao
de fundamental importancia para a evolucao posterior), é necessaria a uni-
ficacao da teoria para todas as interacoes, e portanto, sendo as outras in-
teragoes obrigatoriamente quantizadas, nao ha como se ter uma gravitacao
simplesmente classica. Ha outras linhas de argumentacao equivalentemente
incisivas. O comportamento de buracos negros na presenga de campos quan-
tizados também leva a uma obrigatoriedade da quantizacao dos campos gra-
vitacionais.

Sendo a gravitacao uma teoria altamente nao-linear ela nao pode ser
quantizada da mesma maneira que os outros campos, pois, isso geraria quan-
tidades infinitas que nao podem ser interpretadas fisicamente. O chamado
problema da renormalizacao de uma teoria de Campos, que resolve os infi-

nitos que aparecem devido ao carater operacional dos campos quantizados,
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nao pode ser resolvido em teorias de campos que contenham a gravitacao.
Desta forma diz-se que a gravitacao é uma teoria nao renormalizdvel.

A descricao da gravidade e mecanica quantica de forma unificada possui
varias dificuldades. Apenas pensar em uma gravitagao quantica ja requer,
em geral, a descricao da geometria por numeros discretos, ou seja, tanto
o tempo quanto o espaco passariam a ser medidos em termos de unidades
fundamentais discretas. Assim, um objetivo antigo, ja antevisto por Einstein,
de se obter uma teoria unificada dos campos, que foi delineada para as outras
interagoes no decorrer das ultimas décadas do século XX, encontra uma alta
barreira exatamente na teoria da gravitacao.

A gravitacao pode ser quantizada de varias maneiras, cada uma com seus
problemas e consequéncias. Serao exibidos aqui alguns exemplos de teorias
atualmente estudadas, como visto em [4].

Umas delas é a chamada Teoria de Cordas. Essa teoria pode ser entendida
a patir de um conceito relativamente simples: as entidades fundamentais
da natureza, particulas constituintes da matéria e das interagoes, nao sao
objetos pontuais, mas fazem parte de pequenas cordas vibrando no espago-
tempo. Diferentes particulas aparecem como diferentes formas de vibracao,
mas todas estao incluidas na mesma descricao.

Para o funcionamento da teoria explicando a existéncia de todas estas
particulas e forcas, é necessario que hajam mais dimensoes do que aquelas que
sao conhecidas, ja que este cenario é muito restritivo. Imagina-se que varias
dimensoes sejam necessarias para as cordas vibrarem de modo a explicar
todas as caracteristicas das particulas fundamentais.

Outra teoria é a chamada teoria de Horava-Lifshitz. Esta teoria da gra-
vitacao quantica procura solucionar o problema da renormalizabilidade e da
unitariedade ao sugerir que o espago-tempo perca sua estrutura isotrépica
de tal modo que as equacoes de movimento sejam invariantes pelo reesca-
lonamento 2 — bz’ e t — b*t. Essa teoria se torna renormalizdvel para
determinados valores do expoente critico z e do niimero de dimensoes espa-

ciais D.
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Existem ainda outras teorias alternativas de gravitacao que se propoem a
ser renormalizaveis, por exemplo, teorias que apresentam, em suas Lagrange-
anas correcoes de ordem superior na curvatura, tais como Gauss-Bonet, R?
e outras. Nestas teorias, como temos mais parametros, aumenta a variedade
de solugoes. Um exemplo desse tipo em 2 + 1 dimensoes é a New Massive
Gravity[5]. Em dimensoes mais altas temos em [6], por exemplo, duas te-
orias de gravitagao com correcoes quadraticas na curvatura. Essas teorias
permitem solucoes que apresentam uma quebra na simetria de Lorentz, base
da Relatividade Geral, e apresentam uma nova simetria, a de Lifshitz. Esta

é uma simetria de reescalonamento anisotrépico (z # 1), com
't —bx't  t— b7t (1.1)

e onde z é expoente critico. O caso z = 1 representa a equivaléncia en-
tre espaco e tempo da Relatividade Geral. Um reescalonamento consiste na
multiplicacao das distancias por um fator constante. Como um reescalona-
mento é equivalente a escolha de uma unidade de comprimento diferente, as
teorias fisicas fundamentais devem ser invariantes sob esta transformacao.
Tal invariancia da teoria sob reescalonamento do espaco implica, em geral,
que o tempo também seja reescalonado. As equagbes que descrevem os sis-
temas fisicos devem levar aos mesmos resultados quando transformadas de
um sistema inercial para outro, logo, uma nova teoria de gravitacao deve ser
covariante.

Nestes cendrios pode-se analisar como se comportam buracos negros, que
obedecem a alguma teoria quantica de gravitagao ainda desconhecida.

Buracos negros podem, a principio, ser imaginados como objetos muito
complexos, todavia, se estiverem na situagao de equilibrio sao intrinsicamente
simples. Se estiverem isolados, sem uma quantidade de matéria em torno
deles, apenas poucos parametros sao necessarios para os descreverem. Estes
sao: a massa, o momento angular e a carga.

Nos casos onde nao ha o isolamento, casos reais, isso é bem diferente.
Quando buracos negros estao nos centros de galaxias ou possuem massa in-

termediaria a distribuicao de massa é bem complexa em torno deles. Como
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exemplo tem-se ntcleos galdticos, discos de acregao, campos magnéticos for-
tes, outras estrelas, planetas, etc., onde tudo isso estd interagindo ativamente
com seus arredores.

Eis que surge a pergunta: Pode-se simplesmente considerar que eles estao
isolados e estuda-los normalmente? E a resposta é nao. Nao bastaria apenas
retirar todo contetido de matéria que estd interagindo em torno dele. Mesmo
neste caso onde nao se tem objetos macroscépicos em seu entorno, um buraco
negro interage com o vacuo em torno dele, e ainda criara pares de particulas
e ird evaporar devido a radiacao Hawking. Este assunto ¢ mais sutil do que a
forma aqui apresentada, todavia, para os objetivos presentes essa abordagem
é suficiente.

Se o0 objetivo é saber sobre estabilidade desses buracos negros, ondas
gravitacionais, evaporacao Hawking ou sobre interacao de buracos negros
com seu meio ambiente astrofisico é necessaria a andlise de suas perturbagoes,
pois, ele nunca serd descrito totalmente por seus parametros basicos e, assim
sendo, sempre estard em um estado perturbativo.

Sabendo que um buraco negro estd em um estado perturbativo, pode se
perguntar o que acontece com ele quando é perturbado. A resposta é que ele
emite ondas gravitacionais cuja evolug¢ao no tempo pode ser dividida em treés
estdgios: (1) Um periodo relativamente curto de explosao de radiacao inicial;
(2) Um periodo geralmente longo de amortecimento das oscilagoes préprias,
dominado pelos entdo chamados modos quasinormais (‘quasi’ aqui significa
que o sistema é aberto e perde energia através da radiagdo gravitacional);
(3) Um periodo final onde os modos quasinormais sdo suprimidos por uma
cauda (‘late-time tails’) que satisfaz uma lei de poténcia ou uma exponencial.

A maior parte dos artigos que estudam perturbagoes de buracos negros
sao sobre o segundo estagio da evolucao de perturbacao representando os
modos quasinormais. E, claro, ha um grande nimero de razoes para um
interesse tao especial nesses modos.

O trabalho de Regge e Wheeler [7] originou o estudo das perturbagoes de

buracos negros onde os autores analisaram a questao da estabilidade de um
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buraco negro de Schwarzschild que estava sujeito a uma pequena perturbagao
gravitacional inicial. Vérios anos mais tarde Vishveshwara [8], Edelstein e
Vishveshwara [9] e Zerilli [10] deram continuidade a este trabalho. Em parti-
cular, Vishveshwara verificou, através de simulacoes numéricas, que, quando
um buraco negro de Schwarzschild é submetido a uma pequena perturbagao
inicial (um pulso de onda gaussiana, no caso), a resposta da mesma (sua
evolugao temporal) é dominada por vibragoes muito caracteristicas, expo-
nencialmente amortecidas no tempo, que depois viriam a ser denominadas,
por Press [11], de modos quasinormais (MQNs), sendo independentes da
forma inicial da perturbacao, dependendo apenas da massa do buraco negro,
neste caso, seu unico parametro caracteristico.

E por meio de um texto de Chandrasekhar que talvez melhor se possa
compreender a no¢gao de MQNs de um buraco negro. De acordo com ele
[12], a evolugdo de uma pequena perturbagao inicial de um buraco negro
pode, em principio, ser determinada expressando-a como uma superposicao
de modos normais. Porém, em seu estagio final, espera-se que qualquer per-
turbacao inicial decaia de maneira caracteristica do préprio buraco negro e
independentemente da mesma, ou seja, pode-se esperar que em estagios fi-
nais de uma perturbacao, o buraco negro oscile com frequéncias e taxas de
amortecimento caracteristicas unicamente dele préprio. Tem-se entao a se-
guinte definicao: ‘MQNs sao definidos como as solugoes proprias das equacoes
de perturbacao pertencendo a frequéncias caracteristicas complexas que sao
apropriadas para ondas puramente imergindo no horizonte de eventos e ondas
puramente emergindo no infinito’.

Assim, as condicoes de contorno sao dadas por
U(r) ~ e 1 — oo, (1.2)
sendo que correspondem a frequéncias complexas
w = RNw + 1Sw, (1.3)

com Sw < 0, o que caracteriza a estabilidade do buraco negro, quando

sujeito a uma pequena perturbacgao inicial, ja que o mesmo oscilara amor-
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tecidamente, em funcio do tempo (e”™! = e ¥WieSWt 5 () para t — oo,
quando Sw < 0).

Para que melhor se entenda a definicao de MQNs, deve-se notar que
se deseja estudar a resposta da métrica de um buraco negro, para pequenas
perturbagoes iniciais do sistema. Para isto, nao é desejavel que haja radiacao
vindo do infinito, continuando a perturbar o buraco negro. Além disto,
assume-se que nada escapa para fora do horizonte de eventos do mesmo.

As frequéncias w que permitem solucoes da equacao

d*V(x)
dz?

com as condigoes de contorno da Eq.(|1.2)), sdo chamadas de modos (frequéncias)

+[w? = V(2)]¥(z) = 0, (1.4)

quasinormais, isto é, as condi¢oes de contorno, entao, sao que haja ondas que
sao puramente imergentes no horizonte de eventos do buraco negro e ondas
puramente emergentes no infinito. E importante notar que tais condicoes de
contorno nao se aplicam a MQNs de quaisquer buracos negros, mas sim para
aqueles em espacos assintoticamente planos ou assintoticamente de-Sitter
(dS), uma vez que é a estrutura assintética do espago-tempo que determina
tais condigoes. No caso assintoticamente anti-de-Sitter (AdS), a condicao de
contorno no infinito é que nao haja onda emergente nem imergente [13] de
modo que geralmente se impoe condigoes de Dirichlet W(x) — 0.

Ainda sobre as perturbacoes de buracos negros podemos relaciona-las a
uma das possiveis caracteristicas de uma teoria quantica de gravitagao: o
chamado Principio Holografico, segundo o qual, a fisica num certo volume
do espaco-tempo pode ser descrita em termos de uma teoria em sua borda,
possuindo um grau de liberdade por drea de Planck [14], cuja formulagao
tem por base a relagao entropia-area de buracos negros dada pela férmula
de Bekenstein-Hawking [15], S = Akp/4l2 onde I2 = Gh/c* é o comprimento
de Planck, a qual tem natureza holografica, ja que a entropia de um buraco
negro seria proporcional a area de seu horizonte de eventos e nao ao volume
deste e também o chamado limite de Bekenstein [16], um limite superior para
a entropia de uma dada regiao do espaco-tempo que estabelece a méaxima

entropia de uma regiao do espaco.
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Visto isso, pode-se utilizar tal principio na correspondéncia AdS/CFT,
onde uma teoria de gravitacao tem uma descricao dual em termos de uma
Teoria de Campos Conforme (CFT) de uma dimensao a menos, que pode
ser pensada como residente na borda deste espago. Pode-se dizer entao que
a informacao (fisica) no interior de um espago AdS estd holograficamente
codificada em sua borda.

Invocando a correspondéncia AdS/CFT, Horowitz e Hubeny (HH) [17]
sugeriram que as frequéncias quasinormais associadas a perturbacoes de bu-
racos negros em espagos-tempos AdS possuem uma interpretagao direta em
termos da correspondente teoria de campos conforme dual que ‘reside’ na
borda de tal espaco-tempo. De acordo com tal correspondéncia, um buraco
negro grande num espagco-tempo assintoticamente AdS, isto é, cujo raio de
horizonte de eventos é muito maior que o raio cosmologico, corresponderia a
um estado (aproximadamente) térmico na teoria de campos conforme dual
[18].

Assim sendo, perturbar um buraco negro corresponderia a perturbar tal
estado térmico, de modo que o decaimento da perturbacao no interior do
espago-tempo descreveria o retorno ao equilibrio da teoria de campo na borda.
Isto permite, entao, que se obtenha uma predicao da escala temporal de
termalizacao da teoria de campo dual, o que seria, em principio, bastante
dificil de ser conseguido diretamente via esta tultima.

Ao estudarem as perturbagoes de um buraco negro grande de Schwarzschild-
AdS, por meio de um campo escalar nao-massivo, minimamente acoplado a
curvatura, HH obtiveram que os MQNs resultantes estao em escala com a
temperatura do mesmo.

Nos tltimos anos tem havido bastante interesse pelo estudo de perturbagoes
e MQNs de buracos negros em espacos-tempos nao-assintoticamente planos,
a saber, espacos-tempo dS e AdS, motivados pela analise da estabilidade do
horizonte de Cauchy de buracos negros [19] e pela correspondéncia AdS/CFT
[T7], respectivamente.

No caso de espacos-tempos do tipo dS, o decaimento de perturbacoes de
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buracos negros de Schwarzschild e Reissner-Nordstrom, nele imersos, mos-
trou a influéncia do horizonte de eventos cosmoldgico sobre o decaimento
das mesmas [[19],[13]]. No caso de buracos negros AdS, a analise dos MQNs
e do decaimento das perturbagoes iniciou-se com Chan e Mann [20], segui-
dos de HH [17], estes fortemente motivados pela correspondéncia. O estudo
de perturbacoes nestes espacos-tempos dotados de constante cosmoldgica é
importante nao apenas como mera extensao da andlise dos casos tratados
na literatura, até entao em grande maioria para espacos-tempos assintotica-
mente planos, mas também devido ao grande interesse, nos utlimos anos, por
espacos do tipo AdS, devido a correspondéncia.

A busca por solugoes exatas em tais situagoes nem sempre é uma tarefa
simples. Visto isso, é necessario a aplicacao de métodos numéricos em bus-
cas de tais solucoes. Além de HH, outro método numérico utilizado para
obtengao de solugoes é o chamado Método de Iteragao Assintética AIM). Ele
obtém solugoes analiticas/numéricas de equagoes diferenciais ordindrias de
segunda ordem com potenciais ligados [21] e [22].

Portanto, estudar o comportamento de campos de matéria na vizinhanca
de buracos negros com simetria de Lifshtiz, os quais sao solugoes de vacuo
de teorias de gravitacao alternativas com correcoes quadraticas na curvatura,
podem enriquecer nosso entendimento sobre: buracos negros, dualidade gra-
vidade/calibre e gravitagdo quantica.

No intuito de realizar tal estudo dividimos o presente trabalho da seguinte
maneira: no capitulo 2, intitulado, Teoria de gravitacao alternativa, sera efe-
tuada uma explicacao mais detalhada sobre os problemas da Relatividade
Geral e a proposta de uma teoria de gravitagao com correcoes quadraticas
na curvatura. Uma solucao com simetria de Lifshitz puro serd exibida e
serao abordados detalhes sobre as familias de solugoes do tipo buraco ne-
gro com simetria de Lifshitz em D-dimensoes. No capitulo 3, intitulado,
Evolucao de campos de matéria em espacos-tempos planarmente simétricos
e estdticos, serao calculadas as equacgoes de evolugao do campo escalar com

acoplamento com tensor de Einstein e com escalar de Ricci e do campo eletro-
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magnético em um espago-tempo planarmente simétrico e estatico arbitrario.
No capitulo 4, intitulado, Fquagoes de campo aplicadas aos Buracos Negros,
sera aplicada a equacao de evolugao do campo escalar acoplado a dois bura-
cos negros 2+ 1-dimensionais e suas respectivas solugoes exatas para os casos
com acoplamento cinético e acoplamento potencial. Também serao aplicadas
as equagoes de evolugao do campo escalar acoplado ao escalar de Ricci e ao
tensor de Einstein e do eletromagnético aos buracos negros com simetria de
Lithitz em D > 5 dimensoes. No capitulo 5, intitulado, Métodos numeéricos,
os métodos numericos HH e AIM serao estudados, assim como, as condicgoes
de convergéncia de cada um. No capitulo 6, intitulado, Resultados numéricos
da evolugao do campo escalar e eletromagnético, a aplicacao dos métodos
AIM e HH para o calculo dos modos quasinormais dos buracos negros AdS
D-dimensional, BTZ e AGGH e Lifshitz 5Dz e 6Dz0 é apresentada. Os
resultados obtidos sao compilados e discutidos. No capitulo 7, intitulado,
Conclusoes, serao apresentadas as conclusoes obtidas neste trabalho. Nos
Apéndices A, B e C apresentamos os invariantes escalares e as componen-
tes do tensor de Einstein, a transformacao de uma equacao diferencial de
segunda ordem para o formato de Schrodinger necessaria para utilizagao do

método AIM e HH, respectivamente.

18



Capitulo 2
Teoria de gravitacao alternativa

Dez anos apds a publicacao da Teoria da Relatividade Restrita, Einstein
apresentou uma versao generalizada da sua teoria, que ficou conhecida como
Teoria da Relatividade Geral (RG), incluindo a gravidade e os efeitos previs-
tos pela teoria restrita, agora aplicados a referenciais acelerados. A interco-
nexao entre espaco e tempo continua desempenhando um papel fundamental
na descricao dos fenomenos, ja que a gravidade agora é entendida como um
efeito da deformacao da geometria do espago-tempo causada pela presenca
de matéria e energia.

A RG é uma teoria bem estabelecida e se tornou a referéncia basica para
o estudo de fenomenos de larga escala, como astrofisica e cosmologia. Ainda
assim é uma teoria que possui limitacoes. Uma delas é o fato de nao se
enquadrar entre as forgas fundamentais descritas pelo Modelo Padrao, de-
safiando aqueles que esperam que a natureza seja descrita de maneira unifi-
cada e elegante. Outra ¢é a sua incapacidade de descrever cendrios extremos
em que tanto a curvatura do espago-tempo como as energias envolvidas sao
muito grandes (o que significa fenomenos ocorrendo em intervalos de espago
e tempo muito pequenos). Ambas as limitagoes s6 serao superadas por uma
teoria quantica da gravitagao.

Por muitas décadas os fisicos tém investido muito esforco na elaboracgao de

uma teoria que descreva a gravitacdo (essencialmente, que descreva o espago
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e o tempo) com base na teoria quantica. Apesar disso, nenhuma teoria
completamente satisfatoria foi estabelecida. Muito da dificuldade enfrentada
vem da auseéncia de dados experimentais em tais cendarios de extremas ener-
gia e curvatura. Entretanto, o principal problema é de natureza tedrica: a
nao-renormalizabilidade. Para esclarecer melhor este ponto, considere que
a descricao lagrangeana da Relatividade Geral se d4 por meio da acao de

Einstein-Hilbert,
4

— ¢ 4 .
S = T /d rv/—gR, (2.1)

onde g é o determinante da métrica e R é o escalar de curvatura de Ricci.
Uma forma comum de desenvolver a quantizacao da teoria descrita por esta
acao € escrever g, = 1, + h,,, onde 7, é a métrica de Minkowski, tratada
aqui como um campo de fundo e h,, ¢ uma perturbagao que representa um
campo de calibre. A acao prevé a existéncia do graviton, particula sem massa
de spin 2, cujo propagador ¢ dado por 1/k? onde k* é o quadrimomento
associado.

A analise dimensional possui um papel importante em teoria quantica de
campos. Para que uma teoria seja renormalizavel é necessario que a dimensao
canonica em unidades de massa das constantes de acoplamento envolvidas
sejam nao negativas, condicao que nao ¢ atendida pela RG, logo, ela é nao-
renormalizavel e nao se pode anular as divergéncias com um nimero finito
de contratermos. Uma maneira de contornar este problema, é a adicao de
termos de derivada de ordem superior na acao de Einstein-Hilbert.

Neste contexto, serao introduzidas derivadas de ordem mais alta na acao,
a saber, derivadas de segunda ordem.

De acordo com [6] a agado da gravidade mais geral que inclui as corregoes

quadraticas na curvatura em D-dimensoes é dada por

g— / AP/ =GR — 2\ + iR + BaRos R + ByRusy RVY),  (2.2)

onde A é a constante cosmoldgica, 31, b2 e f3 sao constantes de acoplamento,

R ¢é o escalar de Ricci, R,p € o tensor de Ricci e Rqgy, € 0 tensor de Riemann.
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Extremizando a agao (2.2) obtém-se as seguintes equagoes de campo
G + g + Ay + B =0, (2.3)

onde o tensor A, representa correcoes lineares na curvatura nas equacoes de

campo e é definido por

A = (B2 +463)0R,, + %(4& + B2) gy DR — (281 + o +263)V, VR (2.4)

e o tensor B, representa corregoes quadraticas na curvatura nas equacgoes

de campo e ¢é definido por

B;w = 2B3Ru7aﬁRza5 + 2(B2 + 2ﬁ3>R,uowBRaB - 4,83RW1R3 + 2/BIRR/LV -
1
— 5(5132 + BoRag R + B3 Raprs RP7°) G- (2.5)

Por causa do teorema de Gauss-Bonnet em quatro dimensoes e do anula-
mento deste termo em trés dimensoes é suficiente considerar apenas dois
dos trés invariantes quadraticos na Lagrangeana mostrada acima. Isto faz
necessario dividir a andlise de suas possiveis solu¢oes em duas partes, pri-
meiro considerando os casos de dimensao superior, D > 5, e depois analisar
separadamente os de menor dimensao (D =3 e D =4).

Analisando, primeiramente, o caso geral da teoria, onde as dimensoes sao
D > 5, percebe-se que esta acao possui trés classes diferentes de solucgoes de
buraco negro assintoticamente Lifshitz que correspondem a diferentes faixas
do expoente dinamico z. Como mostrado abaixo, para qualquer valor do
expoente dinamico z existe pelo menos uma familia de solugoes de buraco
negro.

As possiveis familias descritas pelo artigo sao as seguintes

: > 2-D, (2.6)
z > 1, (2.7)
z < 0. (2.8)

Todas as trés representam solugoes de buracos negros assintoticamente Lifshitz

para cada expoente dinamico em particular.
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A seguir é abordado mais especificamente sobre o espaco-tempo de Lifshitz
puro e, posteriormente, sobre a familia de solugoes de buracos negros Lifshitz
em altas dimensoes escolhida para estudo neste trabalho, a saber, a familia

2.0l

2.1 Solucoes com simetria de Lifshitz

Primeiramente serao apresentadas algumas caracteristicas do espaco-tempo
de Lifshitz puro e da familia de buracos negros [2.6| assintoticamente Lifshitz
0s quais sao solugoes para agao com corregoes quadraticas na curvatura men-

cionada anteriormente.

2.1.1 Espaco-tempo de Lifshitz puro

O espago-tempo Lifshitz puro é representado pelo seguinte elemento de linha

7,2z

ds* = ———dt* + ﬁdrz + r—Qdfz (2.9)
122 2 P :

onde Z é um vetor (D — 2)-dimensiona]EI, z é o expoente dinamico e [ é o
raio de curvatura da geometria. Dentre suas principais propriedades a mais
interessante é que o espaco-tempo de Lifshitz admite uma transformacao de

coordenadas anisotropica que se segue,
t — N, r— Al T — M\Z, (2.10)

como parte do seu grupo de isometria. Na verdade a classificacao desse
espago-tempo com o nome Lifshitz vem do fato da isometria (2.10]) ser idéntica

a transformagao de escala (2.10) que mantem invariante a Langrangeana

L- / P2dt[(0,6) — K(V20)?] (2.11)

usada por Lifshitz para modelar, via teoria de campos, sistemas de matéria

condensada. Esse espago-tempo tem recebido muita atencao no contexto

'Uma andlise dimensional do elemento de linha nos leva a considerar o caso planar

usando coordenadas cartesianas (z,y, 2, ...w) para as dimensoes extras.
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da dualidade gravidade/calibre. Um trabalho de revisao muito interessante
sobre a aplicacao desse espaco-tempo e sua relagao como modelos de matéria
condensada é feito por Hartnoll em [23] e vale a pena ser estudado. FEssa
isometria pode ser confirmada substituindo as transformacoes de escala
para t, r e ¥ no elemento de linha ,

2 ()\—1@22 PRy I? —1,\2 O‘_IT)Q 2
ds = _l2—zd()\ t) + (AflT)Qd()\ ’f‘) + 2 d()\!)ﬁ') s
2z 2712 2 2
2 r 9y 9 AlZdr AP
ds® = _)\2,3127;)\ dt® + 7“_2? -+ W)\ dz”. (2.12)

Como pode-se notar, ela recupera exatamente o elemento de linha origi-
nal, independente do valor do expoente dinamico z. Para informagoes adi-
cionais sobre o espacgo-tempo de Lifshitz ver as discussoes apresentadas em
[6],124],[25] e [26].

A métrica sera solucao das Eqs. se a constante cosmoldgica A
e a constante de acoplamento (3, satisfizerem as seguintes relacoes,
42(D = 3)(D —4)(z+ D — 2)53

~1
A= — 2224+ (D-2)22+D—-1) - B

412

=222+ (D—2)224+D—1)] 81 —4[z* — (D —2)z+ 1] B3
2(22+ D —2) '

Analisando a métrica apresentada, veé-se que ela é nao singular. Todos in-

Ba =

variantes locais (Escalar de Ricci, Contragao do Tensor de Ricci, Escalar de
Kretschmann, Escalar de Einstein e Escalar de Weyl) sao finitos em toda ge-
ometria. Os detalhes dessas quantidades sao apresentados no Apéndice. Essa
geometria apresenta muitas semelhancas com o espaco-tempo Anti de-Sitter,
mas dependendo do valor de z ela se torna nao-relativistica.

A partir deste elemento de linha é natural procurar por solugoes de buraco
negro que apresentem simetria de Lifshitz. Elas podem ser obtidas e sao
conhecidas como ‘Buracos Negros de Lifshitz’. Recentemente a busca por
tais solugoes tem recebido grande atencao.

Um dos primeiros exemplos analiticos foi apresentado em [27] sem res-
tricao no valor de z. Em [28] uma solugao topoldgica de buraco negro as-

sintoticamente Lifshitz com z = 2 foi encontrada. Um exemplo com z = 4
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e topologia esférica foi dado em [29]. Solugoes numéricas para valores mais
gerais de z foram exploradas em [28]-[30]. Mais exemplos de buracos negros
analiticos de Lifshitz foram estudados em [31]-[32]. A solugao encontrada em
[33] é particularmente interessante, pois, corresponde a um exemplo analitico
notavelmente simples, com z = 2 e D = 4 dimensodes. A dificuldade de embu-
tir buracos negros de Lifshitz na teoria de cordas também foi investigada em
[34]-[35]. A descrigao hologréfica de espacos-tempos assintoticamente Lifshitz
foi estudada em [36]. Investiga¢oes mais recentes relacionadas aos buracos
negros de Lifshitz podem ser encontradas em [37]-[38].

Em [25] uma solucao bastante simples com z = 3 na auséncia de campos
de matéria foi encontrada para a teoria New Massive Gravity (NMG) [5], que
consiste em corregoes especiais de curvatura quadrada para a gravidade tri-
dimensional. Anteriormente, em [39], foi mostrado que corregdes quadraticas
na curvatura para gravidade, genericamente, podem suportar os espagos-
tempos de Lifshitz puro, apresentado na Eq.. O exemplo da referéncia
[25] é o primeiro a mostrar que essas teorias também permitem a existéncia
de buracos negros de Lifshitz. Outro exemplo com z = 3/2 foi posteriormente

encontrado para uma teoria quadridimensional com R2-correcoes.

2.1.2 Buracos Negros assintoticamente Lifshitz em D-

dimensoes

Inspirado nos resultados de [25] e [40] é investigado em [6] como a introdugao
de correcoes de ordem superior na curvatura, na agao de Einstein-Hilbert,
levam a encontrar vérias familias de solugoes analiticas de buracos negros de
Lifshitz em D-dimensoes. Neste trabalho serd dada especial atencao a uma
dessas familias de solugoes estudando-se a evolugao de campos de matéria em
sua geometria e averiguando suas caracteristicas. Curiosamente, esta familia
a qual foi escolhida, de dimensao superior, também admite como solucao
critica o buraco negro de Lifshitz tridimensional com z = 3, buraco negro
AGGH, de [25], no contexto da NMG. As solugoes permitidas para este caso

mostradas em [25] sdo z = 3 e z = 1. Todavia, esta mesma familia nao leva
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ao buraco negro tridimensional BTZ [41](z = 1). Uma possivel explicagao
para este resultado esta ainda sendo analisada.

A agdo com corregbes quadraticas mais gerais mostrada por [6] apre-
senta trés familias diferentes de solugoes para buracos negros assintotica-
mente Lifshitz com D > 5. A familia a ser estudada neste trabalho é[2.6
onde o expoente dinamico satisfaz a condi¢ao z > 2 — D. Ela pode ser repre-
sentada pelo o elemento de linha planarmente simétrico, com fungoes A(r) e
B(r) gerais, escrito de maneira geral como

9 D=2
ds® = —A(r)dt? + B(r)dr® + % 3 da. (2.15)
i=1
Para o caso estudado, substituindo as fungoes A(r) e B(r), a métrica fica da

seguinte forma

2 Mi® & M\ 2=
ds? = —— (1_ )dt2+— (1_r_a> dr2+%2dxf, (2.16)

le ro 7,,2 .
=1

onde define-se o expoente o como

z+D—2

; (2.17)

o =

Nesta métrica o expoente dinamico z se relaciona com os parametros da acao
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(2.2) por meio das seguintes relagoes

D-2
A = T {(197D - 380)z" + 4(19D% — 200D + 325)2°

+ (D —2)[2(5D* — 73D + 356)2* + 4(D* — 2D* + 15D —
(

— 62)z+ (D +2)(D — 1)(D — 2)]}/Pu(2), (2.18)

B = 1*{272° —18(3D — 4)2° + 3(19D* — 168D + 356)z* — 12(11D* —

— 84D* + 196D — 120)z* — (D — 2)[(19D* — 330D? 4 2052D — 3640)2* +

+ 2(3D* —30D% + 124D — 536D + 1024)z + (D + 2)(D —

— 2)*(D*—4D +36)]}/ [2(D = 3)(D — 4)(z + D — 2)*Py(2)], (2.19)

By = —21[32+ (D +2)(D — 2)]{92* — 6(3D — 4)2° — 8(D* — 10)2* +
+ 2(D* —4D*+ 32D —80)z — (D — 2)[D* 4 2D?* —

— 12(D=2)]}/ [(D = 3)(D = 4)(2 + D — 2)°P(2)] , (2.20)

Bs = P*[322+ (D +2)(D —2)]{9z* — 3(9D — 14)2* — (D — 2)[(5D — 62)z +

+ D*—4D +36]}/[2(D —3)(D — 4)(2 + D — 2)Py(2)] . (2.21)

A funcao P, é um polinomio de grau quatro no expoente dinamico z dado
por
Py(z) = 272" —4(27D —45)2* — (D — 2)[2(5D — 116)2* +
+ 4(D* =D +30)z+ (D +2)(D —2)?]. (2.22)

Inspecionando-se as Eqs.(2.19, [2.20, [2.21]) observa-se que a teoria é valida

para D > 5. Nos casos onde D =3 e D = 4 os termos (3, 2 e B3 divergem,
contudo, solugoes criticas em dimensoes mais baixas sao possiveis e serao
tratadas adiante. A condicao que z > 2 — D vem também do denominador
destas constantes de acoplamento.

Abaixo é apresentada uma tabela com os valores do expoente o em fungao
de z e da dimensao D, respeitada a condicao que z > 2 — D. Os casos onde
aparece o simbolo (*) representam valores que nao respeitam a dada condigao.
O valor 0 aparece como caso limite, quando z = 2 — D e também nao pode

ser utlizado, pois, faria com que o denominador das expressoes para (31, (o €
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[3 se anulasse. Da tabela é verificado que para cada dimensao D e expoente
dinamico z tem-se um valor igual para a podendo serem vistos nas diagonais

da tabela abaixo.

Tabela 2.1: Expoente «

D=5|6 | 7| 8| 9 | 10 | 11
2—.8 * * * * * 0 1/2
7o ox x|k x| 12 1
6 | o x| x 0 [1/2] 1 |32
5o x| o0 |1/2] 1 |32 2
4 | o |12 1|32 2 |52
30 |1/2] 1 [3/2] 2 |5/2| 3
2 |12 | 1 (3/2] 2 |5/2] 3 |72
-1 1 [3/2| 2 |5/2| 3 | 72| 4
3/2 | 2 [5/2] 3 | 7/2| 4 | 9/2
2 [5/2| 3 |7/2] 4 |92 5
5/2 | 3 [7/2 4 |92 5 |11/2
3 17/20 4 |9/2| 5 |11/2| 6
7/2 | 4 |9/2| 5 |11/2] 6 |13/2

= W NN = O

Poderia-se imaginar o porque de nao poder utilizar z < 2— D, e a resposta
estd no proprio elemento de linha. Nesta regiao os valores de a sao todos
negativos e isto faria o buraco negro nao ser assintoticamente Lifshitz.

Com o intuito de avaliar a influéncia do nimero de dimensoes, foram
escolhidos dois valores diferentes de D. Sendo assim, optou-se por escolher
uma dimensao fmpar e uma par, para avaliar uma possivel influéncia diferente
entre elas. Visto isto, as dimensoes escolhidas foram D =5e D = 6.

De forma compacta serao colocadas as informacoes dos buracos negros
em uma unica tabela. Para D = 5 sao apresentados os casos onde z =1,2,3
e 4 epara D = 6 os casos onde z = 0,1,2 e 3. As fungées A(r) e B(r), o

horizonte de eventos 7, (¢"" = 0) e a gravidade superficial x foram calculadas
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para cada um dos buracos negros citados. No caso geral k é calculada por

_10A(r)
2 Or

1

" A(r)B(ry)’

(2.23)

T=r4

Desta forma as quantidades acima citadas para os buracos negros 5D e 6D

sao apresentadas nas tabelas abaixo.

Tabela 2.2: Quantidades dos buracos negros 5D

5Dz1

5Dz2

5Dz3

5Dz4

Ay | 2 (1 _ M

r2

MIP/2
— <1 —

1 M15/2 -1
r - 7’5/2

I/ M2

M3

T
(1-w)"
r r3

I/ M

T

r (1 _ m)
18 r7/2

1 MI7/? -1
T2

I/ M?

K VM)l 5v/ M* /4l 3M /2l 7v/ M3 /4l
by _3 _ 2197 _6 9791
2 55112 2 110972
8 2 9839:2 4112 2621312
1 55100 288 217364
i —J2 947112 _ 512 2619712
2 13775 9 54341
B 2 221112 2 453112
3 4 11020 6 31052
Tabela 2.3: Quantidades dos buracos negros 6D
6Dz0 6Dz1 6Dz2 6Dz8
A | (=) | R(-M) | R0 | R (-7
-1 —1 1 -1
sy |50 2) B () s ()| s ()
Ty IvM [N/ M? IV M I/ M?
K 1/1 5v/ M2 /4l 3V M3)21 7V M6 /4l
A _5 _5 _ 101 _ 61477
2 12 1712 764912
3 2 ? 4512 7170712
1 12 748 1499204
3 _ 512 _2 _ 12 6425112
2 4 3 51 374801
8 2 2 4312 1268512
3 4 12 612 214172
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Para todos os casos a constante cosmoldgica permanece negativa, nao
alterando assim o carater assintotico das solugoes.

Para cada dimensao escolhida foram utilizados dois valores do expoente
dinamico z que resultam em um expoente « inteiro. Para D = 5, escolheu-
se z = 1 e z = 3 (nomeado buraco negro 5Dz1 e 5Dz3) e para D = 6,
escolheu-se z = 0 e z = 2 (nomeado buraco negro 6Dz0 e 6Dz2).

Nota-se que para os buracos negros com valores iguais de « tem-se ho-
rizonte de eventos iguais. Vale frisar aqui que os buracos negros sao pla-
narmente simétricos, logo, seu horizonte de eventos é uma superficie planar.
Como verificado, os casos 5DzI e 6Dz0 tem o mesmo valor de «, logo, o
mesmo horizonte de eventos. Porém, a semelhanca entre eles para por ai,
pois, a gravidade superficial é diferente e como veremos a seguir suas quan-
tidades termodinamicas também.

Agora serao apresentadas algumas propriedades termodinamicas dos bu-
racos negros escolhidos, tais como, Temperatura (7), Entropia (S) e Energia
(E) e Capacidade Térmica (C'). Essas propriedades foram discutidas em [26]
e [42)].

Primeiro define-se as quantidades p(z) e ¢(z) para facilitar a notagao das

quantidades termodinamincas como sendo

p(z) = —8(D—2){9:*— (D +5)z"—
—(D —2) [3(D —5)z* 4+ (D* = 5D + 10)z — (D* — 4)] } ,
q(z) = 272" —4(27D — 45)2° —
—(D —2) [2(5D — 116)2* + 4(D* — D + 30)z + (D + 2)(D — 2)?] .
(2.24)

Deste modo a temperatura dos buracos negros D-dimensionais é definida por

D—-2 o
A Y s = (2.25)
8l

que ¢é equivalente a conhecida expressao para temperatura associada ao bu-

raco negro planarmente ou esfericamente simétrico, verificado em [43] e [44],
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chamada temperatura de Hawking, que é calculada por

K

Ty = —. 2.26
7= or ( )
A entropia D-dimensional, seguindo a formulacao apresentada por Wald é
dada por

3224+ (D? — 4)][D?* — (2 — 32)2 -

q(2)
onde €2p_» representa o resultado finito da integragao em relagao as coorde-

nadas da dimensoes extras. A energia é definida por

MR ()
l(z+ D —2)q(2)

Qp-2, (2.28)

e, por fim, a capacidade térmica, que é apresentada da seguinte maneira

05
C=T—. 2.29
5T (2.29)
Assim foram calculadas as ditas quantidades termodinamicas para os buracos
negros de estudo 5Dz1, 5Dz3, 6Dz0 e 6Dz2 e os resultados sao apresentados

na tabela abaixo.

Tabela 2.4: Quantidades Termodinamicas dos buracos negros 5D e 6D

5Dz1 oDz8 6Dz0 6Dz2
T VM /2l7 3M /4lm 1/21m 3V M2 /Aln
S 4M32 Q3] —M7Q[3] SM?mQ[4] | 20M*37Q[4]/17
E 0 3M?Q[3]/4l | —2M?Q[4]/1 | 8M?>Q[4]/5611
C | 967*(12T?)3/2Q[3] | —4m*T[3]/3 * 64012 T2m3Q)[4] /153

Aqui nota-se algumas caracteristicas termodinamicas interessantes destes
buracos negros. O buraco negro 6Dz0 possui uma temperatura constante,
independente da massa e nao possui uma capacidade térmica definida. 5Dz1

tem energia nula, o que pode representar algum caso extremo.
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2.1.3 Buracos Negros de Lifshitz em baixas dimensoes

Nesta subsec¢ao serao brevemente discutidos os buracos negros de Lifshitz em
dimensoes mais baixas. As familias de solugoes [2.6] e sao proibidas,
em principio, para dimensoes inferiores a 5.

Apesar das familias serem formalmente definidas para as dimensoes su-
periores, a possibilidade de que novas solugoes criticas existam em dimensoes
inferiores para alguns valores particulares do expoente dinamico z nao ¢ ex-
cluida. Uma maneira natural de explorar essa possibilidade é considerar uma
continuagao dimensional das expressoes D-dimensionais e estudar se algum
cancelamento potencial das divergéncias das constantes de acoplamento apa-
rece quando se expande em torno de D = 3 e D = 4. Usando os resultados
desta analise como uma indicacao, sera confirmada a existéncia de solugoes

criticas que, de fato, representam buracos negros de Lifshitz em D = 3 e em
D =4,

Buraco negro assintoticamente Lifshitz 3D com z = 3

Iniciando com o caso D = 3 ele é analisado como pertencente a familia [2.6]
A constante cosmologica é regular, e vale

N 10 — 322 + 36422 — 41623 + 2022*
©AI2(—5 — 1442 + 20222 + 2724)

(2.30)

porém, as constantes de acoplamento divergem em D = 3, e podem ser
expandidas em torno deste ponto. A constante 3; pode ser escrita da seguinte

forma (com a aproximagao em primeira ordem em D — 3)

(z —3)(322 +5)(92% — 122 + 11)? 1

__ 2.31
b 2(z + 1(272% — 14423 + 20222 — 144z — 5)) D — 3’ (2:31)

onde B = —}1 B> = P3. Isso indica que a tnica possibilidade para se ter um
comportamento regular da constante de acoplamento para esta familia em

D = 3 é exatamente quando z = 3. Isso resulta no seguinte elemento de

linha

6 MP 2 M\ ’
i = (1= )ar s L (1-20) e e ea)

r2 r2 r2 [2
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que representa exatamente o buraco negro AGGH no contexto da NMG em
[25] e [5].

Todavia, no contexto da NMG em 2+ 1 dimensoes temos o buraco negro
BTZ, solugao com z = 1. Como esta teoria é dita uma generalizagao e recai na
NMG esperariamos encontrar além do AGGH o buraco negro BTZ, todavia,
isso nao acontece. Esta é uma pergunta ainda tema de pesquisa, pois, nao
foi encontrada uma respota satisfatéria para esta aparente discrepancia.

H&4 mais uma curiosidade envolvendo o buraco negro BTZ. Verifica-se
que os buracos negros 5Dz1 e 6Dz0 possuem a componente ¢g"" idéntica a do
buraco negro BTZ, diferenciando apenas na sua parte espacial e temporal.
Neste caso, as posi¢oes dos horizontes de eventos sao as mesmas.

Sera verificado evoluindo-se o campo escalar em suas respectivas métricas

como se comportam as suas frequéncias as possiveis relacoes entre elas.

Buraco negro assintoticamente Lifshitz 4D com 2z =6

Em quatro dimensoes, de maneira semelhante, a constante cosmologica A

possui valor regular igual a

_ —6842% +3992" + 2(72 4 1202 + 2882?)
©212(—25223 4 2724 — 2(24 + 1682 — 19222))’

(2.33)

e as constantes (1, By e B3 divergem em D = 4. Expande-se as expressoes

em torno deste ponto e em primeira aproximacao obtém-se [3;

5 = 3(z —6)(22 +4)(32% — 4z + 4)I2 1 (2.34)
' 2(2+2)(92% — 8423 + 12822 — 1122 — 16) D — 4 '
onde f3; = —iﬁg = (3. Disto vé-se aqui que o unico valor possivel para

o expoente dinamico z para obter uma constante de acoplamento regular é
z = 6. O elemento de linha da familia [2.6| neste caso da origem a um novo

buraco negro de Lifshitz

12 M1t & MY\ 2
ds? — — "~ <1 — _> dt? + <1 — —) dr? + T—(de + dy?).(2.35)

[12 rd 72 r4 [2
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2.2 Caso puramente R?

Fazendo-se (35 e 3 nulos na acdo D-dimensional com corregoes quadraticas
¢ obtido o caso puramente R?. O espaco-tempo de Lifshitz puro é solucao
destas equagoes de campo para um valor genérico do expoente dinamico z

em qualquer dimensao, desde que

222+ (D —2)(2z2+ D —1)
= — 2.
A e , (2.36)
1

b= —5 (2.37)

Vale notar que as parametrizagoes acima coincidem com os valores encon-
trados anteriormente para a NMG em D = 3 [25], onde f3 = 0 e By =
—(8/3)B81 = —(1/m?). Os autores de [6] dizem que, visto isso, seu resultado
generaliza a NMG, porém, viu-se que para z = 1, BTZ nao é recuperado, e

como dito, ainda é tema de estudo tal divergeéncia.
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Capitulo 3

Evolucao de campos de matéria
em espacos-tempos
planarmente simétricos e

estaticos

Apoés ser estudada uma teoria de gravitacdo com correcoes quadraticas na
curvatura de forma geral, escolhida uma familia de solugoes para andlise
e apontado alguns casos particulares de grande interesse, passa-se para a
evolugao de campos de matéria nestes espacos-tempos planarmente simétricos.
Aqui serd analisada a evolucao do campo escalar com acoplamento nao
minimo (acoplamento com escalar de Ricci e tensor de Einstein) e a evolugao

do campo eletromagnético.

3.1 Evolucao do Campo Escalar com Acopla-

mento Nao-Minimo

Ao evoluir um campo escalar nao-massivo na métrica de um buraco negro
obtem-se informagoes muito importantes sobre este dado buraco negro, e

alguns conceitos basicos sobre a teoria de perturbacoes de buracos negros,
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mesmo que eles nao descrevam objetos fisicos.

A estabilidade é uma das principais informacoes obtidas através desta
andlise. Se um buraco negro se mostrar instavel frente a uma perturbagao
escalar ele, provavelmente, também sera instavel frente a uma perturbacao
gravitacional, e como os calculos neste caso sao demasiadamente mais simples
pode-se obter valiosas informagoes sem grandes sofisticagoes matematicas,
como visto em [45], [46] e [47].

A densidade Lagrangeana para o acoplamento nao minimo, cinético e
potencial, serd escrita a seguir. No termo que envolve o quadrado do campo
escalar U2 temos um escalar, logo, temos que fazer o acoplamento com um
escalar, disto vem o acoplamento com o escalar de Ricci R. Este é o chamado
acoplamento potencial. Para as derivadas do campo escalar V,¥V, U o
acoplamento deve ser feito também com um tensor, disto vem o acoplamento
com o tensor de Einstein G*. Este é o chamado acoplamento cinético.
Logo, escreve-se a Lagrangeana para o campo escalar com acoplamentos nao-
minimos como

L= VG [ VT 4G,V (i +ER) WY, (31)

onde o tensor de Einstein G é dado por

1
G = R — Zg"'R. (3.2)

Desta forma a densidade Lagrangeana podera ser escrita como

1 1
= 1 me (- ) S s o]

2
(3.3)
Rearranjando os termos da Lagrangeana de maneira conveniente ela pode ser

escrita da seguinte maneira

1 R
L=-v/—¢g [g“”vﬂxquf (1 — n;) + RV, UV, U + (m? 4+ ER) \1;2} ,

2
(3.4)
e podemos entao destacar alguns termos para analisar seus significados se-

paradamente. O termo destacado abaixo é chamado de conforme cinético.
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Vé-se que quando nR = 2 este termo se anula com o termo original que

envolve as derivadas do campo na Lagrangeana,

R
— 59"V (3.5)

enquanto o termo aqui destacado é o chamado acoplamento cinético
nRY'V, WV, W, (3.6)

Desenvolvendo a equacao de Euler-Lagrange para a densidade Lagrangeana
(3.1)) encontra-se a equacao de Klein-Gordon para um campo escalar massivo
interagindo com escalar de curvatura de Ricci R e o tensor de Einstein G*,

que é dada por

(O —m? — ER|V(t,7,0,0) =0, (3.7)

L
NS

A componente h*" = g +nGH* pode ser entendida como uma métrica efetiva

OV =g(h*)0,¥] — m*¥ — ERV = 0. (3.8)

que interage com o campo. Utilizando a métrica da Eq., a qual pertence
a familia de solugoes a ser estudada, a raiz do negativo do determinante da
métrica é
FD—2
V—g= P—_Q\/E. (3.9)
Como a métrica depende apenas da coordenada r e tem somente elementos na

diagonal o campo escalar pode ser decomposto da seguinte forma V(¢,r, &) =
R(r)e’i“’te“;'. Substituindo o campo na Eq.(3.7) obtém-se

.. 1 . .
R R+ <h”‘—a,.\/_—g + h”) R —h'W?*R -V (r)R =0, 3.10
= (r) (3.10)

onde o potencial V(r) é dado por

D-2
V(r) =Y h"k+m®+(R. (3.11)

r=1

._.
o]
81
I
<. ]
Il ]
= N
o
8
<
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O sfmbolo (-) denota a derivada com respeito a coordenada r. Agora serd

definido h'* = —h'. Assim a equacao se torna

. 1 . .
h™" R + (h”—ar —g+ h"’") R+ h"W?R -V (r)R =0, 3.12
Ner V=g (r) (3.12)

e o potencial é

D—-2
V(r) =Y h"k+m®+(R. (3.13)

=1
Dividindo toda a equacao por h'*, desta maneira a Eq.(3.7) para a métrica

geral da Eq.(2.15)) fica

rr

h’f"!‘ . h’f"!’ 1 h . 9
FR'F (F\/T_g&v—g—i— F) R+w R—V(T)RZ 0, (314)

onde o potencial é
=
V(r) = T (Z R k2 +m® + 572) . (3.15)
a=1
Substituindo o determinante da métrica dado pela Eq. obtém-se a se-
guinte equagao geral

h R+ [h (%—l—%&nlnzﬁl—i—%@rlnlg) + n

., -
o = | BH@R=V(NR=0,

(3.16)

onde o potencial fica dado por

D-2

1

V(r) = = (Z k2 +m? + 572) : (3.17)
r=1

Agora, no caso particularmente estudado, a métrica é dada pela Eq.(2.16)),
pertencente a familia[2.6] Neste caso a raiz do negativo do determinante da

métrica, para D > 3, é



Deste modo a Eq.(3.16|) fica

T W2+ D—3 hrr ) )
ol ( + 2 )R—l—w R—V()R =0, (3.19)

W T
onde o potencial é

D—-2
V(r) = % (Z R k2 +m?* + 573) : (3.20)

r=1

Para escrever essa equagao no formato da equacao de Schrodinger foram

utilizadas as seguintes transformagoes

R = R(r)b(r), (3.21)

ro= r(r, (3.22)

H = " (3.23)
htt’ '

A conta feita de maneira detalhada, apresentando-se o valor da fungao b(r)
encontrada, se encontra no Apéndice.

Ao realizar essa transformagao o resultado é um novo potencial. O po-
tencial antigo é agora acrescido de um termo oriundo das transformagoes
realizadas. O novo potencial é V =V — Cs, onde C5 é o termo que subtrai

ao potencial e é dado por

Hl. (" s+D—3
=—1|b+b — . 24
o= 13+ (W r )] B2
A equacao transformada sera dada por
R +w?R—-V(r)R =0, (3.25)

onde o novo potencial tem a seguinte forma

D—-2 ;
) 1 I gl. - (km s+D-3
V(ﬂ‘ﬁ(Zh kz +m +§R>—3 b+b<hrr+— (3.26)

r
r=1
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3.2 Evolucao do Campo Eletromagnético

Assim como o campo escalar, o campo eletromagnético é de suma importancia
para o estudo de estabilidade em buracos negros. Ele representa um campo
de matéria com algum sentido fisico, o que enriquece ainda mais a analise.

Aqui serd analisada a evolucao de um campo eletromagnético para a
métrica geral dada pela Eq.(2.15)), caso D-dimensional planarmente simétrico,
com raiz do negativo do determinante da métrica dado pela Eq. e de-
composicao do tensor eletromagnético de acordo com [48].

O tensor de Maxwell F,, (p,v = 0,1,2,...,D — 1) pode ser escrito em

funcao de A, , o potencial vetor, e fica como

F;u/ = Au,u —A (327)

Vo

onde a decomposicao de A, respeita a simetria do espago-tempo e ¢ da se-

guinte forma

Aut,r, @) = | £(r) emwteihd

_fD_l(T‘)

Aqui f(r) sao fungoes quaisquer de r, & = (xg, z1, T2, ..., £p_1) representa as

coordenadas espaciais e k = (ko, k1, ko, ..., kp_1) 0s autovalores corresponden-
tes a ¥ e . As componentes nao-nulas do tensor eletromagnético covariante

sao dadas por (onde i representa apenas a parte espacial sendoi = 2, ..., D—1)

Fy = (—iwhy —fo)e e, (3.28)
Fo = (—iwf; —ikify)e™™" ek (3.29)
Frop = (fi = ikifi)e e, (3.30)

( (3.31)

Frw, = (ikifj — ik;f)e e

)

Para evolugao do campo eletromagnético necessita-se do tensor eletromagnético

contravariante. Para isso utiliza-se a métrica contravariante para ‘subir’ os
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indices da seguinte forma
FP = F,,q"g"8. (3.32)

Isto resulta nas seguintes componentes para o tensor eletromagnético contra-

variante
wf, + £, -
Fir — %6—zwt62k-x7 (333)
O R(iwf k) ., o
tr; 7 7 —iwt ik-T
F'i = =y e e, (3.34)
rI; l2(f1 B Zklfl) —iwt _ik-&
= Te e, (335)
Bk, — ikif)
F%i%  — (Z J - ¢ J )efzwtezk-x' (336)
r

As equagoes de Maxwell no espago curvo para um campo eletromagnético

livre de fontes sao dadas por
1
Fr o =0 — ——(v/—gF""), =0. (3.37)
) \/__g
Desenvolvendo a Eq.(3.37), as equagdes para as componentes t, r e x; sao,

respectivamente, dadas por

(V=gF"™), = \D+Zk \/E wf; + kify) =0, (3.38)

(V=gF™), = zqf—ka \/7 —ikf1) =0, (3.39)

| B [ A .
(\/ —gFIiV)’V = W Z?"Dizl Z(Wfl + szo) + ETD74(fZ‘ — Zklfl) +
ij R
+ kPrP SV AB(kf; — kjf;) = 0. (3.40)

Aqui serd definido de maneira conveniente a seguinte expressao abaixo

. lD 2
iwf1 + f() —Uy AB

(3.41)
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Multiplicando a Eq.(3.38

\/7\I/—|—w2kf +Zk2f0_0 (3.42)

Agora derivando a Eq.(3.42)) em relagao a r fica
lDf4 A .

[ D—4 \/ 7Y
rP=4V B

Agora multiplicando a Eq.(3.39

\/ip kaf +zw2k2f1_0 (3.44)

Somando a Eq.(3.43)) com a Eq.(3.44]) resulta em
lD 4

lD74 A . B 2

Utilizando da defini¢ao de ¥ da Eq.(3.41]), a Eq.(3.45) se transforma em

[A d 1 [AdY
r? Bdr |rP—4\ B dr

E objetivo, para aplicacao dos métodos numeéricos, que a equagao resultante

lD4

+w kfi+ ) k=0 (3.43)

lD74

% obtém-se

lD4

,T

2 Al2 2
W — 7\1/2 k2 = 0. (3.46)

da evolucao do campo eletromagnético esteja no formato da equagao de
Schrodinger. Para isto, primeiramente, a Eq.(3.46) deve sofrer uma mu-
danca de coordenadas. A coordenada conveniente para esta transformacao

é a conhecida como tartaruga e representada por r.(r). Ela é definida da

d B d
o\ aa (3:47)

Assim, aplicando-se a transformacao da Eq.(3.47), a Eq.(3.46) toma a se-

guinte forma

v — (D - 4),/%\1/ + WU — —\Ika2 =0. (3.48)
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Esta equagao ainda nao esta no formato da equacao de Schrodinger. Como
segundo passo, o termo de derivada primeira deve ser eliminado. Com esse

intuito é que se faz a seguinte transformagao para funcao ¥
U = Ub, (3.49)

de onde, naturalmente, sua segunda derivada é dada por

A
S odr?2  dr,

Substituindo agora as Egs.(3.4913.50)) na Eq.(3.48)) obtém-se

[\I/b ¥ \be’} —§'b+20'b + Ub". (3.50)

= =/ ! = 1" A =/ = ! = Al2_
U'b+20'b + Ub" —r(D - 4))/ 7 [qu+\11b} +?Th— = Tb Y K =0,

r

Dividindo toda essa equacao por b

/ " ’

b A
20 —r(D—4)\/ 5

B + WU+ U

i{// @/
+ b

Como o objetivo era eliminar o termo de derivada primeira, ele agora ¢

igualado a zero. Isto traz a seguinte condicao para a funcao b

b = (P=4/4, (3.53)

"

/
Conhecendo b sao necessarias as relagoes de % e ll’)—, para obter a equacao final

procurada. Calculando elas separadamente o resultado obtido é apresentado

1db 1 [Adb  [Ar(D-4)
b~ ba. bVBL VB 2 (3.54)

b JA[d [A\r(D—4) Ar*D-4)
F‘VE(% E) > "B 1 (8.55)

42

abaixo

b Ab AP,

]:0.

(3.52)



Agora substituindo as relagoes obtidas para b na Eq.(3.52)) encontra-se fi-
nalmente a equacao de evolugao eletromagnética no formato da equacao de

Schrédinger, dada por

U+ 0 - VU =0 (3.56)

onde o potencial efetivo vem dado por

AP , r(D—-4)|, AB
V——Zki—kT A= +7AD - 1) (3.57)

Nota-se que o potencial possui um termo que estd presente apenas em casos
de dimensoes mais altas, a saber D > 5, revelando de maneira explicita a

influéncia das dimensoes extras.
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Capitulo 4

Equacoes de campo aplicadas

aos Buracos Negros

Agora com as equagoes de evolugao de dois campos de méteria calculadas,
o proximo passo € aplica-las aos buracos negros de estudo deste trabalho.
Sera aplicada primeiramente a evolucao do campo escalar e eletromagnético
para os casos de 2 + 1-dimensodes, buracos negros BTZ e AGGH. Depois
seguiremos para a analise da evolucao dos campos escalar e eletromagnético
para os buracos negros de Lifshitz em altas dimensoes, em dois casos: buracos
negros 5Dz1 e 6Dz0.

4.1 Evolucao do campo escalar e eletromagnético

em 2 + 1-dimensoes

A métrica para um espaco-tempo arbitrario estatico em 2 4+ 1 dimensoes é

dada por

ds* = —A(r)dt* + B(r)dr* + r*d6* (4.1)
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Aplicando a métrica (4.1]) na equacao de Klein-Gordon modificada dada pela
Eq.(3.7) temos

grr + nGTr .
gtt + 77Gtt + gtt + nGtt

(g7 +0G) 0, [In(v=g)] + ¢ + G| —w?R = V(r)R =0,
(4.2)

onde o potencial é
1
Vi(r)

- g't + nGtt [/{2(990 +nGY) +m® + 572} . (4.3)

d,[In(rvAB)] +

Substituindo as expressoes de g", G*” e g encontra-se a seguinte equacao
2ABr +nA .. . 2ADB? 2ABr +nA
r+n B+ R r { r+n

1 A
: : — 400 | ———
B — 2B WB—2B% | 2ABY 5 <2A32r>
— WR-V(r)R=0, (4.4)

e aqui o potencial fica da forma

2AB*r ,4A’B? + n[2AAB — B(A)? — ABA] 2
vir) = nB — 2B2r {“ 4A2B%? Tmet
f |: . N2 .. . . 2:|
o |2 AAB 4 r(APB + rABA - 24AB +2B4°| { . (45)

Para o caso 2 + 1-dimensional com simetria de Lifshitz e expoente dinamico

z qualquer, a qual é solucao de uma teoria da NMG, os termos da métrica
A(r) e B(r) sao dados por

Ay = S0, (4.6)
l2
B = 4.
") = = (4.7
onde tém-se as seguinte defini¢oe para a funcao f(r)
MI?
fr) = 1- T (4.8)

Assim a métrica(4.1)) serd escrita como

22 MI2 12 M2\
ds? — — (1 — _> dt® + — (1 — —) dr? + r2d6?. (4.9)

l2z 7"2 7"2
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H& duas possibilidades a serem estudadas a partir desta métrica variando-se
o expoente dinamico z. Os dois valores que ele pode assumir sao z = 1,
que corresponde ao buraco negro BTZ, e z = 3, que corresponde ao buraco
negro AGGH. Nota-se aqui que o horizonte de eventos para ambos os buracos
negros é o mesmo, r,. = v/ MI.

As expressoes para o Escalar de Ricci e as componentes do Tensor de
Einstein para este caso s@o oriundas das Eqgs.(B.24} B.21} [B.22} [B.23), e se

tornam

2
R = W[ri(z—1)2—72(22+2+1)], (4.10)

,r‘2(17z)l2(z71)

s — 4.11
G T (4.11)
rr (T2 - r2)[7ﬂ2 (2 - 1) — 272]
Gro= ~+ ;214 , (4.12)
r2[2(3 — z) — 2] + 2*r?
G¥ = & ot : (4.13)

Finalmente, a Equacao de Klein-Gordon modificada da Eq.(4.4), para esta
métrica, e um z qualquer, dd o acoplamento cinético mais potencial(n # 0,
m #0e & #0), asaber

{0+ nf(ri—r)ri(z—1) = zrf}H*(rl — r?)
P22 f(r2 — r2) + a2 (2@ 1)]

N 22(r2 — y2) { [m ( re )} - (16 +uf(ry =) (e —1 - ZTQN) N

r2zf(7n3_ _ 7’2) + nr2(1—z)l2(2z—1) |71 T2l4f

!

+ (ﬁ) o ((ri -tz 1) - zT’Q])/} R —w*R—V()R=0, (4.14)

RN +

l2 7’2l4

onde o potencial é

20,2 .2 2 2 N 2,2
V(r) % F(72 : 2(T+ 23 )72(22-1) {T + otrilets 4? A }/@2+m2+
r22 f(r2 — r2) 4 pr2i=2)]22- r4l
2
—l—w[ri(z— 1)2 —r2(z2+z+1)]§}. (4.15)
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Aqui serao analisados separadamente os casos particulares do acoplamento
cinético (£ = 0) e acoplamento potencial quando (n = 0). No acoplamento

potencial existem trés diferentes tipos enumerados abaixo

1. Acoplamento Minimo — ¢ = 0,

2. Acoplamento Conforme — ¢, = i [%},

3. Acoplamento Nao-Minimo — £ # 0 # &,.

Para as analises que se seguirao sera feita a seguinte substituicao de variaveis

VMl

Y

r (4.16)

4.1.1 Buraco negro BTZ

Acoplamento Potencial

Para o buraco negro BTZ, z = 1, a Eq.(4.14)) com a substitui¢cao proposta
pela Eq.(4.16]) se torna, para cada caso a seguir:

e Acoplamento minimo: A equacao diferencial é

LRy’ +1 dR
- O Voly) R=0 4.17
Wy dy T ’ (4.17)

onde o potencial efetivo é

1 w22 k2 m2?
Vou(y) = 7 (M(l_yQ) R ) (4.18)

A equacao possui solucao exata e é escrita em funcao das funcoes hi-

pergeométricas,

1+a 1—a
ROl(y) = C’ly1+“1 (y2 — 1)bMF <|:b1 + 9 ! 5 —bl — 1:| s [1 + al]; y2) +

2
1—(11 1—|—a1:| [

+ Oy (v = 1)"™MF <|:b1 +
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onde define-se

a; = V1+m?? (4.20)
Hw
1k —ilw
by = 4.22
1 Wili (4.22)

Acoplamento Conforme (£ = 1/8): A equagao diferencial se torna

LR 4’41 dR
— — + V R=0 4.23
dy2 y(l o yg) dy + fcl(y> ) ( )

onde o potencial efetivo é

1 ( w22y k? m§l2>

Vea(y) (4.24)

zl_yQ M(l—yQ)_M_ Y2

Este caso possui solugao exata e é escrita em funcao das funcoes hiper-

geométricas,

2+a 2—-a
Reali) = Corrrty =1 (o 25 -0 25 el +

4

2 — 24+
+ 043/1%2 (y2 - 1)bMF <{b1 + 4a27 —b; + a2] (1 — asl; y2> )

onde sao definidas

ay = y/1+mi? (4.26)

tw

b= s (4.27)
ik — 1w
b, = 4.28
e Nali (4.28)
l2
My = \fm? o (4.29)

4

e Acoplamento Nao-Minimo: A equagao diferencial é

d*R  y*+1 dR
- — 4+ Va(y) R=0 4.30
Wiy dy T ’ (4.30)
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onde o potencial efetivo é

(4.31)

1 w2 k* mal?
ol =1—pa—p ¥y

A solucgao é exata e escrita em funcao das fungos hipergeométricas,

, 1+a l1—a
Ralr) = Corrsty = 0 (o 252 o0 = 250 e +

1— 1+
+ C6y1_a3 (92 - 1)bMF ([bl + 2a37 —by — CL3:| ) [1 - CL3]§ Z/2> )

2

onde definimos

as = \/1+m2P (4.33)

tlw
b= (4.34)
1k —ilw
by = 4.35
AT (4.35)
6
mg = m2——€ (4.36)

Verifica-se que a influéncia do acoplamento potencial para o buraco negro
BTZ ¢é a reparametrizacao da massa.
Acoplamento Cinético

No caso particular do coeficiente dinamico z = 1, buraco negro BTZ, a

equagao de movimento para o campo sera

d’R N r2 3(r* — M%) B MI* —r? dR+
ar? (2 — MIEY(1 + nr?) 2 T ar

2 l2 T] k2 ]_ ’I’] 9 R _0 437
A rz—Ml2+Ml2_T2 - T_Q—’_W —m = .(. )

Para este caso ainda nao foi obtida uma solugao exata.
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4.1.2 Buraco negro AGGH

Acoplamento Potencial

Para o buraco negro AGGH, z = 3, a Eq.(4.14)) com a substitui¢ado proposta
pela Eq.(4.16]) se torna, para cada caso a seguir.

e Acoplamento Minimo: A equacao diferencial é
d’R y> -3 dR
iy -y dy

onde o potencial efetivo é

Ve = 1 w2yt K2 m2?
VUl M-y My

+Vos R=10, (4.38)

(4.39)

Esta equagao pode ser resolvida exatamente em termos das funcgoes

confluentes de Heun resultando em

R03<y) - 07 y2+a4 (y2 - l)bHeunC' (07 Qq, 2b7 ¢, d7 y2)
+ Cs v (y? — 1)’ HeunC (O, —ay, 2b, ¢, d, yz) , (4.40)

onde define-se

ar = VA+ml, (4.41)

lw
12w?
= — 4.43
M VEL (4.43)
m22M + k?
= — +1 4.44
d 4M + ( )

Esta solugao foi apresentada pela primeira vez em [49].

e Acoplamento Conforme (¢ = 1/8): A equacao diferencial é

2R y*—3 dR
B V.. R=0 445
Wy dy ’ (4.45)

onde o potencial efetivo é
1 W2yt k2 mil?
l—y? [ M3(1—y?) My

Ves =

(4.46)
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Esta equacao possui solugao exata que pode ser escrita em termos das

funcoes confluentes de Heun e é dada por

Res(y) = Coy’ ™ (y* — 1)’ HeunC (0, as,2b, c, ds, y°)
+ Ci y* " (y* — 1)’ HeunC (O, —as, 2b, ¢, ds, yz) (4.47)

onde é definido

as = /4 +ml? (4.48)

b = % (4.49)
c = %, (4.50)
ds = WJFL (4.51)
ks = VE2+ M, (4.52)
ms = mQ—i—l?; (4.53)

O regime de acoplamento conforme ainda nao havia sido analisado.
Portanto, esta solucao é, pela primeira vez, apresentada aqui neste
estudo.

e Acoplamento Nao-Minimo: A equacao diferencial é

PR y?—3 dR

— + Vi R=0 4.54
dy? + y<1 — yz) dy + ES(y) ) ( )
onde o potencial efetivo sera
1 w2y kZ mil?
Ves(y) = g% T (4.55)

l—y? [M3(1-y?) M

Novamente, a solucao desta equacao pode ser escrita em termos das

fungoes confluentes de Heun, sendo

Res(y) = Cn y*™(y* — 1)’ HeunC (0, ag, 2b, ¢, ds, y*)
+ 012 92_% (y2 - 1>bH€U,TLC (07 —dg, 2b7 c, d67 y2) 7(456)
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onde definimos

ag = /4 +mil? (4.57)

lw
12w?
= — 4.59
VY VEL (4.59)
272 2
m212M + k2
= 5 0.1 4.
dg i +1, (4.60)

ke = /K2 +8EM, (4.61)
me = /m?—26E2 (4.62)

Aqui é verificado que a influéncia do acoplamento potencial para o buraco
negro AGGH, diferentemente do BTZ, nao reparametriza somente a massa,
mas também, o niimero de onda.

Acoplamento Cinético

No caso z = 3, buraco negro AGGH encontra-se

@R PR M) (502 - ME) | AM? (M - (2 - 37\ ] dR |
dr? 1+ n(2MI% — 3r?) [2 " r3 r2l4 dr
16 —nl* 1 9r? — 2M1?
N s/ R (R o IS R Y 4.
o () R () e mp o (69

Para este caso ainda nao foi obtida uma solucao exata.

4.2 Evolucao do campo eletromagnético em

2 + 1-dimensoes

As perturbacoes eletromagnéticas sao governadas pelas equagoes de Maxwell
onde define-se F), (u,v = 0,1,2) como o tensor de Maxwell e A, como
o potencial vetor eletromagnético. Como temos um espago tridimensional
de fundo é aconselhdvel expandir A, em um vetor harmonico esférico 3-

dimensional
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onde k é o nimero quantico angular. Seguindo os mesmos passos para obter a
equagao para a perturbacao eletromagnética encontramos a mesma equagao
que no caso da evolucao do campo escalar. A razao é que em trés dimensoes

a 2-forma do campo de Maxwell é dual a 1-forma do campo escalar.

4.3 Evolucao do campo escalar e eletromagnético

em D > 5 dimensoes

4.3.1 Buraco Negro 5Dz1

Evolugao do Campo Escalar acoplado ao Escalar de Ricci e ao ten-

sor de Einstein

Das Eqs.(3.19)) com potencial dado pela Eq.(3.20]) obtém-se a seguinte equagao

de perturbacao para o buraco negro 5Dz1

hTT_ 3h'f‘7” hrr 9 1 3 2312 9 B
| S R+w R- D hTE 4+ m® + (R | R = ((4.64)

r=1

Transformando essa equacao para o formato da equacao de Schrodinger é

necessario o termo que subtrai ao potencial, Cs, dado pela Eq.(3.24) e que

i3
bt b 2

Isto deixa a equacao no formato da equagao Schrodinger, com potencial dado

3
bt b 2

fica

Cs =

H
2 (4.65)

por

(4.66)

W 1 xx 1.2 H
V:E<Zh k2 +m? +£R>—?
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Sendo o escalar de Ricci e o tensor de Einstein calculados para este caso

dados por
20 6M
R = _l_2 + 7, (467)
3MI? — 6r?
tt
- 2 4.
G RS VIR (4.68)
. 3M? 6r2 9M
G = 2 + l_4 — l—2, (469)
- 6r2 — MI?
G*™ = —a (4.70)
pode-se calcular a funcao b(r). Esta funcao é dada por
7’_%
b= (4.71)

(1 —a(r) @+ B0
Para célculd-la é necessério o conhecimento das fungoes a(r) e 5(r) que sao

obtidas através do tensor de Einstein.

Lembrando que a funcio a(r) é definida a partir de h', pode-se calculd-la

€omo
Rt = g —nG" = g"[1 — a(r)] (4.72)
2 2 2
T2 —ZMP a nr?;](\ﬁ —_]\é[;) (473)
2 2 2
- _l e (1 _ 36 lr2l_2 or ) (4.74)
de onde vem que
a(r) = n% (4.75)

Agora lembrando da definicao da fungao B(r) a partir de A", e também a

calculando, tem-se

hrr — grr +77Grr — gr‘r[l _|_B(7,)] (476)
r? — MI? 3M?  6r? 9M
B z—2+”< o z_2> )
r? — MI? nl? 3M?*  6r* 9M
= —— 1 — - 4.
E {+r2—Ml2(r2 MR )} (4.78)
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de onde vem agora que

nl> 3M?  6r2 9M
m”:ﬂ—Mﬁ(ﬂ e ) (479)
Usaremos também as funcoes h™, que sao iguais e dadas por
1 MIi?
11 _ 722 _ 733 _ 2

Como a equacao final ficaria muito extensa omitiremos seu formato neste
texto. Pode-se estudar aqui o acoplamento potencial (£) e o acoplamento
cinético (n). O estudo do buraco negro BTZ ¢ AGGH mostrou-nos que
quando ocorre somente o acoplamento potencial, com o escalar de Ricci,
em geral, apenas faz uma renormalizagdo na massa (BTZ) ou no nimero
de onda e na massa (AGGH). Visto isso, como o caso com o acoplamento
cinético parece ser o mais interessante para este estudo, faremos & = 0 e

estudaremos apenas o caso quando 7 é nao nulo.

Evolugao do Campo Eletromagnético

A equacao diferencial da evolucao do campo eletromagnético para este buraco
negro é encontrada substituindo as fungoes A(r) e B(r) nas Eqgs.(3.5613.57)

resultando em

U+ W2 -V =0, (4.81)

onde o potencial efetivo é dado por

2 .2 A2\ ,4 6 4(1.2 2 2
7 (MI% —r*)[(4 — M1 )iuj—; + 4l* (k7 + k3 —|—k3)]. (4.82)
r

Este potencial sera usado pelo método numérico HH do Capitulo 5 para se

obter os resultados numéricos apresentandos no Capitulo 6.
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4.3.2 Buraco Negro 6Dz0

Evolugao do campo Escalar acoplado ao Escalar de Ricci e ao tensor

de Einstein

Das Egs.(3.19)) com potencial dado pela Eq.(3.20)) obtém-se a seguinte equagao

de perturbacao para o buraco negro 6Dz0

BT Ry hrr . 9 1 4 hxl’]{;Q 9 B
sl | o e | R R o D hTE+m® + (R | R = ((4.83)

r=1

Transformando essa equagao para o formato da equacao de Schrodinger é

necessario o termo que subtrai ao potencial, C5, dado pela Eq.(3.24) e que

(i 3
bt b 2

Isto deixa a equacao no formato da equagao de Schrodinger, com potencial
dado por

4 .
_ 1 H |- . h'r 3
- haca:k:2 2 o b b e
4 Rt <w§1: > tms+ €R> b + (hr?“ T r)

Sendo o escalar de Ricci e o tensor de Einstein calculados para este caso

fica

Cs =

H
- (4.84)

(4.85)

dados por
20 8M
10r% — 6 M1?
tt
= —— 4.
¢ M4 —12r2 7 (4.87)
. 2M?*  6r2  8M
- 6r2 — 2M 1>
pode-se calcular a funcdo b(r). Esta funcao é dada por
-2
b= i (4.90)

(1= a(r)(+ B0
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Para célculd-la é necessério o conhecimento das fungoes a(r) e 5(r) que sao
obtidas através do tensor de Einstein.
Lembrando que a fungao a(r) é definida da seguinte forma pode-se cal-

culd-la

Rto= gt — Gt =gl — a(r)] (4.91)
r? B 10r2 — 6 M2
72— ME - TR(ME - )

(4.92)

r? r? — MI210r? — 6 M1?
_ 1— 4.93
r2 — MI? ( r2  P(MI? - 7’2)) (4.93)
r? 6MI1% — 10r?
= —— (1 -n—— 4.94
r2 _ MI2 ( N 1272 ) (4.94)
de onde vem que
6MI% — 10r?
a(r) = " (4.95)

Agora lembrando da definigao da funcao 5(r) e também a calculando tem-se

hrr — grr +7]Grr — grr[l +B(T)] (496)
r? — MI? 2M?  6r? 8M
- (G ) 497
r? — MI? nl? 2M?  6r?  SM
= ——— |1 — 4.
12 { e e ( 2k )} (4.98)

de onde vem agora que

nl? 2M?%  6r?  8M
B(T)ZTZ—MIZ( 2T TE e ) (4.99)
Calculando também as funcoes h** temos
1 2M1?
Bl p22 _ 33 = {12 +1n (6 -3 )} : (4.100)

Visto a influéncia do acoplamento potencial faremos aqui as mesmas consi-
deragoes que para o buraco negro 5DzI, analisando somente a influéncia do

acoplamento cinético.
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Evolucao do Campo Eletromagnético

A equacao diferencial da evolucao do campo eletromagnético para este caso

¢é dada por

U+ - VU =0, (4.101)

onde o potencial é

B MI2 — 72\ 6 _ MI2r2(r2 — 1 4(1.2 2 2 2
V:( P—r3)rt+r lr(;; : ) +1 (k1+k2+k3+k4)].(4.102)
r

Este potencial sera usado pelo método numérico HH do Capitulo 5 para se

obter os resultados numéricos apresentandos no Capitulo 6.
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Capitulo 5
Métodos Numeéricos

Apos ser apresentada as equagoes que governam a evolugao de campos escala-
res e eletromagnéticos na vizinhanga dos buracos negros analisados, percebe-
se que para alguns casos nao é possivel a obtencao de solugoes exatas. Para
isso faz-se necessario o estudo de métodos numéricos, pelos quais as respec-
tivas solucoes e os modos quasinormais de oscilagao dos campos podem ser
obtidos. Os métodos aqui estudados serao o desenvolvido por Horowitz e
Hubeny (HH) e o Método de Iteragao Assintética (AIM).

Primeiro ira sera exposto o método HH, e em seguida, o método AIM.

5.1 Horowitz and Hubeny

Este método visa obter os modos quasinormais de um buraco negro através
da expansao da solucao em série de poténcias sobre o horizonte e imposicao
da condicao de contorno, na qual a solugao se anula no infinito. Existem
métodos que sé permitem a sua utilizacao caso as equagoes para o potencial
efetivo tendam a zero quando r, tende a —oo e +oo. Tal condigao nao
é satisfeita em espacos-tempos assintoticamente AdS. Visto isso, usa-se o
método definido em [I7], conhecido como Método HH.

A fim de exemplicar o método sera utilizado a métrica de Schwarzschild-

AdS em D-dimensoes, em termos de coordenadas de Eddington-Finkelstein,
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v =1+ 1y, 0 que resulta em
ds* = — f(r)dv® + 2dvdr + r?d$23. (5.1)

onde f(r) é dado por
2

=2 41— (@)D_g, (5.2)

,
sendo R o raio AdS e ry fungao da massa do buraco negro. Com a separagao
de variaveis (v, 1,0, ¢) = %e‘m im (0, @) a equacao de movimento para

R(r) assume a forma

£ ) 1) — 21 O

onde o potencial efetivo V(r), D-dimensional, para um raio de curvatura

—V(r)R(r) = 0, (5.3)

unitério (R=1), ¢ dado por

_ D(D-2) (D-2)(D—4)+4c (D—-2)*)?
N 4 * 4r2 T ArD—1 ., (5.5)
onde
c=1(l+D-3). (5.6)

A fim de mapear toda a regiao de interesse, 7y < r < 0o, em um intervalo de
parametros finitos, muda-se as varidveis x = 1/r. Em geral, uma expansao
em série de poténcias tera um raio de convergéncia pelo menos tao grande
como a distancia ao polo mais préximo. Reescreve-se, assim, a Eq. como
d*R(z) t(x) dR(x) u(x)
(z) dx? (x —zy) dx + (x —x4)?

com as seguintes defini¢oes

R(z) =0, (5.7)

D-3,.D+1 _ 4 _ .2
s) = L ——2 0 (5.8)
r— Ty

22 +1 2 +1 3 72
= TP+ et 5 (5.9)

l’+ -7}4_ x+ Ty
t(r) = (D—1Drd 2% —22° — 22%iw, (5.10)
u(z) = (x—z4)V(x). (5.11)

60



O parametro rOD -3 deve ser visto como uma funcao do raio do horizonte,

rg % = (22 +1)/277'. Em fungdo de =, tem-se

(:v+—|—1) R
= "y 12
s(a) e (5.12)

2D
tx) = (D-1) (2% +1)—p5= — 22° — 2z%w, (5.13)
i

u(z) = (x—az4)V(2). (5.14)

Os polinoémios s(zx), t(x) e u(z), expandidos em torno de x = x, geram uma

série finita expressa por

D
an (x —x4)", (5.15)

n=0

e expressoes equivalentes para t, e u,. Isso sera 1til para notar que

so = 223K, (5.16)
to = 227 (k—iw), (5.17)

onde k é a gravidade superficial. Para determinar o comportamento da

solucao perto do horizonte, primeiro faz-se
R(x) = (z — z4)". (5.19)
Substituindo na Eq. obtém-se
ala—1)sg+aty = 2r2a(ak —iw) =0, (5.20)
com duas solugbes, &« = 0 e a = iw/k. Percebe-se da equacao

e—iw(t—r*) — e—iwaGinm ~ e—iwv(r . ,r,+)2iw/f (r+)’ (521)

que correspondem precisamente aos modos ingoing e outgoing perto do ho-
rizonte, respectivamente. Uma vez que querem incluir apenas os modos in-

going, escolhe-se a = 0. Isso corresponde a olhar uma solucao da forma

R(x) =) ap(x—xy)". (5.22)

n=0
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Substituindo a Eq.(5.22)) em Eq.(5.7)) e igualando coeficientes de (z — )",

para cada n, obtém-se a seguinte relacao recursiva para a,,

—_

3

1
Ay = —— [k?(k? - 1)8n—k + ]{Jtn_k + un_k]ak, (523)
" k=0
onde
P, = n(n—1)so+ nto, (5.24)
= 222 n(nk — iw). (5.25)

As frequéncias dos modos quasinormais sao calculadas obtendo as raizes da
equagao R(x = 0) = 0, que é um polinoémio de grau infinito em w. Na pratica,
truncamos o polinomio em um grau N suficientemente grande e vemos se ao
aumentarmos o valor de N a frequéncia fundamental converge para algum
valor. O calculo das raizes pode ser feito com algum método de busca de
solugoes, porém, a busca deve levar em conta que as raizes sao complexas.
Na Fig. ¢ exibido um grafico da parte imaginaria da frequéncia de
oscilacao do buraco negro w; em funcao de N, onde N é o niimero de iteracoes.
O N escolhido foi 100, mostrando assim explicitamente sua convergéncia de
de w;. Esta é uma aplicacao do método HH para o buraco negro BTZ no
casoonde k =0, 7, =1el=1. A parte real da frequéncia nao foi mostrada

aqui, pois, é nula.

wi

N
20 40 60 80 100

Figura 5.1: Grafico de wy x N parary, =1lcoml=1ex =0
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5.2 Meétodo de Iteracao Assintdtica

Recentemente um novo método para obter solugoes analiticas/numéricas de
equagoes diferenciais ordindarias de segunda ordem com potenciais ligados foi
desenvolvido em (AIM)[21] e [22].

Antes de se usar o método propriamente dito, deve-se realizar algumas
mudancas na forma da equacao. Como estamos interessados nas frequéncias
quasinormais de oscilagao oriundas da evolugao de um campo de matéria em
uma dada métrica, primeiro evoluimos o campo na métrica desejada. Com
este resultado em maos, a equagao de evolucao deve ser transformada para
ficar no formato da equacao de Schrodinger, como mostrado no Apéndice B.

Agora, utiliza-se da coordenada tartaruga r.(r). Ela deve ser avaliada
nos limites © = r.(r — ry) e x = r.(r — c0). Estes resultados serao usados

na equacao de onda escrita como abaixo
U = ey, (5.26)

Com estes resultados em maos faz-se uma nova transformagao de variaveis
de r para h
r
h=1-—2, (5.27)

r

e assim obteremos uma equacao de onda do tipo
U = h™(1 — h)’y, (5.28)

onde a e b sao constantes que serao determinadas quando forem tomados os
limites de x = r(r — ) e z = r.(r = 0).

A partir deste ponto se realiza o método AIM propriamente dito. Primeiro
considera-se a equacao diferencial linear de segunda ordem homogénea para

a funcao y(z)

1

X = /\0($)X/ + s0(7)X, (5.29)

onde \g e sq sdo fungoes em Co(a,b). A fim de encontrar uma solugao geral

para a equagao, é analisada a estrutura simétrica no lado direito da Eq.([5.29))
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de acordo com [21] e [50]. Se a equacgao for diferenciada com respeito a z,

sera encontrado que

"

X :/\1($>X/+81<95)Xa (5.30)
onde

M= A+ so+ (M) (5.31)

ST = S;)—FSQ)\O. (532)

Tomando a segunda derivada obtém-se

X" = Xa(@)X + s2(2)x, (5.33)
onde

o = AL+ 51+ Ao, (5.34)

So = 8/1 -+ 50)\1- (535)

Iterativamente, para (n + 1)-ésima e (n + 2)-ésima derivadas, n = 1,2, --
tem-se

X" = A (@)X + spa (@)X, (5.36)

e, portanto, trazendo para a observacao crucial no AIM, de que a diferen-
ciacao da equagao anterior n vezes em relacao a x deixa uma forma simétrica

para o lado direito, que é

X" = )‘n(x)X/ + sn ()X, (5.37)

onde
Mn(@) = Ay (2) + 81 (@) + Ao(2) A (2), (5.38)
sn(®) = s, (x) + so(x) A1 (). (5.39)

Para n suficientemente grande o aspecto assintotico do método é introduzido,

isto é
Sn () B Sn—1(x)

>‘n<x> B )‘n—l(x)
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onde os MQN sao obtidos da condicao de quantizacao
6n = Sn)\nfl - Snfl/\n = O, (541)

que é equivalente a impor um fim ao nimero de iteragoes, de acordo com

[51]. Da razao da (n + 1)-ésima e (n + 2)-ésima derivadas, tem-se

Xn—H B /\n—l(X/ + (Sn—l//\n—IX)).
Pelo limite assintético, isso se reduz a

d n+1\ __
AIr In(x""") =

ééln(xﬁ+l)-— X"t M(X + (80/20)X) (5.42)

. 4
N (5.43)

Uma caracteristica desagradavel das relagoes de recursao das Eqs.
¢é que, a cada iteracao, deve-se tomar a derivada dos termos A e s da iteracao
anterior. Isso pode atrasar a implementagao numérica do AIM consideravel-
mente e também levam a problemas com precisao numérica. Para contornar
este problema foi desenvolvida uma versao melhorada do AIM, que ignora
a necessidade de se tomar derivadas em cada etapa. Isso melhora muito a
precisao e velocidade do método. Expande-se A\, e s, em series de Taylor em

torno do ponto h em torno do qual o AIM ¢é realizado
A(h) = icfm(@"—h)i, (5.44)
i=0
sp(h) = id;(x—h)i, (5.45)
=0
onde ¢! e di sao os i-ésimos coeficientes de Taylor de \,(7) e sn(7), res-

pectivamente. Substituindo essas expressoes nas Eqgs.([5.38}5.39) leva a um

conjunto de relagoes de recursao para os coeficientes
¢ = @+&)”1+d;1+ k;@ (5.46)
d, = (i+1)d5% + Z docit (5.47)
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Em termos desses coeficientes a equacao de condicao de quantizacao da
Eq.(5.41)) pode ser reexpressa por

Deste modo reduz-se o AIM a um conjunto de relaces de recursao que nao
mais exigem operadores de derivadas.

Um notebook deste método do programa Mathematica foi disponibilizado
por [22], e este foi usado como base para o desenvolvimento de um notebook
mais geral, e que abrangesse casos nao estudados antes, como AdS.

O método AIM é baseado em 2 parametros, como explicitado anterior-
mente. Existe um valor chamado h que quando aplicado para buracos negros
dS estéa relacionado com o ponto de minimo ou maximo de potencial e n que
é o numero de iteragoes (derivadas) feitas pelo programa. Os buracos negros
deste estudo sao AdS, o que dificulta a escolha deste valor h, entao, para isso,
foi feita uma varredura de 0 — 1 (valor o qual h é definido) com passos de
0.01 para poder cobrir todos os valores e conseguir visualizar algum padrao
nos graficos. Também variou-se o nimero de iteragoes n para verificar em
qual regiao ja eram obtidos resultados satisfatérios, visto que, intuitivamente
quanto mais iteragoes mais precisos sao os resultados. Todavia, isso dificulta
o trabalho computacional, logo, foi procurado um valor minimo mas que ja
demonstrasse uma boa precisao.

Afim de confirmar os resultados variou-se o nimero de onda x (0 — 1000)
e também o raio do horizonte de eventos r, (0 — 1000) para observar o
comportamento tanto em buracos negros pequenos quanto grandes (o que
geralmente é um problema para outros métodos numéricos).

Foi encontrado que ao variar h é vista sempre uma regiao de estabilidade
em torno do valor exato e logo apods esse plato o valor diverge bem rapida-
mente. E quanto ao n, quanto menor ele for, a regiao de plato sera maior e
essa regiao vai se deslocando para a direita a medida que n cresce. Com isto
é obtido um bom critério para convergéncia utilizando os graficos do método
AIM.
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Nas Figuras da pagina seguinte serao exibidos graficos de wy x h variando
n para o buraco negro BTZ. Foi utilizado aqui o mesmo exemplo que para
o método HH a fim de corroborar os resultados (k = 0, ry = 1 el = 1).
A parte real para este caso é nula e apresentou o mesmo padrao de gréficos
mostrado abaixo. Para os buracos negros Scharszchild-AdS, BTZ e AGGH,
nos quais foi aplicado este método e serao apresentados no capitulo seguinte,

foram observados os mesmo comportamentos.
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Capitulo 6

Resultados Numéricos da
Evolucao do Campo Escalar e

Eletromagnético

Apos ser estudada uma teoria de gravitacdo com correcoes quadraticas na
curvatura de forma geral, escolhida uma familia de solugoes de buracos ne-
gros para analise e apontado alguns casos particulares de grande interesse,
evoluido campos de matéria nestes espacos-tempos planarmente simétricos
e estudados métodos numéricos para célculo de frequéncias quasinormais de
oscilacoes aqui serao exibidos os resultados numéricos.

Primeiramente sera apresentada a aplicacao do método AIM para os bu-
racos negros Schwarzschild-AdS, BTZ e AGGH e, por isso, analisada com
bastante cuidado a transformacao das equagoes para o formato de Schrodin-
ger e a avaliagao nos limites impostos.

Para os buracos negros 5Dz1 e 6Dz0 seréd aplicado o método HH e feita
uma analise da evolucao do campo escalar com acoplamento com tensor de
Einstein e escalar de Ricci, e a influéncia de tais acoplamentos, assim como a
massa e os numeros de onda e também a evolucao do campo eletromagnético.
Em particular para o buraco negro 5Dz1 foi feita também sua analise a luz
do método AIM.
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6.1 Schwarzschild AdS D-dimensional

O buraco negro de Schwarzschild-AdS D-dimensional é descrito pela seguinte

métrica [17]

D-3 2 D—3 g\ —1
ds? = (1 _ D ;2) dt> + ( -y %) dr® + %A ). (6.1)

onde R éraio AdS e ry um parametro relacionado com a massa D-dimensional.

Evoluindo-se o campo escalar nesta métrica e reescrevendo no formato de

Schrodinger obtém-se
>0
dr,

onde o potencial é dado por

Vi) = f(r>{(D—2)(D 4irj4z(z+D 3),

+ (1-4) {(D 43210 Db ;;)_SQA”. (6.3)

Aqui tem-se s sendo o niimero de spin e as defini¢oes para o raio do horizonte

+ [w? = V(r)]¥(r,) =0, (6.2)

de eventos, constante cosmolégica e a funcao f(r)

3 TD_3 r?
ro—rh \/l—i—rh , A:_ﬁ , f()—l— —0—§ (6.4)

Serao adotados aqui os seguintes valores a fim de facilitar os cédlculos

s=0, R=1, [=0. (6.5)
Utilizando aqui das seguintes condigoes de contorno para a equagao de onda

U(r,) — 0 quando r, — 00, (6.6)

U(r,) — e ™™ quando r, — —o0, (6.7)

Transformando agora para a coordenada tartaruga r.(r), lembra-se que

dr, = A (6.8)

fr)’
_ r" = dr (6.9)

D— D—3 yD—1
rP=3 —rg 7+ 72
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onde serd escrita a coordenada tartaruga em fun¢ao de uma funcao g(r) da

maneira como se segue

o
g(r)(r—ry)

Tal funcao g(r) é obtida através de uma expansao em torno de r, com auxilio

dr, = (6.10)

do programa Mathematica, que resulta

90n4) = (5= 1)7{+ 53 (6.11)

Logo, a coordenada tartaruga fica aproximadamente

ryln(r —ry)

T & D-17 D3 quando r — ry. (6.12)
Jr
Substituindo-se no campo ¥ tem-se
, ryln(r —ry)
U = + 6.13
exp( M(D—l)?ﬁ—l—D—ii)’ (6.13)
iiwrf"'
~ (r—ry)  PTUERTPTE (6.14)
_ <1 B r_+>iiw(D_1):§+D—3 , (6.15)
,
re\FC S
~ (1 . —) s (6.16)
r

Agora sera avaliada a funcao nos limites da coordenada tartaruga em que
re(r — r4) e ro(r — o00). Primeiramente fazendo o limite quando r,(r — 74)

a equacao de onda neste limite é

. Ty
v = + . 1
eXp( Z“(1)—1)r2++D—3) (617)

Agora fazendo no limite quando r,(r — o)

dr rdr
= /[(D—1)r2+D—3](r—r+)“/ﬂ(p—m’ (6.18)

dr 1
- /r2(D -1  r(D-1) (6.19)

Assim a funcao de onda avaliada no infinito da

U 4+ WP —V(r = 00)¥ =0, (6.20)
" r?D(D — 2)

v =, (6.21)
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Supondo uma solugao em poténcias da forma ¥ = r$ e substituindo essa

solucao na funcao de onda obtém-se a seguinte solucao para «

14 /14 2222
a= -y (6.22)
2
Desta maneira a funcao de onda neste limite fica
r %iiHégL:f)
T = (-*) (6.23)
r

Utilizando a transformagcao da Eq.(5.27) obtém-se a fungao de onda completa
a fim de aplicar o método AIM

D(D—2)
ARG R
e

. ’V‘+
U — hﬂ:zw‘(pfl)riwfs (1 .

=

h) X. (6.24)

Agora sera utilizado o método AIM propriamente dito para andlise dos MQN

e confirmar os resultados obtidos em [17]. Esses resultados s@o apresentados

na Tabela ([6.1]).

Tabela 6.1: MQN fundamental (n

dimensional usando o método AIM

0) para Schwarzschild-AdS D-

4D 5D 7D
T4 Wi Wy wi Wy wj Wy
100 | -266.3856 | 184.9534 | -274.6655 | 311.9624 | -261.2 | 500.8
50 - - -137.3296 | 156.0077 - -

) - - -13.6914 | 15.9454 - -

1 -2.6712 2.7982 -2.5547 4.5788 -2.16 | 7.27
0.8 - - - - -1.52 | 6.62
0.6 - - - - -1.15 | 6.58
0.4 | -1.0064 2.36 -0.7462 3.7174 -0.99 | 6.21

Para 4D foi rodado o programa para um buraco negro pequeno (r+ =

0.4), um unitério (r; = 1) e para um buraco negro grande (r; = 100) a
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fim de confirmar os dados para diferentes regioes de r+ e isso foi obtido. O
mesmo foi feito para 5D, porém agora também avaliando com r+ = 50 e
r+ = 5 para realmente confirmar que o método se comportava bem e isso foi
observado.

Chegando no buraco negro 7D foi feita a analise para um buraco grande
e o resultado obtido foi correto. O desafio era a andlise deste buraco negro
para valores de r+ menores que 1, o que nao era encontrado ja que nesta
regiao o HH nao funciona bem. Todavia, usando-se do AIM foram obtidos

resultados com boa precisao e convergéncia.

6.2 BTZ

O buraco negro BTZ é descrito pela seguinte métrica [41]

2
ds* = —f(r)dt* + % + r2db? (6.25)
onde a funcdo f(r) é dada por
2 2 P2 2
quﬁ—ﬁe: Pf (6.26)

Evoluindo-se o campo escalar com acoplamento com tensor de Einstein e

escalar de Ricci e transformando-se para formato Schrodinger obtém-se
R +w'R-VR=0, (6.27)

onde o potencial é dado por

V = m_2+i_L r? o+ _%_’_m2Ml2+ K (+ﬁ>_6€M
2 A (24 22 PP+n P49 2 I?+n
M?*  K2*MI? ]
+—{—7r—ll+n(y+ﬁﬂr , (6.28)

Transformando para coordenada tartaruga r.(r) tem-se

I? I?
d’f’* = 2 7’3_ dr — Ty = / md?", (629)
12dr I2dr 2
. N ~ = In(r — .(6.30
' / (r=r)(r+7) / e =) 2, 60
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Agora serd avaliada nos limites onde r.(r — ;) e r(r — 00). Primeiramente

em r,(r — r,) obtém-se

l2
e R T In(r —ry), (6.31)

e a funcao de onda fica aproximadamente

_ [? 12
R =~ exp <j:iw2—> In(r —ry) ~ (r—rg )T/ (6.32)
r+

+iwl?/2r +iwi?/2r
= r(l—ri) T x <1—T—+) " (6.33)

r r

No limite r.(r — oo) tera

I I 2
r*:/—dr ~ T—er = ——. (6.34)

2 _ 22
r ry r

Resolvendo a equacao de movimento no infinito é obtido

R + WR—-V(r—o0)R=0, (6.35)

— /1 m2 3 6§ _

R - — ——— | R =0. 6.36
[12+n+4l4 12(12+n)]r (6:36)

Supde-se aqui a seguinte solucao para R, R = r®. Substituindo-a na equacao

de movimento nos dé a seguinte solucao para «

m? 3 6&
1i\/1+4l4 [mﬁrm—m}
a= 5 : (6.37)

No caso onde m =0,1 =1, £ =0, n =0 tem-se
a; = 3/2, ag = —1/2. (6.38)

Agora finalmente fazendo a transformacao da Eq.(5.27)) a funcao de onda
obtida ¢
U = p B2 (1 = p)32y (6.39)

Aqui foi escolhido o valor de a positivo, porém, numericamente, os dois

valores sao equivalentes e reproduzem os mesmos resultados.
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Na Tabela(6.2)) sao apresentados os resultados do método AIM para o
buraco negro BTZ quando n =0, ¢ =0, m =0 e [ = 1, tentando recuperar
os resultados obtidos em [48] onde w = k—i2r (n+1). Os casos onde aparece

13

nc”, significam que o AIM nao convergiu satisfatoriamente.

Tabela 6.2: MQN fundamental (n = 0) para BTZ usando AIM

k=0|rk=1|Kk=5|k=10| k=50 | k=100 | kK = 1000

Ty Wy W
0.5 0 1 5) 10 nc nc nc -1

1 0 1 5) 10 50 100 nc -2

5 0 1 ) 10 50 100 nc -10
10 0 1 ) 10 50 100 1000 -20
50 0 nc ) 10 50 100 1000 -100
100 0 nc 5) 10 50 100 1000 -200
1000 0 nc nc nc nc nc ne -2000

Pode-se ver que a medida que se aumentam os valores de k e r, buracos
negros pequenos e grandes nao se obtém um resultado satisfatério. Todavia,
para buracos negros e k pequenos o programa se comporta muito bem, o
que é muito interessantes pois, esta regiao é exatamente onde o HH nao se

comporta muito bem.

6.3 AGGH

O buraco negro AGGH ¢ descrito pela seguinte métrica [25]

6 M2 2 M\
ds? = — (1 - —> dt* + = (1 - —) dr® +r°d6*.  (6.40)

16 r2 r2 2
Evoluindo-se o campo escalar com acoplamento com tensor de Einstein e

Escalar de Ricci e transformando-se para formato Schrodinger obtém-se
R +wR-VR=0, (6.41)
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onde o potencial é dado por

_ 7 m? 26 6
L R (s Bl (T n)] '
[ 5M m2M K2 9 34EM ],
+ |- - + 1+ )+ | 7
o T EEey AEeg T E) TaeEey
N 307 B K2 M n Y 8EM? ,  2nmr*M?
L4t PP +0) 2 (1?4 ) (1 +n)

(6.42)

Neste caso, diferentemente do buraco negro BTZ, as funcoes ¢ e ¢"" nao
guardam entre si a relagao onde uma ¢é o inverso da outra. Visto isso, a
fungao f(r) deve ser analisada de forma mais cautelosa. Aqui, avalia-se o

caso geral, onde a fungao é chamada h(r) e definida por

0 fm e

onde as fungoes A(r) e B(r) sdo dados por

A(r) = ;"—2( —ﬁ>, (6.44)

r2
12 r2\ 7t
B(r) = = ( - T—;) : (6.45)
As dadas fungoes guardam a seguinte relacao entre si
rt 1
= ——. 6.46
") =T 507 (6.46)

Calculando-se a coordenada tartaruga r.(r) em fungao de h(r) tem-se

o= dr /\/761 —/702702 (6.47)

dr. (6.48)

/7“2 (7“—7“+)(7”+7“+)
Através do programa Mathematica obtém-se a solucao para a coordenada

tartaruga, que confere com a equagao de numero 9 de [52], que é

. ( 1 arctan(r/r+)> | (6.49)

2 3
rryi ry
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Agora serd avaliada a func¢ao nos limites quando r.(r — r4) e r.(r — o00).

Primeiramente no limite r,(r — r, ) tem-se aproximadamente
22
re = /ﬁ—rQ —ridr’
12 I
/—2 d'f’,
r2(r—ry)(r+ry)

4
[ —
r22ry(r—ry)

l4

Q

Q

N —————dr,
2r3 (r—ry)
l4
= —1In(r—ry).
27“§r

Deste modo a fungao de onda neste limite fica aproximadamente

_ 14
R =~ exp (:I:z'w—ln(r - r+)) ,
2r3
(7,, o 7,,+):I:z'(,ul4/27"i’_7
_ (1 B T_+>iiwz4/27"i
-
- (1 B ri):tiwl‘l/Qri '
r

Agora no limite r,(r — 00) tem-se

2 7?
Ty = T—2T—2d7“,
l4

3r3’

e aqui funcao de onda, no infinito, é

R + WR—-V(r—o0)R=0,

— 1 7 m2 265 —

R - |— — ‘R=0.
{418 ThETy) BE+ n)}

(6.50)
(6.51)
(6.52)
(6.53)

(6.54)

(6.55)

(6.56)
(6.57)

(6.58)

(6.59)

(6.60)

(6.61)
(6.62)

Supondo uma solucdo em poténcia para R do tipo R = r% e substituindo na

equacgao de movimento, a solucao obtida para « é

a8 | 7 m? 26¢
1+ \/1 5 [@ + H24n) l6(l2+n)}

2

o =
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No caso quando m =0, =1 ¢ =0, n = 0 tem-se

a =7/6, as=—1/6. (6.64)
Agora finalmente fazendo a transformagao da Eq.(5.27)
U = p w2 (1 — p)T/0y (6.65)

Aqui foi escolhido o valor de « positivo, porém, numericamente, os dois
valores sao equivalentes e reproduzem os mesmos resultados.a
Na Tabela(6.3]) sdo apresentados os valores de w;, variando-se r e k, para

[l=1,1n=0,§=0em =0 afim de corroborar o resultado exato obtido por
[49], [53] e [54].

Tabela 6.3: MQN fundamental para AGGH usando AIM

k=0 1 5 10 100 1000
r+=0.1| -0.0012 -0.0099 -0.0651 -0.1356 -1.4082 -14.1361
0.2 -0.0097 -0.0328 -0.2407 -0.5206 -5.6091 -56.5206
0.5 -0.1514 -0.2182 -1.2343 -2.8986 -34.6168 -352.8050
0.9 -0.8829 -1.0062 -3.4003 -8.2298 -110.298 -1141.1500
1 -1.2111 -1.3485 -4.0995 -9.8745 -135.6051 | -1408.2319
10 -1211.1026 | -1212.4892 | -1245.6884 | -1348.4692 | -9874.5079 | -135605.0847

A concordancia entre os resultados numéricos e exatos se mostrou satis-

fatéria.

6.4 Buracos Negros 6Dz0 e 5Dz1

Aqui serao apresentados os resultados da evolucao do campo escalar e ele-
tromagnético se utilizando do método HH para os buracos negros 6Dz0 e
5Dz1.

Para a evolugao escalar nota-se que, assim como no AGGH, o acoplamento

com ¢ causa apenas uma redefinicao na massa e no nimero de onda. Visto
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isso, todos os cédlculos abaixo da evolugao escalar serao feitos para & = 0. Por
simplicidade também faremos sempre a massa do campo escalar m = 0, ja
que estamos interessados apenas com 7). Primeiramente avaliou-se o caso sem
o acoplamento com tensor de Einstein, fazendo n = 0 e variando o nimero
de onda k e, em seguida, avaliou-se o caso com acoplamento nao nulo.

A evolugao eletromagnética sera feita em seguida separando os casos com
k=0ekr#0.

6.4.1 Evolugao escalar n =0, =0, m=0, Kk =0
5Dz1

A seguir mostramos o grafico de -w; por r.
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» [ ]
f [ ]
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f [ ]
- | ‘
3 100/ .
» [ L] K=0
| . |
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f [ ]
f [ ]
Fe
0.e f
0 20 40 60 80 100
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Figura 6.1: Grafico de -w; x ry para k =0 com [ =1

Vé-se daqui que a dependéncia da frequéncia imaginaria com o raio do ho-
rizonte de eventos ¢ linear, e, para este buraco negro, como visto no capitulo
2, sua temperatura também é. Este comportamento é semelhante ao des-

crito por [17]. De acordo com a dualidade gravidade/calibre, o inverso desta
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frequéncia, 7 = 1/wy, é a escala de tempo para a abordagem do equilibrio
térmico. No citado artigo isso vale apenas para buracos negros grandes. Para
o 5Dz1, e também para BTZ, este comportamento se estende desde buracos
negros pequenos até grandes.

Isso curiosamente, como veremos, nao acontece também para o 6Dz0.

6Dz0

A seguir hé o gréfico de -w; por .

100; .
80/ 0
_ 60 0
: | ¢ !
401 N - k=0

0 20 4 60 8 100
i

Figura 6.2: Grafico de -w; x ry para k =0 com [ =1

Como discutido para o buraco negro anterior, este comportamento linear
da frequéncia imaginaria com o raio do horizonte de eventos poderia repre-
sentar um tempo de escala para o equilibrio térmico em uma correspondéncia
gravidade/calibre. Porém, a temperatura deste buraco negro, como visto no
Capitulo 2, é independente de 7. Isso é de fato muito curioso, ja que para

o0 5Dz1 isso nao ocorre.
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6.4.2 Evolucgao escalar n =0, (=0, m =0

6Dz0

Abaixo sao apresentados 2 graficos de -w; e -wg x k. O primeiro para r, =5

e o segundo para ry = 10.

Os dados obtidos sao apresentados na tabela abaixo e verifica-se que

uando 74 é da mesma ordem que x o método funciona bem. Quando k > r
+ +

nao ha convergeéncia e quando ry > k, sua influéncia é quase despercebida.

Nos locais onde aparece “nc” significam que o método nao convergiu satisfa-

toriamente.
Tabela 6.4: MQN evolucao escalar n = 0 6Dz0
rL =295 ry =10 ry = 50 ry =100

K WR wr WR wr WR wr WR Wy

0 -5.9999 0 -10.4174 0 -50.0801 0 -100.0400
10 | -1.7183 | -7.0318 0 -10.5319 0 -50.0809 0 -100.0401
10% | -12.2616 | -2.8199 | -8.2164 | -11.9222 0 -50.1002 0 -100.0500
103 nc nc -47.3699 | -0.5406 0 -63.5448 0 -101.0583
104 nc nc nc nc -121.4885 | -27.9316 | -80.3966 | -118.8903
10° nc nc nc nc nc nc -473.3769 | -5.3870
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Figura 6.4: Grafico de -w;,-wr x k parary =10com [ =1en=0

O que se verifica com os graficos é que para k pequeno as frequéncias sao
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puramente imaginarias. A medida que cresce, ha uma transicao e comeca a
aparecer a parte real. Exatamente no ponto onde a parte real aparece é onde
se tem o maior valor de -w;. A partir deste ponto a parte imaginaria comeca

a decrescer e vai tendendo a zero, enquanto a parte real s6 vai aumentando.

5Dz1

O buraco negro 5Dz1 apresentou varios desafios computacionais. Para vérios
valores de r, suas frequéncias nao convergiam, fazendo-se necessario algu-
mas combinagoes especificas de r, e [. Diferente do que se espera do HH,
para buracos negros pequenos foram obtidos bons resultados. Abaixo sao
apresentados 3 graficos de -w; x k. O primeiro para r. = 0.01 e [ = 0.01, o

segundo para r; = 0.1 e [ = 0.01 e o terceiro parar; =1el=0.1.

3001 | | | | o
280!
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7
240¢ -« 1,=0.01

220¢

200000 ©
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Figura 6.5: Gréfico de -wy x k para r;. = 0.01 com [ = 0.01
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Figura 6.6: Grafico de -w; x k para r; = 0.1 com [ = 0.01
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Figura 6.7: Grafico de -w; x k parar, =1 com [ = 0.1

Todos os graficos apresentam um crescimento de -w; a medida que &
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cresce, porém, esse aumento é muito pequeno. O nimero de onda tem que
ser aumentado consideravelmente e isto nao é sentido fortemente por -wjy.

O que se percebeu em geral é que ha uma transicao nas frequéncias de pu-
ramente imaginario para um nimero complexo, com parte real e imaginaria.
Porém, a medida que se aumenta x, a convergéncia do método se torna mais
complicada. Para estes trés casos apresentados abaixo, até onde conseguiu-se
obter resultados convergentes, a parte real ainda era toda nula, nao sendo

manifesta esta transicao.

6.4.3 Evolugao escalar n #0, (=0, m=0, k=0
6Dz0

A anadlise do campo escalar com acoplamento para este buraco negro também
se mostrou bastante desafiadora e promissora. Foram escolhidos valores es-
pecificos de ry, | e M para que se obtivessem convergéncias. Foi escolhido
r. =5, 10, 50 e 100, todos com [ = 10 e M = 0.25, 1, 25 e 100, respectiva-

mente.

0200 4

0.00¢

U

Figura 6.8: Grafico de -wy,-wr x n parar, =5 com [ =10e M = 0.25
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Figura 6.10: Grafico de -w; x p parar;, =50 com [ =10e M =25
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Figura 6.11: Grafico de -w; x n para r;. = 100 com [ = 10 e M = 100

O que se observa é que para n grande o método nao converge. Parar, =5
e 10, enquanto 1 é da mesma ordem ja aparece uma frequéncia com parte
real e imaginaria e a medida que 7 cresce o método nao converge e nao hé
certeza sobre a transicao para puramente imaginario.

Curiosamente para r, = 50 e 100, para n pequeno noés temos resultados
puramente imaginarios. A medida que 7 cresce o método deixa de convergir,
mas pode ser feita a andalise para 1 — oo e o resultado é também puramente

imaginario.

5Dz1

Aqui sao apresentados os graficos, fazendo-se k = 0 e analisando agora a
influéncia do acoplamento. O que se percebeu aqui é de fato muito interes-
sante. Foi feita a andlise para buracos negros com r, = 5, 10, 50 e 100, todos
com [ =10 e com M = 0.25, 1, 25 e 100, respectivamente. Vamos colocar,
primeiramente, uma tabela com alguns dos dados obtidos, para uma melhor

visualizagao dos dados, e, logo apés, os gréficos.
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Tabela 6.5: MQN escalar 5Dz1

re =5 ry =10 ro =100
n WR wr WR wr WR wr
0 0 -0.1000000 0 -0.20000000 0 -2.000000
1 0 -0.1015125 0 -0.20302520 0 -2.030252
5 0 -0.1079890 0 -0.21597934 0 -2.159793
10 0 -0.1188533 0 -0.23770684 0 -2.377068
13 0 -0.1332953 | -0.016276 | -0.26659060 | -0.162766 | -2.665906
15 | -0.01618700 | -0.1318831 | -0.03237 | -0.26376600 | -0.323741 | -2.637660
0.14; 1
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Figura 6.12: Gréfico de -w;,-wg x n parary =5, 1=10e M = 0.25
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Figura 6.14: Grafico de -w;,-wg x np parary =50, =10e M =25
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Figura 6.15: Grafico de -w;,-wgr x 1) para vy = 100, [ =10 e M = 100

O que se verifica com os graficos é que para 7 pequeno as frequéncias sao
puramente imaginarias. A medida que cresce, ha uma transicao e comeca a
aparecer a parte real. Exatamente no ponto onde a parte real aparece é onde
se tem o maior valor de -w;. A partir deste ponto a parte imaginaria comeca
a decrescer e vai tendendo a zero, enquanto a parte real s6 vai aumentando.

Como dito, para o 5Dzl a convergéncia nao é tao boa, e os gréficos
podem nao ser tao claros dada a explicacao acima, mas, para o 6Dz1, onde
a convergéncia ¢ bem melhor, esse comportamente é manifesto bem mais

claramente nos graficos.

6.4.4 Evolucao Eletromagnética x = 0

6Dz0

Quando nao se tem a influéncia de k a frequéncia se comporta de maneira
sempre crescente. A andlise escolhida foi para x = 0, mas poderia ser esco-

lhida também para k = 1, porque os dois graficos se comportam exatamente
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da mesma maneira, ficando sobrepostos.
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Figura 6.16: Grafico de -w; x v, para kK =0 com [ =1

Aqui ocorre também a transicao de puramente imaginario, mas, nao é
apresentado o grafico da parte real, pois, para k = 0 nao foi encontrada a
transicao. Para k = 1 é possivel observar a transicao mas em uma faixa bem

pequena, o que nao ficaria evidente no grafico.

5Dz1

Quando nao se tem a influéncia de x a frequéncia se comporta de maneira
sempre crescente. A analise escolhida foi para £ = 0, mas poderia ser esco-
lhida também para k = 1, porque os dois graficos se comportam exatamente

da mesma maneira, ficando sobrepostos.
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Figura 6.17: Grafico de -w; x vy parak =0 com [ =1

Aqui ocorre também a transicao de puramente imaginario, mas, nao é
apresentado o grafico da parte real, pois, para k = 0 nao foi encontrada a
transicao. Para k = 1 é possivel observar a transicao mas em uma faixa bem

pequena, o que nao ficaria evidente no grafico.

6.4.5 Evolugao eletromagnética « # 0
6Dz0

A evolugao do campo eletromagnético com niimero de onda diferente de zero
apresenta a transi¢ao de puramente imaginario. Foi colocada aqui a tabela

para se ver o quao grande deve ser k para ser manifesta essa transicao.
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Tabela 6.6: MQN eletromagnético 6Dz0

ry =295 ry =10 ry =50 r. = 100
K WR wr WR wr WR wr WR wr
0 0 -5.9230 0 -10.9564 | 0 |-50.9902904 | 0 | -100.99507370
1 0 -5.9238 0 -10.9565 | 0 |-50.9902905 | 0 | -100.99507378
10 0 -6.0017 0 -10.9613 | 0 | -50.990298 | 0O -100.995074
100 | -7.1994 | -13.6463 0 -11.4470 | 0 -50.9910 0 -100.9951
1000 nc nc -42.1128 | -42.7942 | 0O -51.0695 0 -101.00005
10000 nc nc nc nc nc nc 0 -101.4927
100000 nc nc ne nc nc nc 0 -151.2573

O simbolo “nc”representa locais onde o método nao foi capaz de convergir.

Vé-se que deve haver um equilibrio entre r e s, pois, a medida que o niimero

de onda é muito maior que o raio do horizonte de eventos o método nao

se comporta bem. E, a medida que r, aumenta, sua transicao acontece

para um k ainda maior, o que dificulta ainda mais a convergéncia. Nota-se

também que para r, grandes, quando k é pequeno sua influéncia é quase

imperceptivel.

Foram feitos graficos da parte imaginaria de -w por x, para r, = 5, 10, 50

e 100, e separados, colocando juntos, primeiramente, r, = 5 e 10, e depois,

para ry = 50 e 100 para melhor visualizagao dos resultados.
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Figura 6.18: Grafico de -w; x Kk parary =5e 10 com [ =1
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Figura 6.19: Gréfico de -w; x k para r, =50 e 100 com [ =1

Para todos os casos foram feitos ajustes quadraticos, da forma —w; =
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ak? + b, e colocados juntamente com os respectivos pontos.

Para a curva com r, = 5 temos —wys; = 0.000773608x2 + 5.99483, para
ry = 10, —wno = 0.0000833412x% + 10.7715, para ry = 50, —wsg =
7.02133x1078 4 51.1017 e para ry = 100, —wrig0 = 5.02641x10~ + 100.993.

5Dz1

A evolugao do campo eletromagnético com niimero de onda diferente de zero
apresenta a transicao de puramente imaginario. Foi colocada aqui a tabela

para se ver o quao grande deve ser k para ser manifesta essa transicao.

Tabela 6.7: MQN eletromagnético, 5Dz1

ry =295 ry =10 ry =50 r. = 100

WR wr WR wr WR wr WR wr
0 0 -9.3400 | O |-19.7074 | 0 | -99.9400 | 0 |-199.9701
0 -9.3411 | 0 |-19.7084 | 0 | -99.9400 | 0 |-199.9701
10 0 -10.2536 | 0 | -19.8073 | 0 | -99.9408 | 0 | -199.9702
100 | -50.0000 | -45.0000 | 0 |-30.0117 | O | -100.0200 | 0 | -199.9801
1000 nc nc nc nc 0 |-107.9412 | 0 | -200.9652
10000 nc nc nc nc nc nc 0 | -300.0000

O simbolo “nc”representa locais onde o método nao foi capaz de convergir.
Vé-se que deve haver um equilibrio entre r e k, pois, a medida que o niimero
de onda é muito maior que o raio do horizonte de eventos o método nao
se comporta bem. K, a medida que r, aumenta, sua transicao acontece
para um  ainda maior, o que dificulta ainda mais a convergéncia. Nota-se
também que para r, grandes, quando k é pequeno sua influéncia é quase
imperceptivel.

Foram feitos graficos da parte imaginaria de -w por &, para r. = 5, 10, 50
e 100, e separados, colocando juntos, primeiramente, r, = 5 e 10, e depois,

para ry = 50 e 100 para melhor visualizagao dos resultados.
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Figura 6.21: Gréfico de -w; x k para r, =50 e 100 com [ =1

Para todos os casos foram feitos ajustes quadraticos, da forma —w; =
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ak? + b, e colocados juntamente com os respectivos pontos.

Para a curva com 7, = 5 temos —wys = 0.00810026x2+9.37123, parar, =
10, —wro = 0.00118994x% + 19.3558, para r, = 50, —wrs0 = 8.0391x1076 +
99.9325 e para r, = 100, —wr100 = 1.00024x107% 4 199.966.
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Capitulo 7
Conclusoes

Neste estudo foi proposta a analise da evolucao de dois campos de matéria
em buracos negros planarmente simétricos D-dimensionais com simetria de
Lifshitz. Os campos inspecionados foram o campo escalar e o eletromagnético.

Estes campos, evoluidos nos buracos negros 5Dz1 e 6Dz0, pelo menos no
regime em que trabalhamos, nao apresentaram instabilidades, nem referentes
aos acoplamentos nem aos espacos-tempos.

Foram observados, para ambos buracos negros, dentro do limite de con-
vergéncia, regioes com modos puramente imagindrios e uma transicao para
modos que apresentem parte real e imaginaria. Esta transicao é semelhante
aquela que aparece no oscilador harmonico amortecido, com algum valor
critico que nao pode-se especificar nessa investigacao.

Nestes casos analisados foi encontrado um comportamento interessante
para w; quando k # 0 e r, < 10. Em geral, w; é crescente com k, mas aqui
encontramos um crescimento quadratico para k ~ r, com um decréscimo
quando k >> r,. Esse comportamento pode ser relevante no contexto da
dualidade gravidade/calibre.

A aplicacao do método AIM se mostrou bastante promissora também para
buracos negros AdS, para os quais ele nao era geralmente usado. Consegui-
mos recuperar os valores dos modos quasinormais para Schwarzschild-AdS,

BTZ e AGGH e obter um padrao de convergéncia. Este resultado é muito
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importante visto que o AIM se comportou bem quando r, < 1, regiao esta

na qual o HH geralmente apresenta dificuldades.
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Capitulo 8
Desenvolvimentos futuros

e (Cdlculo dos modos quasinormais de oscilacao de BTZ e AGGH para
n#0, & #0em # 0 utilizando HH e AIM.

e Calculo dos modos quasinormais de oscilacao para 5Dz1 e 6Dz0 utili-
zando AIM.

e Andlise termodinamica da estabilidade dos buracos negros BTZ, AGGH
e Lifshitz através do Método de Poincaré com utilizacao das séries line-
ares representativas de cada ensemble e, em parceria com a Prof*. Dr?.
Berta, comparagao destes resultados com outro método termodinamico

para estabilidade de buracos negros AdS.
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Apeéendice A

Invariantes escalares de

curvatura e tensor de Einstein

Neste apéndice apresentamos os invariantes escalares de curvatura e as com-
ponentes do tensor de Einstein dos espacos-tempos que foram analisados ao

longo deste trabalho

A.1 Espaco-tempo de Lifshitz puro D > 3

Escalar de Ricci R

D
2 , 5
R=-45 [;(2—2)+(D—2)z+z (A1)
Contracao do Tensor de Ricci
9 D
T (D—2+2") D (i-2)+2(D-2+2) (A.2)
=3
Escalar de Kretschmann
4 [2
afuy . = . . 2 4
Ropu ROPH = 7 [;(z 2)+(D—-2)z"+=z2 (A.3)
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Tensor de Einstein G*

[22-2 D

tt .
G" =~ ;(z —2) (A4)
P2 | D
G" = (D=2 + > (i 3)] (A.5)
L i=3
T D
Tr 2 .
G*™ = ol s (D —3)z+ ;(Z — 3)] (A.6)
Contracao do Tensor de Einstein
D—2 D
GG = 7 [X[D]+ 2(D — 4+ z)] Z(z’—Q) + (D —2) —|—z2]
i=3

(A.7)
O termo X acima é dependente da dimensao, porém, nao conseguimos encon-
trar uma forma geral para ele. Sabemos que X[3] = 1, X[4] = 2, X[5] = 4,
X[6] =7e X[7] = 11.
Escalar de Weyl

z—1)%22

CapeaC? = Y[D]( 7 (A.8)

Aqui o termo Y é também dependente da dimensao e nao foi possivel encon-
trar uma forma geral para ele. Sabemos que Y'[3] =0, Y[4] =4/3, Y[5] =2,
Y[6] =12/5, Y[7] =8/3 e Y[8] =20/7.

A.2 Buraco Negro de Lifshitz 5Dz1

Escalar de Ricci R 50 61
R = _l_2 + 7 (Ag)

Contracao do Tensor de Ricci

12M?  48M
R R =2 4 i (A.10)

14 r4 1292

Escalar de Kretschmann

posu _ 40 1207 240

Ropu T + rd 22
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Tensor de Einstein G*

at _ 3MI* — 6r?
rd — Mi2r2
. 9M  3M?*  6r?
G =t T
oo 612 —4Ml2
r

Contracao do Tensor de Einstein

14 rd 1292

60 | TM>  36M
GG =3 (— + )

Escalar de Weyl
2M?

Oabcd Cade = 1
T

A.3 Buraco Negro de Lifshitz 6Dz0

Escalar de Ricci R
20 8M

R==pF 7

Contracao do Tensor de Ricci

L 80 24M?*  80M
e T N

Escalar de Kretschmann

40  H56M?  6M
afur __
Rop B0 = 0 ¥ = ~

Tensor de Einstein G*

1072 — 6 M2
MI4 — 1272
6r2 2M? 8SM
T T
6r2 — 2M1?
7”4

Gtt —
GTT —
GLL'CL’ —
Contracao do Tensor de Einstein
280  H56M?  240M
GG = S5 +

14 r4 1292
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(A.12)
(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)

(A.20)
(A.21)

(A.22)

(A.23)



Escalar de Weyl
192M2

5r4

Cabcdcade = (A24)
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Apeéendice B

Transformacao para Equacao

no Formato Schrodinger - AIM

Para utilizacao do método AIM a equagao de evolugao geral deve estar no
formato Schrodinger.

Utilizando a Lagrangeana dada pela Eq., evolui-se o campo escalar
com acoplamento com Tensor de Einstein e Escalar de Ricci, Eq., em
uma métrica D-dimensional, esfericamente simétrica e planarmente simétrica.

A equagao inicialmente estara no formato
CiR+ CyR+wW*R—V(r)R=0 (B.1)

e serd transformada para

R +WwR-V(r)R=0 (B.2)

- . . . . = . . .
onde R significa derivada com respeito a coordenada r e R signifca a derivada

com respeito a coordenada tartaruga r,. Para isso sao feitas as seguintes

transformacoes
R = R(r)b(r), (B.3)
h?“?“
H(?”) = ﬁ’ 4
ro= r(r). (B.5)



Aqui utilizou-se a definicao que h** = —h'*. A equacio com as transformacoes

das Eqgs.(B.3] B.5|) fica escrita como segue

or, 0 [0r,d(Rb) or. O(Rb) [dr. 0 o —
" or Or. [67‘ or. } i or Or, | Or Or, In(A"V=g)| +
+ w?Rb—V(r)Rb = 0. (B.6)

Expandindo a equagao e dividindo por b(r) e se obtém

!

Hi?R" + R {Hm; + 2H7’”f% + Hi? [ln(h”\/—g)]/} +

b b’ b '
LR {Hi:kf“ LA L W L vm} —0,

*b ) b
(B.7)
que é uma equacao com a seguinte forma
OgRH + O4R’ + C5R + WQR — V(T)R = 0. (BS)

Agora compara-se tal equacdo com a Eq.(B.2). Disto vem as seguintes

condicoes
Cy = 1, (B.9)
Cy, = 0, (B.10)
V = V-0Cs, (B.11)
onde
. -’b, -2b// '2bl rr !
C5 :HT*T*E—FHT*?—FHT*Z [ln(h \/—g):| . (B12)

Logo, vé-se que este termo C5 sera subtraido ao potencial ao se fazer a
transformacao. Da condigao da Eq. obtém-se

]_ltt d hrr d
. N =)= B.13
" hrr dr, htt dr ( )

Antes de prosseguir percebe-se que a métrica efetiva pode ser escrita como

h* de maneira mais conveniente. A funcdo h* pode ser escrita como
Wt = g — G = g1~ a(r)] (B.14)
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onde g" = —g'" e a funcdo a(r) geral. A fungao h'™ escrita como
hrr — grr + T]GTT — grr[l +/B(T)], (B15)

onde a fungao f(r) é geral. Com essa maneira mais conveniente de escrever

agora se aplica a condi¢ao da Eq.(B.13) a condi¢ao da Eq.(B.10)). Isto levara
a seguinte equagao

& B 2 D—2
R A (B-16)

que é uma equacao para qualquer dimensao D. Esta equacao leva a uma
forma geral para a fungao b(r), a qual é
N (Er e e (A7

Agora utilizando deste resultado pode-se calcular o termo C5 que sera sub-

trafdo do potencial V (r) para se tornar o potencial V(r). Entdo, substituindo
Eq.(B.17) em Eq.(B.12)) obtém-se

H d

Cs =~ [6 + b% 1n(h”\/—_g)] : (B.18)

Nota-se que esta foi uma andlise feita para uma métrica D-dimensional, tanto

esfericamente simétrica, com sua parte espacial dada por

r2dQ? = r?

n—1
dx3 + sin® xadx3 + (H sin? Xl) dxi] , (B.19)

=2

ou para planarmente simétrica, onde a parte espacial é representada por
r r
di® = = " da}. (B.20)

Agora, para o calculo direto das equagoes serd avaliado cada caso separada-

mente.
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B.1 Esfericamente Simétrica D-dimensional

Para o caso D dimensional pode-se escrever de forma geral o tensor de Eins-
tein. Aqui ele foi separado em parte temporal, radial e parte angular. O

indice latino a (a = 2,3,...,D — 2) foi utilizado denotar as componentes

angulares.
D-2 B (D—3)(B-1)

tt
O = 5 apy T aBe (B.21)

.~ D—-2 A (D-3)(1-B)
G = S aEn T B (B.22)
e _ 9" [ AB 2D -3)[(D—-4)B(B-1)+ bl )

T 4B?) A2 2

(B.23)

ABr — 2B[(D — 3)A + Ar]
Ar

O Escalar de Ricci R de maneira geral, para D > 2, é escrito como

1 [BA2 2(D-2)(D-3)(B-1)B+rB] AB—2B[(D—2)A/r + 4]
R=3pm { Az 2 - A }

(B.24)

onde as funcoes a e [ sao definidas, dependentes da dimensao, como

a(r) =n [D 2_ 2 TgQ L= 2593 —b (B.25)
B(r) = [D; & er B Cln izgf —1 (B.26)
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Apeéendice C

Transformacao da Equacao do
Formato Schrodinger para o

formato do método HH

A seguinte equagao no formato Schrodinger serd transformada

R +wR-VR=0 (C.1)

-/ . ~ . .
onde R representa a derivacao com respeito a coordenada tartaruga r,. Pri-

meiro supde-se uma solucao para R do tipo
R(r,,t) = R(r,)e~ ™" (C.2)
o que quando substituido na Eq. a ser transformada fica
R’ —2iwR —VR=0 (C.3)

Antes lembrando das defini¢coes que

h’f"f‘
onde
h?"’f‘ — gT'f‘ _"_ 77GT’T’7 (C.5>
Pt = gt — NG, (C.6)
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Calculando a coordenada tartaruga para fazer a transformacao de r, — 7.

dr dr d d
= r = — - = (C.7)

Realizando essa transformagao na Eq.(C.3))

T

N d i V .
\/HR+<—\/H—2iw)R——R:0 (C.8)
dr H
onde define-se o potencial V = V /v/H, assim
N d X NN
VHR—i—(%\/H—Qz’w)R—VR:O (C.9)

onde R representa a derivacao com respeito a coordenada r.

Para o caso particular tratado no artigo HH recupera-se o resultado ori-
ginal, pois, fazendo n = 0, b’ = ¢'" e h** = g'*. Assim, ¢'" = 1/B(r) = f(r)
e g = 1/A(r) = 1/f(r). Desta forma vVH = \/f2(r) = f(r) e a equacio

fica

=
<>
=
Il
(@]

FVRA+ (f(r) — 2iw) (C.10)
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Apeéendice D

Buraco Negro 5Dz1 - AIM

A seguinte temos a evolug¢ao do campo escalar com acoplamento com tensor
de Einstein e escalar de Ricci, a transformacao da equagao para o formato
da equagao de Schrodinger e as transformagoes necesséarias para uma futura
aplicagao do método AIM para O buraco negro 5Dz1.

Ele ¢ descrito pela seguinte métrica [6]

2 M2 2 M2\ ! 2
ds? = — (1 - —l) a + L (1 — —l> dr® + = (da® + dy? + dz%). (D.1)

r2 r2 r2 12
Evoluindo-se o campo escalar com acoplamento com Tensor de Einstein e

Escalar de Ricci e transformando-se para formato Schrodinger obtém-se

R +w’R—VR=0, (D.2)

onde o potencial é dado por

Vo= {r®[4°m® + 540n° + 1*(15 + 24m®n — 80€) — 601*n(—3 + 8¢)] +

+ ot [—4PmPM — 104417 M + 41°6* + 481°nk® — 1°M (15 + 24m>n — 80¢)—
—3I°M (1 + 4m’n — 8¢) + 601" Mn(—3 + 8) + 61*'n(—17M + 24nk* + 64M¢)]| +

+ r?[6391'Mn® — AU MK? — 641° Mnk® — 961° Mnk® + 31°M*(1 + 4m®n — 86)+
+18IMPn(1 — 4€) — 61°Mn(—17M + 24nk* + 64M¢E)]| +

+ O [1260°M?n* + 161" MPnr® + 1081°Mn°k* — 1813 M°n(1 — 4€)] +

+ 2 [FOBMY? — 120°MBnP k7] ) ) ot (A1 + 1200 + 360%)] +

+ 77 [AN (=61 Mny — 361 Mn?)] +r° [361°M*n?] } (D.3)
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e a funcao f(r)

2 2 r2 _ 2
) = S5 2R (D.4)
Transformando para coordenada tartaruga r,.(r) tem-se
12 12
d’f’* = TQ_TidT%T*:/de, (D5)

I2dr 12dr 12
T, R~ /( %/274 = In(r —ry). (D.6)

r—ry)(r+ry) (r—ry)  2ry
Agora serd avaliada nos limites onde r.(r — ;) e r(r — 00). Primeiramente
em r,(r — r,) obtém-se
2
Ty R T In(r —ry), (D.7)

e a funcao de onda fica aproximadamente

_ 12 ,

R =~ exp (j:iw2—> In(r—ry) ~ (r— T+)iwl2/2’"+, (D.8)
r+

+iwl?/2r +iwl?/2r

— r(l—r—+) S (1—T—+) " (D.9)
r r
No limite r.(r — o0) tera
2 2 12

Ty = / 2 ’r’i dr =~ r—2d7” = —? (DlO)

Resolvendo a equacao de movimento no infinito é obtido

R + WR-V(r— )R =0, (D.11)
% A12m?2 + 540n21~4 — 60n12(8€ — 3) + 15 + 24m?2n — 80& 2

— 0.
414 + 12020 + 36n?)

(D.12)

Supoe-se aqui R = r$. Substituindo-a na equagao de movimento nos da a

seguinte solucao para «

14 (/1 4 HEm> 154052 —60ni2 (8€—8) 111 (15+24m>n—80¢)
(1441212n+3672)
o =

2
Agora finalmente fazendo a transformacao da Eq.(5.27) a funcdo de onda

obtida é

(D.13)

U =y W (1 - y)ey (D.14)
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