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Itajubá – MG
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Resumo

Nesta dissertação procuramos dar uma abordagem acerca das configurações centrais,

apresentando a importância de seu estudo, no que tange resolver o problema clássico

de n corpos da Mecânica Celeste.

Primeiramente apresentamos um pouco da teoria das equações diferenciais or-

dinárias, afim de, posteriormente, utilizarmos tal teoria, junto aos postulados da mecânica

Newtoniana para modelarmos o problema clássico de n corpos da Mecânica Celeste.

Apresentamos, a seguir, propriedades do modelo obtido e também as dificuldades em

encontrar as soluções para as equações diferenciais ordinárias que regem tal modelo.

Dentre estas dificuldades, encontra–se a necessidade de tomar certas restrições nas

soluções desse problema. Uma solução particular é definida como solução homográfica.

Demonstramos que estas soluções formam configurações espećıficas a cada instante,

definidas por configurações centrais.

Estas soluções são as únicas soluções anaĺıticas explicitas de tal problema. Mostramos

que além das soluções homográficas formarem uma configuração central a cada in-

stante, dado uma configuração central do problema de n corpos é posśıvel construir

uma solução homográfica de tal problema, desde que existam funções adequadas. Com

isso, torna–se importante o estudo das configurações centrais, pois, se desejamos obter

as soluções homográficas desse problema é necessário tomarmos condições iniciais tais

que as configurações dos corpos no espaço formem uma configuração central.

A seguir apresentamos uma técnica para o estudo das configurações centrais do

problema de n corpos. Esta técnica consiste no estudo de um sistema de equações

algébricas que é equivalente ao sistema de equações que definem as configurações cen-

trais. Estas equações são conhecidas como equações de Dziobek. Por fim, utilizamos

esta técnica para demonstrar existências de certas classes de configurações centrais

planares e espaciais. Apresentamos também alguns corolários e algumas conjecturas
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acerca dos resultados obtidos, comparando-os a resultados existentes na literatura.

Palavras–chave: Mecânica Celeste, Soluções Homográficas, Configurações Centrais.



Abstract

This work concerns with the study of central configurations, its importance and rela-

tionship with the traditional problem of n bodies in Celestial Mechanics.

Firstly we present some aspects of the ordinary differential equations theory so

that subsequently, with the postulates of Newtonian Mechanics, to model the classic

problem of n bodies in Celestial Mechanics. We show the properties of the model

obtained and the difficulties in finding the solutions to the correspondent ordinary

differential equations.

In order to avoid these difficulties we take restrictions on the solutions of this

problem so that the n bodies fulfill certain initial conditions. These restrictions led us

to the concept of homograph solutions which are the only known analytical solutions

to this problem. We prove that these solutions form specific configurations at each

instance defined as central configurations. We also show that it is possible to construct

homograph solutions from the central configurations with some additional hypotheses.

We present a technique for the study of central configurations which consists in

studying a system of equivalent equations to the algebraic system that define central

configurations. These equations are known as Dziobek equations. Finally, we use this

technique to show the existence of certain classes of central configurations in the planar

and spatial cases. We also present some corollaries and some conjectures.

Keywords: Celestial Mechanics, Homographic solutions, Central Configurations.
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Caṕıtulo 1

Introdução

O movimento dos corpos celestes, luas, planetas, estrelas, dentre outros, é um fenômeno

que inquieta a muitos, porém, somente no ińıcio do século XVII surgiu uma teoria que

descrevesse de maneira aceitável este fenômeno. Esta teoria foi fundamentada por Sir

Isaac Newton em 1686 no seu tratado Philosophia Naturalis Principia Mathematica

[19], com o qual deu ińıcio ao estudo da Mecânica Celeste.

Essa teoria consiste no estudo da dinâmica de n part́ıculas de massas positivas mi,

interagindo de acordo com a lei de Gravitação Universal, proposta por Newton [19].

Para uma descrição mais matemática, consideremos as posições das n massas mi

dadas pelos vetores, ri ∈ Rd, i = 1, 2, . . . , n, usualmente d = 2 ou d = 3. Adotamos um

referencial inercial no qual o centro de massa do sistema, que é dado por
n∑

j=1

mjrj/M ,

onde M = m1 + · · · +mn é a massa total, está na origem de nosso referencial, o qual

é usualmente chamado referencial inercial baricêntrico.

Deste modo, as equações diferenciais que regem o problema de n corpos são dadas

por

r̈i = −
n∑

j = 1

j 6= i

Gmj
ri − rj

r3
ij

, (1.1)

para i = 1, 2, . . . , n, onde rij = ||ri − rj|| é a distância Euclidiana entre os corpos de

massas mi e mj , e G uma constante. No caṕıtulo 2 discutiremos melhor este sistema

de equações diferencias ordinárias.

O sistema (1.1) possui soluções num espaço de estados com 2nd dimensões, isto é,

1



2

(ṙ1, ṙ2, . . . , ṙn, r1, r2, . . . , rn) ∈ R2dn, onde rj ∈ Rd, d = 2 ou d = 3. No caso onde n = 2,

temos o clássico problema de Kepler, o qual pode ser resolvido utilizando as integrais

primeiras clássicas. As integrais primeiras clássicas estão associadas às simetrias do

problema.

Devido à conservação da energia, das três componentes do momento angular e das

seis componentes que vem do movimento retiĺıneo e uniforme do centro de massa,

temos 10 integrais primeiras, sendo assim (1.1) fica reduzido a 2 dimensões, tornando-

se analiticamente solúvel. Para n = 3 o problema é o de um sistema dinâmico em R
18,

sendo posśıvel baixar para R8, utilizando as dez integrais primeiras clássicas. Porém,

esta ordem é muito alta e ainda seria necessário encontrar novas integrais primeiras,

nessa linha de racioćınio.

Mas em 1887, o matemático alemão Bruns, mostrou que toda integral primeira, que

é função algébrica das integrais de posição, momento e tempo, são integrais primeira

das integrais primeiras clássicas, isto é, as integrais primeiras provenientes das simetrias

do problema de 3 corpos, são as mesmas que provém das simetrias do problema de 2

corpos, tornando o sistema de 3 corpos anaĺıticamente insolúvel.

Assim, para resolvê-lo devemos encontrar, se posśıvel, outro método. Uma forma

alternativa de resolvê-lo é tomando restrições sobre o movimento. Dentre estas restrição

temos as soluções homográficas, (veja caṕıtulo 3).

Uma solução homográfica do problema de n corpos é tal que as razões das distâncias

mútuas entre os corpos é preservada, isto é, a configuração inicial dos corpos é preser-

vada por rotações e homotetias. Para n = 3, Lagrange mostrou que uma tal solução

é sempre planar. No mesmo artigo Lagrange mostrou que uma solução particular

do problema de três corpos é tal que estes estão situados nos vértices de um triângulo

equilátero a cada instante de modo que cada vetor posição ri, no referencial baricêntrico,

descreva um movimento Kepleriano.

Uma outra solução homográfica para o problema de três corpos, foi dada por Euler.

Neste caso os corpos se encontram sobre uma mesma reta a cada instante. Uma solução

homográfica é tal que a configuração formada pelos corpos a cada instante, possui

caracteŕısticas espećıficas. Tais configurações possuem o vetor aceleração de cada corpo

proporcional ao vetor posição relativo ao centro de massa do sistema. Denominaremos

tais configurações de configurações centrais.
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Devido o potencial newtoniano ser singular onde dois corpos possuem a mesma

posição, consideramos que as configurações dos corpos não assumem valores no conjunto

△ = {r ∈ Rdn : ri = rj para i 6= j}, △ é denominado de conjunto colisão.

Definimos uma configuração central, se existir λ positivo tal que

r̈i = λri, (1.2)

para todo i = 1, 2, . . . , n.

As configurações dos três corpos ao longo das soluções colineares encontradas por

Euler [4], para o problema de três corpos, bem como as soluções encontradas por

Lagrange [9], também para o problema de três corpos, são exemplos clássicos de con-

figurações centrais.

A noção de configuração central foi introduzida por Laplace em 1789, em um es-

tudo acerca das soluções homotéticas de Lagrange. As configurações centrais tem papel

relevante no estudo do problema de n corpos da Mecânica Celeste, visto que as con-

figurações dos corpos ao longo de soluções homográficas formam uma configuração

central a cada instante. Além disso, as soluções homográficas são as únicas soluções

expĺıcitas do problema de n corpos conhecidas até o momento. Para o estudo de as-

suntos correlatos aqui não tratados, vide os livros de Wintner [27] e Hagihara [5], bem

como o artigo de Moeckel [16] e as referências lá citadas. As configurações centrais

também estão relacionadas com algumas modificações topológicas dos conjuntos de

ńıvel de energia h e de momento angular L do problema de n corpos [24].

Pouco se sabe a respeito das configurações centrais para n arbitrário. Para o caso

colinear, Moulton [18] mostrou que existem n!/2 posśıveis configurações centrais, uma

para cada ordenação das massas, para qualquer escolha de massas positivas. Para o

caso das configurações centrais planares, onde as part́ıculas estão num mesmo plano

(d = 2), sabe-se, dentre outras coisas, que n part́ıculas de massas iguais sobre os

vértices de um n-ágono regular formam uma configuração central, generalizando assim

o resultado de Lagrange quando n = 3 para massas iguais. Vale observar que uma

configuração central planar dá origem a uma famı́lia de órbitas na qual cada corpo

descreve uma cônica (movimento Kepleriano) com um foco no centro de massa.

A importância dada ao estudo das configurações centrais pode ser exemplificada

pelo sexto problema de uma lista proposta por Smale [25] como desafios matemáticos
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para o século XXI. Smale coloca uma questão levantada por Wintner para as con-

figurações centrais planares:

para um dado conjunto de n massas positivas, o número de configurações centrais

planares não equivalentes (módulo rotações, translações e dilatações) é finito?

Para o caso de 3 corpos há somente 5 classes de equivalência de configurações

centrais, sendo 3 de Euler e 2 de Lagrange. Recentemente, Hampton e Moeckel em [6]

responderam afirmativamente a questão acima para n = 4, mostrando que, neste caso,

o número de configurações centrais planares não equivalentes está entre 32 e 8472. A

questão acima ainda está em aberto para n > 4. Particulares classes de configurações

centrais planares neste caso podem ser encontradas em [10, 11, 12, 13].

Há, ainda, interesse no estudo das configurações centrais espaciais (d = 3). Um

exemplo de configuração central espacial, mostrado no caṕıtulo 4, com quatro corpos

de massas arbitrárias nos vértices de um tetraedro regular. Recentemente, Hampton

e Santoprete [7] apresentaram um novo exemplo de configuração central espacial para

o problema de 7 corpos, onde quatro desses corpos se encontram nos vértices de um

tetraedro regular e os outros três sobre certas curvas na região interior a esse tetraedro.

Algumas técnicas são utilizadas no estudo das configuração centrais, em particular,

no caṕıtulo 4 apresentamos um conjunto de equações algébricas equivalente às equações

que definem as configurações centrais, denominadas equações de Dziobek, vale ressaltar

aqui que existem controvérsias com relação ao nome dado a esse conjunto de equações,

podendo aparecer na literatura também com outros nomes. No entanto no presente

trabalho as denominaremos por equações de Dziobek, as quais são utilizadas no caṕıtulo

5, para demonstrarmos a existência de uma configuração central planar não colinear

do problema de 4–corpos que tem a forma de pipa, ou simplesmente configurações

centrais do tipo pipa. Pode–se definir tais configurações como aquelas que têm um eixo

de simetria passando por duas das massas.

Mostramos também, no caṕıtulo 5, a existência de três famı́lias de configurações

centrais espaciais para o problema de 6 corpos, com as seguintes propriedades: quatro

corpos se encontram nos vértices de um tetraedro regular e os outros dois sobre a reta

que passa por um dos vértices e pelo baricentro do triângulo formado pela face oposta

a este vértice.



Caṕıtulo 2

O Problema de n corpos

Neste caṕıtulo apresentamos alguns conceitos gerais da teoria das equações diferenciais

ordinárias, como essas equações modelam o problema de n corpos e algumas pro-

priedades particulares desse modelo. Os resultados aqui apresentados estão baseados

em [21].

2.1 Conceitos Básicos de equações diferenciais or-

dinárias

Um sistema de equações diferenciais ordinárias possui a forma genérica

dr

dt
= f(r, t), (2.1)

onde r = (r1, ..., rn) e f = (f1, ..., fn) é chamado de campo de vetores do sistema. Re-

solver o sistema para uma dada condição inicial r0 = r(t0) implica achar a solução

r(t) = r0 +

∫ t

t0

f(r, t)dt,

para todo t em um intervalo maximal J ⊂ R.

A existência de tal solução fica garantida devido ao teorema de existência e unicidade

das soluções de equações diferenciais ordinárias, resultado fundamental da teoria de

equações diferenciais ordinárias. Tal resultado afirma que, se f é de classe C1 num

domı́nio de Rn+1, então a solução do sistema (2.1) existe e é única para cada condição

inicial.

5
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O sistema de equações diferenciais ordinárias se diz autônomo se o campo de ve-

tores não depende do tempo, f = f(r). Introduzindo uma componente a mais em r e

f tais que rn+1 = t e fn+1 = 1 podemos sempre transformar um sistema não autônomo

num sistema autônomo com uma equação a mais. Reciprocamente, é evidente que se o

sistema é autônomo deveria ser posśıvel eliminar uma equação. De fato, supondo que

fn 6= 0 em todo o domı́nio onde f é de classe C1, podemos substituir o sistema (2.1) por

dri

drn
=
fi(r)

fn(r)
= f ′i(r), i = 1, ..., n− 1. (2.2)

Eliminando a variável independente t reduzimos o sistema de equações diferenciais a

n−1 equações. Em certos problemas, as equações acima são denominadas equações de

trajetória. Um sistema de equações diferenciais ordinárias é desacoplado se o campo

de vetores não depende simultaneamente de todos os ri. Por exemplo, caso rn esteja

desacoplada do sistema temos,

dri

dt
= fi(r1, ..., rn−1, t),

drn

dt
= fn(r1, ..., rn−1, rn, t),

onde i = 1, ..., n.

Deste modo rn pode ser resolvida de forma separada das restantes equações, desde que

as soluções r1(t), ..., rn−1(t) sejam conhecidas.

2.2 Sistemas Dinâmicos

Sistemas dinâmicos são caracterizados por vetores de estado r ∈ R2n da forma

r = {q,p} = {q1, ..., qn, p1, ..., pn},

onde q são chamadas coordenadas generalizadas e p são chamados de momentos gen-

eralizados. O domı́nio de existência de r é chamado de espaço de fases, enquanto que

o domı́nio de existência de q é chamado de espaço de configurações. Cada par (qi, pi)

constitui um grau de liberdade do sistema. O campo de vetores definido por um sis-

tema dinâmico pode ser denotado como f = {F,G} = {G1, ..., Gn, F1, ..., Fn} tal que

dq/dt = G(q,p); dp/dt = F(q,p). O campo f se diz incompresśıvel se

∇ · f =
n∑

i=1

(
∂Gi

∂qi
+
∂Fi

∂pi

)
= 0, (2.3)
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ou, em outras palavras, se f preserva volumes no espaço de fases. É posśıvel mostrar

que a condição (2.3) implica na existência de uma função escalar H(q,p), tal que

Gi =
∂H

∂pi
, Fi = −∂H

∂qi
(2.4)

e podemos concluir que H define uma lei de conservação, H(q,p) = cte. De fato,

dH

dt
=

n∑

i=1

(
∂H

∂qi

dqi
dt

+
∂H

∂pi

dpi

dt

)
= 0.

A função H é chamada Hamiltoniana e o sistema cujo campo de vetores é dado por (2.4)

se diz Hamiltoniano. Neste caso, se diz que as coordenadas e momentos q, p constituem

um sistema de variáveis canônicas. Sistemas nos quais existe uma lei de conservação

são chamados de conservativos. Num sistema dinâmico em que a componente do campo

F identifica as forças aplicadas ao sistema (F/m = d2q/dt2), é posśıvel mostrar que se

estas forças derivam do gradiente de um potencial escalar U(q) na forma

F = −∇qU ≡ F(q),

então o sistema é conservativo. De fato,

dq

dt
= ∇pT (p),

sendo T a energia cinética, e podemos escrever

dp

dt
· ∇pT (p) =

dp

dt
· dq
dt

= −∇qU · dq
dt

dT

dt
= −dU

dt
.

Integrando obtemos T = −U+E0, onde a constante E0 é a energia total do sistema.

É imediato identificar esta grandeza com a Hamiltoniana do sistema, H = T + U .

Além da conservação da energia, quando o sistema possui algum tipo de simetria é

posśıvel achar outras leis de conservação adicionais vinculadas a esta simetria (teorema

de Noether). No exemplo anterior, se U não depende do módulo das coordenadas,

U ≡ U(q), o sistema tem simetria rotacional e se verifica-se que

q ∧ dp

dt
= −q ∧▽qU = 0,
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já que

▽qU ∝ q,

(o śımbolo ∧ representa o produto exterior ou produto vetorial). Integrando, obtemos

uma constante

q ∧ p = L0,

que é o momento angular generalizado do sistema.

2.3 Integrabilidade

A existência de integrais de movimento ou leis de conservação é de fundamental im-

portância para poder achar solução de um sistema dinâmico. As leis de conservação

fazem com que as variáveis do sistema não sejam todas independentes entre si, o que

permite eliminar equações do sistema, ou em outras palavras, reduzir os graus de liber-

dade do problema.

Um sistema dinâmico com n graus de liberdade se diz integrável (ou completamente

integrável) quando a existência de integrais de movimento permite reduźı-lo a um

sistema com um único grau de liberdade, (q1, p1), cujo campo seja incompresśıvel. Este

sistema reduzido possui uma lei de conservação H(q1, p1) = h0 que permite escrever,

p1 = p(q1, h0), e assim as suas duas equações de movimento se reduzem a uma única

equação dq1/dt = ∂H/∂p1 ≡ g(q1, h0), que pode ser resolvida trivialmente.

Na prática, este processo é equivalente à eliminação da variável independente dis-

cutida na equação (2.2). Note-se que o fato do sistema reduzido possuir só um grau de

liberdade implica que as equações são autônomas, já que uma dependência temporal

do campo introduziria um grau de liberdade a mais.

Em termos gerais, podemos dizer que para resolver um sistema arbitrário com n

graus de liberdade precisamos conhecer 2n − 1 integrais do movimento (sendo que a

existência de pelo menos uma delas está sempre garantida pela incompressibilidade

do campo). No entanto, a eliminação de graus de liberdade através da existência de

integrais de movimento não constitui a única forma de resolver um sistema. Também

é posśıvel fazer isto quando o sistema obedece a algum tipo de v́ınculo. Normalmente,

estes v́ınculos são tais que permitem desacoplar as equações do sistema, reduzindo assim
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o número de integrais necessárias para resolvê-lo. Mas, também existem v́ınculos que

permitem diretamente eliminar graus de liberdade do sistema.

2.4 O modelo clássico do problema de n corpos

Para o modelamento de tal problema, primeiramente estabeleceremos alguns postula-

dos, os quais foram naturalmente sugeridos pela intuição e experiência. Consideremos

um sistema f́ısico constitúıdo de n massas no espaço em interação gravitacional mútua,

representando as massas, mi, cujas posições são descritas pelos vetores de coordenadas

cartesianas ri = (xi, yi, zi) ∈ R3 onde i = 1, ..., n. Newton postulou os seguintes

prinćıpios:

1. Principio de inércia: num sistema de referência inercial, a forca aplicada por um

corpo j sobre um corpo i é proporcional à aceleração adquirida por este último.

A constante de proporcionalidade é chamada de massa inercial Fji = miai;

2. Prinćıpio de ação e reação: se o sistema é isolado, a toda força aplicada se opõe

uma força igual em módulo e de sentido contrário Fji = −Fij ;

3. Lei da gravitação universal: a força gravitacional entre dois corpos i, j é pro-

porcional ao produto das massas gravitacionais deles e inversamente propor-

cional ao quadrado da distância mútua, ou seja Fji = −Gmimj(ri − rj)

r3
ij

, onde

rij = ||ri − rj||.

Idealmente, todos os fenômenos do domı́nio clássico devem aparecer como uma

consequência desses postulados e de uma rede de conceitos baseados nestes. Também

todos os teoremas que podem ser derivados destes postulados devem ter expressão

em tal domı́nio. Estes prinćıpios no domı́nio clássico descrevem aceitavelmente os

fenômenos da mecânica.
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A combinação destes postulados leva à descrição do movimento dos n corpos através

de um conjunto de 3n equações diferenciais de segunda ordem da forma

r̈i = −
n∑

j = 1

j 6= i

mj
ri − rj

r3
ij

. (2.5)

Estamos considerando as equações acima no referencial baricêntrico, cuja a constante

de gravitação universal, G, tem 1 unidade.

As equações dadas em (2.5) podem ser reduzidas a um sistema de 6n equações de

primeira ordem da forma

mi
dri

dt
= mivi,

mi
dvi

dt
=

n∑

j = 1

j 6= i

mj
ri − rj

r3
ij

.
(2.6)

Assim o problema consiste em encontrar as soluções ri(t) e vi(t) do sistema (2.6).

Veja [4, 9].

Note–se que o campo dado por este sistema é autônomo e incompresśıvel. Portanto,

o sistema é conservativo. Mais ainda, a força Fij pode ser derivada a partir de um

potencial escalar

mi
d2ri

dt2
= −∇ri

U, (2.7)

tal que

U = −1

2

n∑

i=1

n∑

j = 1

j 6= i

mimj

rij
=

n∑

i=1

n∑

j = 1

j 6= i

mimj

rij
≡ U(r), (2.8)

ou seja, o sistema tem simetria rotacional.

O sistema de equações (2.6) possui certas integrais ou constantes do movimento

vinculadas às leis de conservação. Estas são:
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1. Integral do centro de massa (6 constantes): advém da simetria definida pelo

prinćıpio de ação e reação. De fato, de

n∑

i=1

mi
d2ri

dt2
= 0, (2.9)

integrando duas vezes

n∑

i=1

mi
dri

dt
= v → vc =

v

M
= cte,

n∑

i=1

miri = vt+ r → rc =
r

M
= cte,

com M =
∑n

i=1mi.

Portanto, num sistema isolado, o centro de massas constitui um sistema de re-

ferência inercial;

2. Integral das áreas ou momento angular (3 constantes): advém da simetria rota-

cional do potencial. De,
n∑

i=n

ri ∧mi
d2ri

dt2
= 0,

integrando obtemos,

n∑

i=1

ri ∧mi
dri

dt
= L → L =

n∑

i=1

mi
dAi

dt
= cte,

onde usamos o fato de que δA = r∧ δr é a área orientada formada pelos vetores

r e r + δr;

3. Integral da energia (1 constante): advém do fato de que a força deriva de um

potencial. Assim,

n∑

i=1

dri

dt
·mi

d2ri

dt2
= −

n∑

i=1

dri

dt
· ∇ri

U = −dU
dt
,

integrando, obtemos

1

2

n∑

i=1

mi(
dri

dt
)2 = −U + E → E = T + U = cte.
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Sendo assim, devido as leis de conservação, temos dez integrais primeiras. No caso

do problema de dois corpos o sistema (2.5) trata–se de um sistema em R
12. Utilizando

as dez integrais primeiras associadas às leis de conservação reduzimos o sistema para

R2 tornando–o analiticamente solúvel.

Para n = 3, Bruns [8] demonstra o seguinte teorema.

Teorema 2.4.1 No problema Newtoniano de três corpos no espaço, toda integral primeira

que é algébrica com respeito a posição, momento linear e tempo é uma função algébrica

das integrais primeiras clássicas; a energia, as três componentes do momento angular

e as seis integrais que vem do movimento retiĺıneo e uniforme do centro de massa.

O teorema acima diz que no problema Newtoniano de três corpos temos apenas 10

integrais primeiras, as mesmas do problema de dois corpos, sendo mesmo resultado

válido para n > 3. Portanto, para resolvermos o problema de n corpos com n ≥ 3

devemos, se posśıvel, encontrar outro método. Um dos métodos utilizados consiste em

tomarmos restrições acerca do movimento dos corpos, por exemplo, consideramos que

estes corpos se encontram num mesmo plano para todo tempo t. Discutiremos, no

proximo caṕıtulo, uma classe de soluções para o problema de n corpos denominadas

soluções homográfica, as quais são até hoje as únicas soluções anaĺıticas explicitas

conhecidas do problema.



Caṕıtulo 3

Soluções Homográficas e

Configurações Centrais

Neste caṕıtulo, apresentamos uma classe de soluções para o problema de n corpos, as

denominadas soluções homográficas.

Demonstramos que as soluções homográficas assumem a cada instante configurações

espećıficas, que denominaremos configurações centrais. Os resultados aqui apresentados

estão, exceto quando mencionado, na sua maioria encontradas em [23] e [26].

Estudamos as configurações centrais mais detalhadamente no próximo caṕıtulo.

3.1 Soluções Homográficas e Transformações Or-

togonais

Nesta seção começamos dando uma definição das soluções homográficas para o pro-

blema de n corpos. Posteriormente, fazemos uma breve discussão acerca das trans-

formações ortogonais, uma vez que estes objetos aparecem na definição das soluções

homográficas.

Nas considerações do caṕıtulo anterior definimos:

Definição 3.1.1 Uma solução do problema de n corpos é dita homográfica se existir

uma função escalar r = r(t), uma matriz Ω(t) ∈ SO(3) e um vetor τ = τ(t) ∈ R
3, tal

que, ri(t) = r(t)Ω(t)r0
i + τ(t), i = 1, 2, ..., n, onde ri, r,Ω, τ estão definidos para todo t

onde a solução é definida e r0
i = ri(t0),

13
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Segue, portanto, que as soluções homográficas ri(t) são caracterizadas pela ex-

istência de uma rotação Ω(t) e uma dilatação r(t) > 0, tal que o vetor translação τ(t)

se anula no referencial baricêntrico. Portanto, as soluções homográficas são dadas por

ri(t) = r(t)Ω(t)r0
i , i = 1, 2, ..., n. (3.1)

Notemos que a solução homográfica é tal que a configuração inicial é preservada ao

longo do tempo a menos de homotetias e rotações. Devemos, primeiramente, verificar se

existe alguma solução homográfica para o problema de n corpos. Para o caso particular

de 3 corpos no plano, tome a identificação de R2 com C. Com isso, e visto que a um

produto de números complexos corresponde uma rotação seguida de uma homotetia, a

solução homográfica pode ser escrita como

ri(t) = φ(t)ai. (3.2)

onde φ : R → R e ai ∈ C (i = 1, 2, ..., n). Sejam a1, a2 e a3 vértices de um triângulo

equilátero no plano complexo. Definimos ri(t) = eiwtai, onde w2 = (m1 +m2 +m3)/l
3,

sendo l = ||a1 − a2|| = ||a1 − a3|| = ||a2 − a3|| o lado do triângulo equilátero. Vemos

que ri é da forma da equação (3.2) com φ(t) = eiωt. Resta mostrar que ri(t) é solução

de (1.1). De fato,

r̈i = −ω2φ(t)ai = −m1 +m2 +m3

φ(t)
ai

de onde,

r̈i = −φ(t)ai

l3

∑

j

mj =
φ(t)

l3

[
−
∑

j

mjai

]
=

=
φ(t)

l3

[
(−miai) −

∑

j 6=i

mjai

]
=
φ(t)

l3

[
(
∑

j 6=i

mjaj) −
∑

j 6=i

mjai

]
=

=
1

l3

∑

j 6=j

mj(ajφ(t) − aiφ(t)) =
∑

j 6=i

mi(rj − ri)

||ri − rj||
.

Na segunda igualdade da segunda linha, usamos o fato de que m1r1+r2m2+r3m3 =

0, e na última igualdade usamos ||φ(t)|| = 1 donde, l = ||ai − aj|| · ||φ(t)|| = ||aiφ(t) −
ajφ(t)|| = ||ri − rj||. Assim r = (r1, r2, r3), definida acima, é uma solução do problema

de 3 corpos com massas m1, m2 e m3.
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Considere o conjunto de todas matrizes reais de ordem n inverśıveis munido com a

operação de multiplicação usual. Para n 6= 1 esta estrutura é um grupo não–abeliano.

Denotaremos este grupo por GL(n,R) (grupo linear geral de ordem n sobre R).

Seja

A(3,R) = {A ∈ GL(3,R)|A⊤ = −A},

onde A⊤ é a transposta da matriz A, o conjunto das matrizes inverśıveis anti–simétricas

de ordem 3 × 3 com coeficientes reais e,

SO(3) = {Ω ∈ GL(3,R)|Ω⊤ = Ω−1e detΩ = 1}

o conjunto das matrizes ortogonais de ordem 3 × 3 com determinante 1.

Seja Ω(t) ∈ SO(3), para todo t. Suponhamos que Ω(t) é de classe C2. Sendo

(Ω(t))⊤Ω(t) = I, I é a matriz identidade, segue-se que

d

dt
[(Ω(t))⊤Ω(t)] = 0, donde, Ω̇⊤Ω + Ω⊤Ω̇ = 0, logo, Ω−1Ω̇ = −(Ω−1Ω̇)⊤,

implicando que Ω−1Ω̇ ∈ A(3,R), e por um isomorfismo entre A(3,R) e R3, associamos

a Ω = Ω(t) a existência de um vetor S = S(t) ∈ R3 e uma matriz Σ = Σ(t) ∈ A(3,R),

tal que

S =




s1

s2

s3


 e Σ ≡ Ω−1Ω̇ =




0 −s3 s2

s3 0 −s1

−s2 s1 0


 = −Σ⊤. (3.3)

Assim

Σ̇ = Ω⊤Ω̈ + Ω̇⊤Ω̇. (3.4)

Como Σ⊤ = Ω̇⊤Ω, então Σ⊤Ω−1 = Ω̇⊤ e segue-se que −ΣΩ⊤ = Ω̇⊤. Substituindo

esta expressão em (3.4) temos Σ̇ = Ω−1Ω̈ − ΣΩ⊤Ω̇ = Ω−1Ω̈ − Σ2, isto é,

Ω−1Ω̈ = Σ̇ + Σ2, (3.5)

onde Σ2 = (sisk − ||S||2eik), ||S||2 = s2
1 + s2

2 + s2
3 e (eik) é o elemento correspondente a

i–ésima coluna e a k–ésima linha da matriz identidade, isto é,

Σ2 =




−(s2
2 + s2

3) s1s2 s1s3

s1s2 −(s2
1 + s2

3) s2s3

s1s3 s2s3 −(s2
1 + s2

2)


 . (3.6)
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Reciprocamente, dado S ∈ R3, e Σ(t) ∈ A(3,R) ambas de classe C2, afirmamos que

sempre existe Ω(t) ∈ SO(3) tal que Σ(t) = Ω−1Ω̇ e Ω(t) é unicamente determinada

por S e por uma condição inicial Ω(t0) a qual pode ser escolhida como uma matriz

ortogonal arbitrária.

De fato, para verificarmos isto é equivalente verificarmos que dΩ/dt = Σ(t)Ω. Deste

modo, obtemos da teoria das equações diferenciais ordinárias que Ω(t) é definida por

Ω(t) = Ω(t0)e
R
⊤

t0
Σ(t)dt

,

portanto, Ω(t) ∈ SO(3), para todo t. Visto que Ω(t0) ∈ SO(3) e como Σ(t) é uma

matriz anti–simétrica, temos que
∫ t

t0
Σ(τ)dτ é também uma matriz anti–simétrica, e é

sabido que eA é uma matriz ortogonal com determinante 1, visto que A ∈ A(3,R).

Disto verifica–se que Ω(t) é única, visto que, do teorema da existência e unicidade

das equações diferencias ordinárias, existe uma única solução Ω(t) para uma condição

inicial Ω(t0).

Proposição 3.1.1 Sejam s1, s2, s3 as entradas da matriz Σ dada em (3.3). Então,

supondo Ω = I (matriz identidade de ordem 3), teremos:

a)
∑

=




0 −s3 0

s3 0 0

0 0 0


⇔ Ω =




cos(φ) − sin(φ) 0

sin(φ) cos(φ) 0

0 0 1


 ; φ̇ = s3;

b)
∑

=




0 0 s2

0 0 0

−s2 0 0


⇔ Ω =




cos(φ) 0 sin(φ)

0 1 0

− sin(φ) 0 cos(φ)


 ; φ̇ = s2;

c)
∑

=




0 0 0

0 0 −s1

0 s1 0


⇔ Ω =




1 0 0

0 cos(φ) − sin(φ)

0 sin(φ) cos(φ)


 ; φ̇ = s1.

Demonstração. Demonstraremos aqui o item a) sendo que a demonstração dos outros

ı́tens são completamente análogas.

Suponhamos que Σ = s3E, com E =




0 −1 0

1 0 0

0 0 0


 .
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Então, Ω = eφE onde φ =
∫ t

t0
s3(x)dx. Sendo

eφE = I + φE +
(φE)2

2!
+

(φE)3

3!
+ ...

e observando que

E2 = −




1 0 0

0 1 0

0 0 1


, E3 = −E, E4 =




1 0 0

0 1 0

0 0 0


, E5 = E, E6 = −




1 0 0

0 1 0

0 0 0


,

...

Segue que

Ω = eφE = I +
(
− φ2

2!
+
φ4

4!
+ ...

)




1 0 0

0 1 0

0 0 0


 +

(
φ− φ3

3!
+
φ5

5!
+ ...

)




0 −1 0

1 0 0

0 0 0




resultando

Ω =




0 0 0

0 0 0

0 0 1


+cosφ




1 0 0

0 1 0

0 0 0


+sinφ




0 −1 0

1 0 0

0 0 0


 =




cos φ − sin φ 0

sinφ cosφ 0

0 0 1


 .

Disto temos que, em um sistema de coordenadas (x, y, z), a matriz Ω corresponde a

uma rotação em torno do eixo z.

Análogamente podemos demonstrar os itens b) e c), bastando tomar E como sendo




0 0 1

0 0 0

−1 0 0


 no item b),

e 


0 0 0

0 0 −1

0 1 0


 no item c),

respectivamente.

Reciprocamente, se

Ω =




cosφ − sinφ 0

sin φ cos φ 0

0 0 1


 ,
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temos

Ω̇ =




−φ̇ sinφ −φ̇ cosφ 0

φ̇ cosφ −φ̇ sin φ 0

0 0 0


 .

Como Σ = Ω⊤Ω̇, temos que

Σ =




0 −s3 0

s3 0 0

0 0 0


 ,

onde s3 = φ̇. Analogamente demonstra–se os itens b) e c).

�

3.2 Soluções Homográficas flat e não–flat

O intuito desta seção é discutir algumas caracteŕısticas relativas às configurações dos

corpos em cada instante nas soluções homográficas, de modo que, no final desta seção

enunciaremos dois lemas que serão utilizados na seção seguinte.

Definição 3.2.1 Uma dada solução do problema de n corpos é dita ser retiĺınea se

existe uma reta L0 que contém os n corpos para todo instante t.

Definição 3.2.2 Uma dada solução do problema de n corpos é dita colinear se existe,

para cada instante t, uma reta L = L(t) que contém os n corpos no instante t.

Proposição 3.2.1 Seja ri (i = 1, ..., n) uma solução colinear não retiĺınea. Então,

temos o momento angular dos n corpos não nulo, isto é, L =
∑n

i=1 ri ∧mi
dri

dt
6= 0.

Demonstração. Sendo ri(t) colinear segue que existe um vetor unitário e = e(t) e

uma função tais que λi(t)e(t). Estamos supondo que a reta passa pela origem de nosso

sistema de coordenadas. Veja (3.2.3). Derivando ri em relação a t, temos ṙi = λ̇e+λė.

Desta forma,

L =

(∑
λ2

imi

)
e ∧ ė.

Como e é unitário, temos e · e = 1, de onde derivando, temos 2e · ė = 0 e portanto,

e e ė são ortogonais. Sendo assim, e ∧ ė 6= 0, pois ė 6= 0, visto que a solução não é

retiĺınea. Logo, L 6= 0 pois, para algum ı́ndice i, temos que λi 6= 0.



19

�

Definição 3.2.3 (Solução Planar) Uma solução do problema de n corpos é dita planar

se existe um plano Π0 que contém os n corpos para todo t.

Proposição 3.2.2 Toda solução colinear é planar.

Demonstração. Se ri = ri(t) é uma solução colinear, então ri ∧ rk = 0, onde i, k =

1, 2, ..., n. Logo, (ri ∧ rk) · ṙi = 0, assim, (ri ∧ ṙi) · rk = 0, portanto, tendo em vista a

definição do momento angular L, temos L · rk = 0, para k = 1, 2, ..., n, ou seja, para

todo instante t os corpos estão em um plano passando pela origem possuindo como

vetor normal o vetor constante L.

�

Definição 3.2.4 (Solução Flat) Uma solução do problema de n corpos é dita flat se

existe, para todo t, um plano Π(t) que contém os n corpos no instante t.

Proposição 3.2.3 Dada uma solução flat, cujo plano Π(t) é o plano que contém os

n corpos em um instante t, Π(t) passa a cada instante pela origem do sistema de

coordenadas, que é o centro de massa.

Demonstração. Seja ri (i = 1, ..., n) uma solução flat do problema de n corpos com

massas mi. Assim, para cada instante t, existe um plano Π = Π(t) que contém os

corpos com massas mi, para todo i = 1, ..., n. Seja r0 ∈ Π(t), portanto, temos que

(rk − r0) ∧ (rj − r0) é ortogonal (rk − r0), portanto, ortogonal a Π. Seja o centro de

massa, dado por

C =
1

µ

n∑

i=1

miri, então C =
1

µ

n∑

1

mi(ri − r0) + r0.

Com isso

C − r0 =
1

µ

n∑

i=1

mi(ri − r0).

Sendo que (C−r0) · (rk −r0)∧ (rj −r0) = 0, desta forma temos que (C−r0) é paralelo

à Π(t), com C ∈ Π(t), para todo t.

�
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Retornando às soluções homográficas que, como vimos são dadas por (3.1), como r0
i =

ri(t0), temos que r0 = r(t0) = 1, Ω0 = Ω(t0) = I, onde I é a matriz identidade de

ordem 3 × 3. Considerando as mudanças de coordenadas xi = Ω−1(t)ri, i = 1, ..., n, a

relação (3.1) assume a seguinte forma

xi = rr0
i , i = 1, ..., n,

isto é, se ri(t) é uma solução de um sistema em um referencial inercial, então xi(t) =

r(t)r0
i é solução do sistema nas condenadas rotacionadas.

Existem dois tipos particulares de soluções homográficas:

• Soluções Homotéticas. Estas soluções se expandem ou se contraem preservando

as distâncias mútuas entre os corpos, porém não possui rotação. Essas soluções

são, em vista de ri = rΩr0
i , caracterizadas por:

ri = rr0
i , (Ω(t) = I, r = r(t) > 0), (3.7)

• Soluções de Equiĺıbrio Relativo. Nesta solução as configurações possuem rotações,

porém não dilatam ou contraem, em vista de ri = rΩr0
i , estas soluções são car-

acterizadas por

ri = Ωr0
i , (r(t) = 1,Ω = Ω(t)), (3.8)

Notemos que neste caso as part́ıculas se encontram em repouso relativo a um

sistema em rotação conveniente, dáı o nome equiĺıbrio relativo.

No que segue enunciaremos dois lemas cujas demonstrações serão omitidas. As

demonstração podem ser encontradas em [26]. Esses lemas serão utilizadas na seção

seguinte.

Lema 3.2.1 No problema Newtoniano de n corpos, toda solução homográfica flat é

uma solução planar.

Lema 3.2.2 No problema Newtoniano de n corpos, toda solução homográfica não–flat

é uma solução homotética.
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3.3 Soluções Homográficas e Configurações Centrais

No que segue demonstraremos dois resultados, que conectam as denominadas con-

figurações centrais às soluções homográficas.

Definiremos a seguir uma configuração particular para n corpos no espaço, as con-

figurações centrais. Estas configurações são de extrema importância no estudo do pro-

blema de n corpos, pois, a cada instante t a configuração de n corpos em uma solução

homográfica é uma configuração central. Além disso, se n massas m1, ..., mn, formam

uma configuração central r0
i , então existem funções, r(t) e Ω(t), tais que, ri = r(t)Ω(t)r0

i

é uma solução homográfica.

Definição 3.3.1 Dizemos que as n massas no referencial baricêntrico formam uma

configuração central se o vetor aceleração de cada part́ıcula é proporcional ao seu vetor

posição relativo ao centro de massa do sistema, ou seja, se existir λ positivo tal que

r̈i = λri, (3.9)

para todo i = 1, 2, . . . , n. Assim, de (1.1), as equações que regem o problema de n

corpos numa configuração central são dadas por

λri = −
n∑

j = 1

j 6= i

mj
ri − rj

r3
ij

, (3.10)

para i = 1, 2, . . . , n.

Proposição 3.3.1 Se ri(t), com i = 1, ..., n, é uma solução homográfica do problema

de n corpos com massas m1, ..., mn, então r0
i forma uma configuração central das mas-

sas mi, para cada instante t0 fixado.

Demonstração. Suponhamos que a solução homográfica ri do problema de n corpos

é planar, então, como em (3.2), escrevemos ri(t) = φ(t)ai, onde φ : R → C e ai ∈ C,

i = 1, ..., n. Substituindo na equação (1.1) do problema de n corpos, temos

||φ(t)||3φ−1(t)φ̈(t) =
∑

j 6=i

mimj(aj − ai)

||ai − aj ||3
m−1

i a−1
i . (3.11)

Como o membro direito de equação acima não depende de t, a função de t no primeiro

membro é constante, logo, existe λ > 0 tal que ||φ(t)||3(φ(t))−1φ̈(t) = −λ, ou
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¨φ(t) =
−λ

||φ(t)||3φ(t). (3.12)

A substituição em (3.11) dá que

−λai =
∑

j 6=i

mj(aj − ai)

||ai − aj ||3
,

provando que a = (ai, ..., an) e assim que cada ri(t0) = φ(t0)ai, é uma configuração

central.

Suponhamos agora que ri seja uma solução não planar. Pelos Lemas 3.2.1 e 3.2.2

a solução é necessariamente homotética, ou seja ri = rr0
i , onde r0

i = ri(t0) para algum

t0. Substituindo ri na equação (2.5), temos

(r̈r2)mir
0
i =

∑

j 6=i

mimj

||r0
i − r0

j ||3
(r0

j − r0
i ), (3.13)

Como já visto, a função r̈r2 deve ser igual a uma constante −λ. Substituindo em

(3.13) obtemos

−λmir
0
i =

∑

j 6=i

mimj

||r0
i − r0

j ||
(r0

i − r0
j),

sendo, assim, r0
i uma configuração central. Portanto, cada ri(t0) = r(t0)r

0
i é uma

configuração central.

�

Proposição 3.3.2 Seja r0
i uma configuração central das massas mi, i = 1, ..., n. Então

existem funções r(t) e Ω(t) tais que ri(t) = r(t)Ω(t)r0
i é uma solução homográfica.

Demonstração. Suponhamos que r0
i é uma configuração central planar. Neste caso,

podemos escrever r0
i = ai ∈ C. Assim, existe λ > 0 tal que

λmiai =
∑

j 6=i

mimj

||ai − aj||3
(aj − ai), (3.14)

Seja φ(t) : I → C uma função satisfazendo (3.12) para λ obtido de (3.14). Definamos,

então, ri(t) = φ(t)ai.

Notemos que φ(t) satisfaz (3.12) e λ satisfaz (3.14) e, portanto, a equação (3.11) é

satisfeita. Logo,

φ̈miai =
∑

j 6=i

mimj(φ(t)aj − φ(t)ai)

||φ(t)ai − φ(t)aj ||3
.
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Assim

mir̈i =
∑

i6=j

mimj(rj − rj)

||ri − rj||3
.

Portanto, ri é uma solução homográfica do problema de n corpos. Suponhamos que r0
i

seja uma configuração central não planar. Então, existe λ tal que

λmir
0
i =

∑

i6=j

mimj(r
0
j − r0

i )

||r0
i − r0

j ||3
. (3.15)

É suficiente considerarmos r(t) como sendo solução da equação diferencial r̈r2 = −λ.

A função r(t) existe, de fato, via teorema da existência e unicidade. Disto, e da última

equação, temos, ri(t) = r(t)r0
i satisfaz a equação (3.13). Assim,

mir̈r
0
i =

∑

i6=j

mimj(rr
0
j − rr0

i )

||rr0
i − rr0

j ||3
.

De onde

mir̈i =
∑

i6=j

mimj(rj − ri)

||ri − rj||3
.

Portanto, ri(t) = r(t)r0
i , i = 1, ..., n é uma solução homográfica do problema de n

corpos.

�

3.4 Equiĺıbrio Relativo e Configurações Centrais

As soluções de equiĺıbrio relativo, segundo Smale em [14], podem ser interpretadas

como os pontos cŕıticos de uma função induzida por um potencial de um problema

planar de n corpos. Mais precisamente, o equiĺıbrio relativo corresponde a pontos

cŕıticos de

V̂ : (Sk − ∆)/SO(2) −→ R, (3.16)

onde Sk = {r ∈ (R2)n|
∑n

i=1miri = 0, 1
2

∑n
i=1mi||ri||2 = 1} e ∆ = {r ∈ Sk|ri =

rj para i 6= j}.
O grupo de rotação SO(2) atua em Sk − ∆ e V̂ é induzido no conjunto quociente de

função potencial

V (r) =
∑

i6=j

mimj

||ri − rj||
.
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Note que V : Sk −→ R é invariante sob o grupo de rotação SO(2) e que o espaço

quociente Sk/SO(2) é homeomorfo ao espaço projetivo complexo de dimensão n − 2.

Deste modo podemos colocar a seguinte questão:

Existe alguma escolha das massas, m1, ..., mn, tais que o número de pontos cŕıticos de

V̂ em (3.16) seja finito?

Em [22], Mike Shub mostra que o conjunto de pontos cŕıtico de V̂ é compacto.

Consideremos o problema planar de n corpos. Denotemos o nosso sistema de co-

ordenadas inercial por (x, y). Denotemos um sistema não inercial de coordenadas que

gira em torno do centro de massa com velocidade angular constante ω, por (X, Y ).

Portanto, se ri = (xi, yi) no nosso sistema inercial, escreveremos ri no sistema em

rotação por

ri =



 cosωt − sinωt

sinωt cosωt







 Xi

Yi



 = (Xi cosωt− Yi sinωt,Xi sinωt+ Yi cosωt),

sendo ri = ΩZi, onde Zi = (Xi, Yi). As equações diferenciais do problema de n corpos,

em termos das coordenadas do sistema em rotação (X, Y ), são dadas por

mir̈i = Uri
,

mi(Ω̈Zi + Ω̇Żi + ΩZ̈i) = Uri
.

Notemos que

Ω̇ = Ω



 0 ω

−ω 0



 e Ω̈ = −ω2Ω.

Assim,

mi(Ω̈Zi + Ω̇Żi + ΩZ̈i) = Uri
⇒ mi(−ω2ΩZi + 2Ω


 0 −ω

ω 0


 Żi + ΩZ̈i) = ΩUZi

.

Segue-se que

mi(Ẍi − 2ωẎi − ω2Xi) = UXi
, (3.17)

mi(Ÿi − 2ωẊi − ω2Yi) = UYi
. (3.18)

Uma solução de equiĺıbrio relativo é caracterizada pela existência de um valor ω, tal

que (3.17) e (3.18) têm, para este valor particular de ω, uma solução da forma

Xi(t) ≡ X0
i , Yi(t) ≡ Y 0

i , (3.19)
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∑
miX

0
i = 0,

∑
miY

0
i = 0. (3.20)

Substituindo (3.19) em (3.17) e (3.18) temos

ω2X0
i =

∑

k 6=i

mk
X0

i −X0
k

ρ03
ik

, ω2Y 0
i =

∑

k 6=i

mk
Y 0

i − Y 0
k

ρ03
ik

(3.21)

onde ρ0
ik = [(X0

i −X0
k)2 + (Y 0

i − Y 0
k )2]

1

2 . Portanto, o problema de determinar todos os

conjuntos das 2n+ 1 constantes X0
i , Y 0

i e ω que satisfazem as 2n+ 2 condições dadas

em (3.20), é equivalente ao problema de enumerar todas as configurações centrais. Se

(3.19) é uma solução de equiĺıbrio relativo correspondentes às massasmi com velocidade

angular ω então Xi = ρX0
i e Yi = ρY 0

i é, para todo ρ > 0 uma solução de equiĺıbrio

relativo com velocidade angular ρ−
3

2ω, pois

n∑

k=1

mk
Xi −Xk

ρ3
ik

=
ρ

ρ3

n∑

k=1

mk
X0

i −X0
k

ρ0
ik

= ρ−2ω2X0
i = ρ−3ω2Xi = (ρ−

3

2
ω)2Xi.

De forma análoga podemos mostrar isto para Yi. Esta mudança arbitrária de dimensão

linear junto com a posśıvel passagem de t para ±t+ cte, esgotam todas as soluções de

equiĺıbrio relativo pertencentes à mesma configuração central de massas mi, visto que

a translação no tempo em um sistema autônomo não altera a solução.



Caṕıtulo 4

Configurações Centrais e as

Equações de Dziobek

Neste caṕıtulo apresentamos alguns aspectos e resultados relacionados com as con-

figurações centrais. Os resultados aqui apresentados estão baseados em [16] e [17].

Posteriormente, definimos as equações de Dziobek, as quais, formam um sistema de

equações algébricas, que dão uma nova caracterização às configurações centrais. Demon-

straremos a equivalência entre as equações de Dziobek e as equações que definem uma

configuração central para o caso planar e para o caso espacial. Por fim, daremos al-

gumas aplicações das equações de Dizobek, verificando a existência de configurações

centrais para alguns casos particulares do problema de n corpos.

4.1 Configurações Centrais

Equivalentemente à definição de configuração central (3.3.1) no caṕıtulo anterior, uma

configuração r ∈ R3n\△ de n corpos, é uma configuração central se existir uma cons-

tante λ tal que

M−1∂U

∂r
= λr, (4.1)

onde r = (r1, ..., rn)⊤ ∈ R3n, M sendo a matriz diag(m1, m1, m1, ..., mn, mn, mn) e ∆

o conjunto colisão. A conexão entre as configurações centrais e o problema de n–

corpos, motivam a diversas perguntas interessantes, como por exemplo, o que ocorre

com os corpos em configuração central cuja velocidade inicial é igual a zero? Ocorre

26
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que todos corpos são acelerados ao longo de um caminho de modo a se colapsarem ho-

moteticamente. O resultado é uma colisão singular. As configurações centrais também

podem ser vistas como os pontos de equiĺıbrios de certos fluxos gradientes. Para isto

consideremos a métrica

〈, 〉 : R
3n × R

3n −→ R, definida por (r, r) 7→ 〈r, r〉 = r⊤Mr.

Considere

S = {r : 〈r, r〉 = 1, m1r1 + ... +mnrn = 0}

a esfera unitária com respeito a métrica acima, em um subespaço de R3n determinado

pelo referencial baricêntrico. Este subespaço possui dimensão 3n − 3 e, portanto, a

esfera S possui dimensão 3n− 4.

Notemos que a equação (4.1) possui a seguinte propriedade: se r é uma solução de

(4.1), então Kr também será (o valor de λ pode ser escolhido como λ′|K|−3), deste

modo não há perda de generalidade se considerarmos 〈r, r〉 = 1. As condições do centro

de massa valem automaticamente para as soluções de (4.1), desde que λ(
∑n

i=1miri) =

−
∑n

i=1 ∇iU(r) = 0. Visto que

λ(
∑

i

mi|r|2) = −
∑

r⊤∇iU(q) = U(q)

e que U é homogêneo e de grau −1, segue que λ é unicamente determinado por r,

λ = U(r).

Proposição 4.1.1 O campo vetorial F(r) = M−1∇U(r) + U(r)r é o gradiente do

potencial U restrito a esfera S, U |S , com respeito à métrica 〈, 〉. Além disso, os pontos

de equiĺıbrio do campo são exatamente as configurações centrais em S.

Demonstração. Para demonstrar isso, devemos verificar que F é tangente a S e que

para todo v ∈ TrS, temos a derivada de U em r na direção de v dada por DU(r)(v) =

〈F,v〉. Onde TrS é o espaço tangente a S em r.

Por construção, r é um vetor normal à S com respeito à métrica 〈, 〉.

Devido a homogeneidade do potencial, temos,

〈F, r〉 =
〈
M−1∇U(r) + U(r)r, r

〉
=
〈
M−1∇U(r), r

〉
+ U(r) 〈r, r〉 =

r⊤MM−1∇U(r) + U(r) · 1 = −U(r) + U(r) = 0,
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portanto, 〈F, r〉 = 0 como queŕıamos.

Se 〈v, r〉 = 0, temos

〈F,v〉 =
〈
M−1∇U(r) + U(r)r,v

〉
=
〈
M−1∇U(r),v

〉
+ U(r) 〈r,v〉

= (M−1∇U(r))⊤Mv = ∇U(r)⊤(M−1)⊤Mv = ∇U(r)⊤M−1Mv = DU(r) · v.

Se denotarmos o gradiente de U com respeito à métrica 〈, 〉 por ∇̃, podemos escrever

(4.1) como

∇̃U |S = 0.

Deste modo podemos ver uma configuração central como os pontos cŕıticos de uma

função real anaĺıtica em S. Alternativamente, podemos considerar o fluxo gradiente

em S
r′ = ∇̃U |S ,

e então as configurações centrais são pontos de equiĺıbrio deste fluxo.

�

Notemos que a dinâmica deste fluxo não é a mesma dinâmica do fluxo correspon-

dente à solução do problema de n corpos, uma vez que este fluxo restrito à esfera está

no espaço de configurações, enquanto que o fluxo do problema de n corpos está no

espaço de fase. Porém, como visto no caṕıtulo anterior, a classe de soluções de (1.1)

conhecidas como soluções homográficas estão de certa forma vinculadas às soluções de

(4.1).

Podemos questionar se existe apenas um número finito, n ∈ N, para os quais

podemos escolher ao menos um conjunto de massas positivas {m1, m2, ..., mn}, mi ∈
R+\{0}, de modo que exista ao menos uma configuração central. Esta foi uma questão

proposta por Wintner [27].

Posteriormente Wintner/Smale [27], [25] conjecturam:

Dadas nmassas positivas no problema de n corpos, o número de classes de configurações

centrais é finita?

Para n = 2 temos somente uma solução, a qual é dada por uma cônica, que depende

dos valores da energia, com o centro de massa em um de seus focos. Assim temos

somente uma classe de configurações centrais para n = 2. Para n = 3, Euler [4]
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mostrou em 1767 que existem exatamente 3 soluções colineares as quais correspondem

a 3 classes de configurações centrais.

Logo depois, em 1772, Lagrange [9] mostrou que para cada triplam1, m2, m3 existem

além das soluções colineares de Euler, exatamente duas soluções planares, as quais

correspondem a duas classes de configurações centrais onde os corpos se encontram nos

vértices de um triângulo equilátero, dados por r1, r2, r3 e r1, r3, r2.

Assim, para n = 3, as classes de configurações centrais estão classificadas. Para o

caso planar com n = 4, Albouy [1] classificou todas configurações centrais de quatro

corpos com massas iguais: a configuração colinear, o quadrado, o triângulo equilátero

com uma massa no centro, o triângulo isósceles com um dos corpos no eixo de simetria.

Para o caso de 4 massas arbitrárias, recentemente, Hampton e Moeckel em [6]

responderam afirmativamente a questão sobre a finitude das configurações centrais,

mostrando que, neste caso, o número de configurações centrais planares não equiva-

lentes está entre 32 e 8472. A questão acima ainda está em aberto para n > 4. Uma

questão interessante acerca da finitude das configurações centrais aparece em um ex-

emplo do problema de 5 corpos onde um dos corpos possui massa negativa, para o

qual o número de configurações centrais não é finito. Esse exemplo será apresentado

detalhadamente no final deste caṕıtulo.

Uma contribuição relevante para o problema da classificação é o de determinar

todas as classes de configurações colineares para n massas arbitrárias. Acabamos de

ver que se n = 2 ou n = 3 existem exatamente 1 e 3 classes de configurações centrais,

respectivamente.

O caso n = 3 foi mostrado por Euler em [4] no ano de 1767. Em 1891, Lehmann-

Filhés mostrou que, para cada ordenamento de m1, m2, ..., mn existe uma configuração

colinear.

Finalmente, em 1910, Mouton [18] mostrou que para cada ordenamento dos n corpos

existe uma única configuração central colinear. Portanto, o número de configurações

centrais colineares com n corpos é n!/2.

Teorema 4.1.1 Dadas n massas mi (i = 1, ..., n) o número de classes de configurações

centrais colineares é exatamente n!/2.
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Demonstração. Seja r = (r1, ..., rn) ∈ Rn. Definimos o conjunto

S = {r ∈ R
n|J(r) = 1, C(r) = 0},

onde J =
∑n

i=1mir
2
i e C =

1

µ

∑n
i=1miri são o momento de inércia e o centro de massa,

respectivamente.

Podemos ver S como uma esfera topológica de dimensão n− 2 em Rn. Seja △′
ij =

{r ∈ Rn|ri = rj} e △′ = ∪△′
ij , seja, também, △ = △′ ∩ S.

Seja U a restrição do potencial U à S −△. Por exemplo, se n = 3, S ∩ △′
ij é um

dos grandes ćırculos. Notemos que S − △ tem n! componentes conexas. Isto se deve

ao fato de uma componente conexa de S−△ corresponder a uma ordenação particular

dos ri, pois, para cada componente conexa existe uma ordenação ri1 < ri2 ... < rin,

onde (i1, i2, ..., in) é uma das permutações de 1, 2, ..., n.

Existem n! tais permutações. Visto que U → ∞ quando r → △, a função U tem

ao menos um mı́nimo em cada componente conexa. Disto, segue que existe ao menos

n! pontos cŕıticos de U. Vamos mostrar que esses pontos cŕıticos são únicos em cada

componente conexa.

Seja a um ponto cŕıtico de U. Consideremos a derivada de U em a na direção de

v = (v1, ..., vn) ∈ TpS, onde TpS é o espaço tangente a S em a.

Assim,

DU(a)(v) = −
∑ mimj(vj − vi)

|aj − ai|2
+ λ

∑
miaivi,

onde λ = U(a)
J(a)

, e a derivada segunda é

D2U(a)(v,w) = 2
∑ mimj

|aj − ai|3
((wj − wi)(vj − vi)) + λ

∑
miwivi.

Vemos que D2U(a)(v,v) > 0 quando v 6= 0.

Portanto, D2U(a) é definida positiva em cada ponto cŕıtico, implicando que tais

pontos cŕıticos são os mı́nimos de U. Logo, não pode existir mais que um ponto cŕıtico

em cada componente conexa, resultando que existem exatamente n! pontos cŕıticos.

Removendo a simetria devido à reflexão em torno da origem, obtemos n!/2 classes de

configurações centrais.

�
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Com base no teorema acima podemos dizer que dado n ∈ N existe um conjunto de

massas m1, ..., mn tal que o número de configurações centrais colineares é exatamente

n!/2. Também que o número de configurações centrais para um problema de n corpos

não pode ser inferior a n!/2.

Definição 4.1.1 Seja r ∈ S e seja L ⊂ R
3 uma reta, definimos θL(r) = θ(r,L) =

maxi6=j∠(L, ri − rj), onde ∠ define o ângulo entre L e (ri − rj).

Notemos que a função definida acima mede o quanto r se aproxima de uma con-

figuração colinear. Esta função se anula se, e somente se, r é colinear ao longo de uma

reta paralela a L.
Defina θ(r) = minLθ(r,L), a qual é nula se, e somente se, r é colinear ao longo de

alguma reta.

Teorema 4.1.2 θ é uma função cont́ınua em S\△. θ(r(t)) e é estritamente decrescente

ao longo das órbitas do fluxo gradiente de U |S , para 0 < θ ≤ 45◦.

Demonstração. A função ∠(ri − rj,L) para ı́ndices i, j fixados e L fixada é clara-

mente cont́ınua em S \ △. Segue que, fixada L, θL(r) é também cont́ınua visto que

sua maximização ocorre em um conjunto finito de pares de ı́ndices i, j. A passagem

de θL(r) para θ(r) implica em minimizá–lo sobre L. Visto que somente os ângulos

estão envolvidos, podemos restringir nossa atenção à reta L passando pela origem. Da

compacidade do conjunto de retas passando pela origem implica que θ(r) é cont́ınua.

Para mostrar que θ(r(t)) < θ(r(0)), para todo t > 0, tome adequadamente L de

forma que θ(r(0)) = θ(r(0),L). Por definição, θ(r(t)) ≤ θ(r(t),L), deste modo é

suficiente mostrar que θ(r(t),L) < θ(r(0),L). Escolha um par de ı́ndices i, j tal que

θ(r(t),L) = ∠(ri − rj,L).

É suficiente mostrar que o ângulo decresce para cada par de ı́ndice, para então concluir

que o máximo sobre os ı́ndices i, j também decresce.

Seja α = ∠(ri − rj ,L). Mostraremos que α̇ < 0. Considere

ṙi = m−1
i ∇iU(r) + U(r)ri,

com isso

ṙi − ṙj = m−1
i ∇iU(r) −m−1

j ∇jU(r) + U(ri − rj).
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Seja u um vetor unitário ao longo de L. Então

cos(α(t)) =
(ri − rj)

|ri − rj|
· u (4.2)

(assumimos aqui u escolhido de modo que 4.2 é não negativa).

Derivando (4.2), obtemos

− sin(α)α̇ =
(ṙi − ṙj)

rij
·
[
u− (ri − rj)

rij

2

· u(ri − rj)

]
=

(ṙi − ṙj)

rij
· u⊥, (4.3)

onde u⊥ é a projeção ortogonal de u sobre a reta que bissecta o segmento unindo ri à

rj e denotaremos por ⊥ o plano bissetor a esse segmento.

Visto que u⊥⊥(ri − rj), temos (4.3) igual a

1

rij
(m−1

i ∇iU −m−1
j ∇jU) · u⊥ =

1

rij

∑

k 6=i,j

mk

[
(rk − ri)

r3
ik

· u⊥ − (rk − rj)

r3
jk

· u⊥

]
. (4.4)

Note que as massas rk, k 6= i, j, devem estar no cone de ângulo θ(r) em ri e rj

na direção de L. Esses cones se interceptam sobre o segmento rirj e os semi–cones

externos. Visto que θ ≤ 45o, estes semi–cones estão em lados opostos do plano ⊥.

Mostraremos que todos os termos na soma (4.4) são não negativos, com pelo menos

algum termo positivo. Note que

(rk − ri) · u⊥ = (rk − rj) · u⊥ ≥ 0 para rk ∈ semi–cone em ri;

(rk − ri) · u⊥ = (rk − rj) · u⊥ ≤ 0 para rk ∈ semi–cone em rj ;

Além disso, temos

1

r3
ik

− 1

r3
jk

≥ 0 para rk ∈ no semi–cone em ri;

1

r3
ik

− 1

r3
jk

≤ 0 para rk ∈ no semi–cone em rj.

Se rk está numa reta determinada por ri e rj então o produto interno é zero. Deste

modo, todo termo é não negativo. Visto que θ ≥ 0, nem todos rk encontram–se na

reta determinada por ri e rj, deste modo algum termo é positivo.

Segue que α̇ < 0, completando a demonstração.

�

Considere o segmento rirj entre os corpos de massas mi e mj. Seja Π o plano que

bissecta o segmento rirj. Tome um vetor unitário u⊥ ∈ Π e seja P o plano contendo
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o segmento rirj e normal ao vetor u⊥. Então, Π e P dividem R3 em 4 quadrantes.

Nessas considerações temos o seguinte teorema:

Teorema 4.1.3 (Plano Bissetor) Nas considerações acima, se as massas estão todas

contidas nos quadrantes opostos pela diagonal de Π e P e nem todas se estão em Π∪P

então não existem escolhas para as massas tais que r seja uma configuração central,

veja figura 4.1.

Figura 4.1: Plano Bissetor.

Demonstração. Considere ṙi− ṙj para o fluxo gradiente. Se r é uma configuração

central então ṙi = ṙj = 0. Mas, a fórmula para (ṙi − ṙj) ·u⊥ é a mesma que aparece na

demonstração do Teorema 4.1.2. Assim, pelos mesmos argumentos do Teorema 4.1.2,

temos que esta é estritamente positiva, o que é uma contradição.

�

Podemos utilizar o Teorema do Plano Bissetor para provar que a única configuração

central não colinear para o problema de 3 corpos é tal que as 3 massas se encontram

nos vértices de um triângulo equilátero, que corresponde à solução de Lagrange.



34

De fato, entre 3 massas, dado um par de massas mi e mj com i 6= j, a massa

restante deve se encontrar no plano bissetor a rirj , caso contrário ela deveria estar em

um dos quatro quadrantes abertos e isto violaria o Teorema 4.1.3. Como as massas

mi e mj são arbitrárias estas devem estar nos vértices de um triângulo equilátero. Um

argumento similar mostra que as configurações centrais não planares posśıveis para o

problema de 4 corpos, de massas arbitrárias, é tal que estes devem estar nos vértices

de um tetraedro regular.

4.2 As equações de Dziobek, caso planar

As equações (4.1) formam um conjunto com 2n equações para o caso de configurações

planares. Porém, existe um sistema de equações equivalente com n(n− 1)/2 equações,

denominadas equações de Dziobek (veja, por exemplo [5], p. 241)

fij =

n∑

k = 1

k 6= i, j

mk (Rik − Rjk) ∆ijk = 0, (4.5)

para 1 ≤ i < j ≤ n, onde Rij = 1/r3
ij, ∆ijk = (ri − rj) ∧ (ri − rk). Observe que em

(4.5), ∆ijk é o dobro da área orientada do triângulo com vértices em ri, rj e rk, nesta

ordem. Assim, ∆ijk = ∆kij e ∆ijk = −∆ikj , para todo i, j, k. É claro que Rij = Rji,

para todo i, j. Demonstraremos a seguir essa equivalência para o caso planar.

Proposição 4.2.1 Considere n massas m1, m2, . . . , mn num mesmo plano e não col-

ineares, localizadas, respectivamente, em r1, r2, . . . , rn. Então, o sistema (3.10) é equiv-

alente ao sistema (4.5).

Demonstração. Suponhamos que as n massas formem uma configuração central

planar. Portanto, existe λ positivo tal que r̈i = λri, i = 1, . . . , n. Utilizando (3.10),

temos, para i = 1, 2, . . . , n,

λri = −
n∑

k = 1

k 6= i

mkRik(ri − rk).
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Naturalmente, podemos retirar um termo da soma acima, para j 6= i, obtendo

λri = −
n∑

k 6=i,j

mkRik(ri − rk) −mjRij(ri − rj). (4.6)

Analogamente, para rj e para j 6= i, obtemos

λrj = −
n∑

k 6=j,i

mkRjk(rj − rk) −miRji(rj − ri). (4.7)

Podemos, então, subtrair (4.7) de (4.6), de modo a obter, para i 6= j,

λ(ri − rj) = −
n∑

k 6=i,j

mk[Rik(ri − rk) −Rjk(rj − rk)] − [mjRij −miRji](ri − rj). (4.8)

Tomando produto o vetorial por ri − rj em ambos os membros de (4.8), decorre

0 = −
n∑

k 6=i,j

mk(Rik −Rjk)∆ijk = −fij .

Portanto, fij = 0, para todo 1 ≤ i < j ≤ n.

Reciprocamente, consideremos as equações de Dziobek

fij =
n∑

k 6=i,j

mk(Rik −Rjk)(ri − rj) ∧ (ri − rk) = 0,

para 1 ≤ i < j ≤ n, as quais podem ser escritas da forma

n∑

k 6=i,j

mkRik(ri − rj) ∧ (ri − rk) =
n∑

k 6=i,j

mkRjk(ri − rj) ∧ (ri − rk).

No membro esquerdo podemos incluir o termo em j sem alterar a igualdade. Da mesma

forma, podemos inserir o termo em i no membro direito. Assim, temos

n∑

k 6=i

mkRik(ri − rj) ∧ (ri − rk) =

n∑

k 6=j

mkRjk(ri − rj) ∧ (ri − rk),

ou seja

(ri − rj) ∧
n∑

k 6=i

mkRik(ri − rk) =
n∑

k 6=j

mkRjk[ri ∧ (rj − rk) + (rj ∧ rk)].

Notemos que a igualdade acima pode ser escrita como

(ri − rj) ∧
Fi

mi

=
n∑

k 6=j

mkRjk[ri ∧ (rj − rk) + (rj ∧ rk)].
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Podemos inserir à direita da igualdade o termo −rj sem alterá-la, obtendo

(ri − rj) ∧
Fi

mi
=

n∑

k 6=j

mkRjk[ri ∧ (rj − rk) + rj ∧ (−rj + rk)].

Disto, segue

(ri − rj) ∧
Fi

mi
=

n∑

k 6=j

mkRjk[ri ∧ (rj − rk) − rj ∧ (rj − rk)]

=
n∑

k 6=j

mkRjk[(ri − rj) ∧ (rj − rk)]

= (ri − rj) ∧
Fj

mj

,

de onde temos

(ri − rj) ∧
Fi

mi
= (ri − rj) ∧

Fj

mj
,

a qual implica que

(ri − rj) ∧ (mjFi −miFj) = 0. (4.9)

Efetuando o produto vetorial membro a membro, obtemos

ri ∧mjFi − ri ∧miFj − rj ∧mjFi + rj ∧miFj = 0,

de onde temos

mjri ∧ Fi −miri ∧ Fj −mjrj ∧ Fi +mirj ∧ Fj = 0.

Somando em j para j 6= i, temos

(M −mi) ri ∧ Fi −miri ∧
n∑

j 6=i

Fj −
(

n∑

j 6=k

mjrj

)
∧ Fi +mi

n∑

j 6=i

rj ∧ Fj = 0, (4.10)

onde M é a massa total. Como o centro de massa está na origem do referencial, temos

n∑

j=1

mjrj = 0 =⇒
n∑

j 6=i

mjrj = −miri. (4.11)

Visto que o espaço é homogêneo e isotrópico e o sistema é isolado, temos que as quanti-

dades de momento linear e momento angular são conservadas. Então, respectivamente,

temos
n∑

j=1

Fj = 0 =⇒
n∑

j 6=i

Fj = −Fi (4.12)
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e
n∑

j=1

(rj ∧ Fj) = 0 =⇒
n∑

j 6=i

(rj ∧ Fj) = (−ri ∧ Fi). (4.13)

Substituindo (4.11), (4.12) e (4.13) em (4.10), obtemos

Mri ∧ Fi −miri ∧ Fi +miri ∧ Fi +miri ∧ Fi −miri ∧ Fi = 0.

Desta forma, Mri∧Fi = 0, o que implica em ri e Fi serem paralelos, ou seja, Fi = λiri,

ou ainda r̈i = (λi/mi)ri. De (4.9), decorre
(
λi

mi

ri −
λj

mj

rj

)
∧ (ri − rj) = 0.

Assim,

− λi

mi

ri ∧ rj −
λj

mj

rj ∧ ri = 0,

o que implica em (
λi

mi
− λj

mj

)
(rj ∧ ri) = 0.

Se rj é paralelo a ri, a igualdade acima se verifica facilmente. Se ri e rj são não

colineares, temos que
λi

mi
=

λj

mj
= λ,

para todo i, j. Portanto,

r̈i = λri,

para todo i = 1, 2, . . . , n, como queŕıamos provar.

�

A demonstração acima se encontra publicada em [14].

Faremos, a seguir, aplicações das equações (4.5) nos exemplos de configurações centrais

planares de Lagrange [9] e de Roberts [20].

Para o caso da configuração planar de 3 corpos de Lagrange, considere 3 corpos de

massas positivas e não colineares. Das equações (4.5), temos

f12 = m3 (R13 −R23) ∆123 = 0, f13 = m2 (R12 −R23) ∆132 = 0,

f23 = m1 (R12 − R13) ∆123 = 0.

Como mi > 0 e ∆ijk 6= 0, segue que R12 = R13 = R23. Em outras palavras, as massas

estão sobre os vértices de um triângulo equilátero.
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Para caso do exemplo de Robert, considere 5 corpos de massas m1 = m3 = 1,

m2 = m4 = m e m5 = p, nas posições r1 = (1, 0), r2 = (−1, 0), r3 = (0, k), r4 = (0,−k)
e r5 = (0, 0), respectivamente, de acordo com a Figura 4.2.

Figura 4.2: Cinco corpos no plano. Exemplo de Roberts.

Queremos encontrar valores para m, p e k de modo que os 5 corpos com as massas

e as posições de acordo com a Figura 4.2 estejam em configuração central. Para este

caso, o conjunto de equações (4.5) é um conjunto de 10 equações. No entanto, pelas

simetrias envolvidas, resulta que f13 = 0, f15 = 0, f24 = 0, f25 = 0, f35 = 0 e f45 = 0

são trivialmente satisfeitas. As outras 4 equações, f12 = 0, f14 = 0, f23 = 0 e f34 = 0

são equivalentes à equação f12 = 0, a qual pode ser escrita como

(R13 −R23)∆123 +m(R14 − R24)∆124 + p(R15 − R25)∆125 = 0,

ou, equivalentemente, como

m

(
2

c3
− 1

4k3

)
+ p

(
1 − 1

k3

)
+

(
1

4
− 2

c3

)
= 0.

Para m = 1 e p = −1/4, a equação acima é satisfeita, para todo k ∈ R+. Ou seja, há

um cont́ınuo de configurações centrais não equivalentes.
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4.3 As equações de Dziobek, caso espacial

Podemos, naturalmente, estender o conjunto das equações de Dziobek, equivalentes às

equações que definem as configurações centrais planares à um conjunto de equações que

definem as configurações centrais espaciais, veja [7]. A demonstração de tal equivalência

é análoga à demonstração feita na seção anterior. Neste caso, as equações de Dziobek

para uma configuração central de n corpos são dadas por

fijk =

n∑

k 6=i,j,k

mk(Rik − Rjk)∆ijhk = 0, (4.14)

onde Rij = 1/r3
ij e ∆ijhk = (ri − rj)∧ (rj − rh) · (rh − rk). Deste modo, ∆ijhk é propor-

cional ao volume orientado do tetraedro formado pelas massas mi, mj , mh e mk nesta

ordem. Além disso, observando (4.14), nota-se que fijh = fjih, de fato,

fijh =
n∑

k 6=i,j,k

mk(Rik − Rjk)∆ijhk =

n∑

k 6=i,j,k

mk(Rik −Rjk)[(ri − rj) ∧ (rj − rh) · (rh − rk)] =

n∑

k 6=i,j,k

mk(Rik −Rjk)[(ri ∧ rj) − (ri ∧ rh) − (rj ∧ rj) + (rj ∧ rh)] · (rh − rk) =

n∑

k 6=i,j,k

mk(Rik −Rjk)[(ri ∧ rj) · rh − (ri ∧ rj) · rk − (ri ∧ rh) · rh + (ri ∧ rh) · rk+

−(rj ∧ rj) · rh + (rj ∧ rj) · rk + (rj ∧ rh) · rh − (rj ∧ rh) · rk] =

n∑

k 6=i,j,k

mk(Rik − Rjk)[−(rj ∧ ri) · rh + (rj ∧ ri) · rk + (rj ∧ rh) · rh + (ri ∧ rh) · rk+

+(ri ∧ ri) · rh − (ri ∧ ri) · rk − (ri ∧ rh) · rh − (rj ∧ rh) · rk] =

−
n∑

k 6=i,j,k

mk(Rik−Rjk)[(rj∧ri) ·rh−(rj∧ri) ·rk−(rj∧rh) ·rh−(ri∧rh) ·rk−(ri∧ri) ·rh+

+(ri ∧ ri) · rk + (ri ∧ rh) · rh + (rj ∧ rh) · rk] =

n∑

k 6=i,j,k

mk(Rik − Rjk)[(rj ∧ ri) − (rj ∧ rh) − (ri ∧ ri) + (ri ∧ rh)] · (rh − rk) =

−
n∑

k 6=i,j,k

mk(Rik − Rjk)[(rj − ri) ∧ (ri − rh) · (rh − rk)] =
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−
n∑

k 6=i,j,k

mk(Rik −Rjk)∆jihk =

n∑

k 6=i,j,k

mk(Rjk − Rik)∆jihk = fjih.

Deste modo, (4.14) consiste em um conjunto de n(n− 1)(n− 2)/2 equações.

No que segue daremos uma aplicação desse conjunto de equações, mostrando que

uma configuração com quatro corpos no espaço, que não possua três desses corpos

sobre uma mesma reta, forma uma configuração central se, e somente se, estes corpos

se encontram nos vértices de um tetraedro regular. De fato, sejam quatro corpos de

massas m1, m2, m3 e m4 em uma configuração espacial como especificado acima. Para

este caso, temos 4(3)(2)/2 = 12 equações de Dziobek, as quais são listadas a seguir

f123 = m4(R14 − R24)∆1234 = 0, (4.15)

f124 = m3(R13 − R23)∆1243 = 0, (4.16)

f132 = m4(R14 − R34)∆1324 = 0, (4.17)

f134 = m2(R12 − R32)∆1342 = 0, (4.18)

f142 = m3(R13 − R43)∆1423 = 0, (4.19)

f143 = m2(R12 − R42)∆1432 = 0, (4.20)

f231 = m4(R24 − R34)∆2314 = 0, (4.21)

f234 = m1(R21 − R31)∆2341 = 0, (4.22)

f241 = m3(R23 − R43)∆2413 = 0, (4.23)

f243 = m1(R21 − R41)∆2431 = 0, (4.24)

f341 = m2(R32 − R42)∆3412 = 0, (4.25)

f342 = m1(R31 − R41)∆3421 = 0. (4.26)

Como dito acima, não existem nesta configuração três corpos sobre uma mesma reta.

Portanto, ∆ijhk 6= 0, para todo i, j, h, k = 1, 2, 3, 4, com os ı́ndices i, j, h, k diferentes

dois a dois. Além disso, estamos supondo que todas as quatro massas são positivas,

sendo assim, para que as 12 equações acima sejam satisfeitas, devemos ter em (4.15),

(R14 −R24) = 0 → (r14 − r24) = 0 → r14 = r24.
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Análogamente, das outras equações, obtemos

r13 = r23, r14 = r34, r12 = r23, r13 = r34, r12 = r24, r24 = r34, r12 = r13, r23 = r34,

r12 = r14, r23 = r24, r13 = r14,

assim,

r12 = r13 = r14 = r23 = r24 = r34.

Isto ocorre se, e somente se, os corpos se encontram nos vértices de um tetraedro

regular.



Caṕıtulo 5

Exemplos de Configurações

Centrais Planares e Espaciais

5.0.1 A existência de uma configuração central planar para o

problema de 4 corpos

Nesta primeira seção do caṕıtulo 5 estudaremos configurações centrais planares não

colineares do problema de 4–corpos que têm a forma de pipa, ou simplesmente con-

figurações centrais do tipo pipa, as quais podem ser definidas como àquelas que têm

um eixo de simetria passando por duas das massas. A configuração do tipo pipa é

chamada convexa se nenhum dos corpos está localizado no interior do fecho convexo

dos outros três. Veja Figura 5.1. Caso contrário, dizemos que a configuração do tipo

pipa é côncava. Veja Figura 5.2. Para maiores detalhes, veja o artigo [3]. Considere

Figura 5.1: Pipa convexa. Figura 5.2: Pipa côncava.

42
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massas m3 e m4 sobre a reta de simetria das configurações do tipo pipa, sendo que

a posição de m3 estará fixa, conforme a Figura 5.3. Esta seção tem o propósito de

demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 5.0.1 Considere quatro massas m1, m2, m3 e m4 localizadas em (−x, 0),

(x, 0), (0,
√

3/2) e (0, y), com x > 0 e y <
√

3/2, de acordo com a Figura 5.3. Valem

as seguintes afirmações:

1. Para cada

x0 ∈
(

2
√

3 − 3

2
,
1

2

)
∪
(

1

2
,
2
√

3 + 3

2

)
,

existe um intervalo aberto não vazio Ix0
tal que, para cada y0 ∈ Ix0

, existem

massas positivas m1 = m2, m3 e m4 de modo que os quatro corpos, como na

Figura 5.3, estão numa configuração central do tipo pipa;

2. Para x0 = 1/2 e y0 =
√

3/6, existem massas positivas m1 = m2 = m3 e m4 de

modo que os quatro corpos, como na Figura 5.3, estão numa configuração central

do tipo pipa côncava;

3. Para x0 =
√

3/2 e y0 = −
√

3/2, existem massas positivas m1 = m2 = m3 = m4

de modo que os quatro corpos, como na Figura 5.3, estão numa configuração

central do tipo pipa convexa.

Demonstração. Consideremos as equações de Dziobek dadas por (4.5), como visto

no caṕıtulo anterior. Para n = 4 devemos ter 6 equações de Dziobek, as quais estão

listadas a seguir:

f12 = m3 (R13 − R23) ∆123 +m4 (R14 − R24) ∆124 = 0, (5.1)

f13 = m2 (R12 − R32) ∆132 +m4 (R14 − R34) ∆134 = 0, (5.2)

f14 = m2 (R12 − R42) ∆142 +m3 (R13 − R43) ∆143 = 0, (5.3)

f23 = m1 (R21 − R31) ∆231 +m4 (R24 − R34) ∆234 = 0, (5.4)

f24 = m1 (R21 − R41) ∆241 +m3 (R23 − R43) ∆243 = 0, (5.5)

f34 = m1 (R31 − R41) ∆341 +m2 (R32 − R42) ∆342 = 0. (5.6)
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Figura 5.3: Configuração do tipo pipa.

As configurações do tipo pipa, como na Figura 5.3, sem colisões, devem satisfazer,

as seguintes relações

r13 = r23, r14 = r24, ∆143 = ∆234.

Usando as relações acima, podemos reescrever a equação (5.6) da seguinte maneira

(m1 −m2) (R31 −R41) ∆341 = 0.

Nas hipóteses do Teorema 5.0.1, o termo ∆134 nunca se anula, dáı m1 = m2 ou R13 =

R14. Se R13 = R14, temos um quadrado, que é uma configuração central se, e somente

se, m1 = m2 = m3 = m4 (veja item 3 do Teorema 5.0.1). Podemos supor, sem perda

de generalidade, que

m1 = m2 = 1.

A equação (5.1) é trivialmente satisfeita. Usando as relações de simetria acima, temos

f13 = 0 ⇔ f23 = 0

e

f14 = 0 ⇔ f24 = 0.

Neste caso é suficiente encontrarmos as solução de (5.2) e (5.3), com valores positivos

para as massas m3 e m4. Vamos reescrever estas equações de modo a obter m3 e m4
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como funções das posições

m3 =
(R12 −R42) ∆142

(R43 −R13) ∆143

, (5.7)

m4 =
(R12 −R32) ∆132

(R34 −R14) ∆134
. (5.8)

Desejamos encontrar, se existirem, as regiões no semiplano x > 0 para as quais teremos

valores positivos para ambas as massas. Devemos, então, estudar o sinal dos termos

envolvidos nas expressões de m3 e m4 em (5.7) e (5.8), respectivamente.

Substituindo as coordenadas, conforme indicações da Figura 5.3, temos

(R12 − R42) < 0 ⇔ (x, y) ∈
{
x > 0,−

√
3x < y <

√
3x
}
,

(R34 − R14) < 0 ⇔ (x, y) ∈
{
x > 0, y < −

√
3

3
x2 +

√
3

4

}
,

(R43 − R13) < 0 ⇔ (x, y) ∈
{
x > 0, y <

√
3 −

√
3 + 4x2

2

}
,

(R12 − R32) < 0 ⇔ (x, y) ∈
{
x >

1

2
, y <

√
3

2

}
.

Para o sinal das áreas orientadas consideremos primeiramente 0 < y <
√

3/2. Neste

caso, nas expressões (5.7) e (5.8) vale

∆142 < 0, ∆143 > 0, ∆132 < 0, ∆134 < 0.

Assim, comparando o sinal de cada um dos termos de (5.7) e (5.8), teremos que se

(x, y) ∈ A1 ∪A2, as massas m3 e m4 serão positivas, onde

A1 =

{
(x, y) ∈ R

2 :
2
√

3 − 3

2
< x <

1

2
,−

√
3

3
x2 +

√
3

4
< y <

√
3x

}
,

A2 =

{
(x, y) ∈ R

2 :
1

2
< x <

√
3

2
, 0 < y < −

√
3

3
x2 +

√
3

4

}
.

Consideremos agora y < 0. Neste caso, nas expressões (5.7) e (5.8), temos

∆142 > 0, ∆143 > 0, ∆132 < 0, ∆134 < 0.

Novamente, comparando o sinal de cada um dos termos de (5.7) e (5.8), teremos que

se (x, y) ∈ A3 = B1 ∪B2, as massas m3 e m4 serão positivas, onde

B1 =

{
(x, y) ∈ R

2 :
1

2
< x ≤ 3

2
,−

√
3x < y <

√
3 −

√
3 + 4x2

2

}
,
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Figura 5.4: Regiões de existência de configurações centrais do tipo pipa.

B2 =

{
(x, y) ∈ R

2 :
3

2
≤ x ≤ 2

√
3 + 3

2
,−

√
3x < y < −

√
3

3
x2 +

√
3

4

}
.

O caso y = 0 não precisa ser considerado, pois, não ocorre configuração central do tipo

pipa, devido ao caso planar do Teorema 4.1.3, veja [16].

Finalmente, conclúımos que se (x0, y0) ∈ A1 ∪ A2 ∪ A3, (vide Figura 5.4), então as

massas

m1 = 1, m2 = 1, m3 = m3(x0, y0), m4 = m4(x0, y0),

com posições

r1 = (−x0, 0), r2 = (x0, 0), r3 =

(
0,

√
3

2

)
, r4 = (0, y0),

formam uma configuração central do tipo pipa, como mostrada na Figura 5.3. O

intervalo Ix0
do enunciado do teorema é obtido tomando a interseção da reta x = x0

com a região aberta Ai, i = 1, 2, 3. Isso demonstra o item 1 do Teorema 5.0.1.

Para a prova do item 2, observemos que, neste caso, valem r12 = r13 = r23 = 1,

r14 = r24 e ∆143 = ∆234. Assim, f12 = 0 é trivialmente satisfeita. De f13 = 0 e de

f23 = 0 resultam, respectivamente, R14 = R34 e R24 = R34. Portanto, R14 = R24 = R34.

Assim, de f24 = 0 e f34 = 0, temos m1 = m3 e m1 = m2, respectivamente. Logo,
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m1 = m2 = m3. De posse dessas conclusões sobre as massas e sobre as distâncias,

segue que f14 = 0 também é trivialmente satisfeita. Isso conclui a prova do item 2 do

Teorema 5.0.1.

Passemos agora à prova do item 3 do Teorema 5.0.1. Neste caso, os 4 corpos estão

sobre os vértices de um quadrado, de modo que as seguintes igualdades são obtidas:

r12 = r34, r13 = r23 = r14 = r24 e ∆123 = ∆143 = ∆234 = ∆142. Substituindo essas

informações nas equações de Dziobek resulta que f12 = 0 e f34 = 0 são trivialmente

satisfeitas, enquanto que de f13 = 0, f14 = 0, f23 = 0 e f24 = 0 resultam m2 = m4,

m2 = m3, m1 = m4 e m1 = m3, respectivamente. Portanto, m1 = m2 = m3 = m4 e o

item 3 do Teorema 5.0.1 está demonstrado.

�

Para completar o estudo do problema segue-se o seguinte Teorema:

Teorema 5.0.2 Considere quatro massas m1, m2, m3 e m4 localizadas em (−x, 0),

(x, 0), (0,
√

3/2) e (0, y) respectivamente, com x > 0 e y >
√

3/2, então para cada

x0 > 3/2 existe um intervalo aberto não vazio Ix0
tal que, para cada y0 ∈ Ix0

, existem

massas positivas m1, m2, m3 e m4 de modo que estes corpos estão em configuração

central.

Demonstração. Análogamente a demonstração do Teorema 5.0.1 é suficiente encon-

trarmos as solução de (5.2) e (5.3), com valores positivos para as massas m3 e m4.

Como visto anteriormente

m3 =
(R12 −R42) ∆142

(R43 −R13) ∆143

, (5.9)

m4 =
(R12 −R32) ∆132

(R34 −R14) ∆134
. (5.10)

Desejamos encontrar, se existirem, as regiões no semiplano x > 0 para as quais teremos

valores positivos para ambas as massas. Devemos, então, estudar o sinal dos termos

envolvidos nas expressões de m3 e m4 em (5.9) e (5.10), respectivamente. Temos neste

caso

∆142 < 0, ∆143 < 0, ∆132 < 0, ∆134 > 0.
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Consideremos y >
√

3/2, comparando o sinal de cada um dos termos de (5.9) e (5.10),

temos que se (x, y) ∈ C1, as massas m3 e m4 serão positivas, onde

C1 =

{
(x, y) ∈ R

2 :
3

2
< x,

√
3 +

√
3 + 4x2

2
< y <

√
3x

}
,

�

Baseados no Teorema 5.0.1, seguem os seguintes corolários.

Corolário 5.0.1 Para cada 1/2 < x0 <
√

3/2, existem dois intervalos abertos disjun-

tos I+
x0

e I−x0
, tal que para cada y0 ∈ I+

x0
∪ I−x0

, existem massas positivas m1 = m2, m3

e m4, de modo que os quatro corpos, como na Figura 5.3, estejam numa configuração

central do tipo pipa. Mais especificamente, se y0 ∈ I+
x0

a configuração central é do tipo

pipa côncava e se y0 ∈ I−x0
a configuração central é do tipo pipa convexa.

Corolário 5.0.2 Considere 0 < x < (2
√

3−3)/2. Então, não existem y ∈ R e massas

positivas m1, m2, m3 e m4, de modo que os quatro corpos, como na Figura 5.3, estejam

numa configuração central do tipo pipa.

Corolário 5.0.3 Considere y <
√

3/2. Então, se x > (2
√

3 + 3)/2, não existem

massas positivas m1, m2, m3 e m4, de modo que os quatro corpos, como na Figura 5.3,

estejam numa configuração central do tipo pipa.

5.0.2 A existência de uma configuração central espacial para

o problema de 6 corpos

Aqui estamos interessados no estudo de configurações centrais espaciais. Mais especi-

ficamente, estudaremos uma configuração central do problema de 6 corpos, de acordo

com [15] onde foi estudada uma nova classe de configurações centrais espaciais para

este problema. Nesta nova classe de configurações centrais teremos quatro corpos nos

vértices de um tetraedro regular e os outros dois sobre a reta que conecta um dos

vértices do tetraedro ao baricentro do triângulo formado pelos três corpos que definem

a face oposta a este vértice, veja (Fig. 5.5). Estas novas configurações são general-

izações de um resultado obtido por Llibre e Mello em [11].

Considere um tetraedro regular com lado de comprimento 1 e sejam A, B, C, D,

E e F pontos sobre a reta L que passa pelo vértice em r4 e pelo baricentro da face

oposta a este vértice. Conforme (Fig. 5.6) tomemos as seguintes considerações:



49

1. A sendo o centro geométrico do tetraedro;

2. B é o vértice em r4;

3. C é o ponto simétrico ao ponto B relativo ao plano que contém r1, r2 e r3;

4. E é o baricentro do triângulo equilátero com vértices em r1, r2 e r3;

5. D e F são os pontos onde a esfera centrada em B e de raio 1 intercepta a reta L;

6. AB ⊂ L o segmento com extremidades em A e B.

De maneira análoga definimos os segmentos BF , CD, DE e EA.

Enunciaremos a seguir o teorema cuja demonstração é o objetivo desta seção.

L

1

m1

m2

m3

m4

m5

m6

Figura 5.5: Quatro corpos nos vértices de um tetraedro regular e dois sobre a reta L que

conecta um dos vértices e o centro da face oposta.

Teorema 5.0.3 Assumimos que quatro corpos com massas m1, m2, m3 e m4 estão nos

vértices de um tetraedro regular com lados de comprimento 1 e dois corpos de massas

m5 e m6 estão sobre a reta L, de acordo com a figura 5.5. Nestas considerações, os

seis corpos formam uma configuração central se as seguintes exigências se verificam:

(a) As três massas m1, m2 e m3 são iguais;
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(b) Somente um dos vetores posições r5 ou r6 deve estar sobre o segmento AB, veja

Fig 5.6.

Sem perda de generalidade, assumiremos que r5 ∈ AB, sendo que para o caso em que

r6 ∈ AB pode–se proceder de maneira análoga. Então existem uma posição G ∈ AB,

segmentos não vazios I1(G) ⊂ CD, I2(G) ⊂ EA, I3(G) ⊂ BF e massas positivas

m1 = m2 = m3, m4, m5 e m6(i), i = 1, 2, 3, tais que r1, r2, r3 e r4 estão nos

vértices de um tetraedro regular, r5 está em G e r6(1) ∈ I1(G), ou r6(2) ∈ I2(G), ou

r6(3) ∈ I3(G), tais que estes corpos formam três configurações centrais. Veja Fig.5.6.

L

L1

L2

1

m1

m2

m3

m4

m5

m6(1)

m6(2)

m6(3)

A

B

C

D

E

F

Figura 5.6: Seis corpos em configuração central espacial.

Demonstração. Considere as equações de Dziobek, dadas pelas equações (4.14), para

este problema. Como dito anteriormente, o número de equações de Dziobek para o

caso espacial de um problema de n corpos é dado por n(n− 1)(n− 2)/2. Sendo assim,

temos para o problema espacial de 6 corpos, um conjunto de 60 equações de Dziobek:
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f123 = 0, f124 = 0, f125 = 0, f126 = 0, f132 = 0, f134 = 0, f135 = 0, f136 = 0, f142 = 0,

f143 = 0, f145 = 0, f146 = 0, f152 = 0, f153 = 0, f154 = 0, f156 = 0, f162 = 0, f163 = 0,

f164 = 0, f165 = 0, f231 = 0, f234 = 0, f235 = 0, f236 = 0, f241 = 0, f243 = 0, f245 = 0,

f246 = 0, f251 = 0, f253 = 0, f254 = 0, f256 = 0, f261 = 0, f263 = 0, f264 = 0, f265 = 0,

f341 = 0, f342 = 0, f345 = 0, f346 = 0, f351 = 0, f352 = 0, f354 = 0, f356 = 0, f361 = 0,

f362 = 0, f364 = 0, f365 = 0, f451 = 0, f452 = 0, f453 = 0, f456 = 0, f461 = 0, f462 = 0,

f463 = 0, f465 = 0, f561 = 0, f562 = 0, f563 = 0, f564 = 0.

Afim de darmos uma orientação ao espaço, assumiremos nas equações de Dziobek

que ∆1234 > 0. Defina os seguintes subconjuntos de L (veja Fig. 5.6):

L1 = {ri ∈ L : r1i > 1 = r12,∆123i < 0, i = 5, 6},

L2 = {ri ∈ L : r4i > 1 = r12,∆123i > 0, i = 5, 6}.

Disto

L = L1 ∪ {C} ∪ CD ∪ {D} ∪DE ∪ {E} ∪ EA ∪ {A} ∪ AB ∪ {B} ∪BF ∪ {F} ∪ L2.

Devido às restrições feitas a priori acerca das configurações a serem estudadas, como

na Fig. 5.5, as seguintes relações, dentre outras, devem ser satisfeitas:

r12 = r13 = r14 = r23 = r24 = r34 = 1, r15 = r25 = r35, r16 = r26 = r36,

∆1425 = −∆1435 = −∆2415 = ∆2435 = ∆3415 = −∆3425,

∆1426 = −∆1436 = −∆2416 = ∆2436 = ∆3416 = −∆3426,

∆1523 = −∆1532 = −∆2513 = ∆2531 = ∆3512 = −∆3521,

∆1524 = −∆1534 = −∆2514 = ∆2534 = ∆3514 = −∆3524,

∆1526 = −∆1536 = −∆2516 = ∆2536 = ∆3516 = −∆3526,

∆2613 = −∆2631 = −∆1623 = ∆1632 = ∆3612 = −∆3621,

∆2614 = −∆2634 = −∆1624 = ∆1634 = ∆3614 = −∆3624,

∆2615 = −∆2635 = −∆1625 = ∆1635 = ∆3615 = −∆3625,

e ∆456i = 0, para i = 1, 2, 3 e quaisquer permutações dos ı́ndices i, 4, 5, 6, visto que

∆ijhk = (ri − rj) ∧ (rj − rh) · (rh − rk).

De acordo com as simetrias especificadas acima, segue que as equações
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f123 = 0, f124 = 0, f125 = 0, f126 = 0, f132 = 0, f134 = 0, f135 = 0, f136 = 0, f145 = 0,

f146 = 0, f231 = 0, f234 = 0, f235 = 0, f236 = 0, f245 = 0, f246 = 0, f345 = 0, f346 = 0,

f456 = 0, f465 = 0 e f564 = 0

são trivialmente satisfeitas.

Isto é, 21 das 60 equações se verificam, restando, então, 39 equações a serem verificadas.

Lema 5.0.1 Se a posição do corpo de massa m5 é simétrica à posição do corpo de

massa m4, isto é, r5 está em C, então não existe posição para a massa m6 em L
e massas positivas mi, i = 1, . . . , 6, tais que estes corpos formem uma configuração

central.

Demonstração. A configuração imposta pelo lema implica que r12 = r15, r16 6= r12 e

r15 6= r16. Disto temos que as equações

f142 = 0, f143 = 0, f241 = 0, f243 = 0, f341 = 0 e f342 = 0,

são equivalentes a uma única equação, dada por

(R12 − R45)∆1425 m5 + (R16 − R46)∆1426 m6 = 0. (5.11)

Das equações

f152 = 0, f153 = 0, f251 = 0, f253 = 0, f351 = 0 e f352 = 0,

temos também uma única equação,

(R12 − R45)∆1524 m4 + (R16 − R56)∆1526 m6 = 0. (5.12)

Note que o coeficiente da massa m5, (R12 − R45)∆1425, na equação (5.11) é positivo.

Deste modo, o coeficiente da massa m6, (R16−R46)∆1426, deve ser negativo. Isto ocorre

somente quando r16 > r46 e ∆1426 > 0. Isto implica que o coeficiente da massa m6,

(R16−R56)∆1526, na equação (5.12) é negativo. Porém, nas considerações acima temos

que o coeficiente da massa m4 é negativo. Deste modo, os coeficientes das massas m4

e m6 devem ter sinais opostos. Como m4 6= 0 e m6 6= 0, ou m4 ou m6 deve ter valor

negativo.

�
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Podemos obter o mesmo resultado se trocarmos a massa m5 pela massa m6, basta

proceder de maneira análoga. O mesmo acontecendo para os lemas que seguem.

Lema 5.0.2 Se a posição do corpo de massa m5 é o ponto A, então não existem

posições para o corpo de massa m6 em L e massas positivas mi, i = 1, ..., 6, tais que

estes corpos formem uma configuração central.

Demonstração: Por hipótese, neste caso temos r15 = r45 e do Lema 5.0.1, temos

r16 6= r12. Das equações

f142 = 0, f143 = 0, f241 = 0, f243 = 0, f341 = 0 e f342 = 0,

temos uma única equação

(R16 −R46)∆1426 m6 = 0.

Como m6 > 0 e ∆1426 6= 0, temos R16 = R46 ou, equivalentemente, r16 = r46. Sendo

assim r6 = r5, mas esta é uma configuração de colisão.

�

Lema 5.0.3 Se a posição da massa m5 é o ponto E, então não existe posição para o

corpo de massa m6 e massas positivas mi, i = 1, ..., 6, tais que estes corpos formem

uma configuração central.

Demonstração: Por hipótese, ∆1523 = 0. Das equações

f152 = 0, f153 = 0, f251 = 0, f253 = 0, f351 = 0 e f352 = 0,

temos uma única equação

(R12 − R45)∆1524 m4 + (R16 − R56)∆1526 m6 = 0. (5.13)

Das equações

f142 = 0, f143 = 0, f241 = 0, f243 = 0, f341 = 0 e f342 = 0,

também temos uma única equação

(R15 − R45)∆1425 m5 + (R16 − R46)∆1426 m6 = 0. (5.14)
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Note que o coeficiente da massa m4, (R12 − R45)∆1524, na equação (5.13) é positivo.

Deste modo, o coeficiente da massa m6, (R16−R56)∆1526, deve ser negativo para termos

ambas as massas positivas. Isto ocorre somente onde r16 > r56 e ∆1526 > 0. Portanto,

o coeficiente da massa m5, (R15 − R45)∆1425, na equação (5.14) é positivo. Mas o

coeficiente da massa m6 na equação é positivo. Deste modo, as massas m5 e m6 tem

sinais opostos.

�

Lema 5.0.4 Assuma que temos quatro corpos com massas m1, m2, m3 e m4 nos

vértices de um tetraedro regular com todos lados de comprimento 1 e dois corpos com

massas m5 e m6 na reta L de acordo com a Fig. 5.6. Nestas condições, os seis corpos

podem estar em configuração central se as seguinte afirmações se verificam:

(a) As três massas m1, m2 e m3 são iguais;

(b) Somente um dos vetores r5 ou r6 deve estar no segmento AB.

Demostração: Dos Lemas 5.0.1, 5.0.2 e 5.0.3 devemos assumir r5 6= A, r5 6= C,

r5 6= E, r6 6= A, r6 6= C e r6 6= E. Nestas considerações, das equações

f254 = 0, f256 = 0, f264 = 0, f265 = 0, f452 = 0, f462 = 0 e f562 = 0,

temos uma única equação

(R12 −R16)∆2641(m1 −m3) = 0.

Deste modo, temos m1 = m3 desde que r12 6= r16 e ∆2641 6= 0. Pelo mesmo argumento,

das equações

f154 = 0, f156 = 0, f164 = 0, f165 = 0, f451 = 0, f461 = 0 e f561 = 0,

temos somente uma equação

(R12 −R15)∆1542(m2 −m3) = 0.

Deste modo, temos m2 = m3 desde que r12 6= r15 e ∆1542 6= 0. Das equações

f354 = 0, f356 = 0, f364 = 0, f365 = 0, f453 = 0, f463 = 0 e f563 = 0,
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possuimos somente a equação

(R12 −R15)∆3541(m1 −m2) = 0.

Desde que r12 6= r15 e ∆3541 6= 0, temos m1 = m2. Portanto, m1 = m2 = m3, e assim

está provado o item (a) deste Lema. Assumindo, portanto, m1 = m2 = m3, do Lema

5.0.4 temos mais 21 equações satisfeitas, portanto, o sistema de equações de Dziobek

fica reduzido a 18 equações, que podem ser divididas em 3 grupos de 6 equações, onde

em cada grupo as equações são equivalentes a uma única equação, a saber:

(i) As equações

f142 = 0, f143 = 0, f241 = 0, f243 = 0, f341 = 0 e f342 = 0,

são equivalentes à equação

(R15 − R45)∆1425 m5 + (R16 − R46)∆1426 m6 = 0. (5.15)

(ii) As equações

f152 = 0, f153 = 0, f251 = 0, f253 = 0, f351 = 0 e f352 = 0,

são equivalentes à equação

(R12 − R15)∆1523 m1 + (R12 − R45)∆1524 m4 + (R16 − R56)∆1526 m6 = 0. (5.16)

(iii) As equações

f162 = 0, f163 = 0, f261 = 0, f263 = 0, f361 = 0 e f362 = 0,

são equivalentes à equação

(R12 − R16)∆1623 m1 + (R12 − R46)∆1624 m4 + (R15 − R56)∆1625 m5 = 0. (5.17)

Os coeficientes da equação (5.15) devem ter sinais opostos. Existem duas possibili-

dades para isto, ou (R15−R45)∆1425 < 0 e (R16−R46)∆1426 > 0 ou (R15−R45)∆1425 > 0

e (R16 − R46)∆1426 < 0.

1) (R15 − R45)∆1425 < 0 e (R16 − R46)∆1426 > 0. A inequação (R15 − R45)∆1425 < 0

é satisfeita somente onde r15 > r45 e ∆1425 > 0, ou seja, somente se r5 ∈ AB. Já a

inequação (R16 − R46)∆1426 > 0 é satisfeita onde r16 < r46, ou seja, r6 ∈ L1 ∪ CD ∪
DE ∪ EA, ou ∆1426 < 0, isto é, r6 ∈ BF ∪ L2.
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2) (R15 − R45)∆1425 > 0 e (R16 − R46)∆1426 < 0. A inequação (R15 − R45)∆1425 > 0

é satisfeita onde r15 < r45, ou seja, r5 ∈ L1 ∪ CD ∪ DE ∪ EA, ou ∆1425 < 0, isto é,

r5 ∈ BF ∪ L2. Já a inequação (R16 −R46)∆1426 < 0 é satisfeita somente se r16 > r46 e

∆1426 > 0. Isto ocorre somente quando r6 ∈ AB.

Assim dos itens 1) e 2) acima o item (b) do lema esta provado, finalizando a demon-

stração.

�

Portanto, a primeira parte do Teorema 5.0.3 está demonstrada.

Observação 5.0.1 Como visto no Lema 5.0.4 devemos assumir ou r5 ou r6 em AB.

Sem perda de generalidade, assumiremos que r5 ∈ AB. Veja Lema 5.0.4.

Lema 5.0.5 Se r6 ∈ L1, então não existem massas positivas mi, i = 1, . . . , 6, tais que

estes corpos formem uma configuração central.

Demonstração. Das hipóteses acima, temos as seguintes relações

R12 −R16 > 0, R12 −R46 > 0, R15 − R56 > 0,

∆1623 < 0, ∆1624 < 0, ∆1625 < 0.

Portanto, os três coeficientes da equação (5.17) são negativos. Isto implica que duas

das três massas m1, m4, m5 tem sinais opostos. Sendo assim, pelo menos uma massa

será negativa.

�

Lema 5.0.6 Se r6 ∈ L2, então não existem massas positivas mi, i = 1, . . . , 6, tais que

estes corpos formem uma configuração central.

Demostração. Das hipóteses acima, seguem as relações

R12 −R16 > 0, R12 −R46 > 0, R15 − R56 > 0,

∆1623 > 0, ∆1624 > 0, ∆1625 > 0.

Portanto, os três coeficiente da equação (5.17) são positivos, implicando que duas das

três massas m1, m4, m5 possuem sinais opostos.
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�

Lema 5.0.7 Se r6 ∈ DE, então não existem massas positivas mi, i = 1, . . . , 6, tais

que estes corpos formem uma configuração central.

Demostração. Das hipóteses acima, temos as relações

R12 −R16 < 0, R12 −R46 < 0, R15 − R56 < 0,

∆1623 < 0, ∆1624 < 0, ∆1625 < 0.

Portanto, os três coeficientes das equações (5.17) são positivos. Isto implica que duas

das três massas m1, m4, m5 tem sinais opostos.

�

Sem perda de generalidade, tomaremos um sistema de coordenadas tal que os corpos

de massas m1, m2, m3, m4, m5 e m6 estão nas seguintes posições

(
√

3/3, 0, 0), (−
√

3/6,−1/2, 0), (−
√

3/6, 1/2, 0), (0, 0,
√

6/3), (0, 0, x) e (0, 0, y),

respectivamente.

Deste modo, temos as seguintes coordenadas

A = (0, 0,
√

6/12), B = (0, 0,
√

6/3), C = (0, 0,−
√

6/3), D = (0, 0,−1 +
√

6/3),

E = (0, 0, 0) e F = (0, 0, 1 +
√

6/3).

Portanto, r5 ∈ AB se, e somente se,
√

6/12 < x <
√

6/3.

Utilizando os coeficientes das equações (5.15), (5.16) e (5.17), respectivamente,

definimos as funções

n13 = (R15 −R45)∆1425, n14 = (R16 − R46)∆1426,

n21 = (R12 −R15)∆1523, n22 = (R12 − R45)∆1524, n24 = (R16 − R56)∆1526,

n31 = (R12 −R16)∆1623, n32 = (R12 − R46)∆1624, n33 = (R15 − R56)∆1625.

Em termos das coordenadas citadas acima, podemos escrever estas equações da seguinte

maneira

n13(x, y) =

(√
2 −

√
3x

6

)


1
(
x2 + 1

3

)3/2
− 27
((√

6 − 3x
)2)3/2


 ,
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n14(x, y) =

(√
2 −

√
3y

6

)


1
(
y2 + 1

3

)3/2
− 27
((√

6 − 3y
)2)3/2


 ,

n21(x, y) =

√
3x

2

(
1 − 1

(
x2 + 1

3

)3/2

)
,

n22(x, y) =

(√
3x−

√
2

6

)
1 − 27

((√
6 − 3x

)2)3/2


 ,

n24(x, y) =

(
x− y

2
√

3

)(
1

(
y2 + 1

3

)3/2
− 1

((x− y)2)3/2

)
,

n31(x, y) = −
√

3y

2

(
1 − 1

(
y2 + 1

3

)3/2

)
,

n32(x, y) =

(√
2 −

√
3y

6

)
1 − 27

((√
6 − 3y

)2)3/2


 ,

n33(x, y) =

(
x− y

2
√

3

)(
1

(
x2 + 1

3

)3/2
− 1

((x− y)2)3/2

)
.

As equações (5.15), (5.16), e (5.17) definem três hiperplanos passando pela origem

do espaço de parâmetros (m1, m4, m5, m6). O vetor de massa é paralelo à reta definida

pela interseção desses três hiperplanos. Podemos escrever o vetor de massa como

T = (T1,−T2, T3,−T4), onde

T1 = n13n24n32 + n14n22n33,

T2 = n13n24n31 + n14n21n33,

T3 = n14(n21n32 − n22n31),

T4 = n13(n21n32 − n22n31).

Deste modo, teremos massas positivas m1, m4, m5 e m6 como soluções das equações

(5.15), (5.16) e (5.17) se, e somente se, as componentes do vetor de massa T tem o

mesmo sinal.

Lema 5.0.8 Consideremos x = 3/10 e y = −1/2, ou seja r5 ∈ AB e r6 ∈ CD.

Então existem massas positivas mi, i = 1, . . . , 6, tais que estes corpos formem uma

configuração central.



59

Demonstração. Substituindo x = 3/10 e y = −1/2 em n13, n14, n21, n22, n24, n31,

n32 e n33 e então, calculando T1, T2, T3 e T4, segue que

T1

(
3

10
,−1

2

)
< 0, T2

(
3

10
,−1

2

)
> 0, T3

(
3

10
,−1

2

)
< 0, T4

(
3

10
,−1

2

)
> 0.

Portanto as componentes do vetor de massa T tem mesmo sinal. Com isso o Lema

está provado.

Considerando m1 = m2 = m3 = 10, daremos algumas informações acerca do valor

das massas m4, m5 e m6:

m4 = − 90 θ1
889 θ2

,

onde

θ1 = −169428788777
√

3
√

127 + 68197707648
√

3
√

127
√

2
√

7

+96005855232
√

127
√

7 − 1733111767086
√

7
√

2

−1398415595283
√

3
√

7 − 55810140602
√

127
√

2

+7165469970760 + 277475849024
√

3
√

2,

θ2 = −6885857196
√

7
√

2 − 3517815545
√

3
√

7 + 1654729020
√

127
√

2

−2168765627
√

3
√

127 + 12461781528 + 1743814656
√

127
√

7

+159252480
√

3
√

127
√

2
√

7 + 1138062240
√

3
√

2,

m5 = − 146304 θ3

35
(
3 + 2

√
3
√

2
)2 (

1536
√

3
√

127 − 16129
)
θ4
,

onde

θ3 = −9279529102449
√

3
√

127 + 910848433824
√

3
√

127
√

2
√

7

+2443137682041
√

127
√

7 − 3512003097036
√

7
√

2

−3064630331483
√

3
√

7 − 8621348150970
√

127
√

2

+21107073194110
√

3
√

2 + 110325167369661,

θ4 = −6885857196
√

7
√

2 − 3517815545
√

3
√

7 + 1654729020
√

127
√

2

−2168765627
√

3
√

127 + 12461781528 + 1743814656
√

127
√

7

+159252480
√

3
√

127
√

2
√

7 + 1138062240
√

3
√

2,
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m6 = − 40320
(
1881

√
3
√

127 − 2810
√

127
√

2 + 16129
)
θ5

127
(
−9 + 10

√
3
√

2
)2 (

27
√

3
√

7 + 34
√

7
√

2 − 49
) (

1536
√

3
√

127 − 16129
)
θ6
,

onde

θ5 = −9279529102449
√

3
√

127 + 910848433824
√

3
√

127
√

2
√

7

+2443137682041
√

127
√

7 − 3512003097036
√

7
√

2

−3064630331483
√

3
√

7 − 8621348150970
√

127
√

2

+21107073194110
√

3
√

2 + 110325167369661,

θ6 = −6885857196
√

7
√

2 − 3517815545
√

3
√

7 + 1654729020
√

127
√

2

−2168765627
√

3
√

127 + 12461781528 + 1743814656
√

127
√

7

+159252480
√

3
√

127
√

2
√

7 + 1138062240
√

3
√

2.

Por um longo cálculo porém elementar, as equações (5.15), (5.16) e (5.17) são satisfeitas.

O extenso cálculo envolvido neste Lema foi coorroborado com software Maple 9. Os

valores das massas acima, com uma precisão de dez casas decimais, são dados por

m4 = 6.7458781851, m5 = 10.1934123989, m6 = 8.0305718049.

�

Lema 5.0.9 Consideremos x = 3/10 e y = 1/10, ou seja r5 ∈ AB e r6 ∈ EA.

Então existem massas positivas mi, i = 1, . . . , 6, tais que estes corpos formem uma

configuração central.

Demonstração. Substituindo x = 3/10 e y = 1/10 em n13, n14, n21, n22, n24, n31, n32

e n33 e calculando T1, T2, T3 e T4, segue que

T1

(
3

10
,

1

10

)
> 0, T2

(
3

10
,

1

10

)
< 0, T3

(
3

10
,

1

10

)
> 0, T4

(
3

10
,

1

10

)
< 0.

Portanto, as componentes do vetor de massa T tem mesmo sinal. Com isso o lema está

provado.

Considerando as massas m1 = m2 = m3 = 10, temos que as massas m4, m5 e m6

assumem o seguintes valores:

m4 =
90 ψ1

13081 ψ2
,
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onde

ψ1 = 400775035943835
√

3
√

103 − 367935503618123
√

3
√

127

−79367052441600
√

127
√

103 + 340184683326250
√

127
√

2

−446181650457150
√

2
√

103 − 391767956870560
√

3
√

2

+42152670665280
√

3
√

127
√

2
√

103 + 1140836863198798,

ψ2 = −828144000
√

127
√

103 + 155520000
√

3
√

127
√

2
√

103

−336046827905
√

3
√

103 + 123201043920
√

3
√

2

+344038847249
√

3
√

127 + 578025295560
√

2
√

103

−449497813320
√

127
√

2 − 656045558874,

m5 =
4572 ψ3

515
(
24

√
3
√

127 − 16129
) (

−3 + 10
√

3
√

2
)2
ψ4

,

onde

ψ3 = 277476547044902110
√

3
√

103 − 208952726731151670
√

3
√

127

+223267858814565828
√

127
√

2 − 298005698143418421
√

2
√

103

−2925421091076103921
√

3
√

2 − 118173007491268230
√

127
√

103

+51801039529144776
√

3
√

127
√

2
√

103 + 5985425952439496070,

ψ4 = −828144000
√

127
√

103 + 155520000
√

3
√

127
√

2
√

103

−336046827905
√

3
√

103 + 123201043920
√

3
√

2

+344038847249
√

3
√

127 − 656045558874

+578025295560
√

2
√

103 − 449497813320
√

127
√

2,

m6 = − 3708
(
−1881

√
3
√

127 + 2810
√

127
√

2 − 16129
)
ψ5

635
(
24

√
3
√

127 − 16129
) (

−603
√

3
√

103 + 2090
√

2
√

103 − 10609
)
ψ6

,

onde

ψ5 = 277476547044902110
√

3
√

103 − 208952726731151670
√

3
√

127

+223267858814565828
√

127
√

2 − 298005698143418421
√

2
√

103

−2925421091076103921
√

3
√

2 − 118173007491268230
√

127
√

103

+51801039529144776
√

3
√

127
√

2
√

103 + 5985425952439496070,
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ψ6 =
(
−9 + 10

√
3
√

2
)2 (

− 828144000
√

127
√

103 − 656045558874

+155520000
√

3
√

127
√

2
√

103 − 336046827905
√

3
√

103

+123201043920
√

3
√

2 + 344038847249
√

3
√

127

+578025295560
√

2
√

103 − 449497813320
√

127
√

2
)
.

Por um longo, porém elementar cálculo, as equações (5.15), (5.16) e (5.17) são satis-

feitas. O extenso cálculo envolvido neste lema foi corroborado com o software Maple

9. Os valores das massas acima, com uma precisão de dez casas decimais, são

m4 = 8.0398208730, m5 = 0.0828851657, m6 = 0.0962271225.

�

Lema 5.0.10 Consideremos x = 3/10 e y = 1, ou seja r5 ∈ AB e r6 ∈ BF . Então ex-

istem massas positivas mi, i = 1, . . . , 6, tais que estes corpos formem uma configuração

central.

Demonstração. Substituindo x = 3/10 e y = 1 em n13, n14, n21, n22, n24, n31, n32 e

n33 e calculando T1, T2, T3 e T4, segue que

T1

(
3

10
, 1

)
> 0, T2

(
3

10
, 1

)
< 0, T3

(
3

10
, 1

)
> 0, T4

(
3

10
, 1

)
< 0.

Portanto, as componentes do vetor de massa T tem mesmo sinal. Assim o lema está

provado.

Considerando as massas m1 = m2 = m3 = 10, temos as seguintes informações

acerca das massas m4, m5 e m6:

m4 =
45 χ1

508 χ2

,

onde

χ1 = 53153630040
√

3
√

127
√

2 − 218046103912
√

127
√

2 + 1243241083487

+169782922943
√

3
√

127 − 129631817952
√

127 − 1242920324976
√

3

−430417266086
√

3
√

2 + 1513598400600
√

2,

χ2 = −302306823
√

127 + 127894410
√

3
√

127
√

2 + 831828240
√

127
√

2

−644882824
√

3
√

127 − 4369346100
√

2 + 3421428641
√

3

−4211991576 + 1781931920
√

3
√

2,



63

m5 = − 56007 χ3

80
(
1029

√
3
√

127 − 16129
) (

−3 +
√

3
√

2
)2
χ4

,

onde

χ3 = 587871472464
√

3
√

127
√

2 − 2792763123759
√

127
√

2 − 31866467162793

+2357179926093
√

3
√

127 − 1447895560896
√

127 − 4363013925568
√

3

+12332808521953
√

3
√

2 + 5395481085936
√

2,

χ4 = −302306823
√

127 + 127894410
√

3
√

127
√

2 + 831828240
√

127
√

2

−644882824
√

3
√

127 − 4369346100
√

2 + 3421428641
√

3

−4211991576 + 1781931920
√

3
√

2,

m6 =
4410

(
−1881

√
3
√

127 + 2810
√

127
√

2 − 16129
)
χ5

127
(
1029

√
3
√

127 − 16129
) (

−9
√

3 + 11
√

2 + 8
) (

−9 + 10
√

3
√

2
)2
χ6

,

onde

χ5 = 587871472464
√

3
√

127
√

2 − 2792763123759
√

127
√

2 − 31866467162793

+2357179926093
√

3
√

127 − 1447895560896
√

127 − 4363013925568
√

3

+12332808521953
√

3
√

2 + 5395481085936
√

2,

χ6 = −302306823
√

127 + 127894410
√

3
√

127
√

2 + 831828240
√

127
√

2

−644882824
√

3
√

127 − 4369346100
√

2 + 3421428641
√

3

−4211991576 + 1781931920
√

3
√

2.

Por um longo, porém elementar cálculo, temos que as equações (5.15), (5.16) e (5.17)

são satisfeitas. O extenso cálculo envolvido no lema foi corroborado com o software

Maple 9. Os valores das massas acima, com uma precisão de dez casas decimais, são

m4 = 2.8165087541, m5 = 145.0492841643, m6 = 9.1870655797.

�

Defina

G = (0, 0, 3/10) ∈ AB, G1 = (0, 0,−1/2) ∈ I1(G) ⊂ CD,

G2 = (0, 0, 1/10) ∈ I2(G) ⊂ EA, e G3 = (0, 0, 1) ∈ I3(G) ⊂ BF .
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√
6/12 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

√
6/3

−
√

6/3

−0.7

−0.6

−0.5

−0.4

−0.3 P

x

y

W1

I1(G)

T1 = 0
T2 = 0

T3 = 0

Figura 5.7: A região W1 e o segmento I1(G) do Teorema 5.0.3.

A prova da última parte do Teorema 5.0.3 segue dos Lemas 5.0.8, 5.0.9 e 5.0.10 e a

condição aberta dos vetores de massa T . Veja Fig. 5.7, 5.8 e 5.9.

Consideremos r5 ∈ AB e r6 ∈ CD. Segue que

n13 < 0, n14 > 0, n21 < 0, n22 > 0, n24 > 0, n31 > 0, n32 < 0.

Em particular, como n13 6= 0 e n14 6= 0, segue que T3 = 0 se, e somente se, T4 = 0.

Defina a região

W1 =

{
(x, y) :

√
6

12
< x <

√
6

3
,−

√
6

3
< y <

√
6

3
− 1, T1 < 0, T2 > 0, T3 < 0, T4 > 0

}
.

Na Fig. 5.7 a região W1 é destacada. Note que (3/10,−1/2) ∈ I1(G) ⊂ W1 de acordo

com o Teorema 5.0.3. Note também que a projeção da região W1 no eixo dos x é todo

segmento AB. O ponto P é definido pela interseção das curvas T1 = 0 e T2 = 0 e temos

as coordenadas x = 1/3 e y = −1/3.

Consideremos r5 ∈ AB e r6 ∈ EA. Segue que

n13 < 0, n14 > 0, n21 < 0, n22 > 0, n31 < 0, n32 > 0.
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√
6/12 0.3 0.4 0.5

√
6/3

0

0.05

0.1

0.15

√
6/12

x

y

W2
I2(G)

T2 = 0

T3 = 0

Figura 5.8: A região W2 e o segmento I2(G) do Teorema 5.0.3.

Em particular, como n13 6= 0 e n14 6= 0, segue que T3 = 0 se, e somente se, T4 = 0.

Além disso a função T1 é positiva. Defina a região

W2 =

{
(x, y) :

√
6

12
< x <

√
6

3
, 0 < y <

√
6

12
, T1 > 0, T2 < 0, T3 > 0, T4 < 0

}
.

A região W2 é destacada na Fig. 5.8. Note que (3/10, 1/10) ∈ I2(G) ⊂ W2 de acordo

com o Teorema 5.0.3. Note também que a projeção da região W2 no eixo x é todo

segmento AB.

Consideremos r5 ∈ AB e r6 ∈ BF . Segue que

n13 < 0, n14 > 0, n21 < 0, n22 > 0, n24 > 0, n31 > 0, n32 < 0.

Em particular, como n13 6= 0 e n14 6= 0, segue que T3 = 0 se, e somente se, T4 = 0.

Além disso a função T1 é positiva. Defina a região

W3 =

{
(x, y) :

√
6

12
< x <

√
6

3
,

√
6

3
< y < 1 +

√
6

3
, T1 > 0, T2 < 0, T3 > 0, T4 < 0

}
.

Na Fig. 5.9 a região W3 está destacada. Note que (3/10, 1) ∈ I3(G) ⊂ W3 de acordo

com o Teorema 5.0.3. Note também que a projeção da região W3 no eixo dos x é todo

segmento AB.
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Figura 5.9: A região W3 e o segmento I3(G) do Teorema 5.0.3.



Caṕıtulo 6

Considerações finais e trabalhos

futuros

Este caṕıtulo tem como finalidade propor trabalhos futuros e, até onde conhecemos,

ainda em abertos, sendo que algumas destas perguntas foram motivadas pelos resulta-

dos obtidos neste trabalho.

Relativo às configurações planares de 4–corpos, temos as seguintes questões acerca

das configurações centrais:

1. Dar um exemplo anaĺıtico de uma configuração central planar para o problema

de 4–corpos que não apresente reta de simetria. Um exemplo numérico pode ser

encontrado em [3];

2. Inspirado no exemplo de Roberts com uma massa negativa, prove a existência

(ou não) de um cont́ınuo de configurações centrais planares não equivalentes para

o problema de 4–corpos.

No caso das configurações espaciais, motivados pela configuração central espacial

de 6 corpos obtida neste trabalho, podemos colocar a seguinte pergunta:

Dadas 7 massas tais que 5 se encontram fixas nos vértices de uma pirâmide de base

quadrada e faces formadas por triângulos equiláteros, existem posições para as outras

duas massas sobre a reta que passa perpendicularmente pelo centro do quadrado que

forma a base da pirâmide e pelo vértice oposto à base e massas positivas m1, m2, ...,

m7 tais que estas massas nestas posições estão em configuração central?

67
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Naturalmente podemos estender a pergunta para um problema espacial de n+3 corpos,

onde n + 1 se encontram nos vértices de uma pirâmide de base formada por um n-

ágono regular e faces formadas por triângulos equiláteros onde os outros dois corpos

se encontram sobre a reta que passa pelo centro geométrico do n-ágono e pelo vértice

oposto a base da pirâmide.

No que segue apresentaremos uma questão acerca das posśıveis relações entre as

configurações centrais planares e as configurações centrais espaciais.

Em [11], Mello e Llibre demonstraram a existência de três novas famı́lias de con-

figurações centrais planares para o problema de 5 corpos com as seguintes propriedades:

três desses corpos se encontram nos vértices de um triângulo equilátero e os outros dois

corpos encontram-se numa reta perpendicular bissetora. Nesta demonstração, Mello e

Llibre constroem um vetor de massa T = (T1, T2, T3), assim como fizemos no caṕıtulo 5

na demonstração do Teorema 5.0.3. Um fato notável é que as regiões W1, W2 e W3 nas

figuras 5.7, 5.8 e 5.9, respectivamente, correspondentes ao Teorema 5.0.3, nas quais

as componentes do vetor de massas tem o mesmo sinal, são exatamente as mesmas

regiões obtidas por Mello e Llibre no estudo do problema planar de 5 corpos com as

propriedades já especificadas acima. Sendo assim cabe aqui a seguinte questão:

Existe alguma projeção das configurações centrais do problema espacial de 6 corpos

apresentado no caṕıtulo 5 nas configurações centrais do problema planar de 5 corpos

obtidas por Mello e Llibre?

A pergunta pode ser colocada de uma forma mais geral da seguinte maneira:

Dada uma configuração central espacial com simetrias adequadas, existe alguma projeção

particular tal que produza uma configuração planar preservando a propriedade de ser

uma configuração central?
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