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RESUMO 

 

O processo de usinagem a laser (LBM) apresenta ampla aplicabilidade na indústria, nos mais 

diversos setores, como automobilístico, aeronáutico e eletrônico. As principais vantagens da 

LBM sobre as tecnologias convencionais de usinagem são a remoção de material sem contato, 

a peça é usinada com elevada precisão e não há desgaste de ferramenta. A LBM apresenta 

diversas características de qualidade e múltiplas grandezas correlacionadas, a análise dessas 

características pode ser melhor abordada utilizando-se técnicas multivariadas. Entretanto não 

existem muitos estudos sobre como os fatores de entrada influenciam essa tecnologia de 

fabricação. Desta forma, o presente trabalho tem como propósito o desenvolvimento do método 

NBI-GRA com restrições multivariadas para problemas de otimização multiobjetivo, com 

funções objetivo e restrições correlacionadas. Este método permite que processos de resposta 

correlacionadas sejam otimizados simultaneamente aplicando-se o Método de Interseção 

Normal à Fronteira (NBI) e em seguida a Análise Relacional Grey (GRA). Para testar a 

adequação da proposta, um arranjo L16 de Taguchi com 3 variáveis de entrada (x) e 8 respostas 

(Y) foi desenvolvido para otimizar o processo de usinagem a laser da liga de alumínio AA1050. 

Resultados preliminares indicam que o método contribuiu para a formação de fronteiras 

equiespaçadas e sem inversão dos sinais de correlação das respostas originais, conduzindo todas 

as respostas para valores próximos aos seus alvos, sem desrespeitar as restrições pré-

estabelecidas. Do ponto de vista prático, as soluções encontradas promoveram excelentes níveis 

de qualidade para as peças usinadas e com alta produtividade. 

 

 

 

 

 

Palavras chaves: Usinagem a Laser, Interseção Normal à Fronteira, Análise relacional Grey, 

Análise fatorial. 

 

  



 

ABSTRACT 

Laser beam machining (LBM) has wide application in industry, especially in automobile, 

aeronautic and electronic sectors. The main advantages of LBM over conventional machining 

technologies are: non-contact material removal, high precision machining and no tool wear. 

LBM presents several quality characteristics and multiple correlated quantities analysis can be 

better approached using multivariate techniques. However, not many studies have been done 

about how the input factors can interfere in LBM process. Thus, this work presents the 

development of the NBI-GRA method with multivariate constraints for multiobjective 

optimization problems, with objective functions and correlated constraints. This method allows 

the simultaneous optimization of correlated process response using the Normal Boundary 

Intersection (NBI) followed by Grey Relational Analysis (GRA). To test the proposal´s 

adequacy, a Taguchi L16 array with 3 controllable variables (x) and 8 responses (Y) were 

developed to optimize the AA1050, aluminum alloy, laser beam machining process. Numerical 

results indicates the method contributes to the creation of equispaced Pareto Frontiers, without 

correlation inversion, leading all the responses to their targets, without disrespecting the pre-

established constraints. From the practical point of view, the solutions found have promoted 

excellent levels of quality for machined and high productivity parts. 
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1. Introdução 

 

A usinagem a laser também conhecida como LBM (Laser Beam Machining - LBM) é 

amplamente utilizada na indústria mecânica de precisão. A LBM é uma tecnologia avançada 

que permite remover pequenas quantidades de material com elevada precisão e fabricar 

geometrias complexas em uma ampla diversidade de materiais. Processos como fresamento, 

furação, corte, torneamento e até soldagem e tratamentos térmicos podem ser realizados a partir 

da interação do material com o laser (DUBEY & YADAVA, 2008c). A remoção de material é 

feita por energia térmica devido ao elevado fluxo de calor gerado pelo feixe de laser 

(PARANDOUSH & HOSSAIN, 2014). Como a transferência de energia ocorre por meio de 

radiação, não são necessários esforços mecânicos, com consequente deformação ou vibração 

da peça, permitindo manter constante o rigor geométrico e dimensional das peças fabricadas. 

Outra vantagem é que não há desgaste da ferramenta, o que permite eliminar tempos 

improdutivos e custos associados à substituição ou quebra das mesmas. Além disso, a taxa de 

remoção de material (Material Removal Rate - MRR) não fica limitada por restrições tais como 

força máxima da ferramenta, formação de rebarbas ou deformação de funções delicadas dos 

componentes. O estudo da LBM e de como seus parâmetros de entrada influenciam as respostas 

obtidas pode levar a uma otimização desse processo e a obtenção de melhores resultados. 

Otimização, segundo a definição de Rao (2009), é o processo responsável por encontrar 

as condições que proporcionam o valor máximo ou mínimo de uma função. A otimização 

multiobjetivo é utilizada para resolver problemas complexos, com diversos objetivos ao mesmo 

tempo. Para esse tipo de problema as diferentes características devem ser otimizadas em 

conjunto (GOMES, 2013). Segundo Paiva (2012), o processo de otimização multiobjetivo 

contempla três etapas: modelar as funções objetivo e as restrições, determinar a estratégia de 

combinação entre os múltiplos objetivos e  aplicar  um algoritmo capaz de determinar o ponto 

de ótimo que atenda ao sistema como um todo. 

Existem diversos métodos de otimização disponíveis na literatura, dentre eles destaca-

se o Desirability, um dos primeiros desenvolvidos para otimizar problemas de múltiplas 

respostas, sendo amplamente utilizado devido à sua facilidade de aplicação. Um método mais 

recente é o de Interseção Normal à Fronteira (Normal Boundary Intersection - NBI), 

considerado mais eficiente em otimizações multiobjetivo, devido à sua capacidade de obter 

várias respostas ótimas para um mesmo problema de otimização. Nota-se que o Desirability é 

amplamente utilizado em otimizações de processos não convencionais de usinagem, entretanto 
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o número de trabalhos que utilizam NBI ainda é muito restrito. Até a presente conclusão desse 

trabalho aplicações de NBI em processos LBM não foram encontradas em artigos científicos.  

A otimização de diversas respostas com sentidos diferentes de otimização gera 

problemas complexos que podem ser melhor resolvidos com a aplicação de técnicas de redução 

de dimensionalidade. A Análise Fatorial (Factorial Analysis - FA) é uma técnica estatística 

multivariada capaz de descrever em alguns poucos fatores latentes relacionamentos de 

covariância entre muitas variáveis (Johnson & Wichern, 2002). A FA pode ser considerada 

como uma extensão da Análise de Componentes Principais (Principal Component Analysis - 

PCA). 

O método NBI, proposto por Das e Dennis (1998), é um método que gera fronteiras de 

Pareto para problemas de otimização lineares e não lineares. Esse método utiliza uma 

parametrização geométrica intuitiva para produzir um conjunto de pontos equiespaçados sobre 

a superfície de Pareto, mesmo para problemas mal dimensionados (JIA & IERAPETRITOU, 

2007). 

A análise relacional Grey (Grey Relational Analysis - GRA) é um método de 

otimização multiobjetivo que converte várias respostas em um único objetivo 

(SRINIVASAN et al., 2018). GRA é uma poderosa ferramenta de análise de processos com 

múltiplas características de desempenho (JAGADISH; RAY, 2016). O desempenho geral do 

experimento depende dos graus relacionais de Grey (Grey Relational Grade - GRG). Neste 

método, todas as características de desempenho são convertidas em um único GRG.               

O planejamento de experimentos (Design of Experiments - DOE) é um grande aliado 

nas pesquisas de otimização multiobjetivo pois combina técnicas matemáticas e estatísticas para 

o desenvolvimento de arranjos experimentais eficientes, balanceados e econômicos 

(MONTGOMERY, 2009). 

Este trabalho propõe o desenvolvimento do método NBI-GRA para a otimização de 

processo multivariados, especificamente para o processo LBM aplicado a liga de alumínio 

AA1050. 

 

1.1. Justificativa  

 

Estudos recentes mostram que muitos métodos de otimização multiobejtivo vem sendo 

constantemente utilizados em LBM. A Tabela 1 lista alguns trabalhos realizados em LBM e 

verifica os métodos e o número de respostas utilizadas.  
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Tabela 1 – Trabalhos recentes sobre otimização em processos LBM. 

Referência 
Modelagem 

e Otimização 
Número de Respostas 

(KIBRIA, et al., 2013) 
Anova, Taguchi, 

GRA 
2 

(KIBRIA, et al., 2013b) GRA 2 

(DARWISH et al., 2017) RSM, Anova 2 

(GENNA et al., 2010) Anova 2 

(GUARINO et al., 2018) Anova 2 

(HOSSAIN et al., 2016) 
Fuzzy, ANN, 

Taguchi 
1 

(CAMPANELLI et al., 2007) Anova 3 

(DARWISH et al., 2016) Anova 3 

(KASMAN; SAKLAKOGLU, 2012) Taguchi, Anova 3 

(BELINATO et al., 2017) NBI, PCA 6 

(ALAHMARI, et al., 2016) PSO, RSM, Anova 3 

(CAMPANELLI et al., 2013) ANN 3 

(MATHEW et al., 1999) RSM, Anova 3 

(DUBEY; YADAVA, 2008a) 
Taguchi, PCA, 

Anova 
4 

(PANDEY; DUBEY, 2012) 
Taguchi, Fuzzy, 

Anova 
3 

(SHARMA; YADAVA, 2012) GRA, RSM 2 

(DHARA, et al., 2008) ANN 2 

(UMER, et al., 2017) Anova 3 

(PAN et al., 2007) 
Taguchi, GRA, 

Anova 
4 

(KUMAR; KUMAR, 2018) PSO 3 

(RANJAN; MISHRA, 2016) 
Taguchi, GRA, 

Anova 
4 

(MISHRA; YADAVA, 2013) 
FEM, ANN, PCA, 

GRA 
3 

(DUBEY; YADAVA, 2008c) Anova 2 

 

Pode-se perceber que não há muitos trabalhos de LBM otimizados com o método NBI. 

A GRA é bastante utilizada, mas na otimização discreta dos fatores. O método NBI-GRA 

propõe uma otimização contínua pelo NBI e posteriormente a escolha do melhor ponto pela 

GRA. 

 

1.2. Problema de Pesquisa 

 

Considerando as discussões anteriores e as limitações observadas na otimização de 

problemas por NBI, este trabalho pretende investigar: 
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a) Como encontrar os melhores parâmetros de entrada para um processo de usinagem 

a laser; 

b) Como diminuir a dimensionalidade de um problema de otimização que apresenta 

múltiplas funções objetivo e múltiplas restrições; 

c) Como considerar a estrutura de correlação entre as funções objetivo e de restrição, 

tornando-as independentes e ao mesmo tempo manter as características originais de 

cada resposta otimizada, sem a inversão da correlação entre as mesmas; 

d) Como escolher o melhor ponto em uma fronteira de Pareto. 

 

1.3. Objetivos  

 

O objetivo principal deste trabalho pode ser assim sintetizado:  

Desenvolver um método de otimização multiobjetivo por NBI para a geração de 

fronteiras de Pareto equiespaçadas com funções objetivo e restrições multivariadas, assistido 

por GRA para a otimização de um processo de usinagem a laser. 

A partir do objetivo geral, os seguintes objetivos específicos podem ser destacados: 

a) Estudar o processo de usinagem a laser, verificando os parâmetros que mais 

influenciam na qualidade da peça fabricada e escolhendo as características de 

interesse a serem analisadas. 

b) Estudar a análise relacional Grey, e a combinação dela com outros métodos, na 

otimização de processos multivariados; 

c) Desenvolver um método de otimização por NBI que considere a dimensionalidade 

do problema original, o sentido de otimização e a estrutura de correlação entre o 

grupo de funções objetivo, de forma que os eixos da fronteira de Pareto sejam 

independentes; 

d) Desenvolver uma metodologia que considere um terceiro grupo de respostas 

multivariadas, definidas como restrições do problema; 

e) Construir a fronteira de Pareto e, através da Análise Relacional Grey, encontrar o 

melhor ponto de ótimo para o processo. 

f) Analisar quanto e como o custo do processo de usinagem a laser pode variar devido 

às diferentes tarifas do sistema elétrico brasileiro. 
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Espera-se que este método de otimização, o qual denominou-se NBI-GRA seja capaz 

de definir um conjunto de soluções ótimas, ao mesmo tempo que um conjunto de restrições 

multivariadas sejam satisfeitas, sem que a estrutura de correlação entre as características 

originais analisadas seja alterada.  

 

1.4. Metodologia 

 

Este estudo pode ser classificado como uma pesquisa quantitativa e explicativa, sendo 

a coleta de dados classificada como experimental e secundária. A abordagem quantitativa se 

deve ao fato de que todos os dados coletados serão quantificados e tratados estatisticamente. 

Explicativa por se entender que ela permite ao pesquisador capturar as evidências do estudo por 

meio da mensuração de variáveis, classificando-as e analisando-as para se testar hipóteses 

deduzidas a partir de uma teoria existente. Quanto à coleta de dados, classifica-se como 

experimental pelo uso de metodologias de coleta e análise de dados experimentais que serão 

determinantes para a resposta das questões de pesquisa (MARCONI & LAKATOS, 2003). 

Considerando que o objetivo deste estudo é propor uma metodologia de otimização 

multiobjetivo que possa ser aplicada a diversos processos industriais, pode-se também 

classificar esta tese como de natureza aplicada, devido ao seu interesse prático desenvolvido 

para resolver um problema real de indústria (MARCONI & LAKATOS, 2003). 

 

1.5. Delimitação do estudo 

 

A delimitação dessa pesquisa leva em conta os seguintes aspectos: 

a) Os dados foram coletados a partir de um arranjo experimental L16 de Taguchi. 

b) O processo escolhido para a aplicação desse estudo foi a usinagem a laser, em uma 

liga de alumínio comercialmente pura (AA1050). 

c) Para redução de dimensionalidade, será usada a FA; 

d) Será utilizada a transformação Sinal Ruído de Taguchi, caso os sentidos de 

otimização das respostas sejam diferentes;  

e) Quanto ao método de otimização multiobjetivo, será utilizado o método NBI; 

f) Para a escolha do melhor ponto será utilizada a GRA. 
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1.6. Estrutura do trabalho 

Este trabalho está dividido em seis capítulos. Este primeiro capítulo apresenta a 

introdução geral do trabalho por meio da contextualização do tema, a justificativa, problema de 

pesquisa, objetivos, metodologia e delimitações do estudo. 

O segundo capítulo apresenta o processo de usinagem a laser, suas características e os 

fatores que influenciam direta ou indiretamente o seu desempenho. Também são aqui 

explorados a fundamentação teórica relativa à Metodologia de Planejamento de Experimentos 

e as principais técnicas de modelagem, a fundamentação teórica da Análise de Componentes 

Principais, Análise Fatorial e dos métodos de otimização multiobjetivo descritos pela literatura, 

com destaque para o método da Análise Relacional Grey e Interseção Normal à Fronteira. O 

método multivariado desirability também foi abordado. 

O terceiro capítulo apresenta o método NBI-GRA proposto neste estudo, discrimando 

cada etapa necessária para sua aplicação.  

O quarto capítulo apresenta o procedimento experimental: o arranjo, a máquina de 

usinagem a laser e os equipamentos utilizados na coleta dos dados e a composição do material 

escolhido. 

O quinto capítulo apresenta os resultados e discussões: a modelagem e análise das 

funções objetivo e os resultados da otimização pelo método NBI-GRA. Adicionalmente, é feita 

uma comparação entre as diversas utilizações do GRA na literatura. 

O sexto capítulo apresenta as conclusões parciais e as contribuições do trabalho. 
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2. Fundamentação teórica 

2.1. O processo de usinagem a laser (LBM) 

 

Os métodos de usinagem não convencionais envolvendo feixes de energia ( como raios 

laser e elétrons) ou fontes de plasma onde o mecanismo de remoção de material não é baseado 

em cisalhamento mecânico tem atraído interesse da indústria aeroespacial nos últimos anos 

como alternativas às técnicas tradicionais de usinagem de materiais de alta resistência (XU et 

al., 2018). A usinagem a laser é um desses processos de usinagem não convencionais, e também 

recente, que tem demonstrado grande potencial, principalmente por causa da sua versatilidade 

de aplicações, como setores automobilísticos, indústria aeronáutica e eletrônica, estruturas 

civis, setor nuclear e em eletrodomésticos (RAO & KALYANKAR, 2014; DUBEY & 

YADAVA, 2008b).  

Uma das vantagens da usinagem a laser sobre os processos de usinagem convencionais 

é a remoção de material sem contato. A remoção de material da peça usinada é realizada com 

elevada precisão e sem desgaste de ferramenta. Na usinagem a laser, o mecanismo básico de 

remoção de material baseia-se na interação entre o laser e a matéria no estado sólido, através 

da focagem do laser sobre a superfície da peça e absorção da energia térmica transmitida ao 

material (KASMAN et al. 2012; GHOSAL & MANNA, 2013). Durante essa interação, a 

energia do laser se transforma em energia térmica. A intensidade dessa energia térmica aumenta 

a cada pulso do feixe. Assim, a temperatura da superfície aumenta rapidamente até a fusão e 

vaporização da peça e o material é removido camada por camada. A remoção do material da 

peça usinada é dada geralmente de duas formas: fornecimento de gás auxiliar com alguma 

pressão e pressão de vapor e plasma do material fundido (DARWISH et al., 2017). O processo 

de aquecimento e vaporização ocorre exclusivamente no ponto onde o laser está focado e a 

absorção de energia não afeta outras áreas do material (KASMAN et al., 2012). A Figura 1 

ilustra como ocorre a remoção de material da peça.  

A usinagem a laser poder ser realizada em uma vasta gama de materiais (DHARA et al., 

2008). Existe uma diferença entre a interação do feixe de laser com materiais metálicos e não 

metálicos, como polímeros. Nos materiais metálicos, o feixe de laser aquece e vaporiza o 

material na superfície, esse processo é chamado de sublimação de metal. Em materiais 

polímeros pode ocorrer a degradação de cadeias moleculares, devido à ação do laser 

(DARWISH et al., 2017). 
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Figura 1 – Remoção de material a laser. Fonte: próprio autor. 

 

Os processos de usinagem a laser envolvem parâmetros de entrada importantes, cada 

um dos quais desempenha um papel fundamental no processo. Alguns desses parâmetros são: 

potência do laser, frequência de pulso, intensidade de pulso, corrente da lâmpada, pressão do 

ar, largura de pulso, sobreposição, velocidade de varredura da fonte de laser, modo de varredura 

e abertura do laser. A maioria das medidas de desempenho do processo estão relacionados com 

a precisão dimensional e qualidade do produto. Assim, é de extrema necessidade o 

estabelecimento dos parâmetros adequados para o processo, no intuito de satisfazer os objetivos 

conflitantes do mesmo (RAO & KALYANKAR, 2014). A melhoria da qualidade das peças 

usinadas a laser pode ser feita através da otimização adequada e controle dos vários parâmetros 

de processo (GHOSAL & MANNA, 2013). 

 

2.1.1. Funcionamento do laser 

 

O conceito de quanta foi proposto por Planck em 1900. Ele afirmava que além das 

características de onda, a luz também tem uma natureza de partículas enquanto interagem com 

a matéria e troca energia na forma de fótons (PLANCK, 1900). O fundamento da teoria do laser 

foi iniciado por Albert Einstein com o conceito de emissão estimulada. Em 1957, Townes e 

Shalow produziram o primeiro laser chamado Ruby laser. A sigla LASER vem do inglês Light 

Amplification by Stimulated Emission of Radiation ou amplificação da luz por emissão 

estimulada de radiação. O laser é um feixe de radiação eletromagnética, produzido pela emissão 

estimulada dos fótons de alta energia. O elemento chave na produção de um laser é a 
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amplificação da luz obtida pela emissão estimulada devido aos fótons incidentes de alta energia. 

A radiação laser consiste numa onda eletromagnética gerada por um meio ativo. A luz de um 

laser difere da luz comum porque seus fótons estão na mesma frequência, fase e comprimento 

de onda. Assim, ao contrário dos feixes de luz comuns, os lasers são altamente direcionais, 

possuem alta densidade de potência e melhores características de foco. Estas características 

únicas dos lasers são úteis na usinagem de materiais.  

Industrialmente os materiais mais comuns utilizados como meio ativo são o dióxido de 

carbono CO2 e o neodímio Nd, que forma o laser Nd:YAG (Neodymium-doped Yttrium 

Aluminum Garnet - Nd:Y3Al5O12) (MEIJER, 2004). O princípio básico de funcionamento do 

laser (Figura 2) consiste em dois espelhos colocados de forma paralela formando um oscilador 

óptico, uma câmara de luz, onde a luz é refletida entre os dois espelhos, e o meio ativo, 

posicionado entre os dois espelhos, que permite a amplificação da luz por emissão estimulada 

(MEIJER, 2004). 

 

 

Figura 2– Funcionamento do laser. Fonte: próprio autor. 

 

Dependendo do tipo de feixe e do ajuste do foco, combinado com um rendimento 

eficiente, o laser pode ter várias aplicações: corte, soldagem, endurecimento superficial, 

gravação, entre outros. Os fenômenos físicos na interação do feixe de laser com qualquer 

material de substrato podem ser categorizados como reflexão, absorção, espalhamento e 

transmissão. No entanto, a indução de qualquer efeito na peça só é possível através da absorção 

do raio laser. A energia absorvida dos fótons depende do comprimento de onda do laser, do 

ângulo de incidência, da rugosidade da superfície, da temperatura do sólido e das características 

de absorção espectral do espectro do material da peça. A Figura 3 é uma representação 

esquemática do mecanismo do funcionamento do laser dentro de uma máquina de usinagem a 

laser.  
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Figura 3– Esquema do funcionamento de uma máquina de usinagem a laser (Adaptado de DUBEY & 

YADAVA, 2008). 

 

2.1.2. Tipos de laser 

 

Diferentes tipos de lasers estão disponíveis no mercado e podem ser classificados de 

acordo com o meio ativo que possuem. O meio ativo de um laser pode estar em estado sólido 

ou gasoso. Geralmente os lasers a gás são usados para modo contínuo e lasers sólidos para 

modo pulsado (MAJUMDAR & MANNA, 2003). A Tabela 2 apresenta alguns dos lasers em 

estado sólido e gasoso. 

Apesar de existir uma grande variedade de lasers, a escolha certa deve ser feita 

considerando o desempenho do laser numa situação específica. Algumas características 

precisam ser estudadas previamente para influenciarem positivamente no processo. O 

comprimento de onda e a duração dos pulsos de laser podem influenciar no resultado da 

usinagem. Os lasers podem ser utilizados com pulsos curtos e ultracurtos. Para pulsos 

ultracurtos a profundidade da difusão térmica deve ser igual ou menor do que a profundidade 

de penetração ótica, o que os distingue dos pulsos apenas curtos. Os comprimentos de onda dos 

lasers podem variar do ultravioleta aos infravermelhos. A Figura 4 mostra a variação da 

usinagem feita por diferentes lasers em vários materiais. 
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Tabela 2 – Tipos de lasers. 

Tipo de 

Laser 
Material do Laser 

Comprimento de 

onda  

Duração do 

pulso 
Frequência 

Lasers 

sólidos 

Nd:YAG (segundo 

harmônico) 
532 nm 

100–10 ns 50 Hz Nd:YAG (terceiro 

harmônico) 
355 nm 

Nd:YAG (quarto harmônico) 266 nm 

Nd:YVO4 1064 nm 2.8–7.9 ps 84 MHz a 77 GHz 

Nd:GdVO4 1053 nm 37 ps 100 MHz 

Nd:BEL 1070 nm 2.9–7.5 ps 
250 MHz a 

20 GHz 

Nd:LSB 1062 nm 1.6–208 ps 177–240 MHz 

Nd:vidro 1054 nm 7 ps  

Nd:VAN 750–870 nm   

Nd:YLF 1047–1053 nm 1.5–37 ps 
76 MHz a 

2.85 GHz 

Yb:YAG 1030 nm 340–730 fs 35–81 MHz 

Yb:vidro 1025–1082 nm 58–61 fs 112 MHz 

Yb:GdCOB8 1045 nm 90 fs 100 MHz 

Yb:KGW 1037 nm 176 fs 86 MHz 

Ti:safira 750–880 nm 6–150 fs 15 MHz a 2 GHz 

Cr:LiSAF9 800–880 nm 12–220 s 82–200 MHz 

Cr:LiCAF10 800–820 nm 20–170 fs 90–95 MHz 

Cr:LiSGaF11 830–895 nm 14–100 fs 71–119 MHz 

Cr:LiSCaF12 860 nm 90 fs 140 MHz 

Cr:Forsterite 1.21–1.29 µm 14–78 fs 81–100 MHz 

Cr:YAG 1.52 µm 44–120 fs 81 MHz a 1.2 GHz 

Lasers de fibra 1064 nm 100 ns 20–50 Hz 

Lasers de Diodo 0.8 µm   

Lasers de 

microprocessadores 
1064 nm Menos de 100 ps 100 kHz 

 

Lasers 

gasosos 

ArF 193 5–25 ns 1–1000 Hz 

KrF 248 2–60 ns 1–500 Hz 

XeCl 308 1–250 ns 1–500 Hz 

XeF 353 0.3–35 1–1000 Hz 

CO2 laser 10,600 200 µs 5 Hz 

Lasers de vapor de cobre 611–578 30 4–20 Hz 

Fonte: (SCHAEFFER, 2012). 
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(a) (b) 

Figura 4 – (a) Influência do comprimento de onda e (b) de diferentes tipos de laser (SCHAEFFER, 2012). 

 

Verifica-se então que a escolha do laser utilizado pode determinar a qualidade e o 

acabamento do produto. Nos processos de usinagem os lasers mais utilizados são o CO2 e o Nd: 

YAG devido às suas altas potências requeridas para o processamento dos materiais (PANDEY 

& DUBEY, 2012). 

• Laser CO2: 

Os lasers de CO2 possuem comprimento de onda de 10 mm na região do infravermelho. 

Tem alta potência média de feixe, melhor eficiência e boa qualidade de feixe, são adequados 

para corte de chapas metálicas em alta velocidade (PARANDOUSH & HOSSAIN, 2014), 

(PATEL, et al., 2010). Devido à sua baixa absorção, os lasers de CO2 não são muito utilizados 

na usinagem de materiais altamente refletivos e termicamente condutores, como o alumínio e 

suas ligas (PANDEY & DUBEY, 2012). 

• Laser ND:YAG 

Os lasers de Nd:YAG (granada de alumínio com ítrio dopado com neodímio; Nd: 

Y3Al5O12) têm comprimentos de onda mais curtos de cerca de 1μm, o que os torna adequados 

para usinagem de materiais refletivos, devido à maior absorção de luz em comparação aos lasers 

de CO2. Embora os lasers Nd: YAG operem com baixa potência, eles podem ser usados em 

modo pulsado com alta potência de pico para cortar materiais espessos. Materiais mais finos 

também podem ser usinados por lasers Nd: YAG usando duração de pulso curto 

(PARANDOUSH & HOSSAIN, 2014; PATEL, et al., 2010; KUMAR & KUMAR, 2018). 

O laser Nd:YAG funciona mais rápido que um sistema de laser de CO2. O Nd:YAG não 

consegue sustentar uma grande densidade de energia por muito tempo, isso pode causar uma 
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dificuldade em usinagens contínuas e pequenas. Por isso, em alguns casos, é adequado utilizar 

o sistema de troca Q (Q-switching) que faz com que o laser opere em modo pulsado em vários 

harmônicos diferentes. O comprimento de onda do laser Nd:YAG também afeta o 

processamento de materiais. Os 1064 nm são o comprimento de onda de emissão mais comum 

de Nd:YAG. No modo pulsado, o laser Nd:YAG oferece altas potências de pico em um curto 

período de tempo, aumentando o impacto térmico e possibilitando a perfuração através do 

material mais espesso com bom foco, que o torna adequado para perfurar diferentes materiais. 

O laser Nd:YAG é usado para corte, perfuração, marcação e outras aplicações em setores 

industriais, podendo também realizar micro-usinagem em metais, cerâmicas e polímeros 

(GAUTAM & PANDEY, 2018a). 

 

2.1.3. Material - Alumínio 

 

O alumínio e suas ligas são bastante utilizadas na indústria automotiva e aeronáutica 

devido às suas características físicas, mecânicas e tribológicas (SAKIN, 2018), sendo que outras 

aplicações são distribuídas na construção civil; em indústrias elétricas, eletromecânicas, 

eletrônicas e de embalagens (WEINGAERTNER, 1991). Entre as vantagens do uso do alumínio 

podemos citar: a sua alta resistência à corrosão sob a maioria das condições de trabalho; a 

formação de sais incolores na superfície, sem manchar ou descolorir produtos com os quais está 

em contato, tais como, tecido na indústria têxtil e soluções na indústria química; não produz 

reação tóxica; possui boa condutividade térmica e elétrica; alta refletividade, tanto para o calor, 

como para a luz; pode ser facilmente trabalhado em qualquer forma e aceita uma grande 

variedade de acabamentos superficiais. Em comparação com outros materiais leves, como 

magnésio e ligas de titânio, as ligas de alumínio oferecem maior desempenho nos processos de 

fundição, conformação e usinagem (SOARES et al., 2017). O alumínio é um material leve com 

baixo peso específico (2,7 g/cm3) (SAKIN, 2018) que possui ligas com resistência superiores 

às do aço estrutural, além de reduzir o impacto ambiental causado pelo consumo de energia 

(DAWIES et al., 2002).  

As ligas de alumínio usadas na aeronáutica são uma das mais promissoras para a 

implantação de usinagem a laser. Devido à sua alta refletividade e condutividade térmica, o 

alumínio e suas ligas são materiais difíceis de serem usinados a laser. Entretanto o laser Nd: 

YAG pode ser usado para a perfuração desses materiais altamente refletivos, por possuir boas 

características de foco, comprimento de onda curto e alta potência de pico (GAUTAM & 
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PANDEY, 2018b).  SANTOS et al., 2018 e BRAGANÇA et al., (2013) realizaram estudos 

sobre a liga de alumínio AA1050. 

 

2.2. Planejamento de experimentos 

 

Montgomery (2009) define experimento como sendo um teste ou uma série de testes 

nas quais propositais mudanças são feitas nas variáveis de entrada de um processo ou sistema, 

para que se possa observar e identificar as razões das mudanças que poderão ser observadas nas 

respostas. Planejamento de experimentos (DOE) é uma coleção de técnicas estatísticas capaz 

de gerar e analisar modelos experimentais em que vários fatores são variados simultaneamente. 

A metodologia visa planejar um delineamento experimental de modo que com dados 

apropriados chegue-se a boas conclusões, utilizando o número mínimo de experimentos. Assim, 

na análise das variáveis, a técnica DOE pode ajudar a avaliar a importância de cada fator na 

estimativa de eficiência de cada resposta, assim como também é útil para avaliar a significância 

estatística (LEME et al. 2014).   

A metodologia de planejamento de experimentos é geralmente utilizada para a avaliação 

de processos e sistemas. O processo é uma combinação de operações, máquinas, ferramentas, 

e outros recursos que transformam as entradas (geralmente materiais necessários para a 

realização dos experimentos) em saídas (respostas observáveis) (MONTGOMERY, 2009). As 

variáveis que interferem nas respostas são chamadas de fatores (ou parâmetros). Os fatores 

podem ser controláveis (aqueles que podem ser controlados de acordo com a necessidade do 

processo ou do experimentador) ou incontroláveis (também chamados de ruídos). 

O DOE pode ser utilizado quando se deseja determinar quais fatores mais influenciam 

as respostas, definir o ajuste dos fatores de modo que os valores desejados para as respostas 

sejam atingidos ou para que se possa minimizar a variação destas respostas. Pode-se ainda 

utilizar o DOE para definir como os ruídos interferem nas respostas. A aplicação das técnicas 

de DOE podem resultar em melhorias no rendimento dos processos; redução de variabilidade e 

aumento no nível de conformidade; redução do tempo de desenvolvimento e redução de custos. 

  Após a definição do problema, dos parâmetros e das respostas, é necessária a definição 

do projeto experimental, também chamado de arranjo experimental. Os arranjos experimentais 

podem ser de vários tipos como por exemplo: fatoriais (completos ou fracionados), de Taguchi, 

de superfícies de resposta e de misturas. 
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Existem diversos softwares estatísticos para auxiliar os experimentadores na criação e 

análise do arranjo escolhido. O experimentador pode entrar com as informações definidas, 

como o número de fatores e níveis, e esses programas vão apresentar uma seleção de arranjos 

possíveis. Esses programas geralmente fornecem uma planilha com a ordem dos experimentos, 

para guiar o experimentador na condução dos mesmos (MONTGOMERY, 2009). 

Segundo Paiva (2006), um bom planejamento de experimentos pode incluir a utilização 

de réplicas, de aleatorização e blocagem, que devem ser definidas durante a criação do arranjo. 

Com a utilização das réplicas, é possível criar uma variação para a variável de resposta que 

pode ser utilizada na avaliação da significância estatística do incremento experimental. A 

aleatorização dos experimentos garante um aumento da validade dos mesmos, pois aumenta a 

chance dos efeitos desconhecidos serem distribuídos através dos níveis dos fatores. A blocagem 

deve ser utilizada nos casos em que não é possível manter a homogeneidade das condições 

experimentais, pois através da utilização desta técnica é possível avaliar se a falta de 

homogeneidade interfere nos resultados. Esta técnica divide os experimentos em blocos, onde 

se presume que cada bloco é mais uniforme do que o todo. 

 

2.2.1. DOE Clássico x Taguchi 

 

O DOE  clássico é uma técnica estatística na qual os experimentos projetados são 

realizados sob condições controláveis para avaliar quais fatores têm um efeito significativo nas 

respostas do processo, a fim de otimizar rapidamente o desempenho dos sistemas (UY & 

TELFORD, 2009). A aplicação de técnicas de planejamento experimental provou ser muito 

eficaz na melhoria do rendimento de processos, reduzindo a variabilidade e garantindo a 

conformidade com os requisitos desejados, reduzindo o tempo de progressão e o custo de 

operação (KHADEMI et al., 2014). Ao utilizar o DOE os engenheiros podem verificar qual 

subconjunto das variáveis do processo tem maior influência sobre o desempenho do processo 

(ANTONY; CAPON, 1998). 

Um DOE do tipo fatorial completo leva em conta todas as possibilidades de 

combinações para um determinado conjunto de fatores e níveis. Em geral, um fatorial completo 

requer nk experimentos, onde n é o número de níveis e k é o número de fatores. A maior 

vantagem desse arranjo é que considera os principais efeitos das interações entre os fatores, 

providenciando assim uma visão completa do processo. Entretanto, é necessário um grande 

número de experimentos que podem ser demorados e dispendiosos. Em comparação com um 
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DOE clássico, a utilização de um arranjo de Taguchi pode gerar uma grande economia na 

realização dos experimentos. Os arranjos de Taguchi são ditos ortogonais, e tem um número 

reduzido de experimentos. Denotados por Lx, onde x é o número de experimentos que deverão 

ser realizados (LAXMAN & RAJ, 2015).  

Taguchi formalizou o método fatorial DOE fracionário e publicou uma biblioteca de 

matrizes ortogonais, que reduziu significativamente o número de experimentos necessários. A 

ortogonalidade do DOE permite a separação dos efeitos individuais de cada uma das várias 

variáveis. Detalhes dos arranjos ortogonais de Taguchi podem ser encontrados na literatura. 

Outra diferença entre o DOE via tradicional e o método Taguchi é como os dados coletados são 

analisados. Na análise tradicional, os valores médios dos dados de resposta são usados, 

enquanto o método de Taguchi utiliza tanto a média quanto a variação de dados. Portanto, 

espera-se que o método Taguchi produza melhores resultados, pois garante a mais alta 

qualidade com mínima variação. Taguchi propôs a relação sinal ruído (Signal to Noise - SNR) 

como uma ferramenta de análise quantitativa para otimizar o resultado de um processo. Taguchi 

classifica as características de qualidade em três categorias: quanto menor, melhor; quanto 

maior, melhor e de alvo. A fórmula para calcular a relação SNR depende do tipo de 

características de qualidade investigadas. 

O Taguchi DOE concentra-se na robustez do produto ou processo contra influências 

incontroláveis ou ruído. O método é projetado para reduzir a variabilidade e otimizar a função 

ou o desempenho. É uma modificação do conceito clássico do DOE (ANTONY, 2006). O 

método aplica duas matrizes, uma matriz interna para os fatores de controle e uma matriz 

externa para fatores de ruído. Isso é no lugar de um único arranjo no DOE clássico. A estratégia 

é quantificar a interação SNR entre os fatores de controle e ruído, assim como as interações 

fator-a-fator são quantificadas no DOE clássico (KHADEMI et al., 2014). ISLAM & 

PRAMANIK, (2016) fizeram uma comparação entre um DOE clássico e um de Taguchi para o 

mesmo experimento e concluíram que ao utilizar o arranjo de Taguchi conseguiu-se um 

resultado similar ao do arranjo fatorial clássico, com uma economia de 88,9% na realização dos 

experimentos.  

 

2.3. Otimização Multiobjetivo  

 

Otimização é o ato de obter o melhor resultado para um sistema ou processo, sob 

determinadas circunstâncias. A otimização é a combinação dos fatores que levam a melhor 
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resposta de um problema (RAO, 2009). A finalidade da solução de um Problema de Otimização 

Multiobjetivo (Multiobjective Optimization Problem  - MOP) é a determinação de um vetor de 

variáveis de decisão x = {x1, x2, ..., xn} que otimiza o vetor de funções objetivo F(x) = {f1(x), 

f2(x), ..., fm(x)}, dentro de uma região de solução viável (BARIL et al. 2011). O MOP pode ser 

formulado de acordo com a Equação 1, onde hi(x) são restrições de igualdade, gj (x) são 

restrições de desigualdade e xmin e xmax são, respectivamente, os limites mínimo e máximo para 

o vetor de variáveis (GOMES, 2013). 

 

maxmin
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A otimização de um MOP leva a um conjunto de soluções denominadas Pareto-ótimas 

e, segundo Rao (2009), este conceito é de grande relevância para problemas deste tipo. 

Considera-se uma solução viável x* como Pareto-ótima quando não existe nenhum outro vetor 

de solução x tal que fi (x) ≤ fi (x*), para i = 1, 2,..., m, com fj (x) < fi (x*), em pelo menos um 

objetivo j. Como não há uma solução global para um MOP, a tarefa essencial dos métodos de 

otimização multiobjetivo é identificar um conjunto de soluções Pareto-ótimas que, juntas, 

delimitam a fronteira de eficiência do problema, conhecida como Fronteira de Pareto 

(MARLER & ARORA, 2004; KULTUREL-KONAK et al., 2006).  

 

2.3.1. Desirability 

 

O método Desirability foi um dos primeiros métodos propostos para a otimização de 

múltiplas respostas, desenvolvido inicialmente por Harrington (1965) e, posteriormente, 

aprimorado e disseminado por Derringer e Suich (1980). Desirability é um método multicritério 

que pode ser utilizado para determinar as melhores condições de ajuste de processo, 

possibilitando uma otimização simultânea de múltiplas respostas. Com isso, melhores 

condições de respostas são obtidas simultaneamente, minimizando, maximizando ou buscando 

valores nominais de especificações, dependendo da situação mais conveniente para o processo 

(VAN GYSEGHEM et al., 2004). 

Uma das vantagens deste método é que as funções objetivo são balanceadas de acordo 

com sua importância no processo ou produto final, dentro de uma mesma escala (entre 0 e 1), 

permitindo que elas sejam ponderadas simultaneamente de modo adimensional (DERRINGER, 

1994). Sua desvantagem, no entanto, é que este método desconsidera a existência de variância-
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covariância entre as respostas, o que pode acabar favorecendo a obtenção de soluções 

inadequadas (WU, 2005; KO et al., 2005).  

A simplicidade na sua utilização faz com que o Desirability seja bastante conhecido e 

utilizado na otimização de processos. Segundo (PAIVA, 2006), esse método reduz um 

problema multivariado em univariado por meio de um princípio simples que consiste, 

basicamente, no estabelecimento de uma relação entre as respostas e as variáveis independentes. 

Em seguida é feita a aplicação do algoritmo proposto por Harrington (1965) para a 

transformação de cada uma das respostas em uma função única 𝑑𝑖 pertencente ao intervalo 0 e 

1, isto é 0 ≤ 𝑑𝑖 ≤ 1, sendo que  𝑑𝑖 = 0 representa uma resposta fora da região aceitável, 

enquanto 𝑑𝑖 = 1 é o objetivo (target), que se deseja atingir para a resposta (MYERS et al., 

2009). 

O objetivo final é maximizar o Desirability Global (D) que é representado pela média 

geométrica de cada uma das funções individuais (d) das respostas que se deseja otimizar, 

Equação 2, em que m representa o número de respostas. 

𝐷 = (𝑑1(𝑌1)𝑑2(𝑌2)…𝑑𝑚(𝑌𝑚))
1 𝑚⁄  ( 2 ) 

  

De acordo com PAIVA, (2006), nos casos em que cada uma das respostas apresenta 

importâncias diferentes, a Equação 3 é utilizada, em que 𝑔𝑖 representa o grau de importância 

individual de cada função e G a soma deles. 

𝐷 = [∏𝑑𝑖
𝑔𝑖(𝑌𝑖)̂

𝑛

𝑖=1

]

1
𝐺

 
 ( 3 ) 

 

  A vantagem de se utilizar a média geométrica é que a solução global é alcançada de 

modo balanceado, o que permite que as variáveis de interesse (saída) alcancem os valores 

desejados dentro das especificações impostas no algoritmo, que vai variar conforme o tipo de 

otimização que se deseja realizar em cada resposta, isto é, minimização, normalização ou 

maximização (PAIVA, 2006).  

Segundo Myers et al. (2009) e Montgomery (2013), para maximizar uma função deve-

se utilizar a Equação 4, em que T e L são o valor máximo e mínimo da resposta, 

respectivamente.  

𝑑 = {

0                        𝑦 < 𝐿          

(
𝑦 − 𝐿

𝑇 − 𝐿
)
𝑟

    𝐿 ≤ 𝑦 ≤ 𝑇           

1                        𝑦 > 𝑇             

 
( 4 ) 
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Onde r é a ponderação das funções. Quando r = 1, a função é linear; para r > 1, os 

valores se de 𝑑𝑖 se aproximarão de T e, quando r < 1 a função 𝑑𝑖 terá menor importância, 

portanto esta escolha é aconselhável quando não houver problema em se encontrar valores da 

resposta inferiores ao dos limites pré-estabelecidos, conforme detalhado na Erro! Fonte de r

eferência não encontrada. (PAIVA, 2006; MYERS et al., 2009; MONTGOMERY, 2013). 

Quando o objetivo da resposta é a minimização deve-se aplicar a fórmula apresentada na 

Equação 5. 

𝑑 = {

1                        𝑦 < 𝑇          

(
𝐻 − 𝑦

𝐻 − 𝑇
)
𝑟

    𝑇 ≤ 𝑦 ≤ 𝐻           

0                        𝑦 > 𝐻             

 

 ( 5 ) 

 

 

 

Tabela 3 - Relação de importância entre o alvo e os limites do Desirability (PAIVA, 2006). 

 

Peso < 1 (valor mínimo = 0,1) 

 

Menor ênfase no alvo 

 

Peso  = 1 

 

Importância alvo = Importância limites 

 

Peso > 1 

 

Maior ênfase no alvo 

 

Nos casos em que se deseja atingir um objetivo específico, um determinado valor alvo 

entre o mínimo e máximo, utiliza-se a Equação 6. A Tabela 4 apresenta o método Desirability 

para todas as funções (minimização, normalização e maximização).  
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𝑑 =

{
 
 

 
 
0                        𝑦 < 𝐿          

(
𝑦 − 𝐿

𝑇 − 𝐿
)
𝑟

    𝐿 ≤ 𝑦 ≤ 𝑇      

(
𝐻 − 𝑦

𝐻 − 𝑇
)
𝑟

    𝑇 ≤ 𝑦 ≤ 𝐻        

0                        𝑦 > 𝐻             

  ( 6 ) 

 

 

Tabela 4 - Objetivos de otimização do método Desirability. Adaptado de (SALGADO JÚNIOR, 2010). 

Objetivo Características Representação 

Minimização 
Acima de H → d = 0 

Abaixo de T → d = 1 

 

Normalização 

Acima de H ou abaixo de L 

→ d = 0 

Igual à T → d = 1 

 

Maximização 
Abaixo de L → d = 0 

Acima de T → d = 1 

 

 

2.3.2. Análise relacional Grey 

 

A teoria Grey, desenvolvida por Deng em 1989, tem sido aplicada nos mais variados 

campos de pesquisa como sistemas sociais, ecologia, economia, produção, geografia, 

tráfego, gerenciamento, educação etc. Foca em situações onde há a incerteza, variedade 

de dados de entrada, dados discretos e informações insuficientes para a tomada de 

decisão. A análise relacional Grey (GRA) é um método de otimização multiobjetivo 
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que converte várias respostas em um único objetivo (SRINIVASAN et al., 2018). GRA 

é uma poderosa ferramenta de análise de processos com múltiplas características de 

desempenho (JAGADISH & RAY, 2016). O desempenho geral do experimento depende 

dos graus relacionais de Grey (GRG). Neste método, todas as características de desempenho 

são convertidas em um único GRG.               

No GRA, o preto representa a não informação e o branco representa todas as 

informações. Um sistema tem um nível de informação entre preto e branco (cinza – do inglês 

grey). A vantagem de GRA sobre os métodos estatísticos convencionais é requer apenas 

dados parciais para estimar o comportamento de um sistema incerto (PRIYADARSHINI et 

al., 2015). Ele também apresenta uma solução eficiente para problemas que possuem 

variáveis de entrada discretas. A principal função do GRA é indicar o grau entre as sessões 

utilizando o método de medição discreta (VASUDEVAN et al., 2018). 

A GRA utiliza a informação do sistema Grey para comparar dinamicamente cada 

fator quantitativamente, baseado no nível de similaridade e variabilidade entre todos os 

fatores para estabelecer a sua relação. É um método para analisar o grau de 

relacionamento para sequências discretas (PRADHAN, 2013).  

O intuito da GRA é transformar a performance de todas as características em uma 

sequência de comparabilidade. Esse passo é chamado construção relacional Grey. De acordo 

com essas sequências a sequência de referência é definida. Então, os coeficientes relacionais 

de Grey entre as sequências de comparabilidade e a de referência são calculados. 

Finalmente, baseado nos coeficientes, é calculado o GRG entre a sequência de referência e 

cada sequência de comparabilidade. A sequência de comparabilidade que possuir o maior 

grau, será a melhor escolha (KUO et al., 2008).  

O GRG indica o nível de associação entre a sequência de referência e a sequência 

de comparabilidade. Um maior valor de grau relacional cinza infere um grau relacional mais 

forte entre a sequência comparativa e referencial (ideal). Por exemplo, se as duas sequências 

são coincidências idênticas, então GRG é igual a 1. Esta nota também especifica o grau de 

influência que as sequências de comparabilidade poderiam empregar sobre a sequência de 

referência. Consequentemente, se uma sequência de comparabilidade específica é mais vital 

para a sequência de referência do que as outras sequências de comparabilidade, então o 

GRG para essa sequência de comparabilidade será maior que o outro. Assim, a análise cinza 

é essencialmente uma medida do valor absoluto. A aplicação da GRA é dada a partir dos 

seguintes passos: 
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Passo 1: Normalização das respostas experimentais 

As respostas devem ser normalizadas através das Equações 7 e 8 de acordo com o 

objetivo da otimização: maximização ou minimização, respectivamente. 

𝑦(𝑖) =  
𝑥𝑘(𝑖) − 𝑚𝑖𝑛𝑥𝑘(𝑖)

𝑚𝑎𝑥𝑥𝑘(𝑖) − 𝑚𝑖𝑛𝑥𝑘(𝑖)
 

                                                          ( 7 ) 

 

𝑦(𝑖) =  
𝑚𝑎𝑥𝑥𝑘(𝑖) − 𝑥𝑘(𝑖)

𝑚𝑎𝑥𝑥𝑘(𝑖) − 𝑚𝑖𝑛𝑥𝑘(𝑖)
 

                                                          ( 8 ) 

 

Onde k = 1, 2, ..., n; i = 1, 2, ..., m; 𝑦(𝑖) são os valores após a construção relacional Grey 

de 𝑥𝑘(𝑖) para k respostas; 𝑚𝑖𝑛𝑥𝑘(𝑖) é o valor mínimo de𝑥𝑘(𝑖), 𝑚𝑎𝑥𝑥𝑘(𝑖) é o valor máximo de 

𝑥𝑘(𝑖); m é o número de experimentos n é o número de respostas experimentais. 

Passo 2: Cálculo dos coeficientes de Grey para as respostas normalizadas 

Os coeficientes de Grey são calculados a partir da Equação 9: 

𝜉𝑘(𝑖) =
Δ𝑚𝑖𝑛 + ζ ∗ Δ𝑚𝑎𝑥
Δ0𝑘(𝑖) + ζ ∗ Δ𝑚𝑎𝑥

 
( 9 ) 

Δ0𝑘(𝑖) = |𝑦0(𝑖) − 𝑦𝑘(𝑖)|  

Δ𝑚𝑖𝑛 = 𝑚𝑖𝑛(𝑚𝑖𝑛Δ0𝑘(𝑖))  

Δ𝑚𝑎𝑥 = 𝑚𝑎𝑥(𝑚𝑎𝑥Δ0𝑘(𝑖))  

Onde: Δ0𝑘(𝑖), 𝑦0(𝑖), e y𝑘(𝑖) são as sequências de desvio, referência e comparação, 

respectivamente; 𝜁 ∈ (0, 1) é o coeficiente de diferenciação que, geralmente, é utilizado como 

0,5 (CHEN et al., 2017; JAGADISH & RAY, 2016; DEEPANRAJ; et al., 2017). 

Passo 3: Construção dos graus relacionais Grey 

 Os graus relacionais de Grey são calculados a partir da soma dos coeficientes de Grey 

divididos pelo número total de respostas, como mostra a Equação 10:  

𝛾(𝑖) =
1

𝑛
∑ 𝜉𝑘(𝑖)

𝑛

𝑘=1
 

                                                                             ( 10 ) 

 

Onde 𝜉𝑘(𝑖) são os coeficientes relacionais Grey. A partir dos GRG calculados é 

estabelecido uma classificação de acordo com os valores obtidos. Quanto maior for o valor do 

GRG melhor é o ponto experimental dentre os testados pelo método. GRA é comumente 

utilizado em conjunto com outros métodos para melhoria da otimização (JAGADISH & RAY, 

2016; ADALARASAN et al., 2014; SANKAR et al., 2015; CHEN et al., 2017; THORAT & 
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THAKUR, 2018), a seguir são apresentadas as combinações de GRA com o método de Taguchi 

e com a técnica de PCA. 

 

• Método de Taguchi combinado com análise relacional Grey 

O método de Taguchi GRA é uma combinação que acrescenta ao GRA a transformação 

Sinal Ruído de Taguchi. Antes das respostas serem normalizadas pelas Equações 7 e 8, deve-

se calcular a razão SNR de Taguchi para as respostas, utilizando as seguintes fórmulas de 

acordo com o objetivo de cada resposta. Onde n=número de repetições 𝑦𝑖𝑗 =valor de resposta 

observado; i = 1, 2, .... n e j = 1, 2, ... k. 

 

Maximização 
𝑆𝑁𝑅(𝜂) = −10𝑙𝑜𝑔10 (

1

𝑛
)∑

1

𝑦𝑖𝑗
2

𝑛

𝑖=1

 

 

( 11 ) 

Alvo 
𝑆𝑁𝑅(𝜂) = 10𝑙𝑜𝑔10 (

𝜇2

𝜎2
) 

𝜇 =
𝑦1 + 𝑦2 +⋯+ 𝑦𝑛

𝑛
           𝜎2 =

∑(𝑦𝑖 − �̅�)

𝑛 − 1
 

 

      ( 12 ) 

 

Minimização 
𝑆𝑁𝑅(𝜂) = −10𝑙𝑜𝑔10 (

1

𝑛
)∑𝑦𝑖𝑗

2

𝑛

𝑖=1

 
      ( 13 ) 

 

  

Após a transformação SNR de Taguchi todas as etapas do GRA deverão ser seguidas, 

até o cálculo dos GRG e a classificação final, para encontrar o melhor ponto experimental do 

arranjo (ANTIL et al., 2018). Alguns trabalhos (CHEN et al., 2015; ZHOU et al, 2017) 

apresentam ainda mais um passo, depois do cálculo dos GRG, é um cálculo baseado nas médias 

dos GRG para encontrar os melhores valores dos fatores operacionais para as respostas 

estudadas. Para o caso de um arranjo L16 as médias dos valores do GRG dos seguintes pontos 

experimentais (Tabela 5) devem ser calculadas e então, para cada fator, o nível que apresentar 

o maior valor será o nível que otimizará as respostas. 
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Tabela 5 – Médias dos GRG para encontrar os melhores níveis para os parâmetros de entrada. 

Parâmetro/Nível 1 2 3 4 

A 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

B 1 5 9 13 2 6 10 14 3 7 11 15 4 8 12 16 

C 1 6 11 16 2 5 12 15 3 8 9 14  4 7 10 13 

 

• Análise relacional Grey combinado com análise de componentes principais 

A PCA pode ser utilizada como um método de ponderação para a GRA (CHEN et al., 

2017; PORWAL et al., 2013; CHINNAIYAN & JEEVANANTHAM, 2014; DATTA et al., 

2009, KAUSHIK & SINGHAL, 2018). Nesse caso, a PCA é rodada em cima dos coeficientes 

Grey (Passo 2); os componentes principais são analisados a partir de seus autovalores e 

porcentagem acumulada de explicação do modelo, e, os autovetores são utilizados como 

ponderação no cálculo do GRG, como na Equação 14, onde 𝑊𝑖 são os valores dos autovetores 

ao quadrado. 

𝛾(𝑖) =
1

𝑛
∑ 𝑊𝑖 ∗ 𝜉𝑘(𝑖)

𝑛

𝑘=1
 

                                                                             ( 14 ) 

 

• Análise de componentes principais combinado com análise relacional Grey 

A PCA também pode ser utilizada antes do GRA. Assim como no método de Taguchi 

GRA, nesse caso, também é feita a transformação SNR nas respostas. A PCA é então aplicada 

e pode então reduzir a dimensionalidade do problema.  Assim os passos da GRA serão 

realizados em cima dos scores dos PCs selecionados (VASUDEVAN et al., 2018). 

 

2.3.3. Método de Interseção Normal a Fronteira 

O NBI é uma das opções mais adequadas para a solução de problemas de otimização 

multiobjetivo. Das e Dennis (1998) propuseram o método NBI mostrando ser possível a 

construção de fronteiras contínuas e uniformemente distribuídas, independentemente da 

distribuição dos pesos ou das escalas relativas entre as diversas funções objetivo. NBI é um 

método capaz de encontrar uma dispersão uniforme de soluções ótimas de Pareto. Usando a 

maximização de um escalar t, perpendicular à linha de utopia, várias soluções ótimas de Pareto 

podem ser encontradas mudando os pesos escolhidos de forma recursiva. Um conjunto de 

restrições envolvendo a matriz Φ dos ótimos individuais de cada função objetivo, um vetor de 
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pesos β , representando diferentes pontos ao longo da linha de Utopia, um vetor quasi-normal 

n̂ e um vetor de funções objetivo normalizadas ( )xF .  Podem ser introduzidos para garantir 

uma distribuição equiespaçada dos pontos sobre a superfície de Pareto. Após a normalização 

da matriz Φ , a formulação NBI pode ser escrita como na Equação 15: 

( )

( )
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0)(        
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O NBI pode ser entendido como uma linha perpendicular à linha de utopia ou a 

“envoltória convexa de mínimos individuais” (CHIM - Convex Hull of Individual Minima) em 

um ponto que é mais longe da CHIM. A linha normal é definida como 

( )    TT
zyxftzyxt 000000 +=


r , em que t é um escalar. Em outras palavras, é 

necessário apenas um ponto no plano ou superfície e um vector de direção específica para a sua 

construção. Considerando-se que a t é a distância entre P0 (em qualquer ponto da CHIM) e um 

ponto de Pmax (um ponto na Fronteira de Pareto), quando t é um máximo, a linha normal irá 

interceptar o limite mantendo a ortogonalidade. Esta condição será repetida para qualquer ponto 

na CHIM representada pelo vetor de pesos. Isto é, essencialmente, a natureza do método NBI.  

O primeiro passo a ser executado no método NBI compreende o cálculo dos elementos 

da matriz payoff Φ , dados pelos valores de mínimos ( )**

ii xf  e máximos ( )*

ii xf das i-ésimas  

funções objetivo ( )xf i
. As funções objetivo são normalizados utilizando valores de ( )**

ii xf e 

( )*

ii xf , um vetor com o conjunto de mínimos individuais, como

( ) ( ) ( ) T*****

1

*

1 ,,,, mmii

U xfxfxff = , e um vetor com os pontos de Nadir ( )*

ii xf , como

( ) ( ) ( ) T***

11 ,,,, mmii

N xfxfxff = . Este vetor corresponde aos piores valores para a cada 

função objetivo. Estes resultados são condensados na matriz payoff Φ , dada pela Equação 16:  
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A normalização das funções objetivo pode ser obtida aplicando-se: 

( )
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Esta normalização conduz, consequentemente, à normalização da matriz payoff Φ . 

Como a maioria dos métodos de otimização multiobjetivo, a principal desvantagem do NBI é 

o grande número dos subproblemas que devem ser resolvidos para se obter o conjunto de 

soluções Pareto ótimas. Geralmente, o número de subproblemas é igual ao número de 

combinações 
1++ pn

pC , em que n é o número de funções objetivo e p representa o inverso do 

espaçamento entre os pesos adotados (MONTGOMERY, 2013). O número de combinações é 

dado por: 
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Como a discussão acima mencionada, é muito comum a presença de funções objetivo 

correlacionados nos problemas de otimização multiobjetivo. Assim, se uma certa quantidade 

de correlação está presente, algumas técnicas de estatística multivariada como PCA podem ser 

utilizadas para eliminar a correlação e para reduzir o número de funções. Supondo-se que o 

conjunto original de função objetivo pode ser reduzido a apenas duas principais equações de 

componentes, a formulação NBI pode ser simplificada para o caso biobjetivo, e ser escrita como 

na Equação 19.  Onde: ( )x1f  e ( )x2f  representam duas funções objetivo escalonadas 

(normalizadas). 
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Figura 5 - Fronteira de Pareto construída através do método NBI. Fonte: próprio autor. 

 

A Figura 5 apresenta uma Fronteira de Pareto construída através do método NBI. Há 

várias aplicações do método NBI em problemas de engenharia. Alguns exemplos são citados a 

seguir. Ahmadi et al., (2015) avaliaram a eficiência do método NBI para a otimização de 

despachos de sistemas geradores hidrotérmicos no regime de curto prazo com objetivo de 

minimizar o custo total de operação com concomitante minimização da emissão de poluentes 

das plantas térmicas. Costa et al. (2015) e Brito et al. (2014) aplicaram o método NBI na 

otimização das rugosidades de peças em processo de fresamento de topo do aço ABNT 1045. 

Aalae, et al. (2015) aplicaram o NBI para a otimização do formato e do design de latas para 

aerossóis. Ganesan et al. (2013) utilizaram o NBI para otimizar o processo de fundição por 

moldagem com areia verde. Aghaei et al. (2013) utilizaram o NBI em um modelo multiperíodo 

e multiobjetivo do planejamento da expansão da geração, incorporando fontes de energia 

sustentáveis. Belinato et al. (2017) aplicaram o NBI na otimização do processo de LBM. 

 

2.3.4. Análise de componente principais 

 

Análise de Componentes Principais (PCA) foi proposta por Pearson em 1901 e 

desenvolvida por Hotelling em 1933 (Paiva et al., 2009). A PCA tem uma extensa gama de 

aplicações. Basicamente, sua utilidade está na redução de dimensionalidade de vetores de 

entradas ou de saídas em determinados equacionamentos (COSTA et al., 2016). Essa técnica 

dedica-se a explicar a estrutura de variância-covariância existente em um conjunto de dados, 

utilizando-se combinações lineares das variáveis originais. Os objetivos principais da PCA são: 

a redução de dimensionalidade, e a interpretação de dados (JOHNSON & WICHERN, 2007). 
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A análise de dados estatísticos pode ter a PCA como um passo intermediário que 

geralmente revela relacionamentos que não seriam previamente identificados com o conjunto 

original, o que resulta em uma interpretação mais abrangente do fenômeno (JOHNSON & 

WICHERN 2002). PCA é uma técnica de análise multivariada capaz de representar as respostas 

originais em um pequeno número de variáveis latentes não correlacionadas (COSTA et al., 

2016). De acordo com Paiva et al. (2009) o conjunto de dados reduzido consiste de 

componentes individuais ou múltiplos chamados de Componentes Principais (PC – Principal 

Components) e são classificados a partir da mais alta variância para a menor. 

Segundo Johnson e Wichern (2002) quando algumas funções objetivo 

𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), … , 𝑓𝑝(𝑥) são correlacionadas com valores escritos em termos de um vetor aleatório 

𝑌𝑇 = [𝑌1, 𝑌2, … , 𝑌𝑝 tendo Ʃ como a matriz variância- covariância associada a esse vetor, então 

Ʃ pode ser fatorada em pares autovalores-autovetores (𝜆𝑖, 𝑒𝑖), … ,≥ (𝜆𝑝, 𝑒𝑝), onde (𝜆𝑖 ≥ 𝜆2 ≥

⋯ ≥ 𝜆𝑝 ≥ 0), assim como a i-ésima combinação linear não correlacionada por ser indicada por 

𝑃𝐶1 = 𝑒𝑖
𝑇𝑌 =  𝑒1𝑖

𝑇𝑌1 + 𝑒2𝑖
𝑇𝑌2 +⋯+ 𝑒𝑝𝑖

𝑇𝑌𝑝, com 𝑖 = 1, 2, … , 𝑝. 

O i-ésimo componente principal pode ser obtido com a maximização da combinação 

linear. Um conjunto de variáveis originais podem ser substituídos por combinações lineares não 

correlacionadas na forma de componentes principais que podem ser expressas em termos de 

uma matriz, definida como (JOHNSON & WICHERN, 2007): 
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Sendo 𝑥𝑝𝑛  uma observação randômica, px  a média das p respostas, pps  o desvio 

padrão, p as resposta e [E] a matriz dos autovetores. Muitos métodos têm sido propostos para 

determinar o número de componentes principais k, entre eles destacam-se: o modelo Broken 

Stick (vara quebrada), critério de Kaiser, diagrama Log – autovalor (LEV- Log-Eigenvalue), 

Procedimento de correlação parcial de Velicer, validação cruzada, percentuais cumulativos do 

total de variância e teste de Bartlett para a igualdade de valores próprios. 

O critério de Kaiser é o método mais popular para a seleção dos componentes principais 

(COSTA et al., 2016). O critério de Kaiser seleciona apenas os componentes principais que 
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possuem autovalores maiores do que um, e variância cumulativa maiores que 80% para 

substituir as respostas iniciais. Este critério é adequado quando utilizado com a matriz de 

correlação (PAIVA et al., 2007). 

Outro aspecto necessário na associação de PCA está relacionada com o tipo de 

otimização que as funções objetivo multivariadas devem seguir. Numa abordagem de superfície 

de resposta (Response Surface Methodology - RSM) os sentidos de otimização podem ou não 

ser iguais. Para o caso de serem diferentes, Paiva et al. (2007) otimiza as funções dos 

componentes principais baseando-se na correlação entre os componentes principais 

significativos e cada resposta original, isto é, para a correlação positiva entre um componente 

principal e uma resposta original específico, ambas as funções serão tem o mesmo sentido de 

otimização. Para correlação negativa entre a principal pontuação da componente e uma resposta 

original específico, as funções terão direção diferentes da otimização. 

A PCA tem muitas aplicações possíveis. Neste projeto, os escores serão utilizados como 

novas funções objetivo (ou, novos eixos da Superfície ou Fronteira de Pareto) em um problema 

de otimização multiobjetivos resolvido pelo algoritmo NBI. Assim, se um problema 

multiobjetivo original tem p funções objetivo, depois da redução de dimensionalidade e 

agrupamento das funções objetivo originais, o problema terá r funções objetivo de escores. 

Assim, a Fronteira de Pareto poderá ser construída para grupos de funções. Pode-se então 

aplicar o método NBI para problemas de otimização multiobjetivo de grande dimensionalidade 

a um problema de otimização que envolve modelos de Superfície de Resposta. 

 

2.3.5. Análise fatorial 

 

Análise Fatorial é uma técnica estatística multivariada capaz de descrever em alguns 

poucos fatores latentes (reais mais não observáveis) relacionamentos de covariância entre 

muitas variáveis. Supondo que estas variáveis possam ser agrupadas por suas correlações, todas 

as variáveis que pertencem a um grupo específico serão altamente correlacionadas entre si, 

porém possuirão correlações muito baixas com variáveis de outros grupos (JOHNSON & 

WICHERN, 2002). A FA pode ser considerada como uma extensão da PCA. 

Um modelo fatorial postula que um vetor aleatório X, com p componentes, com um 

respectivo vetor de médias µ e matriz de variância-covariância Σ, é linearmente dependente de 

algumas variáveis aleatórias não F1, F2, …, Fm, denominadas Fatores comuns, e p fontes 

adicionais de variação denominadas erros (ou, fatores específicos), tal que: 
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Na Equação 21, L é a matriz de carregamento dos fatores que pode ser calculada a partir 

de uma decomposição espectral da matriz de variância-covariância, tal que: 
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Os carregamentos fatoriais (factor loadings - FL) são, portanto, os autovetores da matriz 

de variância-covariância Σ escalonados pela raiz quadrada dos respectivos autovalores, j . 

Como a covariância pode ser escrita como ( )( )TμXμXΣ −−= E , então, tem-se que: 

( )( )  ( )( )  ( )( ) TTTTT
εFLεLFεLFεLFμXμXΣ ++=++=−−= EEE  

                           ( 23 ) 

 

Logo: 

( ) ( ) ( ) TTTTTT
εεεLFFLεFLLFΣ +++= E  

                                                                           ( 24 ) 

 

Portanto: 

( ) ( ) ( ) ( ) ΨLLεεFεLLεFLFFLΣ
TTTTTT

I
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EEEE

00
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Onde Ψ é a matriz diagonal formada pelas variâncias específicas i , tal que 

22

iii h−= . O termo 2

ih  denomina-se “comunalidade” e é calculado como a soma de 

quadrados dos carregamentos fatoriais associados à i-ésima variável dos m fatores comuns. 

Como na teoria dos Componentes Principais, um conjunto original de dados pode ser também 

representado por fatores não correlacionados denominados “Escores Fatoriais” apenas 

considerando a matriz de dados originais padronizados Z e a matriz de carregamentos L, tal 

que: 

( ) 1−
= LLLZF

T
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Os carregamentos L podem ainda ser rotacionados em várias direções usando uma 

transformação ortogonal de modo que uma estrutura de fatores mais simples seja alcançada, 

isto é, o método de rotação fatorial pode conduzir à separação das variáveis originais em grupos 

mais fáceis de serem interpretados. O carregamento rotacionado L* pode ser calculado como: 
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LTL =* , onde ITTTT
TT == . Esta transformação não altera as comunalidades e as variâncias 

específicas. 

Existem vários métodos de rotação fatorial. O mais efetivo, porém, é o método Varimax 

que utiliza coeficientes rotacionados que são escalonados pela raiz quadrada das 

comunalidades, tal que iijij ĥ
~~ **  = . O objetivo do método Varimax é obter apenas alguns pesos 

significativos com os demais pesos sendo igualados a zero. Desse modo, o método pressupõe 

que a variância total entre os pesos de cada componente seja maximizada, tal que: 
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A FA com escores rotacionados tem muitas aplicações possíveis. Neste projeto, os 

escores rotacionados serão utilizados como novas funções objetivo (ou, novos eixos da 

Superfície ou Fronteira de Pareto) em um problema de otimização multiobjetivos resolvido pelo 

algoritmo NBI. Assim, se um problema multiobjetivos original tem p funções objetivo, depois 

da redução de dimensionalidade e agrupamento das funções objetivo originais, o problema terá 

r funções objetivo de escores rotacionados. A Fronteira de Pareto poderá ser construída para 

grupos de funções. Pode-se então, aplicar o método NBI para problemas de otimização 

multiobjetivos de grande dimensionalidade ou a um problema de otimização estocástica que 

envolve modelos de Superfície de Resposta. 

 

2.4. Análise de custo 

 

O custo é um fator importante para qualquer tipo de atividade. Nos processos de 

usinagem a laser, o custo da energia elétrica tem uma grande influência no custo total do 

processo. O sistema elétrico brasileiro possui diferentes tarifas que podem ser contratadas por 

empresas.  Costa, (2017) desenvolveu um estudo sobre custos de processos de usinagem 

baseado no sitema tarifário brasileiro.  

A Tabela 6 apresenta os valores de tarifas aplicadada durante o ano de 2015 sobre os 

consumidores de energia de média tensão (grupo A4), enquadrados em três Modalidades de 

tarifárias (M): Convencional (C), Horo-Sazonal Verde (SV) e Horo-Sazonal Azul (SA), para 

dois Horários (H) diferentes: Horário de Ponta (HP) e Horário Fora de Ponta (HFP) e com a 

aplicação das tarifas de Bandeiras (B): Verde (VD), Amarela (AM) e Vermelha (VM). Estes 

valores foram definidos para a distribuidora de energia CEMIG (Companhia Energética de 
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Minas Gerais) conforme Resolução Homologatória ANEEL n° 1872, de 07/04/2015, 

posteriormente alterada pela Resolução n° 2076 de 24/05/2016. Portanto, consulta às tarifas 

vigentes aplicadas sobre o grupo A4 e sobre os demais consumidores podem ser vistas nas 

resoluções mencionados. As siglas da Tabel 

 

Tabela 6 – Tarifas de energia elétrica aplicada sobre os consumidores do grupo A4. 

Modalidade Convencional A4            

(C) 

Demanda 

(R$/Kw) 

Bandeira   

VD 

Bandeira  

AM 

Bandeira 

VM
a 

Tarifa de Demanda 30,00 - - - 

Tarifa de Energia - 0,32127 0,34627 0,36627 

Modalidade Horo-Sazonal Verde A4 

(SV) 

Demanda 

(R$/Kw) 
VD AM VM 

Tarfia de Demanda HP e HFP 9,00 - - - 

Tarifa de Demanda Ultrapassar HFP 18,00 - - - 

Tarifa de Energia HP (Seco e Úmido) - 1,17498 1,99998 1,21998 

Tarifa de Energia HFP (Seco e Úmido) - 0,30976 0,33476 0,35476 

Modalidade Horo-Sazonal Azul A4    

(SA) 

Demanda 

(R$/Kw) 
VD AM VM 

Tarifa de Demanda HP 30,00 - - - 

Tarifa de Demanda HFP 9,00 - - - 

Tarifa de Demanda Ultrapassar HP 60,00 - - - 

Tarifa de Demanda Ultrapassar HFP 18,00 - - - 

Tarifa de Energia HP (Seco e Úmido) - 0,44788 0,47288 0,50288 

Tarifa de Energia HFP (Seco e Úmido) - 0,30976 0,33476 0,36476 

a A segunda tarifa para a bandeira vermelha só foi estabelecida em 2016, pela Resolução n° 2076 (ANEEL). 

Fonte: (CEMIG, 2015) 
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3. Método NBI-GRA 
 

No Capítulo 2, foram apresentados os métodos da Interseção Normal à Fronteira e 

Análise Relacional de Grey e os conceitos necessários para o desenvolvimento de uma 

metodologia de otimização multiobjetivo que considere a dimensionalidade do problema, a 

correlação e o sentido de otimização entre as funções objetivo e de restrição, ao mesmo tempo 

que seja capaz de incluir e atender os alvos estabelecidos para as restrições multivariadas. O 

tratamento adequado dessas características é fundamental para o desempenho dos resultados 

otimizados pelo NBI.  

Neste sentido, considerando o problema e os objetivos de pesquisa, este Capítulo 3 

apresenta o desenvolvimento do Método NBI-GRA com restrições multivariadas para 

problemas de otimização multiobjetivo. Este método permite que grandes grupos de respostas 

correlacionadas sejam otimizados simultaneamente aplicando-se o Método NBI. Além de 

permitir a redução de dimensionalidade do problema original empregando-se apenas dois eixos 

fatoriais independentes para uma Fronteira de Pareto, o método permite também a inclusão de 

um terceiro grupo de respostas, também representado por um fator, na forma de uma restrição. 

 

3.1. Caracterização da metodologia proposta 

 

O método NBI-GRA caracteriza-se, como uma abordagem de otimização multiobjetivo, 

uma vez que aplica o método NBI assistido por GRA a problemas com múltiplos objetivos 

correlacionados e restrições multivariadas, cujos valores alvo são definidos pelo método dos 

Mínimos Quadrados Parciais (Partial Least Squares - PLS).  

O método da Interseção Normal à Fronteira é proposto como método de otimização por 

ser comprovadamente uma alternativa mais viável na resolução de problemas multiobjetivos. 

No entanto, em problemas de dimensões elevadas ou que apresentam respostas 

multicorrelacionadas, o NBI pode obter soluções dominadas ou irreais e tornar-se 

extremamente complexo. 

Neste caso, para tratar da correlação entre as respostas e da dimensionalidade do 

problema de otimização por NBI, a Análise Fatorial é a abordagem multivariada mais indicada. 

A fim de normalizar a direção de otimização das funções objetivo e de restrição, considerar a 

matriz de correlação e os alvos estabelecidos para cada característica de interesse e ainda, 
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diminuir a dimensionalidade do problema de otimização, a Transformação Sinal Ruído de 

Taguchi foi utilizada em conjunto com a Análise Fatorial. 

Considerando que o problema apresenta restrições multivariadas, o método dos 

Mínimos Quadrados Parciais foi proposto para definir os valores alvo para essas funções. Dado 

que o PLS considera a matriz de correlação entre os dados, os valores alvo definidos por esse 

método serão mais reais e prováveis de serem alcançados. Uma visão geral da metodologia 

proposta pode ser vista na Figura 6. 

 

 

Figura 6- Metodologia NBI-GRA. 

 

Primeiro Passo - Planejamento experimental, modelagem e seleção das respostas 

Etapa 1: Definir o processo de estudo, planejar e executar os experimentos e mensurar 

as respostas do processo.  

Etapa 2: Transformar o arranjo L16 de Taguchi para superfície de respostas e 

desenvolver os modelos de superfície de resposta para as características de interesse. 

Segundo Passo – Analisar a matriz de correlação  

Analisar a correlação entre as características de interesse. Caso não seja identificada 

correlação significativa entre pelo menos duas respostas, pode-se otimizar o processo usando 

outros métodos de otimização. Caso contrário, a abordagem NBI-GRA deve ser aplicada de 

acordo com as etapas descritas nos próximos Passos. 
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Terceiro Passo – Desenvolver a Análise Fatorial 

Etapa 1: Na aplicação da FA deve-se verificar se como as funções objetivos que 

representam as respostas serão separadas nos fatores. Há a possibilidade de fazer a FA com e 

sem rotação e obter diferentes resultados, e ambos devem ser testados. Primeiramente deve-se 

aplicar a FA sem rotação sobre as respostas originais, observar as correlações e os sentidos de 

otimização entre elas e os fatores extraídos. Caso as respostas não estejam separadas 

adequadamente nos fatores, deve-se repetir a análise com rotação e verificar novamente a 

separação das respostas nos fatores. Caso seja satisfatória deve-se partir para a Etapa 3. 

Caso ainda haja algum conflito de interesse entre os fatores e as respostas originais, 

deve-se seguir a Etapa 2. 

Etapa 2: Aplicar a transformação SNR de Taguchi, que visa resolver os conflitos nos 

sentidos de otimização das respostas. Após essa transformação deve-se repetir a Etapa 1. 

Etapa 3: Uma vez definidas as funções objetivo, extrair os fatores usando a matriz de 

correlação. Definir os fatores das funções principais (e da função de restrição) e armazenar seus 

respectivos escores. Analisar a relação entre os autovalores e as respostas em cada fator 

selecionado. Os fatores selecionados formarão: (a) o bloco de funções objetivo que 

representarão os eixos da fronteira de Pareto e (b) o bloco de restrições do problema de 

otimização. 

Quarto Passo – Aplicar o método NBI 

Etapa 1: Desenvolver os modelos de superfície de resposta para os fatores e avaliar a 

significância estatística dos modelos e sua adequação às respostas obtidas.  

Etapa 2 – Calcular os valores de Utopia (
Uf ) e Nadir (

Nf ) das funções objetivo, pela 

otimização individual, tal como 𝑓𝑈(𝐹𝑖) =  
𝑀𝑖𝑛
𝐱∈Ω

[𝐹𝑖
𝑈(𝐱)] e 𝑓𝑈(𝐹𝑖) =  

𝑀𝑎𝑥
𝐱∈Ω

[𝐹 𝑖
𝑁(𝐱)], 

respectivamente. Com base nestes valores, calcular a matriz Payoff (Φ ). Para um problema 

biobjetivo, a Φ  pode ser obtida pela (28.   

Φ
̅̅ ̅̅

= [
𝐹2
𝑈(𝐱) 𝐹2

𝑁(𝐱)

𝐹3
𝑁(𝐱) 𝐹3

𝑈(𝐱)
]   (28) 

Em seguida, as funções dos fatores são normalizadas, usando os respectivos valores de 

Utopia e Nadir, Equação 29. 

𝑓(̅𝐱) =  

{
 
 

 
 𝑓1̅(𝐱) = �̅�2(𝐱) =

𝐹2(𝐱) − 𝐹2
𝑈

𝐹2
𝑁 − 𝐹2

𝑈

𝑓2̅(𝐱) = �̅�3(𝐱) =
𝐹3(𝐱) − 𝐹3

𝑈

𝐹3
𝑁 − 𝐹3

𝑈
}
 
 

 
 

 (29) 
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Etapa 3 – Uma vez definidos os valores para 𝑓𝑖(𝐱) = 𝐹𝑖(𝐱), 𝑓
𝑈 = 𝐹𝑖

𝑈(𝐱) e𝑓𝑁 =

𝐹𝑖
𝑁(𝐱), aplicar o algoritmo GRG, disponível na rotina do Solver®, sobre a Equação 30, a fim 

de identificar os pontos de ótimo obtidos pelo problema de otimização. 

𝑀𝑖𝑛 𝑓1̅(𝐱) = (
𝐹2(𝐱) − 𝐹2

𝑈(𝐱)

𝐹2
𝑁(𝐱) − 𝐹2

𝑈(𝐱)
) 

s.t.: 𝑔1(𝐱) =  (
𝐹2(𝐱)−𝐹2

𝑈(𝐱)

𝐹2
𝑁(𝐱)−𝐹2

𝑈(𝐱)
) − (

𝐹3(𝐱)−𝐹3
𝑈(𝐱)

𝐹3
𝑁(𝐱)−𝐹3

𝑈(𝐱)
) + 2𝑤 − 1 = 0 

𝑔2(𝐱) =  𝑋
𝑇𝑋 ≤ 𝜌2 

𝑔3(𝐱) =  𝑍1𝐿𝑇 ≤ 𝐹1(𝐱) ≤ 𝑍1𝑈  

(30) 

onde, 2ρXX T  é o conjunto de restrições convexas da região experimental, em que 

f, V e I são os parâmetros do processo de usinagem a laser. Para esse arranjo de Taguchi 

transformado em superfície de resposta a escolha de  =  é adequada, onde α é a distância 

axial do arranjo experimental. Ressalta-se que a restrição ( )x1g  assegura que o ponto x será 

mapeado da fronteira para um ponto na normal, enquanto a restrição ( )x2g  assegura a 

viabilidade de x com respeito ao conjunto de restrições no problema original NBI. Já a notação 

matemática 𝒁𝟏𝑳𝑻 ≤ 𝑭𝟏(𝐱) ≤ 𝒁𝟏𝑼 representa as restrições do problema em termos de F1, 

definidas pelo PLS e asseguram que os valores estabelecidos para as respostas originais 

classificadas como restrição sejam atendidas dentro dos intervalos de previsão.  

O problema representado pelo sistema de (30) pode ser resolvido iterativamente para 

diferentes valores de pesos (𝒘𝒊), o que cria, por conseguinte, uma fronteira de Pareto 

equiespaçada. Uma escolha comum para os pesos consiste em fazer 𝒘𝒋 = 𝟏 − ∑ 𝒘𝒊
𝒏
𝒊=𝟏 , com 

espaçamento de 5%, de forma que 21 soluções serão obtidas. 

Quinto Passo –Aplicar a Análise relacional Grey para a escolha do melhor ponto 

da fronteira de Pareto. 

Uma vez construída a fronteira de Pareto deve-se encontrar o melhor ponto dentre as 21 

soluções ótimas encontradas. A GRA é uma técnica de otimização multiobjectivo utilizada na 

otimização de processos discretos. Nesse caso, a classificação final do Grau Grey possibilitará 

a escolha do melhor ponto dentre os 21 pontos ótimos da fronteira de Pareto. 

Desta forma, o método NBI-GRA pretende reduzir a dimensionalidade e ser eficaz na 

otimização de processos com características multivariadas. Todos os passos do método NBI-

GRA serão apresentados a seguir. 
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4. Procedimento experimental 

Esse capítulo apresenta o desenvolvimento experimental que serviu de base para a 

presente pesquisa. Primeiramente, apresenta a máquina de usinagem a laser, na qual os 

experimentos foram realizados, o material de estudo e os instrumentos utilizados para a 

monitoração das principais características resultantes do processo. Em seguida, apresenta o 

planejamento experimental da pesquisa, importante para a modelagem e otimização das funções 

objetivo e principalmente, para verificar a viabilidade da metodologia proposta.  

 

4.1. Máquina 

 

Para a realização dos experimentos utilizou-se uma máquina de erosão laser modelo 

Lasertec DML40SI, da marca Deckel Maho Gildemeister (Figura 7), instalada no Instituto 

Superior Técnico, Universidade de Lisboa. A DML40SI utiliza um laser contínuo de Nd:YAG. 

O foco do laser é apontado para a peça a ser usinada a partir do dispositivo de orientação do 

laser. A mesa pode se movimentar nos três eixos: x, y e z com valores de 400, 300 e 500 mm 

respectivamente. Um suporte em formato de L foi fixado a mesa para garantir que as peças a 

serem usinadas estivessem sempre na mesma posição. O computador integrado à máquina é o 

canal de entrada para os comandos do operador. É necessário criar previamente um programa 

no Software LaserSoft3D com as especificações desejadas da geometria final da peça. Uma vez 

criado o programa e colocado na máquina as alterações dos parâmetros de entrada (frequência, 

velocidade e intensidade) são feitas pelo computador. A Figura 8  mostra a mesa de trabalho 

onde a peça é colocada e onde ocorre sua interação com o laser. 

 

 

Figura 7 – Máquina de ensaios Lasertec DML40SI (Instituto Superior Técnico, Universidade de Lisboa). 
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(a) (b) 

Figura 8 - Mesa de trabalho: (a) peça e suporte de fixação e (b) interação entre o laser e a peça. 

 

Para proteger o operador de uma grande exposição à radiação do laser, a cabine de 

proteção deve estar fechada durante todo o processo de usinagem. Existe uma pequena janela, 

também com proteção contra a radiação, que permite a observação do processo, contudo deve-

se evitar olhar diretamente para o laser por muito tempo. A Figura 9 apresenta a unidade que 

contém o laser e os seus componentes.  

 

Figura 9 – Unidade de laser da DML40SI. 

 

Dentro do ressonador ocorre a formação de ondas estacionárias de luz através da 

radiação do cristal YAG que é o meio ativo do laser. A energia das ondas de luz é direcionada 

para o exterior do ressonador na forma de feixe de laser. Através de um sistema de espelhos 
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esse feixe é redirecionado para o material a ser usinado. Quando o interruptor Q está fechado a 

trajetória do raio no interior do ressonador é interrompida e, portanto, não é emitido o feixe de 

laser. A energia fica então acumulada no cristal. Ao se abrir o interruptor Q o feixe de laser é 

emitido, com energia superior à que saiu do ressonador, sendo assim pode-se dizer que a 

intensidade do feixe de laser depende da frequência de fechamento e do tempo de abertura do 

interruptor Q. Portanto o objetivo do interruptor é controlar a intensidade e a frequência do 

laser. As propriedades do laser são apresentadas na Tabela 7. 

 

Tabela 7 – Dados do laser da DML40SI. 

Especificação Descrição 

Tipo de Laser Nd:YAG contínuo 

Comprimento de onda 1.064 nm 

Largura do pulso 120 ns a 150 ns 

Modo de operação Troca Q (pulsado) 

Modo do laser Modo fundamental (TEM00) 

Refletividade dos espelhos Dianteiro 80 %, Traseiro 100 % 

Classe de laser 4 

Aumento de pulso Interruptor Q 

Potência nominal de saída 100 W 

Líquido de refrigeração Água deionizada (condutividade < 2.8 µS) 

 

4.2. Material - Liga de alumínio AA1050 

 

O material utilizado na realização dos experimentos foi a liga de alumínio 

comercialmente pura AA1050. Esta liga é muito usada nas indústrias elétrica e química devido 

à sua elevada condutibilidade elétrica, resistência à corrosão, condutividade térmica e 

usinabilidade. A desvantagem, no entanto, é a sua baixa resistência mecânica. A Tabela 8 

apresenta a composição química do alumínio, em porcentagem de peso, conforme especificado 

pelo fabricante Alusuisse, da Suíça. 

 

Tabela 8 – Composição química do AA1050. 

Elemento Al Si Fe Cu Mn Mg Zn Ti 

% em Peso 99,50 0,25 0,40 0,05 0,05 0,05 0,05 0,03 
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Os experimentos foram feitos em blocos de AA1050 com dimensões 25x25x20 mm, 

produzidos especialmente para a realização desses testes, passando por um procedimento de 

lixamento das suas quatro faces para que as rugosidades iniciais fossem semelhantes e um 

recozimento à temperatura de 400 ºC durante duas horas com o objetivo de eliminar qualquer 

histórico de deformações do material. Foram utilizadas as 4 faces de cada bloco para fazer as 

cavidades de 10x10 mm com o laser. A Figura 10 apresenta quatro dos blocos usinados na face 

número 1. 

 

 

Figura 10 – Blocos usinados da liga de alumínio AA1050. 

 

4.3. Planejamento de experimentos 

O planejamento e análise dos experimentos do processo de LBM foram realizados com 

base na metodologia de Taguchi, em um arranjo do tipo L16, desenvolvido para três parâmetros 

em 4 níveis, resultando em 16 experimentos. Alguns dos parâmetros operativos secundários do 

processo foram mantidos constantes e suas definições e valores estão na Tabela 9. 

Os parâmetros selecionados como variáveis de entrada foram: frequência de pulso (f), 

velocidade de avanço do laser (V) e a intensidade do laser (I), definida pela porcentagem de 

corrente da lâmpada. Para a especificação dos níveis dos parâmetros foram considerados 

estudos anteriores relacionados ao processo LBM, informações de catálogo da Lasertec e a 

realização de testes preliminares. Os limites de cada variável foram pré-fixados e testes 

preliminares foram realizados para verificar o comportamento do processo nas condições 

extremas. Ao final dos testes, os níveis dos parâmetros foram fixados para a liga AA1050, como 

mostra a Tabela 10. Os níveis dos parâmetros de usinagem escolhidos visam operações de 

desbaste e uma varredura desses parâmetros a fim de encontrar uma região de melhoria do 

processo. 
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Tabela 9 – Parâmetros mantidos constantes. 

Parâmetro Definição Valor 

Modo de abertura Diâmetro do laser Pequeno = 30 µm 

Tempo de pulso Tempo de duração dos pulsos 10 µs 

Distância 
Distância entre as passagens do 

laser 
0,01 mm 

Direção 
Escolher entre direção vertical, 

horizontal ou ambas (cruzado) 
Cruzado 

FPK Eliminação do primeiro pulso Desligado 

Z-Pos Desfocagem do laser Desligado 

Nº de camadas Número de passagens do laser 10 

Espessura da camada Quantidade retirada por camada 1 µm 

 

 

Tabela 10 – Parâmetros de entrada e seus respectivos níveis para AA1050. 

Parâmetros 

de entrada 

Símbolo 

(unidade) 

Níveis 

1 2 3 4 

Frequência f (kHz) 10 15 25 30 

Velocidade V (mm/s) 150 250 350 450 

Intensidade I (%) 30 50 70 90 

 

Os dezesseis experimentos foram realizados em blocos que, segundo explicado 

anteriormente, foram usinados em suas faces. A máquina DML40SI era ligada trinta minutos 

antes do início da realização dos experimentos, para sua estabilização. Os parâmetros fixos 

eram programados e salvos no computador integrado a máquina e então era necessário fazer 

somente a alteração dos parâmetros de entrada variáveis, e troca dos blocos, a cada 

experimento. Os blocos de AA1050 tiveram cada uma de suas faces usinadas com uma cavidade 

de 10x10 mm de área e 10 µm de profundidade num total de quatro blocos com dezesseis 

experimentos. 

 

4.4.  Aquisição das respostas 

Após a usinagem de cada face as peças passaram por um ultrassom, por um tempo de 

quinze minutos, para remover qualquer sedimento proveniente do processo de usinagem na 

peça, o que poderia atrapalhar a realização da medição das respostas desejadas. 
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4.4.1. MRR 

 

A taxa de remoção de material (MRR) é definida como o volume de material que se 

retira da peça por segundo, a unidade de medida utilizada é mm3/s, e o objetivo de otimização 

é a maximização. O cálculo da MRR é dado por: 

𝑀𝑅𝑅 =
𝑣

𝑡
 

                                                                          (31) 

Onde  𝑣 é o volume de material removido em 𝑚𝑚3 e 𝑡 é o tempo de usinagem em s. O 

volume removido é calculado pela Equação 32, onde 𝑎 e 𝑏 são os lados da cavidade e 𝑐 é a 

profundidade, em mm: 

𝑣 = 𝑎 × 𝑏 × 𝑐                                                                             (32) 

 

4.4.2. Rugosidade 

 

As rugosidades foram medidas através de um rugosímetro Surfcorder SE1200 da marca 

Kosaka Lab (Figura 11).  

 

 

Figura 11 - Rugosímetro Surfcorder SE1200. 

 

Foram obtidos os valores de Ra, Ry, Rz, Rt e Rp, em µm. As definições de cada uma 

dessas rugosidades são apresentadas a seguir: (a) Ra, desvio médio aritmético do perfil de 

rugosidades, média aritmética dos valores absolutos das ordenadas no comprimento de 

amostragem; (b) Ry, rugosidade máxima, definido como o maior valor das rugosidades parciais 

que se apresenta no percurso de medição; (c) Rz, média das alturas máxima, é a diferença entre 

o valor médio dos 5 maiores picos de irregularidades e as 5 maiores reentrâncias de 

irregularidades, medidas a partir de uma linha paralela a linha média e no comprimento de 

amostragem; (d) Rt, rugosidade total, é a distância vertical entre o pico mais alto e o vale mais 

profundo no comprimento de avaliação; e (e) Rp, altura máxima, é a altura máxima do pico 
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mais elevado da rugosidade, situado acima da linha média. A Figura 12 exemplifica as 

rugosidades.  

 

  

(a) (b) 

 
 

(c) (d) 

 

(e) 

Figura 12 – (a) Ra, Desvio Médio Aritmético; (b) Ry, Rugosidade máxima; (c) Rz, Desvio médio quadrático; (d) 

Rt, Rugosidade total; (e) Rp, Altura máxima. 

 

Apesar de se tratar de um procedimento de desbaste, onde a otimização das rugosidades 

não está em primeiro plano, foi tomado o cuidado de medir o valor dessa característica em todos 

os experimentos. Dessa maneira será possível estimar as próximas etapas necessárias para a 

peça usinada. Ao se tentar obter menores rugosidades nesse processo, visa-se um menor custo 

para as fases seguintes, portanto o objetivo de otimização das rugosidades é o de minimização. 

 

4.4.3. Desvio dimensional 

O desvio dimensional (DD) foi calculado como o módulo da diferença entre a 

profundidade que se almejava encontrar (p) e a profundidade que foi realmente encontrada (Z) 

depois da peça usinada, conforme: 
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𝐷𝐷 = |𝑍 − 𝑝|                                                    

( 33 ) 

A medida do DD se faz necessária porque ao se alterar os parâmetros operacionais da 

máquina, mais ou menos material será retirado, portanto a profundidade desejada pode ser 

diferente da profundidade que será encontrada. O DD é dado em mm e o seu objetivo de 

otimização é a minimização. Para a obtenção de Z foram feitas cinco medidas de profundidade 

(uma no centro da peça e as outras quatro em pontos distantes 4 mm do centro, como mostra a 

Figura 13) em cada face dos blocos antes do início da usinagem, e outras cinco medidas nos 

mesmos pontos imediatamente após término da usinagem. Após a obtenção das medidas foi 

feita a média da profundidade inicial e final e calculada a diferença entre elas, como mostra a 

Equação 34. 

 

𝑍 = 𝑧�̅� − 𝑧�̅�                                                                            ( 34 ) 

 

 

Figura 13 – Pontos de referências das medidas de profundidade. 

 

4.4.4. Potência 

 

A potência (Pot) foi medida através de um analisador de rede portátil designado por 

AR6 da marca Circutor. Esse aparelho mede a intensidade da corrente e a voltagem em cada 

fase (a máquina é um sistema trifásico), e calcula o valor de potência consumida 

instantaneamente a partir desses dados. Para isso, é necessário instalar o aparelho na rede de 

acordo com o diagrama apresentado na Figura 14. 
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Durante cada ensaio registou-se o valor de potência em três momentos distintos, 

calculando posteriormente a média (Equação 35). A unidade de medida de potência é o kWh e 

o sentido de otimização é a minimização. 

 

𝑃𝑜𝑡 =
𝑝1 + 𝑝2 + 𝑝3

3
 

( 35 ) 

 

 

 

Figura 14 – (a) Analisador de rede portátil AR6 da marca Circutor; (b) Diagrama de instalação do aparelho 

(retirado do manual do analisador de rede portátil AR6). 

 

4.4.5. Dureza 

 

A dureza foi medida pois tendo em conta a ação térmica do laser ao atingir a superfície 

e aumentar a temperatura do material da peça em grandes quantidades, é possível que essa 

superfície sofra algumas alterações, como em um tratamento térmico. Entre as características 

que podem ser afetadas pelo calor provindo do laser está a dureza. Utilizou-se um micro 

durômetro HVS-1000 Digital Micro Hardness Tester da marca Hardruler, com uma carga de 

4,9 N. O tempo de carga foi de 15 segundos para ambos os materiais.  A dureza foi a última 

característica a ser medida nos blocos usinados, pois para se efetuar essas medições, foi 

necessário polir previamente as superfícies dos blocos, para que se conseguisse visualizar as 

identações e obter os valores de dureza. A Figura 15 apresenta o micro durômetro utilizado. 

O sentido de otimização da dureza se altera conforme o objetivo do processo. Nesse 

estudo a dureza não foi otimizada. Entretanto os valores medidos serão apresentados para efeito 

de comparação com a dureza inicial do material. 
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Figura 15 – Micro durômetro HVS-1000 da marca Hardruler. 
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5. Resultados e discussões 

Este capítulo apresenta a análise das rugosidades; a análise de custos, a modelagem das 

funções objetivo; a comparação entre os métodos Desirability, Taguchi-GRA, PCA-GRA e 

GRA-PCA e a aplicação do método NBI-GRA. Tem por base os dados de medições do processo 

LBM coletados no capítulo 4 para: a) a comparação entre os métodos de otimização 

Desirability, GRA e GRA conjunto com PCA; b) a aplicação do método NBI-GRA detalhado 

no Capítulo 3. 

 

5.1. Arranjo experimental 

 

O arranjo de experimentos utilizado foi o L16 de Taguchi para três fatores e quatro 

níveis. A Tabela 11 apresenta esse arranjo e as características observadas no processo de 

usinagem a laser da liga de alumínio AA1050. 

 

Tabela 11 – Arranjo experimental L16 de Taguchi. 

 f V I Ra Ry Rz Rt Rp MRR DD Pot 

Exp kHz mm/s % µm µm µm µm µm mm3/s µm kW 

1 10 150 30 4,155 25,506 17,332 33,416 14,060 0,023 0,165 10,840 

2 10 250 50 6,407 35,624 23,906 46,814 20,356 0,051 0,225 11,150 

3 10 350 70 17,829 87,965 60,870 107,446 49,351 0,086 0,260 12,200 

4 10 450 90 22,918 105,992 75,691 137,346 51,015 0,103 0,271 13,100 

5 15 150 50 5,740 34,070 23,736 41,952 17,917 0,038 0,202 11,530 

6 15 250 30 1,953 13,332 9,585 17,175 7,030 0,028 0,079 10,540 

7 15 350 90 19,793 96,231 69,827 133,248 47,791 0,128 0,403 13,710 

8 15 450 70 9,704 53,046 34,104 70,014 30,572 0,096 0,249 13,070 

9 25 150 70 6,165 38,422 25,599 46,868 17,265 0,043 0,248 13,090 

10 25 250 90 10,502 58,585 39,164 75,352 28,659 0,079 0,323 13,730 

11 25 350 30 2,327 16,741 11,812 21,255 8,535 0,016 0,007 11,550 

12 25 450 50 2,373 15,775 11,730 18,959 8,297 0,045 0,080 12,310 

13 30 150 90 8,109 47,034 31,093 60,174 22,181 0,053 0,341 13,890 

14 30 250 70 4,597 28,568 20,191 37,828 13,813 0,039 0,175 13,140 

15 30 350 50 2,756 17,731 13,565 21,988 9,502 0,016 0,043 12,220 

16 30 450 30 1,525 11,732 7,857 19,359 5,267 0,007 0,005 11,440 

 

 Esse arranjo foi posteriormente transformado em um arranjo de superfície de respostas 

para que todas as análises propostas pelo método pudessem ser realizadas. Com a transformação 

do arranjo a codificação dos parâmetros se alterou. Para o L16 de Taguchi os níveis variam 
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discretamente de 1 a 4, e na superfície de respostas os limites vão de -1 a 1. A Figura 16 

apresenta a região onde o arranjo de superfície de resposta está inserido. 

 

 

Figura 16 – Região da superfície de resposta. 

 

 

5.2. Dureza 

 

A dureza é uma propriedade importante nos processos de usinagem em geral. A medição 

dessa característica no AA1050 foi feita antes de ser usinado e, após a usinagem. A  Tabela 12 

apresenta esses valores e a diferença entre eles, possibilitando saber assim se houve um aumento 

ou diminuição da dureza nas peças usinadas. A dureza não foi otimizada como uma resposta do 

processo, pois para cada tipo de operação o sentido de otimização dessa grandeza pode variar. 

Para a liga de alumínio AA1050 era de se esperar que a diferença da dureza antes e 

depois não sofresse grande variação, pois se trata de um material homogêneo. Para confirmar 

essa característica foi rodado um teste t pareado entre as medidas das durezas antes (DurA) e 

depois (DurD) da realização dos experimentos para verificar a significância da diferença entre 

elas (Tabela 13). 
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Tabela 12 – Dureza vickers medida antes e após a usinagem do AA1050. 

Exp 
DurA 

(HV) 

DurD 

(HV) 

Diferença 

(HV) 

1 28,34 28,86 0,52 

2 28,34 29,84 1,50 

3 28,34 29,45 1,11 

4 28,34 29,67 1,33 

5 28,34 28,80 0,46 

6 28,34 28,15 -0,19 

7 28,34 26,10 -2,24 

8 28,34 29,12 0,78 

9 28,34 33,00 4,66 

10 28,34 30,21 1,87 

11 28,34 28,13 -0,21 

12 28,34 28,05 -0,29 

13 28,34 33,32 4,98 

14 28,34 30,61 2,27 

15 28,34 29,07 0,73 

16 28,34 27,73 -0,61 

 

Tabela 13 – Teste t pareado para durezas antes e depois da usinagem dos blocos. 

Amostra N Média DesvPad Média SE 

DurA 16 28,340 0,000 0,000 

DurD 16 29,382 1,830 0,457 

Valor t -2,28 

Valor p 0,038 

 

A partir do resultado apresentado na Tabela 13, pode-se confirmar que a diferença 

entre as durezas medidas na liga de alumínio AA1050 não é significativa (valor p < 0,05). 

 

5.3. Análise das rugosidades 

A rugosidade é uma característica importante nos processos de usinagem, 

principalmente quando o objetivo do processo é o acabamento da peça. Nesse estudo o enfoque 

foi o desbaste de modo que a otimização dessa resposta não foi colocada como objetivo 

principal. Entretanto, foram obtidas medições das rugosidades com o intuito de controlar essas 

características. Após a usinagem das peças, as rugosidades foram medidas nas direções vertical 

(linha azul) e horizontal (linha vermelha), como mostra a Figura 17. Posteriormente foram 

realizados testes estatísticos para verificar se as superfícies usinadas das peças apresentavam 

diferença significativa dessa característica com a mudança das direções. 
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Figura 17 – Direções de medição das rugosidades. 

 

A Tabela 14 apresenta os resultados dos testes t pareados entre as rugosidades medidas 

nas direções vertical e horizontal em ambos os materiais. Nota-se que, para todas as rugosidades 

medidas, a hipótese nula não pode ser descartada (valor p ˃ 0,05), portanto pode-se afirmar que 

não há diferença significativa entre as medidas.  

 

Tabela 14 – Teste t pareado para as rugosidades no sentido vertical e horizontal. 

  Ra Ry Rz Rt Rp 

Média 0,015 -0,412 -0,3 0,095 0,127 

DesvPad 0,649 2,581 1,799 3,867 1,19 

Valor t 0,09 -0,64 -0,67 0,1 0,43 

Valor p 0,926 0,533 0,514 0,923 0,675 

 

Na Figura 18, são apresentados os gráficos de carta R para as rugosidades. A carta R 

representa graficamente os intervalos de um subgrupo. Se o tamanho do subgrupo for constante, 

a linha central na carta R é a média dos intervalos do subgrupo. Se os tamanhos dos subgrupos 

forem diferentes, o valor da linha central dependerá do tamanho do subgrupo, porque subgrupos 

maiores tendem a ter variações maiores. Os limites de controle da carta R são fixados a uma 

distância de 3 desvios padrão acima e abaixo da linha central e mostram a quantidade de 

variação que é esperada nos intervalos do subgrupo. A partir desses gráficos verifica-se que as 

medições estão sob controle, pois estão dentro dos limites estimados. 
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Figura 18 - Gráficos de carta R para as rugosidades. 

 

 

5.4. Desirabitity 

A otimização pelo método Desirability foi feita com auxílio do software estatístico 

Minitab18®. Primeiramente, realizou-se a otimização individual de cada uma das funções para 

avaliar como elas se comportavam, os resultados estão expressos na Tabela 15. Os resultados 

são apresentados a seguir, de acordo com objetivo de otimização de cada resposta.  
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Tabela 15 - Resultados das otimizações individuais das funções objetivo pelo método Desirability. 

Otimização individual 

Resposta d Y 

Parâmetros 

codificados 

Parâmetros 

decodificados 

Objetivo f V I F V I 

Ra 1,000 0,411 2,545 4,000 1 20,4 450 30 min 

Ry 1,000 8,452 2,666 4,000 1 21,6 450 30 min 

Rz 1,000 2,951 2,06 4,000 1 15,6 450 30 min 

Rt 1,000 8,792 2,000 4,000 1 15,0 450 30 min 

Rp 1,000 1,225 3,939 1,000 1 29,6 150 30 min 

MRR 0,919 0,118 2,148 4,000 4 16,4 450 90 max 

DD 1,000 0,120 4,000 1,000 1 30,0 150 30 min 

Pot 1,000 10,48 1,000 2,424 1 10,0 292 30 min 

 

Pela análise da Tabela 15 é possível perceber que todas as respostas apresentaram um 

bom desempenho na otimização pelo método Desirability, pois apresentam valores de d = 1,0 

ou próximo disso. O objetivo de otimização da MRR é a maximização, para todas as outras 

respostas o objetivo é a minimização. Comparando os valores da Tabela 15 com os dados 

experimentais (Tabela 11) pode-se concluir que os resultados das otimizações individuais são 

coerentes e melhoram o desempenho das respostas estudadas.  

A otimização simultânea das respostas também foi feita e é apresentada na Figura 19. 

Nessa etapa, teve-se o cuidado de colocar maior importância às respostas MRR (5), DD (2) e 

Pot (2), pois uma vez que se trata de um processo de desbaste, as rugosidades não são objetivo 

principal. 

Pela análise da Figura 19 nota-se que mesmo que a otimização seja feita 

simultaneamente o resultado final é bom pois o d global é superior a 0,70. Percebe-se também 

que mesmo tendo menores graus de importância as funções das rugosidades obtiveram em sua 

maioria uma Desirability maior do que as demais respostas, isso se deve ao bom ajuste das 

respostas ao problema. Quanto mais respostas, e principalmente com diferentes sentidos de 

otimização, maior será a complexidade ao se otimizar as respostas em simultâneo. 

A seguir, apresenta-se o estudo de diferentes combinações da GRA com métodos de 

otimização e técnicas de redução de dimensionalidade para efeito de comparação entre elas e  

para exemplificar a otimização multiobjetiva feita de forma discreta para o processo LBM. 
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Figura 19 - Gráfico de otimização simultânea das respostas pelo método Desirability. 
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5.5.  Método de Taguchi combinado com Análise Relacional Grey 

 

A combinação do método de Taguchi com a GRA está sendo muito utilizada 

ultimamente em diferentes tipos de trabalhos (ZHOU et al., 2017; KIBRIA et al., 2013; PILLAI 

et al., 2018; DEEPANRAJ et al., 2017). Os autores utilizam a transformação sinal ruído de 

Taguchi antes de iniciar a análise por GRA. Os resultados da aplicação do método conjugado 

de Taguchi com GRA são apresentados, a seguir. Os passos foram calculados de acordo com 

as equações apresentadas anteriormente no capítulo 2, seção 2.3.2.  

Primeiramente é aplicada a transformação Sinal Ruído de Taguchi de acordo com o 

objetivo de otimização de cada resposta. Nesse caso, todas as respostas, exceto a MRR, foram 

transformadas com a formulação quanto menor, melhor. Para a MRR utilizou-se a 

transformação quanto maior, melhor. A Tabela 16 apresenta o resultado das transformações 

SNR de Taguchi. 

 

Tabela 16 – Transformação Sinal Ruído de Taguchi. 

Exp Ra Ry Rz Rt Rp MRR DD Pot 

1 -12,371 -28,133 -24,777 -30,479 -22,960 -32,860 15,666 -20,701 

2 -16,133 -31,035 -27,570 -33,408 -26,174 -25,811 12,952 -20,945 

3 -25,022 -38,886 -35,688 -40,624 -33,866 -21,347 11,687 -21,727 

4 -27,204 -40,505 -37,581 -42,756 -34,154 -19,768 11,337 -22,345 

5 -15,178 -30,647 -27,508 -32,455 -25,065 -28,503 13,893 -21,237 

6 -5,812 -22,498 -19,632 -24,698 -16,938 -31,188 22,081 -20,457 

7 -25,930 -39,666 -36,880 -42,493 -33,587 -17,825 7,905 -22,741 

8 -19,739 -34,493 -30,656 -36,904 -29,706 -20,344 12,090 -22,326 

9 -15,799 -31,692 -28,164 -33,418 -24,743 -27,335 12,111 -22,339 

10 -20,426 -35,356 -31,858 -37,542 -29,145 -22,002 9,824 -22,753 

11 -7,336 -24,476 -21,447 -26,549 -18,624 -35,801 42,615 -21,252 

12 -7,505 -23,959 -21,386 -25,556 -18,378 -26,894 21,993 -21,805 

13 -18,180 -33,448 -29,853 -35,588 -26,919 -25,500 9,350 -22,854 

14 -13,249 -29,118 -26,103 -31,556 -22,805 -28,090 15,159 -22,372 

15 -8,805 -24,975 -22,648 -26,844 -19,556 -35,945 27,290 -21,741 

16 -3,663 -21,387 -17,905 -25,738 -14,430 -43,016 46,021 -21,169 

 

 A normalização das respostas já é parte integrante da GRA, e foi aplicada em cima das 

respostas transformadas por SNR, como mostra a Tabela 17. 
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Tabela 17 – Normalização das SNR para Taguchi-GRA. 

Exp Ra Ry Rz Rt Rp MRR DD Pot 

1 0,370 0,353 0,349 0,320 0,432 0,597 0,796 0,102 

2 0,530 0,505 0,491 0,482 0,595 0,317 0,868 0,204 

3 0,907 0,915 0,904 0,882 0,985 0,140 0,901 0,530 

4 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,077 0,910 0,788 

5 0,489 0,484 0,488 0,430 0,539 0,424 0,843 0,325 

6 0,091 0,058 0,088 0,000 0,127 0,530 0,628 0,000 

7 0,946 0,956 0,964 0,985 0,971 0,000 1,000 0,953 

8 0,683 0,686 0,648 0,676 0,775 0,100 0,890 0,780 

9 0,516 0,539 0,521 0,483 0,523 0,378 0,890 0,785 

10 0,712 0,731 0,709 0,711 0,746 0,166 0,950 0,958 

11 0,156 0,162 0,180 0,103 0,213 0,714 0,089 0,332 

12 0,163 0,135 0,177 0,048 0,200 0,360 0,630 0,562 

13 0,617 0,631 0,607 0,603 0,633 0,305 0,962 1,000 

14 0,407 0,404 0,417 0,380 0,425 0,407 0,810 0,799 

15 0,218 0,188 0,241 0,119 0,260 0,719 0,491 0,536 

16 0,000 0,000 0,000 0,058 0,000 1,000 0,000 0,297 

 

 

 A partir da normalização, os coeficientes Grey podem ser calculados (Tabela 19), mas 

antes do cálculo dos coeficientes, é necessário calcular a sequência de desvio (Tabela 18). 

 

Tabela 18 – Cálculo das sequências de desvio para Taguchi-GRA. 

Δ0i(Ra) Δ0i(Ry) Δ0i(Rz) Δ0i(Rt) Δ0i(Rp) Δ0i(MRR) Δ0i(DD) Δ0i(Pot) 

0,630 0,647 0,651 0,680 0,568 0,403 0,204 0,898 

0,470 0,495 0,509 0,518 0,405 0,683 0,132 0,796 

0,093 0,085 0,096 0,118 0,015 0,860 0,099 0,470 

0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,923 0,090 0,212 

0,511 0,516 0,512 0,570 0,461 0,576 0,157 0,675 

0,909 0,942 0,912 1,000 0,873 0,470 0,372 1,000 

0,054 0,044 0,036 0,015 0,029 1,000 0,000 0,047 

0,317 0,314 0,352 0,324 0,225 0,900 0,110 0,220 

0,484 0,461 0,479 0,517 0,477 0,622 0,110 0,215 

0,288 0,269 0,291 0,289 0,254 0,834 0,050 0,042 

0,844 0,838 0,820 0,897 0,787 0,286 0,911 0,668 

0,837 0,865 0,823 0,952 0,800 0,640 0,370 0,438 

0,383 0,369 0,393 0,397 0,367 0,695 0,038 0,000 

0,593 0,596 0,583 0,620 0,575 0,593 0,190 0,201 

0,782 0,812 0,759 0,881 0,740 0,281 0,509 0,464 

1,000 1,000 1,000 0,942 1,000 0,000 1,000 0,703 
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Tabela 19 – Cálculo dos coeficientes Grey para Taguchi-GRA. 

Exp ξRa ξRy ξRz ξRt ξRp ξMRR ξDD ξPot 

1 0,442 0,436 0,435 0,424 0,468 0,554 0,711 0,358 

2 0,515 0,502 0,496 0,491 0,553 0,423 0,791 0,386 

3 0,844 0,855 0,839 0,809 0,972 0,368 0,834 0,515 

4 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,351 0,847 0,702 

5 0,495 0,492 0,494 0,467 0,520 0,465 0,761 0,426 

6 0,355 0,347 0,354 0,333 0,364 0,516 0,573 0,333 

7 0,902 0,919 0,934 0,972 0,946 0,333 1,000 0,914 

8 0,612 0,614 0,587 0,607 0,689 0,357 0,820 0,694 

9 0,508 0,520 0,511 0,492 0,512 0,445 0,819 0,699 

10 0,635 0,650 0,632 0,634 0,663 0,375 0,909 0,923 

11 0,372 0,374 0,379 0,358 0,388 0,636 0,354 0,428 

12 0,374 0,366 0,378 0,344 0,385 0,439 0,575 0,533 

13 0,566 0,575 0,560 0,557 0,577 0,418 0,930 1,000 

14 0,458 0,456 0,462 0,446 0,465 0,458 0,724 0,713 

15 0,390 0,381 0,397 0,362 0,403 0,640 0,496 0,519 

16 0,333 0,333 0,333 0,347 0,333 1,000 0,333 0,416 

 

 Os GRGs encontrados para a combinação Taguchi GRA são apresentados na Tabela 20. 

Dentre os pontos do arranjo experimental o que apresentar o maior GRG é considerado o melhor 

ponto, e ocupa a primeira posição no rank. 

 

Tabela 20 – Cálculo dos GRGs para Taguchi-GRA. 

Exp  ϒ Rank 

1 0,432 11 

2 0,505 9 

3 0,766 3 

4 0,884 1 

5 0,483 10 

6 0,370 15 

7 0,865 2 

8 0,639 5 

9 0,582 7 

10 0,677 4 

11 0,390 14 

12 0,420 12 

13 0,682 6 

14 0,515 8 

15 0,415 13 

16 0,349 16 
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É possível, entretanto, calcular a melhor combinação dos níveis de fatores de entrada, 

mesmo que esta não faça parte dos pontos do arranjo experimental. A Tabela 21, mostra qual a 

melhor combinação indicada pela abordagem Taguchi GRA. 

 

Tabela 21 – Melhores parâmetros de entrada para Taguchi-GRA. 

Parâmetro 1 2 3 4 Max-Min Posição 

f 0,654 0,600 0,519 0,512 0,142 2 

V 0,551 0,529 0,620 0,584 0,091 3 

I 0,429 0,477 0,616 0,763 0,334 1 

 

 Portanto o melhor ponto, segundo Taguchi-GRA, seria o encontrado quando f = 10 kHz, 

V = 350 mm/s e I = 90 %. As respostas esperadas para esse ponto e o erro médio calculado 

entre o método e os mínimos individuais são apresentados na Tabela 22. 

 

Tabela 22– Respostas estimadas pela abordagem Taguchi-GRA. 

  Ra Rq Rz Rt Rp MRR DD Pot MMQ 

Respostas estimadas por 

Taguchi-GRA 24,808 117,717 83,742 154,187 58,956 0,110 0,363 12,924 46066 

Ótimos individuais 0,001 6,194 0,001 4,130 0,001 0,135 0,0001 10,064   

   

 Nota-se que o método Taguchi-GRA priorizou a taxa de remoção no processo de 

usinagem a laser, se aproximando do ótimo individual, porém, para as demais respostas se 

afastou muito do esperado. O método dos mínimos quadrados (MMQ) foi aplicado no cálculo 

do erro médio, para termos de comparação com as outras abordagens do GRA, que serão 

apresentadas a seguir.  

 

5.6.  Análise Relacional Grey combinada com Análise de Componentes Principais 

 

Em uma outra abordagem, a análise relacional Grey é utilizada em conjunto com a 

Análise de Componentes Principais, nesse caso os autovetores dos componentes principais são 

utilizados para a ponderação dos GRGs. Essa abordagem é muito utilizada na literatura 

(PRADHAN, 2013; SANKAR et al., 2015; PORWAL, et al., 2013; JAGADISH & RAY, 2016; 

DATTA, et al., 2009; CHINNAIYAN & JEEVANANTHAM, 2014). Nessa abordagem a 

normalização é feita em cima das respostas originais (Tabela 11), levando em conta os sentidos 

de otimização de cada resposta, maximização para MRR e minimização para as demais 
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respostas (Tabela 23). Em seguida a sequência de desvio (Tabela 24) e os coeficientes Grey 

(Tabela 25) são calculados. 

 

Tabela 23 – Normalização das respostas originais para GRA-PCA. 

Exp Ra Ry Rz Rt Rp MRR DD Pot 

1 0,877 0,854 0,860 0,865 0,808 0,129 0,584 0,910 

2 0,772 0,747 0,763 0,753 0,670 0,364 0,435 0,818 

3 0,238 0,191 0,218 0,249 0,036 0,647 0,349 0,504 

4 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,788 0,322 0,236 

5 0,803 0,763 0,766 0,794 0,723 0,251 0,492 0,704 

6 0,980 0,983 0,975 1,000 0,961 0,169 0,795 1,000 

7 0,146 0,104 0,086 0,034 0,070 1,000 0,000 0,054 

8 0,618 0,562 0,613 0,560 0,447 0,734 0,378 0,245 

9 0,783 0,717 0,738 0,753 0,738 0,296 0,379 0,239 

10 0,580 0,503 0,538 0,516 0,489 0,596 0,196 0,048 

11 0,962 0,947 0,942 0,966 0,929 0,075 0,970 0,699 

12 0,960 0,957 0,943 0,985 0,934 0,314 0,793 0,472 

13 0,692 0,625 0,657 0,642 0,630 0,379 0,151 0,000 

14 0,856 0,821 0,818 0,828 0,813 0,266 0,559 0,224 

15 0,942 0,936 0,916 0,960 0,907 0,073 0,882 0,499 

16 1,000 1,000 1,000 0,982 1,000 0,000 1,000 0,731 

 

Tabela 24 – Cálculo das sequências de desvio para GRA-PCA. 

Exp Δ0i(Ra) Δ0i(Ry) Δ0i(Rz) Δ0i(Rt) Δ0i(Rp) Δ0i(MRR) Δ0i(DD) Δ0i(Pot) 

1 0,123 0,146 0,140 0,135 0,192 0,871 0,416 0,090 

2 0,228 0,253 0,237 0,247 0,330 0,636 0,565 0,182 

3 0,762 0,809 0,782 0,751 0,964 0,353 0,651 0,496 

4 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,212 0,678 0,764 

5 0,197 0,237 0,234 0,206 0,277 0,749 0,508 0,296 

6 0,020 0,017 0,025 0,000 0,039 0,831 0,205 0,000 

7 0,854 0,896 0,914 0,966 0,930 0,000 1,000 0,946 

8 0,382 0,438 0,387 0,440 0,553 0,266 0,622 0,755 

9 0,217 0,283 0,262 0,247 0,262 0,704 0,621 0,761 

10 0,420 0,497 0,462 0,484 0,511 0,404 0,804 0,952 

11 0,038 0,053 0,058 0,034 0,071 0,925 0,030 0,301 

12 0,040 0,043 0,057 0,015 0,066 0,686 0,207 0,528 

13 0,308 0,375 0,343 0,358 0,370 0,621 0,849 1,000 

14 0,144 0,179 0,182 0,172 0,187 0,734 0,441 0,776 

15 0,058 0,064 0,084 0,040 0,093 0,927 0,118 0,501 

16 0,000 0,000 0,000 0,018 0,000 1,000 0,000 0,269 
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Tabela 25 – Cálculo dos coeficientes Grey para GRA-PCA. 

Exp ξRa ξRy ξRz ξRt ξRp ξMRR ξDD ξPot 

1 0,803 0,774 0,782 0,787 0,722 0,365 0,546 0,848 

2 0,687 0,664 0,679 0,670 0,603 0,440 0,470 0,733 

3 0,396 0,382 0,390 0,400 0,342 0,586 0,434 0,502 

4 0,333 0,333 0,333 0,333 0,333 0,702 0,425 0,396 

5 0,717 0,678 0,681 0,708 0,644 0,400 0,496 0,629 

6 0,962 0,967 0,952 1,000 0,928 0,376 0,709 1,000 

7 0,369 0,358 0,354 0,341 0,350 1,000 0,333 0,346 

8 0,567 0,533 0,564 0,532 0,475 0,652 0,446 0,398 

9 0,697 0,638 0,657 0,669 0,656 0,415 0,446 0,396 

10 0,544 0,501 0,520 0,508 0,494 0,553 0,383 0,344 

11 0,930 0,904 0,896 0,936 0,875 0,351 0,943 0,624 

12 0,927 0,921 0,898 0,971 0,883 0,422 0,707 0,486 

13 0,619 0,572 0,593 0,583 0,575 0,446 0,371 0,333 

14 0,777 0,737 0,733 0,744 0,728 0,405 0,531 0,392 

15 0,897 0,887 0,856 0,926 0,844 0,350 0,809 0,499 

16 1,000 1,000 1,000 0,965 1,000 0,333 1,000 0,650 

 

A análise de componentes principais, é então rodada em cima dos coeficientes Grey. E 

o número de PCs gerados é igual ao número de respostas, nesse caso oito PCs (Tabela 26), mas 

nem todos serão utilizados na ponderação. A partir da análise dos autovalores e da proporção 

acumulada por eles, decidiu-se por utilizar somente PC1 e PC2 na ponderação do GRA. A 

ponderação é feita multiplicando o quadrado dos autovetores dos PCs pelos coeficientes Grey 

antes do cálculo dos GRG. Após essa ponderação são então calculados o GRG para PC1,  PC2 

e um GRG total para o método, que vai apontar o melhor ponto experimental segundo essa 

abordagem (Tabela 27).  

 

Tabela 26 – Análise de componentes principais. 

Autovalores 6,797 0,633 0,379 0,173 0,011 0,007 0,001 0,000 

Acumulado 0,850 0,929 0,976 0,998 0,999 1,000 1,000 1,000 

Autovetores PC1 PC2 PC3 PC4 PC5 PC6 PC7 PC8 

Ra 0,380 -0,097 -0,045 0,243 -0,027 -0,360 0,788 -0,185 

Ry 0,381 -0,068 0,059 0,209 0,080 -0,056 -0,456 -0,765 

Rz 0,381 -0,059 0,007 0,210 -0,223 -0,575 -0,405 0,513 

Rt 0,380 -0,065 0,002 0,223 0,769 0,331 -0,008 0,318 

Rp 0,378 -0,140 0,047 0,209 -0,591 0,651 0,045 0,125 

MRR -0,325 -0,004 0,794 0,512 0,014 -0,029 0,036 0,022 

DD 0,333 -0,223 0,584 -0,703 0,029 -0,038 0,049 0,015 

Pot 0,247 0,953 0,148 -0,064 -0,038 0,033 0,040 0,002 
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Tabela 27 – Cálculo dos GRGs para GRA-PCA. 

Exp PC1 Rank 1 PC2 Rank 2 Graus Rank 

1 0,089 6 0,100 2 0,094 3 

2 0,078 9 0,087 3 0,082 5 

3 0,052 15 0,059 9 0,055 12 

4 0,048 16 0,047 14 0,047 15 

5 0,079 8 0,075 6 0,077 8 

6 0,109 2 0,118 1 0,114 1 

7 0,052 14 0,041 15 0,047 16 

8 0,066 12 0,048 12 0,057 11 

9 0,075 10 0,048 11 0,062 10 

10 0,062 13 0,042 14 0,052 14 

11 0,104 3 0,075 5 0,090 4 

12 0,102 4 0,060 8 0,081 6 

13 0,067 11 0,041 16 0,054 13 

14 0,083 7 0,048 10 0,066 9 

15 0,099 5 0,061 7 0,080 7 

16 0,113 1 0,079 4 0,096 2 

  

Tabela 28 – Melhores parâmetros de entrada para GRA-PCA. 

  1 2 3 4 Max-Min Posição 

f 0,070 0,074 0,071 0,074 0,004 2 

V 0,072 0,078 0,068 0,070 0,010 3 

I 0,099 0,080 0,060 0,050 0,049 1 

 

 A melhor combinação de parâmetros para a abordagem GRA-PCA é quando f = 30 kHz, 

V = 250 mm/s e I = 30 %. As respostas e o erro estimados dessa abordagem são apresentados 

na Tabela 29. Nesse caso, o valor encontrado para a MRR não foi prioridade, mas tanto DD 

como Pot tiveram resultados mais próximos dos seus ótimos individuais, e o mesmo aconteceu 

para as rugosidades. 

 Tabela 29 – Respostas esstimadas pela aboradgem GRA-PCA. 

  Ra Rq Rz Rt Rp MRR DD Pot MMQ 

Respostas estimadas por 

GRA-PCA 3,779 18,573 16,316 23,024 4,828 0,025 0,089 11,118 815 

Ótimos individuais 0,001 6,194 0,001 4,130 0,001 0,135 0,0001 10,064   

 

 

5.7. Análise de Componentes Principais combinada com Análise Relacional Grey 

Essa abordagem também aplica a transformação SNR de Taguchi sobre as respostas 

originais (Tabela 16) e, em seguida aplica a PCA sobre as respostas transformadas (Tabela 30) 

(VASUDEVAN et al., 2018). 
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Tabela 30 – Autovalores e autovetores dos PCs para PCA-GRA. 

Autovalores 6,3331 1,0413 0,4212 0,1901 0,009 0,0047 0,0005 0,0001 

Acumulado 0,792 0,922 0,974 0,998 0,999 1,0000 1,0000 1,0000 

Autovetores PC1 PC2 PC3 PC4 PC5 PC6 PC7 PC8 

Ra 0,393 -0,104 0,119 0,117 -0,115 0,144 -0,62 0,623 

Ry 0,394 -0,082 0,1 0,163 0,038 0,116 0,772 0,437 

Rz 0,393 -0,103 0,069 0,149 -0,42 0,586 -0,016 -0,536 

Rt 0,39 -0,11 0,057 0,295 0,793 -0,075 -0,137 -0,303 

Rp 0,391 -0,131 0,166 0,052 -0,391 -0,78 0,003 -0,199 

MRR -0,362 0,091 0,073 0,911 -0,147 -0,055 -0,01 0,034 

DD 0,139 0,868 0,471 -0,063 0,029 0,013 -0,012 -0,03 

Pot 0,283 0,425 -0,845 0,122 -0,065 -0,074 -0,013 0,022 

 

A partir dos autovalores e do valor acumulado em cada componente, podemos definir o 

número de PCs que serão utilizados nas próximas etapas. Nesse caso PC1 e PC2 representam 

92 % das respostas, portanto somente os scores dos PCs 1 e 2 foram armazenados (Tabela 31) 

e analisados pelo GRA. A aplicação do PCA reduziu o número de respostas de 8 para 2. 

 

Tabela 31 – Escores armazenados de PC1 e PC2 para PCA-GRA. 

Exp PC1 PC2 

1 1,483 0,619 

2 0,002 0,462 

3 -3,002 0,580 

4 -3,804 0,435 

5 0,315 0,629 

6 3,353 0,746 

7 -3,563 1,874 

8 -1,850 0,103 

9 -0,641 -1,828 

10 -2,152 -0,468 

11 2,716 0,161 

12 2,165 0,050 

13 -1,602 -2,219 

14 0,216 -1,076 

15 2,211 -0,453 

16 4,152 0,385 

 

A correlação entre as respostas mostra como elas se comportam com relação a cada 

componente. Isso possibilita saber o sentido de otimização dos PCs, mas é importante salientar 

que as respostas foram transformadas por SNR de Taguchi, nesse caso, todos os objetivos de 

otimização passam a ser a maximização. Portanto tanto PC1 quanto PC2 serão maximizados. 
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A Tabela 33 apresenta a normalização dos escores dos PCs. As sequencias de desvios (Tabela 

34), coeficientes Grey (Tabela 35) e GRGs (Tabela 36) foram calculados para os PC1 e PC2. 

 

Tabela 32 - Matriz de correlação entre as variáveis e os PCs para PCA-GRA. 

  Ra Ry Rz Rt Rp MRR DD Pot p1 

Ry 0,999                 

Valor p 0,000                 

Rz 0,998 0,998               

Valor p 0,000 0,000               

Rt 0,992 0,995 0,99             

Valor p 0,000 0,000 0,000             

Rp 0,996 0,994 0,992 0,984           

Valor p 0,000 0,000 0,000 0,000           

MRR -0,888 -0,881 -0,884 -0,854 -0,894         

Valor p 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000         

DD 0,273 0,289 0,264 0,251 0,257 -0,232       

Valor p 0,306 0,277 0,324 0,349 0,337 0,387       

Pot 0,62 0,639 0,639 0,637 0,585 -0,614 0,464     

Valor p 0,01 0,008 0,008 0,008 0,017 0,011 0,07     

p1 0,99 0,992 0,99 0,982 0,983 -0,912 0,349 0,713   

Valor p 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,186 0,002   

p2 -0,106 -0,084 -0,105 -0,113 -0,133 0,093 0,000 0,434 0,000 

Valor p 0,696 0,758 0,698 0,678 0,623 0,732 0,000 0,093 1,000 

 

 

Tabela 33 – Normalização dos PCs para PCA-GRA. 

Exp PC1 PC2 

1 0,124 0,191 

2 0,266 0,268 

3 0,796 0,251 

4 1,000 0,283 

5 0,233 0,231 

6 0,016 0,090 

7 0,972 0,000 

8 0,536 0,411 

9 0,325 0,861 

10 0,565 0,568 

11 0,058 0,256 

12 0,117 0,311 

13 0,445 1,000 

14 0,248 0,655 

15 0,096 0,422 

16 0,000 0,146 
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Tabela 34 – Cálculo das sequências de desvio para PCA-GRA. 

Exp Δ0i(PC1) Δ0i(PC2) 

1 0,8762 0,8090 

2 0,7336 0,7325 

3 0,2041 0,7494 

4 0,0000 0,7169 

5 0,7668 0,7694 

6 0,9843 0,9098 

7 0,0283 1,0000 

8 0,4641 0,5893 

9 0,6746 0,1387 

10 0,4352 0,4321 

11 0,9418 0,7443 

12 0,8828 0,6887 

13 0,5548 0,0000 

14 0,7518 0,3447 

15 0,9042 0,5777 

16 1,0000 0,8544 

 

Tabela 35 – Cálculo dos coeficientes Grey para PCA-GRA. 

Exp ξPC1 ξPC2 

1 0,363 0,382 

2 0,405 0,406 

3 0,710 0,400 

4 1,000 0,411 

5 0,395 0,394 

6 0,337 0,355 

7 0,946 0,333 

8 0,519 0,459 

9 0,426 0,783 

10 0,535 0,536 

11 0,347 0,402 

12 0,362 0,421 

13 0,474 1,000 

14 0,399 0,592 

15 0,356 0,464 

16 0,333 0,369 

 

 

A partir dos coeficientes o rank é calculado e pode-se definir qual das combinações de 

parâmetros utilizadas no arranjo é a que mais se aproxima da solução ótima (Tabela 37). Pode-

se, além disso, calcular a combinação ótima de todos os parâmetros utilizados, assim temos a 

combinação f = 10 kHz, V = 150 mm/s e I = 90 % como ponto de ótimo para essa abordagem. 

As respostas estimadas e o erro calculado são mostrados na Tabela 38. 
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Tabela 36 – Cálculo dos GRGs para PCA-GRA. 

 ϒ Rank 

1 0,373 14 

2 0,406 10 

3 0,555 5 

4 0,705 2 

5 0,394 11 

6 0,346 16 

7 0,640 3 

8 0,489 8 

9 0,604 4 

10 0,536 6 

11 0,374 13 

12 0,391 12 

13 0,737 1 

14 0,496 7 

15 0,410 9 

16 0,351 15 

 

Tabela 37 – Resultado da otimização de PCA-GRA para AA1050. 

AA1050 1 2 3 4 Max-Min Posição 

f 0,560 0,511 0,545 0,561 0,050 2 

V 0,600 0,512 0,538 0,528 0,088 3 

I 0,404 0,458 0,616 0,700 0,297 1 

 

 

Tabela 38 – Respostas estimadas para a abordagem PCA-GRA. 

  Ra Rq Rz Rt Rp MRR DD Pot MMQ 

Respostas estimadas por 

PCA-GRA 7,345 44,068 28,414 55,546 20,243 0,049 0,328 13,945 5364 

Ótimos individuais 0,001 6,194 0,001 4,130 0,001 0,135 0,0001 10,064   

  

A abordagem PCA-GRA obteve melhor resultado quando comparada com a Taguchi-

GRA, mas relativamente à abordagem GRA-PCA, seu desempenho foi inferior. A PCA-GRA 

não priorizou a Pot e a MRR, e obteve resultados razoáveis para as demais respostas. Percebe-

se assim, que a abordagem GRA-PCA foi a mais efetiva na otimização do processo LBM. 

  

5.8. Análise de custos 

O sistema tarifário de energia elétrica no Brasil possui algumas variáveis, como já foi 

detalhado no capítulo 2, seção 2.4. O custo de um processo de usinagem é um fator muito 
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importante, principalmente quando depende de variáveis que não são controladas pelo 

operador. No LBM o gasto com energia elétrica abrange a maior parte do custo total do 

processo. Portanto, foi gerado um arranjo cruzado que combinasse as variáveis que interferem 

no custo da energia elétrica no Brasil. O arranjo experimental está na Tabela 39. Os valores de 

custo foram calculados para uma máquina de 19 kW e um lote hipotético de n = 1000 peças, 

nas quais seriam retiradas uma área A = 10x10 mm2 e uma profundidade p = 1 mm. 

 

 

 

Figura 20 – Gráficos de efeitos principais para média e Sinal Ruído do custo.  
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A partir das Tabela 39 e 40, onde T é o valor da tarifa em R$, percebe-se a importância 

da escolha da modalidade tarifária e dos horários em que se utilizara as máquinas. A variável 

das bandeiras não é uma escolha feita pelo consumidor, ela depende de fatores climáticos e 

ambientais. Para um mesmo experimento o valor de energia gasto no lote pode variar de R$ 

191,80 na tarifa horo sazonal azul com bandeira verde no horário fora de ponta, para R$ 

1.238,35 na tarifa horo sazonal verde com bandeira amarela no horário de ponta, um aumento 

equivalente a 84,51% no custo da energia elétrica. Essa análise é importante no caso de uma 

empresa que pretende aumentar a sua produção, ela pode verificar se há mais vantagem em 

dobrar um turno ou adquirir uma nova máquina e trabalhar no horário fora de ponta.  

 

Tabela 39 – Arranjo cruzado para análise de custos com variáveis não controláveis. 

H HP HP HP HP HP HP HP HP HP 

B VD VD VD AM AM AM VM VM VM 

M C SV AS C SV SA C SV SA 

T 0,32 1,17 0,45 0,35 2,00 0,47 0,37 1,22 0,50 

1 405,61 1483,45 565,46 437,18 2525,03 597,02 462,43 1540,26 634,90 

2 198,92 727,53 277,32 214,40 1238,35 292,80 226,79 755,39 311,37 

3 139,31 509,52 194,22 150,16 867,27 205,06 158,83 529,03 218,07 

4 119,98 438,82 167,27 129,32 746,93 176,61 136,79 455,62 187,81 

5 359,16 1313,57 500,71 387,11 2235,88 528,66 409,47 1363,88 562,20 

6 498,41 1822,82 694,82 537,19 3102,69 733,61 568,22 1892,63 780,15 

7 102,63 375,33 143,07 110,61 638,87 151,06 117,00 389,71 160,64 

8 130,35 476,73 181,72 140,49 811,46 191,86 148,61 494,99 204,04 

9 331,66 1212,99 462,37 357,47 2064,67 488,18 378,12 1259,44 519,15 

10 171,62 627,67 239,26 184,98 1068,38 252,61 195,66 651,71 268,64 

11 2097,03 7669,45 2923,45 2260,21 13054,47 3086,63 2390,75 7963,17 3282,45 

12 349,82 1279,40 487,68 377,04 2177,72 514,91 398,82 1328,40 547,57 

13 258,83 946,63 360,84 278,97 1611,29 380,98 295,09 982,88 405,15 

14 298,56 1091,92 416,22 321,79 1858,59 439,45 340,38 1133,74 467,33 

15 716,43 2620,20 998,77 772,18 4459,95 1054,52 816,78 2720,55 1121,42 

16 5819,27 21282,80 8112,60 6272,10 36226,30 8565,43 6634,37 22097,90 9108,83 

 

 

A partir arranjo cruzado foi possível analisar o custo a partir da média e do sinal ruído 

calculados pelo software Minitab18® para os arranjos de Taguchi. A Figura 20 apresenta os 

gráficos dos principais efeitos da média e variância do custo. A partir da qual pode-se notar que 

a intensidade é o fator com maior influência sobre o custo, seguido da frequência e da 

velocidade. 
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 Tabela 40 – Arranjo cruzado para análise de custos com variáveis não controláveis – Continuação. 

H HFP HFP HFP HFP HFP HFP HFP HFP HFP 

B VD VD VD AM AM AM VM VM VM 

M C SV SA C SV SA C SV SA 

T 0,32 0,31 0,31 0,35 0,33 0,33 0,37 0,35 0,36 

1 405,61 391,08 391,08 437,18 422,64 422,64 462,43 447,89 460,52 

2 198,92 191,80 191,80 214,40 207,28 207,28 226,79 219,66 225,85 

3 139,31 134,32 134,32 150,16 145,16 145,16 158,83 153,84 158,17 

4 119,98 115,69 115,69 129,32 125,02 125,02 136,79 132,49 136,23 

5 359,16 346,30 346,30 387,11 374,25 374,25 409,47 396,60 407,78 

6 498,41 480,55 480,55 537,19 519,33 519,33 568,22 550,36 565,87 

7 102,63 98,95 98,95 110,61 106,94 106,94 117,00 113,32 116,52 

8 130,35 125,68 125,68 140,49 135,82 135,82 148,61 143,94 148,00 

9 331,66 319,78 319,78 357,47 345,59 345,59 378,12 366,23 376,56 

10 171,62 165,47 165,47 184,98 178,83 178,83 195,66 189,51 194,85 

11 2097,03 2021,90 2021,90 2260,21 2185,08 2185,08 2390,75 2315,62 2380,90 

12 349,82 337,29 337,29 377,04 364,51 364,51 398,82 386,29 397,18 

13 258,83 249,56 249,56 278,97 269,70 269,70 295,09 285,81 293,87 

14 298,56 287,86 287,86 321,79 311,09 311,09 340,38 329,68 338,97 

15 716,43 690,76 690,76 772,18 746,51 746,51 816,78 791,11 813,41 

16 5819,27 5610,79 5610,79 6272,10 6063,62 6063,62 6634,37 6425,89 6607,02 

 

 

5.9. Modelagem das funções objetivo 

As funções objetivo para as respostas apresentadas na Tabela 41 foram determinadas 

levando-se em consideração o modelo de superfície de resposta de segunda ordem, o qual 

representa a relação matemática aproximada das respostas, em função de das variáveis de 

entrada controláveis do processo.   A Equação 36 apresenta essa relação, onde 𝛽𝑖, 𝛽𝑖𝑖 e 𝛽𝑖𝑗 são 

os coeficientes a serem estimados para cada resposta em unidades codificadas e f, V e I são os 

parâmetros de entrada do LBM. A estimação dos modelos foi feita a partir do algoritmo OLS 

disponível no software estatístico Minitab18®.  

 

𝑦(𝑥) = 𝛽0 + 𝛽1𝑓+𝛽2𝑉 + 𝛽3𝐼 + 𝛽11𝑓
2 + 𝛽22𝑉

2 + 𝛽33𝐼
2 + 𝛽12𝑓𝑉 + 𝛽13𝑓𝐼 + 𝛽23𝑉𝐼 + 𝜀       ( 36 ) 

 

A Tabela 41 apresenta os coeficientes para os modelos quadráticos completos das 

respostas consideradas e os principais resultados da Análise de Variância para o Al1050. Os 

resultados da ANOVA indicaram que todos os modelos foram adequados, pois apresentaram 

p-values inferiores a 5 % de significância (P regressão). Os modelos para todas as respostas 

apresentaram bons ajustes, já que os valores de R2 (adj.) foram superiores a 85 %. A Tabela 42 
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por sua vez, apresenta os valores das otimizações individuais das respostas originais e os 

respectivos parâmetros de entrada em que se pode obtê-los. 

 

Tabela 41 – Coeficientes estimados dos modelos quadráticos completos para AA1050. 

  Ra Ry Rz Rt Rp MRR DD Pot 

Constante 6,368 37,061 25,704 46,826 20,532 0,062 0,188 12,378 

f -4,168 -19,306 -12,549 -23,378 -11,740 -0,020 -0,071 0,514 

V -0,427 -2,891 -2,421 -2,481 0,138 0,016 -0,028 0,209 

I 6,490 31,230 21,971 43,031 15,278 0,042 0,165 1,348 

f*f 1,369 4,774 3,508 5,561 2,739 -0,013 -0,015 -0,218 

V*V -0,770 -3,263 -3,063 -4,643 -2,596 -0,005 0,006 0,145 

I*I 2,210 8,993 6,843 14,830 2,456 0,003 0,016 0,013 

f*V -0,128 0,401 0,657 4,394 0,515 0,008 0,049 0,092 

f*I -4,231 -17,763 -13,917 -22,670 -7,051 0,006 0,025 0,172 

V*I 0,478 0,150 1,848 2,098 -1,278 0,000 -0,034 0,105 

R² (%) 96,960 96,710 96,340 96,550 94,720 96,390 96,510 97,200 

R²(adj) (%) 92,400 91,780 90,860 91,380 86,810 90,980 91,280 92,990 

P (reg) 0,001 0,001 0,001 0,001 0,003 0,001 0,001 0,001 

 

 

Tabela 42 – Otimizações individuais das respostas originais. 

  

  Pontos de Utopia Codificados Pontos de Utopia decodificados 

Resposta Ótimo individual f V I f V I 

Ra 0,001 -0,287 1,023 -1,141 17,125 453,429 25,779 

Ry 6,194 -0,597 0,907 -1,258 14,034 436,115 22,262 

Rz 0,001 -0,597 0,907 -1,258 14,034 436,115 22,262 

Rt 4,131 -0,620 1,057 -1,152 13,797 458,517 25,434 

Rp 0,001 0,337 -1,249 -1,043 23,369 112,697 28,715 

MRR 0,136 0,279 0,841 1,430 22,791 426,160 102,889 

DD 0,000 0,507 0,092 -0,924 25,069 313,827 32,287 

Pot 10,065 -0,829 0,015 -1,464 11,714 302,206 16,090 

 

 

5.10. Análise dos efeitos principais dos parâmetros 

 

Os efeitos dos parâmetros de entrada sobre as respostas são apresentados na Figura 21 

(a – h). É possível notar que para o parâmetro intensidade do laser foi o mais significativo para 

todas as respostas.  
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a)  b)  

c)  d)  

e)  f)  

g)  h)  

Figura 21 – Gráfico dos efeitos principais para as médias das respostas originais: (a) Ra, (b) Ry, (c) Rz, (d) Rt, (e) 

Rp, (f) MRR, (g) DD, (h) Pot. 

 

De forma semelhante Alahmari et al., 2016 encontraram maior influência da intensidade 

do laser nas três respostas estudadas em seu trabalho: largura, profundidade e ângulo de 

conicidade. O aumento da intensidade gera o aumento das resposta, o que nesse caso, é 

interessante somente para a MRR. A frequência vem em seguida da intensidade mas com o 
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efeito contrário, ou seja, quando se dimunui a frequência os valores das respostas aumentam. 

Assim, para menores valores de frequência deve-se obter maiores rugosidades e menor MRR. 

O parâmetro da velocidade exerce pouca influência nas respostas e não foi significativo para a 

potência.  

  

 
 

d

 

 

Figura 22 – Gráficos de superfície de superfície de resposta entre as respostas originais e os fatores f e V, 

mantendo o fator I constante em 2,5 (codificado por Taguchi). 
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 A Figura 22 apresenta os gráficos de superfícies de respostas para as rugosidades Ra, 

Ry, Rz, Rt e Rp, e para o DD. O parâmetro I foi mantido constante em 2,5 (hold value), valor 

codificado pelo arranjo L16 de Taguchi, e equivalente a I = 60 %. A Figura 24 apresenta as 

superfícies de respostas para MRR e Pot em função de: a) intensidade e velocidade; b) 

intensidade e frequencia e c) frequência e velocidade, respectivamente, sempre com o hold 

value igual a 2,5. A partir desses gráficos é possível visualizar a curvatura e o comportamento 

das funções de acordo com o s fatores de entrada.  

 

a) 

  

b) 

  

c) 

  
Figura 23 – Gráficos de superfícies de respostas para MRR e Pot. 
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5.11. Método NBI-GRA  

A metodologia NBI-GRA será agora aplicada às repostas originais do processo LBM. 

O Passo 1 foi realizado conforme descrito no procedimento experimental do Capítulo 4. O 

arranjo de Taguchi foi então transformado através do software Minitab18® para ser analisado 

como superfície de resposta. A modelagem das funções objetivo foi apresentada na seção 5.6 

desse Capítulo e a matriz de correlação entre as repostas é mostrada na Tabela 43. 

 

Tabela 43 – Correlação entre as respostas originais. 

  Ra Ry Rz Rt Rp MRR DD 

Ry 0,997             

  0             

Rz 0,998 0,998           

  0 0           

Rt 0,995 0,997 0,997         

  0 0 0         

Rp 0,988 0,991 0,987 0,985       

  0 0 0 0       

MRR 0,902 0,913 0,906 0,923 0,916     

  0 0 0 0 0     

DD 0,749 0,79 0,77 0,792 0,774 0,824   

  0,001 0 0 0 0 0   

Pot 0,537 0,576 0,563 0,582 0,523 0,64 0,689 

  0,032 0,02 0,023 0,018 0,038 0,008 0,003 

 

Nota-se pela Tabela 43 que as respostas apresentam correlações fortes e positivas entre si. 

Isso significa que o método NBI-GRA pode ser aplicado para esse conjunto de dados. Por se 

tratar de um processo com múltiplas respostas a FA pode e deve ser aplicada no intuito de 

reduzir a dimensionalidade do processo. Além da correlação, é importante lembrar que o 

objetivo de otimização da MRR é a maximização enquanto o das demais respostas é a 

minimização, portanto é de interesse que essa resposta seja representada por um fator 

separadamente das demais.  

O Passo 3 é a aplicação da FA, que foi feita para 3 fatores, inicialmente, sobre as respostas 

iniciais e sem rotação. O resultado encontrado é apresentado na Tabela 44. Junto com a 

observação dos fatores gerados pela FA também foi feita uma análise hierárquica de cluster 

(AHC) para melhor visualização da separação em grupos das respostas com os fatores (Figura 

24). 
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Tabela 44 – Resultado da análise fatorial sem rotação para as respostas originais. 

Variável Fator1 Fator2 Fator3 Comunalidade 

Ra 0,977 -0,189 -0,081 0,997 

Ry 0,988 -0,133 -0,046 0,996 

Rz 0,983 -0,154 -0,07 0,995 

Rt 0,989 -0,124 -0,046 0,995 

Rp 0,977 -0,185 -0,012 0,989 

MRR 0,95 0,041 0,061 0,908 

DD 0,855 0,305 0,41 0,992 

Pot 0,665 0,707 -0,237 0,999 

Variância 6,905 0,722 0,244 7,871 

% Var 0,863 0,09 0,031 0,984 

 

 

Figura 24 – AHC para FA das respostas originais sem rotação. 

 

 Nessa primeira tentativa, a MRR ficou no grupo das rugosidades e do DD (Fator 1). A 

correlação entre as rugosidades, DD e MRR dentro do Fator 1 são altas e positivas, o que 

significa que ao se minimizar o Fator 1, MRR seria minimizado juntamente com as demais 

respostas. A potência foi separada em outro fator (Fator 3) e o fator não está representando 

nenhuma resposta efetivamente. Com essa configuração o método não pode avançar. Uma 

segunda tentativa foi feita em cima das respostas originais, com a extração de 3 fatores agora 

rotacionados com Varimax. O resultado é apresentado a seguir pela Tabela 45 e Figura 25. 

Dessa vez, o Fator 2 está representando a potência, o Fator 3 representa o DD, mas 

novamente a MRR está no mesmo grupo das rugosidades com correlação alta e positiva. A 

diferença no sentido de otimização dessas respostas não permite que elas sejam otimizadas no 

mesmo fator. Para tentar resolver essa divergência, a Transformação Sinal Ruído de Taguchi 

foi aplicada as repostas originais e a FA foi aplicada mais uma vez, para três fatores e sem 

rotação. Os resultados são apresentados na Tabela 46 e Figura 26. 
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Tabela 45 - Resultado da análise fatorial para as respostas originais com Varimax. 

Variável Fator1 Fator2 Fator3 Comunalidade 

Ra 0,934 0,240 0,257 0,997 

Ry 0,909 0,275 0,307 0,996 

Rz 0,920 0,266 0,278 0,995 

Rt 0,905 0,283 0,311 0,995 

Rp 0,917 0,213 0,319 0,989 

MRR 0,768 0,360 0,435 0,908 

DD 0,481 0,396 0,777 0,992 

Pot 0,267 0,932 0,244 0,999 

Variância 5,098 1,484 1,289 7,871 

% Var 0,637 0,186 0,161 0,984 

 

 

 

Figura 25 - AHC para FA das respostas originais com Varimax. 

 

Tabela 46 - Resultado da análise fatorial sem rotação para respostas transformadas por SNR de Taguchi. 

Variável Fator1 Fator2 Fator3 Comunalidade 

SNR Ra 0,989 -0,072 0,123 0,999 

SNR Ry 0,989 -0,045 0,137 0,998 

SNR Rz 0,988 -0,043 0,136 0,996 

SNR Rt 0,977 -0,030 0,190 0,992 

SNR Rp 0,984 -0,116 0,117 0,996 

SNR MRR -0,930 0,053 0,241 0,925 

SNR DD 0,837 -0,171 -0,493 0,974 

SNR Pot 0,689 0,720 -0,079 0,999 

Variância 6,896 0,574 0,410 7,880 

% Var 0,862 0,072 0,051 0,985 
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Figura 26 – AHC para FA dos SNR das respostas sem rotação. 

 

A aplicação da FA sobre as respostas transformadas pelo SNR de Taguchi conseguiu 

isolar a MRR no Fator 3, a potência no Fator 2 e as rugosidades junto com o DD no Fator 1. No 

Fator 1 nota-se que houve inversão no sentido de correlação de MRR. Com essa configuração 

o método pode avançar para a próxima etapa. Assim, os escores desses fatores foram então 

armazenados (Tabela 47), modelados (Tabela 48) e o método NBI-GRA pode avançar para o 

próximo passo.  

 

Tabela 47 – Escores dos Fatores para FA sobre SNR de Taguchi sem rotação. 

F1 F2 F3 

0,494 1,591 0,217 

-0,055 1,624 0,335 

-1,151 1,110 -1,090 

-1,448 0,242 -1,220 

0,047 1,022 0,264 

1,215 1,349 1,197 

-1,494 -0,349 -0,410 

-0,737 -0,240 0,308 

-0,205 -0,684 0,652 

-0,848 -0,876 0,348 

1,220 -0,399 -1,650 

0,793 -0,666 1,536 

-0,565 -1,253 0,679 

0,084 -1,009 0,862 

0,899 -0,722 -0,144 

1,751 -0,740 -1,883 
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Tabela 48 - Coeficientes estimados dos modelos quadráticos completos para os fatores. 

  F1 F2 F3 

Constante -0,039 0,055 0,750 

f 0,543 -1,123 0,413 

V 0,054 -0,317 0,402 

I -1,205 -0,549 0,081 

f*f -0,025 0,234 -0,681 

V*V 0,009 -0,208 0,106 

I*I 0,064 -0,126 -0,815 

f*V -0,095 -0,047 -0,152 

f*I 0,003 -0,049 1,529 

V*I -0,040 -0,064 0,404 

R² (%) 99,810 99,990 99,840 

R²(adj) (%) 99,530 99,970 99,600 

P (reg) 0,000 0,000 0,000 

 

Com essa separação dos fatores pela FA, o NBI pode ser aplicado. Os fatores 2 e 3 serão 

utilizados como vértices da fronteira de Pareto e o Fator 1 será utilizado como restrição 

multivariada do o método, os valores da restrição de F1 serão calculados por PLS. A matriz 

Payoff é apresentada a seguir: 

 

Φ = [
𝐹2
𝑈(𝐱) 𝐹2

𝑁(𝐱)

𝐹3
𝑁(𝐱) 𝐹3

𝑈(𝐱)
] = [

2,66 −1,99
−1,12 2,09

] 

 

Em seguida, usando os respectivos valores de Utopia e Nadir, a normalização das 

funções objetivo foi realizada. É importante ressaltar que a normalização das funções objetivo 

conduzem, também, à normalização da matriz Payoff. 

 Uma vez definidos os valores para  𝑓𝑖(𝐱) = 𝐹𝑖(𝐱), 𝑓
𝑈 = 𝐹𝑖

𝑈(𝐱) e𝑓𝑁 = 𝐹𝑖
𝑁(𝐱) e Φ , o 

algoritmo GRG, disponível na rotina do Solver®, foi aplicado sobre o sistema de Equações 37, 

fim de identificar os pontos de ótimo obtidos para o problema biobjetivo desenvolvido. Nesse 

sistema, g3(x) é a restrição dada por F1, que representa as rugosidades.  O critério de 

maximização foi utilizado para ambos os fatores. Na distribuição de pesos  ( )iw , foram 

utilizados espaçamentos de 5%, de forma que 21 soluções Pareto-ótimo puderam ser obtidas. 

Neste problema, apenas a restrição do espaço experimental 2xx
T foi utilizada. 
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𝑀𝑖𝑛 𝑓1̅(𝐱) = (
𝐹2(𝐱) − 𝐹2

𝑈(𝐱)

𝐹2
𝑁(𝐱) − 𝐹2

𝑈(𝐱)
) 

s.t.: 𝑔1(𝐱) =  (
𝐹2(𝐱)−𝐹2

𝑈(𝐱)

𝐹2
𝑁(𝐱)−𝐹2

𝑈(𝐱)
) − (

𝐹3(𝐱)−𝐹3
𝑈(𝐱)

𝐹3
𝑁(𝐱)−𝐹3

𝑈(𝐱)
) + 2𝑤 − 1 = 0 

𝑔2(𝐱) =  𝑋
𝑇𝑋 ≤ 𝜌2 

𝑔3(𝐱) =  −1,579 ≤ 𝐹1(𝐱) ≤ 1,49  

 

( 37 ) 

 

Neste sentido, a maximização das funções definidas usando o método NBI-GRA 

resultaram nos valores ótimos para as respostas apresentadas na Tabela 49 e os 21 pontos ótimos 

obtidos foram usados para gerar a fronteira de Pareto, conforme Figura 27. Nota-se que os 

pontos de ótimos obtidos pelo método NBI-GRA formaram uma fronteira com pontos 

uniformemente distribuídos. 

 

 

Figura 27 – Fronteira de Pareto entre F2 e F3. 
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Tabela 49 – Resultados da otimização.  

Exp 
Parâmetros decodificados   Respostas decodificadas       

f V I  Ra Rq Rz Rt Rp MRR DD Pot  F2 F3 

0,00 27,427 502,483 80,242  5,619 32,310 22,777 51,461 16,023 0,092 0,251 14,375  -2,015 2,082 

0,05 22,946 538,623 73,800  5,800 33,091 22,039 48,179 16,858 0,092 0,219 13,975  -1,642 2,017 

0,10 20,801 547,983 68,979  5,490 31,702 20,204 43,480 16,800 0,086 0,195 13,632  -1,341 1,901 

0,15 19,071 550,705 64,932  5,244 30,578 18,714 39,645 16,879 0,081 0,176 13,316  -1,053 1,777 

0,20 17,570 549,570 61,284  5,031 29,579 17,418 36,332 17,021 0,076 0,161 13,015  -0,771 1,648 

0,25 16,216 545,615 57,928  4,854 28,724 16,314 33,504 17,229 0,072 0,147 12,726  -0,492 1,518 

0,30 14,979 539,341 54,709  4,681 27,873 15,287 30,940 17,431 0,067 0,136 12,442  -0,214 1,387 

0,35 13,825 530,940 51,650  4,535 27,124 14,410 28,757 17,668 0,063 0,126 12,166  0,062 1,255 

0,40 12,744 520,452 48,670  4,398 26,398 13,622 26,845 17,897 0,059 0,118 11,894  0,338 1,122 

0,45 11,723 507,771 45,756  4,273 25,707 12,938 25,228 18,115 0,055 0,112 11,627  0,615 0,990 

0,50 10,756 492,637 42,889  4,161 25,055 12,365 23,921 18,313 0,051 0,107 11,364  0,891 0,857 

0,55 9,840 474,563 40,044  4,059 24,432 11,911 22,942 18,472 0,047 0,104 11,105  1,167 0,725 

0,60 8,975 452,650 37,191  3,965 23,826 11,587 22,327 18,561 0,044 0,102 10,851  1,444 0,593 

0,65 8,168 425,175 34,318  3,886 23,262 11,451 22,199 18,547 0,040 0,104 10,603  1,721 0,461 

0,70 7,440 388,000 31,424  3,836 22,803 11,640 22,843 18,360 0,037 0,109 10,367  1,997 0,329 

0,75 6,804 329,405 29,270  4,028 23,461 13,104 25,977 18,241 0,034 0,126 10,186  2,263 0,189 

0,80 5,770 297,005 33,103  5,644 30,837 18,812 35,982 22,052 0,035 0,157 10,226  2,459 0,002 

0,85 4,922 289,862 37,727  7,465 39,139 24,793 46,267 26,545 0,038 0,181 10,307  2,576 -0,240 

0,90 4,316 285,543 42,000  9,235 47,185 30,613 56,340 30,731 0,041 0,201 10,394  2,647 -0,513 

0,95 3,878 282,044 46,074  10,986 55,127 36,392 66,421 34,714 0,045 0,220 10,489  2,687 -0,808 

1,00 3,570 278,898 50,060   12,739 63,081 42,208 76,650 38,573 0,048 0,239 10,593   2,699 -1,121 

 

 

Os dados da Tabela 49 mostram que a otimização pelo método NBI-GRA foi eficaz em 

otimizar simultaneamente as rugosidades, a taxa de remoção de material, o desvio dimensional 

e a potência. Quando o peso favoreceu a MRR, as rugosidades sofrem um aumento juntamente 

com a potência, o que era de se esperar. Quando a potência é favorecida há diminuição na MRR. 

Esse comportamento das funções vai de encontro com a correlação entre elas.  

A partir dos resultados da otimização (Tabela 49) foram calculados os custos para as 

diferentes modalidades, tarifas, horários e bandeiras do sistema tarifário brasileiro e 

apresentados nas Tabela 50 e 51. Ao final foram obtidas a média e a variância do custo para 

serem incluídas na GRA para a escolha do melhor ponto da fronteira (Tabela 52). 

 

Dessa maneira, além de levar em contas as 8 respostas otimizadas pelo NBI, a GRA 

considerará a influência do custo no processo LBM. O sentido de otimização tanto da média 

quanto da variância do custo é a minimização. 
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Tabela 50 – Arranjo cruzado para cálculo do custo para as soluções ótimas encontradas pelo método NBI-GRA. 

H HP HP HP HP HP HP HP HP HP 

B VD VD VD AM AM AM VM VM VM 

M C SV SA C SV SA C SV SA 

T 0,32 1,17 0,45 0,35 2 0,47 0,37 1,22 0,5 

1 214,16 783,25 298,56 230,83 1333,20 315,23 244,16 813,25 335,22 

2 172,29 630,12 240,19 185,70 1072,54 253,59 196,42 654,25 269,68 

3 151,27 553,24 210,88 163,04 941,68 222,65 172,46 574,42 236,78 

4 143,86 526,15 200,56 155,06 895,59 211,75 164,01 546,30 225,19 

5 186,12 680,69 259,47 200,60 1158,63 273,95 212,19 706,76 291,33 

6 429,91 1572,32 599,34 463,37 2676,31 632,79 490,13 1632,54 672,94 

7 88,67 324,30 123,62 95,57 552,00 130,52 101,09 336,72 138,80 

8 134,89 493,34 188,05 145,39 839,73 198,55 153,78 512,23 211,14 

9 128,37 469,47 178,95 138,36 799,11 188,94 146,35 487,45 200,93 

10 94,25 344,70 131,39 101,58 586,73 138,73 107,45 357,90 147,53 

11 1705,52 6237,60 2377,65 1838,24 10617,26 2510,37 1944,41 6476,49 2669,63 

12 314,78 1151,23 438,83 339,27 1959,56 463,32 358,87 1195,32 492,72 

13 76,94 281,38 107,26 82,92 478,95 113,24 87,71 292,16 120,43 

14 142,96 522,85 199,30 154,09 889,97 210,43 162,99 542,88 223,78 

15 507,65 1856,64 707,72 547,16 3160,27 747,22 578,76 1927,75 794,63 

16 6225,25 22767,58 8678,57 6709,67 38753,59 9162,99 7097,21 23639,54 9744,30 

17 7061,07 25824,44 9843,79 7610,54 43956,81 10393,25 8050,11 26813,48 11052,61 

18 7346,24 26867,40 10241,34 7917,90 45732,06 10813,00 8375,22 27896,38 11498,98 

19 7568,58 27680,55 10551,30 8157,54 47116,16 11140,26 8628,70 28740,68 11847,01 

20 7780,83 28456,79 10847,19 8386,30 48437,44 11452,66 8870,68 29546,65 12179,23 

21 7996,68 29246,22 11148,10 8618,95 49781,15 11770,37 9116,76 30366,31 12517,10 

 

 

A partir dos resultados obtidos pela otimização dos fatores pelo método NBI é 

necessário encontrar, entre os 21 pontos da fronteira de Pareto, o mais adequado para a 

otimização do processo. A escolha desse ponto será feita pela GRA, utilizada aqui em 

combinação com o método NBI que otimiza um problema de forma contínua. A função da GRA 

será fazer a escolha (discreta) de um ponto, dentre os 21 gerados pelo NBI. Para essa análise 

utilizou-se dos valores das respostas encontradas pelo método NBI para o cálculo dos GRGs, o 

ponto que apresentar maior GRG será o escolhido pela GRA. Os resultados são apresentados a 

seguir. 
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Tabela 51 – Arranjo cruzado para cálculo do custo para as soluções ótimas encontradas pelo método NBI-GRA - 

continuação. 

H HFP HFP HFP HFP HFP HFP HFP HFP HFP 

B VD VD VD AM AM AM VM VM VM 

M C SV SA C SV SA C SV SA 

T 0,32 0,31 0,31 0,35 0,33 0,33 0,37 0,35 0,36 

1 214,16 206,49 206,49 230,83 223,15 223,15 244,16 236,49 243,15 

2 172,29 166,12 166,12 185,70 179,52 179,52 196,42 190,25 195,61 

3 151,27 145,85 145,85 163,04 157,62 157,62 172,46 167,04 171,75 

4 143,86 138,71 138,71 155,06 149,90 149,90 164,01 158,86 163,34 

5 186,12 179,45 179,45 200,60 193,93 193,93 212,19 205,52 211,31 

6 429,91 414,51 414,51 463,37 447,97 447,97 490,13 474,73 488,11 

7 88,67 85,49 85,49 95,57 92,40 92,40 101,09 97,92 100,68 

8 134,89 130,06 130,06 145,39 140,55 140,55 153,78 148,95 153,15 

9 128,37 123,77 123,77 138,36 133,76 133,76 146,35 141,75 145,74 

10 94,25 90,87 90,87 101,58 98,21 98,21 107,45 104,07 107,01 

11 1705,52 1644,42 1644,42 1838,24 1777,13 1777,13 1944,41 1883,31 1936,39 

12 314,78 303,50 303,50 339,27 327,99 327,99 358,87 347,59 357,39 

13 76,94 74,18 74,18 82,92 80,17 80,17 87,71 84,96 87,35 

14 142,96 137,84 137,84 154,09 148,96 148,96 162,99 157,86 162,31 

15 507,65 489,47 489,47 547,16 528,97 528,97 578,76 560,57 576,38 

16 6225,25 6002,22 6002,22 6709,67 6486,64 6486,64 7097,21 6874,18 7067,95 

17 7061,07 6808,10 6808,10 7610,54 7357,56 7357,56 8050,11 7797,14 8016,92 

18 7346,24 7083,05 7083,05 7917,90 7654,71 7654,71 8375,22 8112,03 8340,70 

19 7568,58 7297,42 7297,42 8157,54 7886,38 7886,38 8628,70 8357,55 8593,13 

20 7780,83 7502,07 7502,07 8386,30 8107,54 8107,54 8870,68 8591,92 8834,11 

21 7996,68 7710,18 7710,18 8618,95 8332,45 8332,45 9116,76 8830,27 9079,18 

 

 

Figura 28 – Gráfico de contorno para as funções objetivos das respostas originais e ponto de ótimo. 



82 

 

Tabela 52 – Média e variância do custo para os pontos de ótimo da fronteira de Pareto. 

Exp µK σ2K 

1 366,44 9,14E+04 

2 294,80 5,91E+04 

3 258,83 4,56E+04 

4 246,16 4,12E+04 

5 318,46 6,90E+04 

6 735,60 3,68E+05 

7 151,72 1,57E+04 

8 230,80 3,63E+04 

9 219,64 3,28E+04 

10 161,27 1,77E+04 

11 2918,23 5,80E+06 

12 538,60 1,97E+05 

13 131,64 1,18E+04 

14 244,61 4,07E+04 

15 868,62 5,14E+05 

16 10651,70 7,72E+07 

17 12081,84 9,93E+07 

18 12569,79 1,08E+08 

19 12950,22 1,14E+08 

20 13313,38 1,21E+08 

21 13682,71 1,27E+08 

Tabela 53 – Normalização das respostas originais para o método NBI-GRA. 

Exp Ra Ry Rz Rt Rp MRR DD Pot µK σ2K 

1 0,800 0,764 0,632 0,463 1,000 1,000 0,000 0,000 0,983 0,999 

2 0,779 0,745 0,656 0,523 0,963 0,986 0,216 0,095 0,988 1,000 

3 0,814 0,779 0,715 0,609 0,966 0,897 0,376 0,177 0,991 1,000 

4 0,842 0,807 0,764 0,680 0,962 0,810 0,503 0,253 0,992 1,000 

5 0,866 0,832 0,806 0,740 0,956 0,727 0,609 0,325 0,986 1,000 

6 0,886 0,853 0,842 0,792 0,947 0,647 0,698 0,394 0,955 0,997 

7 0,905 0,874 0,875 0,839 0,938 0,569 0,775 0,461 0,999 1,000 

8 0,921 0,893 0,904 0,880 0,927 0,495 0,840 0,527 0,993 1,000 

9 0,937 0,911 0,929 0,915 0,917 0,424 0,895 0,592 0,994 1,000 

10 0,951 0,928 0,952 0,944 0,907 0,356 0,939 0,656 0,998 1,000 

11 0,964 0,944 0,970 0,968 0,898 0,291 0,971 0,719 0,794 0,954 

12 0,975 0,960 0,985 0,986 0,891 0,228 0,992 0,781 0,970 0,999 

13 0,985 0,975 0,996 0,998 0,887 0,168 1,000 0,841 1,000 1,000 

14 0,994 0,989 1,000 1,000 0,888 0,110 0,990 0,900 0,992 1,000 

15 1,000 1,000 0,994 0,988 0,896 0,053 0,953 0,957 0,946 0,996 

16 0,978 0,984 0,946 0,931 0,902 0,000 0,842 1,000 0,224 0,392 

17 0,797 0,801 0,761 0,747 0,733 0,028 0,634 0,990 0,118 0,218 

18 0,592 0,594 0,566 0,558 0,533 0,080 0,475 0,971 0,082 0,150 

19 0,394 0,395 0,377 0,373 0,348 0,131 0,336 0,950 0,054 0,102 

20 0,197 0,197 0,189 0,188 0,171 0,184 0,208 0,928 0,027 0,047 

21 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,241 0,083 0,903 0,000 0,000 
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Tabela 54 – Cálculo das sequências de desvio para o método NBI-GRA. 

Exp Δ0i(Ra) Δ0i(Ry) Δ0i(Rz) Δ0i(Rt) Δ0i(Rp) Δ0i(MRR) Δ0i(DD) Δ0i(Pot) Δ0i(µK) Δ0i(σ2K) 

1 0,200 0,236 0,368 0,537 0,000 0,000 1,000 1,000 0,017 0,001 

2 0,221 0,255 0,344 0,477 0,037 0,014 0,784 0,905 0,012 0,000 

3 0,186 0,221 0,285 0,391 0,034 0,103 0,624 0,823 0,009 0,000 

4 0,158 0,193 0,236 0,320 0,038 0,190 0,497 0,747 0,008 0,000 

5 0,134 0,168 0,194 0,260 0,044 0,273 0,391 0,675 0,014 0,000 

6 0,114 0,147 0,158 0,208 0,053 0,353 0,302 0,606 0,045 0,003 

7 0,095 0,126 0,125 0,161 0,062 0,431 0,225 0,539 0,001 0,000 

8 0,079 0,107 0,096 0,120 0,073 0,505 0,160 0,473 0,007 0,000 

9 0,063 0,089 0,071 0,085 0,083 0,576 0,105 0,408 0,006 0,000 

10 0,049 0,072 0,048 0,056 0,093 0,644 0,061 0,344 0,002 0,000 

11 0,036 0,056 0,030 0,032 0,102 0,709 0,029 0,281 0,206 0,046 

12 0,025 0,040 0,015 0,014 0,109 0,772 0,008 0,219 0,030 0,001 

13 0,015 0,025 0,004 0,002 0,113 0,832 0,000 0,159 0,000 0,000 

14 0,006 0,011 0,000 0,000 0,112 0,890 0,010 0,100 0,008 0,000 

15 0,000 0,000 0,006 0,012 0,104 0,947 0,047 0,043 0,054 0,004 

16 0,022 0,016 0,054 0,069 0,098 1,000 0,158 0,000 0,776 0,608 

17 0,203 0,199 0,239 0,253 0,267 0,972 0,366 0,010 0,882 0,782 

18 0,408 0,406 0,434 0,442 0,467 0,920 0,525 0,029 0,918 0,850 

19 0,606 0,605 0,623 0,627 0,652 0,869 0,664 0,050 0,946 0,898 

20 0,803 0,803 0,811 0,812 0,829 0,816 0,792 0,072 0,973 0,953 

21 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,759 0,917 0,097 1,000 1,000 

 

Tabela 55 – Cálculo dos coeficientes Grey para o método NBI-GRA. 

Exp ξRa ξRy ξRz ξRt ξRp ξMRR ξDD ξPot ξµK ξσ2K 

1 0,714 0,679 0,576 0,482 1,000 1,000 0,333 0,333 0,967 0,999 

2 0,694 0,662 0,592 0,512 0,931 0,974 0,390 0,356 0,976 0,999 

3 0,729 0,694 0,637 0,561 0,936 0,829 0,445 0,378 0,982 0,999 

4 0,760 0,721 0,679 0,609 0,929 0,725 0,501 0,401 0,983 1,000 

5 0,788 0,748 0,720 0,658 0,919 0,647 0,561 0,425 0,973 0,999 

6 0,814 0,773 0,760 0,707 0,903 0,586 0,624 0,452 0,918 0,994 

7 0,840 0,799 0,800 0,757 0,889 0,537 0,690 0,481 0,997 1,000 

8 0,864 0,823 0,839 0,806 0,873 0,498 0,758 0,514 0,986 1,000 

9 0,888 0,849 0,876 0,854 0,857 0,465 0,826 0,551 0,987 1,000 

10 0,911 0,874 0,912 0,900 0,844 0,437 0,891 0,592 0,996 1,000 

11 0,932 0,899 0,944 0,941 0,831 0,414 0,946 0,640 0,709 0,916 

12 0,952 0,925 0,971 0,973 0,822 0,393 0,985 0,695 0,943 0,997 

13 0,972 0,952 0,991 0,995 0,816 0,375 1,000 0,759 1,000 1,000 

14 0,989 0,978 1,000 1,000 0,817 0,360 0,980 0,834 0,984 1,000 

15 1,000 1,000 0,988 0,977 0,828 0,346 0,913 0,920 0,902 0,992 

16 0,959 0,968 0,903 0,878 0,836 0,333 0,759 1,000 0,392 0,451 

17 0,711 0,715 0,676 0,664 0,652 0,340 0,577 0,981 0,362 0,390 

18 0,551 0,552 0,535 0,531 0,517 0,352 0,488 0,946 0,353 0,370 

19 0,452 0,452 0,445 0,444 0,434 0,365 0,430 0,910 0,346 0,358 

20 0,384 0,384 0,381 0,381 0,376 0,380 0,387 0,874 0,340 0,344 

21 0,333 0,333 0,333 0,333 0,333 0,397 0,353 0,838 0,333 0,333 

 



84 

 

Tabela 56 – Cálculo dos GRGs para o método NBI-GRA. 

Exp ϒ Rank 

1 0,645 16 

2 0,650 15 

3 0,665 14 

4 0,683 13 

5 0,703 12 

6 0,724 11 

7 0,748 10 

8 0,773 9 

9 0,799 7 

10 0,825 6 

11 0,841 5 

12 0,870 4 

13 0,886 3 

14 0,894 1 

15 0,888 2 

16 0,785 8 

17 0,628 17 

18 0,533 18 

19 0,472 19 

20 0,428 20 

21 0,394 21 

 

O método NBI-GRA encontrou a melhor combinação de parâmetros de entrada que 

otimiza simultaneamente todas as respostas para o processo de usinagem a laser. Essa 

combinação é dada por f = 8,2 kHz; V = 425,2 mm/s e I = 34,3 %. 

Uma vez que as funções objetivo foram linearmente separadas, eixos independentes e 

bem definidos foram otimizados pelo método NBI-GRA, conduzindo todas as respostas para 

valores próximos aos seus alvos, sem desrespeitar as restrições pré-estabelecidas. A Figura 28 

mostra o ponto de ótimo que está dentre da região viável definida para os níveis de parâmetros 

desse processo. 
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6. Conclusões 

A principal contribuição desse trabalho consistiu no desenvolvimento do método NBI-

GRA para a otimização do processo de usinagem a laser de uma liga de alumínio de AA1050. 

Este método permite que grandes grupos de superfícies de resposta correlacionadas 

sejam otimizados simultaneamente aplicando-se o Método de Interseção Normal à Fronteira às 

funções objetivo. Além de permitir a redução de dimensionalidade do problema original 

empregando-se apenas dois eixos fatoriais independentes para uma Fronteira de Pareto, o 

método permite também a inclusão de um terceiro grupo de superfícies de resposta, também 

representado por fator, na forma de uma restrição não-linear multivariada. A otimização das 

superfícies de respostas de um processo de usinagem a laser da liga de alumínio AA1050, foi 

utilizada como aplicação prática para desenvolver os passos do método proposto.  

Sendo assim, os resultados preliminares indicam que o método NBI-GRA, além de 

considerar a dimensionalidade do problema de otimização e os alvos estabelecidos para as 

funções objetivo, contribuiu para a formação de fronteiras equiespaçadas e sem inversão dos 

sinais de correlação das respostas originais, conduzindo todas as respostas para valores 

próximos aos seus alvos, sem desrespeitar as restrições pré-estabelecidas.  

Adicionalmente, a partir dos resultados apresentados no Capítulo 5, podem ser 

estabelecidas as seguintes considerações: 

a) O processo de usinagem a laser foi estudado e os parâmetors mais influentes foram 

otimiazdos através da metodologia proposta. Todos os modelos matemáticos 

analisados pela Metodologia de Superfície de Resposta, tanto para as funções das 

respostas otimizadas, quanto para os fatores se mostraram como expressões 

confiáveis para a análise e otimização do processo analisado. Os resultados 

estatísticos para estas funções apresentaram um nível de confiança superior a 90% 

para todos os modelos. 

b) A análise do comportamento do processo LBM analisado, sob o ponto de vista dos 

efeitos principais e efeitos das interações entre os parâmetros, além de esclarecer 

informações relevantes para um adequado controle do processo no que se refere à 

eficiência técnica do processo,  permitiu visualizar os conflitos de interesse existente 

entre as múltiplas variáveis. Todos os parâmetros de processo foram significativos. 

No entanto, como os seus níveis de influência foram diferentes entre as respostas, 
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com pontos de ótimo individuais levando a configurações distintas do processo, 

comprovou-se a necessidade de sua otimização multiobjetivo; 

c) O conjunto de soluções ótimas da fronteira de Pareto obtidos pelo método NBI-GRA 

biobjetivo, assim como a qualidade da fronteira de Pareto gerada, são mais eficientes 

quando as funções objetivo são linearmente separáveis (definidas por clusters 

diferentes), de forma que as funções objetivo que compõem os eixos da fronteira 

também sejam linearmente separáveis. 

d) O custo foi estimado para as diferentes modalidades, horários, tarifas e bandeira do 

sistema elétrico brasileiro possibilitando assim a escolha da melhor opção para se 

investir no processo LBM. 

 

6.1. Contribuições do trabalho 

A principal contribuição desta pesquisa refere-se à seleção das funções correlacionadas 

que integram os eixos da fronteira de Pareto. Na metodologia proposta, um arranjo de Taguchi 

pode ser otimizado continuamente pelo método NBI a partir da transformação em superfície de 

resposta. A dimensionalidade do problema foi reduzida através da aplicação da análise fatorial 

sobre as respostas (e SNR das respostas). A separação em fatores juntamente com a análise 

hierárquica de cluster assegura que os grupos de funções formados sejam linearmente 

separáveis, o que viabiliza a representação de cada grupo por escores de fatores distintos com 

a mínima sobreposição possível. Essa metodologia melhora a qualidade dos pontos ótimos 

obtidos pelo método NBI-GRA. 

O método NBI-GRA apresentou uma nova abordagem para a GRA, utilizada aqui para 

a escolha do melhor ponto da fronteira de Pareto. A GRA é uma técnica de otimização 

multiobjetivo discreta, que vem assistir o NBI utilizado em processos contínuos. Foi gerada 

uma planilha em Excel® para o cálculo da GRA.  

Ao longo do desenvolvimento dessa pesquisa, alguns dos resultados aqui discutidos, 

juntamente com outras aplicações e trabalhos paralelos realizados dentro da linha de pesquisa 

“Modelagem e Otimização”, puderam ser convertidos em publicações de artigos em periódicos 

e anais de congressos, de caráter nacional e internacional e de relevância significativa nas 

respectivas áreas de atuação. Assim, estas publicações, que se encontram ao final deste 

documento, também se mostram como uma importante contribuição do presente trabalho.
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