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Resumo

A lagrangeana efetiva de Heisenberg-Euler é utilizada como fonte para a geometria de
Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker. Utiliza-se uma abordagem perturbativa nos in-
variantes do campo, sao analisadas aproximacoes de ordem superior a segunda ordem.
Mostra-se que a expansao perturbativa da lagrangeana em poténcias do invariante escalar
F é tal que, quando aproximada até ordens pares, da origem a solucoes cosmoldgicas
regulares, enquanto que aproximagoes até ordens impares geram solugoes singulares.
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Abstract

The effective Heisenberg-Euler lagrangian is considered as a source for de Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) geometry in a semiclassical analysis. A perturbative
approach on the field invariants is used and approximations up to higher than second order
are analyzed. We show in this work that the lagrangian expansion is such that, when
approximated up to even orders and applied to a spatially homogeneous and isotropic
metric structure, generates regular cosmological solutions. When approximated up to
odd orders, the expansion as source of Einstein’s equations generates singular solutions.
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Capitulo 1

Introducao

Logo depois do surgimento da teoria da relatividade geral, as primeiras solugoes exatas
mostraram que o universo deve ter sido originado em uma época num tempo finito no
passado de densidade e curvatura infinitas se a matéria que ele contém obedece as equagoes
de movimento da relatividade geral, juntamente com as hipéteses de homogeneidade e
isotropia. Mas na época essa anomalia nao foi levada a sério pelo fato de acreditar-se que
ela surgia devido ao alto grau de simetria exigido nas condigoes assumidas na resolucao
da equacoes, e nao seria portanto caracteristica intrinseca da relatividade geral.

Por volta das décadas de 60 e 70, Hawking, Penrose e Geroch [1] mostraram, por meio
de uma analise rigorosa das propriedades globais de um espago-tempo geral, que sob certas
condicoes plausiveis fisicamente como a positividade da energia e condi¢oes sobre causali-
dade, singularidades tais como a da origem do universo sao caracteristicas inevitaveis de
uma grande classe de teorias de gravitacao. A existéncia destas singularidades surge na
forma de geodésicas nulas ou do tipo tempo incompletas. Mas nao se sabe a estrutura ou
natureza das singularidades preditas pelos teoremas de singularidade. Por exemplo, nao
se sabe se as densidades e curvaturas necessariamente divergirao ao longo das trajetorias
caindo nestas singularidades.

No que se segue usa-se a definicao de espago-tempo como sendo uma variedade pseudo-
Riemanniana orientada quadri-dimensional dotada de uma geometria com assinatura Lo-
rentziana positiva +2 [isto é, (-, +, +, +)].

Faz-se necessdria a introducao de algumas defini¢oes [2] com relagao a estrutura causal
do espaco-tempo para o entendimento do capitulo seguinte.

Curvas causais inextensiveis sao trajetérias que nao possuem pontos terminais futu-
ros ou passados. Uma curva causal inextensivel deve ir ao infinito, ou terminar numa
singularidade, ou ainda pode ficar confinada em um conjunto compacto.

Seja (M, g,) um espago-tempo arbitrario, e seja um ponto p € M. Entdo, existe
uma vizinhanca normal convexa de p, isto é, um conjunto aberto U com p € U tal que
para todos ¢,r € U existe uma tnica geodésica vy conectando ¢ e r e permanecendo
inteiramente em U. Além disso, para tal vizinhanca, I (p)|y é o conjunto constituido
de todos os pontos alcangados pelas geodésicas do tipo tempo direcionadas para o futuro
comecando em p e contidas em U. Desta forma I*(p)|y denota o futuro cronoldgico de p
no espaco-tempo (U, g,,,). Define-se o conjunto I*(p)|y como sendo a fronteira topolégica
do conjunto I (p)|y.

Um conjunto S C M, M uma variedade, é dito acronal se nao existirem p,q € S tais



que g € I (p)|y, isto é, se IT(S)N.S = 0.

Para um conjunto S fechado e acronal, define-se borda como o conjunto de pontos
p € S tais que toda vizinhanga aberta O de p contenha um ponto g € I*(p), um ponto
r € I (p) e uma curva do tipo tempo A que liga r a ¢ e nao intercepta S.

Seja S um conjunto fechado e acronal (possivelmente com borda). Define-se o dominio
futuro de dependéncia de S, denotado por D*(S), por

D*(S) = {p € M|toda curva causal inextensivel para o passado que passa
por p intercepta S} .

O dominio passado de dependéncia, D~(S), é definido da mesma forma, trocando futuro
por passado na definigdo acima. Agora, o dominio de dependéncia de S, denotado por
D(S) é definido como

D(S)=D*(S)u D (S). (1.1)

Um conjunto acronal fechado ¥ para o qual D(X) = M é chamado superficie de
Cauchy.

Um espaco-tempo (M, g,,,) que possui uma superficie de Cauchy ¢ dito ser globalmente
hiperbdlico.

Um espago-tempo (M, g,,) é dito fortemente causal se para todo p € M e toda vi-
zinhanca O de p, existir uma vizinhanca V' de p contida em O tal que nenhuma curva
causal intercepte V mais do que uma vez.

Seja (M, g,,,) um espaco-tempo fortemente causal e sejam p, ¢ € M. Define-se C(p, q)
como o conjunto das curvas causais continuas, direcionadas para o futuro de p a ¢, onde
curvas que diferem somente por uma reparametrizagao sao consideradas a mesma curva.
Define-se uma topologia em C'(p, q) da seguinte maneira. Para cada U C M aberto, defina
O(U) C C(p,q) por

oU)={ e Cp, 9| CU}. (1.2)

Desta forma, define-se esta topologia chamando de abertos em C(p,q) aos conjuntos
O(U) expressos como
O=uU0(). (1.3)

Define-se C'(X,q) como o conjunto das curvas causais continuas direcionadas para o
futuro de ¥ a g e define-se uma topologia em C(X, ¢) da mesma forma como em C(p, q).

No modelo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW), as equagoes de Eins-
tein implicam que se p + 3p > 0 para todos os instantes de tempo, onde p é a densidade
total de energia e p a pressao, havera uma singularidade no instante ¢ = 0 a qual pode ser
identificada como a origem do universo. Se p 4+ p > 0 para todos os instantes de tempo
entao ao longo das trajetorias direcionadas para o passado que encontram esta singula-
ridade, p — 00 e também o escalar de curvatura R;;RY — oo. Desta forma, todas as
geodésicas causais direcionadas para o passado sao incompletas, no sentido de que cairao
na singularidade dentro de um intervalo finito do parametro afim.

A existéncia de singularidades onde os escalares de curvatura e densidades divergem
implica uma patologia intrinseca em tais espagos-tempos onde as leis da fisica nao sao
aplicaveis. A existéncia de geodésicas incompletas implica que um observador pode desa-
parecer repentinamente do espago-tempo depois de um intervalo finito de tempo-proprio.

Singularidades podem ocorrer sem que haja mau comportamento da curvatura. Um
exemplo simples é o espaco-tempo de Minkowski com um ponto retirado. Com este



“buraco” no espaco-tempo, existirao geodésicas do tipo tempo caindo nele e que serao
portanto incompletas. Porém essa é uma situacao artificial que pode ser evitada exigindo
que o espaco-tempo seja inextensivel, ou seja, nao possa ser isometricamente imerso num
espago-tempo maior como um subconjunto préprio. Em [3] sdo apresentadas detalhada-
mente técnicas necessarias para determinar quando é possivel estender um espago-tempo.

H&a muitas propostas de solucoes cosmoldgicas isentas da singularidade inicial, baseados
em diversos mecanismos tais como constante cosmoldgica [4], acoplamento nao-minimo [5],
lagrangeanas nao lineares envolvendo termos quadréticos na curvatura [6], modificagoes
na estrutura geométrica do espago-tempo [7] entre outras.

Neste trabalho utilizou-se a lagrangeana efetiva para a eletrodinamica quantica de
Heisen-
berg-Euler [8] como fonte para as equagoes de Einstein. A analise é feita através de uma
expansao em série nos invariantes do campo, generalizando a eletrodinamica de Maxwell.

A segunda ordem pode ser verificada experimentalmente através do fenomeno de bi-
refringéncia [9]. Uma revisdo completa sobre a lagrangeana efetiva de Heisenberg-Euler
pode ser encontrada em [10].

Este trabalho segue da seguinte maneira. O segundo capitulo faz uma andlise dos
teoremas de singularidade. O terceiro capitulo d4 uma introdugao a QED e apresenta
a lagrangeana de Heisenberg-Euler. O quarto capitulo apresenta o modelo de FLRW
com a lagrangeana até segunda ordem como fonte, gerando uma solucao regular, isto
é, sem a presenca da singularidade primordial. No quinto capitulo sao apresentados
resultados inéditos considerando termos de ordem superior na expansao como fonte para
as equacoes de Einstein. Sao considerados termos até sexta ordem, sendo que em cada
termo a regularidade da solucao é analisada, obtendo-se um estudo detalhado sobre o
comportamento da série, o qual é complementado por argumentos qualitativos aplicaveis
a todas as ordens.

Uma observacao a respeito da notacgao: indices latinos do meio do alfabeto correm de
1 a 3, indices gregos variam de 0 a 3.



Capitulo 2

Singularidades

Este capitulo visa a discussao dos teoremas de singularidade [11], que atestam que as
singularidades sao caracteristicas intrinsecas das solucoes cosmoldgicas. Esses teoremas
afirmam que universos nao singulares sao incompativeis com a teoria da Relatividade
Geral, assumindo que certas condicoes de energia sejam satisfeitas pela matéria e outras
condicoes sejam asseguradas no espaco-tempo.

A predicao das singularidades mostra que nas condicoes extremas esperadas perto
destas outras forcas devem ser levadas em consideracao, os aspectos quanticos da matéria
tém um papel fundamental no tratamento a ser dado ao estagio inicial do universo.

2.1 Caracterizacao das Singularidades

Intuitivamente, uma singularidade no espaco-tempo é um ponto onde a curvatura
diverge, ou ocorre alguma anomalia da métrica. Uma abordagem natural na Relatividade
Geral ¢ considerar o espago-tempo como consistindo de uma variedade M e uma métrica
definida em toda a variedade. Desta forma, a singularidade do Big-Bang da solucao de
Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker nao é considerada como parte da variedade, ou
seja, nao pode ser considerada como um “lugar” no espaco-tempo.

A caracterizacao das singularidades através da divergéncia da curvatura nao é satis-
fatoria, visto que ha varias possibilidades de comportamentos patologicos, envolvendo a
curvatura ou escalares formados a partir dela. A proposta mais apropriada é utilizar os
buracos deixados pela remocao das singularidades como critério para a presenca delas. Es-
tes buracos seriam detectados pela existéncia de geodésicas que teriam comprimento afim
finito, ou seja, existiriam geodésicas que sao inextensiveis em ao menos uma dire¢ao mas
que possuem um intervalo finito do parametro afim; tais geodésicas sao ditas incompletas.

Desta maneira, poderiamos definir um espaco-tempo inextensivel como sendo singular
se possuir ao menos uma geodésica incompleta. Podemos classificar uma singularidade
por uma geodésica incompleta de acordo com:

i. um escalar construfdo polinomialmente de R,z,° e de suas derivadas covariantes
diverge ao longo da geodésica (singularidade do escalar de curvatura).

ii. uma componente de Ram‘s ou de suas derivadas covariantes numa tétrada paralela-
mente propagada diverge ao longo da geodésica (singularidade da curvatura parale-
lamente propagada).



ili. nem (i) nem (ii) ocorrem (singularidade de nao-curvatura).

H&a varias objegoes a esta definicao de singularidades através da incompletude de
geodésicas. No entanto, é intuitivo fisicamente que espagos-tempos que sao incomple-
tos com relagao a geodésicas nulas ou do tipo tempo sejam considerados singulares pois,
neste caso, seria possivel que uma particula caindo livremente ou um féton acabasse
sua existéncia dentro de um intervalo de tempo finito, ou comecasse sua existéncia num
tempo finito no passado. Mesmo sem uma defini¢ao satisfatoria de singularidades, seria
justificavel caracterizar tais espacos-tempos como singulares.

2.2 Congruéncias Geodésicas Causais

Seja M uma variedade e seja um conjunto O C M aberto. Uma congruéncia em O é
uma familia de curvas tais que por cada ponto p € O passe precisamente uma curva desta
familia. Desta forma, os vetores tangentes a congruéncia formam um campo vetorial em
O. A congruéncia é dita regular se o correspondente campo vetorial for regular.

Consideremos uma congruéncia de geodésicas do tipo tempo, parametrizadas pelo
tempo proprio 7, tal que o campo vetorial £* dos vetores tangentes seja normalizado,
§#¢, = —1. O campo correspondente

B, = V.6, (2.1)
serd puramente espacial, isto é,

B = B, = 0. (2.2)

Considere uma subfamilia regular a um parametro v(7) de geodésicas da congruéncia.
O vetor desvio é definido por (9/0s)* e representa um deslocamento para uma geodésica
infinitesimalmente proxima. Seja n* o vetor desvio ortogonal de vy para esta subfamilia.
Entao n* representa um deslocamento espacial infinitesimal de 7, para uma geodésica
proxima. Temos que a derivada de Lie de n* na direcao de & se anula

£§’I7M = 0, (23)
entao
'Vt = 0"V, = By (2.4)

Desta maneira, B* mede a falha de n* em ser paralelamente transportado na diregao
de &#. Um observador na geodésica 7y, veria as geodésicas vizinhas se alongando e girando
pela agao do mapa linear B*.

Definimos a métrica espacial h,, por

h;w = Juv + 5#51/' (25)

Assim, h*, = g h,, é o operador projecdo sobre o subespaco do espaco tangente perpen-
dicular a &*.



Definimos a expansao ¢, o cisalhamento o, e a vorticidade w,, da congruéncia por

0 = B,
1
O = By — thW,
Wy = B[u,,]; (2.6)

onde os parénteses significam simetria nos indices e os colchetes indicam anti-simetria.
Desta forma, B, é composto como

1

BW,:3

Ohy + o + Wy (2.7)

A evolucao temporal destes parametros é dada por

1

VN = —§92 — 00" + wuw' — R\,
2 1 1~
é/\vko-uu - _geo-;uz - O-,u)\o-/\y - w,u,)\wAy + gh;w(o-)\poj\p - w}\pw)\ﬁ?) + O)\VupgAgp + iR/Lw
2
fAv)\wm/ = _geww/ - ZUA[VW;L])\; (28)

onde ]:ZW ¢ a parte espacial sem trago de R,
~ 1
Ry = hyahy,RY — ghwmpﬁw’, (2.9)

e Chypp € 0 tensor de Weyl.

A primeira das equagoes (2.8) é conhecida como equagao de Raychaudhury. Anali-
semos o ultimo termo do lado direito desta equagao. Usando as equacoes de Einstein
podemos escrever

B¢ =87 T = 30| €€ =k T8¢+ 57|, (210

O termo T),,£#€" representa fisicamente a densidade de energia da matéria medida por
um observador cuja quadri-velocidade é £#. Acredita-se que, para a matéria classica, essa
densidade é nao-negativa:

T,,£"¢” > 0, V&" do tipo tempo. (2.11)

Esta hipdtese é conhecida como condicao fraca de energia. Assume-se também que
(condigao forte de energia):

1
T,,8"¢" > —§T, V&R do tipo tempo. (2.12)

O tensor 7}, ¢ simétrico em seus dois indices, mas como g, nao é positivo definido,
o mapa linear T*, que leva vetores em vetores nao é necessariamente diagonalizavel. No



entanto, todos os tensores momentum-energia que representam o que pode ser considerado
fisicamente como matéria, isto é, que podem ser tratados como fluidos perfeitos, sao
diagonalizaveis, podendo ser escritos como

T,uzz = pt,utu + p1ZT,xy + DP2YyuYyv + P3zuzv, (213)

onde t# xt y* z* é uma base ortonormal, com t* do tipo tempo. O autovalor p pode
ser interpretado pelo observador t* como a densidade de energia de repouso da matéria,
enquanto os autovalores pi, ps € p3 sao chamadas de pressoes principais.

Neste caso a condicao fraca de energia lé-se

p=0,p+p; >0, (2.14)

e a condicao forte de energia é equivalente a

P+ZP¢ZU€P+]?¢ZO~ (2.15)

Se as equacoes de Einstein sao vélidas, e se a condicao forte de energia é satisfeita
pelo tensor 7}, entao o ultimo termo da equagao de Raychaudhuri serd nao-positivo. Se
a conguéncia ¢ hipersuperficie ortogonal, temos w,, = 0, e o terceiro termo se anula. O
segundo termo, —o,,, 0", é nao-positivo. Desta forma

do 1
— =02 < 2.1
dr + 3 0 (2.16)
o que implica
a1 _ 1
> 2.17
dr  — 3’ ( )
e entao ]
01 (r) >0, + 3T (2.18)

onde f, é o valor inicial de §. Suponhamos que 6, seja negativo, ou seja, a congruéncia
estd inicialmente convergindo. Entao a equagao (2.18) implica que 6~ deve assumir o
valor 0, isto é, # — —oo, dentro de um intervalo de tempo préprio 7 < 3/|6p|. Assim esta
demonstrado o seguinte lema.

Lema 2.2.1 Seja £* o campo tangente a uma congruéncia geodésica do tipo tempo hi-
persuperficie ortogonal. Suponha que R, M"Y > 0, o que de fato serd se as equagoes
de Finstein forem wdlidas e a condigcao forte de energia for satisfeita pela matéria. Se
a expansao 0 assumir um valor negativo 6y em qualquer ponto de uma geodésica da con-
gruéncia, entio 0 — —oo ao longo dessa geodésica dentro de um intervalo de tempo
proprio T < 3/|6o].

Para congruéncias geodésicas nulas, a parametrizacao é feita através do parametro
afim )\, mas neste caso nao ha maneira natural de normalizar o campo vetorial tangente
a congruencia k.

No caso da congruéncia do tipo tempo, nos restringimos a vetores desvio n* ortogo-

3 z ~ . 12 J— | Z— v
nais a {#. Ha duas razoes para essa escolha: (1) "V, (&,n") = M6V = & £en” +

7



&,V &Y =0 = &n” é constante ao longo da geodésica, e o comportamento da parte nao
ortogonal ndo é interessante. (2) Vetores desvio que diferem somente por um multiplo
de &" representam um deslocamento para a mesma geodésica proxima. A ortogonalidade
fixa uma condigao de gauge natural em n*.

No caso da congruéncia geodésica nula, estas restricoes para a escolha do vetor desvio
ainda se aplicam, mas sao agora independentes, pois k* é nulo e portanto ortogonal a si
mesmo. Desta forma, a classe de vetores desvio interessantes fisicamente se reduz a um
subespaco de dimensao dois, como sera descrito a seguir.

Seja V), o espago tangente no ponto p € M. Os vetores tangentes em V), que sao
ortogonais a um dado campo vetorial nulo x* formam um subespaco de dimensao trés que
chamaremos f/;,. Definimos ‘A/p como o espaco vetorial das classes de equivaléncia de vetores
em ‘7p, onde x, Yyt € \N/p sao ditos equivalentes se existir ¢ € R tal que z* — y* = ckM.
Entao ‘A/p ¢ um espaco vetorial de dimensao dois.

Um vetor t* € V, nao da origem naturalmente a um vetor em V porque nao ha
maneira natural de decompo lo como a soma de um vetor em V e um vetor que nao
pertence a V Entretanto, se t* € V isto ¢, se t#k, = 0, entao t* da origem a um vetor
th e V},, tomando sua classe de equwalenma. Por outro lado, um vetor dual p, € V" da
origem a um vetor dual fi, € f/p* restringindo sua agao a vetores de f/p. No entanto, fi,
da origem a um vetor dual i, € Vp* se e somente se [ k" = pok® = 0.

De forma mais geral, um tensor T)!/* em V,, da origem a um tensor T):** em V}, se
e somente se o resultado da contracao de um dos seus indices com x* ou K, e a contragao
dos indices restantes com vetores de V ou V* for sempre nula. Para estes tensores o

produto externo comuta com a projecao em V;?. Para tensores satisfazendo a propriedade
de que contragao com qualquer um de seus indices com x* ou k, ¢ sempre nula, entao
projecao em V,, e contracao comutam.

A métrica g, satisfaz a primeira propriedade acima e, portanto, da origem a um

1% ) )

tensor em V), que denotaremos por h,,.

Consideremos agora uma congruéncia de geodésicas nulas com campo tangente . O
campo tensorial

B,uy - VVHH (219)

também satisfaz a propriedade que garante a existéncia de um campo tensorial B, o
qual pode ser decomposto como

B, = %eﬁw + 6+ D (2.20)
com
0 = h'"B,,
5#!/ = B(NV) - %gﬁuw
O = B, (2.21)

tal que os parametros sao interpretados da mesma maneira que no caso da congruéncia
do tipo tempo.



A evolugao destes parametros é dada por

de 1

- _502 — 00" + W — RAP'{AHP’

IQAV)\a-HV - _06-'[1,1/ + CAVpp/{A’ipa

KMV = — 00, (2.22)

Usando as equacoes de Einstein obtemos agora
R, k'K = kT, k'K". (2.23)

Desta maneira, tudo o que é necessario para que o ultimo termo da primeira das
equagoes (2.22) seja nao positivo é que T, x*x” > 0. Se a condicao forte de energia, dada
pela equacao (2.12), for satisfeita, entao para todo &* do tipo tempo temos

, 1
ngpg - inﬂfu 2 0

e, por continuidade, a condigao T}, k*K" > 0 serd verdadeira para todo x* nulo. De forma
andloga, se a condicao fraca de energia é satisfeita, entao por continuidade a condigao
acima também serd satisfeita. Para um 7}, diagonalizdvel, a condi¢ao necesséria e sufici-
ente para que a equagao seja satisfeita para todo vetor nulo k* é

p+pi >0, (i=1,23). (2.24)
Obtemos, desta forma, o seguinte resultado.

Lema 2.2.2 Seja k* um campo tangente a uma dada congruéncia geodésica nula hiper-
superficie ortogonal. Suponha que R, k"k" > 0, como de fato serd se as equagoes de
FEinstein forem satisfeitas no espago-tempo e a condi¢cao forte ou fraca de energia forem
satisfeitas pela matéria. Se a expansao 6 toma um valor negativo 0y em qualquer ponto
de uma geodésica na congruéncia, entdo 0 — —oo ao longo dessa geodésica dentro de um
intervalo do parametro afim A < 2/]60o].

2.3 Pontos Conjugados

Seja M uma variedade na qual uma conexao esta definida, e seja v uma geodésica com
campo tangente v*. Uma solucao n* da equagao do desvio geodésico

V'V (0 ) = =Ry, vt P (2.25)

denomina-se campo de Jacobi em 7. Um par de pontos distintos p,q € v sao ditos
conjugados se existir um campo de Jacobi n* nao identicamente nulo mas tal que se
anula em p e q. Desta forma, intuitivamente, p e ¢ sao conjugados se uma geodésica
infinitesimalmente proxima interceptar v em ambos os pontos ¢ e p.

Seja v uma geodésica do tipo tempo com tangente &# e seja p € . Consideremos
a congruéncia de todas as geodésicas do tipo tempo passando por p (esta congruéncia é
obviamente singular em p), entdo todo campo de Jacobi que se anula em p é um vetor
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desvio para essa congruéncia. Veremos que um ponto ¢ € 7 estando no futuro de p é
conjugado a p se e somente se a expansao # dessa congruéncia se aproximar de —oo em
q. Para isto, é conveniente introduzir uma base ortonormal de vetores espaciais el €}, e
ortogonais a &" e paralelamente propagados ao longo de . Como as componentes dos

vetores desvio n* para esta congruéncia satisfazem as equacoes diferenciais lineares

d*nH

7 = ~Rap ¢ (2.26)

o valor de n* num instante qualquer 7 deve depender linearmente das condic¢oes iniciais
n*(0) e dn*/dr(0) em p. Como, por construgao, n*(0) = 0, temos

dn”
dr

n*(r) = A*,(1)——(0) . (2.27)

Substituindo na equagao (2.26), vé-se que a matriz A", (7) satisfaz a equacao

d>A*,

r=n

= — Rl AP, . (2.28)

Tem-se também que A*,(0) = 0 e dA*,/d7(0) = 0. Agora, ¢ serd conjugado a p se e
somente se existir uma condigao inicial nao trivial para a qual n* = 0 em ¢. Pela equacao
(2.27), isto ocorrera se e somente se det A*, = 0 em ¢g. Ou seja, det A*, =0 é a condi¢ao
necessaria e suficiente para que exista um ponto conjugado a p.

A matriz A", se relaciona com o campo tensorial B, através da relacao, em notagao
matricial,

dA
B=—A". 2.29
dt ( )
Consequentemente
d(In|det A|)
0=trB= ————=-. 2.30
" dr ( )

Como A satisfaz a equacao diferencial (2.28), d(det A)/dr nao pode se tornar infinito ao
longo de 7. Desta forma, se § — —oo em ¢, segue da equagao (2.30) que det A — 0 em
q. Agora, se det A — 0 em ¢, segue que § — —oo em ¢. Assim fica demonstrado que a
condicao necessaria e suficiente para que ¢ seja conjugado a p é que tenhamos 6 — —oo
em ¢ para a congrueéncia emanando de p.

Pode ser demonstrado que numa vizinhanga normal convexa de p as geodésicas da con-
gruéncia sao ortogonais a superficie de tempo proprio constante 7 ao longo das geodésicas
e, pela ultima das equagdes (2.8), se w), se anula num instante de tempo qualquer, deve
se anular para todo instante de tempo.

Lema 2.3.1 Seja (M, g,,) um espago-tempo satisfazendo R, "€ > 0 para todo & do
tipo tempo. Seja v uma geodésica do tipo tempo e seja p € . Suponha que a congruéncia
de geodésicas do tipo tempo com w,, = 0 emanando de p seja tal que 0 assuma o valor
negativo Oy em r € . Entdo dentro do intervalo de tempo proprio T < 3/|00| a partir de
r ao longo de ~y ezistird um ponto q conjugado a p (assumindo que vy se estenda até tal
ponto).
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A existéncia de um par de pontos conjugados numa geodésica completa do tipo tempo
pode ser demonstrada por hipoteses mais fracas do que as da proposicao acima. Se
R, > 0 em todo lugar ao longo da geodésica e R,,£#{” > 0 em um ponto r € 7,
entdo pode-se mostrar que (para p suficientemente longe de r) a expansao da congruéncia
emanando de p deve ser negativa em r. Entao p terd um ponto conjugado g em 7.
Entretanto, mesmo que R,,§"§” = 0 em todo ponto de 7, se os termos de curvatura no
lado direito da equagao (2.8) forem nao nulos em 7 € ~, entao o, nao pode se anular
numa vizinhanca de r. Como —o,,0" também aparece no lado direito da equacao de
Raychaudhuri, de maneira analoga é estabelecida a existéncia de pontos conjugados. Logo,
tudo o que ¢ exigido para a existéncia de pontos conjugados em v é que R,,£#{” > 0 em
todo ponto de v e R,,1,£"E” # 0 em pelo menos um ponto de 7.

Um espago-tempo (M, g,,,) ¢é dito satisfazer a condicao genérica do tipo tempo se cada
geodésica com campo tangente {# possuir ao menos um ponto no qual R, §*” # 0.

Lema 2.3.2 Seja (M, g,,) satisfazendo a condi¢io genérica do tipo tempo e suponha
R,,£"6" > 0 para todo " do tipo tempo, assumindo que a congruéncia seja hipersuperficie
ortogonal, isto €, w,, = 0. Entao, toda geodésica completa do tipo tempo possui um par
de pontos conjugados.

Consideremos agora a relagao entre pontos conjugados e as propriedades de compri-
mento extremo de geodésicas. Sejam os pontos p, ¢ € M e considere uma familia a um
parametro de curvas suaves do tipo tempo A\, (t) de p a ¢, onde o parametro t é escolhido
tal que para todo o tenhamos A\, (a) = p, Ao (b) = ¢. O comprimento de cada curva é dado
por

b
(o) = / f(a,t)dt, (2.31)
onde f = (=T*T,)*/?, sendo T" os vetores tangentes (0/0t)".

Lema 2.3.3 Seja v uma curva suave do tipo tempo conectando dois pontos p e ¢ € M.
Entao a condigao necessaria e suficiente para que v maximize localmente o tempo proprio
entre p e q sob variacoes suaves a um parametro é que y seja uma geodésica sem pontos
conjugados a p entre p e q.

Uma nocao semelhante de conjugacao ao longo de uma geodésica pode ser estabelecida
entre um ponto e uma hipersuperficie inextensivel do tipo espaco suave Y. Definimos
primeiramente o tensor curvatura extrinseca K, de X. Seja {# o campo vetorial tangente
unitario da congruéncia geodésica do tipo tempo ortogonal a 3. O tensor K, ¢ definido
como

Ky = V&, =By, . (2.32)

Este tensor é puramente espacial, ou seja, K, = K,,{" = 0. Como esta congruéncia ¢é
hipersuperficie ortogonal, w,, = 0 e K, ¢ simétrico. Podemos, entao, expressar K, na
forma

= —£ehy, (2.33)



onde h,,, é definido pela equacao (2.5), e a equagao geodésica foi usada no ultimo passo.
Agora, h,, é a métrica espacial induzida nas hipersuperficies de tempo préprio constante
a partir de ¥ ao longo da congruéncia geodésica ortogonal a ¥. Desta forma, K, mede
a taxa de variagao da métrica espacial ao longo da congruéncia.

O traco da curvatura extrinseca serd denotado por K,

K =h"EK,, . (2.34)

Desta forma, temos que
K=290, (2.35)

onde # é a expansao da congruéncia geodésica.

Um ponto p numa geodésica v da congruéncia geodésica ortogonal a > é dito ser
conjugado a X ao longo de 7 se existir um vetor desvio ortogonal n* da congruéncia que
seja nao-nulo em ¥ mas se anule em p. Resulta, de forma andloga ao caso de pontos
conjugados, a seguinte proposicao.

Lema 2.3.4 Seja (M, g,,) um espago-tempo satisfazendo R, "¢ > 0 para todo £ do
tipo tempo. Seja ¥ uma hipersuperficie inextensivel do tipo espaco com K = 6 < 0
num ponto q € X. Entdo dentro do intervalo de tempo proprio T < 3/|K| a partir de q
ezxistird um ponto p conjugado a Y ao longo da geodésica vy ortogonal a 3 e passando por
q, assumindo que vy se estenda a tal ponto.

O seguinte teorema pode ser demonstrado.

Lema 2.3.5 Seja v uma curva do tipo tempo suave conectando um ponto p € M a um
ponto q de uma hipersuperficie suave do tipo espaco ¥. Entdo, a condi¢ao necessdria
e suficiente para que v maximize localmente o tempo proprio entre p e ¥ sob variagoes
suaves a um parametro é que vy seja uma geodésica ortogonal a X sem pontos conjugados
a X entre X e p.

Tratemos agora do caso de geodésicas nulas. Para qualquer campo de Jacobi n* numa
geodésica nula y com vetor tangente k*, temos

PR, (k)] = 0. (2.36)

o que implica que n* nao pode se anular em dois pontos distintos p, ¢ € p, a menos
que k*n, = 0 em todo ponto de p. Além disso, se n* for um campo de Jacobi, entao
"+ (a+bA\)kH, com a e b constantes, também o serd. Desta forma, p e g serdo conjugados
se e somente se existir um campo de Jacobi n* que difere de zero somente por um multiplo
de k* em ambos p e ¢g. Assim, ao longo de uma geodésica nula i, dois pontos p e g serao
conjugados se e somente se um vetor H* em V satisfizer a equacao de desvio geodésico e
se anular em p e q.
O seguinte resultado é obtido.

Lema 2.3.6 Seja (M, g,.,) um espago-tempo que satisfaz R, k*k” > 0 para todo k* nulo.
Seja p uma geodésica nula e seja p € . Suponha que a expansao da congruéncia geodésica
nula com w,,, = 0 emanando de p atinja um valor negativo 0y em r € . Entdo, dentro
do intervalo do parametro afim X\ < 2/|0y| a partir de r, existird um ponto q conjugado a
p ao longo de u, assumindo que p se estenda a tal ponto.
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Novamente, este resultado pode ser obtido de hipéteses mais fracas, se R, k*E" > 0
em todo ponto de uma geodésica completa nula p e se existir ao menos um ponto r € p no
qual R, k*k” > 0 ou k[(;C'M]M[pka]k”k)‘ = 0, entao p possuird um par de pontos conjugados.
Um espago-tempo (M, g,,,) é dito satisfazer a condicao genérica nula se toda geodésica
nula possuir ao menos um ponto onde R, k*k” > 0 ou k[(;C’Ml,A[pka}k”k’\ #0.

Lema 2.3.7 Suponha que (M,g,,) satisfaca a condi¢do genérica nula e R, k'EY > 0
para todo k* nulo, assumindo que a congruéncia seja hipersuperficie ortogonal. FEntao,
toda geodésica nula completa possui um par de pontos conjugados.

Pontos conjugados indicam quando uma geodésica nula p conectando p e ¢ pode ser
variada resultando uma curva do tipo tempo entre esses pontos. Pode-se demonstrar que:

Lema 2.3.8 Seja p uma curva causal suave e sejam p, q € p distintos. Entao, nao
existird uma familia a um parametro de curvas causais suaves \, conectando p e ¢ com
Ao = 14 € A do tipo tempo para todo o > 0 (ou seja, p ndo pode ser suavemente defor-
mada numa curva do tipo tempo) se e somente se p for uma geodésica nula sem pontos
conjugados a p ao longo de p entre p e q.

A nogao de conjugacao também pode ser definida para um ponto e uma superficie
bidimensional do tipo espaco S. Em cada ponto q € S existirao precisamente dois vetores
nulos direcionados para o futuro kf e k} que sao ortogonais a S. Se S for orientdvel,
podemos fazer uma escolha continua de &}’ e k5 sobre S e assim definir duas familias de
geodésicas nulas, familia que entra e familia que sai. Vamos nos referir a cada uma dessas
familias como congruéncias apesar de cada uma gerar apenas uma hipersuperficie nula
em vez de gerar uma regiao aberta do espago-tempo. Assumindo w,, = 0, a expansao
6 e o cisalhamento ¢, estao bem definidos, pois todos os vetores desvio ortogonais aos
vetores tangentes k* estao incluidos na congruéncia. Seja 1 uma geodésica nula em uma
dessas congruéncias. Um ponto p € pu é dito ser conjugado a S se ao longo de p existir
um vetor desvio 7" da congruéncia que é nao nulo em S mas se anula em p. Temos entao:

Lema 2.3.9 Seja (M, g,,) um espago-tempo satisfazendo R, k"k" > 0 para todo k* nulo.
Seja S uma subvariedade bidimensional do tipo espaco suave tal que a expansdo 0 das
geodésicas nulas saindo atinja um valor negativo 6y em q € S. Entao, dentro do intervalo
do parametro afim X\ < 2/|0o|, existird um ponto p conjugado a S ao longo da geodésica
nula que sai p passando por q.

O seguinte teorema pode ser obtido:

Lema 2.3.10 Seja S uma subvariedade bidimensional do tipo espaco suave e seja fn uma
curva causal suave de S a p. Entao, a condi¢ao necessdria e suficiente para que (i nao
possa ser suavemente deformada numa curva do tipo tempo conectando S e p € que u seja
uma geodésica nula ortogonal a S sem pontos conjugados a S entre S e p.

Como conseqiiéncia deste teorema (e resultados apresentados na introdugao) obtém-se
0 seguinte teorema.

Lema 2.3.11 Seja (M, g,,,) um espago-tempo globalmente hiperbdlico e seja K uma sub-
variedade bidimensional de M compacta e orientdvel. Entdo, todo p € IT(K) estd numa
geodésica nula direcionada para o futuro comecando em K que € ortogonal a K e nao
possui pontos conjugados a K entre K e p.
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2.4 Curvas de Maximo Comprimento e Teoremas de
Singularidade

Nesta secao usaremos argumentos globais envolvendo compacidade dos espacos de cur-
vas causais C(p, q) e C(X, p) para provar a existéncia de curvas de maximo comprimento
em espacos-tempos globalmente hiperbdlicos.

O comprimento 7 de uma curva causal suave A entre os pontos p e ¢ € M com tangente
TH = (0/0t)* é dado pela férmula

7N = / (=TT, 2dt (2.37)

E necessario generalizar essa definicao para curvas causais continuas para que 7 esteja
definida para todas as curvas de C(p,q). Seja entao é(p, q) o subconjunto de C(p,q)
formado pelas curvas suaves do tipo tempo, com a topologia induzida por C. Entao
C(p,q) é denso em C(p, q), isto é, toda curva causal continua pode ser expressa como um
limite de uma sequéncia de curvas suaves do tipo tempo. Se 7 for continua em C(p, q),

pode-se estendé-la para uma fungao continua em C(p, q) fazendo

7] = lim 7[\,], (2.38)
n—oo

onde {)\,} é uma sequéncia em C(p,q) que se aproxima da curva causal continua y €
C(p,q). Entretanto, 7 nao é continua em C(p, q): arbitrariamente perto de qualquer
curva do tipo tempo na topologia de C(p,q) é possivel encontrar uma curva “zigzag”do
tipo tempo suave de comprimento arbitrariamente perto de zero. No entanto, a fungao
T é semicontinua superiormente em (j(p, q), isto é, para todo A € C’(p, q), dado € > 0,
existe uma vizinhanca aberta O C C(p,q) de X tal que para todo N € O tem-se 7[N] <
T[A] + €. Se 7 for semicontinua superiormente em C’(p, q), podemos estendé-la a uma
fungao semicontinua superiormente em C(p,q) da seguinte forma. Para p € C(p,q) e
O C C(p,q) uma vizinhanca aberta de p, definimos

T[0] = sup{r[\l]A € O, X € C(p, )} , (2.39)
onde sup denota a menor das cotas superiores. Entao definimos
7] = inf{T'[O]|O uma vizinhanga aberta de p} , (2.40)

onde inf denota a maior das cotas inferiores. Assim, o que nos permite extender a definicao
de 7 a C(p,q) é expresso no seguinte resultado.

Lema 2.4.1 Seja (M, g,,)) um espago-tempo fortemente causal. Sejam p e g € M com
q € I'T(p). Entao, T é semicontinua superiormente em C(p,q).

Podemos definir C' (X, p) para qualquer conjunto acronal ¥ num espago-tempo for-
temente causal. Analogamente ao caso tratado acima, podemos afirmar que 7 é semi-
continua superiormente no espaco C’(E,p) de curvas suaves do tipo tempo de X a p.
Desta forma, 7 pode ser estendida a uma funcao semicontinua superiormente definida em
todo espago C(X, p).
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Na secao anterior foi visto que a condi¢ao necessaria e suficiente para que uma curva
suave maximizasse localmente o comprimento entre dois pontos ou entre um ponto e
uma hipersuperficie era que fosse uma geodésica sem pontos conjugados. Agora que a
definicao de 7 foi estendida para curvas continuas, pode haver a possibilidade de que
uma curva continua nao suave entre dois pontos ou entre um ponto e uma hipersuperficie
possa ter comprimento maior ou igual ao da geodésica. Mas ha um resultado que garante
que isso nao acontece. Pode-se mostrar que em qualquer vizinhanca normal convexa
U, a tnica geodésica vy conectando dois pontos causalmente relacionados r,s € U tem
comprimento estritamente maior que qualquer outra curva causal suave conectando esses
dois pontos. Desta forma, pela semicontinuidade superior, qualquer curva causal continua,
p, conectando 1 e s € U deve satisfazer 7[u| < 7[y]. Segue o seguinte resultado.

Lema 2.4.2 Seja (M, g,,) um espago-tempo fortemente causal. Sejam p,q € M onde
q € JH(p), e considere a fungao T definida em C(p,q). Uma condi¢ao necessdria para
que T atinja seu valor mdzimo em v € C(p,q) € que 7y seja uma geodésica sem pontos
conjugados a p entre p e q.

Analogamente, segue:

Lema 2.4.3 Seja (M, g,,) um espago-tempo fortemente causal. Sejap € M, seja ¥ uma
hipersuperficie do tipo espago suave e acronal, e considere a fun¢do T definda em C(3,p).
Uma condi¢do necessdria para que T atinja seu valor mdzimo em v € C(X,p) € que
seja uma geodésica ortogonal a > sem pontos conjugados a ¥ entre Y e p.

Estes resultados nao garantem a existéncia de um valor maximo para 7, mas os
proximos teoremas mostram que o valor maximo é sempre atingido pela funcao 7 em
espagos-tempos globalmente hiperbdlicos.

Lema 2.4.4 Seja (M, g,,) um espago-tempo globalmente hiperbolico. Sejam p,q € M
onde q € JT(p). Entao, existe uma curva v € C(p,q) para a qual T atinje seu valor
mdzximo em C(p,q).

Lema 2.4.5 Seja (M, g,.,) um espago-tempo globalmente hiperbdlico. Seja p € M e seja
Y uma superficie de Cauchy. Entao existe uma curva v € C(X,p) para a qual T atinje
seu valor maximo em C(3,p).

Seguem agora os teoremas de singularidade.

Teorema 2.4.1 Seja (M, g,,,) um espago-tempo globalmente hiperbolico com R,,§*EY > 0
para todo & do tipo tempo hipersuperficie ortogonal, o que de fato ocorre se as equacoes de
Finstein sdo vdlidas e a condicao forte de energia € satisfeita pela matéria. Suponha que
exista uma superficie de Cauchy ¥ do tipo espago suave (ou, ao menos, de classe C?) para
a qual o trago da curvatura extrinseca (para a congruéncia geodésica normal direcionada
para o passado) satisfaca K < C' < 0 em todo lugar, onde C € uma constante. Entao,
nenhuma curva do tipo tempo direcionada para o passado a partir de X possui comprimento
maior que 3/|C|. Em particular, todas as geodésicas do tipo tempo direcionadas para o
passado sao incompletas.
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Para provar este teorema, supoe-se que ha uma curva A do tipo tempo direcionada para
o passado, a partir de 3, com comprimento afim maior que 3/|C|. Seja p um ponto em
A estando além do comprimento 3/|C| a partir de ¥. Pelo lema 2.4.5, existe uma curva
de maximo comprimento v de p a X, a qual claramente deve possuir comprimento maior
que 3/|C|. Pelo lema 2.4.3, v deve ser uma geodésica sem pontos conjugados entre X
e p. Entretanto, isto contradiz o lema 2.3.4 que implica que v deve possuir um ponto
conjugado entre X e p. Logo, a curva A original nao pode existir.

A hipétese de hiperbolicidade global pode ser removida, desde de que uma nova
hipétese seja adicionada: X deve ser compacta. A conclusao também é enfraquecida
no sentido de que ao menos uma geodésica do tipo tempo direcionada para o passado
deve ser incompleta, e nao necessariamente todas as geodésicas do tipo tempo.

Teorema 2.4.2 Seja (M, g,,,) um espago-tempo fortemente causal com R,,,*Y > 0 para
todo & do tipo tempo hipersuperficie ortogonal, o que de fato ocorre se as equacoes de
FEinstein sao vdlidas e a condigcao forte de energia é satisfeita pela matéria. Suponha que
exista uma hipersuperficie S do tipo espaco suave, acronal, sem borda e compacta tal que
para toda congruéncia geodésica normal direcionada para o passado a partir de S tenhamos
K < 0 em todo ponto de S. Seja C' o valor mazximo de K, desta forma K < C <0 em
todo lugar de S. Entdo, ao menos uma geodésica do tipo tempo inextensivel direcionada
para o passado a partir de S nao possui comprimento maior que 3/|C|.
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Capitulo 3

Lagrangeana Efetiva Para a QED

3.1 QED em campos eletromagnéticos externos

A lagrangeana que descreve o sistema interagente de fotons, elétrons e positrons é

dada por
L=L]+L + Lin (3.1)

onde as lagrangeanas livres £J + £§™¢ para fétons e elétrons sdo expressas em termos do
campo de Dirac ¥(z) e do campo A, (z) como [12]

L = U(x)(iv"8, — me)¥(x) (3.2)
1
Ly = —ZFW(x)F’“’(x) + termo de fixagao de gauge , (3.3)

onde * sao as matrizes de Dirac 4x4, ¥(z) = ¥T(z)7° e F,,, = 9,A, — 0,4, é o tensor
do campo eletromagnético.
O principio do acoplamento minimo d& origem a lagrangeana de interacao

Lins = —eW(x)y"W(z)A, () , (3.4)

usando h =c=1.

Um campo eletromagnético externo é incorporado adicionando-se ao campo quantico
A, na equagao (3.4) um vetor potencial externo nao quantizado Af, tal que a interacao
total se torna

Ling + Liyy = —eV(2)y"U(2)[Au(x) + Af(2)] - (3.5)

A teoria quantica de campos é definida através de integrais funcionais para a funcao
particao da mecanica quantica

Z[A°] = /[D\I/D\I!DA“]exp [z’/d%(ﬁ + Efnt)} , (3.6)
a ser integrada sobre todas as flutuagoes eletromagnéticas e campos grassmanianos. A

quantidade normalizada Z[A¢] d& a amplitude de transicdo vacuo-vacuo na presenca do
campo eletromagnético externo classico,

- Z[AY]
< out,00,in >= 200 (3.7)
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onde |0,in > é o estado inicial do vacuo no instante de tempo t =t_ — —o0 e < out, 0|
¢ o estado final de vacuo no instante t = t, — oo.

Selecionando apenas os diagramas de Feynman irredutiveis a uma particula na ex-
pansao perturbativa de Z[A¢], obtém-se a agao efetiva como um funcional de A°:

AS.¢[A°] = =i In < out, 0]0,in > . (3.8)

Sob a hipétese de que o campo externo A¢(x) varia pouco numa regiao finita do
espago-tempo, podemos obter uma lagrangeana efetiva aproximadamente local AL, ¢[A¢],
tal que

AS, ;[A%] ~ / P 2ALG[AY] ~ VALAL[A] | (3.9)

onde V' ¢é o volume espacial e At = t, —t_. Para At — oo, a amplitude de transi¢ao
vacuo-vacuo assume a forma

< out,0[0,in >= ¢ HA0=IT/AAL (3.10)

onde A¢y = €y(A°) — €(0) ¢é a diferenca entre as energias do vacuo na presenga e na
auséncia do campo, I' é a taxa de decaimento do estado de vacuo e At o intervalo de
tempo no qual o campo pode ser nao nulo.

A probabilidade de que o vacuo permaneca como é na presenca do campo eletro-
magnético externo classico é dada por

| < out,0[0,in > [* = e~ HmASes A7 (3.11)

3.2 Lagrangeana Efetiva de Heisenberg-Euler

O céalculo da corrente associada ao vacuo do campo de uma particula carregada envolve
a construcao da fungao de Green para o campo da particula no campo eletromagnético
prescrito. Esta corrente do vacuo pode ser exibida como uma variacao de uma acao,
a qual é adicionada ao campo de Maxwell na descricao do comportamento dos campos
eletromagnéticos no vdcuo. Em [13] esta questao é resolvida de forma a preservar a
invariancia de gauge caracteristica a QED. As equagoes de movimento da particula, cujas
solugoes sao resolvidas usando o tempo préprio como parametro, envolvem somente as
intensidades do campo eletromagnético.

Para campos constantes, a renormalizagao da intensidade do campo e da carga resulta
uma funcao de lagrange modificada que difere da do campo de Maxwell por termos que
implicam num comportamento nao linear do campo.

Introduzimos o escalar

1 1
= ZF’“’FW — 5(32 — E?) (3.12)
e o pseudoescalar
1 v % o 3
QZZF“ F,=E-B. (3.13)

Definimos a quantidade
X =2(F+iG) =+\/(B+iE)?.
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A langrangeana vem dada [13] finalmente por

1 [ Re cosh es X 2
L=-F—— dss™® —m? 2G——— " 1 — Z(es)? 3.14
F se2 ), s§7exp —m’s {(es) gIm p——— 3(68) Fl, (3.14)

que resulta, em aproximacao até segunda ordem, restabelecendo as constantes h e c,

20%(h/mc)?
45mc?

L= %(EQ — B+ [(E2 — B*? 4+ 7(E- é)ﬂ : (3.15)

onde o = e?/4rhc.
As quantidades fisicas que caracterizam o campo estao contidas no tensor momentum-
energia

™, = 6, L—2 <8_£) Fo\

OF,\
= —(FMF,\ —6",F) (%) + 8%, (c — f%__ — g%) : (3.16)
O tensor de Maxwell
THM) — PR ié“uF,\,iF*“ (3.17)
é obtido de £ = —F, a aproximagao de campo fraco da equagao (3.14).

Incluindo os proximos termos na expansao resulta

45 mc? mc?

16, (h/mc)? 2, (h/me)?®
T,, = T (1 - —6a2(/ﬂf) —gﬂygoﬂ( M ur g . (3.8)
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Capitulo 4

Modelo de FLRW Nao Singular

A generalizacao da eletrodinamica de Maxwell é utilizada, em expansao até segunda
ordem nos invariantes do campo na lagrangeana (3.14), como fonte para as equagoes
de Einstein [14]. A presenca das nao-linearidades do campo eletromagnético cria uma
pressao negativa na fase inicial do Universo, os proprios fétons se comportando como um
tipo de matéria exdtica que viola a condigao forte de energia, comportamento que evita
o aparecimento da singularidade inicial.

4.1 Universo Singular de Einstein-Maxwell

A Relatividade Geral é uma teoria de gravitagao consistente, que prediz corretamente
o movimento de particulas e fétons em um espaco-tempo curvo mas, para aplica-la ao
universo, primeiramente é necessario modeld-lo por um fluido simples macroscépico, sem
viscosidade e sem condutividade de calor. O tensor momentum-energia é entao o de um
fluido perfeito,

T,ul/ - —(P + p)vuvl/ — P9uv (41)

onde p é a densidade de energia do fluido e p sua pressao. Qualquer resultado obtido desta
teoria deve concordar com resultados observacionais. A observacao corrobora a hipotese
de que o universo é homogéneo e isotrépico. A homogeneidade, de maneira simplificada,
significa que em qualquer instante de tempo cada ponto do espaco é identificado com
qualquer outro ponto. A isotropia implica que nao hé direcao privilegiada no espaco.
Torna-se necessario a construgao de uma métrica que satisfaca esses pressupostos. A
métrica utilizada aqui é a da geometria de FLRW, cujo elemento de linha é dado por

A%(1)

ds? = = dt* + ———
° ‘ +1—e7°2/4c2

[dr® +r* (d6” + sin® 0 dp?)] | (4.2)

onde (t,7,0,¢) sdo as coordenadas esférico-polares isotrépicas e A(t) é o fator de escala.
A topologia do espaco esta relacionada com o valor do parametro e: ¢ = —1,0,+1 para
os casos de universo aberto, plano ou fechado, respectivamente.

A hipersuperficie 3-dimensional ¢ =constante é ortogonal a uma classe de observadores
representada, em coordenadas comoveis, pelo campo vetorial de velocidade v = ¢dff. Para
um fluido perfeito com densidade de energia p e pressao p segue das equagoes de campo
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de Einstein que

/>+3(p+p)% =0, (4.3)
LT 1) (4.4)

onde k é a constante gravitacional de Einstein e o ponto representa a derivada de Lie com
respeito ao campo vetorial v*.
As equagoes (4.3) e (4.4) admitem uma integral primeira

N\ 2
k A €

“o==] +—. 4.5

A eletrodinamica de Maxwell gera um universo singular no modelo de FLRW. Este

fato é consequéncia direta dos teoremas de singularidade, e segue de uma analise da lei

de conservagao da energia e da equacao de Raychaudhuri [15]. Como as segdes espaciais

da geometria FLRW sao isotrépicas, campos eletromagnéticos podem gerar tal universo

somente se um procedimento de médias for adotado [16]. A média espacial volumétrica
de uma quantidade X num instante ¢ é dada por

— 1 )
X = lim — [ X/—gd%'
onde V = [/=gd*" e V, é o volume dependente do tempo de todo o espago.

Nao ha dire¢ao privilegiada no espaco para os campos elétrico £, e magnético B,
portanto

B, = 0,
B, 0 (4.6)
Por outro lado, em geral tem-se
E.B, = éﬁ-éhw,
E.E, = %EQhW,
B,B, = %BQhW. (4.7)

onde h,,, estd definido em (2.5).
O tensor momentum-energia associado a lagrangeana de Maxwell é dado por

1
T = — <Fp,aFaV + ZF‘CJW) : (4.8)

onde F' = 4F, sendo F o escalar definido em (3.12). Usando as médias dadas acima,
segue que a equacao (4.8) se reduz a configuragao de um fluido perfeito com densidade de
energia p, € pressao p, como

TMV = _(107 +p7) Uy Vy — Py Guv, (49)

21



onde

% (E® + B?). (4.10)

Como tanto a densidade de energia quanto a pressao sao quantidades positivas defini-
das para todo instante de tempo resulta, observando a equagao (4.4), a natureza singular
do universo de FLRW. As equagoes de Einstein levam a [17]

A(t) = /A2 — 2, (4.11)

onde Ay é uma constante arbitraria. Vé-se claramente da equagao (4.11) que no instante
t = 0 surge a singularidade A = 0.

4.2 Modelo Nao-Singular Para o Universo de FLRW

O modelo proposto em [14] considera a generalizagdo da lagrangeana de Maxwell de
acordo com a expressao (3.14) até termos de segunda ordem nos invariantes F e

G=-4G=—4E-B,

onde G é dado em (3.13), tal que

1

L:—ZF+5F2+7G2. (4.12)
O significado fisico dos parametros 3 e v pode ser identificado no trabalho de Schwinger
conforme a expansao até segunda ordem (no tensor de Maxwell F),,) como um multiplo
numérico positivo de e*hi/mlc’. Fazendo S = v = 0 obtém-se a eletrodinamica de
Maxwell. Termos que envolvem o produto F'G nao sao incluidos para preservar a pa-

ridade.
O tensor momentum-energia para uma teoria nao linear do eletromagnetismo ¢ dado

por

T, =4Lp F,“F,, + (L — GL¢) 9+ (4.13)

onde L representa a derivada parcial da lagrangeana com respeito ao invariante F' e Lg
a derivada parcial com respeito ao invariante G.

Como o modelo é relevante apenas no estagio inicial do universo, onde a matéria é
identificada com um plasma primordial [18], faz-se E* = 0 e E-B = 0 nas equagoes
(4.7), o que fisicamente significa que nao havia polarizacao elétrica no universo. Como
o processo de tomar médias ¢ independente das equacoes de campo eletromagnético, as
equagoes (4.6) e (4.7) sao utilizadas para se obter uma andlogo da equagao (4.9) para o
caso nao linear.

A média do tensor momentum-energia é identificada como sendo a de um fluido perfeito
com as seguintes expressoes para a densidade de energia e pressao

py = 532(1—8632), (4.14)
p, = %32(1—40532). (4.15)
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Inserindo as equagoes acima na equagao (4.3) resulta

B _A
B*(1-168B*) | = +2= | =0 4.16
(1-1655%) ( 5+ A) , (4.16)
que, integrando, implica na relagao
H,
B=3. (4.17)
onde Hy é uma constante. Substituindo as equagoes (4.17) e (4.14) em (4.5) obtém-se
- kH? 8B H?
2 o o
A= (1— o )—e. (4.18)

Como o lado esquerdo desta equacao é nao negativo segue que, independente do valor de
€, para (3 > 0, o fator de escala A(t) ndo pode ser arbitrariamente pequeno.
A solucao desta equagao é dada implicitamente por

A(t) dx
ct= / (4.19)
\/ kH? 86kH4
onde A(0) = A,.
Para o caso euclidiano (¢ = 0), a expressao acima resulta
9 2
A*=H, 3 (kc2t2+120). (4.20)

Da equagao (4.17), a magnitude média B do campo magnético evolui com o tempo na

forma

T 2kER+ 128
A expressao (4.20) é singular para § < 0 pois existe um instante ¢t = /—125/k ¢?

para o qual A(t) é arbitrariamente pequeno. Para § > 0, em ¢ = 0, o raio do universo
atinge um valor minimo dado por

(4.21)

A2 = H,\/88. (4.22)

A constante Hy é a unica constante livre do modelo. O comportamento nao singular do
fator de escala é mostrado na figura 4.1.

A densidade de energia dada pela equacao (4.14) atinge seu valor maximo ppae =
1/640 no instante ¢t = ¢, dado por

to ==/ =2 (4.23)

k

Para valores menores de t a densidade de energia decresce, anulando-se em ¢t = 0, enquanto
a pressao se torna negativa, como pode ser visto pela figura 4.2. Somente para instantes
de tempo t < 3t. os efeitos nao lineares sao relevantes. A solucao dada pela equacao
(4.20) se aproxima da solugao dada em (4.11) para valores grandes de t.

1 [1283
&
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Figura 4.1: Comportamento nao-singular do fator de escala. A,,;, e t. sao dados pelas
equagoes (4.22) e (4.23). A expressao classica correspondente é representada pela linha
pontilhada, com Ay = A, in.

O tensor momentum-energia (4.13) nao possui trago nulo para (5 # 0. Desta forma, a
equacao de estado p, = p,(p,) possui um termo adicional quintessencial [19] proporcional

a constante 3, dado por

1 16
3h T3 3 B*. (4.24)

A analise da consisténcia deste modelo é feita através da andlise da equacgao para a
densidade de energia, equagao (4.14). A condigao a ser satisfeita é

Py =

1-88B%2>0. (4.25)

Na histéria do universo descrito por esse modelo, a média espacial da intensidade do
campo magnético B? é globalmente regular, e é limitada por cima no valor exato onde a
igualdade em (4.25) é valida. Porém, esta igualdade é um limite extremo para a expansao
realizada na lagrangeana, pois nesta configuracao o termo de correcao se iguala ao termo
corrigido.

Logo, do ponto de vista da consisténcia matematica, ou seja, para assegurar a con-
vergéncia da série, torna-se necessario o calculo de termos de ordem superior, que sera
realizado no proximo capitulo.
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Capitulo 5

Aproximacoes de Ordem Superior

No capitulo que segue convencionou-se utilizar ilustrativamente o valor das constantes
iguais a um, em particular a constante gravitacional. Tal conven¢ao nao modifica a anélise
feita, a escolha evita somente uma predominancia acentuada da tricurvatura escalar sobre
os demais termos da equagao de movimento para o fator de escala, nao modificando
qualitativamente os resultados e graficos apresentados.

5.1 Universo Singular de Terceira Ordem

A expansao até terceira ordem da lagrangeana (3.14) resulta

1 1 et 4 €5

E — ——F + I n” R n=]

4 9072 m* 31572 m?8

O intuito da andlise destes termos é a aplicacao destes no modelo cosmoldgico de
FLRW. Termos que envolvem o invariante G foram descartados por duas razoes: (i) termos

de ordem impar nesse invariante violam paridade, (ii) esse invariante contém produtos do

(5.1)

tipo E - B, cuja média é considerada nula no modelo cosmolégico proposto.
A média do tensor momentum-energia até a ordem requerida, de acordo com a equagao
(3.16), vem dada por

ol (M) 8 o 2M 94 2 4 2T 96
T, =T 1——uB —u' B — g | ——=uB —u B | 5.2
p = L ( B T3 ) In ( B T 9t (5:2)
onde p = %

Este resultado pode ser interpretado como um fluido perfeito, com densidade de energia
e pressao dadas por

1 4 2
= _B*(1—- —uB*+ = *B* .
P=3 < wHB ook , (5.3)
1 20 2
=B (1-=uB®+ 22428 . 4
p=g ( wHB (5.4)

Substituindo a equacao (5.3) na equagao (4.5), utilizando o resultado (4.17) que per-
manece valido, resulta

Lk H? 4 H2 or ,H
e BHo ()4 Ho 2w nHoN |
6A2( AT Tt s ) T (5:5)
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Como o lado esquerdo da equacao é positivo, deve ser analisado em que situacoes a
equacao acima é consistente. Para e = 0 e ¢ = —1, o lado direito da equacgao é positivo
para todo valor de A. Para e = 1, A2 se anula para um valor do fator de escala, A, a
partir do qual se torna negativo, como ilustra a figura 5.1.

15.0 —

50\ (dA/db?

25—

OO T T T T T TN I T T T[T T T TTTTTTT]

T |
0 1.25 1.5 1.75 2.0 225 25
A

._‘

Figura 5.1: Dependéncia de A2 com A até terceira ordem, para e = 1.

Portanto, o dominio de validade do modelo até terceira ordem no invariante F' se
restringe a ¢ = —1, ¢ = 0, e e = 1 até o valor A = A,,.., gerando um universo com
a singularidade inicial em todos os casos. Em particular, para ¢ = 1, surge uma outra
singularidade para o valor do fator de escala A,,,.. Neste ponto a velocidade de expansao
do universo se anula, mas com aceleracao diferente de zero, como pode ser visualisado
pelo grifico. A curva de A2 chega em A,,,, com inclinacio negativa, a aceleracio passa
descontinuamente de um valor negativo para um positivo pois o universo nao pode se
expandir além de A,,.., ele se expande desaceleradamente, chega até este valor do fator
de escala e abruptamente passa a acelerar e se contrai. Esta descontinuidade na segunda
derivada temporal de A torna este ponto singular.

A solugao da equagao (5.5) é dada em funcao do tempo por

o /A 90a® da
0 \/—8100eal® + 1350k H3a® — 120k H{ jua* + 41100k HSmp2

(5.6)

O comportamento resultante do fator de escala é mostrado na figura 5.2.

Vé-se pela figura que, para aproximacao até terceira ordem, o universo volta a apre-
sentar um comportamento singular para valores muito pequenos de ¢, similar ao compor-
tamento para o caso de Einstein-Maxwell classico. Para os valores de ¢ = 0 e € = —1,
casos em que o fator de escala pode assumir qualquer valor, o comportamento se mostra
analogo ao caso classico. A figura 5.3 ilustra como a contribuicao quantica nestes casos
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Figura 5.2: Dependéncia temporal do fator de escala, para os modelos de universo aberto,
fechado e plano, para o modelo com expansao até terceira ordem. Para k=1, Hy=1e
=1, A € da ordem de 1.33.

se resume a um intervalo de tempo muito pequeno, e a rapida transicao para o regime
classico.

A densidade de energia e pressao também apresentam carater singular, como pode ser
visto na figura 5.4. Para instantes de tempo se aproximando de zero, estas grandezas
apresentam divergéncia acentuada.

5.2 Universo Nao-Singular de Quarta Ordem

A expansao até quarta ordem da lagrangeana (3.14), omitindo os termos que envolvem
o invariante G pelos motivos expostos anteriormente, resulta

1 1642466316684

L=—-F —F" — — — 5.7
4 * 9072 m* 31572 m8 31572 m!? (5:7)
A densidade de energia e pressao sao obtidas de maneira andloga a ordem precedente,
1 4 641 p? 512m? 13
= _B*(1—-—uB*+ —"-B*— o 5.8
=5 ( 5" T35 63 a2 ) (5:8)
1 20 2 998472 113
=-B*(1—-—uB*+27—B* - ———-B°) . 5.9
P=% ( BTy 315 a2 (5.9)
Substituindo a equagao (5.8) em (4.5), com a ajuda da equagao (4.17), resulta
. k H? 4 HZ 2mp?H} 5127% 3 HS
Apr=C00( 0 2 20 ST R0 D2A T B o ) (5.10)
6 A2 45" A4 9 o A8 63 a2 A2
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Figura 5.3: Dependéncia temporal do fator de escala em escala logaritmica. A linha
tracejada representa o caso € = 0 e a linha pontilhada representa ¢ = —1.

A solucao formal desta equacgao é dada por

630a” da

A
= / v/ —396900ea'® 4 66150k HZal2 — 5880k H{pa® + 1841280k HSmp2a® — 10090214400k Hy w23
(5.11)

Analisando a equacgao (5.10), vé-se claramente que € = 1 torna a equagao inconsistente,
pois o lado direito é negativo para todo valor do fator de escala. Para os valores de ¢ = 0
e € = —1, o lado direito se torna positivo a partir de um certo valor do fator de escala,
ou seja, nesses casos, A(t) ndo pode se tornar arbitrariamente pequeno, conforme mostra
a figura 5.5. O comportamento do fator de escala com o tempo é mostrado na figura 5.6.
No entanto, para ¢ = —1, nos instante iniciais a contribui¢ao quantica é tao dominante
que a densidade de energia se torna negativa, como pode ser visto pela figura 5.7.

A dependéncia temporal da densidade de energia para o caso € = 0 tem um compor-
tamento mais coerente com o nosso universo e corrobora o resultado de segunda ordem,
de acordo com a figura 5.8, exceto o fato de apresentar valor nao nulo no instante ¢t = 0,
ou seja, a densidade nao se anula na maxima condensacao, o que garante um compor-
tamento mais plausivel fisicamente para o plasma primordial. A pressao atinje valores
negativos permanecendo finita. Portanto, a solucao cosmoldgica obtida com a expansao
da lagrangeana até quarta ordem como fonte com € = 0 é a que mais se adapta ao nosso
universo.

5.3 Solucao Qualitativa em Ordem Superior

A andlise da expansao foi feita até a sexta ordem nos invariantes. O modelo, até
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Figura 5.4: Dependéncia temporal da densidade de energia e pressao para o modelo com
expansao até terceira ordem.

expansao em quinta ordem, apresenta comportamento similar ao de expansao até ter-
ceira, e o modelo até sexta ordem é analogo ao de quarta. Desta forma as poténcias pares
parecem coincidir na descricao do modelo, da mesma forma que as poténcias impares coin-
cidem entre si. Tal fato se deve a alternancia da série, cujos termos variam inversamente
com poténcias do fator de escala. A regularidade da solugao cosmolégica, com respeito
a singularidade inicial A = 0, somente é garantida quando a expansao da série (3.14)
no invariante F' é tomada até um termo cuja ordem é par. Este resultado foi verificado
explicitamente ordem a ordem, até o caso de sexta ordem. Tal comportamento pode ser
comparado através dos gréficos (figuras 5.9, 5.10), mostrando onde A? se anula, trocando
de sinal. Graficos similares foram obtidos nas terceira e quarta ordens.

A alternancia da série pode ser verificada através da andlise da equagao (3.14). Con-
siderando a expressao fechada para o invariante F', e tomando o limite G — 0, obtém-se
uma expressao na forma

1 1 [ 2.2 2.2 1
L= _ZF ~ g i dss™3 exp(—m?s) [\/ eTSFcoth (\/ %F) —1- 6(68)217

(5.12)
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Figura 5.5: Dependéncia de A2 com A até quarta ordem, para e = 0.

Os dois tltimos termos dentro dos colchetes sao cancelados com os dois primeiros
termos da expansao para a série da funcao xcothzx, sao termos de renormalizacao e
evitam a divergéncia da integral. A série coth x é uma série alternada e, por consequéncia,
também a série x coth x. Este comportamento alternado se reflete na expressao do tensor
momentum-energia e consequentemente na equacao diferencial para o fator de escala

lequagdes (4.18), (5.5), (5.10)].
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Figura 5.6: Dependéncia temporal do fator de escala para o modelo com expansao até
quarta ordem, para ¢ = 0. Este grafico ilustra o comportamento “bouncing” do fator de

escala, quando considera-se valores negativos
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Figura 5.7: Dependéncia temporal da densidade de energia e pressao para o caso € = —1,
no modelo até quarta ordem. O grafico da direita ressalta o comportamento finito das

grandezas.
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Figura 5.8: Dependéncia temporal da densidade de energia e pressao para o caso € = 0,
no modelo até quarta ordem.
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Figura 5.9: Comportamento de A? com A até quinta ordem, para e = 1.
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Capitulo 6

Conclusao

Neste trabalho foi estudada a contribuicao da polarizagao do vacuo na eletrodinamica
classica no contexto do modelo de universo de FLRW. Utilizou-se um método perturbativo
na lagrangeana de Heisenberg-Euler tratando-a como uma lagrangeana efetiva para a
teoria cldssica incluindo essas corregoes quanticas (polarizagdo). Esta nova lagrangeana
foi usada como fonte de curvatura para o espago-tempo.

Expansao até terceira ordem no invariante F’ gera um universo singular, para qualquer
valor do parametro e. Em particular, para ¢ = 1, uma nova singularidade surge, num valor
onde o fator de escala é maximo. Neste ponto A passa por uma descontinuidade.

Na expansao até quarta ordem, uma solugao regular é obtida para os valores ¢ = —1 e
e = 0, casos em que a pressao atinge valores negativos. Nao hé solucao fisica para o caso
e = 1. No entanto, para ¢ = —1, a densidade de energia, assim como a pressao, atinge

valores negativos. O caso € = 0 apresenta densidade de energia nao-negativa, que atinge
um valor méaximo finito. O caso € = 0 parece ser a solucao mais consistente com o que se
sabe sobre o universo observavel na época dominada pela radiagao.

A andlise para quinta ordem corrobora resultados de terceira ordem, assim como a
sexta ordem concorda com a quarta e com a segunda ordens. Esse comportamento é
padrao dado que a série perturbativa é alternada, fato que pode ser confirmado através
da andlise da equagao (3.14), com o dltimo termo dominando numericamente o anterior
no limite A — 0 por valores positivos. Desta forma, expansoes até ordens pares geram
solugoes regulares, enquanto até ordens impares apresentam solugoes singulares.

Gostariamos que o universo fosse nao-singular. Mas que mecanismo poderia fazer
com que ele siga um determinado comportamento, no caso, as ordens pares da série
perturbativa da lagrangeana? Este fato sugere uma nova interpretacao do método de
expansao em série da lagrangeana, na qual tal expansao s6 faz sentido quando truncada
até ordens pares no invariante de campo F'.
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Apeéendice A

Expansao da lagrangeana de
Heisenberg-Euler

Apresenta-se a seguir um exemplo de algoritmo, desenvolvido na plataforma Mathe-
matica 5 [20] em ambiente linux, utilizado para determinagao dos coeficientes da expansao
da lagrangeana de Schwinger em poténcias de F', no limite G — 0.

X =e*xs*Sqrt[2x (F + I xG)]

cox = Sum[X"(2 x n)/(2 xn)!, {n, 0, co}]
coj = Series[cox, {G, 0, 4}];
ﬂe\/ms

NN Nc e

ser = ComplexExpand|[Normal[coj]];

€2G2s? Cosh |vave(F2)/* Va2
novoser = Cosh [\/5\/6_2 (F 2)1/4 \/8_2] — [ ir ) ] +

5e2G1s2Cosh | VVER(F?)'/*ViR | edist Cosh|vaVER(F?) VT

64F° + 96F2 +
s (V& () GV Sinh [VaVe () V7)) -
sk (5V@ (F) 6442 sinh [vav@? ()4 V7)) -
m ((62)3/2 (F2)1/4 4 (82)3/2 Sinh [\/i\/; (F2)1/4 \/3—2]) "
z‘ (e2G382 Cosh[ff(F"’)l/M/s_?] + \/;_F (\/6—2 (F2)1/4 GV Sinh [\/5\/6_2 (F2)1/4 \/3_2]) ~
i (V& (P @3V Sinb [VAVE (F2)/1 V2] ) -
12\/1§F2 ((62)3/2 (F2)1/4 G3 (32)3/2 Sinh [\/Q\/g (F2)1/4 \/5—2])) :

€2G252Cosh | VaveZ(F2)'/*VaZ
rea = Cosh [\/5\/6_2 (F2)/* \/3_2] - [ VS () ]—|—
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5¢2Gs 200sh[f We(F2) Ve ] eAGts 400sh[\/§\/e_2(p2)‘/4m]
+ 6F2 +

9
J_(F2)1/4G2J_Smh[fJ_(F2)1/4J_] 5\/;2(F2)1/4G4\/:2smh[ﬁ\/.a—z(pa)”ﬂ/s—z]
42F2 641/2F4 -
(e2)3/2(F2)1/4G4(s2)3/28inh[\/5\/e_2(F2)1/4\/.9_2]
16V2F3 ,

¢2G352Cosh [\/ix/e_? (F2)" 4\/5_2] Ve (F2)"*Gv/s?Sinh [\/5\/;2( F2)1/4\/s—2.|
+ -

imag =

8F2 V2F
Ve (F2)' 6ot [Vaver(£2) v
8V2F3 -
(32)3/2(1:-2)‘/4@(32)3/2smh[\/5\/e—a(pz)‘/‘*\/s—z]
12V2F2 ,

serl = (e * 8)"2 * G x (rea/imag);
ser2 = Normal[Series[serl, {G, 0,4}]];
colchete = ser2 — 1 —2/3 x (e * s)"2 x F;

¢ = Normal[Series|colchete, {G, 0, 0}]]

Vave(r2)*Vazcom|vaveR (r2) V]

2
—1—2e*Fs* + F

cc = Normal[Series|c, { F, 0,6}]];

Integrate[Exp[—m”2 * s] * cc/s"3, {s, 0, Infinity }|
If [Re [m?] > 0,

4et F2 (8491008e8 F*—-582400e% F3m*4+68640e* F2m8 — 1716032Fm12+15015m16)

) 675675m20 , Integrate|
detem ™" F25(14189175+4e? Fis? (—675675+¢2 Fs? (135135442 F's? (—6825+1382¢2F's? ) ) ) )
B 638512875 )

{s,0, 00}, Assumptions — Re [m?] < 0]]

Expand|
—1/(8 x Pi*2)x
4e* F2(8960e F3—1056e* F2m*+264e2 Fm8—231m!2
(( ( It )) 4 setp2 (—8491008e8 F*) / (675675m2°)
1415168e*2FS  128¢19F® 16e3F*  4e8F3 et 2
225225m 2072 297m1672 315ml272 315m8n2 90m4 2
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