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0 cientista ndo estuda a natureza porque ela é util;
estuda-a porque se delicia com ela, e se delicia

com ela porque ela é bela. Se a natureza ndo fosse
bela, ndo valeria conhecé-la e, se ndo valesse a pena

conhecé-la, ndo valeria a pena viver

H. Poincaré.

11



v



Aos meus pais,

Eduardo José Carneiro de Menezes.
Maria Rosa Bispo de Menezes.

E, ao meu amor e companbheira,

Eva Rosa dos Santos.



vi



Agradecimentos

Aos meus pais, por eu estd aqui hoje, e acima de tudo pelo apoio financeiro indispensavel
para a realizagao desse trabalho. A vocés deixo os meus agradecimentos mais sinceros e o
meu amor, que a distancia jamais conseguira afastar.

Ao meu amor Eva, por seu amor, carinho, motivacao, e acima de tudo por seu incentivo
nos momentos mais dificeis que passei.

Aos meus irmaos: Ermogines Bispo de Menezes, Monica Bispo de Menezes e Maria de
Fatima Bispo de Menezes, obrigado pelo apoio, for¢a e perseveranca.

Ao orientador, professor Edisom S. Moreira Jr., pelo apoio, compreensao e paciéncia
indispensaveis para a conclusao deste trabalho, e ainda, por me ensinar a verdadeira arte
do processo da descoberta cientifica.

Aos meus sinceros amigos e colegas: Adhimar, Ana Paula, Dante, Celso, Elcio, Gui-
lherme, Leandro, Miriam, Sebastiao, Sinval, Vanessa e Vitor por me aceitarem do jeito que
sou, e acima de tudo por gerarem um ambiente agradavel e tranquilo durante todo esse
tempo.

Aos professores: André Luiz Batista Ribeiro, Renato Klippert Barcellos, Fabricio Au-
gusto Barone Rangel, Ivan Ricardo Medina, José Augusto Baeta Segundo, Vitério A. De
Lorenci, meus sinceros agradecimentos.

As secretérias, Maria Auta de Oliveira, e Maria Margarete Corréa, por todo o carinho,

compreensao, e excelente trabalho que vem prestando junto a PRPPG.

Vil



viii



Resumo

Neste trabalho investigamos como um campo gravitacional afeta a teoria cinética e a
mecanica estatistica classica de um gas ideal em uma caixa com niumero de dimensoes
arbtrario. Com a gravidade agindo ao longo de uma dimensao, mostramos que uma “tem-
peratura caracteristica” gravitacional separa o comportamento térmico de um campo gra-
vitacional forte do comportamento térmico de um campo gravitacional fraco. Uma analogia
curiosa com a mecanica estatistica quantica de um oscilador harmonico é identificada: o
papel desempenhado pela “temperatura caracteristica” gravitacional assemelha-se aquele
da temperatura caracteristica do oscilador harmonico, o qual separa os comportamentos

térmico classico e quantico, como é bem conhecido.
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Abstract

In this work we study how a uniform gravitational field affects the kinetic theory and the
statistical mechanics of a classical ideal gas in a box with arbitrary number of dimensions.
With gravity acting along one of the dimensions, we show that a gravitational “characteristic
temperature” separates a strong field thermal behavior from a weak field thermal behavior.
A curious analogy with the statistical mechanics of a quantum harmonic oscillator is spotted.
Namely, the role played by the gravitational “characteristic temperature” resembles that of
the harmonic oscillator characteristic temperature, which separates quantum and classical

thermal behaviors, as is well known.
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Capitulo 1

Introducao

Numa de suas notas autobiograficas, Einstein escreveu [11]

Quanto maior a simplicidade das premissas, mais impressionante é a teoria, maior
o numero de coisas diferentes com as quais se relaciona e mais extensa sua area
de aplicagdo. Dai a profunda impressao que me causou o conhecimento da ter-
modinamica cldssica. E a tnica teoria fisica de conteddo universal que, estou con-
vencido, dentro da estrutura da aplicabilidade dos seus conceitos basicos, jamais

sera derrubada.

Sem duvida Einstein estd certo. Sabemos que a termodinamica [14, 25, 29] é uma
teoria fenomenoldgica da matéria, isto é, suas leis foram obtidas a partir de experiéncias
realizadas em laboratorio. Para essa teoria, cujo desenvolvimento esta ligado a evolucao
das transformagoes economicas caracterizado pela revolucao industrial, é irrelevante o fato
da matéria ser constituida de moléculas ou outras particulas menores.

A necessidade de uma teoria microscopica da matéria surgiu no ambito da teoria cinética
dos gases, iniciado nos trabalhos do fisico suigo [25] Daniell Bernoulli por volta de 1738. Essa
teoria aplica as leis da mecanica newtoniana as moléculas individuais do gés e possibilita
os calculos de suas propriedades termodinamicas, baseando-se apenas na lei de interacao
entre elas. A evolugao dinamica desse sistema [14] é dada pela equagao de transporte de
Boltzmann, cuja solucao de equilibrio é a distribuicao de Maxwell-Boltzmann. Essa funcao
distribuicao permitiu identificar temperatura como energia cinética média das moléculas.
Além disso podemos mostrar [14] que hé solugoes de equilibrio para um gas na presenca de

um campo de quaisquer forcas conservativo.



2 1. Introducao

Apesar do enorme sucesso em descrever quase todas as propriedades do gas, a teoria
cinética tem suas limitagoes. Além de se aplicar somente a gases, esta nao explica o compor-
tamento do calor especifico de gases constituidos de moléculas diatomicas ou poliatomicas,
principalmente a baixas temperaturas [29]. A necessidade de uma teoria que fosse aplicavel
a matéria em qualquer estado, seja soélido, liquido ou gasoso, levou ao desenvolvimento da
mecanica estatistica iniciado nos trabalhos de Ludwig Boltzmann, na Alemanha no século
XIX. Posteriormente, Josiah Willard Gibbs no Estados Unidos definiu um ensemble como
um conjunto de copias mentais do sistema, existindo em diferentes estados microscopicos
representados por pontos em um espaco 6N dimensional, conhecido como espago de fase,
onde N representa o numero total de moléculas. A distribuicao dos pontos nesse espaco
¢ dado pela funcao densidade p, cuja evolucao temporal, no caso da mecanica estatistica
classica, é dada pelo teorema de Liouville; enquanto que no caso quantico pela equacao de
Schrodinger [14].

Na mecanica estatistica quantica, o entendimento dos graus de liberdade presentes nas
moléculas diatomicas, bem como a ordem de grandeza da energia térmica associada aos
modos normais de vibracao e rotacao, permitiram, finalmente, entender o comportamento
dos gases composto de moléculas diatomicas. O modelo de Einstein [10] foi utilizado para
explicar o calor especifico dos sdlidos, principalmente o seu comportamento a baixas tem-
peraturas. Outro fenomeno importante, previsto pela mecanica estatistica quantica, foi a
condensacao de Bose-Einstein [9]. Este fendmeno foi previsto em 1925 por Einstein, que se
baseou nos trabalhos do fisico Indiano S. N. Bose. Uma rapida consulta pelos artigos de
periddicos nos da uma idéia do volume de producao cientifica nessa area (veja por exemplo
8, 12, 23] e suas referéncias).

O estudo das propriedades termodinamicas, principalmente aquelas relativas a um gas
sob influéncia do campo gravitacional, foi feito em [29]. No entanto, devemos lembrar que
outros autores [2, 8, 12, 18, 23, 27, 31], também estudaram as propriedades desse sistema.
Além disso Landsberg et al. [18] e Romdn et al. [27] constataram que o estudo de tal
sistema usando a mecanica estatistica classica, nao é viavel.

Com o desenvolvimento das teorias modernas [32], que tentam unificar as interagoes
fortes e fracas, pretendemos estender as relagoes funcionais das quais as propriedades ter-
modinamicas do gas dependem, em funcao do niimero de dimensodes espaciais arbitrarios.
O estudo das propriedades do gés ideal em diversas dimensoes foram feitos por [2, 8, 27].

Este trabalho é uma contribuicao ao estudo da termodinamica do gas ideal na presenga



1. Introducao 3

de um campo gravitacional uniforme. Abordaremos os seguintes tépicos que, no melhor de

nosso conhecimento, nao foram tratados na literatura compulsada:

e Teoria cinética do gas ideal em d dimensoes, e na presenca de um campo gravitacional

uniforme.
e Funcao distribuicao do gés ideal em rotacao e o principio da equivaléncia.

e Generalizagao para d dimensoes da teoria do ensemble canonico do gas ideal na pre-

senca de um campo gravitacional uniforme.

e Definicao de uma “temperatura caracteristica” gravitacional e identificacao de seu

papel nas propriedades termodinamicas.

Organizamos esse trabalho da seguinte maneira: No capitulo 2, obtemos a termodi-
namica do gds usando a teoria cinética (apéndice B). Aqui definimos uma temperatura
caracteristica de origem gravitacional. Analisamos ainda o comportamento do gas em um
referencial nao-inercial em rotacdo ilustrando o principio da equivaléncia [16] na teoria
cinética. No capitulo 3, usando a mecanica estatistica classica (apéndice C), verificamos
que todas as propriedades termodinamicas encontradas no capitulo 2 sao aqui também
obtidas. Uma analise mais detalhada, revela que o comportamento da entropia nao esta de
acordo com a terceira lei da termodinamica (apéndice A), e que o teorema da equiparti¢do
da energia [14] nao se aplica quando o gds se encontra na presenca do campo gravitacio-
nal. Estudando o calor especifico de um gés ideal com graus de liberdade de rotacao e
vibragao, constatamos que tal teorema também nao se aplica em todo regime de tempe-
ratura. No capitulo 4, quando estudamos a estrutura interna das moléculas do gas no
contexto da mecanica quantica, podemos entender a variacao do capacidade térmica com
a temperatura. Verificamos que as diferengas entre a teoria classica e a teoria quantica
se encontram na quantizagao da energia. Notamos que, cada grau de liberdade de uma
molécula tem associada uma temperatura caracteristica de origem quantica. Isso nos fez re-
fletir acerca da natureza da temperatura caracteristica gravitacional definida nos capitulos
2 e 3. No quinto capitulo, discutimos o papel das temperaturas caracteristicas quanticas,
assim como investigamos o papel da temperatura caracteristica gravitacional no contexto

quantico. Encerramos com o capitulo 6, onde se encontram nossas conclusoes.
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Capitulo 2

Teoria cinética do gas ideal em um

campo de forca

Neste capitulo, faremos um estudo do gas ideal usando o formalismo da teoria cinética
dos gases desenvolvida no apéndice (B). Na segao 2.1, aplicaremos a distribuicao (B.40),
para uma energia potencial ¢(7) dada por (B.39), deduzindo a equagao de estado. Na secao
seguinte, faremos um estudo detalhado desse gas sob um campo gravitacional uniforme,
com energia potencial dada por mgz. Veremos que as propriedades termodinamicas desse
sistema sao muito diferentes das de um gas ideal na auséncia do campo gravitacional. Na
ultima secao, estudaremos as propriedades do gas ideal livre, mas girando em torno de
um eixo, com velocidade angular constante. Constataremos que a uma distancia muito
proxima das paredes laterais do recipiente cilindrico que abriga o gas, este se comporta
como se estivesse em um campo gravitacional uniforme. Assim ilustramos o principio da

equivaléncia em teoria cinética dos gases.
2.1 Gas ideal no campo de forgca conservativo

Nosso sistema de estudo é um gés ideal ocupando uma caixa de volume V' = AL, cuja a
altura na direcao do eixo z vale L, e cuja a area ortogonal a esse lado vale A := Ly.L3...Lg.
O sistema se encontra imerso em um espaco d-dimensional, onde age um campo de forca

conservativo. A origem das coordenadas espaciais se encontra no fundo da caixa, e o eixo
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z é vertical com sentido para cima. Para obter a equacao de estado, a teoria cinética dos
gases faz uso da funcao distribuigao (apéndice B). Assumimos que os lados da caixa (vide
figura 2.1), nos quais as moléculas colidem, sejam perfeitamente refletores.

A

X4=2Z

Figura 2.1: Caixa d-dimensional.

Apds uma colisao no lado da caixa com normal na direcao do eixo x;, a componente
do momento p; e velocidade v; de uma molécula de massa m, varia de —2p;, segundo essa
direcao. Pela conservacao do momento, a componente do momento transferido a parede
por conta da colisao na direcao x; € 2p;. O nimero de moléculas refletidas por um pequeno

disco de drea € no intervalo At, é

fo(7, P)vi Atedp com vy > 0, (2.1)

onde, definimos dp := dp1dps...dpy.

A pressao P sobre os lados da caixa é dada por
Cle—2mA(7)
P() = S [ e (22)
m
onde usamos a fungao distribuigao (B.40). Notando que
/pzeA”de = /pfeAPdejL/p%eAdep—l— —i—/pfleAdep: d/p%eAPde,

temos que a equacgao acima fica

e 2mAXD N spN-d2 [ pr
- T L ,—Ap
PO) = Tomiomar (A) / om® P (2:3)

onde usamos (B.42).
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A energia cinética média das moléculas (B.43) é

T 7d/2 p2 —Ap2

Devemos salientar que < E. > nao depende da forma funcional de ¢(7), isto é, da energia
potencial das moléculas. Uma caracteristica muito importante da equacao acima é que a
energia cinética média das moléculas do gas é independente da energia potencial. Ou seja,
se tivéssemos usado a funcao distribuicao de um gas livre, chegariamos na mesma equagao

acima. Substituindo esta equagao em (2.3), resulta

e ImAND 9N

P(r) = fe—2mA¢(f‘)dr7

< E.>. (2.5)

Na auséncia do campo de forga, (i.é, ¢ = 0), a equagao acima fica

2N

Sabemos da termodinamica (Apéndice A), que a equacao de estado de um gés livre é

dada por
PV = NET. (2.7)

Das equagbes (2.6) e (2.7), temos portanto
d
< E.>= §kT. (2.8)

Desta equacao, podemos concluir que a teoria cinética associa diretamente temperatura
ao comportamento microscépico das moléculas. Temperatura é uma medida da energia
cinética média das moléculas do gas.

Resolvendo a integracao na equagao (2.4) encontramos

d
B, >= — 2.9
< ez dmA (29)
Das equagoes (2.8) e (2.9), temos que a constante A vale,
R (2.10)
- 2mkT '

Substituindo as equagoes, (2.8) e (2.10) em (2.5), temos que a equagao de estado fica

_9(
ek

Je Fdr

©-

3

~

P(7) = NkT (2.11)
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2.2 Gas ideal no campo gravitacional uniforme

Se o campo de forca for um campo gravitacional uniforme agindo no sentido negativo do
eixo z, entao a energia potencial é dado por ¢(7) = mgz, onde g é a aceleracao da gravidade.
Utilizando a equagao (2.10), e assumindo que o gds como um todo se encontra em repouso,

temos que a constante de normalizagao (B.42) fica

o n ©,/T
I (2nmET)4/2 1 — e=©o/T"

(2.12)

onde, definimos n := N/V | e
©, :=mgL/k, (2.13)
¢ a temperatura caracteristica gravitacional.

A equacao de estado é encontrada através de (2.11) apds substituirmos os valores das

constantes e efetuarmos a integracao,
P, = Pye=®9s2/TL (2.14)
onde,

0,/T

e®e/T — 1

0,/T

PV = NET T c0,7

e PV =NkT (2.15)

sdo os valores de P, no topo (i.e., z = L), e no fundo (i.e., z = 0) da caixa. Podemos

1. A equagao (2.14) ¢ a

perceber que a pressao decresce exponencialmente com a altura
equagao barométrica encontrada em livros texto, [25, 29]. Um fato no limite de campo

gravitacional fraco (e/ou a altas temperaturas), i.e., 0,/7 < 1,

L—2
PV ~ Nk (T + @gTZ) . (2.16)

Analisando duas posigoes especificas: no topo e no fundo da caixa, temos duas equagoes de
estados,

PV = NkT_ PV = NKT, (2.17)

onde T :=T F ©,/2 é a temperatura efetiva, induzida pelo campo gravitacional. Obser-
vamos que em z = L/2, ©,4 na equacdo (2.16) nao contribui em primeira ordem.
O outro limite ocorre em campos gravitacional fortes (e/ou a baixas temperaturas) isto
é,0,/T >1
P.V ~ NkO, e % */TL, (2.18)

IEsta equagao [29], também é conhecida como lei das atmosferas.
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No caso em que z # 0, a pressao vai a zero quando 7' — 0 (e/ou ©, — o0), e isso ocorre
porque a medida que o campo gravitacional aumenta o gas vai ficando mais e mais rarefeito
na regiao acima do fundo da caixa. Um fato interessante ocorre quando z = 0, e a equagao

de estado, nesse limite s6 envolve a temperatura caracteristica gravitacional,
PV = NkO,. (2.19)

Todos os valores médios das variaveis dinamicas, sao encontrados através da equacao
(B.43), com a funcao distribui¢ao dado por (B.40) e a constante de normalizagao por (2.12).

A energia total de uma molécula é E = p?/2m + mgz, e portanto

i+2  ©,/T )

(2.20)

<E>:k:T( 5 1= ¢05/T

Podemos notar que < E > tem uma dependéncia exponencial com a temperatura, como

podemos ver diretamente na figura 2.2. No limite de campo gravitacional fraco (e/ou, a

1.25

1.0

0.75

0.25

<
I O T T T Y Y

00— T T T 1T T T T T T T T T T 1T T T T
0.0 0.5 1.0 15 2.0

X

Figura 2.2: Energia total (curva sélida) e seus limites assintéticos (retas pontilhadas); onde

y=<E > kO, versus x = T/O,,, para d = 1.

altas temperaturas), i.e., ©,/T < 1, segue que

kT O
E>~—|d+ =2 2.21
<E> 2(+T)’ (2.21)

enquanto que no campo gravitacional forte (e/ou a baixas temperaturas), i.e., ©,/7 > 1,

temos

2
< E>~kT (d% — %G_GQ/T) . (2.22)
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Portanto, a luz do teorema da equiparti¢io da energia, (Apéndice C), o gas se comporta
como se tivesse (d+2)/2 graus de liberdade a baixas temperaturas e d/2 graus de liberdade
a altas temperaturas.

A energia cinética e a energia potencial das moléculas sdao, E. = p*/2m e E, = mgz, e

seus valores médios ficam,

d 0,/T
< E.>= §I€T < Ep >= kT (1 + HT;;/T) . (223)

Notamos que a energia potencial média nao depende da dimensao, o que nao é uma surpresa,

=
o

1.25

1.0

y 0.75

e T D

0.5

0.25

TN T T T A A A B
\

o
=)

LIS L I O I N N Y N B B B |
0.0 0.5 1.0 15 2.0
X

Figura 2.3: Energia potencial (curva cheia), seus limites assint6ticos (retas pontilhadas), e energia
cinética (reta tracejada); onde o eixo y corresponde a < E, > /kOg e a < E. > kO, e 0 eixo z a

T/©gy, para d = 1.

uma vez que o campo gravitacional estda atuando somente na diregao z. Nos limites de altas
temperaturas (e/ou a fracos campos gravitacionais) i.e., ©,/7 < 1, temos que a energia

potencial fica

L 1
< B, >~ % (1 - —%) . (2.24)

Portanto, quando ©, = 0, podemos notar que a energia potencial é constante. No outro
limite, que corresponde a baixas temperaturas (e/ou a fortes campos gravitacionais) i.e.,
©,/T > 1, temos

< B, >~ kT (1 —~ %e_eg/T) : (2.25)

que depende linearmente com a temperatura quando ©, — 0 no qual estd esbocado na

figura 2.3, vide reta pontilhadas.
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Podemos perceber que o valor médio da posi¢ao z, é igual a < z >=< E, > /mg, e
seu grafico é o mesmo que o da energia potencial média a menos do fator mg. No limite
em que ©,/T < 1, temos que o valor médio da posicao z fica < z >~ L(1 — 10,/6T)/2,
enquanto que no limite ©,/7 > 1, torna-se < z >~ LT/O,, que sao analogos aos limites,
mencionados acima, da energia potencial, a menos do fator mg.

A capacidade térmica a volume constante é obtida de (A.10), tomando

d+2 Q,/T
U= Nk:T( 5+ 1 _ieg/T) : (2.26)
Portanto,
d+2 [(6,\° %/
=Nk|— (2] —|. 2.2
Cy 2 ( T ) (1 — €®/T)? (2.27)

Podemos ver que a capacidade térmica tem uma dependéncia nao trivial com respeito a
temperatura. Além disso, Cy decresce com o aumento de temperatura, como podemos
ver diretamente na figura 2.4. Uma andlise nesse mesmo grafico, revela que a capacidade
térmica de um gas ideal no campo gravitacional diminui com o aumento de temperatura.
Este fato curioso ocorre porque o calor cedido ao géas é distribuido entre a energia cinética
e a energia potencial das moléculas. Como a energia potencial das moléculas tem um
valor méaximo mgL, a partir de certa temperatura, o calor serd integralmente usado para

aumentar a energia cinética: dizemos que a “energia potencial satura”

I

o

a
|

15
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0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
X

Figura 2.4: y = Cy /k (curva sélida) e seu limite assintético quando ©, — 0 (reta pontilhada)

versus = 1/0,, parad = N = 1.
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No limite em que 0,/T < 1,

d 1 /6,\°
~_—kN+ — (=2 2.2
Cy 2k +12<T) (2.28)

ou seja, a capacidade térmica, quando ©, — 0, é independente da temperatura e tende ao
valor dN'k/2, nesse limite.

Quando O,/T > 1, temos que

C\/ZI{TN

d+2 9\ e,/

Sabemos que a exponencial em (2.29) vai a zero mais rapido do que qualquer poténcia,
entdo a capacidade térmica tende para Nk(d+2)/2 quando T — 0. Desses comportamen-
tos assintoticos, notamos que a capacidade térmica a baixas temperaturas aparenta estar
associada a (d 4 2)/2 graus de liberdade, perdendo dois desses a altas temperaturas.

Para achar-mos o desvio médio quadrético na energia interna (2.26), primeiro devemos

calcular o valor médio < E? >, obtendo < E? >= (kT/2)*(d* + 2d). Observando (2.20) e

d+2  (0,\" > (2.30)
2 T ) (9T —1)*| ‘

Usando a equagao (2.27), podemos escrever (2.30) de uma forma mais compacta

(B.44), encontramos

(AU)* = (kT)’N

(AU)?* = kT*Cy . (2.31)

Procedendo de maneira andlogo, calculamos os desvios médios quadraticos nas energias

1 (%)2 %I L (232

Podemos observar das equagoes (2.32) e (2.30), que a soma dos desvios médios qua-

cinética e potencial das moléculas,

d

(AE)* = S(kT)’ (AE,)* = (kT)*

draticos das energias potencial e cinética é igual ao desvio médio quadratico da energia
total, como era de se esperar. Contudo, podemos verificar por cédlculo direto, que a soma
das incertezas nas energias potencial e cinética nao é igual a incerteza na energia total das
moléculas.

O desvio médio quadratico na posicao das moléculas na dire¢ao do eixo z é dado por

,  (AE,)?
~ (mg)?’

(Az) (2.33)
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onde AE, é dado em (2.32).
Nos limites ©,/T < 1, ©,/T > 1 temos, respectivamente,

s E-a(%) (&) -e]

Na primeira equacao acima, podemos notar que na auséncia do campo gravitacional, isto é

(Az)? ~ L*

(©4 — 0), o desvio médio quadrético de z torna-se independente da temperatura sendo o
mesmo, L?/12 associado as demais coordenadas. Na segunda equagao acima, Az tende a
zero quando ©, — oco. Fisicamente isso nos diz que todas as moléculas estao concentrada
no fundo do recipiente, ja que, neste limite, < z >~ LT /©,. Nota que estamos trabalhando
com numero de moléculas constantes, onde o potencial quimico u é igual a zero. No caso de
i # 0, deveriamos utilizar a mecanica estatistica e estudar o sistema via ensemble grande
canonico, onde este, trabalha com nimero de particulas variaveis.

O momento médio das moléculas é < p >= 0 uma vez que as moléculas estao distribuidas
aleatoriamente (apéndice B). O quadrado do momento médio das moléculas é < p* >=
mkT. Assim o desvio médio quadratico das componentes do momento, em qualquer direcao,
¢é dado por

(Ap;)? = mkT, (2.35)

sendo portanto proporcional a energia cinética média das moléculas (2.23).

2.3 Funcao distribuicao de um gas em rotacao

Considere um cilindro de altura L e raio R , contendo um gas em uma dada temperatura
T, girando com velocidade angular w constante, em relacao ao eixo z de um sistema de
coordenadas associado a um referencial inercial K (figura 2.5).

Introduzimos um outro referencial K7, de mesma origem que o sistema K, mas girando
juntamente com o cilindro. A velocidade ¥ de uma molécula relativamente ao sistema K,
compoe-se da sua velocidade 7, relativa ao sistema K7, e da velocidade & x 7 do movimento
de rotacao em torno do eixo z:

U= ’171 + % 77\1, (236)

onde assumimos que os raios vetores que localizam a molécula no cilindro sao iguais (i.e.,

77: 7:'1)
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S

~— | N
N—_

Figura 2.5: Cilindro girando.

As equagoes de Lagrange [15], sdo invariantes em qualquer referencial o que nao ocorre
com a lagrangiana que denotamos por L. A lagrangiana de uma molécula no referencial K

é dada por L = mv?/2. No referencial K, fica

mv_i2 m(&i X 771>2
L1 = 5 + m’z?’l(@’ X 7”1) -+ 5 , (237)

onde fizemos uso da equagao (2.36).
O momento generalizado é dado por py = 0Ly /00, levando a, p; = mv) + m(d x 7).
Sabendo que a hamiltoniana do sistema é dada por Hy = p;.0h — Ly, e usando (2.37),

encontramos para a energia do sistema

B - m;? ~ m(d x F12)(c3 X 7"1)‘ (2.38)

Notamos que, a influéncia da rotacao do sistema de referéncia se reduz ao acréscimo de
um termo suplementar que depende das coordenadas da molécula e da velocidade angular.
Esta energia potencial suplementar —m(d x 7)%/2, é denominada centrifuga. Em outras
palavras [17], a rotagado é equivalente a existéncia de um campo externo (correspondendo a
forca centrifuga).

A hamiltoniana do sistema fica

Hy = —[p1 —m(@xm))* — =(& x 1), (2.39)

FFL B = Ce AT -maxi)-m? @il 2m (2.40)
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onde consideramos o gas como um todo em repouso sob o ponto de vista do referencial K;
(i.e., po = 0).

Agora notando que da condigao de normalizagao (B.5), temos que
N = C/ dr, /Oo dﬁle—ﬁ[(ﬁl—mQX771)2—m2(u7><7_"1)2]/2m’ (2‘41)
\% —0o0

onde N é o numero total de moléculas dentro do cilindro, e V' é o volume do cilindro.
=7 . ~ —/ — — —

Fazendo uma mudanca na variavel de integracao, pi’ = p; — ma& X 11, e notando que o

ey ;1. . . =/ — )

cilindro é limitado por isso que, p;’ — —o0 quando p; — —o0, € p; — 400 quando

p1 — +oo, portanto
N=C / Ay / dp;/e W, —mA @) am, (2.42)
\% —00

Notando que a integral definida nao depende da variavel de integracao usada, entao podemos

substituir p;’ por p;

Ve [ [ semiman = [ [T anapce e o
V J—oo V J—oo

o que nos leva a seguinte funcao distribuicao efetiva
(71, pr) = Ce PP @) /am, (2.44)

No nosso problema, temos que & = wé,, onde é, é o vetor unitario associado ao eixo z,

como mostra a figura 2.5. Portanto, utilizando coordenadas cilindricas, encontramos
f<F17]71) _ Ce—(ﬁ%/?ka—mew2/2kT), (245)

onde p é a distancia da molécula ao eixo do cilindro, e £ a constante de Boltzmann.
A constante C' é obtida da equagao (2.43), e fica

N 0./T

¢= V (2rmkT )32 (e9/T — 1)’

(2.46)

onde V = 7R%L, e O, := mR*w?/2k.
Vamos analisar o que acontece com as moléculas préoximas a parede do cilindro. Seja e
a distancia delas a parede do mesmo (figura 2.5). Portanto p = R(1 —¢/R), onde tomamos

¢/R < 1. Substituindo essa expressao na equagao (2.45) temos

f( - = ) — Cef;ﬁ%/2ka€72mw2Re/2kTemw262/2kT€mw2R2/2kT' (247>
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Levando em consideracao sé termos lineares em e encontramos

n O./T _ 52 /2mkT

—mRw?e/kT O, /T 92 48
(2mmkT )32 (e®=/T — 1)° ¢ < (248)

f(Flaﬁl) =

onde fizemos uso de (2.46), e n = N/V . Simplificando a equagao acima temos

n ©./T

7o) = Cl —(p2/2mkT+mRw?e/kT) C, =
f(71, 1) e BrmkT 7 (1 = ¢-0a7T)’

(2.49)

onde C, refere-se ao valor da constante de normalizagao proximo a parede do cilindro.
Como ja vimos, a funcao distribuigao das moléculas sob a agao de um campo gravita-
cional uniforme, para d = 3, é dada por

o - n ©,/T
9 (2rmkT)3/2 (1 — e=©9/T)’

fo(F.ph) = Cge*(ﬁ?/kaT+mgz/kT) (2.50)

Podemos concluir dessas duas funcgoes que, préximo a superficie do cilindro, a ter-
modinamica do gas em rotacao ¢é equivalente a do gds em um campo gravitacional uniforme,
de aceleragao g, ilustrando dessa maneira, o principio da equivaléncia [16],

As propriedades do movimento num sistema de referéncia
nao-inercial sao as mesmas que em um sistema inercial na
presenca de um campo gravitacional.

Note que € pequeno, faz o mesmo papel de z no campo gravitacional. Assim, podemos
tirar a seguinte relacao, ¢ = Rw?, mostrando dessa maneira que a aceleracao da gravidade
faz um papel analogo ao da aceleragao centrifuga. Para um cilindro de raio 1 K'm, girando
com uma velocidade angular constante de 107! rad/s, as moléculas a distancia de 1 m da
parede do mesmo experimentarao uma aceleragao de 10 m/s?. Nesse caso, as propriedades

térmicas serao andlogas aquelas encontradas na secao 2.2.



Capitulo 3

Mecanica estatistica do gas ideal em

um campo gravitacional uniforme

Faremos agora um estudo do sistema fisico descrito no capitulo anterior, mas do ponto
de vista da mecanica estatistica classica. Na secao 3.1, utilizaremos o ensemble canonico,
desenvolvido no apéndice C para obter a funcao particao. Na se¢ao seguinte, investigaremos
as propriedades termodinamicas do sistema, constatando que os resultados coincidem com
aqueles encontrados no capitulo 2. Também faremos um estudo da entropia, mostrando
que seu estudo via formalismo classico, invalida a terceira lei da termodinamica, levando a
uma entropia infinita no zero absoluto. Na tultima secao, faremos um paralelo entre um gas

formado por moléculas diatomicas e o gas na presenca do campo gravitacional.

3.1 Funcao particao e energia livre de Helmholtz

O Hamiltoniano do sistema é

N p_,Q N

— Ll ,

H—Z2m+2mgz], (3.1)
7=1 j=1

onde p;, é o momentum de uma molécula em d dimensoes espaciais.

Substituindo a equagao (3.1) em (C.16), encontramos

ZN(T, V) = Zo(T, V) Z,(T, V), (3.2)

17
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que ¢é a fungao partigdo do sistema, onde identificamos [29]

VN 2amkT\ N2
com a fungao particao relacionada a energia cinética das moléculas, e
T\" 0./ N
Z,(T,V) = (@—) (1—e®/T)7, (3.4)
g

com a funcao partigao relacionada a contribuicao gravitacional, sendo a temperatura O,

definida em (2.13). Podemos observar que a fungao partigdo devida a energia cinética

é independente da fungao particao devido a energia potencial [29], isso acontece porque

supomos que as particulas nao interagem, por isso todas as quantidades que dependem da

funcao particao serao separados nas suas partes, cinética e potencial, como veremos abaixo.
Substituindo (3.2) em (C.17)

2rmkT\* T —e.T
V() gt

N

A(T,V) = —kTlog + kT log N. (3.5)

Admitindo que N é da ordem de ~ 10% moléculas, é natural usarmos a aproximacao
de Stirling, log N! ~ Nlog N — N, no segundo termo da equacao (3.5). A energia livre de

Helmholtz pode ser escrita como

onde

Ao(T, V) = —=NkT log

eV ([ 2mrmkT d/2
N 2 (3.7)

¢ a energia livre de Helmholtz do gés ideal na auséncia do campo gravitacional, encontrada
em livros texto, por exemplo [7, 26, 29], onde e o niumero de Euller, e

A (T, V) = —NkT log {@ﬂ (1- e@g/T)] : (3.8)

g

a contribuicdo devida ao campo gravitacional [18, 29].

Considerando ©,/T < 1

eV (2rmkT\? NkO,
A(T,V) ~ —NkT log | ( = ) + . (3.9)
Como esperado, Ay(T,V) — 0 quando ©, — 0.
No caso em que, O,/ > 1, temos
eV [ 2memkT\%? T
A(T ~ —NET'1 — | —— — NET'1 — . 1
(T,V) kT log N( 2 ) k og<®g) (3.10)
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3.2 Termodinamica do gas ideal

A entropia ! é obtida a partir da equagao (C.21)

S(T,V) = So(T, V) + S,(T, V), (3.11)

} , (3.12)

que € a entropia na auséncia do campo gravitacional. O segundo termo,

onde usamos (3.6). O primeiro termo da equacao acima é dado por

d+2
So(T, V) = Nk {% + log

V (2rmkT d/2
N h2

Sy(T,V) = Nk {log {@l (1- e@g/T)} - %Tl - 1} : (3.13)

©4/T _
g eg/

¢é a entropia devida a presenca do campo gravitacional uniforme reproduzindo, para d = 3,
o resultado em [18, 29]. Uma vez que V = AL, a dependéncia de S, com o volume esta
implicita na defini¢do de ©, = mgL/k = mgV/kA.

No limite em que ©,/T < 1, a equagao (3.11), torna-se

V [ 2xmkT\"? Nk (0,\°
v () }—?(?) B

onde o segundo termo foi usado a aproximagao log(1 +x) =z — 2?/2 + 23/3 + ..., veja por

2
S(T,V) ~ Nk{d%—l—log

exemplo [22]. Note que esta ultima equac@o conduz a equagao (3.12), quando ©, — 0.
O outro limite, ©,/7 > 1, é mais interessante e merece um pouco mais de atengao. A
equagao (3.11) fica
S(T,V)~—Nklog®©,/T, (3.15)

que nos conduz a uma entropia negativa, como ¢ ilustrado na figura 3.1.

Podemos perceber, da figura 3.1 que o efeito do campo gravitacional [18] é diminuir a
entropia, tornando-a uma fungao decrescente de ©,. Como esperado, o tratamento cldssico
sugere a possibilidade de entropia negativa, e até mesmo infinita, mostrando dessa maneira
que consideragoes quanticas se fazem necessédrias [27]. Em outras palavras, para uma dada

Temperatura 7', e valores de ©, altos, o formalismo estatistico quantico torna-se necessario.

'No cap.2, nao fizemos um estudo da entropia do sistema. Como mostramos no apéndice B, a entropia
é definido no contexto da teoria cinética dos gases a partir do funcional H(T) que, no nosso caso, deveria

ser generalizado para incluir o campo gravitacional; o que nao aparenta ser uma tarefa simples.



20 3. Mecanica estatistica do gas ideal em um campo gravitacional uniforme

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
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Figura 3.1: y = S(T,V)/Nk versus = T/, para d = 3 e (2rmkT)3/2V/h3N = 1.

No tratamento estatistico quantico [18], um aumento da acelera¢do do campo gravita-
cional, é de se esperar um aumento na populacao do mais baixo nivel de energia e este
processo terminara quando todas as moléculas estiverem neste nivel, por isso que de acordo
com a equagao (C.70), temos G(Ey) = 1, e portanto uma entropia nula em perfeito acordo
com a terceira lei da termodinamica.

A energia interna é obtida a partir de (C.19), e usando-se (3.6) temos

U, V)=Uy(T)+ U,(T,V), (3.16)
onde
d
Uo(T) = §Nl<;T, (3.17)
¢ a energia interna do gas livre, e
0,/T
Ug(T7 V) - Nk'T (]_ - @eg/‘?r——l) , (318)

é a energia interna devido a gravidade. Se ©, — 0 temos, U(T") ~ dNkT'/2; enquanto que,
se ©, — o0, temos U(T) ~ (d + 2)NKT /2. Observamos que as equagoes (3.16) e (2.26)
coincidem (de fato, a mesma termodinamica é aqui reproduzida). Note que a energia interna
possui uma dependéncia exponencial na temperatura. Assim, o teorema da equiparticao da
energia (apéndice C) nao se aplica na presenga do campo gravitacional.
A capacidade térmica a volume constante é obtida de (A.10), levando em consideragao
(3.16)
Cy = Cy, + Cy,, (3.19)
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onde,

d
Cy, = 5 NF, (3.20)

¢ a capacidade térmica na auséncia do campo gravitacional, e

0,\> /T
Cy, = Nk [1 — (—g) —2] , (3.21)
T (1 — e9/T)
¢ a capacidade térmica devida a contribuicao do campo gravitacional. Esse resultado coin-
cide com aqueles encontrados em [18] e [27], e reproduz a equagao (2.27) da teoria cinética.
E interessante notar que para ©, — 0, (equagdo 2.28) recuperamos o resultado previsto
pelo teorema da equiparticao da energia (apéndice C).

Na secao 3.3, usaremos o teorema da equiparticao da energia para estudar um gas ideal
possuindo graus de liberdade de vibracao e rotagao. Notaremos nesse caso que tal teorema
nao se aplica em todo regime de temperatura. No capitulo 4, ao estudarmos esse gas do
ponto de vista da mecanica estatistica quantica, notaremos que a dependéncia funcional da
energia interna e da capacidade térmica, com relagao a temperatura, sao muitos semelhantes
as do gas ideal em um campo gravitacional uniforme. Assim somos levados a pensar que o
campo gravitacional efetivamente atribui uma “estrutura interna”ao gas em questao.

Quando o gés expande variando apenas a altura L, usando a equagao (3.6) em (C.21),

encontramos
N k@g

PV = o T’

(3.22)

para a pressao. Notamos que esse resultado corresponde, para z = L, aquele encontrado no
capitulo 2, equacao (2.15). Observamos que a pressao nao depende de z, uma vez que ela
foi obtida derivando a energia livre de Helmholtz com relacao ao volume, e neste caso o gas

estd realizando trabalho no topo da caixa, com um volume dado por V = AL.

3.3 Teoria classica do calor especifico do gas diatédmico

Consideramos um gas formado de N moléculas, no qual assumimos que O, = 0 e d =
3. Cada grandeza [29] correspondendo a um termo quadrético nas varidveis canonicas da
energia total de uma molécula é chamado grau de liberdade. Cada uma dessas grandezas
contribui na energia média das moléculas com um termo k7/2, segundo o teorema da

equiparti¢ao da energia (apéndice C). Portanto, se na expressao da energia aparecerem s
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graus de liberdades temos

kT

que ¢ a energia total média de uma molécula.
A constante de Boltzmann k na equacao (C.10) estd relacionada a constante dos gases
ideais (apéndice A) por
R = kNy, (3.24)

onde N4 é o numero de Avogrado.

A energia total de N moléculas fica

NkT
N<E>=s— . (3.25)

Identificando a energia interna a soma das energias das moléculas individuais, temos que a

equagao acima fica
nRT
2 Y

U=s (3.26)

onde fizemos uso da equagao (3.24) e n ¢ o nimero de moles.
Sabemos que a maneira mais facil de obtermos dados experimentais acerca de um sistema
é estudando o seu calor especifico. Usando a equagao acima em (A.10) encontramos que a
capacidade térmica vale
nRk

Agora, notando que o calor especifico é dado por ¢y = Cy/n. Usando as seguintes relagoes

[29], cp = ¢y + R e v = cp/cy, encontramos

R 5+ 2 5+ 2
v =355 cp=— R v=— (3.28)

Analisando o caso em que as moléculas do gas sao monoatomicas, entao < E > é
exclusivamente cinética. Se usarmos o sistemas de coordenadas cartesianas para especificar
as velocidades dessas moléculas, no espaco tridimensional, entao teremos trés graus de

liberdade por molécula, e de acordo com (3.28)
cy = 1.5R cp =2.5R v = 1.67. (3.29)

Estes valores se aproximam com os obtidos experimentalmente (lado esquerdo da tabela
3.1).
Existem gases cujas moléculas sao constituidas por mais de um atomo. Consideremos

um modelo tedrico de um gés, onde suas moléculas sao formadas por dois atomos. Entao
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Gas He | Ne A Xe | Hy | Oy | Ny | CO

¥ 1.66 | 1.64| 1.67 | 1.67| 1.40 | 1.40 | 1.40 | 1.42

cy/R | 1.506 | 1.50 | 1.507 | 1.50 | 2.47 | 2.52 | 2.51 | 2.50

cp/R | 2.50 | 2.51 | 2.50 | 2.50 || 3.47 | 3.53 | 3.50 | 3.50

Tabela 3.1: Calor especifico molar de diversos gases proximos a temperatura ambiente [29].

teremos trés graus de liberdade associado as coordenadas (XY, Z) do centro de massa da

molécula, cuja energia cinética é

1 oo, 1 .. 1 .
Ec = 5MX2 + §MY2 + 5MZ2. (3.30)

Se considerarmos a reta que une os dois atomos coincidindo com um dos eixos do sistema
de coordenadas do centro de massa (digamos, eixo Y') entao teremos dois graus de liberdade
de rotagao, uma vez que o momento de inércia [y referente ao eixo Y é muito menor do que
os momentos de inércia (Ix, I7) referentes aos demais eixos. A energia associada a esses
graus de liberdade é

ET = % XCU?{ + %[Zw%, (331)
onde, w%, e w} é a velocidade de rotagao.

Sabemos também que os atomos podem vibrar ao longo da reta que os unem. Isto
introduz dois graus de liberdade de vibragao, uma vez que a correspondente energia é parte
cinética e parte potencial,

1

1
E, = 5/”*2 - 5[(72, (3.32)

sendo, p a massa reduzida, r a distancia interatomica e K uma constante positiva que
carrega detalhes do potencial de interacao. Portanto temos sete graus de liberdade para

moléculas diatomicas do gés, e de acordo com (3.28) resulta
cy = 3.5R cp =4.5R v =1.20. (3.33)

Estes resultados estao em desacordos com aqueles obtidos experimentalmente (lado direito
da tabela 3.1). Entretanto, a teoria e a pratica estariam de acordo se tomdssemos s = 5 em

(3.28), resultando

¢y = 2.5R cp = 3.5R ~v = 1.40. (3.34)
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Fisicamente isso significa que as moléculas comportam-se como se seus graus de liberdade,
rotacionais ou vibracionais, mas nao ambos, repartissem com os graus de liberdade transla-
cionais a energia total da molécula.

Segundo a Termodinamica (apéndice A) a energia interna do gés ideal s6 depende da
temperatura e, enquanto o gas se comportar como ideal, o seu calor especifico deve ser

independente da temperatura; mas isso nao é o que realmente acontece.

G//R il

| Tem;ﬁératufé (K)
Figura 3.2: Valores experimentais de ¢y/R versus T para o hidrogénio [20].

Na figura 3.2 mostramos o valor do calor especifico molar para o hidrogénio, langados
em uma escala logaritmica contra a temperatura. Notamos que a temperatura de 50K, seu
calor especifico é ¢y = 1.5R, que é o valor previsto pela teoria para um gas monoatomico.
Nesse caso notamos que nem os graus de liberdade rotacional, nem o vibracional, contribuem
para o calor especifico. Dizemos que esses graus de liberdade estao congelados. Por volta
da temperatura de 300K, o calor especifico dd um salto e adquire dois graus de liberdade a
mais, perfazendo um total de ¢y = 2.5R. Somente a altas temperaturas, mais precisamente
5000K, é que a teoria preveé o resultado correto, como podemos ver na figura 3.2.

Este comportamento, totalmente inexplicavel pela teoria classica, sé ficara entendido no
capitulo 4, quando usarmos teoria quantica. Veremos que esse conflito estd relacionado a
umas das grandes diferencas entre as duas teorias - a quantizagao da energia. A energia

interna da molécula s6 assume valores discretos.

Em resumo, certos graus de liberdade s6 se manifestam a partir de certa temperatura,
e quando a temperatura é muito alta, recuperamos o teorema de equiparticao. Observamos
que esse teorema também nao se aplica a um gas no campo gravitacional uniforme. Con-

forme vimos no capitulo 2, a energia média de uma molécula, considerando d = 1, é dada



3. Mecanica estatistica do gas ideal em um campo gravitacional uniforme 25

por
T
< E>=kT (g v L) , (3.35)

1 —e9/T
e nao k7T /2 como prever o teorema da equiparticdo da energia. Aqui também o teorema se
manifesta no regime de altas temperaturas, como podemos notar através da equacao (2.21).
Outro fato curioso é que, além da capacidade térmica diminuir com o aumento de tempe-
ratura (figura 2.4), no limite de baixas temperaturas, seu comportamento aparenta ter trés
graus de liberdade; e quando a temperatura aumenta este desce um “degrau” perdendo dois
graus de liberdade, entao isso sugere o estudo do gas ideal na presenca de g quanticamente.
No capitulo 4, estudaremos com mais detalhes o papel da estrutura interna das moléculas,

mas agora no formalismo da mecanica estatistica quantica.
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Capitulo 4

Gas ideal formado por moléculas

diatomicas

Iniciaremos este capitulo, fazendo um estudo do espectro de energia do oscilador harmonico
unidimensional. Em seguida, ao estudarmos a termodinamica do oscilador harmonico, cons-
tataremos a conveniéncia de definirmos uma temperatura caracteristica para o sistema.
Além disso, notaremos uma forte dependéncia da capacidade térmica com a temperatura,
observando que muito acima da referida temperatura caracteristica a capacidade térmica
tende ao valor previsto pelo teorema da equiparticao da energia. Finalizamos este capitulo
com um estudo detalhado de um gas ideal composto de moléculas com estrutura interna.
Notaremos que cada uma dessas estruturas tem uma certa temperatura caracteristica atre-

lada.

4.1 Espectro de energia do oscilador harmonico uni-

dimensional

O estudo do oscilador harménico quantico [30], é feito substituindo as coordenadas x
e p na expressao do Hamiltoniano classico, H(z,p) = p?/2m + Kz?/2, por operadores

hermitianos X e P, tal que satisfazem a relagao de comutacao canonica

X, P] = i, (4.1)

27
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Assim o operador hamiltoniano do sistema é

H=—t— X2 (4.2)
m

onde w = /K/m, é a frequéncia angular do sistema. Se | ) > é um autovetor de H, entao
H|y>=F|y>, (43)

onde F é o autovalor associado. Portanto, definindo os operadores adimensionais

_ mw _
h vVmhw

que satisfazem

(X, P] =1, (4.5)
o operador hamiltoniano fica
1 _ _
H=-hw(X*+ P?). 4.6
Lo (824 P (46
Definindo os operadores a e a na forma
! (X +iP) -t (X —iP) (4.7)
a=— i a' = —(X —iP), :
V2 V2
encontramos
_ 1 _ —1
X=—"(a+ah P="L(a—ah. (4.8)

V2 V2

Usando as equagoes (4.8) em (4.6), podemos escrever H da forma

H:M(N+9, (4.9)
onde N é o operador hermitiano, definido como
N :=d'a. (4.10)
Portanto, resolver a equacao (4.3) é equivalente resolver a equagao
Nlyp>=n|¢>. (4.11)
Substituindo (4.9) em (4.3) encontramos

H|w>:(n+%)hw]w>. (4.12)

Podemos mostrar [30] que o espectro do operador N é formado de inteiros nao negativos,

sendo o autovalor F,, do operador hamiltoniano nao degenerado,

1
E, = (n + 5) hv, (4.13)
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comn=0,1,2... e v = w/27.

Veremos posteriormente que a energia associado ao estado fundamental,
1
Ey = §hy, (4.14)

desempenha um papel em mecanica estatistica que justifica chama-la energia de ponto zero.

4.2 Termodinamica do oscilador harmonico

A funcéo particao do sistema é obtido através de (C.63)
2T) =3 ¢ P (4.15)
n=0

onde fizemos uso de (4.13). Devemos notar que a soma pode ser efetuada tanto sobre os
estados de energias, bem como sobre os niveis de energia, uma vez que esse espectro é nao
degenerado. A soma na equacgao acima tem a forma de uma série geométrica, cujo limite é

1/(1 — e P"). Portanto a fungao particio do sistema é

o~ ©v/2T
onde definimos a temperatura caracteristica
h
0, == % (4.17)

isto é hv = k©O.. Podemos notar (4.17) que, quanto maior for a frequéncia v do oscilador,
mais alta serd a temperatura caracteristica do oscilador. Para frequéncia natural da ordem
das freqiiéncias na regiao infravermelho do espectro eletromagnético (10'3Hz), ©, = 500K
[29]. Se consideramos uma molécula diatomica, como um oscilador harménico, podemos
notar da equacao (4.17) que, uma vez obtido v através de andlise espectroscépica, temos
como saber ©,.

A energia livre de Helmholtz é obtida a partir da equagao (C.65)

kO,

A(T) + kT log (1 — e ©/T). (4.18)

A energia média é facilmente obtida da equagao (C.19)

kO, kO,
U= +@mr_1

(4.19)
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cujos casos limites, de baixas e altas temperaturas, (isto é ©,/T > 1e 0,/T < 1), sao

() -] e

dados respectivamente

kO,
2

U~ + kO, e /T U=kT

como esta ilustrado na figura 4.1.

<
=
TR BT S R o

°
TN T T © LI T N S |

o

Figura 4.1: Comportamento quantico da energia média do oscilador harménico (curva sélida), e

comportamento cldssico (linha tracejada) onde y = U/kO, versus z = T/0,,.

Uma andlise nas equagoes (4.20) e na figura 4.1 mostra que a menor energia permitida
para o oscilador é atingida em T = 0, justificando a denominacao ponto zero. Nota-
mos que para temperaturas préximo de 0K, a energia muda muito pouco com a tempera-
tura, mantendo-se praticamente igual a kO, /2, como podemos ver diretamente na primeira
equagao (4.20). Por outro lado, quando T for da ordem de ©,, o segundo termo na equagao
(4.19) é ativado. A altas temperaturas, a energia interna aproxima-se do valor classico kT’
(reta tracejada da figura 4.1), que é o valor previsto pelo teorema de equipartigao (apéndice
C) préprio de um sistema com dois graus de liberdades. Em resumo, a mecanica estatistica
classica e a mecanica estatistica quantica de um oscilador harmonico tém a mesma energia
média a altas temperaturas. Diferengas aparecem a baixas temperaturas, quando T torna-se
da ordem de ©,.

Substituindo (4.18) em (C.21), obtemos
©,/T

S(T) =k | 5

—log (1 — e ®/T) |, (4.21)

para entropia, esbogada na figura 4.2.
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Figura 4.2: Comportamento quantico da entropia do oscilador harmonico (curva sélida), e com-

portamento cldssico (curva tracejada) onde y = S/k versus © = T/0,,.

Podemos notar que no limite 7'/0, — 0, o oscilador estd com energia de ponto zero,
vide figura 4.1. Como este nivel é ndo degenerado, isto é, G(Ey) = 1 (apéndice C), a
entropia vai a zero (vide linha sélida na figura 4.2) em total acordo com a terceira lei da
termodinamica. No limite em que 7/0, — 00, a entropia se aproxima de k(1+log(7/©,))
que é o limite classico de altas temperaturas, veja grafico tracejado da figura 4.2. Ainda
nessa figura é interessante notar que somente em altas temperaturas as entropias cléssica e
quantica coincidem; as diferencas comecam a aparecer quando 1" passa a ser da ordem de
0,.

A capacidade térmica (A.10) segue de (4.19),

0,\? &/T

Podemos notar que que a capacidade térmica possui uma forte dependéncia em relacao a

temperatura, como mostra a figura 4.3. Muito acima da temperatura caracteristica ©,, isto

¢T > 0,, Cy aproxima-se do valor classico, vide reta pontilhada da figura acima.

Nessa figura também notamos que, para temperaturas muito préximo do zero absoluto, isto
é T/0, < 1, temos que

O\ 2
Cy ~k (?V) e /T, (4.24)
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1.2
0: --------------------
0 0,5 1 1,5 2

Figura 4.3: Capacidade térmica de um oscilador, onde y = Cy /k versus z = T/0,,.

Portando, quando T se aproxima de zero, o termo exponencial vai para zero mais rapida-
mente do que 1/7? vai para o infinito, e Cy se aproxima de zero, em total acordo com a

experiéncia (Terceira lei da Termodinamica).

O principal objetivo de termos estudado o oscilador harmonico nesta secao foi mostrar
que as equagoes que descrevem suas propriedades termodinamicas, dentro do contexto
quantico, sao analogas as correspondentes do gas ideal em um campo gravitacional uni-
forme, no formalismo cldssico. O papel desempenhado por ©, nas equagoes (3.11),(3.16), e
(3.19), é andlogo aquele desempenhado por O, nas equagoes (4.21),(4.19), e (4.22). Além
disso, vimos que para campo gravitacional fraco, equagao (2.21), o gas comporta-se com
se estivesse d/2 graus de liberdade, e em campo gravitacional forte, equagao (2.22), ele
possui (d 4 2)/2 graus de liberdade, isso sugere um estudo de um gas ideal composto de
moléculas possuindo certa estrutura interna. Por simplicidade, estudaremos as estruturas
relacionadas & translagao, vibragio e rotagao de moléculas; mas devemos lembrar [17] que
as moléculas também possuem graus de liberdades devidos as excitagoes eletronicas, spins,
etc. Assumiremos que o gas é suficientemente rarefeito, de modo que possamos ignorar
consideracoes relativas a estados de particulas idénticas, além disso consideremos que as
moléculas sao quase distinguiveis de modo que possamos considerar a contagem correta de

Boltzmann [14].
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4.3 Gas ideal, com estrutura interna

Seja uma caixa cibica de aresta L e volume V', contendo um gés ideal com N moléculas
idénticas e independentes. Além disso, suponhamos que as moléculas sejam diatomicas,
possuindo assim graus de liberdades de vibracao e rotacao. A energia em uma dada con-

figuragao [4] é
E=)_E, (4.25)
i=1

onde FE; é a energia do estado ocupado pela i-ésima molécula.

Numa primeira tentativa [28] podemos escrever a func¢ao particdo como
1 _
ZN(T, V) = mz...Ze bE (4.26)

onde F é dado por (4.25). Essa funcao pode ser reescrita de uma forma mais compacta,

Zn(T,V) = % 11 ( > e‘ﬁEi> : (4.27)

i=1 \mH=0

onde a m sdo as componentes do momento do centro de massa da molécula, nimeros
quanticos vibracionais e rotacionais. Na hipotese de as moléculas serem idénticas, podemos

reescrever a funcao particao, como

1
onde
Z(T,V)=> e (4.29)
{m}

é a fungdo particdo de uma tnica molécula e {m} representa um conjunto de nimeros
quanticos.

Levando em consideracao N grande, temos que a energia livre de Helmholtz, fica
A(T,V) ~ —NkT log (%Zl(T, V)) , (4.30)

onde, fizemos uso da aproximacao de Stirling e e é o nimero de Euler.
Para estudar a fungao particao (4.29), primeiro devemos notar que cada molécula [4]
possui momentum p; associado com o movimento de translacao do centro de massa, além

de ser composta de atomos formando uma estrutura, caracterizada por um certo nimero de
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parametros relativos aos diferentes movimentos em relagao ao centro de massa. Por exemplo,
um momento principal de inércia I; é associado com cada grau de liberdade rotacional, uma
frequéncia caracteristica v}, é associada com cada grau de liberdade vibracional. Todos estes
graus de liberdade contribuem para a energia e, via funcao particao, para as propriedades

termodinamicas. Portanto, podemos escrever a energia da molécula, como
F=FE.+FE,+E,, (4.31)

onde E. é a energia relacionada ao movimento do centro de massa, e que por sua vez tem
sua origem no confinamento da molécula na caixa e os outros termos, F,, F, sao as energias
associadas a vibracao e rotagao da molécula respectivamente. A funcdo partigao (4.29) [20]

pode ser escrita, como

ZUT, V) = Z(T,V)Z(T), (4.32)

onde, Z, := Z,Z, denota a funcao particao relacionada a estrutura interna da molécula e
que por sua vez, nao depende do volume do sistema, enquanto que Z.(7,V) é a fungao
particao relacionada ao confinamento da molécula.

As energias associadas aos diferentes processos dinamicos dependem de um conjunto de
numeros inteiros {t}, e estao espagadas, formando os niveis de energia, como podemos ver

na figura 4.4.
e

E_t+3
E_t+2

E_t+1

AE

Et

Figura 4.4: Niveis de energia genéricos relacionados a um processo dinamico.

Para temperaturas tais que kT < AFE, onde AFE é a diferenca entre as energia do
primeiro estado excitado e a do estado fundamental, a energia térmica nao pode induzir
transicoes para estados excitados (figura 4.4). Dizemos que, a estas temperaturas, o grau de

liberdade correspondente ao parametro esta congelado. No outro limite, em que kT > AFE,
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as energias podem ser consideradas como se formassem um espectro continuo. Podemos

definir uma temperatura caracteristica ©, := AF/k associada a um grau de liberdade

genérico t, como fizemos no estudo da termodinamica do oscilador harmonico.
Estudaremos cada funcao particao separadamente. A primeira é a funcao particao rela-

clonada ao confinamento da molécula na caixa
Zo=> e (4.33)

O espectro de energia, relacionado ao confinamento de uma molécula é

h2
n3, (4.34)

° 8mlL?

onde n? :n§+n§+ng, comng, =1,2,...;n,=1,2,...5n,=1,2,....

O nivel de energia mais baixo [29] (j = 1) é aquele para o qual n, = n, = n, = 1. Entao,
ny = 3, e a energia correspondente a esse nivel é F; = 3h2V~2/3 /8m. No nivel seguinte
(j = 2), a energia pode ter qualquer um dos seguintes valores n, =2 en, = n, = 1 ou
ng=mny,=1len,=2oun, =n, =1en, =2. Assim, em cada estado desse nivel temos,
n3 = n2+n2+n? = 6, portanto a energia correspondente a esse nivel ¢ Ey = 6h%V ~2/3 /3m.

Definindo a temperatura caracteristica de confinamento por

B, —Ei 3k

O, : = : 4.35
k 8mkL? ( )

Com isso, podemos reescrever a fungao parti¢ao (4.33), como
ZUT,V) = 3 e Ombion 3 -0/t § punifoT (436)

ng=1 ny=1 n,=1
Uma andlise na equacao (4.35), revela que T' é muito pequeno em compara¢ao com
valores tipicos de ©.. Nesse regime, os niveis de energias estao muito préximos uns dos
outros. Portanto o valor de Z,., que corresponde a soma das areas dos retangulos na figura
4.5, pode, com uma boa aproximacao, ser substituido pela area sob a curva continua.
Portanto a funcao particao acima fica

Z.(T, V)—/ e‘gﬂni/gTdnw/ 6_99"5/3Tdny/ e=9n2/3T g (4.37)
0 0 0

As integrais acima sao gaussianas, assim

2rmkT\ */*
ﬂ) , (4.38)

Z(T, V)=V ( 2
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~Qr/41

Figura 4.5: Funcao particao como uma aproximagao no regime cléssico.

Podemos notar que essa func¢do parti¢ao coincide (i.e., N = 1, e a menos do fator de
corregao de Boltzmann N!), com (3.3), que relaciona a energia cinética das moléculas em
trés dimensdes. Substituindo essa equagao em (4.32) e usando (4.30), temos que a energia

livre de Helmholtz do sistema é
AT, V)~ AT, V)+ NA(T), (4.39)

onde o primeiro termo € a energia livre de Helmholtz

eV [ 2rmkT\ >
AT, V)= —NEkT log N ( 12 > , (4.40)
devido ao movimento do centro de massa das moléculas, e
A(T) = A,(T) + A(T), (4.41)

é a energia livre de Helmholtz devido a contribuicao da estrutura interna da molécula, com
A (T) := —kTlog Z,(T) A (T) := —kTlog Z,.(T), (4.42)

onde, A,(T) e A.(T) sao as energias livres de Helmholtz devido aos graus de liberdade de
vibragao e rotagao de uma molécula.

Neste ponto, podemos notar a semelhanga de (4.39), obtida para um sistema quantico,
com (3.6), obtida para o gés cldssico. Além disso, vemos que as equagoes (3.7) e (4.40)
sao idénticas, uma vez que efeitos quanticos de confinamento sé seriam perceptiveis caso a

caixa fosse do tamanho tipico de uma molécula. Toda a dependéncia estrutural do sistema
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encontra-se em (4.41), enquanto que toda a dependéncia gravitacional do sistema encontra-
se em (3.8).
A pressao ¢ obtida, usando (4.39) em (C.21), fornecendo

PV = NkT, (4.43)

que ¢ a bem conhecida equacao de estado do gas ideal. Notamos que a estrutura interna
das moléculas que compoem o gas é irrelevante na determinacao da equacao de estado [28].
Por outro lado, observando (3.6), e (3.8), vemos que o campo gravitacional contribui na
equacao de estado (3.22) uma vez que ©, depende do volume da caixa (2.13). Entao neste
caso nao hé analogia entre as equagoes (3.22) e (4.43), uma vez que, as estruturas internas
que compoem as moléculas nao contribuiram na determinacao de (4.43).

A entropia ¢ obtida a partir de (C.21) usando (4.39),
S(T,V)=5.T,V)+ NS,(T), (4.44)

onde S.(T,V) é dado por (3.12), parad =3, e

S(T) :=— , (4.45)

¢é a entropia associada aos graus de liberdade internos, dependendo de T e das temperaturas
caracteristicas de estrutura. De forma andloga (3.13) depende da temperatura e da “tem-
peratura caracteristica” gravitacional ©,. A energia interna é obtida substituindo (4.44)
em (C.20), e usando (4.39),

U(T)=U[T)+ U(T), (4.46)

onde, U.(T') é dado por (3.17), para d = 3, e

(4.47)

é a energia interna associado aos graus de liberdade internos. Esta equacao nos informa
o resultado bem conhecido de que a energia interna de um gés ideal é funcao apenas da
temperatura [14]. Correspondendo as duas ultimas equagoes, temos (3.16) e (3.18), respec-
tivamente.

A capacidade térmica a volume constante, é obtida a partir de (A.10), levando em
consideragao (4.46)

Cy = Cy. + Cy,, (4.48)
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onde Cy, é dado por (3.20) para d =3, e

d*A,
CV =-=T

L T (4.49)

¢ a capacidade térmica associada a estrutura interna da molécula. No caso de um gas
ideal formado de moléculas sem estrutura, temos que a capacidade térmica é constante, e
recuperamos o valor cldssico previsto pelo teorema da equiparti¢ao da energia (apéndice C).
Portanto, a dependéncia da capacidade térmica com a temperatura vem apenas da estrutura
interna das moléculas. Neste ponto, devemos observar que a capacidade térmica de um gas
ideal classico com a temperatura deve-se apenas a contribuicao do campo gravitacional,
vide equagoes (3.19), (3.20) e (3.21). Assim da dependéncia de Cy com a temperatura que
ocorre com ¢ ¢é similar ao que ocorre com os graus de liberdades de rotacao e vibragao.

Procedendo com nossa analise, estudaremos em maior detalhe a estrutura interna das
moléculas. Comecamos com a vibracao das moléculas. Sabemos que as vibragoes sao
devido aos movimentos oscilatorios dos atomos da molécula em torno de suas posicoes de
equilibrio. Portanto, da hipdétese de que as moléculas sao diatomicas, e levando em consi-
deracao que a vibracao é pequena, podemos considerar cada molécula como um oscilador
harménico unidimensional independente [20]. Sua energia é dada por (4.13). Portanto, a
fungao partigdo associada a vibragao é dada por (4.16), onde, a temperatura caracteristica
de vibragdo O, é dada por (4.17). A energia livre de Helmholtz, a energia interna, a
entropia e a capacidade térmica sdo dadas pelas equagoes (4.18), (4.19), (4.21), (4.22),
respectivamente. E curioso que ©,/T desempenha papel semelhante aquele de ©,/T no
capitulo 3.

Para estudarmos os graus de liberdade de rotagao, podemos tratar cada molécula do gas,
como um rotor rigido (figura 4.6) Se considerarmos o diametro atomico (~ 107%m) muito
menor que o diametro molecular, temos que a molécula possui dois graus de liberdades de
rotacao em torno de dois eixos perpendiculares, correspondendo a um momento de inércia

I. Os autovalores de energia correspondentes sao dados por [20]

h2
E.=7+1)=—=, 4.50
onde j =0,1,2,, ..., tendo degenerescéncia (25 + 1). Portanto a funcao parti¢ao rotacional
Z, fica
Zo =3 (2)+ 1) IUTVOT, (451)

j=0
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Figura 4.6: Representagao da posi¢ao no espaco de uma molécula diatomica [20].

onde definimos a temperatura caracteristica de rotagao por
h2
0, = ——. 4.52
" 8wk (4.52)
Nao é possivel expressar (4.51) em uma forma analitica fechada. Por isso consideramos apro-
ximagoes. Podemos notar [26] que os valores de O, dos gases (~ 10K) sdo muito pequenos
em comparagao com a temperatura ambiente (~ 300K). Portanto, como O, < T, os niveis

de energia formam um quase-continuo, e podemos fazer a aproximacao cléssica, que consiste

em substituir a soma por uma integragao,
o0
Z, ~ / (2] + 1)e 30FVO/T g (4.53)
0

Se considerar-mos o eixo molecular como sendo a linha que uni os dois nicleos de uma
molécula e passando pelo seu centro de massa. Entao para moléculas formadas por dois
nucleos idénticos, uma rotagao do eixo molecular em torno do eixo de rotacao (isto é, eixos
perpendicular ao eixo da molécula), por um angulo 4.6, ¢ e ¢ + 7, temos que isto difere
somente por uma permutacao de dois nicleos idénticos e portanto correspondendo somente
um estado distinto da molécula. Nesse caso avaliamos a funcao particao no intervalo de
0 <y <mem vez de 0 < ¢ < 27. Portanto este efeito na fungao particao da molécula sera
reduzir por um fator 2. Assim, introduzimos um numero de simetria x na funcao particao
(4.53), com k; = 1 para moléculas de nicleos diferentes e k = 2 para moléculas de nicleos

idénticos. Resolvendo a integral (4.53), encontramos

T
Z, =~ ) 4.54
prey (4.54)
Usando a equagao (4.42), encontramos
T
A (T) = —kT log — (4.55)

kO,
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que ¢é a energia livre de Helmholtz. Logo as quantidades termodinamica sao

T
S.(T) = klog

E,(T) = kT — k. 4.
o Tk (T) =k Cy, =k (4.56)

T

Estas equagoes reproduzem o limite classico de altas temperaturas.

Uma aproximagao melhor pode ser obtida usando a férmula de Euler-Maclaurin [13],

+1@T+1 o, 2+4 o, 3+
37 " 15\ T 315\ T

que é conhecida como formula de Mulholland [26]. Da equagao (C.17), temos

10, 1 (6,\* 16 [6,)°

Usando, log(1 + x) = = — 2%/2 + 2*/3 + ...[22], na equagao acima, obtemos a energia livre

vélida somente para 0, /T < 1,

T

Zi(T) = KO

, (4.57)

T
A.(T) = —kTlog 5

— kT log

de Helmholtz, como

T 19, 1 /(6,\° 8 (6’
A(T) = —kTlog Py — kT 3T + 92 (?> + 5335 (?) + ... (4.59)
Portanto a entropia é
S (T) = k1 T +k—k L (6 2+ 16 (9 3+ (4.60)
rE) =R, 5\ T 2835 \ T bk '
e a energia interna
vr) =kt 1o L9 L (O 8 (6T (4.61)
e 3T 45\ T 945 \ T . ‘

Essas expressoes s@o consistentes com aquelas em (4.56), para altas temperaturas.

A capacidade térmica merece um pouco mais de atengao. Usando (4.61), obtemos

1 /6,\? 16 [/6,\°
1+4—5<?) —%<?) +] (4.62)

Note que apenas no caso cldssico [13], a energia livre e todas as outras propriedades

Cv(T) =k

termodinamicas podem ser calculados a partir da fungao partigao (4.57). O grafico da
capacidade térmica esbogado na figura 4.7 foi obtido numericamente através da equagao
(4.51) e se aplica a qualquer regime de temperatura. Uma andlise na equacao (4.62) revela
que a capacidade térmica decresce quando a temperatura aumenta e tende ao valor k,

quando 7" — 0o ou ©, — 0 como mostra a figura 4.7.
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Figura 4.7: Capacidade térmica de rotacao.

Agora estamos interessados em estudar o comportamento do sistema a baixas temperatu-
ras. A série (4.51) mostra que, no regime de baixas temperaturas, ou seja, 7/6, < 1, essen-
cialmente todas as moléculas se encontram em seu estado mais baixo de energia rotacional.
Portanto essa série pode ser truncada com erro desprezivel depois dos 2 ou 3 primeiros

termos. A funcao particao fica,
Z(T) =1+ 3¢ 297/T 4 5¢7600/T (4.63)

Portanto a capacidade térmica fica
0.\ 2
Cv,(T) ~ 12k (?> e 20T (4.64)

cujo o grafico estd esbocado na figura (4.7).

Uma andlise da equagao (4.64) e na figura (4.7) revela que o capacidade térmica de
rotacao de uma molécula diatomica vai a zero quando 7' — 0. Portanto, para temperaturas
bastantes baixas, os graus de liberdade de rotacao também estao congelados. Além disso
[26], notamos que para T' ~ 0, 80, essa grandeza possui um méximo igual a 1.1k. A partir
de T > O,, a equagao (4.62) comega a fazer efeito e o capacidade térmica torna-se constante.
Notamos também que para T ~ ©,, a capacidade térmica é maior do que aquela prevista

pelo teorema de equipartigdo como podemos ver diretamente da figura (4.7).
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Capitulo 5

Temperatura caracteristica

gravitacional

Neste capitulo, faremos uma discussao das temperaturas caracteristicas de origem quantica
apresentados no capitulo 4, comparando-as com aquela de origem classica definida no
capitulo 2 e 3. Na secao 5.1, discutiremos o papel das temperaturas caracteristicas rela-
cionadas aos graus de liberdade de translacao, rotacao e vibracao. Em seguida comparamos
o valor de ©, com as outras temperaturas caracteristicas. Veremos que o valor de ©, no
campo gravitacional terrestre é muito baixo, comparado com ©, e ©,. Na iltima secao,
deduziremos uma funcao particao “gravitacional” de origem quantica, e mostraremos que

esta é consistente com aquela encontrada no capitulo 3.
5.1 Temperaturas caracteristicas

Vimos no capitulo 3 que de acordo com o teorema da equiparticao da energia, cada grau
de liberdade associado a translagao, rotacao e vibracao da molécula, contribui na energia
interna com kT'/2. O calor especifico molar a volume constante deveria ser igual R/2, para
cada grau de liberdade. Além disso para uma molécula com s graus de liberdade, teriamos
cy = sR/2, que seria constante e independente da temperatura.

Esta previsao concorda muito bem para os calores especificos de gases monoatomicos,

como podemos ver na tabela 3.1. As limitacoes da teoria aparecem porém para gases
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diatomicos onde, a temperatura ambiente, os calores especificos sao aproximadamente iguais
a 2.5R, que alias variam com a temperatura.

No capitulo 4, aplicamos mecanica quantica para estudar tal sistema e, como vimos
as energias associada a esses graus de liberdades sao quantizadas. A cada uma dessas
energias, foi associada uma temperatura caracteristica © definida a partir do primeiro estado
excitado e do estado fundamental. Vimos que a dependéncia da capacidade térmica com
a temperatura vem da estrutura interna da molécula. Portanto, em temperaturas tais que
T < O, a energia térmica nao pode induzir transicoes para estados excitados resultando em
uma contribuicao nula a capacidade térmica. Por outro lado, quando 7" — 0, as capacidades
térmicas vao a zero; e no caso em que © < T', ambos aproximam-se do valor classico proprio
de um sistema com graus de liberdade.

A tabela 5.1 d4 uma idéia de magnitudes. Nessa tabela ao calculamos os valores de O,

levamos em consideragao que a altura L da caixa que contém o gas é 1m.

Moléculas 0. K Oprerra K |0, K| O, K| Oy, .. K | Oy
H, 3,565x107*® | 10,0024 | 87,5 | 6384 | 6,42x 107% | 2,42 x 10°
co 2,563x107* | 0,0330 | 2,78 | 3143 | 8,93 x 1072 | 3,37 x 10*
O, 2,244x107* | 0,0377 | 2,08 | 2289 | 1,02x 107! | 3,85 x 10*
Cl, 1,0130x107* | 10,0836 | 0,346 | 813 |2,26x 107" | 8,52 x 10*
Na, 1,562x1071 | 0,0542 | 0,223 | 281 | 1,47x 10" | 5,53 x 10*
K, 8,975x1072Y | 0,0943 | 0,081 | 134 |2,55x 107" | 9,62 x 10*

Tabela 5.1: Temperaturas caracteristicas.

Nessa tabela, podemos ter uma idéia, por exemplo da faixa de temperatura caracte-
ristica em que as vibracoes sao importantes. Assim, para vibracoes T ~ 10K, todos os
modos normais de vibragao estao ativados, correspondendo a regiao de validade da teoria
classica, onde o calor especifico vale 3.5R. A regido em que T' < 102K corresponde ao regime
quantico, onde dizemos que os modos vibracionais estao congelados. Uma anélise na tabela
5.1 revela que quase todos os gases possuem uma temperatura caracteristica rotacional [20]
de alguns Kelvin. Isso explica o valor encontrado experimentalmente, na tabela 3.1 relativo
ao calor especifico molar dos gases diatomicos. A temperatura ambiente (7' ~ 300K),
os dois graus de liberdade rotacionais estao ativados, enquanto que os vibracionais ainda

encontravam-se congelados.
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Agora podemos dar uma explicacao clara ao comportamento do calor especifico molar
ilustrado no grafico 3.2. A temperatura de 50K, s6 se manifestavam os graus de liberdade
referente ao confinamento, uma vez que 6, < 50K, como podemos ver na primeira coluna
da tabela 5.1. Quando a temperatura aumenta, graus de liberdade rotacionais comecam
a ser ativados, e quando a temperatura atinge 300K, o calor especifico aumenta, devido a
aquisicao de dois graus de liberdade. Somente a temperaturas suficientemente altas é que os
graus de liberdades vibracionais contribuirao para o calor especifico. Estas caracteristicas,
na auséncia do campo gravitacional, encontram-se esbogadas de forma esquematica na figura

5.1

TR/2 /2/
5R/2 4////f’“‘£

3R/2

| | &) | | l) |

10 50 500 1000 5000
T [K]

¢ [cal/(mol K)]

Figura 5.1: Calor especifico de moléculas diatomicas.

Nos capitulos 2 e 3 estudamos as propriedades termodinamicas de um gés ideal no campo
gravitacional uniforme. Conforme vimos a presenca do campo gravitacional acentua certas
dificuldade classicas. Por exemplo, ao estudarmos a entropia, verificamos que esta se torna
mais negativa com o aumento do campo gravitacional, como podemos ver diretamente de
(3.15), quando T' — 0, contradizendo a terceira lei da termodinamica.

Consideracoes como estas nos levaram a definir uma temperatura caracteristica gravi-
tacional para o gas (2.13). Na tabela 5.1, calculamos seu valor para alguns gases, onde
admitimos que o campo gravitacional fosse da ordem de 9,8m/s?. Notamos que seu valor
de ©4 é muito menor do que as temperaturas caracteristicas de rotacao e vibracao, e muito
maior do que a de confinamento. Portanto, seu efeito nas propriedades termodinamicas é,
em todos os aspectos, desprezivel, aqui na Terra.

Contudo o valor de ©, depende muito da aceleragao do campo gravitacional. Podemos
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verificar na peniltima coluna da tabela 5.1 que no planeta Jupiter, cuja a aceleracao da
gravidade vale 26,5m/s?, os valores de ©, sao da ordem de 107'K ou menos. Entretanto
em outro planeta cujo aceleracio gravitacional fossem da ordem de 107m/s?, teria valores
de ©, superiores a todas as outras temperaturas caracteristicas, como podemos ver na
ultima coluna dessa tabela. Isso acarretara uma contribuicao do campo gravitacional muito
significativa nas equagoes que descrevem as propriedades termodinamicas do gas.

Para estudarmos os efeitos do campo gravitacional na mecanica estatistica quantica de

um gas ideal, devemos encontrar a funcao particao quantica de uma molécula.

5.2 Funcao particao quantica

Considere uma particula de massa m, em uma caixa unidimensional de comprimento L
onde atua um campo gravitacional uniforme de aceleracao g. A coordenada x, que localiza
a particula dentro da caixa, pertence ao intervalo [0, L]. A equagao diferencial que rege a

dinamica desse sistema é a equagao de Schrodinger independente do tempo

_n ()

2m  dx?

+V(2)¥(z) = E¥Y(x). (5.1)

Assumindo que a particula estd submetida a uma energia potencial da forma V' (z) = mgz,

a equacao de Schrodinger fica

d*V(x) 2m%g ( E
Identificando s
_(2m?g K
a = ( hz > b = am—g, (53)
e definindo uma nova variavel,
p:=0b—axz, (5.4)
temos que a equagao (5.2) fica
d*v
d_p2 + p\If = 0. (55)

Esta é a equacao de Airy, e suas solugoes sao chamadas fungdes de Airy [1]. Pelo fato dessa
equagao ser uma equacao diferencial de segunda ordem, existem duas fungoes de Airy, Ai
e Bi, as que sao linearmente independentes. A solucao geral da equacao de Airy vem dada
por

U(z) = C1Ai(—p) + C2Bi(—p), (5.6)
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onde (7 e (5 sao constantes arbitrarias. Podemos escrever a funcao de Airy em termos da

funcao de Bessel de ordem .J4,/3 como

U(z) = g [Ajl/g (§p3/2> + BJ_y3 <§p3/2>] : (5.7)

onde A e B sao duas constantes arbitrarias. Impondo as condigoes de contorno, ¥(x) = 0

para x = 0 e x = L, temos o seguinte sistema de equagoes:

Adyys (%P?ﬂ) + BJ_iy3 (%P?m) =0
2 3/2 2 3/2 (5‘8>
Aiys (502 ) + BJ_i3 <§Pz ) =0

onde, py =bemaz=0,e py=|b—al|emz = L.

Para que esse sistema, tenha solugao nao trivial é necesséario que o seu determinante seja

J1/3 (%P?ﬁ) J1/3 (§P§/2>

identicamente nulo

TN TR (5.9)
J_173 (501 J_173 (503
Usando J,(z) = i "I,(iz), onde I, é a funcdo de Bessel modificada, e z é um ntmero
complexo, temos que a equagao (5.9) pode ser reescrita
J1/3 <§P:1))/2> I3 <i§P§/2> (5.10)
_— = 5.1
J-1/3 (%Pi’ﬂ) ISVE (i§03/2>
Agora notando que
9 1/3
P2 = (W) |E—mglL|, (5.11)

e assumindo F < mgL, entdo podemos substituir /;;/3(2) na equacao (5.10) por seus

valores assintoticos Ii1/3(2) ~ € /v 2wz, portanto temos a seguinte equagao

2 2
Jy/3 (gpi’/z) + s (5/)‘1’/2) —0, (5.12)

cuja a solugao aproximada é dada por [1]

2 1
n gpi’/? ~ (n — Z) T para n=1,2,.. (5.13)

Assim o espectro de energia é aproximadamente dado por

@7 e

onde n = 1,2, .... Esse espectro coincide com aqueles encontrados por [5, 12, 19].

1/3
E, = kO,
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Considerando E > mgL, temos que a equacao (5.1) fica

d*U(x)

2
onde identificamos
2m

com o numero de onda.

Substituindo 1 (z) = €'*@ em (5.15), temos a seguinte equacio

2 2
<%> = i% + K (z). (5.17)
Agora notando que, se a energia potencial é constante, entao as solugoes da equagao (5.15)
sao senoidais, com ®(r) = +kx e k constante. Suponha que a energia potencial ndo seja
constante mas varia lentamente em comparacao com o comprimento de onda local A =
27 /k(z). Portanto na regiao, que denotaremos por Az, onde contém muitos comprimentos
de ondas a energia potencial é aproximadamente constante, entao nessa regiao é natural
supor que a fungao de onda permanece quase senoidal. Esse tipo de aproximagao [3], é
chamada de WKB (Wentzel, Kramers, Brillouin).

Assim, baseado nessa aproximacao, podemos desprezar d*® /dz? em comparagao com os
outros termos da equagao (5.17), e encontramos como uma primeira aproximagao

o

= o tk(a). (5.18)

A segunda aproximacgao é encontrada derivando a equacao acima e substituindo em

(5.17)
o i dk(z)
dz ~ £h(z) + 2k(x) dx

(5.19)

onde usamos a expansao de Taylor até termos de primeira ordem em (idk/dx)/k*. Reali-
zando a integracao na equagao acima, e notando que x > 0, entao podemos ter a liberdade

de impor uma restri¢ao no limite inferior de integracao

B(x) ~ + /O ")t + %log[k(m)]. (5.20)

Assim as solugoes linearmentes independentes da equagao (5.1) sdo dadas por

Y(x) ~ ]:(x)eiifoz k)t (5.21)
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A solugao geral da equagao (5.1) pode ser expressa como uma combinacao linear de seno e

cosseno
U(z) = Ay + B o~ — U k;(t)dt} +— 2 U k(t)dt] (5.22)
T) = o~ cos ———sin : :
i k(z) 0 VE (@) 0
onde A e B sao duas constantes arbitrarias.
Agora, U(z) deve ser zero em x = 0, assim
A
U(x) = =0=A=0, (5.23)
k()

e também, W(z) deve ser zero em x = L, portanto

W(L) = \/_ sin UL k(t)dt] — 0 — sin UOL k(t)dt] 0. (5.24)

O que nos conduz a

/ com n=12, ... (5.25)
) em

Usando a equagao (5.16 (5.25), e fazendo u = 2m(E,, — mgz)

1 2mE,
— / u'?du = nhr, (5.26)

2m2g 2m(En—mgL)

encontramos o seguinte espectro de energia

2 2E3 1/ 1 1 mgL 372
n = — J— —
3r \ ' mg2h? E,

Realizando uma expansao de Taylor até termos de primeira ordem em mgL/E,, encon-

(5.27)

tramos no limite mglL — 0,
h2
E, = ——n?,
8mL?

que é o espectro de uma particula livre na caixa, (C.56).

(5.28)

Estamos interessado em obter uma funcao particao véalida no regime de altas tempe-
raturas onde podemos substituir a soma por uma integral. Portanto, devemos usar a 2%

expressao, equagao (5.27). Considerando E,, > mgL, e fazendo uso da série binomial [21],

8mE, L? 1/2 mgL 1 (mgL 2
ne~ | ——— — — =
h? 4F, 6 \ 2E,

onde, consideremos somente os trés primeiros termos da série em mgL/FE,,.

encontramos

(5.29)

Elevando ambos os membros dessa equacao ao quadrado, chegamos a

h? mglL 1 (mgL\”
E2 _ 2 E - | — — .
n [8mL2n L } " 12( 2 ) 0 (5-30)




50 5. Temperatura caracteristica gravitacional

que é uma equacao do segundo grau para F,. Escolhendo a raiz positiva dessa equacao,

temos

2
o h? 24 mgL N h? 2 mgL/2 1 mgL/2
16mL>? 4 16m L2 h?n2/16mL?> = 3 \ h?n?/16mL>?

1/2

(5.31)

Agora, realizamos uma expansao de Taylor até primeira ordem em (mgL/2)/(h*n?/16mL?).

Portanto encontramos o seguinte espectro de energias

30, 3/0,\%1
n2+§§i+1<2@9) E] (5.32)

k
E, =20,
3

onde O, é a temperatura caracteristica de confinamento (4.35) na auséncia do campo gra-
vitacional. Se tivéssemos considerado a raiz com o sinal negativo, teriamos encontrado um
espectro com energias negativas. Esse espectro é muito importante, pois relaciona o acopla-
mento entre duas temperaturas caracteristica, uma de origem cldssica (6,), e a outra de
origem quantica (0.). Devemos salientar que o campo gravitacional afeta principalmente a
parte inferior do espectro de energia, como mostra a equagao (5.32).

A fungao particao de uma molécula é
oo
ZQ — ¢ 94/2T Z e—(ech/ST—i-@g/lGT@cnz)’ (5'33)
n=1

que, tomando ©, = 0, se reduz aquela de uma molécula livre confinada em uma caixa,

o0

Zg =Y e O/ (5.34)

n=1
Uma andlise no argumento da exponencial (5.33) revela que TO.n? > @3, uma vez que
estamos considerando FE, > mgL. Assim, para cada valor de n, construimos um segmento
de comprimento f(n) = e~*’~%/"*  Cada produto f(n)An corresponde & uma area de um
retangulo, e o valor de Z corresponde a soma de todas estas areas sobre valores de n com
n =1an = oo. Com uma boa aproximagao, esta soma ¢ igual a area sob uma curva
continua, que passa nas extremidades dos segmentos de reta verticais, entre os limites 0 e

oo, de modo que

Zo = e /%" / e = (5.35)
0

onde identificamos, a = 0./3T e b = @?]/IGT@C.

A solucao dessa integral encontra-se em [1]:

1 1/2
Zg = 6_99/2T§ \/?6_2(@) . (5.36)
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com a > 0 e b > 0. Substituindo os valores dos parametros, encontramos
2rmkT\ V/? —04/2T ,—04/2V3T
Zo = (T) L e ©a/?c=0s/2V3 T (5.37)
Esta é a funcao partigdo de origem quantica que estavamos procurando. Observe que
essa funcao difere de (3.2) quando ©,4 # 0.
Devemos observa que em (3.2), podemos ter 7' ~ O,, o que evidentemente nao acontece
com (5.37), uma vez que para obtermos esta ultima tivemos que considerar T > ©,.
Portanto as diferencas encontradas nas duas fungoes resultam do intervalo de validade de

suas temperaturas, como mostramos a seguir. Podemos escrever a fungao parti¢ao classica

(3.2) como,
2
1+ s +1(%> + ...

7 = Zg (5.38)

23T 2 \2T

Notamos que, no limite ©,/7 — 0, temos que Z = Z. Isso mostra que os resultados

sao consistentes.

Vimos no capitulo 3 que a entropia para uma dada temperatura, torna-se mais nega-
tiva a medida que o campo gravitacional aumenta. Consideragoes como estas nos levou a
estudar uma particula numa caixa sob a influéncia do campo gravitacional. Notamos que
a diferenca da funcao particao obtida no capitulo 3 em relacao aquela obtida nesta secao,
resultam no intervalo de validade de T'. Estaremos fazendo um estudo detalhado acerca de
como o campo gravitacional afeta o espectro de energia de um gas ideal, principalmente no
estado fundamental, e esperamos reproduzir a terceira lei da termodinamica, e “corrigir” a
deficiéncia de mecanica classica em descrever o comportamento da entropia, no regime de

fortes campos gravitacionais, e ou a baixas temperaturas.
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Capitulo 6

Conclusao

Neste estudo observamos que a “temperatura caracteristica” gravitacional ©,, embora
tenha origem classica, desempenha papel muito semelhante ao das temperaturas caracte-
risticas estruturais, estas ultimas de origem quantica. Enquanto ©, separa os regimes de
comportamento térmico de campos gravitacionais fraco e forte, as temperaturas caracteris-

ticas estruturais separam os regimes térmicos classico e quantico.

Identificamos que a dependéncia funcional com a temperatura das grandezas térmicas
associadas ao gds ideal em um campo gravitacional uniforme assemelham-se a aquelas re-

lativas a um oscilador harmonico quantico.

Embora os efeitos térmicos do campo gravitacional terrestre sejam despreziveis, gases
em rotagao poderiam ser submetidos a “campos gravitacionais” arbitrariamente fortes, os

quais estariam associados a grandes valores de ©,.

Um aspecto importante, que pode ter implicagoes quanticas, reside no fato observado de
que a presenca do campo gravitacional salienta certas deficiéncias da mecanica estatistica
classica. Por exemplo, como a presenca do campo gravitacional reduz a entropia do gas,
e eventualmente a torna negativa, somos levados a conjecturar que a temperatura carac-
teristica estrutural do gds seja aumentada na presenca do campo gravitacional, uma vez
que o campo gravitacional antecipa o uso da mecanica estatistica quantica no regime de
temperaturas mais altas. Como mencionamos no tltimo paragrafo do capitulo 5, estaremos
analisando [24], o comportamento do espectro de energia do gas ideal, sob a influéncia do
campo gravitacional uniforme. Esperaremos obter uma fungao particao, valido em qualquer

regime de temperaturas, e reproduzir a terceira lei da Termodinamica. O estudo prelimi-
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nar do espectro de energia do gas quantico na presenca do campo gravitacional uniforme,

desenvolvido no ultimo capitulo, d4 indicios de que esta hipdtese se verifique.



Apeéendice A

Leis da termodinamica

A.1 Conceitos basicos

A termodinamica é uma teoria fenomenoldgica da matéria que envolve o conceito de
temperatura.

Os objetos de estudo da termodinamica [14], sdo os sistemas termodinamico. Estes,
quando em equilibrio termodinamico, sao descritos por um conjunto de parametros ter-
modinamicos, tais como pressao P, volume V', e temperatura T. A relacao funcional
f(P,V,T) = 0, é chamada equacao de estado, que reduz a dois o niumero de varidveis
independentes. A equacao de estado pode ser interpretada como a equacao cartesiana de
uma superficie no espaco tridimensional. Cada ponto nesta superficie representa um estado
de equilibrio termodinamico.

A equacao de estado pode ser usada para definir uma escala de temperatura (termoéme-

tro). Por exemplo, um gés ideal a temperatura constante satisfaz
PV
— =ct Al
A = ctes (A.1)

onde N é o ntmero de moléculas.
Cada hipérbole corresponde a uma particular temperatura 7. A escala de temperatura

dos gases ideais é definida por

PV = NkT, (A.2)

onde k = 1,38 x 10723 J/K é a constante de Boltzmann e a unidade de 7' Kelvin. Se
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n = N/N4 é o numero de moles, com N4 o nimero de Avogrado, entao
PV =nN,kT = PV =nRT, (A.3)

onde R = 8,315 J/K ¢ a constante universal dos gases ideais.

Uma transformacao termodinamica é uma mudanca de estado. Em particular, temos
transformacoes quase estaticas, e transformagoes reversiveis. Uma transformagao reversivel
é representada por uma linha continua sobre a superficie associada a equagao de estado.

A expressao do trabalho efetuado por um sistema é obtida da Mecanica. Para um
sistema descrito pelos parametros P, V e T', o trabalho dWW que corresponde a um aumento

de volume infinitesimal dV é

dW = PdV. (A.4)

Calor é o que é absorvido por um sistema, se sua temperatura aumenta, enquanto
nenhum trabalho é realizado. Se o sistema absorve uma pequena quantidade de calor AQ),

correspondendo a uma variagao AT da temperatura, a capacidade térmica C' é definida por
AQ = CAT. (A.5)

Em particular, temos capacidade térmica a volume constante (Cy/) ou a pressao cons-
tante (C'p). A capacidade térmica por unidade de massa ou mol é chamada calor especifico.
A capacidade térmica é exemplo de uma propriedade extensiva, enquanto o calor especifico
é exemplo de uma propriedade intensiva.

Por definicao, um reservatorio de calor é um sistema com capacidade térmica infinita.
Portanto, para AQ finito temos que AT = 0.

Um sistema encontra-se termicamente isolado, se nao ha qualquer troca de calor com
o meio externo. O isolamento térmico pode ser obtido quando envolvemos o sistema com

uma parede adiabatica.

A.2 Primeira lei da termodinamica

Verifica-se experimentalmente [14] que, em uma transformacao adiabética,

7{ dW =0, (A.6)
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isto é, o trabalho adiabatico independe do caminho. Reconhecendo que calor é uma forma

de energia, somos levados a primeira lei da termodinamica, a quantidade

AU = AQ — AW, (A7)

é a mesma para todas as transformacoes ligando dois estados dados. Portanto, U é uma

funcao de estado chamada energia interna. Em outras palavras

dU = dQ — dW, (A.8)

¢ uma diferencial exata, embora d@) e dW nao o sejam.
Para um sistema descrito por (P, V,T), em uma transformacao infinitesimal reversivel,

podemos escrever U = U(V,T) e tomar o diferencial total, usando (A.8) encontramos

ou oU
AU = | — | dT — Pl av. A9
(o), 7+ [(av), 7] A
Se o volume for constante a capacidade térmica fica
ou
Cy=|—=— . A.10
= (5), 10

- APLICACAO: Joule realizou um experimento da expanséo livre de um gds ideal no
vacuo, chegou ao seguinte resultado experimental, Ty = T;, onde Ty e T; sao as temperaturas
final e inicial do sistema. Disso concluimos que AW = 0, desde que a pressao externa sobre
o gas seja nula e AQ = 0, desde que AT = 0. Portanto AU = 0 por forca da 1 lei, logo
U(Ty, V1) = U(T}, V,) portanto

U=U(T), (A.11)
a energia interna de um gas ideal é funcao somente da temperatura.

Uma conseqiiéncia imediata, ¢ que para um gas ideal, a capacidade térmica a volume

constante, e a energia interna sao

dU
Cy = . (A.12)

€
U(T) = CyT + cte (A.13)

respectivamente.
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A.3 Segunda lei da termodinamica

A segunda lei da termodinamica comeca com o seguinte enunciado.

Enunciado de Kelvin: Nao existe transformacao cujo tunico efeito seja converter inte-
gralmente calor de um reservatério, em trabalho.

Note que um gas ideal que expande reversivelmente e isotermicamente, isto é, AU = 0
e AW = AQ), por forga da 1* lei, ou seja, uma quantidade de calor foi integralmente
convertido em trabalho. Contudo, este nao é o tnico efeito da transformagao: o gas nao
volta ao seu estado inicial (i.e, V] # V5).

Uma maquina térmica é um sistema termodinamico, operando entre dois reservatorios
a temperaturas T e T} que sofre uma transformacao ciclica, como mostra a figura A.1,

satisfazendo as seguintes hipdteses:

&
| T,
(o=
—n,
&

Figura A.1: Esquema de uma mdquina térmica [14].

i) absorve uma quantidade de calor ()2 > 0 do reservatério Ty;
ii) rejeita uma quantidade de calor Q1 > 0 para o reservatério 77, com Ty < Tb;
iii) realiza uma quantidade de trabalho W > 0.

Uma maquina térmica que sofre uma transformacao reversivel é chamada maquina de
Carnot. O rendimento de qualquer maquina é dado por, n = W/@Q,, usando a 1° lei,
n=1-—=. (A.14)
2
Note que se o rendimento fosse igual a 1, terfamos @1/@Q2 = 0, violando a 2% lei. Com isso

temos o seguinte teorema:
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Teorema de Carnot: Nenhuma maquina reversivel operando entre duas temperaturas
dadas, é mais eficiente do que uma maquina de Carnot.

Corolario: Toda maquina reversivel operando entre duas temperaturas dadas tem o
mesmo rendimento.

O fato de Q1/Q9 ser uma razao absoluta para maquinas de Carnot, nos permite definir
a escala de temperatura absoluta,

h & (A15)

- 9
0y Q2
onde A, e 0, sao as temperaturas absoluta dos reservatorios.

Se a substancia utilizada para realizar a transformacao ciclica na maquina de Carnot

for um gas ideal, entao é possivel provar que

0 T
- = Al

mostrando que a escala Kelvin de temperatura absoluta é idéntica a escala de temperatura
dos gases ideais, 0 = T.
Considere uma maquina qualquer, operando entre duas temperaturas 77 e 15, segundo

o teorema de Carnot, Q2/T> — @Q1/T1 < 0, levando em consideragao o sinal algébrico do

dQ
]{ <0, (A.17)

calor temos

isso sugere o seguinte teorema:

Teorema de Clausius: Em qualquer transformagao ciclica ao longo da qual a tempe-

dQ
f - <0, (A.18)

ratura é bem definida, temos que

onde a igualdade se aplica se a transformacao é reversivel.
Colorario: Em qualquer transformacao reversivel a integral f % independe do cami-
nho.

Definimos entao a funcao de estado de entropia

S(B) — S(A) = /A ?, (A.19)

onde o caminho de integracao é qualquer caminho reversivel, ligando A e B.
PROPRIEDADES:
Considere um caminho reversivel (R) e um caminho irreversivel (1), ligando dois estados

A e B, como mostra a figura A.2 entao
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Figura A.2: Caminhos conectando dois estados A e B [14].
dQ ) Q)
— = | —=— | —=<0. A.20
f7=7)7= (420

[ <sm)- s, (A21)

em qualquer transformacao. A igualdade ocorre se a transformacao for reversivel. Caso o

Portanto,

sistema se encontre termicamente isolado (i.e, d@Q = 0), entao
S(B)—S(A) >0, (A.22)

ou seja, a entropia de um sistema termicamente isolado, nunca decresce. Assim, para um
sistema termicamente isolado, o estado de equilibrio corresponde ao estado de maxima
entropia.

-APLICACAO:

a) Utilizando as equagoes (A.4), (A.8), (A.12) e (A.19) em um processo reversivel e

infinitesimal, temos a combinacao da 1* e da 2% lei
TdS = CydT + PdV. (A.23)

Utilizando (A.2) na equagao acima, temos que a entropia de um gas ideal é

T
S(T,V) =SO+/C'Vd—+NklogK; (A24)
T Vo

b) Considere um mol de um gas ideal, que expande livremente de V; a Vj e isotermica-
mente, reversivel de Vj a V5, com V} < V) < V5, como mostra a figura A.3.
Neste caso temos
i) Expansao livre ( V} — V, irreversivel)
ASy.s = Rlog %)ASW& =0, (A.25)

AS’I‘ES. = O, (A26)
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Reservatério T

-

7

Figura A.3: Expansao de um gds ideal [14].

ii) Expansao isotérmica ( Vy — V5, reversivel)

1%
AS,.s = Rlog —, (A.27)
Vo
Va
W = AQ = RT log —, (A.28)
Vo
AS,es. = —Rlog E; (A.29)
Vo

ASi&ota,l = RlOg 17 <A30>

Note que se nao ha expansao livre (i.e, V; = Vj), entao, AS;ur = 0. Caso contrério,
(i.e, Vo > Vi), entdo, ASiua > 0. Disso podemos perceber que a irreversibilidade
causa aumento de entropia, ou seja, a termodinamica interpreta a entropia como uma

medida da irreversibilidade dos processos fisicos.

iv) O trabalho W pode ainda ser expresso como
Vs

W =T | Rlog v ASiotal | - (A.31)
1

Desta equacao podemos perceber que, quanto maior for o aumento de entropia, menor
a capacidade do sistema realizar trabalho util. A maior quantidade de energia 1util
desperdigada, corresponde a uma expansao livre entre V; e V3, (i.e, Vj = V), ou seja,

uma parte da energia sob a forma de trabalho ¢ transformada em energia sob a forma
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de calor, e com isso ocorre uma perda definitiva da capacidade do sistema produzir

trabalho. A essa geracao de calor é associado um aumento de entropia.

A passagem de calor () de um corpo a temperatura T a outro a temperatura 7; é uma

transformacao irreversivel

___:Q<_——)>O. (A.32)

A.4 Terceira lei da termodinamica

Em dezembro de 1905, o fisico alemao Walter Nernst [14], enunciou a terceira e tltima
lei da termodinamica, que afirma:

A entropia de um sistema é tal que

lim S = Sp, (A.33)

T—0

onde Sy é uma constante, independente de todos os parametros do sistema, que pode ser

tomada para ser zero.



Apéendice B

Teoria cinética dos gases

B.1 Hipédteses basicas

O sistema de estudo na teoria cinética dos gases, é um gas diluido, composto de um
nimero N de moléculas, dentro de uma caixa de volume V. Supomos que as moléculas nao
exercam forcas umas sobre as outras, exceto quando colidem, e também as colisoes entre
elas e as paredes do recipiente sdo perfeitamente eldsticas, veja por exemplo [29]. Além
disso suponhamos que as moléculas estejam distribuidas aleatoriamente, de modo que nao
existem direcao e sentido privilegiados.

Assumimos que o tamanho das moléculas sao da ordem do comprimento de onda de de
Broglie A ~ h/p, com p = v2mE. Da termodinamica, isto é, experimentalmente, E ~ kT,

portanto

Ay ——. (B.1)

A distancia intermolecular d é dada por

d= <%)1/3. (B.2)

Supomos também que o tamanho de cada molécula é muito menor do que a distancia

média entre as moléculas, ou seja,

omkT \V

Portanto, a mecanica classica é valida quando o gas é suficientemente rarefeito e a tem-

b (ﬁ)”‘* -1 (B.3)

peratura suficientemente alta. Dessa maneira cada molécula tem posigao 7 = (z1, T, ...74)

e momento p'= (py, pa, ...pa), bem definidos.
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B.2 Equacao de transporte de Boltzmann

O estado de uma molécula [14], é especificado por um ponto (7, p) no espago 2d dimen-
sional, chamado de espaco p, onde d é o niimero de dimensoes do espago. Podemos em cada
ponto do espaco pu, construir um elemento de volume drdp = dxidxs...dxsdpdps...dpg. O
nimero de pontos em cada elemento de volume, define uma fungao distribuicao f(7,p,t),

dada por
dN = f(7,p,t) drdp. (B.4)

Assumimos que, Y. f(7,p,t) drdp ~ [ f(7,p,t) drdp. Como existe N moléculas na

caixa, temos a normaliza¢ao
/f(F,ﬁ, t) drdp = N. (B.5)

Em particular, se as moléculas estao uniformemente distribuidas na caixa, isto é, a

distribuicao nao depende de 7, temos

/ 5.1 dp=n, (B.6)

onde n = N/V.

O objetivo da teoria cinética dos gases é encontrar f(7,p,t), para uma dada interacao
molecular e dai, deduzir a termodinamica dos gases rarefeitos.

Considere um modelo de um gas unidimensional, cujas moléculas nao colidam, e estejam
livres de forgas externas (isto é, 0 = 0 e F = 0), onde o é a se¢ao de choque, e F so as
forcas externas. O movimento da célula de volume dgdp, entre t e t + dt, é apresentado no

esboco da figura B.1,

g+dq (v+dv) 6t
p+dp |- p—
\Volum 5t 'olume,

dadp § —/dqdp

q+ (vidv) &t

g qg+dq q+vet ardgtvet

Figura B.1: Invariancia do elemento de volume no espago .
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Portanto o niimero de moléculas em cada célula é
f(F+7T0t, g+ F 6t) = f(7,pt). (B.7)

Note que o volume da célula permanece inalterado, mesmo que F' # 0, ou seja, dr'dp’ =
drdp.
Como f(7,p,t) é uma funcao diferenciavel, podemos fazer uma expansao, da equagao

(B.7), até termos de 1* ordem em torno de 6t

0 p 0 0
—_— = 4+ F— oo t) = 0. B.
Em d dimensoes fica
0 I -
— 4+ = V:+ F.V:> Foot) =0. B.
(at+mvT+ Vp) fmpt) =0 (B.9)

Se houver colisoes entres as moléculas (i.e., ¢ > 0), devemos colocar do lado direito da
equagao (B.10), um termo devido as colisoes

o 7 B} L (of
(5 + Evr + va> f(T,p, t) = (at)cgl 5t, (BlO)

com
of -

onde,

Rdrdpdt: nimero de colisoes entre t e t + dt, onde uma das moléculas iniciais estd ao
redor de (7, p), em drdp, e

Rdrdpét: nimero de colisdes entre t e t +dt, onde uma das moléculas finais estd ao redor
de (7, p), em drdp.

Da hipétese de que o gas, é extremamente diluido, podemos afirmar que existe pouca
probabilidade de que trés moléculas colidam simultaneamente, entao as colisoes bindrias
desempenham um papel essencial para encontrarmos R e R. Assumindo que as colisdes
moleculares sao pontuais, isto é, as moléculas “sentem” umas as outras somente em in-
tervalo de distancias muito pequeno, por isso que se considerar-mos cada molécula com
comprimento de onda bem definida, equacao (B.1), podemos olhar cada molécula como
uma onda plana, veja por exemplo [14], capitulo 3, para mais detalhes. Portanto a teoria
do espalhamento quantico desempenham um papel fundamental. Em mecanica quantica,

a grandeza responsavel pelo espalhamento é a matriz de transicao 7', cujos elementos sao
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elementos de um certo operador T'(F). A taxa de transicdo 1 2 — 1’ 2, por unidade de

tempo, no elemento infinitesimal dpy dpo é
dPyy vy = 0 (Py = P)| Tl dpudpy, (B.12)
onde, 6Py — P) = 0(E — E')éY(P — P), e
Ty =< pa, pv|T|p1, P2 >, (B.13)

¢ uma amplitude de transicao.
Agora, o niimero de transicoes entre os estados 12 — 1'2’, no volume dr em 7, devido as

colisdes no intervalo de tempo ot é
dN1od Py 11901, (B.14)
onde dNis, é o ntiimero de pares (py, pa) que colidem em 7, portanto
dNyo = F (7, p1, pa, t)drdpidps, (B.15)
onde F (7, py, P2, t) é a fungao correlagao de duas moléculas. Portanto
Rdrdp,6t = drdp,6t / dpa F (T, py, P2, t)dPra_1ror. (B.16)
Usando a expressao (B.12) temos
R= /dpgdpydpg/F(F,ﬁl,ﬁg,t)(SdH(Pf — B)|Tyi)*. (B.17)

Da mesma forma, mas agora efetuando uma mudanca nas variaveis de integracao, e

usando (B.12) encontramos
R= /dp2dp1’dP2/F(Fyﬁ1/>ﬁ2/,t)(sdH(Pi — Py)| Ty (B.18)

Sabemos que a interacao molecular, é de origem eletromagnética e as equagoes de
Maxwell sao invariantes frente a rotagao, reflexao e reversao temporal, com isso a matriz 7,
é invariante frente essas simetrias. Sabemos que uma simetria por rotacao, é caracterizada
por [3] uma invariancia dos autovalores do operador, tal que conserva o produto escalar,
assim

< Par, p1/|T|P1, Po >=< Mpa, Mpy|T|Mpy, Mpa >, (B.19)

< Par, p1/|T|P1, Po >=< —pa, —p1|T'| — P, —Par > . (B.20)
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Considere o problema bidimensional, para o qual

M(0) cosf) —sinb
. sinf cos6

Note que M (0 = m)p = —p. Temos entao,
< ﬁZUﬁl/‘T'ﬁlaﬁ? >=< M(ﬂ—)ﬁ% M(W>ﬁ1’T‘M(W)ﬁ2’7 M(ﬂ'>ﬁ1’ >=< ﬁZ?ﬁl’T‘ﬁl/aﬁQ’ >

Isto nos conduz a

As fungoes deltas s@o iguais e usando a equagao (B.11) e (B.21) encontramos

<g—{>wl = /dpgdpydpng(F,ﬁy,ﬁz/,t)5d+1(Pf — P)| Ty |*(F (7, prr, Par s t) — F(7, Py, Pos 1))

(B.22)
Fazendo a hipétese, F(7,p1,pa,t) = f(7,p1,t)f(F, P2, t) e definindo f; = f(7,p;,t) ; fl =
(7, Py, t), temos

0 = oo, /
(a—f) - / dpadpy dpy F (7, prr, Por, )5 (Pr — P)|Trl*(fi f5 — f1f2)- (B.23)
col

Comparando, a equacao (B.10) com a equagao (B.23) encontramos

d ) - 1 gl
<a + %V?‘i‘ szyl) f1 = /dpgdplldpgl(sdJrl(Pf — PZ)|TfZ|2(f1f2 — fle)- (B24)

Esta equacao nao linear, integro-diferencial, é conhecida como EQUAQAO DE TRANS-
PORTE DE BOLTZMANN.

B.3 Solucao da equacao de transporte de Boltzmann

Assumindo que as moléculas estejam distribuidas uniformemente no espaco u, e também

as moléculas ndo estdo submetidas a forcas externas (i.c., F = 0), a equacio (B.24) fica

af(g?’t) = /dp2dp1'dp2'5d“(Pf = P)|Trl*(fifs = fifo). (B.25)

Por definicao, assumimos que a funcao distribuicao de equilibrio é uma solucao da

equagao (B.24), denotamos tal solucao por fy(p), assim fo(p) soluciona a equagao,

af(pht) _
e il (B.26)
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Podemos notar das equagoes (B.25) e (B.26), que fo(p), satisfaz a equagao integral
/dp2dp1/dp2’5d+l(Pf - Pi)|sz‘|2(f{f§ - f1f2) = 0. (B-27)
Uma condigao suficiente para fo(p) solucionar (B.27) é assumindo T; # 0, e que
JoPv) fo(p2) = fo(p1) fo(P2) = 0. (B.28)

Sera que a equagao (B.27), implica na equagao (B.28)7. Para responder isto, Boltzmann

definiu um funcional H(t), que depende do tempo, apenas através da fungao distribuigao

onde f(pi,t), satisfaz a equacgao (B.25). Derivando esse funcional com respeito ao tempo,
temos
——= = [dpy———"=[1+1 t)]. B.30
= [ a2 g £ ) (B.30)
Desta equacao podemos notar que
Of (P, t) dH(t)
5 0 <= g 0 (B.31)

Para mostrar que a condigao acima é a mesma que (B.28), Boltzmann mostrou que a
fungdo H(t) nunca cresce com o tempo'. Substituindo a equagao (B.25) em (B.30) temos

dH (%)

p7a /dpldp2dp1'dp2/6d+l<Pf — P)|Tyl*(fifs = fuf2)[1 +log f(pr, 1)]. (B.32)

Permutando as variaveis de integracao p; e psy, € em seguida os conjuntos {pi,pa} e
) Y
{p1/, P} da equagao acima, e apds somarmos as expressoes encontradas, chegamos a

dH(t) 1

i 4/dp1dp2dpl/dp2'5 Py — P)|Tr(fif3 — fufo)llog(fLfz) —log(f1f3)]. (B.33)

dH)

Queremos provar que < 0, na equagao (B.33), a densidade de transicao e a funcao

delta nunca sao negativos entao ¢ suficiente provar que:

Ll
fifs

Fazendo: fifs = A; fify = Be(A—B)log4 =@, temos: Se A=B = Q =0 ; se
B<A=@<0;se B>A=Q <0.

(f{fz fif2)log == < 0.

! Através deste funcional, Boltzmann definiu a fungdo entropia como S = —kH (t), que tem a propriedade

de nunca decrescer no tempo.
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Portanto se f satisfaz a equacao de transporte de Boltzmann, entao

dH(T)
= <0, (B.34)

Esta expressao é conhecida como teorema H de Boltzmann. Além disso, das considera-

¢oes acima, o integrando de (B.33) é nulo se, e somente se, (B.34) for nulo portanto

<%{) =0 fO(ﬁl’)fO(ﬁW) - fo(ﬁl)fo(ﬁz) =0. (B,35)

Assumindo que tlirgo f(p,t) = f(p). As consideragoes acima, mostram que f(p) = fo(p).
Portanto, qualquer que seja a distribuicao inicial, apés um intervalo de tempo suficien-
temente longo, a distribuicao serd fo(p). Note que —H(t), correspondendo a fy(p), tem
valor maximo. Resta-nos determinar a forma funcional de fy(p). Notamos que, {p;,pa} e

{Pv, Pa }, s80 0s momentos iniciais e finais em uma possivel colisao, entao de (B.28), temos

log fo(p1) + log fo(p2) = log fo(p1) + log fo(pz). (B.36)

Disso podemos notar que log fo(p) é uma quantidade que se conserva na colisao. Portanto

uma solucao de (B.36) é

log fo(P) = Xa(P) + xu(P) + ... + cte, (B.37)

onde x4 (D), x»(P).--, sdo quantidades que se conservam independentemente. Como as tnicas
quantidades conservadas, sao a energia e o momento, entao log fo(p) é uma combinagao de

p? e de d componentes de p mais uma constante
log fo(P) = aop® + a1p1 + aops + asps + ... + agpq + cte,

log fo(p) = aop® + d@.p'+ cte.

Somando e subtraindo py, no segundo membro da expressao acima e depois de algumas

manipulagoes algébricas chegamos
folp) = Ce=AP=m) (B.38)

onde C, A e py sao constantes arbitrarias.
Essa funcao é conhecida como distribuicao de Maxwell-Boltzmann. Como essa funcao
foi obtida para um gas livre de forgas externas, podemos agora mostrar que se esse gas

estiver submetido a um campo de forcas externo arbitrério [14], (i.e., F # 0) tal que

F = —Vq(P), (B.39)
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entao

Fo(F, ) = Ce=A—P0) g=2mAd(r) (B.40)

¢ uma solucao estacionaria da equacao de transporte de Boltzmann, onde o fator 2m foi
introduzido para tornar a dimensao da segunda exponencial igual a da primeira. Veremos

agora que fo(7, p) satisfaz a equagao integral (B.24),

(%_{)col —= 672mA¢(F) fdp2dp1,dp2,5d+l(Pf J— H)|Tfi’2(CeiA(p—)l’fﬁO’)2OeiA(ﬁW*ﬁO’)Q

(B.41)
— (e~ AlP1—p0) Ce (P2 ﬁo)Q)‘

Desta equagao podemos notar que a funcao que estéd dentro do integrando é a mesma
que (B.38), e portanto soluciona esta equagao-integral. E claro que df /Ot =0, pois fo(7, p)

é independente do tempo, entdo vamos ver se (B.40) soluciona a equagao diferencial (B.24)

( 0 LY. Fy, ) o7, 5) = L 2m AV (). Jo(7. ) + F(~249) ol ).

Esta equagao é identicamente nula pois, usando (B.39), os dois termos do segundo mem-
bro se cancelam. Portanto, mostramos que (B.40) é uma solugao da equacao de transporte
de Boltzmann.

A constante C' de normalizagao (B.40) é encontrada através de (B.5)

C=N (%)_d/ i < / e2mA¢<%> . (B.42)

Tendo definido a funcao distribuicao, o valor médio de qualquer variavel dinamica que

denotaremos por X, é dado por

[drdp X f(7,p)
[ drdpf(7,p)

Podemos observar que se a varidvel dinamica depende somente de f(p), entao seu valor

<X >= (B.43)

médio ndo carrega dependéncia em ¢(7), caso contrario ela dependera de ¢(7).

Sua variancia é definida por

(AX)? =< X?> — < X >7. (B.44)



Apéndice C

Mecanica estatistica

C.1 Introducao

Apesar do enorme sucesso da Teoria Cinética dos Gases, em descrever as propriedades
de sistemas macroscopicos baseado apenas na aplicagao das leis da Mecanica as moléculas
que compoem os sistemas , no entanto ela é limitada, no sentido que s6 pode ser aplicada
a sistema formado por gases. A necessidade de um formalismo matematico para descrever
qualquer sistemas fisico, iniciou com a implementagao de métodos estatistico a mecanica,
nos anos 70 do Século XIX, nos trabalhos do fisico austriaco Ludwig Boltzmann, quando foi
associada uma varidvel macroscopica (entropia) a conceitos microscépicos. Em 1902, o fisico
americano Gibbs implementou no formalismo o conceito de ensembles no qual contém todos
os microestados distintos para o mesmo macroestados. Ele utilizou os termos ensembles
microcanonico, canonico e grande canonico para descrever as trés principais maneiras de se
calcular os estados macroscopicos a partir dos microscopicos. A evolucao temporal desses
ensembles é dado pela funcao densidade de estados p, no qual faz uso teorema de Liouville
no caso classico e da equacao de Schrodinger no caso quantico. Posteriormente outros
fisicos como, Bose, Einstein, Fermi, Dirac, Maxwell, etc, tiveram contribuicao significativa

ao formalismo, conhecido hoje como Mecanica Estatistica.

71
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C.2 Mecanica estatistica classica

O principal objetivo da mecanica estatistica [6], é obter as propriedades termodinamicas,
a partir de informacao microscopicas. O tempo que dura uma medida macroscopicas é ex-
tremamente longo quando comparado aos tempos caracteristicos dos processos moleculares
que sao da ordem de 1071°s. Desse modo medidas macroscépicas sao sempre médias tem-
porais de sistemas microscopicos. Calcular essas médias usando os métodos da mecéanica,
é uma tarefa praticamente impossivel, dado a ordem de grandeza do nuimeros de particula
N ~ 10%, e da razao entre os tempos caracteristicos macro e micro.

Para superar essa situacao, a mecanica estatistica desenvolveu a teoria dos ensembles,
baseado na hipotese ergdodica. Microscopicamente o estado de um sistema é definido por,
(¢,p) = (q1,---,qan; P1, ---, Pan ), UM ponto representativo (microestados), no espago de fase
dN dimensional (espago I'). Como a energia é uma constante do movimento, um ponto
nesse espaco descreve uma trajetéria sobre uma superficie segundo as equagoes canonicas

de Hamilton
oH . oH

W= Op; b= dq;
Correspondendo a N,V e E < H < E+ AFE com (AE < E) ha um grande nimero de

(C.1)

estados. Somos entao levados a considerar uma grande colecao de copias mentais do sistema
(ensemble)[14], existindo nos diversos estados possiveis, cujos pontos representativos no
espago de fase sao distribuidos segundo a fungao densidade p(q,p,t), onde p(q,p)dgdp é
o numero de pontos representativos no elemento de volume dgdp, localizado em (g, p), no
instante .

Do ponto de vista do Teorema ergddico [6], o valor observado de qualquer quantidade
dinamica X do sistema, que geralmente sao fungoes das coordenadas e dos momentos, sao

tomados como o valor médio sobre o ensemble escolhido, e é dado mais precisamente como

_ [dqdp X(q.p)p(q, p, t)

<X >= C.2
J dadp p(q,p,t) (©2)
Sua evolugao temporal vem de p(q, p,t), que é governado pelo teorema de Liouville
0
Lt {p H} =0, (C:3)

ot

no qual afirma, que a medida de p sobre o ensemble é um invariante ao longo de sua evolugao

pelo espaco de fase.
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Estamos interessados em estudar o sistema em equilibrio termodinamico, mais precisa-

mente no seu regime estacionario ou seja

0
a—f ~0. (C.4)

Obviamente, isto é satisfeito se p = cte. Uma possivel solugao da equagao (C.3) é dada
por, p = p[H(q,p)], tal que caracteriza o estado estacionério equagao (C.4).

Pode-se determinar varias solugoes que satisfaz (C.4). A mais simples atribui o mesmo
peso aos estados compativeis com as condi¢oes macroscopicas e peso zero aos demais, isto
¢ conhecido dentro do contexto da mecanica estatistica, como um postulado.

Postulado das probabilidades iguais a priori [14]: No equilibrio termodinamico, os mi-

croestados de um sistema, que satisfazem as condigoes macroscopica, sao igualmente pro-

VAVELS.

C.2.1 Ensemble microcanonico

Esse tipo de ensemble descreve sistema isolado que nao interagem com o mundo exterior,
sendo por isso caracterizado por sua energia constante. Na pratica isso é apenas uma i-
dealizagao, pois é impossivel desligar completamente a interagao do sistema com o mundo
exterior. Assim definiremos um sistema isolado como tendo energia entre £ e £+ AFE, com
AE < E. Além disso suporemos o sistema classico composto por N particulas N ~ 10%,
contido em um volume V' muito maior que volumes tipicos da escala molecular (i.e.,V >
1073%m3). Dentro desse contexto, o postulado de probabilidades iguais a priori, se manifesta

como
cte, se EFE<H<FE+AE
p(q.p) = N (C.5)
0, caso contrario,
ou seja no espaco de fase fig.C.1, os microestados estao distribuidos uniformemente dentro

de uma concha de espessura AFE.

O volume da concha é dado por

r(e) =T dadp, (C.6)
E<H<E+AFE

onde dgdp := d*®™Nqd™p. O fator 'y := 1/h¥ N! é uma constante para tornar I" adimen-
sional, com h*™ tendo dimensdo de momento angular, e N! é o fator introduzido por Boltz-

mann que leva em conta o fato das particulas serem indistinguiveis, veja Huang capitulo 6
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E + AE

Figura C.1: Espaco de Fase.

para mais detalhes. Podemos observar que I'(F) depende de E, N,V e AE. O volume no
espaco de fase delimitado pela superficie H(q,p) = E é dado por

N(E) = Fo/ dqdp, (C.7)
H<E
no qual I' pode ser reescrito
I'(E) ~w(E)AE, (C.8)
ja que AE < E, onde
_ 0X(E)

¢é a densidade de estados acessiveis com energia E. A conexao com a Termodinamica é feita

definindo a entropia por

S(E,V) := klog['(E), (C.10)

onde k é uma constante positiva que define a unidade em que a entropia é medida, conhecida
como constante de Boltzmann. Pode-se mostrar que essa funcao além de ser extensiva,
satisfaz todas as propriedades de entropia requeridas pela a 2* lei da Termodinamica .
Além disso qualquer uma das fungoes (C.6) - (C.9), podem ser usada para definir a fungao
entropia, desde que estejamos no limite N — oo, pois [14], E ~ N, e as diferencas entres
elas sao da ordem de log N ou menores.

Sabemos que a entropia ¢ uma funcao que possuem um méximo no equilibrio de um
sistema isolado, composto por dois subsistema, entdao de (C.10), é de se esperar que [26]
['(E) = I'(E)T(E,), possuem um méximo em E, = E) e Ey = Ey, ou

881(E1, ‘/1) _ 8SZ(E27 ‘/2)

{1 (B2 (Be)} =0 = 0F, OF,

(C.11)

Definindo temperatura por

= (C.12)
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somos conduzidos a T} = Ts, isto é, F; e Ey sao tais que as temperaturas correspondentes
sao iguais. Assim, como veremos posteriormente, isso ira ajudar-nos, a deduzir o ensemble
canonico. Dessa maneira, temperatura de um sistema isolado é o parametro que governa o

equilibrio entre uma parte do sistema e outra.

C.2.2 Ensemble canonico

Esta ensemble é adequada para descrever sistemas nao isolados, mas em equilibrio
térmico com um sistema maior que chamaremos de reservatorio de calor, no qual este
por sua vez é descrito por um ensemble microcanonico.

Considere um ensemble microcanonico associada a um sistema (N, E, V') composto por
dois subsistemas (Ni, F1,V)) e (Ny, Ey, Vs), tais que Ny > Nj. O nimero de membros
no ensemble microcanonico para os quais o sistema (1) estd entorno do estado (q,p1) é
proporcional ao numero de todos os estados do sistema (2) com energia F — Fj, onde
Ey = H(q,p):

p(q1,p2) o To(E — Ey), (C.13)

onde, B, ~ E, < E.
Substituindo £ — E; no argumento de (C.10), e realizando uma expansao até termos de

1* ordem em E;, depois de usar (C.12) encontramos
Ty(E — By) = 2E)/ke=EBa/kT (C.14)

Usando (C.13) e (C.14) encontramos que a nossa fungao densidade, que caracteriza o

ensemble candnico é dada, a menos de uma constante, por
plg,p) = e AP/HT. (C.15)

O ensemble Canonico, descreve um sistema em equilibrio térmico com um reservatério
de calor (ensemble microcandnico), a temperatura 7.

A funcao de particao (Zy) é o volume no espago de fase ocupado pelo ensemble candnico,
e é definido por

Zn(T,V) =Ty / e PH@R) g dp, (C.16)

onde := 1/kT.
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A conexao com a Termodinamica é feita através da energia livre de Helmholtz, definida
por

A(T,V) := —kTlog Zy(T, V). (C.17)

O fato de log Z, ser uma quantidade aditiva, sugere que A(T, V') é uma grandeza extensiva.

Para mostrar a for¢a da definicao (C.17), fazemos uso da seguinte identidade
Fo/dq dp PATYV)=Hgp)] — 1 (C.18)

diferenciando-a ambos os lados com respeito a (3, e apds uma pequena simplificagao, encon-

tramos

0A
H>=A-T|=—) . 1
< H> <8T)V (C.19)

Isso nos permite, através da bem conhecida relacao termodinamica
U(T,V)=A(T,V)+ TS, (C.20)

fazer as seguintes identificagoes [17]

S(T,V) = — (g—@v, P=- <%)T e U(T,V)=< H(q,p) >, (C.21)

onde fizemos uso (A.23).

C.3 Teorema da equiparticao de energia

Sabendo que as equagoes canonicas de Hamilton sao dadas por (C.1). Tomemos a média

de z; = ¢; ou p; com 0H/0z;,

0H > 1 / 0H
T — ) = —— dgdp v; —. C.22
< O I(E) Je<n<piar du; ( )
Realizando uma expansao, até termos de primeira ordem em AF, e usando (C.8)
0OH 1 0 oH
i) —— | = dqdp x; —| . C.23
<x axj> w(E) {GE /H<E °p e axj] (C23)

Desde que x; # E, isso pode ser escrito

OH\ &y 0
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onde, d;; ¢ o delta de Kronecker, e o fato de que z;(H(z;,z;) — E) = 0, uma vez que na
casca esférica temos H = E. Note, neste ponto, que tanto o integrando quanto a fronteira

sao funcoes de F. Usando o primeiro teorema fundamental do calculo, obtemos

0H 0ij O(F —H)
) dgdp————-. C.25
<"” axj> Sy ™5 (C.25)
Agora, fazendo uso de (C.7) e (C.9), isso pode ser reescrito
OH 5ij
<x axj> dlog > (E)/OE (C.26)
Tomando, N — oo e levando em consideragao (C.10) encontramos
OH
(o5 G ) =0 (c.27)

Esta equagao é conhecida como teorema da equiparticao generalizado. Agora assuma que

H(q,p) seja da forma
H(q,p) =Y ap;+ Y b, (C.28)
i=1 =1

onde a; e b; sdo constantes nao nulas.

Fazendo uso da identidade

. 9H < O0H
;p api+;qaqi (4,p) (C.29)
encontramos
kT
< H(q,p) >= 87 (C.30)

onde s :=m + n é denominado grau de liberdade.

A equagao (C.30) é conhecida como teorema de equiparti¢ao da energia e diz: numa
situacao de equilibrio térmico a temperatura 7', cada grau de liberdade, (i.e., termo har-
monico em H) contribui com £7'/2 para a energia total média do sistema. Se identificamos

(C.21) com (C.30), encontramos que a capacidade térmica do sistema ¢é

Cy = % (C.31)

onde, usamos (A.10). Note que de acordo com esse teorema, o calor especifico de um dado
sistema s6 depende dos graus de liberdade e ¢ independente da temperatura.

Se considerarmos as moléculas de um soélido, no espago tridimensional, executando movi-
mento harmonico simples, entao, se o teorema de equiparticao for valido, devemos associar a

cada molécula, oscilando em uma dada direc¢ao, dois graus de liberdade (um para translagao
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e outro para vibragao) e como ha trés diregoes independentes no espago, a molécula terd
um total de seis graus de liberdade. Portanto de acordo com (C.31), a capacidade térmica

de um sistema constituido de N moléculas, é
Cy = 3Nk. (C.32)

Este resultado concorda com os valores obtidos experimentalmente no inicio do século pas-
sado, pelos fisicos franceses, Pierre Dulong e Alexis Petit, no qual afirmavam [25], que
essa grandeza dependia apenas da quantidade de entes no material e era independente da

temperatura.

C.4 Flutuacoes de energia e equivaléncia entre os en-

sembles

Os ensembles descritos nessa e na secao anterior, descrevem sistemas macroscopicos,
desde que satisfacam certas condi¢oes bem especificadas: dada a energia, ou dada a tempe-
ratura. Na verdade, podemos ignorar qualquer uma dessas especificacoes, dentro de certo
limite, porque os resultados obtidos [14] para as grandezas termodinamicas praticamente
independe do ensemble utilizado, isso é o que iremos estudar nessa secao.

Mostraremos que para um sistema com muitas particulas, a probabilidade de encontrar-
mos um membro do ensemble com energia muito diferente de < H > é muito pequena, para

fazer isso, precisamos determinar as flutuagoes médias quadraticas
(AH)? =< (< H>-H?>=< H*> - < H >%. (C.33)
Comecamos com a identidade
Ty / dqdp(U — H(q,p)) e?A-H@r) — g, (C.34)
Diferenciando com relagao a 3 (note que, /983 = —kT?0/9T),
—kTQZ—Z + T / dqdp(U — H) (A —H- Tg—?) ePA-H) — (C.35)

Fazendo uso das equagoes (C.17), (C.19), (C.21), e (A.10) encontramos

(AH)? =< H?> > — < H >*=KT*Cy. (C.36)
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Este resultado é muito importante, porque relaciona as flutuagoes de uma quantidade mi-
croscopica com algo facilmente mensuravel, que é a capacidade térmica. Como, Cy é
uma grandeza extensiva, ou seja, proporcional a N e T, e estas sendo intensivas, temos
< H?> > — < H >?~ N. Portanto quando, N — oo, temos que as flutuacoes médias

quadraticas relativas, ficam

(AH? N 1

Portanto, a vasta maioria dos membros do ensemble canonica, tem energia < H >=U.

Se integrar-mos sobre estados de energias, temos que a equagao (C.16) fica

Iy = / dE e (B)/k=BE (C.38)

0

onde S1(F) ¢ a entropia do corpo, segundo o ensemble microcanonico. Como w(E) esta
fortemente concentrado em F =< H >, sendo efetivamente nao nula em um intervalo da
ordem AH, assim pelo teorema do valor médio, a equagdo acima juntamente com (C.17)

fica

e PATY) o PISWZU)/ET20, . (C.39)
Pegando o log de ambos os membros da equacao acima, e tomando N — oo encontramos
A~U-TS(U)= 5 =8S. (C.40)

O calculos realizados acima, mostram que a entropia definida no ensemble candnico e mi-
crocanonico, diferem somente em termos da ordem de log N que é negligencidavel quando
N — oo. Dessa maneira o ensemble canonico, associado a um sistema macroscopico, é

equivalente ao ensemble microcanonico.

C.5 Mecanica estatistica quantica

O postulado de igual probabilidade a priori, ainda se aplica em mecanica estatistica

quantica. O que muda é a nocao de estado do sistema,
(¢.p) — Py := | >< U], (C.41)

Enquanto (g, p) é um ponto no espago de fase, Py é um operador no espaco de Hilbert.

Note que para um observavel X representado pelo operador A, o valor esperado é

< X>=—=——
TT{P\I]} ’

(C.42)
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que levando em considerac¢ao Ala, >= a,|a, >, pode ser reescrita

Z| < a,|¥ > |*a,
<X >=-=2 . (C.43)

Z|<an|\lf>]2
n

Esperamos que a fungao densidade (C.15) p(q, p), corresponda um observavel (operador

auto-adjunto) p, ou seja

pla,p) — p, (C.44)

chamado operador densidade, ou matriz densidade. Levando em consideragao p|¢, >=

Pn|én >, com p, real e p = p', podemos escrever o operador densidade como
p= Z Prldn >< On. (C.45)

Interpretamos p, como o numero de membros no ensemble no estado |¢, >< ¢,|. Entao
pn = 0, isto é, p é um operador nao negativo. O nimero de membro no ensemble é dado

pelo traco de p,

Tr{p} =) pn. (C.46)

A evolugao temporal do operador p [3] é dado por

9p
h— =|H C.47
S = [H, ), (.7
onde definimos o comutador [H, p| :== Hp — pH. Como estamos interessado no equilibrio

termodinamico isto é dp/0t = 0, portanto
[H,p] = 0= H|p, >= E,|p, >, (C.48)

ou seja, os estados |¢, > sdo auto-estados do operador hamiltoniano.

A média sobre o ensemble, do observavel X é

D pml < bmlan > [an

m,n

<X >= (C.49)

onde usamos (C.42) e substituimos, Py por p . Portanto identificamos uma probabilidade

cldssica (p,), e uma probabilidade quantica (| < ¢p,|a, > [?).



C. Mecanica estatistica 81

C.5.1 Ensemble microcandnico quantico

O mesmo argumento, aplicado no ensemble microcandnico classico, também se aplica
a0 caso quantico, mas devemos ter o cuidado que agora estamos trabalhos com operadores
no espaco de Hilbert e nao mais com funcgoes no espaco de fase. Nesse caso a matriz
densidade é dada por (C.45), onde H|¢p,, >= E,|¢, >. Usemos uma representacao em que
a hamiltoniana seja diagonal, de modo que p também o seja devido a sua dependéncia com

H ,(lembre-se H e p comutam), portanto

Pmn =< ¢m‘p‘¢n >= ,Omém,n (C50)
O postulado da mecanica estatistica, pode agora ser escrito como

cte, se E < E, < E+ AF,
pn = (C.51)

0, caso contrario.

O numero de estados com energia entre £ e £+ AE é dado por,
T(E) :=Tr{p} = pn. (C.52)

Dessa maneira p,, define o ensemble microcanonico quantico. A conexao com a ter-
modinamica é feita a partir de (C.10) onde agora I'(E) é dada por (C.52).
Para E > Ey, onde Ej é a energia do estado fundamental, o espectro {Fy, F1, Fs, ...},

forma essencialmente um continuo, e escrevemos
['(E) =w(E) A, (C.53)

onde w(F) é a densidade de estados na energia F.
-EXEMPLO: Considere uma particula livre, de massa m, confinada em uma caixa uni-
dimensional de comprimento L. A energia da particula é E = p?>/2m. De acordo com a

estatistica classica (C.7), temos
S(E) = 2LvV2mE, (C.54)

que levando em consideracao (C.9), encontramos

omL
w(E) = ;’:nE (C.55)
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Agora o espectro de energia de uma particula na caixa é dado por

h2n?
n = ——=, C.56
8mL? ( )
onde n = 1,2, 3, ..., portanto constituindo um espectro nao degenerado. Note que h é a

constante de Planck.
Para E,, > h?/mL?, o espectro de energia forma aproximadamente um continuo ou seja

n? = 8mL*E/h?, logo

2L
Identificando dn/dE = w(FE), encontramos
2mL
w(l) = —/———, C.58
(E) hv2mE ( )

que difere da expressdo classica pelo fator 1/h. Como E o kT, ou seja kT > h?/mV?/3,

h 1 1/3
— | = < 1, C.59
vV 2mkT <V) ( )

que coincide com a expressao (B.3), a menos do fator N.

logo

C.5.2 Ensemble canonico quantico

Comparando mecanica estatistica cldssica e mecanica estatistica quantica, notamos a

seguinte correspondéncia,

Lo / dg dp — Tr{}. (C.60)

Por exemplo Ty [ dq dpp(q,p) e Tr{p} = Z Pn, S40 0s correspondentes nimeros de

n
membros no ensemble.

A deducao do ensemble canonico a partir do ensemble microcanénico, nao se baseia no

carater (cldssico ou quantico) da mecanica utilizada. Agora escrevemos
pn o To(E — E,). (C.61)

Substituindo o argumento da equacdo acima em (C.10), e realizando uma expansao de

Taylor em torno de FE,, ja que F,, < E, encontramos

pn = e PEn, (C.62)
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conhecido como fator de Boltzmann.

A fungao particao é definida como
Zy =Y e (C.63)
Utilizando a equacao (C.62) em (C.45), podemos escrever p e Zy como
p=ePH Zn = Tr{e P8}, (C.64)
A energia livre de Helmholtz ¢ definida a partir de (C.17)
A(T, V) := —kTlog Zy (T, V), (C.65)

onde, Zy(T,V) é dado por (C.63).
O postulado basico da mecanica estatistica, determina que os valores médios de ob-

servaveis X, sao dados por
Trip X}
ZNy

Note que as somas sao efetuadas sobre os estados, e nao sobre o espectro de energia.

<X >= (C.66)

C.5.3 Terceira lei da termodinamica

Para um ensemble canénico, considere o limite T — 0 (ou f — o0), utilizando a
fungao (C.63)
Zn = e PP [G(Ey) + G(By)ePo= PO 4 T (C.67)

como F, > Ey e Ty — 0, temos que a equacao acima fica
Zn ~ G(Egy)e PEo, (C.68)

onde G(Ey) é a degenerescéncia do estado fundamental. Temos também que a energia

interna fica

U=<H >~ E, (C.69)
A energia livre de Helmholtz, fica A = —kTlog G(Ey) + Eoy, conduzindo para uma
entropia da forma

Se o estado fundamental é ndo degenerado, entao G(Ey) = 1. Portanto a entropia vai a

zero, como requerido pela terceira lei da termodinamica.



84

C. Mecanica estatistica




Referéncias

ABRAMOWITZ, M.; STEGUN, A. I. Handbook of mathematical function. 9 ed.
New York, Dover, 1970, 1046 p.

BAGNATO, V.; KLEPPNER, D. Bose-Einstein condensation in low-dimensional traps.
Physical Review A, v.8, n.62, p.7439-7441, 1991.

BALLENTINE, L. E. Quantum mechanics. 1. ed. New Jersey, Prentice-Hall, 1990.
486 p.

BALESCU, R. Equilibrium and nonequilibrium statical mechanics. 1. ed. Brus-
sels, John Wiley-Sons , 1975. 742 p.

BERBERAN-SANTOS, M.N.; BODUNOVE, E.N.; POGLIANI, L. Classical and quan-
tum study of the motion of a particle in a gravitational field. Journal of Mathema-

tical Chemistry., v.37, n.2, p.101-115, 2005.

BORGES, E. P. Irreversibilidade, desordem e incerteza: Trés visoes da generalizagao do
conceito de entropia. Revista Brasileira do Ensino de Fisica., v.21, n.4, p.455-463,

1999.

CARTER, A. H. Classical and statistica thermodynamics. 1. ed. New Jersey,
Prentice Hall ; 2001. 432 p.

CAVALCANTI, R. M.; GIACCONI, P; PUPILLO, G; SOLDATI, R. Bose-Einstein
condensation in the presence of a uniform field and a point-like impurity. Physical

Review A., v.2, n.1, p.1-14, 2001.

DAHMEN, S. R. Einstein e a teoria quantica de gases. Revista Brasileira do Ensino

de Fisica., v.27, n.1, p.109-111, 2005.

85



36

[10]

[11]

[12]

[13]

[20]

[21]

22]

C. Mecanica estatistica

EINSTEIN, A. Teoria da radiagao de Planck e a teoria do calor especifico. Annalen
der Physik., v. 22, n. 1, p. 180-190, 1907.

EINSTEIN, A. Notas autobiograficas. 1. ed. Rio de Janeiro, Nova Fronteira, 1982.
90 p.

GERSCH, H. A. Bose-Einstein gas in a gravitational field. The Journal of Chemical
Physics., v.27, n.6, p.928-930, 1957.

GREINER, W.; NEISER, L.; STOCKER, H. Thermodynamics and statistical me-
chanics. 1. ed. New York, Springer-Verlag , 1995. 463 p. (Classical Theorical Physics,

1)
HUANG, K. Statistical mechanics. 2.ed. New York, John Wiley-Sons, 1987. 493 p.

LANDAU, L. D.; LIFSHITZ, E. M. Mecanica. 1. ed. Moscou, Mir, 1978. 248 p. (Fisica

Tedrica, 1)

LANDAU, L. D.; LIFSHITZ, E. M. Teoria do campo. 6. ed. Moscou, Mir, 1980. 516
p. (Fisica Tedrica, 2)

LANDAU, L. D.; LIFSHITZ, E. M. Statistical physics. 3. ed. Moscou, Mir, 1980.
544 p. (Fisica Tedrica, 5)

LANDSBERG, P.T.; DAVIES-DUNNING, J.; POLLARD, D. Entropy of a column of
gas under gravity. American Journal of Physics., v.62, n.8, p.712-717, 1994.

LARSEN, U. Quantisation and density of eigenvalues from the Schrodinger equation
for bounded systems. American Journal Physics., n.16, p.2137-2148, 1983.

LEE, J. F.; SEARS, F. W.; TURCOTTE, D. L. Statistical thermodynamics. 2. ed.
Massachusetts, Addison-Wesley Publishing Company , 1973. 371 p.

LEITHOLD, L. O calculo com geometria analitica. 3. ed. Sao Paulo, Harbra, 2002.
685 p. (volume 1)

LEITHOLD, L. O calculo com geometria analitica. 3. ed. Sao Paulo, Harbra, 2002.
493 p. (volume 2)



C. Mecanica estatistica 87

23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[30]

[31]

[32]

MASUT, R.; MULLIN, W.J. Spatial Bose-Einstein condensation. American Journal
of Physics, v.6, n.47, p.493-497, 1979.

MENEZES, M. B.; MOREIRA Jr., E. S. Trabalho em andamento.

NUSSENZVEIG, H. M. Fluidos, oscilagoes, ondas e calor. 4. ed. Sao Paulo, Edgard
Blucher , 2002. 314 p. (Curso de Fisica Bésica, 2)

PATHRIA, R. K. Statistical mechanics. 2. ed. Oxford, Pergamon Press, 1972. 529
p.
ROMAN, F. L.; GONSALEZ, A.; WHITE, J. A.; VELASCO, S. Microcanonical en-

semble study of a gas column under gravity. Zeitschrift Fiir Physics B., v.2, n.104,
p.353-361, 1997.

SANTOS, R. R. Mecanica estatistica. Notas de Aula. (Universidade Federal do Rio
de Janeiro, Rio de Janeiro), 2001. 139 p.

SEARS, F. W.; SALINGER, G. L. Thermodynamics, kinetic theory, and sta-
tistical thermodynamics. 3. ed. New york, Addison-Wesley Publishing Company,
1975. 404 p.

TANNOUDJI, C. C.; DIU, B.; LALOE, F. Quantum mechanics. 2. ed. New York,
John Wiley-Sons, 1977. 558 p. (Volume 1)

VELASCO, S;; ROMAN, F. L.; WHITE, J. A. Letters and comments. European.
Journal of Physics, v. 17, n. 1, 43-44, 1996.

ZWIEBACH, B. A first course in string theory. 1. ed. United Kingdon, Cambridge
Universit Press, 2004. 558 p.



