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Resumo

Estudamos a estabilidade local e o surgimento de bifurcacoes de Hopf em um modelo
de propaganda que aparece em economia. Tal modelo representa a interagao entre o
niumero de potenciais compradores e o niimero de usuérios de duas marcas concorrentes.
O sistema é composto por quatro equagoes diferenciais simetricamente acopladas via o
fluxo de potenciais compradores. Para tanto, apresentamos um método para verificar as
condigoes de Hopf de nao degenerescéncia e transversalidade em sistemas n—dimensionais,
e assim garantir o surgimento de érbitas periddicas. De acordo com os resultados tedricos,
apresentamos algumas simulagoes numéricas mostrando a presenca de érbitas periddicas

em tal sistema.
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Abstract

We study the local stability and the appearance of Hopf bifurcations in an advertising
model that appears in economy. Such model represents the interaction between the num-
ber of potentials buyers and the number of users of two rivals brand. The system is com-
posed by four symmetrical coupled differential equations via the flow of potentials buyers.
For doing so, we present a method to verify the Hopf conditions of non—degenerecence
and transversality in n—dimensional systems, which guarantee the appearance of periodic
orbits. In agreement with the theoretical results, we presented some numeric simulations

showing the presence of periodic orbits for such system.

Keywords
Hopf Bifurcation, Economic Model, Limit Cycle, Stability
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Capitulo 1

Introducao

Originalmente, o termo “sistemas dinamicos” surgiu somente para sistemas mecanicos cujo
movimento ¢é descrito por equacoes diferenciais derivadas da mecanica classica. Resulta-
dos bésicos em tais sistemas dinamicos foram obtidos por Lyapunov e Poincaré no fim
do século XIX. Seus estudos foram continuados por Dulac [4] e Birkhoff [2], entre outros.
Os livros de Nemytskii & Stepanov [9] e Coddington & Levinson [3] contém um trata-
mento detalhado das propriedades até entao conhecidas dos sistemas dinamicos definidos
por equagoes diferenciais. Posteriormente ficaria claro que esta nogao poderia ser usada
para a analise dos mais variados processos evolutivos em diferentes ramos da ciéncia, e
descritos por EDOs ou EDPs, ou definidos explicitamente por uma fungao de iteracao.
O periodo moderno da teoria dos sistemas dinamicos comegou com os trabalhos de Kol-
mogorov [5], Smale [12, 13, 14], Anosov [1] e Peixoto [10]. Atualmente, a literatura em

sistemas dinamicos é enorme.

O estudo de oscilagoes em sistemas dinamicos nao lineares é assunto de grande interesse,
principalmente quando estes sistemas dinamicos servem de modelos para sistemas fisicos,

sistemas quimicos, sistemas mecanicos, etc.

Como exemplo de oscilacoes em sistemas dinamicos, podemos citar o estudo de van
der Pol [15] em circuitos elétricos ou ainda o estudo do sistema regulador de Watt por
Maxwell [7] e Vyshnegradskii [20]. Deve—se a escola Russa, notadamente a Andronov,

Pontryagin e colaboradores, a difusao do estudo de oscilagoes em sistemas dinamicos.

Muitas vezes as oscilagoes em sistemas dinamicos aparecem dependentes de parametros,

ou seja, para alguns valores dos parametros o sistema em estudo nao apresenta oscilagoes,



mas para outros, sim. Por exemplo, no sistema de van der Pol o parametro que determina a
presenca ou nao de oscilagoes esta ligado a caracteristica do resistor utilizado na construcao
do circuito elétrico em estudo. Ja no sistema regulador de Watt o parametro crucial a

presenca de oscilagoes é o atrito entre as hastes do regulador e seu eixo de rotagao.

Do ponto de vista matematico, o surgimento ou desaparecimento de oscilagoes de-
pendentes de parametros pode ser entendido através de fenomenos da bifurcacao de Hopf.
Virias metodologias na literatura explicam este fenomeno, dentre elas o método da projecao
proposto por Kuznetsov [6] é um dos mais utilizados, principalmente pela sua adequagao
ao estudo das bifurcacoes de Hopf mais degeneradas ou de codimensoes maiores que 1.
Exemplo desta situac¢@o ocorre no trabalho de Sotomayor, Mello e Braga [8], onde os au-
tores estudaram uma bifurcacao de Hopf além da codimensao 1, partindo para a analise

da bifurcacao de Hopf de codimensao 3, no sistema regulador de Watt - maquina a vapor.

Do ponto de vista economico, é importante determinar para quais valores dos parame-
tros, o comportamento das variaveis é periddico. Isto significa que devemos determinar as

regioes do espaco de parametros para as quais existem ciclos limites.

1.1 O modelo

O modelo matematico que se segue visa descrever a dinamica de interacao entre o ntimero
de potenciais compradores e o nimero de usuarios de uma dada marca no tempo 7. O que
faremos a seguir é acoplar o modelo obtido a um outro, semelhante ao primeiro, para assim
analisar a interacao que ocorre entre duas marcas concorrentes. Para tanto consideraremos

T, u, v, k, v, 3, € e d com seus significados dados pela Tabela 1.1.

Assim, a variacdo do nimero de potenciais compradores da marca no tempo 7 (1)
(onde, " indica a derivada de u com respeito ao tempo 7) é dada pela populagao total
envolvida no sistema (k), subtraido o contato dos potenciais compradores com a propa-
ganda, onde a propaganda é dada pelos usudrios da marca no tempo 7 (v) multiplicado
pelo contato com a propaganda propriamente dita (), ou seja, —yuv, e somado com o

numero de pessoas que deixaram de ser usudrios da marca no tempo 7, temos entao

U=k — yuv + fu. (1.1)



T - tempo,

u=u(r) - numero de potenciais compradores da marca no tempo 7,

= u(r) - variagao do numero de potenciais compradores da marca no tempo 7,
v =v(T) - numero de usuérios da marca no tempo 7,

0 =0(T) - variagao do nimero de usudrios da marca no tempo 7,
k=k(t)=u+wv - populagao total envolvida no sistema no tempo 7,

v =7(7) = av(T) - contato com a propaganda no tempo 7,

8= p(7) - taxa de mudanca para a marca concorrente,

e=¢(T) - migracao ou mortalidade,

5 =4(7) - BH+e.

Tabela 1.1: Significado das varidveis temporais e dos parametros.

Enquanto que a variacdo do nimero de usudrios da marca no tempo 7 () é dada pelo
contato dos potenciais compradores com a propaganda (yuv), subtraido a taxa da popu-
lagao que deixou de consumir a marca (—/(v) e a mortalidade ou migracao neste mesmo

periodo (—ev). Assim,

v = yuv— Pv—¢ev
= yuv— (B+e)v (1.2)
= quv — ov.

A partir de (1.1) e (1.2) montamos o seguinte sistema de equagoes diferenciais

d
u:d—u:k—fyuv+6v,
7 (1.3)
b—@— UV — v
_dT_’y ’

o qual descreve o modelo de propaganda que iremos estudar.

Observacgao 1.1.1 O sistema (1.3) mostra a dindmica de interagao entre o nimero de

potenciais compradores e de usudrios de uma mesma marca no tempo T.



Fazendo agora as seguintes mudancas nas coordenadas, nos parametros e no tempo

B ak?

¢ T s
B
b = 2——=
67

t = o,

o sistema (1.3) pode ser reescrito na forma

d
q:’:d—f:—a(x+by+2:cy+y2+xy2),

p (1.4)
y’:d—i:x+y+2xy+y2+my2.

onde, " indica a derivada de x e y com respeito ao tempo t.

Um estudo das bifurcacoes de (1.4) com a,b € R pode ser encontrado em [18] e em
[19]. Notemos que quando 6 > (3, entao b > 1, de modo que o tnico caso de interesse
para as aplicagoes é obtido quando a > 0 e b > 1. Nesta situacao, o sistema (1.4) tem um
Unico ponto de equilibrio, a origem, a qual é um repulsor para 0 < a < 1 e um atrator
para a > 1. Quando a = 1 a origem é um ponto de equilibrio nao—hiperbdlico e ocorre

uma bifurcacado de Hopf no sistema. Veja referéncia [18].

1.2 A interacao entre marcas concorrentes

Para estudar a interagao entre o niimero de potenciais compradores e o nimero de usuarios
de dois produtos similares, consideraremos a seguir dois modelos economicos da forma
(1.4), simetricamente acoplados via o fluxo de potenciais compradores usando o parametro c.

Veja [16].

¥ = —a(r+by+2zy + v+ 2y?) + c(r — 2),

Yy = x+y+2xy+y?+ ay?, (L.5)
2 = —a(z+bw+ 22w + w? + zw?) + c(z — 1),

w o= 24w+ 22w+ w? + 2w




O sistema (1.5) pode ser visto como uma familia a 3 parametros de equagoes diferenciais
em R? onde (z,y,z,w) € R sdo as varidveis de estado e (a,b,c) € D C R?® sdo os

parametros do sistema, sendo

D = {(a,b,c) € R*/a > 0,b>1,c > 0}.

Em [16] foi feita uma andlise das bifurcagoes de Hopf de codimensao 1 do sistema (1.5),

relativa ao ponto de equilibrio na origem, concluindo que a superficie H; U Hj, sendo

Hy ={(a,b,c) e D/a =1}

Hy ={(a,b,c) e D/a =2c+ 1},
determina a superficie de Hopf relativa ao sistema (1.5).

As anélises desenvolvidas em [16] para o caso em que os parametros do sistema sao
tomados sobre H; estao corretas e é possivel decidir a estabilidade das orbitas peridédicas

bifurcantes, ou seja, se sao atratoras ou repulsoras.

No entanto, as andlises desenvolvidas para o caso em que os parametros do sistema
sao tomados sobre H, estao erradas e, conseqiientemente, comprometem todo o estudo da

estabilidade das érbitas periddicas bifurcantes.

Além disso, em nenhuma das situacoes, ha o estudo das bifurcacoes de Hopf de codi-

mensoes maiores que 1.

Baseado no que foi exposto, propomos os seguintes problemas:

e Problema 1: Analisar as bifurcacoes de Hopf de codimensao 1 e superiores para o

sistema (1.5). Em especial, aquelas relacionadas ao ponto de equilibrio na origem;

e Problema 2: Obter os diagramas de bifurcagao do sistema (1.5).



Capitulo 2

Bifurcacao de Hopf

Este capitulo tem por objetivo estudar a bifurcacao de Hopf. Inicialmente trataremos dos
sistemas bidimensionais, onde o conceito de bifurcacao de Hopf é bastante conhecido, para
posteriormente estuda—lo em um contexto mais amplo, para sistemas n—dimensionais. As
defini¢oes e o método de projecao que apresentaremos no corrente capitulo foram baseados

no livro de Kuznetsov [6] e em [8].

Utilizaremos a terminologia suave para nos referirmos as fungoes onde a classe de

diferenciabilidade é suficientemente grande, isto €,
fsuave & f € C",

com n suficientemente grande. Quando acharmos necessario explicitar a classe de diferen-

ciabilidade faremos mencao a respeito.

A notagao f(x) = O(||x||") representard uma func¢ao suave cuja expansao de Taylor

em X inicia—se com os termos de ordem n (ou superiores).

Consideremos a equacao diferencial

X:f(X,f), (2'1)

onde x € R" e £ € R™, sao respectivamente vetores representados pelas variaveis e
parametros. Assuma que f seja de classe C* em R™ x R™. Suponha que (2.1) tenha
um ponto de equilibrio x = eg quando &£ = & e, denotando a variavel x — ey também por

X, escrevernos

F(x) = f(x,&).

6



Seguem algumas defini¢coes que utilizaremos no decorrer deste e dos préximos capitulos:

Definigao 2.0.1 Um ponto de equilibrio eq do sistema (2.1) é chamado hiperbélico se
todos os autovalores de J(eg) tém partes reais diferentes de zero, onde J(ey) = DF(eg)
representa a matriz Jacobiana de F(x) no ponto ey. Se a parte real de algum autovalor

for nula o equilibrio serd dito nao—hiperbdlico ou degenerado.

Defini¢ao 2.0.2 Um ponto de equilibrio hiperbdlico ey do sistema (2.1) é chamado atra-
tor se todos os autovalores de J(egy) tiverem partes reais negativas, e repulsor se todos

0s autovalores de J(eg) tiverem partes reais positivas.

Defini¢ao 2.0.3 Um ponto de equilibrio hiperbdlico ey do sistema (2.1) chama—se sela
hiperbdlica se todos os autovalores de J(eg) tiverem partes reais diferentes de zero e
pelo menos dois deles possuirem partes reais com sinais opostos. Utilizaremos, entao, a
notacao sela hiperbdlica n—p, para indicar uma sela com n autovalores com partes reais

negativas e p autovalores com partes reais positivas.

Considere os seguintes sistemas de equagoes diferenciais dependendo do parametro &

T -1 x T
)¢ S S e (2.2)
i‘g 1 5 T2 T2

Para qualquer que seja & € R, o ponto (z1,x2) = (0,0) é equilibrio desse sistema com a

matriz Jacobiana dada por

-1
A= : ,
1€
que possui autovalores A\; = £+i e Ay = £—i. Introduzindo a variavel complexa z = x1+ixs,
como
Ltl = gl’l — T + .171('75% + ZL’%)
e

To=x1+&xs £ xg(xf + x%),



temos
5=y 4 idy = E(xy + ixo) + iz +ixs) & (2 + i) (22 + 22),

e podemos entao reescrever (2.2), na sua forma complexa

= (E+1i)z =+ 2|2 (2.3)
Usando agora a representacio z = pe'?, obtemos

5= pe + pife'®
e, portanto,

pe? + pife = pe (€ + i+ p?).

Assim, podemos escrever a equagao (2.3) em sua forma polar

. — :t 2 ’
P p(& £ p%) (2.4)
6 = 1.
Da primeira equagao de (2.4), podemos perceber que p = 0 é um ponto de equilibrio
para qualquer valor de £ (obviamente s6 consideraremos p > 0). Outro ponto de equilibrio
surgird para determinados valores de &, dependendo do sinal do termo cibico em (2.4).

Suponha, por exemplo, o sistema

po= pl§—p),

. (2.5)
0 = 1.

Entao, para & > 0, p(§) = /€ é um ponto de equilibrio que descreve uma érbita periédica
circular com velocidade constante. Este sistema sempre tem um equilibrio na origem que
é um foco atrator se & < 0, um foco repulsor para & > 0 ou um foco atrator “fraco” (um
equilibrio nao linear e topologicamente equivalente ao foco atrator), para o valor critico
¢ =0. Para £ > 0, a origem fica isolada por uma érbita fechada (ciclo limite) que é tnica
e atratora. Este ciclo é uma circunferéncia de raio p(¢) = /€. Todas as drbitas externas
ou internas a este ciclo, com excecao da origem, tendem ao ciclo limite quanto t — +o0,
veja Figura 2.1. Este fenomeno de geracao de uma o6rbita periddica e a mudanca de
estabilidade do foco a partir de uma pertubacao no parametro £ serd chamado Bifurcacao

de Andronov—Hopf ou, simplesmente, Bifurcacao de Hopf.



£<0 £E=0 E>0
Figura 2.1: Retrato de fase da bifurcacao de Hopf.

O outro sistema de (2.5),
p = p&+p?), (26)
0 = 1,
pode ser analisado da mesma maneira. Teremos a bifurcacao de Andronov—Hopf para
¢ = 0 mas, ao contrario de (2.5), o ciclo limite, que surgird para £ < 0, é repulsor. Para
valores de & > 0 a origem é um foco repulsor e nao possui ciclo limite, quando & = 0
serd um foco repulsor “fraco”(ndo linear) e para { < 0 um foco atrator. Neste ultimo
caso teremos entao o ciclo limite repulsor dado por uma érbita fechada cujo desenho sera
dado por uma circunferéncia centrada na origem de raio p(¢) = /—¢€. Todas as érbitas

iniciando externa ou internamente ao ciclo, com excecao da origem, tendem a este ciclo

quando t — —oo0.

Definicao 2.0.4 Os sistemas (2.2), ou equivalentemente, (2.3) e (2.4), serdo denomina-

dos formas normais das bifurcacoes de Hopf.

Definicao 2.0.5 Um ponto de equilibrio ey do sistema (2.1) é chamado Hopf-Hopf se
a linearizagao deste sistema possuir dois pares de autovalores complexos conjugados com

partes reais nulas, e 0s outros autovalores com partes reais diferentes de zero.

A seguinte definicao sera usada na proxima se¢ao, onde estudaremos a bifurcagao de

Hopf genérica:

Definicao 2.0.6 Dois sistemas

x = f(x,€), xeR", £ € R™, (2.7)

y=9y,¢), y €R", (€R", (2.8)
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sao ditos localmente topologicamente equivalentes em torno da origem se existir
uma aplicacdo (x,§) — (he(x),k(§)), definida em uma vizinhanga V = Uy x Vp de (x,§) =

(0,0), contida em R™ x R™, satisfazendo:
(i) k:R™— R™ é um homeomorfismo definido em Vy;

(i1) he : R™ — R™ € um homeomorfismo para cada &, definido na vizinhanga Uy de x = 0,
ho(0) = 0, levando drbitas de (2.7) contidas em Uy em drbitas de (2.8) em he(Up),

preservando a direcao do tempo.

2.1 Bifurcacao de Hopf

Nesta secao encontraremos condicoes para que um sistema seja localmente topologicamente
equivalente a forma normal, que acabamos de definir, para a bifurcacao de Hopf. Este

resultado sera obtido no Teorema 2.1.1.

Considere o sistema

T —1 x xX
o ¢ )o@ [ ). (2.9

que como definido no inicio do capitulo, representa a forma normal da bifurcacao de
Hopf cujo sinal dos termos ctibicos é negativo e, conseqiientemente, apresenta uma orbita

periodica atratora.

Lema 2.1.1 O sistema

T § —1 1
= — (2 + 3)
{t‘g 1 f X2 T2

|

+O(|IxII), (2.10)

ondex = (x1,15)" € R%, £ € R! e O(||x||*) representa os termos de ordem 4 e superiores,
e depende suavemente de &, é localmente topologicamente equivalente em torno da origem

ao sistema (2.9).

Demonstracao 2.1.1

Parte I (Existéncia e unicidade do ciclo).
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Escrevendo (2.10) nas coordenadas polares (p, #), obtemos

po= pl&—p*)+2(p,0),
) = 1+¥(p,0),

(2.11)

onde ® = O(|p|*), ¥ = O(|p|?), e ndo indicaremos a dependéncia em ¢ dessas funcoes

para nao complicarmos a notagao. Uma 6rbita de (2.11) partindo de (p,8) = (po,0) tem

P1 Po P

Figura 2.2: Transformacao de Poincaré para a bifurcacao de Hopf.

a seguinte representagao, veja Figura 2.2: p = p(0; po), po = p(0; po) com p satisfazendo a

equacao

dp _ p(§ = p?) + 2(p,0)
df 1+ U(p,0)

= p(§ — p*) + R(p,0), (2.12)

onde R = O(|p|*). Note que a transformacao de (2.11) para (2.12) é equivalente a uma
reparametrizacao do tempo com 6 = 1, implicando que o tempo de retorno para o semi—
eixo § = 0 é o mesmo para todas as orbitas que partem desse eixo com py > 0. Como

p(0;0) = 0, a expansao de Taylor para p(6; po), é
p = u1(0)po + ua(0) 5 + us(0)p + O po|). (2.13)
Substituindo (2.13) em (2.12), obtemos

d%(ul(g)/)o +u2(0)p5 + us(0)pg + ...) =

= (u1(0)po + u2(0)pg + us(0)pp + ---) [€ — (ua(0)po + u2(0)p5 + us(0)p + -..)*] + R(p, 0)
= u1(0)po§ + ua(0)p3& + us(0)pi€ — ui(0)pg + ... + R(p,0),
de onde vem as seguintes equagoes diferenciais lineares resultantes das correspondentes
poténcias de py

du1 . dUQ . dU3 o 3
EZ e R T
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P1
§>0
S —g=0
§<0
po(&) Po

Figura 2.3: Ponto fixo da transformacao de retorno.

Como queremos, para § = 0, p = py, estabelecemos as condigdes iniciais u;(0) = 1,

u2(0) = u3(0) = 0, obtendo assim
1— 2£0
_ St

2€

Note que essas expressoes sao independentes de R(p,#). Como na expressao de uz(2m)

ui(0) = €, uy(0) =0, us(h)

vale a igualdade

— 2@2m)¢ 2mg 2¢2
emel Sg - 625 1— (1+4202m)¢ + —(2(2;)) <

podemos concluir que a transformagao de retorno py — p; = p(2m, pg) tem a forma

+ .| == 2r + 0(¢)],

pr = ¥ py — 2™ 2 + O(8)] p + O(pp), (2.14)

para todo R = O(p*). A funcao (2.14) pode ser facilmente analisada para py e || sufi-
cientemente pequenos. Existe uma vizinhanca da origem onde essa fungao tem somente
o ponto fixo trivial para pequenos valores de £ < 0 e um ponto fixo extra, pf = V& + ...,
para pequenos valores de & > 0, veja Figura 2.3. Para verificar essa ultima afirmacao,

consideremos a fun¢ao (2.14) escrita na forma

p1 = poS(&, po), (2.15)

onde

S(€ po) = (1 = 2w+ O(€)] ) + O ().

Teremos, entao, a equacao dos pontos fixos, para py > 0, dada por

g(gap(]) =1
& (1= 2+ O] ) + O(pf) = 1
& L= 2+ O()] g+ e ¢0(p)) = ¢

e 1—2r4+0E)]p§+e0(p}) —e ™ = 0.
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Seja
S(& po) = 1= [2m + O(&)] pi + 2™ O(p) — e ™.

Aplicando o Teorema da Fungao Implicita na fungao S(&, po), para (&, po) = (0,0), com-
provamos a afirmagao. De fato, S(0,0) = 0 e S¢(0,0) = 27 # 0, o que nos permite escrever

¢ como funcao de py numa vizinhanca de pg = 0 e calcular

gl(p ) — _Spo (pOa §<P0)) _ 2(27T + O(é))po + 672#&O(p3)
Y T e(p0rlp0)) () — 2me 2EO(p]) + 2me 2

Portanto, temos que

§'(0)=0, £(0) =2,

implicando, pela expansao de Taylor em torno de py = 0, £(0) = 0, que

&(po) = po+ -

que é uma fungao injetora no dominio py > 0.

A estabilidade dos pontos fixos também ¢é obtida de (2.14). Derivando (2.15) com

relagao a pgy, obtemos

dpy

de = g(fa pO) + pogpo (57 pO)

Para provarmos a estabilidade de p{ basta mostrarmos que

dp1
—(py) < 1.
d,OO(pO)

De fato, como §(§,p0) = 1 para pyg = pj; & = &(p}y), resta vermos que p0§p0(§(p5),p3) é

negativo. Calculando

~ oS
pOSpo<§>p0) = Poa—po(ﬁpo),

obtemos
P0Sp (€, po) = P [—2¢°™ 27 + O(€)] + O(po)] ,
que, para pequenos valores de p§ > 0; &(p5) > 0, satisfaz o esperado.

Levando em conta que o ponto fixo positivo da funcao corresponde a um ciclo limite do

sistema, podemos concluir que o sistema (2.11), ou (2.10), com quaisquer termos O(|p|*),
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tem um tunico (e estavel) ciclo limite bifurcando na origem quando ¢ > 0 como no sis-
tema (2.9). Portanto, em outras palavras, os termos de ordem superior nao afetam o
surgimento do ciclo limite numa vizinhanga de (z1,22) = (0,0) com |¢| suficientemente

pequeno.

Parte II (Construgao do homeomorfismo)

Estabelecida a existéncia e unicidade do ciclo limite, indicaremos agora como proceder
para se obter os homeomorfismos necessarios e concluir a equivaléncia topoldgica dos

retratos de fase.

Fixemos £ pequeno, mas positivo. Ambos os sistemas (2.9) e (2.10) tém um ciclo limite
em alguma vizinhanga da origem. Assuma que ja tenha sido realizada no sistema (2.10) a
reparametrizagao do tempo, resultando num tempo de retorno constante 27 (veja Parte I).
Além disso, aplicamos um escalonamento linear nas coordenadas do sistema (2.10) de modo

que o ponto de interseccao do ciclo e o semi-eixo horizontal seja x; = /€.

($1,.T2) (.’,I?T,]?;)
70 70
Po Po

Figura 2.4: Construcao do homeomorfismo préximo a bifurcacao de Hopf.

Defina a fungdo x — x* do seguinte modo: Pegue o ponto x = (x1,23) e encontre
valores (po, 79), onde 79 é o tempo minimo que uma 6rbita do sistema (2.9) leva para
alcancar o ponto x partindo do semi—eixo horizontal com p = py. Agora, pegue o ponto
deste eixo com p = py e construa uma drbita do sistema (2.10) no intervalo [0; 7p] partindo
desse ponto. Denote o ponto resultante por x* = (27, x3), veja Figura 2.4. Assuma que

x* = (0 para x = 0.

A funcao construida é um homeomorfismo que, para & > 0, leva orbitas do sistema

(2.9), em alguma vizinhanga da origem, em drbitas de (2.10), preservando a diregao do
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tempo. O caso £ < 0 pode ser considerado da mesma forma com uma nova mudanca de

coordenadas. O

Considere o sistema
x = f(x,§), x= (xl,xg)T eR? £ €R,

com f suave, tendo para £ = 0 o equilibrio e = 0 com autovalores \; o = Fiwy, wy > 0.
Pelo Teorema da Func¢ao Implicita, como A = 0 nao é um autovalor da matriz Jacobiana,
o sistema tem um tnico equilibrio eg(§) em alguma vizinhanga da origem para todo ||
suficientemente pequeno. Podemos, entao, através de uma mudanca de coordenadas, levar
este equilibrio para a origem. Portanto vamos assumir sem perda de generalidade que e = 0

é ponto de equilibrio do sistema para |£| suficientemente pequeno.

Entao o sistema pode ser escrito como

x = F(x,€), (2.16)

onde F' ¢ uma fungao suave com componentes Fj o, tendo expansao de Taylor em x ini-

ciando com os termos de primeira ordem, F' = O(]|x||). A matriz Jacobiana A(§) = fx(0,&)

possui dois autovalores

onde

A(E) = (&) +iw(§),

e a condicao para a bifurcacao de Hopf é

7(0) =0, w(0) =wy > 0.

Seja q(&) € C? autovetor complexo correspondente ao autovalor A(€), e dado por

e seja p(¢&) € C? autovetor da matriz transposta AT (£) correspondente ao autovalor A(£),

AT(Op(&) = AE)p(&).
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E sempre possivel normalizar p com respeito a ¢, tal que

(p(£),q(&)) =1,

onde (p,q) = piq1 + p2q2 é o produto escalar em C2. Qualquer vetor x € R? pode ser

representado unicamente para todo ¢ pequeno como

x = 24(&) + 24(8),

para algum complexo z. Temos entao a seguinte féormula explicita para se determinar z

2= (p(§),x). (2.17)

Para verificar esta férmula notemos que

(p,x) = (p, 2q + 2q) = (p, 2q) + (p, 2q)
S (p,x)=2(p,q) +2(p,q) .

Como (p, q) = 1, basta vermos que (p,q) = 0. De fato,

A

= (1-3) wa —o.

Como A # ), pois para |¢| suficientemente pequeno temos w(¢) > 0, concluimos que

(p,q) = <p, 1A6> = % (ATp,q) = % (p,q)

(p,q) = 0.

Lema 2.1.2 O sistema (2.16) pode ser escrito, para |£| suficientemente pequeno, na forma
Z2=XN&)z+g(z,z,8), (2.18)
onde g = O(|z]*) € uma fungdo suave de (z, z,§), dada por
9(2,2,§) = (p(§), F*(2q(§) + 2q(£),€)) ,
com F*(x) = O(||x[]?).
Demonstracao 2.1.2 Em (2.16) temos x = F(x, &), de onde podemos fazer

x = Ax + O(||x]|).
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sendo A = f,(0,&) e O(||x||?) representando a expansao de Taylor em x iniciando com os
termos quadraticos (no minimo). Temos assim que F/(x) — Ax = O(||x||?), porém, para
simplificar a notacdo tomemos F*(x) = O(||x]|?). Assim, de (2.17) temos que a varidvel

complexa z satisfaz a equacao

= (p6)x)
= (p, Ax+ F*(x))
= (P, Ax) + {p, F*(x))
= (P, Alzq + 29)) + (p, F* (24 + 29))
= (P, A(2q)) + (p, A(2Q)) + (p, " (2q + 20))
= Az (p.q) + A2 (p.Q) + (p. F*(2q + 20))
= A&z + (p(&), F7(2q(&) + 2a(£), )
obtendo entao a forma (2.18), como querfamos. O

Escrevendo g em série de Taylor nas duas varidveis complexas (z e z) temos
26 = 3 S gu(e)
e ’
k+1>2
onde

O (), F*(0() + 52(6),0)) |

0zk0z! 2=0

parak+10>2 k1=0,1,...

gu(§) =

Suponha que, para £ = 0, a fungao F'(x,§) de (2.16) seja representada na forma

F(x,0) = Ax—l—QB(x x) + C(Xxx)+24D(xxxx)+EoE(xxxxx)+(’) %)), (2.19)

onde A = f4(0,&) e B(x,y), C(x,y,2), D(x,y,z,u) e E(x,y,2,u,Vv) sao fungdes multi-

lineares simétricas de x,y,z,u,v € R?2. Em coordenadas, temos

Bi(x,y) = Y7y —828};((;77;5) OXij,
.
Ci(%,y,2) = Y5 % - X;Y k21,
Di(x,y,z,u) = Z?,k,l,rzl % - X;YrziUy,
Ei(x,y,2,u,v) = Z?,k,l,r,s:l 877]‘2757555771778?725775 o X;jYrZiuyrVs,
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para i =1,2.
Entao,
B(zq + 24, 2q + 2q) = 2°B(q, q) + 222B(q,q) + 2*B(q, 9),

onde ¢ = ¢(0), p = p(0), e os coeficientes de Taylor gx;, k + | = 2, dos termos quadréticos

em ¢g(z, z,0) podem ser expressos, agora, pelas férmulas

920 = (p,B(¢,9)) , 911 = (0, B(q,9)), g2 = (p. B(q,7)) -

Calculos similares com C', D e E nos dao

gso = <p7 C(q7 q, Q)> y 921 — <p7 C(Qv q, q_)> )

g12 = (0, C(q,7: 7)), go3 = (p.C(q

ol
K
~
Nyt

gao = <p7 D(Q7Q7q7Q)> y 931 = <p7D(Q7CI7Q7q_)> y goo = <p7D<q7Q7 67 q_)> )
gi3 = <p7 D(Qa@? 67 (j)> , Joa = <p7 D(éa CY7 67 (j)> ’

950 = <p7 E(Q7q7Q7Q7Q)> y 41 = <p7E(q7Q7q7Q7(j)> y 932 = <p7E(q7QaQ7 (.77 q_)> )
g23 = <p7 E(q7Q7 67 q_7 q_>> y J14 = <p7E(Q7 67 q_7 q_7 Q)> , Jos = <p7E(Q7 q_7 q_7 Q7 Q)>
Lema 2.1.3 A equacdo
o 920 2 =, 902 o 3
z—)\z—i-?z +gnzz+ 70 + O(]z]°), (2.20)

onde A = A§) = (&) + w(§), v(0) = 0, w(0) = wy > 0, e g;; = ¢;;(§), pode ser

transformada, pela mudanga de coordenada complexa

h h
z=w+ %wQ + hjyww + %EQ,

para |€| suficientemente pequeno, na equagdo sem termos quadrdticos

W = w + O(|w]?).

Demonstracao 2.1.3 A mudanca de varidvel inversa é dada pela expressao

hao

h
w=z— 7z2 — hy12Z — %22 +O(]z*).
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Assim sendo,

w = Z-— hQOZ,é — hu(zé + 22) - hogzz + ...
= Az+ (% — )\hgo) 22 + (g11 — )\hn — Xhll)zi + <% — 5\h02> 22 + ...

1 - 1 . :
= /\w + 5(920 — )\hzo)’wz + (911 - /\hn)ww + 5(902 - (2)\ — )\)hgg)u_)Q + O(|w|5)

Escolhendo, entao

920 g11 go2
h = — h = — h = —
20 )\ ) 11 A ) 02 2A _ )\a

eliminamos os termos quadréticos de (2.20). Essas substitui¢oes sdo sempre possiveis, pois,

para |¢| suficientemente pequeno, os denominadores nunca se anulam, afinal A\(0) = iwq

com wg > 0. O

Lema 2.1.4 A equacdo

fmp B0, P2 T2 0 T O(|z]h), (2.21)
6 2 2 6

onde A = X&) = v(§) + w(§), ¥(0) = 0, w(0) = wy > 0, € gij = ¢;5(&), pode ser
transformada, pela mudanca de coordenadas complezra

h h h h
z=w+ %w:} + %uﬂw + %wu‘ﬂ + %u‘f”’,

para |€| suficientemente pequeno, na equag¢do com apenas um termo cibico
W = Aw + cw’w + O(Jw]?),
onde ¢; = ¢1(§).

Demonstracao 2.1.4 A transformacao inversa é

@23 — @222 - @z’Q — @23 + (9(|z\4).

YTET TG 2 27 6
Temos entao,
h h i h i h .
W o= i— 2225 — (2225 4 223) — —2(F28 + 2253) — — 225 + ..
2 2 2 2
. @ _ )\hgo 3 @ _ _ /_\hgl 9 & _ >\h12 Y _9

1 1 - 1 -
= \w + 6(g30 - 2/\h30)w3 —+ 5(921 — ()\ + >\)h21>w211_) + §<g12 — 2)\h12)wu_)2

1 _
+6(903 + (A = 3N\)hoz)w® + O(|w]*).
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Fazendo, portanto,

930 g12 gos
han = ==. hio = hoa = —
30 2)\ ; y 03 3)\ _ )\7

12 = o5

2\
eliminamos todos os termos ctibicos com excecao do termo w?w, que serd tratado sepa-
radamente. As substituicoes sao validas, pois, os denominadores envolvidos sao diferentes

de zero para todo |{| suficientemente pequeno.

Uma tentativa de eliminar o termo w?w seria escolher

Isso é possivel para & # 0 pequeno, mas quando & = 0 o denominador se anula, pois
A0) + A(0) = iwy — iwy = 0. Para obtermos entdo uma transformacio que dependa

suavemente de &, escolhemos hy; = 0, no que resulta

g21
ClL = —/—.

2
U

2

O termo w*w é chamado de termo ressonante. Note que o seu coeficiente é o mesmo

coeficiente do termo ctibico 2%Z na equagao (2.21).

Lema 2.1.5 A equacdo

Ga0 4 931 3_ 922 9.9 913 __3  God4 _4 5
g5t 222 22 = 2.22
24z+6zz—|—4zz+6zz~l—24z + O(|z]°), (2.22)

onde A = M&) = (&) + iw(§), v(0) =0, w(0) = wy > 0, e g;; = ¢;;(§), pode ser

transformada, pela mudancga de coordenada complexa

Z =Xz +

h h h h h
Bt 4+ 2Pt + Zwte? + Rwd® + 2t

FEwA 6 1 6 o1

para €| suficientemente pequeno, na equagdo sem termos de quarta ordem

w = w + O(Jw|?).

Demonstracao 2.1.5 A transformacao inversa é

h h h h h
404 T8l sy 220252 T3 a3 044 O(\z|5).

=T 6 A 6 24
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Assim sendo,

h h . h . h . h .
W = 5— 22235 53132255 4 23%) — 22(22225 + 22223) — —2 (235 4+ 325%8) — 2235 4 ..
6 6 4 6 6
gao  hao 4 g3 ha h3i<\ 3., (922 ho ha2 <\ 9.9
— Ao (P Moy gs1 _ Msiy Deiy g2 M2, D22y

z+<24 6 >z+<6 9 6 z°Z + 1 9 5 z°z

913 his, hizs\ 5 (904 hoat) 4
+<6 6)\ 6)\>zz +(24 5 254

1 1 - 1 -
= J\w+ ﬂ(gzlo — 3)\}140)11)4 + 6(931 — (2/\ + /\)hgl)w?)ﬂ) + 1(922 — ()\ + 2)\)h22)w2ﬂ}2

1 _ 1 _
+6(913 — 3\hig)ww® + ﬁ(gm — (4N = Nhog)w?* + O(Jwl).

Fazendo, portanto,

g0 g31 g22
h _ — h — — h — —
ST M S WD L WD Y,
g13 go4
h = — h pr— —
13 3N 04 D\

eliminamos assim, todos os termos de ordem quatro. Temos que estas substituigcoes sao
sempre possiveis uma vez que, para || suficientemente pequeno, os denominadores nunca

se anulam, afinal A(0) = iwy, com wy > 0. O

Lema 2.1.6 A equacdo

. 950 5 941 4_ 932 3 o  G23 o 3 G4 _4 gos _s5 6
=\ g9 I o4 il i -— O 2.23
z z+1202 +24zz+122z+122z +24zz +12OZ+ (11", ( )

onde A = N§) = 7(§) + iw(), 7(0) = 0, w(0) = wy > 0, e gij = gi;(§), pode ser

transformada, pela mudanga de coordenada complexa

h50 5 h41 4 — h32 R) h23 2 _3 h14 _4 h05 _5

para || suficientemente pequeno, na equagdo com apenas um termo de quinta ordem
W = \w + cow?w? + O(Jwl|%),
onde ¢y = co(§).

Demonstracao 2.1.6 A transformacao inversa é dada por

h50 5 h41 4 — h32 3-2 h23 2_3 h14 _4 h05 _5 6
50 s M1 g T2 3.0 28 oy a4 N5 o5 1406,
207 " 94 T 12t TRt t T Tt HOUD

w ==z
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De onde temos que

. o hso 4. har, a0 4.0 hia oo o 3.y haz 4. 9oz
W= - ok 24(42 ZZ 4 2°2) 12(3zzz+2zzz) 12(2zzz+3zzz)
hia, 4. 3= hos _y-
= 4273%) — 274 6
24(zz+ 22°%) 24zz+(’)(|z|)
gs0  Nso 5 ga1  har hais\ 4 g32  hs ha2 <\ 5.9
— e (S0 sy gu _ fa hay gs2 N2y Naay
Z+(120 24 )Z+<24 6 247)7 7T\ 12 4 6 )7

923 _hasy hasy\ o5 (g14 May ag) g (905 fosy) s 6
+(12 6)\ 4)\>zz + A A zZ* 4+ 120 24)\ z° 4+ O(|z]°)

1 1 - 1 _
= \w-+ ﬁo(g{ao - 4)\]150)’(1)5 + ﬂ(gu — (3)\ + )\)h41)w4711 + 5(932 — 2()\ + /\)h32)w3w2

1 5 1 - 1 _
Jrﬁ(gzs — (A + 3\ hag)w?w3 + ﬂ(glzl — Ahig)wit + @(905 — (BA = A)hos)w® 4+ O(|w|®).

Fazendo, portanto,

gs0 ga1 go3
h = — h = — h = —
RS S WD S A WEE

g14 gos
hiy = ==, hos = —=
1 4\ r o SN — )\’

eliminamos assim, todos os termos de ordem 5, exceto w3w?, que trataremos separada-
mente. Temos que estas substituicoes sao validas, pois, os denominadores envolvidos sao

diferentes de zero para todo |£| suficientemente pequeno.

3

Uma tentativa de eliminar o termo w?3w? seria escolher

hay = 22—
20+ A)

Isto é possivel para & # 0 pequeno, mas o denominador se anula quando £ = 0, vejamos
A(0) + A(0) = iwp — iwp = 0. Para obter uma transformacao que dependa suavemente de
&, escolhemos hsy = 0, 0 que resulta em

_ g

Co 12 .

O

O termo w3w? também é chamado de termo ressonante. Note que o seu coeficiente é

3

o mesmo coeficiente do termo de quinta ordem 2%z na equagao (2.23).

Lema 2.1.7 A equacdo

. 1 _
Z=Az+ Z2§k+l§5 mgklzkzl + O(|Z|6)7 (224)
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onde A = A() = (&) + iw(&), ¥(0) = 0, w(0) = wo > 0, € gy = gi5(€), pode ser

transformada, pela mudanca de coordenadas complezra

hoo hoa h h h h h
has w2 h13 Wi hos 4  hso 5 har 4, heg 5 o hia 4 hos 5
Tt g 9 W T W T g W W A W oW

para |§| suficientemente pequeno, na equagao com apenas um termo cibico e um termo de

ordem 5
W = I + cw? + coww? + O(jw|®), (2.25)
com c; = c1(§) e ca = 2(§).

Demonstracao 2.1.7 Obviamente a suposicao das transformacoes definidas nos lemas

anteriores, nos levam a este resultado. As transformacoes

h h
z-w—i—%w + hpjww + — 0 w2,
h h h hy h (226)
z:w+§w4+%w3w+—fw2w2+ 63 ‘3+2‘Z‘ w*
com
3920 11 go2

hog = =—, hy;y = =, hgo = —

20 )\7 11 )\7 02 2/\_)\
h _ w0 h _ 9 __ 92 _ 9 hos — o4
R D S YWD LD W S DSV WP

definidas nos Lemas 2.1.3 e 2.1.5, anulam os respectivos termos, mas também alteram
outros termos. Os coeficientes go1/2 e g32/12 dos termos 2%%Z e 2322 respectivamente na
equagao (2.24) foram modificados pelas transformagoes de (2.26). Os termos de ordem 6

ou maiores, afetam somente O(|w|®) e podem ser truncados. O

Necessitamos, agora, calcular os coeficientes ¢; e ¢y em termos da equagao (2.24). O

valor de ¢; e ¢, serao dados pelos novos coeficientes g3, /2 e g3,/12 dos termos w?w e w3w?

ap6s as transformagoes de (2.26). Seguem entao os lemas:

Lema 2.1.8 O coeficiente ¢1(§) da equagao (2.25), para & =0, € dado por

i 1
a(0) = 2_% (920911 - 2|911|2 - §|902|2) +

921

- (2.27)
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Demonstragao 2.1.8 Diferenciando a primeira expressao de (2.26), obtemos
z=w+ hgoww + hll(w@b + IU’LU) + hogw’uij.
Substituindo 1 e seu complexo conjugado w, usando (2.25), obtemos
Z=\w + )\h20w2 —+ ()\ -+ E\)hnwu_J + j\hogu_ﬂ -+ 01’11)2’(1_) + ...
Por outro lado, na equagao (2.24),
. T TR S S SN SN SN SUR SR S SR
=X+ 59202 + 91122 + 59022 + 69302 + 59212 zZ+ 591222 + 69032 +..,

se substituirmos z e z, dados pela primeira expressao de (2.26), escrevemos apenas o0s

termos que nos interessam, temos

1 1
zZ = Aw+ 5()\h20 + g20>w2 + ()\hn + gll)wu_) + 5()\h02 + 902>U_)2+

h _ h
(g20h11 + 911 (% + h11> + 9022 02 + %) WA + ... .

2

Comparando, entao os coeficientes do termo w*w nas duas equacoes obtidas, utilizando os

valores encontrados para hog, hi1 € hos,

4920 g11 Jo2
hon = 222 poo= 2L -
20 )\ ) 11 \ ) 02 2\ — )\a
temos
_ g11 (@ @) go2go2_ g2
A = g0 TN TN ) Ty T 2
2\ + A 2 2
= ¢ 920911 ( . ) lgnl 1 902 4 g1
21\ A 22h— ) 2

Essa formula nos dd a dependéncia de ¢; em relacao a &, lembrando que A e g;; sao funcoes

suaves do parametro. No valor de bifurcacao £ = 0, a ultima equagao se reduz a

2wy — 1w 2 2
1 (0) = 920911 ( ;) 0) |Q11| i “goz’ ‘ i @’
2wg Wwo 2(2iwgy — iwy) 2
concluindo, finalmente o resultado
c1(0) = o 920911 — 2|gu1 > — 1‘902|2 + o1
2CL)0 3 2
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Lema 2.1.9 A parte real do coeficiente c5(§) da equagio (2.25), para & =0, é dado por

1

1 1
Re c2(0) = 3 {Re 932 + w*OIm [920§31 — g11(4931 + 3G22) — 5902(940 + g13) — 930912}

1 B B B 1 1_
+? Re | g20 | 911(3912 — g30) + go2 | 12 — 5930 + 3902903
0

5 1
+911 <§02 (3§30 + 3912> + §902§03 - 4911930) )

+3Im (g20911)Im 921}

+ [Im (911502(330 — 3720911 — 4431))

Sl =

+Im(g20911) (3Re (g20911) — 2|go2|?) } }7

Demonstracao 2.1.9 A demonstragao é analoga a demonstracao do Lema 2.1.8, porém

agora trabalharemos com os termos de até ordem 5 e em seguida tomaremos sua parte

real. O

Lema 2.1.10 Considere a equac¢ao

d
= = (1(&) + w(©)w + ey ulul + O(ul?),
onde v(0) = 0 e w(0) = wy > 0. Suponha +'(0) # 0 e Re ¢;(0) # 0. Entdo a equagdio

acima poderd ser transformada, por mudancas de coordenadas, na equacao

d
d—g — (x +i)u + sulul? + O(Julh), (2.28)

onde u € a nova coordenada complexa, 6 e x sao, respectivamente, 0s novos tempo e

parametro e s = sinal Re ¢1(0) = £1.

Demonstragao 2.1.10 Introduzindo o novo tempo 7 = w(§)t, que preserva a diregao,

pois, w(§) > 0, para todo || suficientemente pequeno, obtemos

do A +iwl®) | al®)
dr w(§) w(§)
dw

- = (i + u+ di(xulwl’ + O(fw]),

wlw]? + O(fwl*)

onde
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Podemos considerar x como um novo parametro, pois

7'(0)
w(0)

e, portanto, o Teorema da Funcao Inversa nos garante a existéncia local e suave de £ como

x(0) =0, X'(0) =

70,

funcao de y.

Vamos agora reparametrizar o tempo ao longo das érbitas com a nova mudanga de

tempo 6 = 6(7, x), onde
df = (1 + er(x)|w[*)dr,

com e1(x) = Im dy(x). Essa mudanca é préxima da identidade numa pequena vizinhanga

da origem. Usando esse valor de tempo definido, obtemos

d :
=5 =+ dw+hwlel + O(ul),
onde l1(x) = Re di(x) — xe1(x) é real e
Re 01(0)
[1(0) = 2.29
De fato,
dw dw B _ 5
a0 (1+ e (x)|w]?)dr — (X +i)w + L(x)w|w]* + ...
dw 2 - 2
& — = ([L+eal)wf) [(x +dw+LOJwlwf +..]

(
(4 i)+ [0 + e () (x + )] wlwf? + .
= (x+i)w+ [Re d; — xe1 + xer + iey] ww|* + ...
(x +9)w + [Re dy + ilm di] wlw|? + ...

(x + D)w + dy (Y)w|w]* + ... .

Finalmente, introduzindo a nova variavel complexa u

u

VILOI!

que é possivel, pois Re ¢1(0) # 0 e, portanto, 1(0) # 0. A equacao toma, entdo, a forma

2

1 du (X i z) U n U U .
du _ 1
NIAKG N RN
d l
St B0 g 1 Ol = (i + sule?] + O,

df ()]

com s = sinal [1(0) = sinal Re ¢;(0). O
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Lema 2.1.11 Considere a equac¢ao

dw )
— = (18 +iw(@Q)w + cr(ulw]” + s (Swlw]* + O(fwl®),

onde v(0) =0 e w(0) = wy > 0. Suponha 7' (0) # 0 e Rec1(0) = 0e Recy(0) # 0. Entdo a
equacao acima poderd ser transformada, por mudancas de coordenadas, na equacdao

d
d—g = (x + 1)u+ Culu* + sulul* + O(Jul®), (2.30)

onde u € a mova coordenada complera, 6 e x sao, respectivamente, os novos tempo e

parametro,
d1(0)

T JTRe 0]

e s = sinal Re cy(0) = 1.

Demonstragao 2.1.11 Introduzindo o novo tempo 7 = w(&)t, que preserva a direcao,

pois, w(§) > 0 para todo [£| suficientemente pequeno, obtemos

dw  y(§) +iw(§) n c1(§) (&)

e T we gt ol
& W= (i d (el + sl + O(uf),
onde
_ _ ﬂ _ a(§(x) _ 21(369)
MO L T ey T e
Podemos considerar y como um novo parametro, pois
a0 wim = 70
X0 =0, v(0) = T #0

e, portanto, o Teorema da Fungao Inversa nos garante a existéncia local e suave de £ como

funcao de y.

Vamos agora reparametrizar o tempo ao longo das érbitas com a nova mudanca de

tempo 6 = 6(, x), onde
df = (1 + ex(x)|[w|* + ea () [w]*)dr

com e1(x) = Im di(x) e ea(x) = Im da(x). Essa mudancga é proxima da identidade numa
pequena vizinhancga da origem. Usando esse valor de tempo definido, obtemos

dw )
0 (x + D)w + n(x)w|w® + L(x)w|w|* + O(lw]®),
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onde n(x) = —x e1(x), la(x) = Reda(x) + x (e1(x)* — e2(x)), é real e

De fato,

dﬂ
df
dw
dr

Re ¢1(0)

Re CQ(O)
w(0) '

ll(o) = w(O)

=0, [2(0) = (2.31)

dw
(14 e1()|wl* + e2(x) [w]*)dr

= (x + )w + n(x)wlwl* + L (x)w|w|* + ...,

1+ e (0wl + e2(wlw]*) [(x + i)w + nOJwlw|? + L (x)wlw...]

(¢ + Dw + [n() + 1 00 (x +4) Jwlw? + [12(x) + e1()n + e2(00 (x +4) Jwlw]*...

(x +i)w + [—xe1 + xe1 +ier Jwlw|* + [ Re da + xe? — xea — xet + xea + iea Jwlw|*...
(x + i) w +iImdy ww|? + [ Redy + ilmdg | wjwl|?...
(x +1)

X+ Dw + di(x)wlw|? + da (x)wlw|* +

ja que neste caso Re dy = 0 e sendo assim ¢ I'm dy é o proprio dy. Finalmente, introduzindo

a nova variavel complexa u

u

~ YL00T

que é possivel, pois Re c3(0) # 0 e, portanto, l3(0) # 0. A equagao toma entao a forma

1

TEE = g

2 4

du

u

YTl

u

l -
Yk

u

V|

ey

S iy B ey B0 o)

do 12109] [l2(x)]

= (x +i)u+ Culul® + sulul* + O(|ul®),

com s = sinal l3(0) = sinal Re c(0). O

Definigao 2.1.1 As fungées l1(x) e la(x) sao chamadas de primeiro e segundo coefi-

ciente de Lyapunov, respectivamente.

O que (2.29) e (2.31) nos diz é que o primeiro e o segundo coeficientes de Lyapunov,

para x = 0, podem ser calculados pelas férmulas

1 .
11(0) = FR6(2920911 + woga1). (2.32)
wo
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1 1
ZQ(O) = E{W_QRG 3932

1 1
+Flm [920931 — g11(4gs1 + 3922) — 5902(940 + g13) — 930912}
0

1 1 1
+— {Re (920 <g11(3g12 — §30) + 9oz (912 - —930) + —902903)
wy 3 3

5 1
+911 (902 (5930 + 3912) + 5902903 - 4911930) ) (2.33)

+3Im (g20911)Im 921}

1 _ _
+F []m (gugoz(ggo — 3g20911 — 49%1))
0

+Im(g20911) (3Re (g20911) — 2|902|2)} }7

respectivamente. Isto significa que necessitamos somente das segunda, terceira, quarta e

quinta derivadas parciais no ponto de bifurcagao para calcularmos {1(0) e l2(0).

Observacgao 2.1.1 Os valores de 1,(0) e 5(0) dependerdo da normalizagdo dos autove-
tores q e p, enquanto que seu sinal € invariante pela escolha de q, p, obviamente conside-

rando a normalizacao (p,q) = 1.

Observacao 2.1.2 O que o sinal dos coeficientes de Lyapunov nos mostra € que sendo

Ai2(8) = 7(8) £ iw(§),

onde v(0) =0 e w(0) = wy > 0, e sendo l; > 0 (I < 0), entao temos um foco repulsor

(atrator) fraco sobre a superficie central.

Note que se a equagao (2.28) com sinal s = —1 for escrita na sua forma real, ela
coincidird com o sistema (2.10). Podemos agora resumir os resultados obtidos nos seguintes

teoremas:

Teorema 2.1.1 (Teorema da bifurcagao de Hopf genérica) Qualquer sistema dina-

mico da forma

x = f(x,), (2.34)
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onde f € suave, x € R? ¢ £ € R, tendo para todo |€| suficientemente pequeno, o equilibrio

e =0 com autovalores

Ar2(§) = 7(§) £ iw(g),
onde v(0) =0, w(0) =wy > 0, satisfazendo:
(1) 11(0) # 0 (condi¢ao de nao degenerescéncia);
(2) v'(0) # 0 (condigdo de transversalidade),

€ localmente topologicamente equivalente, em torno da origem, a uma das sequintes formas

normais

U C -1 U1
| = + (7 +v3)
Yo I ¢ Yo Yo

n

Demonstracao 2.1.1 Utilizando os Lemas 2.1.3, 2.1.4, 2.1.7, 2.1.8 e 2.1.10, transfor-

mamos o sistema (2.34) na equagao (2.28), e entao pelo Lema 2.1.1, concluimos o resultado.[]

Portanto, o Teorema 2.1.1 nos garante que um sistema em duas dimensoes que possui
autovalores imagindrios puros e satisfaz as condigoes (1) e (2) desse mesmo teorema, possui

uma bifurcacao de Hopf.

Teorema 2.1.2 (Teorema da bifurcagao de Hopf degenerada) Considere o sistema

planar

X = f(ng)v

onde f € suave, x € R? e £ € R?, tendo o equilibrio eg = 0 com autovalores

A12(8) = 7(8) £ iw(§),

para todo ||€|| suficientemente pequeno, onde w(0) = wy > 0. Para £ = 0, sejam as

condi¢oes para a bifurcacao de Hopf degenerada
7(0) =0, 1,(0) =0,

onde 11(§) € o primeiro coeficiente de Lyapunov. Assuma que as sequintes condigoes

genéricas sejam satisfeitas:
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(1) 15(0) # 0, onde [5(0) é o sequndo coeficiente de Lyapunov dado por (2.33);

(2) a fungio & — (y(€),1,(€))" € reqular em & = 0.

Entao, pela introdugao de uma varidvel complexa e aplicando uma transformacao de coor-
denadas que dependa suavemente da escolha do parametro e do tempo, o sistema pode ser

reduzido a sequinte forma complexa

= (x+1i)z+ Czlz]* + szlz|* + O()2]%), (2.35)
onde s = sinal 15(0) = £1. O
Para o teorema acima veja [6] p. 311.

Para analisar esta bifurcagao, podemos estudar a aproximacao da forma normal da
expressao (2.35) pela exclusao dos termos O(]z|%). Vemos assim que esta aproxima-se da

forma normal para a bifurcacao de Hopf degenerada.

O Teorema 2.1.2 garante—nos que um sistema em duas dimensoes, possuindo autovalo-
res imagindrios puros, tal que as condigdes (1) e (2) desse mesmo teorema sejam satisfeitas,

possui uma bifurcacao de Hopf degenerada.

2.2 Meétodo da projecao

Estudada a bifurcagdo de Hopf em sistemas de duas dimensoes, nosso objetivo agora é
obter um método para estudd—la em sistemas de n—dimensoes. Tal método baseia—se em
transformar o sistema, escrevendo—o em uma base formada pelos seus autovetores. Porém,
somente autovetores correspondentes aos valores criticos (responséveis pela bifurcagao) sao

usados para se projetar o sistema e restringi-lo ao caso bidimensional.

Inicialmente faremos um breve resumo de alguns resultados de Algebra Linear que

Serao necessarios para a segao.

Seja A uma matriz quadrada e A um autovalor de A com multiplicidade algébrica m,

com vy, Vo, ..., v, 1 <1 < m, autovetores linearmente independentes correspondentes



a A. Para cada autovetor vj, existe uma escolha maximal de vetores ng ), wéﬂ o w,(j ),

onde k = k(j) € N, tal que

Aw1 = )\wl,
AU)Q = )\U}Q + wi,
Awk = )\wk + Wi_1.

Note que podemos escolher o vetor w; = ng ) como sendo o préprio autovetor v;.

)

Definicao 2.2.1 Os vetores ng , com 1 > 2, sao chamados autovetores generalizados

de A correspondentes ao autovalor \.
Os autovetores generalizados ng ), ng ), e w,(j ), relativos a um autovalor A sao sempre

linearmente independentes e o subespaco
X={xeC :x=muw?” +auw + .. + akw,(f), a; € C}
é A-invariante.

O estudo das formas canonicas de Jordan nos garante que o espaco C" pode ser decom-
posto em subespacgos A—invariantes correspondentes aos autovalores de A e gerados pelos
respectivos autovetores e autovetores generalizados. Esses subespacos sao chamados de
autoespacgos generalizados de A. Se a matriz A é real, esses subespagos A—invariantes
do R" serao gerados pelos autovetores e autovetores generalizados de A, correspondentes
aos autovalores reais e as partes real e imaginaria dos autovalores complexos com, por

exemplo, parte imaginéria positiva. Ver Kuznetsov [6] e Pontryagin [11].
Seja eg um ponto de equilibrio nao—hiperbdlico de
x = F(x,0), x € R, (2.36)

onde F(x,0), dada por (2.19) é uma funcao suave, A = f,(0, &) corresponde a parte linear
do sistema e possui um par de autovalores imaginarios puros A = iwp € A = —iwy, wy > 0

e nao admite outro autovalor com parte real nula.

Seja ¢ € C™ o autovetor correspondente a A. Entao

A(&0)q(&o) = iwoq(§o), A(60)a(&o) = —iwoq(&o)-
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Introduzindo agora o autovetor adjunto p € C" com a propriedade
AT (€0)p(&) = —iwop(&o), AT (£0)P(é) = iwop(£o).
e satisfazendo a normalizacao

(p(&0),q(&0)) = Doimy Pil6o)ai(éo) = 1,

onde AT(&) é a matriz transposta de A(&) e (p(&),q(&)) é o produto escalar usual em
C™. Considere o autoespaco real T¢, correspondente a A e A. T° tem dimensao dois e é
gerado por {Re ¢, Im q}. O autoespaco real generalizado T*", correspondente a todos os

outros autovalores de A, tem dimensao (n — 2).
Sempre podemos decompor x € R" em
X =2q+ 24+ Ysu,

onde z € C, 2q+zqg €T e ys € T uma vez que T°% @ T°¢ = R".

Lema 2.2.1 Sejay € R". y € T*" se, e somente se, (p,y) = 0.

Demonstracgao 2.2.1

Parte [ (y e T°* = (p,y) =0).

Sejam fuq, pa, ..., py os autovalores reais de A e ny, 1915 N2, Mo; -5 Mk, Nk, 08 autovalores

complexos (ndo reais) de A, diferentes de A e .

Seja T}, o autoespago generalizado correspondente ao autovalor u; e T), 5. 0 autoespago

real generalizado correspondente aos autovalores 7;, 7;.
Temos, entao, que
T =T @10, @ Ty O Ty @ Ty © o © Ty

Como T),, sao espacos generalizados, ¢ fato que para cada ¢ existe um N,, € N, tal que, se

y € T,,, entao (A — y;1,,)Ney = 0. Portanto,

0 = (p,(A—pl,)Nriy) = (AT — ;L) Neip,y ) = (A — ;) "eip,y)
= (A=) (p,y)



e, como A\ # p;, temos que

(p,y)=0.

34

Do mesmo modo, como 7T;, ;. sao espagos generalizados, para cada j existe um N, € N,

tal que, se y € T}, 5, entdo (A — njln)N”f (A— ﬁjIn)N”jy = 0. Portanto,

0

e como A #nj e X # 1,

P, (A = ;L) (A= ;1) Y y)
(AT — 73 L) i p, (A — 73 L,)"y )
(AT — ;L) (AT — i;1,)Yip,y)
(A =n)" (A =n;)"ip,y)
A=) (A = ;) (p,y) .

temos que

(p,y)=0.

Portanto, para qualquer y € 7°*, como podemos escrever

l k
Y= Y+ Y
i=1 j=1

comy, €T, parai=1, .., ley, €1, 5 paraj=1, .., k, podemos concluir entao

que

(0, y)

Parte 11 ((p,y)

Seja y qualquer, tal que y € T** @ T° C R". Portanto podemos escrever

Y+ Y Y oY)

(
(D, Yua) oo H 0¥ ) + 0 Ym) + oo (D0 V)
0

=0, yeR'=yeT™").

Y =VYsuTtYe

com yg, € T°" ey, € T¢ Como T€ é gerado por ¢, ¢, mas y. € R",

Ye = aq + aq,

com a € C, concluimos que

Y = ¥Ysu T Qq + Qq.

(2.37)
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Queremos mostrar aqui que y. = 0, o que sera feito mostrando que a = 0.
Da hipétese, temos

0= <p7 y> = <p7 Ysu 1 yc> = <p7 ysu> + <pa yc> .
Do inicio deste lema (Parte I), temos que (p,ys.) = 0. Portanto
(pye) =0
= (p,ag+aq) =0

= a(p,q) +alp,q =0
= a=0,

pois (p,q) =1 e (p,q) = 0. De fato,

p, ) = <p7 %Ad> =< (ATp,q) = X p,q)

Como A ndo é real, temos A # ) e, portanto (p, q) = 0. O

Utilizando o lema anterior, podemos agora explicitar z e y com relagao a x. Sendo

Xx=2z29+Z20+y €R" com zqg+zG €T ey e T, vale que

(p,x) =(p,2q+ 24 +y) = (p,2q) + (p, 2q) + (P, ¥) -

Como (p,y) =0, pois y € %" (lema 2.2.1),

(p,x) = (p,2q) + (p,2q) = 2 (p,q) + Z(p,q),

e lembrando que (p,q) = 1 e (p,q) = 0, como visto na demonstragao do lema anterior

(Parte II), concluimos que

2= Xy (2.38)

y = X—(p,X>q— <]5,X>Cj

Teorema 2.2.1 (Teorema da Variedade Central) Localmente, existe um conjunto in-
variante W€(0) de (2.36) que € tangente a T em eq = 0. Tal conjunto € o grdfico de uma
aplicacao suave, cujas deriwvadas parciais de todas as ordens sao unicamente determinadas.
Se Yt denota o fluro associado a (2.36), entao eriste uma vizinhanga U de eq = 0, tal que
se Y'x € U para todo t > 0 (t < 0), entao P'x — W<(0) para t — +oo (t — —o0). Ver
Kuznetsov [6]. O
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Definicao 2.2.2 W€ é chamado de variedade central.

Considere uma variedade central W€ que tenha a mesma classe de diferenciabilidade
(finita) que f (se f € C* para algum k finito, W¢ é também uma variedade de classe C*)
em alguma vizinhanga U de e¢y. Contudo, quando k — o0, a vizinhanca U podera encolher
e, em alguns casos, resultar na nao—existéncia de uma variedade W€ de classe C*°, para

algum sistema C'°.
Assim, o sistema
x = f(x), x e R",
pode ser escrito como

2= DBz+g(z,y),
y = Cy + h(z,y),

(2.39)

onde z € T¢, y € T**, B é uma matriz 2 x 2 formada pelos autovalores com partes reais
nulas, e C' é uma matriz (n — 2) x (n — 2) formada pelos autovalores com partes reais nao
nulas. As fungoes g e h tém a expansao de Taylor comecando com os termos quadraticos.
A variedade central W€ do sistema (2.39) pode ser localmente representada como um

grafico de uma fungao suave
We={(z,z,y):y=V(z2)}.

Veja Figura 2.5. Aqui, V : T¢ — T*" e devido a propriedade de tangéncia de W€,
V(z,2) = O(|2*).

Qualquer vetor z € T pode ser representado como z = wq + wq, onde w = (p,z) € C.
A variedade central bidimensional pode ser parametrizada por w, w por meio de uma
imersao da forma x = H(w,w), onde H : C*> — R" tem sua expansio de Taylor da forma

1 .
hipwlw® + O(Jwl®), (2.40)

H(w,w) =wq+wg+ Y T

2<j+k<5
com hj, € C" e hy, = hy;. Substituindo (2.40) em (2.36), obtém-se a seguinte equagio

diferencial

H,w' + Hyw' = F(H(w,w)), (2.41)
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'y
WCZ{y:V(z,Z)}
___7
0 z
T ={y =0}

Figura 2.5: Variedade central como um gréfico de y = V(z, 2).

onde F' é dada pela expansao (2.19). De acordo com a férmula (2.25), temos que o campo
restrito a variedade central pode ser escrito na forma

: 1 1
w' = iwew + 5921w|w\2 + Eg32w|w]4 + O(|wl®), (2.42)

com gj; € C. Em outras palavras, o que estamos fazendo é projetar o campo de vetores
sobre a variedade central. Assim, sobre a variedade central, a equacao diferencial se

comporta como no plano.

Observagao 2.2.1 Temos que a equagdo (2.42) € exatamente igual a equag¢ao (2.25).
Vejamos, w?w = w|w|?, ww? = w|w|* e tomando

1 1

= 5921 € Co = 3932

chegamos a equacao (2.42).

Temos

L

1 1
H, = q+h20w+h11w+§h30w2—|—h21wu7+§h12u72+6

1- 1
hao w3 + 5 h31 ww + 5 hoo ww?

1 1
+8 hi3 w3 4 Z hao w2w? + ...,

1 1 1 1 1
Hy = q+h11w+h02u‘)+h12ww+§h21w2+§h03w2+ihlgww2+§h22w2w+gh31w3

1 1
+6 ho4 w3 + 6 hso wiw + ... .
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Aplicando H,,, Hg, w', w' em (2.41), temos

1
wa/ + H@w, = qiwo w — Cjiu)g w + hggiwo ’UJ2 - h02iw0 11_)2 + 5 hgoiwo ’UJ3
1 1 , _ 1 1 . 7 1 . 1 _
+ (5 g9+ 3 hzlle) W + (5 G921 = 5 Mo zwo) ww? — 5 fos io W + & haoicvo w?

1 1 . B 1 1 1 B 1 i _
+ (5 ga1hoo + 3 h:ﬂwo) w4+ (2 g21hi1 + = 5 921h11) w?w? + <§ ho2g21 — 3 h13wo> wiw®

1 o 1 1 _
6 hoaiwo w* + <E q932 + 3 5 g21ho1 + - h32zw0 + - 1 h21921> ww? + ... .

Por outro lado,

F(H(w,w)) = A(q)w+A(cj)w+w2<% B(q,q)—l—%A(hzo)) +u‘)2<% B(q, q)+%A(h02)) +
ww(B<q,q>+A<hn>) o (§ Ol a.0) + 5 Bl )+ § Al ) + 00 (5 0l +

1 1 1 1
B(hi, Q)+2 B(q, h20)+ A(ha) ) ww (50 4,7, q)+B(hi1,q )+2 B(q, h02)+2 A(hn))

w

1
(q,q,q)+§B(h02, q)+— A(h03)> w4(24 D(q,q,q, q)+ C(hao, q, Q)+6B(h307 q)+

VR
[N

1 1 1
B(h207 q, Q)‘i‘ﬂ A(h4o)> +ww (6 D(@ q,4, Q)+§ C(hlla q, C])+§ C(@» hao, Q)+§ B(hm, C])+

1 1 1 1
B(hu, h20)+6 B(q, hso)+ = A(h:n)) +w’w? (Z D(q,q,q, C])+— C(ho2,q,q)+C(q, ha1, q)+
1 1 1 1
(h12,9) + = 5 B(hn,hn) + - C’(q g, ha) + = 1 B(hog, hao) + = 5 B(q, ha1) + A(h22)> +
1

B
PR 1 1 1 ,
—4 (7.9,9, 7 + C(h027q7 q)+= B(hos, Q) +< B(hoz, ho2)+— A(ho4) +ww?| =
C(

N~ N~ o~ g

W~ |

D —
1

1 1 1
(h11,0,9) + = C(q, ho2,q) + 5 B(h12,q) + = B(q, hos) + 5 B(hoz, h1) + —A(h13)) +

N | — g|

2 6 2 6

- 1 1 B 1 o
? E(q 7,4,9,9)+=—= D(ho2, 4, q,9)+5 D(q, h11,q,9)+~ D(q, G, hoo, q)+
12 12 2 4

1

1 1 1
5 C(hn, hi, )+— C(hoz, hao, )+— C(q, ha1, C]H— C(q, h, h20)+— C(q,q, hso)+

SOJ
g

O(h127 q, Q>+

1 1 1 1
1 B(hia, hao) + = B(hn, ha1) + D B(hog, hso) + = G B(q, ha1) + D A(h32)>-
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Aplicando (H,w' + Hgzw') e F(H(w,w)) em (2.41), temos

(

qive = A(q),
qivy = —A(q),
hao = (2iwel, — A)"'B(q,q),
! hy = —-AYB(qg,7q), (2.43)
hoe = (=2iwel, — A)~'B(q,9),
hyo = (Biwel, — A)~H(C(q,q,9) + 3B(hao, q)),
hoy = (=3iwol, — A)"H(C(q,q. 9) + 3B(ho2, 7)),

\

onde I, é a matriz identidade n x n.

Obtemos um sistema singular para o termo hg;
(iwolp — A)ho1 = C(q,q,q) — G219 + 2B(h11, q) + B(q, hao), (2.44)

que possui solugao se, e somente se,

(r.C(q,9,q) — 9219 + 2B(h11,q) + B(q, hao)) = 0.

Sendo assim,

go1 = <p7 C(ij q, q) + 23<h’117 Q) + B(Q? h20)> 3

onde hj; e hgg sdo dados por (2.43).

O primeiro coeficiente de Lyapunov, conforme equagao (2.31), é dado por

R 0 1
h = ¢ a(0) = Re go1,
wWo 2(,(}0
ou seja,
1
ll = —Re [(pa C((:?’ q, Q)> + 2 <p7 B(hlla Q)> + <p7 B(Q7 h20)>] . (245)

2(.4)0

Podemos encontrar o valor de hg; resolvendo o seguinte sistema

iwol, — A q ha1 B C(q,q,9) — 9219 + 2B(h11,q) + B(q, hao) (2.46)

D 0 s 0

tal que (p, ho1) = 0.
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Lema 2.2.2 O sistema (2.46) € nao singular, e se (9,1) é solugao, tal que (p,v) = 0, 9
é solugao de (2.44).

Demonstragao 2.2.2 Escrevamos R" = T° @ T*", onde T e T*" sao, respectivamente,
autoespaco generalizado de A correspondente aos autovalores com parte real nula e au-
tovalores com parte real nao nula, ambos invariantes por A. Pelo Lema 2.2.1, temos que

Y € T% se, e somente se, (p,J) = 0.
Defina

v =C(q,q,9) — gnq + 2B(h11,q) + B(q, hao).
Seja (9,7) a solucao da equagao obtida a partir de (2.46). Equivalentemente,

(twol, — A)) + rq = 0,
(p,¥) = 0.
Da segunda equagao de (2.47) segue que ¥ € T*", e consequentemente, (iwyl, —A)J € T*".
Portanto (p, (iwgl, — A)Y) = 0.

(2.47)

Agora, do produto interno de p com o primeiro termo de (2.47), vem

<p7 (iWOIn—A)ﬁ + rq) =0
= (p, (woln — A)0) + r(p,q) = 0.

Como (p,q) = 1e (p, (iwgl, — A)Y¥) = 0, temos
r{p,q) = 0 < r = 0.
Substituindo r = 0, na primeira equacao de (2.47), temos que

twol, — A9 = 0
(i ) (2.48)
= U = agq,

a € C. No entanto,
0= (pd) = pag = alpg = «

que em (2.48), nos fornece 9 = 0. Portanto, (¢,r) = (0,0). Logo, o sistema (2.46) é

nao singular.
Seja agora (1, r) solugao de (2.46). Entéao, temos

(iwol, — A)Y + rq = v, (p,¥) = 0. (2.49)
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Da segunda equacao de (2.49), segue que v € T*", e que
(iwol, — A)Y € T

= (p, (iwpl,, — A)J) = 0.

Fazendo o produto interno de p com a primeira equacao de (2.49) temos que
(p, (iwoly — A)0 + rq) = (p,v)
= (p, (iwol, — A)0) + r(p,q) = (p,v).

Como (p,v) = 0, (p,q) = 1, (p,(iwel, — A)Y) = 0, segue que r = 0. Substituindo
r = 0 na primeira equagao de (2.49) obtemos

(iWo[n — A)ﬁ = .

Logo, ¥ é solugao de (2.44). O
Observagao 2.2.2 De forma andloga, obteremos hss.

Os termos seguintes, serao necessarios para calcularmos o segundo coeficiente de Lya-

punov.

(

hyo = (4diwol, — A)"H(D(q,q,q,q) + 6C(ha,q,q) + 4B(hso, q) + 3B(hao, hao),

h31 = (21w0[n - A)_I(D(ga q,49, q) + 3C(h117 q, Q) + 30(67 h20> C]) + 3B(h217 Q)
—3g21hoo + 3B(ha1, hao) + B(q, hso)),

hoe = —AND(q,q,q,9) + C(ho2,q,q) +4C(q, b1, q) + 2B(hi2, q) + 2B(hay, h11)<2 50)
+C(q, @, hao) + B(hoz, hao) + 2B(q, ho1) — 2h11(g21 + §21)),

h13 - <_2ZWOIYL - A)_l(-D(q7 67 67 (j) + SC(hlh (j? Cj) + SC<QJ h027 Cj) + 3B<h127 q)
+B(q, hos) + 3B(ho2, h11) — 3 ho2 g21),

hos = (—diwol, — A)"HD(q,q,q,q) + 6C(ho2,q,q) + 4B(ho3q) + 3B(hoz, hoz))-

\

q,
Para [y = 0, devemos ter go; + g21 = 0, de onde o iltimo termo de hyy se torna nulo.

O termo singular associado a hsy, é dado por

(iwoln — A)hs2 = E(4,4,9,9,9) + D(ho2,4,4,q) + 6D(q, h11, ¢, q) + 3C(h12, ¢, q)
+6C (h11, hu1, q) + 3D(q, q, hao, @) + 3C (hog, hao, q) + 6C(q, ha1, q)
+3B(has, q) + 6C(q, h11, hao) + 3B(hi2, hag) — 6g21ho1 + 6B (hi1, hao1)
+C(q, q, hao) + B(hog, hao) + 2B(q, h31) — 3ha1g21 — g324.
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Fazendo

H32 = E((j> Q7 q,4, q) + D(h’027 q,4, q) + 6D((j, h117 q, C]) + 3C(h127 q, Q)
+6C (h11, h11,q) +3D(q, G, hao, q) + 3C (hoz, hao, q) + 6C(q, ha1, q)
+3B(hag, q) + 6C(q, hi1, hao) + 3B(hia, hag) — 6g21hor + 6B(hi1, hay)

+C(q, G, hao) + B(hoa, hso) + 2B(q, ha1) — 3ha1Ga1,
podemos reescrever
(iwoly, — A) hsa = Hzz — g3,
que possui solugao se, e somente se,

(p, Hsy — g32‘]> =0
g32 = <p7 H32> )

sendo que os termos —6ga1 ho1 € —3ha1Go1 NAO entram na dltima equagao pois, (p, ha1) = 0.

O segundo coeficiente de Lyapunov, conforme equagao (2.31), é definido por

R 0 1
Iy = e (0) = Re g3,
Wo 12(,()0
ou seja,
1 _
Iy = 1200 Re [<pa E(Q) q,9, Q> + D((L 4,9, h20> + 3D(q, q,q, hgo) + 6D(q, q,q, hll)

+C(q,q, hao) + 3C(q, q, ha1) + 6C(q, G, ha1) + 3C(gq, hao, hao)
+6C(q, h11, h11) + 6C(q, hao, h11) + 2B(q, ha1) + 3B(q, ha2)
+B(hgo, h3o) + 3B(ha1, hao) + 6B(h11, ha1))]

(2.51)

Consideremos novamente a equagao diferencial (2.1) tal que as condi¢oes definidas na
p. 6 sejam satisfeitas. Temos que F'(x) é uma funcao de x suave com respeito a &, com
sua expansdo de Taylor dada por (2.19) e A(§) = fx(0,&y) corresponde a parte linear do

sistema com um par de autovalores complexos

A(€) = AE), Aa(€) = A(8).

onde

A(E) = (§) +iw(8),
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satisfazendo a condicao de Hopf para £ =0

7(0) =0, w(0) =wy > 0.

Um ponto de Hopf ey é um ponto de equilibrio de (2.1) onde a matrix Jacobiana
A = f.(eo, &) tem um par de autovalores imaginarios puros A = £iwy, wy > 0, e nao
admite nenhum outro autovalor com parte real nula. No ponto de Hopf, uma variedade
central de dimensao dois estd bem definida e ¢ invariante pelo fluxo de (2.1) podendo
ser continuada com uma classe de diferenciabilidade suficientemente grande para valores
dos parametros tomados suficientemente préximos. De fato, é conveniente definir uma
série de Taylor infinita da variedade central, bem como de sua continuacao, com duas
destas variedades tendo contato com uma arbitraria e suficientemente grande classe de

diferenciabilidade.

Um ponto de Hopf é chamado transversal se os autovalores complexos que dependem
do parametro interceptam o eixo imaginario com derivadas nao nulas. Em uma vizi-
nhanca de um ponto de Hopf transversal - ponto H1 - com [; # 0 a dinamica do sistema
(2.1), reduzido a uma familia parametro dependente de variedades centrais, é orbitalmente

topologicamente equivalente a seguinte forma normal complexa

w = (y 4+ iw)w + Lww|?,

w € C, v, w e l; sao fungoes a valores reais possuindo derivadas de ordens arbitrariamente
grandes, as quais sao continuacgoes de 0, wy e o primeiro coeficiente de Lyapunov no
ponto H1. Veja [6]. Quando l; < 0 (I; > 0) uma familia de 6rbitas periddicas estaveis
(instaveis) podem ser encontradas nesta familia de variedades, reduzindo a um ponto de

equilibrio em H1.

Um ponto de Hopf de codimensao 2 é um ponto de Hopf onde [; se anula. Este é
chamado transversal se ¥ = 0 e [; = 0 tém intersec¢ao transversal, onde v = v(§) ¢é a
parte real do autovalor critico. Em uma vizinhanca de um ponto de Hopf transversal de
codimensao 2 - ponto H2 - com [l # 0 a dinamica do sistema (2.1), reduz-se a uma familia
parametro dependente de variedades centrais e é orbitalmente topologicamente equivalente

a

w = (v +iw)w + nw|w|* + lww|?,
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onde v e 1 podem ser entendidos como parametros. Veja [6]. O diagrama de bifurcacao

para ly # 0 pode ser encontrado em [6], p. 313, e em [17].

Os préximos teoremas nos mostram como verificar a condicao de transversalidade para

a bifurcacao de Hopf genérica e a bifurcacao de Hopf degenerada.

Teorema 2.2.2 (Condicao de transversalidade para a bifurcagao de Hopf genérica)
Considere o sistema (2.1), cuja matriz Jacobiana A(&) possui um par de autovalores pu-

ramente imagindrios para £ =0, A2 = v(&) £ iw(€), v(0) =0, w(0) =w > 0. Entao,

7'(0) = Re (p, A'(0)q),

onde p,q € C" satisfazem

A(O)q = iqu, AT(O)p = _Z'WOZ% <p7 Q> = 1.

Demonstracao 2.2.2 Derivando ambos os membros da equagao

com relagao a &, obtemos

A'(€)q(§) + A)q (&) = N (§)a(&) + A&)d (€)-
Aplicando, agora, o produto escalar por p em ambos os membros, temos

0. Aq+Ad) = (p,Nqg+ )
= 0, A9+ . Ad) = P, Nqg)+ (p,\)
= (p,Aq)+(ATp,¢") = N{p,q) + Xp,q).

Para ¢ =0, A"p = —iwyp, portanto

{p, A(0)q) +iwo (p,q') = (Y(0) +iw'(0)) (p, q) + iwo (p, ¢')
= (p, A(0)q) = (+'(0) +1iw'(0)) (p,q)

e, finalmente, como (p,q) =1,

(p, A'(0)g) =~'(0) +iw'(0).
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Teorema 2.2.3 (Condigao de transversalidade para a bifurcagao de Hopf degenerada)
Considere o sistema (2.1), tal que as condigoes para a bifurcagdo de Hopf degenerada, des-
critas no Teorema 2.1.2, sejam satisfeitas. Assim, temos que a aplicagcio & — (y(§), 11 (€))
€ regular ao longo de l; = 0 se, e somente se, Vv e Vi sao linearmente independentes ao
longo desta mesma curva, ou seja, as superficies v =0 e l; = 0 se interceptam transver-

salmente. O



Capitulo 3

Estudo Qualitativo do Modelo em R?

3.1 As equacoes desacopladas

Nesta secao estudaremos o modelo (1.5) que como vimos é dado por

v = —a(r + by + 2xy + y? + x2y?) + c(x — 2),
v =z +y+2xy+ v+ 2y’
2= —a(z + bw + 22w + w? + zw?) + ¢(z — x),

\ w =z +w+ 22w + w? + 2w?,

tomando ¢ = 0, ou seja, com as equacoes desacopladas, para assim obtermos informagoes

que irao nos ajudar, posteriormente, a analisar este por completo.

O sistema desacoplado fica, entao, dado por (1.4)

v = —a(x + by + 22y +y* + 2y?),
Y =x+y+2zy+y* + ay?,

e temos que este sistema apresenta um unico ponto de equilibrio, sendo ele (z,y) = (0,0).

Lema 3.1.1 A linearizagdao do sistema (1.4) aplicado na origem apresenta 2 autovalores

dados por
1 1
)\1:5(1—@)—{—5\/(1—@)2—4&(17—1), .
3.1
N = %(1 _a)— %\/(1 = 4= T).

46



47

Demonstracao 3.1.1 Sendo J(z,y) a matriz Jacobiana do sistema desacoplado (1.4),

calculada em (z,y), temos

—a —2ay — ay® —ab — 2ax — 2ay — 2axy

J(2,y) =
1+ 2y + o> 1422 + 2y + 2zy
Na origem, temos
—a —ab
J(z,y) = J(0,0) =
1 1
Assim
T =trJ(0,0)=1-—a,
e

D =det J(0,0) =a(b—1).
Logo, a equacao caracteristica fica definida por
N —TA+D=0

e seus autovalores sao dados por

T  1%*—-4D
M=y E T

ou seja,

1 1 >
Mgzia—@i§¢a—a)—@@—n.

Lema 3.1.2 A origem (0,0) é um equilibrio
(a) repulsor, se 1 —a > 0,
(b) atrator, se 1 —a <0,

(c) equilibrio nao—hiperbdlico, se 1 —a = 0.

Demonstragao 3.1.2 Visto que a > 0 e b > 1 (plano de parametros), temos a(b—1) > 0.
Assim, —4a(b—1) <0, e

(i) se 1 —a > 0, entao ReA; > 0 e Rely > 0, e teremos um equilibrio repulsor,
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(ii)) se 1 —a < 0, entdo ReA; < 0 e Reds < 0, e teremos um equilibrio atrator,
(iii) se 1 —a = 0, entdo ReA; = 0 e Re)y = 0, e teremos, portanto, um equilibrio

nao—hiperbdlico. O

Assim, quando tomarmos 1 —a = 0 a matriz J(0,0) terd os autovalores dados por
Al = —Xy = iy/b—1. Assim, fica definida a reta de Hopf Hy = {a = 1} no plano de

parametros. Veja Figura 3.1.

0.5 1.0 1.5 2.0 ¢

Figura 3.1: Reta de Hopf Hj.

3.2 Encontrando o primeiro coeficiente de Lyapunov

Consideremos o sistema (1.4). Temos que este sistema pode ser reescrito como

fl—f I —ab x N —2axy — ay® — axy? (3.2)
4y 11 Y 2xy + 1% + xy?

onde chamaremos de

—a —ab
A= (3.3)
1 1

a matriz correspondente a parte linear deste sistema, e de

F(x) —2azy — ay® — axy?
X) =
2xy + y? + xy?
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a fungado que corresponde a parte nao linear de (3.2). Portanto, sendo x = (z,y), temos

que o nosso sistema sera dado por
x = Ax + F(x).

A é exatamente a matriz Jacobiana do sistema (1.4) aplicada em (0,0) e F(x) os termos

de ordem 2 e superiores.

Assim, tomando os parametros sobre a reta Hy no plano de parametros, temos que os

autovalores do sistema (1.4), ficam dados por

/\1 = i\/b-]. = Z.u)(),

(3.4)
)\2 = —i\/b—l = —?:WO,

onde wyg = vb—1 > 0. Conforme a secao 2.2, p. 32, chamaremos de ¢ o autovetor

correspondente a A\; = iwy. Calculando este autovetor, obtemos
q=(—14iwp,1). (3.5)

Na verdade, sabemos que qualquer miltiplo nao nulo de ¢ serd autovetor correspondente
a A\ = 1wy, o comprimento escolhido, porém, alterara o valor do coeficiente de Lyapunov,
mas nao o seu sinal. Veja Observagao 2.1.1, p. 29. Calculamos agora p, o autovetor de

AT correspondente ao autovalor —iwy , normalizando p para que {p,q) = 1, obtemos

7 .

Lema 3.2.1 As fung¢oes multilineares B(x,y) e C(X,y,2), comx = (21,y1),y = (22,y2),2 =

(73,y3) € R?, para o sistema (1.4), sao dadas por

—2ax1y2 — 2ay172 — 2ay1y2
B(X7 y) = )
221Ys + 29122 + 2Y1Y2

—2ax1Yy2y3 — 2ay172Y3 — 2ay1Y2T3
C(x,y,z) =

271Y2y3 + 2y172Y3 + 2y1Y2T3
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Demonstracao 3.2.1 Notemos inicialmente que as fungoes B e C', como acabamos de

definir, satisfazem a férmula (2.19).

Seja x = (z,y), entao,

—daxy — 2ay?
B(x,x) = TR
4oy + 2y
—6axy?
C(x,x,x) = ,
61>

Portanto,

F(x) = %B(X,X) + %C(X, x,x) + O(||x|).

Para encontrarmos as fungoes B e C' utilizamos as formulas definidas no Capitulo 2, e

dadas por
2
9?F;(n,0)
BZ X, - ’ X s
( Y) ;1 an]ank Yk
JR= n=
=~ °Fi(n,0)
Ci A = - j ’
(X y Z) Z anjankanl ijkzl
J,k,0=1 n=
para i =1,2.
Para encontrarmos Bj(x,y), por exemplo, consideramos Fi(x,y) = —2axy — ay® e
calculamos
oF oF
i —2ay, it —2ax — 2ay,

Assim, temos que
Bi(x,y) = Omize —2ay179 —2ar1y2 —2ay1ys,
ou simplesmente

B1(X7 Y) = —2ay172 — 2a71Y2 — 2ay1Y2.
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Trabalhando de modo andlogo, obtemos as fungoes By, C e (5, e com isso concluimos

o resultado. O

Assim, as fungoes B(q,q), B(q,q) e C(q,q,q) ficam dadas por

1
B(q7 Q) = —2(2%00 - 1) | 5
) 1
B(q,q) = ,
1
_ . 1
C(q,4,q) = 2(3 —iwy) ,

Seja agora

hi = —A"'B(q,q)

hao = (QiWOIQ - A)_lB(%Q)-

Entao, hi1 e hyg ficam dados por

Calculando entdao B(q, h11) e B(q, ha), temos

1
B(Qa hll) =—4 1 9

4(2iwg — 1) (wo — 27) 1
3&)0 _1

B(Cja hQO) -
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Portanto, de <p7 B(q7 hll))a <p7 B(Q) h20)> € <pa O(Qv q, Q)>7 temos

<p7 B(Qa hll)) =2,

2(3wp + 2i + 2iw?)
3(,00

(p, B(q, hao)) = —

<pa C(qv q, Cj>> =-3+ Z.WO-

Como

(p, B(¢,—A™"'B(q,7))) = (p, B(q, hn1))

<p> B(é? (QiWOI2 - A)_lB(qa Q))> = <pa B(Qv h20)> )

a férmula para o célculo do coeficiente de Lyapunov, vista em (2.45) p. 39, é dada por

1
ll = 2_%R€[<p7C(Q7Q7q_>> +2<p7B<Q7 h11)> + <p7B(q_7 h20)>]
De onde, temos que
- 1
L 2(,00.
Mas, wy = v/b — 1, assim [; fica dado por
1
= ———— 3.7
Ty —1 (3.7)

e, portanto, a bifurcacao de Hopf é nao—degenerada pois [; # 0, mais especificamente,

l; <O.

3.3 A condicao de transversalidade

Consideremos a matriz A do sistema (3.2), dada em (3.3), mantendo a dependéncia com

relacao ao parametro a, conforme sugere o Teorema 2.2.2, p. 44. Calculamos, entao,

0

—A =A(1
da |,_, (1),
obtendo
-1 -b
A1) = (3.8)
0 0
Calculando, agora, 7'(1) = Re (p, A’(1)q), obtemos
1
/
1) = —=
Y1) =-3,

e, portanto, 7/(1) # 0, como querfamos.
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3.4 Teorema de Hopf para o sistema (1.4)

De acordo com as andlises da condigao de nao—degenerescéncia (se¢ao 3.2) e da condicao

de transversalidade (segao 3.3) acima, podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 3.4.1 Considere a familia a 2-parametros de equacoes diferenciais ordind-
rias (1.4). Entao, para a = 1 e todo b > 1, o ponto de Hopf (0,0) é um foco atrator
fraco. Além do mais, para a < 1 suficientemente pequeno, existe uma orbita periddica

atratora envolvendo o equilibrio repulsor na origem. Veja Figura 3.2.

by

S
I
—_

S

o

Figura 3.2: Diagrama de bifurcacao do sistema (1.4) na origem.



Capitulo 4

Estudo Qualitativo do Modelo em R?

4.1 Os pontos de equilibrio

Consideremos o nosso sistema (1.5), que como vimos é dado por

v = —a(r + by + 2zy + v + 2y?) + (v — 2),
v =z +y+2xy+ v+ 2y’
2= —a(z + bw + 22w + w? + zw?) + ¢(z — x),

\ w =z +w+ 22w + w? + zw?.

Este sistema apresenta cinco pontos de equilibrio, sendo eles

€0 = (0707070)7

1 1 ab-1)
= (21— -2 7
€1 ( 27 9 9 c ) )7

1 ab-1) 1
fry _—— — —1 ——
€2 ( 9 c ) ) 27 )7

€34 = (p— b7 P )
’ T p+1T 2p+1'p41)7

onde p satisfaz a equacao

2cp? + (2p+1)(2¢+a(b—1)) = 0.

o4
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4.2 Analise do espectro

Seja J(x), x € R%, a matrix Jacobiana de (1.5), dada por

011 012 —C 0

021 092 0 0

J(x) = ;
—c 0 o33 o34
0 0 o043 owm
onde
o1 = —a-—2ay—ay’®+c,
019 = —ab—2ax — 2ay — 2axy,
oy = 142+

0y = 1422+ 2y+ 2y,

o33 = —a—2aw — aw® +c,

034 = —ab—2az — 2aw — 2azw,
o3 = 142w+ w?

o = 14224 2w+ 2zw.

4.2.1 O equilibrio ¢,

Lema 4.2.1 A linearizacio do sistema (1.5) no ponto ey apresenta quatro autovalores

dados por
o= 5 (la- s VEm TP we - D).
N = % (—(a —1) = /la— 12— da(b - 1)) :
A3 = %(—(—1—204—@)4—\/(—1—20+a)2—4(a(b—1)+2c)>,
Ay = %(—(—1—20+a)— \/(—1—20+a)2—4(a(b—1)+20)>.

Demonstracao 4.2.1 Calculando J(x) em eg, obtemos



56
Assim, a equacgao caracteristica pode ser encontrada resolvendo
det(J(eg) — Aly) =0,
onde I, é a matriz identidade 4 x 4. Obtemos, portanto, a equacao
[N+ (a—DA+alb—1)] [N+ (=1 —2c+a)A+ (2c — a + ab)] = 0.

Logo, os autovalores ficam dados por

Ao = —%(a 1)+ %\/(a —1)2 —4a(b—1)

1 1
Az a4 = —5(—1 —2c+a)+ 5\/(—1 —2c+a)?—4(a(b—1) +2¢) .

Lema 4.2.2 O equilibrio eq = (0,0,0,0) €
(a) repulsor, se a < 1;
(b) sela 2—2, se 1 < a <1+ 2¢

(c) atrator, se 1+ 2¢ < a.

Demonstracao 4.2.2 Visto que em D (espaco de parametros) temos a(b— 1) > 0, segue

que
(i) se 1 —a >0, entdo ReA; > 0 e Rely > 0;
(ii) se 1 —a =0, entdo ReA; =0 e Rely = 0;
(iii) se 1 —a < 0, entdo ReA; < 0 e Rely < 0.
Visto que em D também temos (a(b — 1) + 2¢) > 0, segue também que
(i) se 1 +2¢—a > 0, entdo Redg > 0 e Rely > 0;
(ii) se 1 +2¢c —a =0, entdo Red3 =0 e Rely = 0;

(iii) se 1 +2c—a < 0, entdao Redy < 0 e Rely < 0.
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Com base nestes resultados temos ainda
(i) se a < 1, entdo Re\; > 0, i = 1,2,3,4, assim ¢y é um repulsor;

(i) se 1 < a < 142¢, entdo ReA; <0, Rely <0, Rel3 > 0 e Rely > 0, assim e é uma
sela 2—2;

(iii) se 1+ 2¢ < a, entdao Re); < 0, i =1,2,3,4, assim ¢y é um atrator.

Teremos ainda que o equilibrio ey é nao—hiperbdlico em um dos seguintes casos:
(i) se 1 —a =0, pois teremos autovalores A\; = —X\y = iv/b — 1, ReA3 # 0 e ReXy # 0;

(ii) se 1 4+ 2¢ — a = 0, pois teremos autovalores Re\; # 0, Rehy # 0 e A3 = —\y =
i/b2c+ 1) —1.

As superficies Hy = {a =1} e Hy = {a = 2c+1} em D podem corresponder aos lugares
geométricos para as bifurcagoes de Hopf. Para uma ilustragao de como sao as superficies

H, e Hy, veja Figura 4.1.

Figura 4.1: Superficies H; e Hy, respectivamente.
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4.2.2 Os equilibrios ¢; e ey
As matrizes Jacobianas J(x) em e; e es resultam em

—4a+c¢ —ab —c 0

4 1 0 0
J(e1) =
—c 0 ¢ 2a—ab
0 0 0 -1
e
¢ 2a—ab —c 0
0 -1 0 0
J(eg) =
—c 0 —4a+c —ab
0 0 4 1

A equacao caracteristica para ambos os casos sera dada por

(L4 A) [N = (14 2c — 4a)A* — (—2c¢ + 4a — 4ab + 4ac)A — dac(b—1)] =0.  (4.1)

Segue que um autovalor é
)\1 - —1
e os outros autovalores serao dados pelas raizes de

AN — (1 4+ 2¢ — 4a)\* — (—2c + 4a — 4ab + 4ac)\ — dac(b— 1) = 0. (4.2)

Assim, tanto para e; quanto para ey e para parametros (a, b, c) € D, vale ac(b—1) > 0.
Logo, a equagao (4.2) possui apenas solugoes nao nulas. Podemos dizer ainda, com base

em (4.2), que pelo menos uma das suas solugoes, digamos Ay, é positiva.
Pelo Critério de Routh-Hurwitz, ver Pontryagin [11] p. 58, se
a1y = a3 (4.3)
onde a1, as e az sao os coeficientes do polinomio
A4+ N2 4 ao) + a3 =0,

entao teremos um par de autovalores imaginarios puros.
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Assim, como em D vale ac(b— 1) > 0, temos que
—4ac(b—1) <0,
ou seja, ag < 0. Para que a igualdade (4.3) seja valida deveremos ter também
a1 <0 e ay >0,
ou
a1 >0 e ayg <O.

Porém, como a; é dado por menos a soma dos autovalores, Ay é positivo e sendo A3 e A4
o par de autovalores imaginarios puros, temos que a; deve ser negativo, ou seja,
a; < 0.
Logo,
—(2c—4a+1)<0
2c+1

o< = (4.4)

Ainda pelo critério de Routh—Hurwitz temos também que a superficie Hs do espago
de parametros D correspondente aos valores para as bifurcagoes de Hopf serd definida

implicitamente por
[—(2¢c —4a + 1)] [2(c — 2ac + 2ab — 2a)] = —4ac(b—1).

Assim, encontrando b em funcao de a e ¢ obtemos explicitamente a superficie Hs e a
representaremos por b = b,., onde

c(2a —1)(2¢ —4a+1)
2a(c—4a+1)

com ¢ —4a+ 1 # 0. Veja Figura 4.2.

Para valores dos parametros fora de Hj, temos as seguintes situacgoes:

e se b > b, ouseja, se b€ Dy, onde Dy = {(a,b,c) € D/b > b.}, entdo a parte real dos

autovalores A3 e A\y é menor que 0 e teremos uma sela hiperbdlica 3—1,

e se b < b, ouseja, se b € Dy, onde Dy = {(a,b,c) € D/b < b.}, entdo a parte real dos

autovalores A3 e Ay é maior que 0 e teremos uma sela hiperbélica 1-3.



Figura 4.2: Superficie Hs.

4.2.3 Os equilibrios e3 e ¢4
A matriz Jacobiana aplicada em e3 e ey4 fica dada por

o1 —ab —c 0

J(63) = J(€4) = s

onde

—2a(b—1) 4 (b —3)c — 2y/a\/(b— 1)(a(b — 1) + 2c)

b—1 ’
_ 4c*
T AVl — )+ V- Db -1 + 20
e —2a(b—1) + (b —3)c+2y/ay/(b—1)(a(b — 1) + 2¢)
33 = b_1 ;
e 2(a(b—1) + ¢ —vay/(b—1)(a(b—1) + 2¢)
43 a(b—1) '

Como a equacao caracteristica é dada por det(J(eg) — Aly) = 0, temos que

M AN 4+ Ao\ + Ash + A, =0,
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com Aq, As, Az e Ay dados por

2
Al = ﬁ(l—Za—b—i—?)c—i—Zab—bc),
1
Ay = W(1 —8a — 2b + 12¢ + 20ab — 4ac — 20bc + 8abc + b* + 8¢* — 16ab?
—4bc* + 8b%c — 4ab*c + 4ab®),
2
Ay = — = (2a — 3¢ — 4ab + 4ac + 3bc — 6abc — 8¢* + 2ab® + 2bc* + 2ab*c),

Ay = 4dc(a(b—1) 4+ 2c).

Como Ay > 0 para (a,b,c) € D, segue que \; # 0,7 =1,2,3,4.

A condicao necessaria para a existéncia de um tunico par de autovalores imaginarios

puros é
A; Aj Ay
A — — +A,—=A 4.
1;/,éo,Al>o, R, PR =0 (4.7)
ou
A = 0, Ag =0, Ay <. (48)

As condigbes (4.8) nao sao satisfeitas para parametros em D.
A equagao (4.6) tem dois pares de autovalores imagindrios puros se, e sé se,

Al == 0, Ag - O, AQ > 0, A4 > O (49)

Denotemos por Hy o conjunto de parametros (a,b,c) € D satisfazendo as condigoes
dadas em (4.7). Entao, tomando valores para os parametros sobre a superficie Hy, temos
que estes correspondem a valores para as bifurcagoes de Hopf nos equilibrios e3 e 4. Assim,
para c fixo, as condigbes (4.7) sao satisfeitas para (a,b) situados sobre a curva A; ou A,.

Veja Figura 4.3.

Para obtermos a Figura 4.3 tomamos ¢ = 4, e assim obtemos o plano (a, b) dado, onde
temos que a regiao onde A3z /A; > 0 é a regiao preenchida da figura, e os parametros sobre
as curvas A; e Ay satisfazem a todas as condigoes de (4.7). Para valores dos parametros

sobre a curva A teremos que a condi¢cao Az/A; > 0 nao é satisfeita.

Enquanto isso, os parametros que satisfazem as condigoes (4.9) estao situados em uma

curva Hj correspondentes aos valores dos parametros para as bifurcagoes Hopf—Hopf nos



62

Figura 4.4: Curva Hs no espago de parametros (a, b, ¢), onde temos dois pares de autova-

lores imaginarios puros.

equilibrios ez e e4. Temos que o conjunto Hs é nao vazio, em particular o ponto (a,b,c) =
(0.229309, 2.57395, 2) € Hs. Como ilustragao deste fato temos a Figura 4.4 (a) que é dada
pela intersecgao das superficies {A; = 0} e {A; = 0} e a Figura 4.4 (b) que é dada pelo
complementar da intersec¢ao dos sélidos {Ay > 0} e {A; > 0}. Temos que Hjy é dado pela
curva intersecgao de {A; = 0} e {A3 = 0}, ou seja, 2, onde O = {A; =0} () {A; =0},
que se encontra “fora”de €9, onde Qy = Complementar de {Ay > 0} () {A4 > 0}. Veja
Figura 4.5.

Assim, para parametros em D, os equilibrios ndo-hiperbdlicos do sistema (1.5) s@o

somente do tipo Hopf ou Hopf~Hopf.
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Figura 4.5: Curva Hj.

4.3 As funcoes multilineares B, C, D e E

Consideremos novamente o sistema (1.5). Temos que este sistema pode ser reescrito como

le—f c—a —ab —c 0 T —2axy — ay® — axy?
dy 1 1 0 0 22y + y? + wy?
i | _ Y+ vy . (4.10)
% —c 0 c—a —ab z —2azw — aw? — azw?
13_1; 0 0 1 1 w 22w + w? + zw?
onde chamaremos de
c—a —ab —c 0
1 1 0 0
A= (4.11)
—c 0 c—a —ab

a matriz correspondente a parte linear deste sistema, e de

—2azy — ay® — axy?
2xy + % + xy?
F(X) _ yry Yy

—2azw — aw? — azw?

22w + w? + z2w?

a funcdo que corresponde a parte nao linear de (4.10). Portanto, sendo x = (z, vy, z, w),

temos que o nosso sistema sera dado por

x = Ax + F(x).
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A é exatamente a matriz Jacobiana do sistema (1.5) aplicada em eg, e F'(x) contém os

termos de ordem 2 e superiores. Assim, temos

Lema 4.3.1 As fun¢ées multilineares B(x,y), C(x,y,z), D(x,y,z,u) e E(x,y,z,u,V),
com X = (xlvylazbwl)ay = (xZay27Z27w2)aZ = (333793,23771)3),11 = ($47y4az47w4)7v =

(75,5, 25, ws5) € R, para o sistema (4.10), sio dadas por

—2ax1y2 — 2ay1w2 — 2ay1y2
271Y2 + 2122 + 2912

B(X, y> = )
—2az1wy — 2aw1 29 — 2aW1 W9
22111}2 + 2UJ122 + 2w1w2
—2ax1y2y3 — 2ay1T2Y3 — 2ay1Y2x3
221Y2y3 + 2y172Y3 + 2y1y223
C(x,y,z) = ;

—2az1wWows — 20wy ZoWs3 — 2aW1We23

22111)211)3 + 211)12211)3 + 211)1'11}223

D(x,y,z,u) =0,

Ex,y,z,u,v) =0.

Demonstragao 4.3.1 Notemos inicialmente que as funcoes B(x,y), C(x,y,z), D(x,y,z,u)

e E(x,y,z,u,v), como acabamos de definir, satisfazem a férmula (2.19).
Seja x = (z,y, z,w), entao,

—4azxy — 2ay?

4y + 29>

B(x,x) = v
—4dazw — 2aw?

dzw + 2w?

—6axy?
61>
C(x,x,x) =

—6azw?

6zw?>
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D(x,x,x,x) =0,

Ex,x,x,%x,x) =0.

Portanto,

1
—E(x,x,x%,%,x) + O(||x]|%).

120

1 1 1
F(x) = 2B(x x) + 6C(X X, X) + 24D(X X, X, X) +

Para encontrarmos as fungées B(x,y), C(x,y,z), D(x,y,z,u) e E(x,y,z,u,Vv) uti-

lizamos as formulas definidas no Capitulo 2, e dadas por

8n]ank jyk7
n=0
4
PF( 77,
n=0
~ 'F(n,0)
D; 7 j T
iy, w) Z | OO0 OO, O%ykzlu
77:
9°F;(n,0)
E j rUsy
¥, %u,v) Z OO ondnon,| I
7.k, Lr, n=0
parai=1,2 3,4.
Para encontrarmos Bj(x,y), por exemplo, consideramos Fy(x,y, z,w) = —2ary — ay?
e calculamos
oOF, oF; o, oF,
1o 9 T oar —2 2 9
0x4 Y oy Ly, 0z ’ own
0 (0 _ O (OR\ _ _,, 9 (ohN_, 9 (0hA)_,
alL‘Q T o 81’2 U1 a ’ 81’2 621 o 3x2 8w1 -
O (UYL, D(UR) Ly D(U), 2 (2R)
Yo I ’ Yo hn ’ dyz \ 02 ’ dyz \ Ow; ’
O(ORY_, 0 (ORY_, 0 (0R)_, @ (0RY_,
822 T o 6’22 U1 S 822 821 o 822 w1 o
9 9 9 9

Q
S
(Y]
7 N
Q
g5
N————
I
\.O
Q
S
(Y]
N
Q
g5
Il
\.O
Q
S
(Y]
N
Q
F|
N———
I
\‘O
Q
S
(Y]
VR
Q| Q
g |=
N——
Il
()
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Assim, temos

Bi(x,y) = Oziz9 —2ay122 +0z129  +0wiz9
—2ax1ys  —2ay1y2  +0z1y2  +0wiys
+OZE122 +0y122 +02122 +0w122

+0x1wy  +0y1we  +0z1we +0wqws,

ou simplesmente,
Bi(x,y) = —2ay1x2 — 2az1y2 — 2ay1Y>.

Trabalhando de modo andlogo, obtemos By, B3, By, Cy, Cy, Cs, Cy, D1, Do, D3, Dy, F1,

E>, E5 e E4, e com isso concluimos o resultado. O

Agora que encontramos as func¢oes multilineares simétricas podemos prosseguir encon-
trando os coeficientes de Lyapunov e assim estudar as bifurcagoes de Hopf para nosso

sistema.

4.4 Encontrando o primeiro coeficiente de Lyapunov
para a =1

Consideremos a superficie do espago de parametros H; = {a = 1}. Os autovalores de (1.5)

ficam dados por

A\ = iVh—1 = iwp,

Ay = —ivb—1 = —iw,
A3 = c++/A—((b—1)+20),
M o= c—y/—((b—1)+20),

(4.12)

onde wy = vb—1 > 0. Conforme a secao 2.2, p. 32, chamaremos de ¢ o autovetor de A

correspondente a A\; = iwy. Calculando este autovetor, obtemos
q=(—141iwp, 1, —1 +iwg, 1). (4.13)

Agora, calculando p, o autovetor de A" correspondente ao autovalor —\; e, normalizando

p para que (p,q) = 1, obtemos

11— w1, 1 — ). (4.14)

p= 40)()



Assim, as fungoes B(q,q), B(q,q) e C(q,q,q) ficam dados por

1
, -1
B(q,q) = 2(1 — 2iwy) |
-1
1
) -1
B(q,q) = ,
1
-1
1
B _ -1
C(Qa q, q) = 2<3 - ZwO) 1
-1

Seja agora

hiy = _AilB<Q7q_>

h20 = (27’("}0[4 - A>7lB(Q7 q)7

definidos em (2.43). Entao, hy; e hyy ficam dados por

1
0
hll =2 )
1
0
2— iu)o
2(2wq + 1) -2
hao = — 3
wo 2 — in
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Calculando B(q, hi1) e B(q, hy), temos

68

Portanto, <p7 B(q7 hll))a <p7 B(Q7 h20)> € <pa C(qv q, q>>7 valem

<p7 B(q7 h11)> - 27

2(3wo + 2i + 2iw?)

(p, B(q, hao)) = —

<p? C(q7 q, (j)> = —3 + iwy.

Como

3&]0

Y

(p,B(q,—A™'B(q,7))) = (p, B(q, h11))

(p, B(q, (2iwoly — A)~'B(q,q))) = (p, B(q, hao))

a férmula para célculo do primeiro coeficiente de Lyapunov, vista em (2.45) p. 39, é dada

por
b= 5 Rellp Cla..0) + 2, Bla. b)) + (o, Bla b))
de onde
Iy = —2%)0. (4.15)
Mas, como wy = v/b — 1, {1 fica dado por
1
l1——2 — (4.16)

com b € . Logo, a bifurcacao de Hopf é nao—degenerada, pois [; # 0, mais especifica-

mente, [; < 0.
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4.5 A condicao de transversalidade para a =1

Consideremos agora a matriz A, dada pelo sistema (4.10) em (4.11), mantendo a de-
pendéncia com relagao ao parametro a, conforme sugere o Teorema 2.2.2, p. 44. Calcu-

lamos, entao,

—A = A'(1
da | ,_, (1),
obtendo
-1 -b 0 0
O 0 0 O
Alla) = ) (4.17)

0O 0 -1 —-b
O 0 0 0

e, portanto, 7/(1) # 0, como queriamos.

4.6 Teorema de Hopf para o sistema (1.5) em ¢

quando a =1

De acordo com as andlises da condigao de nao—degenerescéncia (se¢ao 4.4) e da condicao

de transversalidade (se¢ao 4.5) acima, podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 4.6.1 Considere a familia a 3—parametros de equagdes diferenciais ordindrias (1.5).
Entao, paraa=1,b> 1 ec >0, o ponto de Hopf (0,0,0,0) é um foco atrator fraco sobre
a superficie central. Além do mais, para a < 1 suficientemente pequeno, existe uma orbita

periodica atratora envolvendo o equilibrio repulsor na origem.
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4.7 Encontrando o primeiro coeficiente de Lyapunov
para a = 2c+ 1

Consideremos a superficie do espago de parametros Hy = {a = 2c+ 1}. Os autovalores de

A relativos a (1.5), ficam dados por

M o= —c+ /- (2c+1)(b-1),
Ao = —c— /A= (2c+1)(b-1),
? v ) (4.18)
A3 = i\/b(2c+1)—1 = iuw,
A = —iy/b2c+1)—1 = —iwp,
onde wy = 1/b(2c + 1) — 1 > 0. Conforme a sec¢ao 2.2, p. 32, chamaremos de g o autovetor
de A correspondente a A\3 = iwy. Calculando este autovetor, obtemos
= (=1 + iwp, 1,1 — i, —1). (4.19)

Agora, calculando p, o autovetor de AT correspondente ao autovalor —\3 e normalizando

p para que (p,q) = 1, obtemos

(u)() + Z)

=Y i w? 4+ 1, —1 — dwp, —w? — 1), 4.20
4wo(w§—|—1)( + two, wy + W, —wg ) (4.20)

As funcgoes B(q, q), B(q,q) e C(q,q,q) ficam dadas por

2c+1
' -1
B(q,q) = 2(1 — 2iwy) ,
2c+1
-1
2c+1
-1
B(q,q) =2 ,
2c+1
-1
2c+1
_ . —1
C(q,4,q) = 2(3 — iwo)
—2c—1

1
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Como
hiy = —A""B(q,q)
e
h20 = <2iw0[4 - A)ilB(Q7 q)a
temos
1
0
hll = 2 5
1
0
—iwg + decwg + 2wy + 2ic
b 2 (2w + 1) —2wy
20 = — :
3w — dicwo + 2¢ —iwg + dewg + 2wy + 2ic
—2&)0
Calculando B(q, h11) e B(q, hao), obtemos
2c+1
-1
B(q, hll) =4 s
—2c—1
1
2c+1
~ 4 (2wo + 1) (iw? + 2w + 2ic + dcw -1
B(qahQO): ( 0 ?))<2 04. ! 0)
wj — 4icwy + 2¢ “9%c—1
1

Portanto, <p7 B(q> h11)>a <p7 B(Qa h20)> € <pa C(Qv q, Q)>7 valem

(p, B(g, h11)) = M7

Wo
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2 (2¢ — iwp) (1 — 2iwy) (iwd + 4wy + 2wy + 2ic)

B(q, ha)) =
(p, B(q, hao)) wo (3wf — dicwy + 2¢)

Y

0. Cl0.0.9)) = — (2¢ — iw(izo(wo + 3i) |

Como [; ¢ dado por

1
ll = Q_C()()Rer’ O(Q7Q7§)> +2<paB<Q7 h11>> + <p7B(q7 h20)>]
segue que
—(26¢ + 9)wg + 4c (24¢% + 46¢ + 13) wi + 4c*(6¢ + 7)

I = . 421
! 18w + 8c(4c + 3)wd + 8¢2 (4.21)

Como wy = /b(2¢+ 1) — 1, [; fica dado por

(—104¢3 — 140c? — 62¢ — 9) b? + (192c* + 464c® + 392¢2 + 140c + 18) b — 72¢® — 156¢% — 78¢ — 9
(72¢2 + T2c + 18) b2 + (64¢3 4 80c2 — 48¢ — 36) b — 24c? — 24c + 18 ’

I =

(4.22)

com b, c € D.

Como wy > 0 e ¢ > 0, de (4.21), o denominador de l; serd sempre positivo. Assim o
sinal do [y dependera apenas do sinal do seu numerador, ou seja, dependera apenas do

sinal de
(—104c® — 140¢% — 62¢ — 9) b2 + (192¢* + 464¢3 + 392¢? + 140c + 18) b — 72¢3 — 156¢% — T8¢ — 9. (4.23)

Tomando (4.23) igual a 0 e encontrando b em fungao de ¢, teremos que, para parametros
em D, o primeiro coeficiente de Lyapunov [; se anulara quando tivermos

B 48¢3 4+ 92¢2 + 52¢ + 9 + 42/ 725 + 276¢ + 362 + 179¢3 + 292
N 52c2 + 44c+ 9 '

be

(4.24)
Para valores do parametro b diferentes de b. (b critico), temos
e se b > b, entdao, b € Dy, onde Dy = {(a,b,¢) € D/a =2¢c+ 1,1; < 0},

e se b < b, entao, b € Dy, onde Dy = {(a,b,c) € D/a =2c+1,1; > 0}.

Assim sendo, o que teremos que fazer agora é encontrar o segundo coeficiente de Lya-
punov (l3), para o caso em que {l; = 0}, pois, s6 assim poderemos fazer afirmagoes sobre

o comportamento do sistema para esses valores de parametros.

Observacao 4.7.1 Observemos que em (4.21) omitimos o termo wy no denominador da
erpressao uma vez que o unico interesse € calcular o sinal de l;. Como vimos anterior-

mente, wy > 0, e assim nao alterard o sinal de l;.
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Figura 4.6: Grafico de ;.
4.8 Encontrando o segundo coeficiente de Lyapunov
para a = 2c+ 1

Como na secao 4.7, consideraremos a superficie do espago de parametros dada por Hy =
{a = 2c+1}, com autovalor A3, autovetor ¢ e autovetor adjunto p, dados por (4.18), (4.19)
e (4.20), respectivamente. Assim, os vetores hy; e hoy definidos como os vetores complexos

conjugados aos vetores hi1 e hgg, ficam dados por

511:2

S = O =

—iwg — dewg — 2wy + 2ic

T 2 (2(.()0 - Z) 2&)0
0 3wi + dicwy + 2¢

—iwg — 4ewy — 2wy + 2ic

2&)0

Consideremos agora o sistema nao-singular (4 + 1)-dimensional, dado em (2.46), e

definido por

iwol, —A ¢ ha1 C(q,q,9) + B(q, hao) +2B(q, hi1) — g21q
P 0 S 0
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Assim, temos que

in + ]_
e (2¢ + iwp) (wo + 1) (iwd + 12cwq + 4wy + 6ic) —1
21 = 202 (3wd — dicwy + 2¢) iy — 1
1
Seja agora ha, 0 vetor complexo conjugado de hyy. Temos
1-— iu)g
o (2¢ — iwp) (wo — 1) (—iwd + 12cwy + 4wy — 6ic) —1
2 2w (3wl + dicwy + 2¢) iwe — 1
1
Calculando, entao, as fungoes C(q,q, q) e B(q, ha), temos
2c+1
‘ —1
C(q.9,q) = 6 (1 — iwo)
—2c—1
1
2c+1
4i (2wo + 1) (3w + dicwy + 2iwy — 2c —1
B(q, hy) = — (2o ;(2 L 0 0 )
wj — 4icwy + 2¢ “9%c—1
1
Como

hao = (3iwoly — A)"1[C(q,q,q) + 3B(q, hao)]

temos

—iwg + 6cwg + 3wo + 2ic

3 (Bwo + 1) (—Hwd — dicwy — diwg + 2¢) —2ic — 3wy
4w (3wd — dicwy + 2¢)

h30 =

iwg — bcwy — 3wy — 2ic

21c + 3wy
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ASSimv pOdemOS calcular também D(Q? 4,4, Cj)a C(qa q, h11)7 O(Q? q, h20)7 B(h'QOa hll)a

B(q, hso), B(q, ha1) € ga1hao, que por sua vez ficam dados por

D(q,q,q,q9) =0,
2c+1
—1
C((], q, hll) = —4 )
2c+1
—1
2c+1
_ 4 (1 — 2iwy) (wg + 4icwy + Giwy — 2¢) -1
C(Q7Qah20>: 302 — 44 +92 )
W 1CWo ¢ 2c+1
—1
2c+1
16w (2wg + ¢ —1
B(hag, hiy) = 0 (20 + 1) ,

_3w§—4icw0—|—20 2 +1

2c+1

B —1

B(Qu h30) =S8 )

2c+1

—1

onde
S 3 (Bwg + 1) (—5Hiwg + dewy + 4wy + 2ic) (2wi — dicwy — 3iwy + 2¢)
1=—

2w (3wd — dicwy + 2¢)

2c+1
(2¢ + iwp) (wo + 1) (iwg + 12cwp + 4wy + 6ic) —1
B(Qu h21> = 2 2 :
w (Bw§ — dicwy + 2¢) % + 1
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—iwa + dewy + 2wy + 2ic
—2w0
g21hao = Sy )
—iwg + dewg + 2wy + 2ic
—ZWO
onde
2 (2¢c — iwp) (wo + 1) (2wp + 1) (Wi — 12icwy — 4iwy + 6¢)
wo (3iw? + dewy + 2ic)’ .

Sy =

Consideremos agora

h31 = (2iw014 - A)il [D(Q> q,4, Cj) + 3C(q> q, h’ll) + 30(6_1, (7, h20)
+3B(hao, h11) + B(q, hso) + 3B(q, ha1) — 3g21h20) -

Entao,
011
3 021
h3 = 2 /o 2 . \3 )
2wi (3iwg + dewy + 2ic) o3
041
onde
o1 = —10w§ + (—68ic — 49i)w§ + (240c? — 146¢ — 69) w] + (2752ic® + 3328ic? + 188ic — 166i) w§
+ (—768c* — 10080c® — 8276¢? — 1162c + 40) wg + (—1024ic* — 12304ic3 — 7152ic? — T76ic) wi
+ (—256¢* + 6344c3 + 2372c2 + 112¢) wi + (—960ic* + 1296ic3 + 232ic?) wg + (496¢* — 56¢3) wo + 80ic,
o1 = 4diw§ + (312¢+ 50)w] + (—1472ic? + 140ic + 1707) wf + (384c3 + 4288¢% + 908¢ — 40) w§
0 0 0 0
+ (704ic® 4 3936ic? + 728ic) wg + (—480c3 — 1384c? — 112¢) w§ + (—144ic® — 152ic?) w2 + 16c3wo,
031 = —10w] + (—68ic — 498)wd + (240c? — 146¢ — 69) w§ + (2752ic3 + 3328ic? + 188ic — 166i) wl
+ (—768¢* — 100803 — 8276c% — 1162c + 40) wi + (—1024ic* — 12304ic® — 7152ic? — T76ic) w
+ (—256¢* + 6344c® + 2372c2 + 112¢) w§ + (—960ic* + 1296ic® + 232ic?) w@ + (496¢* — 56¢3) wo + 80ic,
o41 = A44iw§ + (312c+ 50)w] + (—1472ic? 4 140ic + 1707) wf + (384c3 + 4288¢% + 908c — 40) w§

+ (704ic3 + 3936ic? + 728ic) wg + (—480c® — 1384¢2 — 112¢) w§ + (—144ic® — 152ic?) w2 + 16c3wo.

Para o célculo de hgy precisamos encontrar agora as fungées D(q,q,q,q), C(q,q, h11),
C(q,q, ko), C(q,q, hao), B(ha1, har), B(q, ha1), B(@, ha1), B(hao, hag) € hiily. Assim temos
D(¢:4,4,9) =0,

2c+1

C(Q: q, hll) =—4 )



. 4 (2wo + 1) (3iw? + dewy + 6wy + 2ic -1
C(Q>q7 h20) = ( - )3< 2 . . ° . ) )
wi — 4dicwy + 2¢ 2 +1
—1
2c+1
_ 4 2wy — 1) (—3iw? + dcwy + 6wy — 2ic -1
C(Q,Q, h20) = ( 0 )é 2 4 . 0 0 ) )
wg + 4icwy + 2¢ 2 +1
—1

B(hn, hll) = O,

2c+1
B(q, hay) = (iwg — 2¢) (W3 + 12icwy + 4iwy + 6¢) (2w — 1wy + 1) -1
; Wi (3w + dicwy + 2¢) % + 1
—1
2c+1
B(G hyy) = (2ic — wo) (iwd + 12cwp + 4dwp + 6ic) (2ws + fwy + 1) —1
’ 3wy — dicwd + 2cw % 4+ 1
—1
2c+1
_ (512¢ 4 128)wy + (128¢ + 32)w? -1
Blhao, han) = =4 o G e(ae + 3 + 42 ’
wg + 4c(4e + 3)wg + 4c % 1+ 1
—1
1
, o (=52e— 18)uf + (1926 4 368¢* + 104c) f +48¢ + 56¢* | 0
e 18wi + 8c(4c + 3)w + 8¢2 .
0
Como hgyy é dado por
h22 = —A™ [D<q’ q,4q, (j) + 4C<Qa q, hll) + C(q, q, h20) + C’(q, q, Bgo)

+23(h11, hll) + QB(q7 }_121) + ZB(Q_, h21) + B(BQOj h20> — 4h11l1] ,
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segue que
o11
B 4 021
27 9w — 2¢(8¢ — 3)wE + 42 (8¢ + 5wl + 8c3w? o
041
onde
o = —(52c+29)wf + (19263 + 360¢% + 166c + 13) w§
—4¢(96¢® + 116¢% + 62¢ + 13) wi — 4% (72¢? 4+ 50c + 11) wg — 48¢*,
o1 = —(26c+ 9wl + 4c (24¢% + 46¢ + 13) wi + 4c2(6¢ + T)wd,
(4.25)
o = —(52¢ + 29)wd + (192¢% + 360¢> + 166¢ + 13) oS
—4¢(96¢3 + 1162 + 62¢ + 13) wi — 4c? (72¢* 4 50c + 11) wi — 48c*,
on1 = —(26c+ 9wl + 4c (24¢% + 46¢ + 13) wi + 4c*(6¢ + T)w?.

Assim, como visto em (2.51) o segundo coeficiente de Lyapunov Iy é dado por

1 _
l2 = Re |:<pa E(q7 q,4, CY> + D(q7 q,9, h?O) + 3D(Q7 4,4, h20) + 6D(q7 q,9, hll)

]_2(.(}0
+C(q,q, hao) + 3C(q, q, har) + 6C(q, G, ha1) + 3C(gq, hao, hao)
+6C(q, h11, h11) + 6C(q, hao, h11) + 2B(q, ha1) + 3B(q, ha2)
—|—B(B20, hso) + 3B(E21, hao) + 6B (h11, h21)>} ,

com wy = /b(2c+ 1) — 1.

Assim,
‘Ijl(ba C)
lo(b,c) =
2(0:9) = G, )
onde
Uy(b,c) = (2c+1)(135(2c —3)(2c+ 1)%0% — 2(2¢ + 1)° (88163 + 7236¢? + 1296¢ — 1539) b7

+2(2¢ + 1)* (116992¢® + 305280c* + 280192¢® + 105372¢2 + 10368¢ — 5103) bS
—2(2¢ + 1)3(167936¢" + 9144325 + 2105920¢° + 2544432¢* + 1592432¢ + 4757762
+42552¢ — 9639)b° + 4(2¢ + 1)2(180224¢® + 1133568¢7 + 3138560c° + 4733392¢°
+4120272¢* 4 2038384¢® + 525780c? + 46575¢ — 5670)b* + 2(98304¢10 — 1957888¢”
—13537792¢% — 36205696¢" — 52702912c5 — 46079648¢° — 24962480c* — 8283352¢°
—1535940¢? — 99630¢ + 8505)b% + 2(—110592¢” + 1013760c® + 7142400¢”
+16522816¢° + 19115136¢° + 12241104c¢* + 4480064¢> + 927756¢2 + 84456¢ — 3969)b>
+6(13824¢% — 79488¢” — 575808¢% — 1157408¢> — 1032848¢* — 439352¢ — 95388¢?
—11718¢ + 351)b — 27(2¢ + 3)2 (96¢> — 688¢* — 1104c® — 216¢2 — 50c + 1)),

(4.26)
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Uy(byc) = 2(b—1)(2cb+b—1) (4¢2 + 4(4dc+ 3)(2ch + b — 1)c+ 9(2ch + b — 1)2)° (4.27)
com b, c € D.

A partir de uma breve andlise de (4.27) vemos que Wy(b,¢) > 0 para todo b,c € D.

Portanto, o sinal de [y dependera apenas do sinal do seu numerador.

Porém, como nos interessa saber o sinal de [y apenas sobre a curva {l; = 0}, fixando
valores para b e ¢ sobre esta ultima curva, verificamos que [l serd sempre positivo para

todo b e ¢ sobre {l; = 0}, com b, c € D. Veja Tabela 4.1.

b c l1(b, ) la(b, c)

1,2 0, 049909 0,0 0,79494

1,4 0, 106104 0,0 246, 164

1,6 0, 168492 0,0 10232

1,8 0, 236760 0,0 185129

2,0 0,310419 0,0 2,09395 x 10°
2,5 0,514246 0,0 2,73575 x 10%
3,0 0, 738925 0,0 1,26338x10%
3,0 0,977270 0,0 3,00164x 101!
4.0 1,224520 0,0 4, 44708 % 1012

Tabela 4.1: Sinal de [ sobre {l; = 0}.

Como ilustracao destas analises, na Figura 4.7 estao desenhados os conjuntos disjuntos

{Il, =0} e {I, = 0}.

4.9 A condicao de transversalidade para a = 2c + 1

Para verificarmos a condi¢@o de transversalidade para Hy = {a = 2c¢+ 1}, conforme vimos
no Teorema 2.2.3 basta mostrarmos que VHsy e VI, sao linearmente independentes ao
longo de I; = 0, ou seja, devemos mostrar que o vetor VHy nao é um multiplo escalar de

V. Assim, tomando

H(a,b,c) =a— (2¢+1),
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15 2.0 25 3.0 35 1.0

Figura 4.7: Curvas {l; = 0} e {ly = 0}.
temos que seu vetor gradiente é dado por
VH = (1,0,-2).
Tomando o numerador do [;, que como vimos é dado por
Iy = (—104¢® — 140¢* — 62c¢ — 9) b? + (192¢* + 464¢® + 392¢? + 140c + 18) b — 72¢ — 156¢% — T8¢ — 9,

temos que o seu vetor gradiente é

o, 0 0
VZ]. - (%l].? %l].? ac(a> ll) )

onde

0
%ll = b(—208c® — 280c* — 124c — 18) + 192¢* + 464¢3 + 392¢* + 140c + 18.

0
Na Figura 4.8 estao plotados as curvas {l; = 0} e {%ll = O}. Podemos observar
que nao ha interseccao destas duas curvas, o que implica que os vetores VHy e VI sao

linearmente independentes.

Observacao 4.9.1 Para os cdlculos feitos acima consideramos l; como sendo dado apenas
pelo seu numerador, o que € permitido, pois o sinal do denominador € invariante, em
particular, neste caso, serd sempre positivo, conforme visto na p. 72, sendo que assim o

denominador nao ira interferir em nossa andlise.
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b

Figura 4.8: Curvas {l; =0} e {aabll = O}.

4.10 Teorema de Hopf para o sistema (1.5) em ¢
quando a = 2c+1

Com base nas anélises feitas no decorrer deste capitulo, e como as condicoes de nao—degene-
rescéncia (se¢ao 4.8) e a condi¢ao de transversalidade (se¢@o 4.9) foram satisfeitas, podemos
enunciar os teoremas a seguir, para os quais consideraremos a familia a 3—parametros de
equagoes diferenciais (1.5), tal que os parametros assumam valores restritos a regiao do

espago de parametros dada por

D= {(a,b,c) eR3/a=2c+1,b>1,c> 0}.

Teorema 4.10.1 O ponto de equilibrio ey quando restrito a superficie central é um foco
atrator fraco se (a,b,c) € Dy, e um foco repulsor fraco se (a,b,c) € Dy, onde D; =
{(a,b,¢) € D/a = 2c+ 1,l; < 0} e Dy = {(a,b,c) € D/a = 2¢+ 1,1; > 0}. Além do
mais, para a < 2c¢ + 1 suficientemente pequeno e proximo da regiago Dy surge uma orbita
periodica atratora, do mesmo modo que para a > 2c+1 suficientemente pequeno e proxrimo

da regiao Dy surge uma orbita periddica repulsora.

Porém, apenas com a analise do [; nao podemos fazer afirmacoes acerca da estabilidade
do sistema sobre a curva {l; = 0}, e deste modo faz—se necessério o célculo do Iy (se¢ao 4.8),

de onde temos:
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Teorema 4.10.2 Como ly > 0 para todo b e ¢ sobre {l; = 0}, veja p. 79, temos que o

ponto de equilibrio ey restrito a superficie central é um foco repulsor fraco para parametros

sobre a curva {l; = 0}.

Com base nestes teoremas temos o seguinte diagrama de bifurcacao para o sistema (1.5)

préximo a superficie Hy:

a

Figura 4.9: Corte transversal a superficie H, passando pelo ponto P.
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Figura 4.10: Diagrama de bifurcacao do sistema (1.5) préximo a superficie Ho.
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Capitulo 5

Simulacoes Numéricas

Faremos, neste capitulo, algumas simulagbes numéricas para os sistemas (1.4) e (1.5) em
torno da origem. Para tanto, fixaremos dois dos parametros, e variaremos o outro de
forma a ilustrar o surgimento de érbitas periddicas instaveis e estaveis para tais sistemas,
e assim confirmar o surgimento das bifurcacoes de Hopf para um conjunto especifico de

dados. As simulagoes foram desenvolvidas usando o Software MATHEMATICA 6 [21].

5.1 As equacoes desacopladas

Conforme visto no Capitulo 1 e, posteriormente, no Capitulo 3 o sistema de equacoes
diferenciais que descrevem o modelo de propaganda em estudo, quando desacoplado, é
dado por (1.4) e este, por sua vez, apresenta um tunico ponto de equilibrio ey = (0,0).
Assim, o que faremos agora, é apresentar alguns valores para os parametros, e a partir

destes verificar o surgimento de érbitas periddicas.

De acordo com o Teorema 3.4.1, o sistema sofre uma bifurcacao de Hopf quando o
parametro a intercepta transversalmente a reta de Hopf Hy = {a = 1} para todo b > 1.
Esta bifurcagao serad ilustrada nas Figuras 5.1, 5.2 e 5.3. Para desenhar estas figuras
tomamos o parametro b = 2 e variamos apenas o parametro a. Na Figura 5.1 tomamos
a > 1, mais especificamente, tomamos a = 1.01 e a condigao inicial (1.6, —0.6). O tempo
de integracao para esta figura foi [0;1140]. Na Figura 5.2 tomamos a = 1, porém com
a mesma condicao inicial e tempo de integracao dados anteriormente. J& na Figura 5.3
tomamos a < 1, ou seja, a = 0.95 e as condigoes iniciais (1.6, —0.6) para a dérbita externa

e (0.001,0.001) para a 6rbita interna ao ciclo limite. Nesta figura tomamos o tempo de

84
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Figura 5.1: Retrato de fase para a > 1.

Y
20r

Figura 5.2: Retrato de fase para a = 1.

integracao [0;600] para ambos os casos. Note que para estes valores dos parametros o

valor de bifurcacao é a = 1.

Tanto na Figura 5.1 quanto na Figura 5.2 temos que o equilibrio ey é um atrator, mas
pelas ilustracoes vemos que a convergéencia na Figura 5.2 é mais lenta que a convergéencia
na Figura 5.1, ou seja, quando o parametro tende ao valor critico H = {a = 1} o com-

portamento espiral atrator das solugoes torna—se mais lento, e o ciclo limite surge quando
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Figura 5.3: Retrato de fase para a < 1.

o parametro a intercepta transversalmente a reta de Hopf passando a assumir valores

menores que 1.

5.2 As equacoes acopladas

De acordo com o Capitulo 4 temos que o sistema (1.5) apresenta cinco pontos de equilibrio,
dos quais, conforme visto no Capitulo 1 segao 1.2, estamos interessados em analisar as
bifurcacoes de Hopf relacionadas a origem. O que faremos entao é apresentar alguns
valores para os parametros, e a partir destes verificar o surgimento das 6rbitas periddicas

quando estes sdo tomados préximos as superficies H; = {a = 1} e Hy = {a = 2¢ + 1}.

5.2.1 Bifurcacoes de Hopf proximas a superficie H;

Pelo Teorema 4.6.1 o sistema (1.5) sofre uma bifurcagao de Hopf quando o parametro a
intercepta transversalmente a superficie H; = {a = 1} para b > 1 e ¢ > 0, sendo que sobre
a superficie central o ponto de Hopf ey = (0,0,0,0) é um foco atrator fraco, e a dérbita
periédica atratora surge quando o parametro a é tomado menor que 1. Porém, como o
espaco de fase do sistema (1.5) é quadridimensional, somente as projegoes dos retratos de

fase poderao ser apresentadas. Faremos tais projegdes no plano. Vale observar que em
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tais projegoes poderemos ter que as orbitas se auto—interceptam sem que isso contrarie a
condicao de existéncia e unicidade das solugoes para tal sistema, pois, como ja haviamos

dito anteriormente, estamos trabalhando com projecoes das orbitas.

Para obtermos os retratos de fase tomamos b = 4 e ¢ = 0.1 mantendo—os sempre

constantes e variando apenas o parametro a. Na Figura 5.4 tomamos a > 1, mais es-

y
2.0

(c)

Figura 5.4: Projegoes das orbitas nos espacos bidimensionais quando a > 1.

pecificamente, tomamos a = 1.01 e a condigao inicial (1.6,—0.6,1.6,—0.6). O tempo de
integracao para esta figura foi [0;340]. Para obter a Figura 5.5 tomamos o parametro
a = 1, e mantemos a condicao inicial e o tempo de integracao usados para obter a Figura
5.4. Ja na Figura 5.6 tomamos a < 1, ou mais especificamente, tomamos a = 0.95 e as

condigbes iniciais (1.6, —0.6,1.6, —0.6) para a dérbita externa e (0.001,0.001,0.001,0.001)
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(c)

Figura 5.5: Projegoes das orbitas nos espacos bidimensionais quando a = 1.

para a 6rbita interna ao ciclo limite. O intervalo de integracao foi de [0;290] para ambos

0OS Ccasos.

Tanto na Figura 5.4 quanto na Figura 5.5 temos que a origem é um atrator, e conforme
afirmava a teoria, observando as figuras vemos que as érbitas da Figura 5.5 convergem
mais lentamente que as orbitas da Figura 5.4, sendo que assim, quando o parametro a
intercepta transversalmente a superficie de Hopf passando a assumir valores menores que

1 surge o ciclo limite. Tal fato ¢ ilustrado na Figura 5.6.
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()

Figura 5.6: Projecoes das érbitas nos espagos bidimensionais quando a < 1.

5.2.2 Bifurcagoes de Hopf préximas a superficie H,

Pelo Teorema 4.10.1 o sistema (1.5) sofre uma bifurca¢ao de Hopf quando o parametro a
intercepta transversalmente a superficie Hy = {a = 2¢ + 1} para b > 1 e ¢ > 0, sendo
que sobre a superficie central o ponto de Hopf ey = (0,0,0,0) é um foco repulsor fraco
se (a,b,c) € Dy e um foco atrator fraco se (a,b,c) € Dy. Também pelo Teorema 4.10.1,
temos que as érbitas periddicas surgem para a > 2c¢+ 1 suficientemente pequeno e préximo
a regiao Dy e para a < 2c¢ + 1 suficientemente pequeno e proximo a regiao Dy, sendo que
no primeiro caso a orbita peridédica que surge é repulsora e no segundo caso a Orbita é

atratora.

Nesta se¢ao, assim como na se¢ao 5.2.1, trabalharemos apenas com as projecoes dos
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retratos de fase, pois, como haviamos dito anteriormente, o espaco de fase do sistema
(1.5) ¢ quadridimensional. Também neste caso faremos as projegoes dos retratos de fase

no plano.

Para obtermos o retrato de fase descrito pela Figura 5.7 tomamos b = 2, ¢ = 0.5 e

Figura 5.7: Projecoes das dérbitas nos espacos bidimensionais quando a < 2¢ + 1 préximo

a regiao Ds.

a < 2c¢ + 1, mais especificamente, tomamos a = 1.975. A condicao inicial tomada para
obter esta figura foi (0.047, —0.007, —0.034,0.006) e o intervalo de integracao tomado foi
0; 215].

Na Figura 5.8, tomamos os mesmos b e ¢ que na figura anterior, porém, agora o

parametro a se encontra sobre a superficie Hs, ou seja, a = 2c+ 1 = 2. A condicao inicial
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Figura 5.8: Projecoes das dérbitas nos espacos bidimensionais quando a = 2¢ + 1 sobre a

regiao Ds.

e o tempo de integracao tomados foram, respectivamente, (0.040, —0.108, —0.047,0.123) e
0;410].

Para obtermos a Figura 5.9 tomamos b = 2, ¢ = 0.5 e a > 2c+ 1, mais especificamente,
tomamos a = 2.05. As condigbes iniciais tomadas foram (0.0,0.54,0.18, —0.38) para a
érbita externa, e (0.19,0.29,0.18, —0.38) para a érbita interna ao ciclo limite. Para os
intervalos de integragdo tomamos [0;55] e [0;1260], para as Orbitas externa e interna,

respectivamente.

Com base nas figuras anteriormente apresentadas, temos que tanto na Figura 5.7
quanto na Figura 5.8 o equilibrio eg é um foco repulsor, porém, como podemos obser-
var, temos que na Figura 5.8 as érbitas afastam—se do equilibrio mais lentamente que na
Figura 5.7, como forma de reafirmar o fato vejamos que o intervalo de integracao para a
Figura 5.8 é bem maior que o intervalo de integragao tomado para a Figura 5.7. Agora,

observando a Figura 5.9, bem como os parametros e as condicoes iniciais tomados para



92

Figura 5.9: Projecoes das orbitas nos espacos bidimensionais quando a > 2¢ + 1 proximo

a regiao Ds.

obté-la, podemos perceber que o equilibrio ey passa a ser atrator quando o parametro a
intercepta transversalmente a superficie Hy na regiao Dy, marcando assim, o surgimento

da orbita periédica repulsora para tais valores do parametro a.

Agora que ja ilustramos as bifurcacoes que ocorrem proximo a regiao Dy, passaremos
a ilustrar as bifurcagdes que ocorrem proximo a regiao ;. Conforme visto no inicio desta
secao, devemos obter que o equilibrio que é atrator para valores do parametro a tomados
acima da superficie H, e préximos da regiao Dy, passa a ser repulsor quando este intercepta

transversalmente a superficie Hy passando a assumir valores abaixo desta superficie.

Assim, para obtermos a Figura 5.10 tomamos b = 3, ¢ = 0.5 e a > 2¢ + 1, mais
especificamente, tomamos a = 2.1. A condicao inicial tomada para obter esta figura foi

(0.0,0.85,—0.5,—0.38) e o intervalo de integracao tomado foi [0; 150].
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Figura 5.10: Projecoes das orbitas nos espacos bidimensionais quando a > 2¢+ 1 proximo

a regiao Dy.

Para obter a Figura 5.11 tomamos os mesmos b e ¢ que foram tomados na figura ante-
rior, porém, agora o parametro a se encontra sobre a superficie Hy, ouseja,a = 2¢+1 = 2.
A condicao inicial e o tempo de integracao tomados foram, (0.0,0.85,—0.5,—0.38) e

[0; 280], respectivamente.

Na Figura 5.12 tomamos b = 4, ¢ = 0.4 e a < 2¢ + 1, mais especificamente, tomamos
a = 1.7. A condigao inicial tomada foi (0.0001,0.0018,0.0014,0.0012) e o tempo de inte-
gracao [0;260].

De acordo com estas ultimas figuras, temos que o equilibrio eq é um foco atrator tanto
na Figura 5.10 quanto na Figura 5.11, porém, como podemos ver, na Figura 5.11 as érbitas

tendem ao equilibrio mais lentamente que na Figura 5.10, caracterizando assim o atrator
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Figura 5.11: Projecoes das érbitas nos espagos bidimensionais quando a = 2¢ + 1 sobre a

regiao Dy.

fraco que surge sobre a superficie de Hopf. Agora, pela Figura 5.12 e considerando as
condicoes inicias e o tempo de integragao tomados para obté—la, podemos perceber que o
equilibrio que antes era atrator, passa agora a ser repulsor, ou seja, quando variamos o
parametro a de modo que ele passe a assumir valores abaixo da superficie H, e suficiente-
mente préximo da regiao Dy o equilibrio muda sua estabilidade e temos o surgimento de

uma érbita periddica atratora.

5.3 Interpretacao econdomica

Do ponto de vista economico, o periodo em que o niimero de usuarios da marca e o niimero
de potenciais compradores aumentam, corresponde a um periodo de prosperidade. Quando

ha um declinio no niimero de potenciais compradores, mas o ntmero de usuarios da marca
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Figura 5.12: Projecoes das orbitas nos espagos bidimensionais quando a < 2¢ -+ 1 proximo

a regiao Dy.

ainda aumenta, ha um periodo de saturacao, e este é mantido pela fama da marca no
mercado. Se o numero de potenciais compradores e o numero de usudarios diminuem,
temos um periodo de crise, enquanto que se o nimero de potenciais compradores aumenta
e o numero de usuarios diminuem hé um periodo de recuperacao, sustentado, por exemplo,

por uma campanha publicitaria.

Analisando o comportamento das quatro variaveis do sistema (1.5) referentes ao periodo

do ciclo limite na Figura 5.13, descobrimos uma seqiiencia de fases para ambos os produtos.

Tal seqiiencia corresponde a 8 regimes de comportamento, veja Figura 5.13, isto é:

1. y, z aumentam, e z, w diminuem. H& um periodo de saturacao para o primeiro

produto e de recuperacao para o segundo;
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produto e de prosperidade para o segundo;

5. x e w aumentam, y e z diminuem. O periodo de recuperacao continua para o primeiro
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produto e ha um periodo de saturacao para o segundo;

6. x aumenta, y, z e w diminuem. Este é um periodo de recuperacao para o primeiro

produto e de crise para o segundo;

7. x e y aumentam, z e w diminuem. O primeiro produto esta em um periodo de

prosperidade, enquanto que o segundo ainda estd em um periodo de crise;

8. x, y e z aumentam, w diminui. O primeiro produto ainda esta no periodo de pros-

peridade, enquanto que o segundo esta em um periodo de recuperacao.

Conseqlientemente, se as oscilacoes de = e z sao idénticas, a ligacao entre os dois
osciladores tém como efeito um retardo entre as fases x e z. A mesma conclusdo é vilida

para y e w. Este retardo depende diretamente do parametro c.

E importante observar que estas conclusoes sé sao validas em uma vizinhanca de eg.
Longe de ey, a dinamica ¢ influenciada também pela presenca dos outros quatro equilibrios,

e assim o comportamento de x, y, z e w ¢é bastante diferente e complexo.



Conclusoes

Neste trabalho estudamos a dinamica de comportamento entre o nimero de potenciais
compradores e o nimero de usuarios de duas marcas concorrentes disponiveis a uma certa
populacao. Como vimos, este modelo é composto por 4 equacoes diferenciais simetrica-

mente acopladas via um fluxo de potenciais compradores e sao dadas por

(

¥ = —a(r+by+2xy + vy + 2y?) + c(x — 2),
Yy = r+y+2zy+yt+ 2y’

7 = —a(z+bw+ 22w + w? + 2w?) + ¢(z — x),
W= 24w+ 22w+ w? + 2w

\

Detalhes de como o sistema foi obtido podem ser encontrados no Capitulo 1 segao 1.1.

Para tanto, no Capitulo 2, fizemos um resumo da teoria usada no embasamento deste
trabalho, sendo que este apresenta inicialmente o estudo das formas normais da bifurcacao
de Hopf em sistemas bidimensionais, e posteriormente, aplicando o método da projecao

estendemos esta definicao para casos n—dimensionais.

De posse do estudo do sistema para o caso bidimensional feito no Capitulo 3, no
Capitulo 4 estendemos o estudo para o sistema quadridimensional. Pudemos perceber
que o interessante seria tomarmos valores para os parametros imediatamente acima da
superficie Hy = {a = 2¢ + 1}, pois assim temos, sob certas condigbes, o surgimento de

orbitas periddicas.

O surgimento, ou desaparecimento, de orbitas periédicas dependentes dos parametros
foram ilustradas no Capitulo 5 através de simulacoes numéricas, corroborando assim, com

os calculos feitos nos capitulos anteriores.

Como sugestao para trabalhos futuros pode—se citar:

e tomar um sistema de equagoes diferenciais da forma (1.5), porém nao simetricamente

acoplados;

98
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e acoplar outras duas equagoes diferencias ao sistema (1.5), passando a trabalhar
agora, nao mais com quatro, mas com seis equacoes diferenciais, sendo todas elas

acopladas duas a duas simetricamente, ou nao.
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Anexo |

Calculo do Primeiro Coeficiente
de Lyapunov paraa=1em R?

O sistema é dado por
fipx_, y_l:=-a(x +by+2xy+y?+xy?)

f2IX , Yy ]:=X+y+2Xy+y2+xy?

Encontrando o Ponto de Equilibrio
sl =Refine[Sinplify[Solve[{f1[x, y] =0, f2[x, y] =0}, {X, y}11, a>0&&b > 17;

€ = {X, y} /. s1[[1]]
{0, 0}

A Jacobiana é dada por

Df [{x_, y_}1:={
{Derivative[l, 0][f1]1[x, y], Derivative[O, 1]1[f1][x, Y1},
{Derivative[l, 0][f2]1[x, y], Derivative[O0, 1]1[f2][x, YyI1}}

Mat ri xFor m{Df [{X, y}1]

-a(l+2y+y?) -a(b+2x+2y+2xy) \'
1+2y+y? 1+2X+2y+2Xy

A Superficie de Hopf € dada por
a=1

1

Encontrando os Autovalores

= Fazendo b = 1+ wy?

b=l+w02

1+ wd
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= Matrix Jacobiana em g
Aleo] =Df [eo]
{{-1, -1-u}, (1, 13}
Mat ri xFor mA[eg]]

-1 -1-wd)
(l 1 J

m Encontrando o Polinbmio Caracteristico
pLx_]: =Det [A[eo] -ax*ldentityMatrix[2]]
pA]

Az+w(2)

m Logo os autovalores sdo dados por

an = Refine[Ful | Simplify[Ei genval ues[A[ep]]], a>0&&b > 1&&c > 0];
Al =an[[2]]

i wg

A2 =an[[1]]

-1 wp

Encontrando os Autovetores

gn = Refine[Ful | Si nplify[Ei genvectors[A[eo]]], a>0&&b>1&&c >0];
ql=qgn[[2]]

{71 + ]iwo, 1}

g2 =qn[[1]]

{-1-1wo, 1}

Trabalharemos com

m Autovalor

A=21

m Autovetor associado a A

a=ql

{71 + ]iwo, 1}



s O Complexo Conjugado de q é

gb = Conpl exExpand[Conj ugat e[q]]
{-1-1iwo, 1}
m O Autovetor Adjunto associado aq é

i
p=—1{1, 1-iw}
2(00

{ i i(l—iwo)}

2a)0’ 20.)0

s O Complexo Conjugado de p é

pb = Conpl exExpand[Conj ugat e[p]]
i 1 1
{_ 2 a)o’ E B 2 wo}
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Normalizando p com respeito a q

m O fator de normalizacéo é

u=Sinplify[l/ (pb.q)]
1

= Assim p normalizado é

pb =u=xpb
i 1 i
{721‘)0, Eizwo}

As Funcdes Multilineares sao dadas por
bb[{x1_, y1_ 3}, {Xx2_, y2_}]:={-2ax1ly2-2aylx2-2ayly2, 2x1y2+2yl1x2+2yly2}
bb[{x1, y1}, {x2, y2}] // MatrixForm

-2x2y1-2x1y2-2yly2)
(2x2y1+2x1y2+2y1y2

ccl{x1_, y1_3}, {x2_, y2_}, {x3_, y3_}1:=
{-2ax1y2y3-2aylx2y3-2ayly2x3, 2x1y2y3+2ylx2y3+2yly2x3}

cc[{x1, yl1l}, {x2, y2}, {x3, y3}] // MatrixForm

-2x3yly2-2x2yly3-2x1y2y3
2x3yly2+2x2yly3+2x1y2y3 )
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Calculo dos Vetores Complexos

= hyy
h1l = Full Sinplify[-Inverse[A[eo]]. bb[q, gb]]
{2, 0}

= hy
h20 = Expand[Si nmpl i fy[l nverse[2iwy |l dentityMatrix[2] - A[eg]].bb[q, q]]]

10 4i 4iw 8 41

{7?73w0+ 3 3 3w0}

Componentes do Primeiro Coeficiente de Lyapunov

= UO1 =Re< p, cc[q,q,q]>

U01 = Conpl exExpand[Re [pb. cc[q, q, gqb]1]

-3

m UO2 =2Re < p, bb[qg, hi1] >

U02 = Conpl exExpand[2 Re [pb. bb[g, h11]]]
4

» UO3 =Re < p, bb[q, hy| >

U03 = Conpl exExpand[Re [pb. bb[gb, h20]]]

-2

Assim, o Primeiro Coeficiente de Lyapunov paraa=1em

R?fica dado por

n |1=ﬁ[u01 +U02 + U03]

1= (1/(2w)) (UOL+U02+U03)

1

2&)0

m Mas

C ear [b]

wo = b-1

\V-1+b
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Entao
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Anexo Il

Calculo do Primeiro Coeficiente
de Lyapunov paraa=1em R*

O sistema é dado por

fllx_, y_, z_, W.l:=-a (X +by+2xy+y?+xy?) +c (x-2)

f2IX , Y, Z , W1l:=X+y+2Xy+yZ+xy?

f3[x_, y_, z_, W.]:=-a (Z+bw+2ZW+W +Z W) +C (Z -X)

fA[X , Yy, Z_, W]1:=Z+W+2ZW+W +Z W

Encontrando os Pontos de Equilibrio

s2 =Refine[Sinplify[Solve[{f1[X, Vv, z, W] =0, f2[x, y, z, w] =0,
f3[x, y, z, w] =0, f4[x, y, z, w] =0}, {X, ¥, Z, w}]], a>0&&b >1&&c >0];

eo=FullSinmplify[{x, y, z, w} /. s2[[1]]]
{0, 0, 0, 0}

e;=Full Simplify[{x, vy, z, w} /. s2[[5]1]
1 a-ab

=1 -= sy

2 2 c

ex=Full Simplify[{x, y, z, w} /. s2[[2]]]

{7E+a—ab 1

)

es=Full Simplify[{x, vy, z, w} /. s2[[4]]]

a(-1+b)+2c++va V(-1+b) (a (-1+b) +2¢) (-1+b) (-1+b+2%)
{7 2c L -1+b ’
a-ab-2c++/a V(-1+b) (a(-1+b) +2c) (-1+b) (fl+b+%°)
2¢c ’ “1+b }

eg=Full Sinmplify[{xX, vy, z, w} /. s2[[3]]]

a-ab-2c++/a V(-1+b) (a(-1+b) +2c) (-1+b) (fl+b+%°)
{ 2¢c ' -1+b
a(-1+b)+2c++/a V(-1+b) (a(-1+b) +2c) (-1+b) (*1+b+%°)

2¢ L “1+b }
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A Jacobiana é dada por

Df[{X_, y_, Z_, W_

-

1:=H

{Derivative[l, 0, 0, O1[f11[X, Yy, z, w], Derivative[O, 1, 0, O] [f11[X, Vv, z, W],
Derivative[0, 0, 1, O1[f11[x, y, z, w], Derivative[O, O, O, 11[f11[X, vy, Z, W]},
{Derivative[l, 0, 0, O1[f2]1[x, y, z, w], Derivative[O, 1, 0, O] [f2]1[X, vy, z, w],
Derivative[O, 0, 1, O1[f2][x, y, z, w], Derivative[O, O, O, 1]1[f2][X, vy, Z, W]},
{Derivative[l, 0, 0, O1[f3]1[X, Yy, z, w], Derivative[O, 1, 0, O] [f31[x, Vy, z, W],
Derivative[0, 0, 1, O1[f31[x, y, z, w], Derivative[O, O, O, 11[f31[X, vy, z, W]},
{Derivative[l, 0, 0, O1([f4]1[x, y, z, w], Derivative[O, 1, 0, 0] [f4]1[X, vy, z, W],
Derivative[O, O, 1, O1([f41[x, y, z, w], Derivative[O, O, O, 11([f41[x, YV, z, wW]}}
Mat ri xFor m{Df [{x, ¥y, z, w}]]
c-a(l+2y+y?) -a(b+2x+2y+2xy) -c 0
1+2y+y? 1+2X+2y+2Xxy 0 0
-c 0 c-a(l+2w+w) -a(b+2w+2z+2wz)
0 0 1+2w+wW l1+2w+2z+2wz

A Superficie de Hopf € dada por
a=1

1

Encontrando os Autovalores

m Fazendo b = 1 + wp?

b=1+w02

2
1+wf

m Matriz Jacobiana em eg
Aleo] = Df [eo]
{{-1+c, -1-w§, -c, 0}, {1, 1, 0, 0}, {-c, O, -1+c, -1-w§}, {0, O, 1, 1}}

Mat ri xFor mA[eo]]

-1+c -1-w§ -cC 0
1 1 0 0
-c 0 “1+c -1-uj
0 0 1 1

m Encontrando o Polinbmio Caracteristico
p[x_]: =Det [A[eo] -ax*ldentityMatrix[4]]

pIAl

2c2%2-2¢c 3+ 2% +2cwd-2cAwd+2 2% Wi+ Wl

m Logo os autovalores sdo dados por

an = Refine[Ful | Simplify[Ei genval ues[A[ep]]], a>0&&b >1&&c >0];
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Al =2an[[2]]
i wo
A2 =an[[1]]
~i wo
A3 = An[[4]]

C+ (—2+C)C—w%
2 = 2an[[3]]

c-+/(-2+¢)c-uwd

Encontrando os Autovetores

gn = Refine[Ful | Sinplify[Ei genvectors[A[ep]]], a>0&&b >1&&c >0];
ql=qn[[2]]

{71+]j.a)0, 1, 71+j.w0, 1}

02 =0gn[[1]]
{—1—]ia)0, 1, —1—1&)0, 1}

g3 =qn[[4]]
{lfcﬂ/ (-2+c)c-wg, -1, -1+c++/ (-2+C) Cc-w}, 1}
q4 =qn[[3]]

{1—c+«/ (-2+¢c)c-wd, -1, -1+c-+/ (-2+C) C-w], 1}

Trabalharemos com

m Autovalor

A =2l

m Autovetor associado a A

q=0l
{71+]j.a)0, 1, 71+j.w0, 1}

s O Complexo Conjugado de q é

gb = Conpl exExpand[Conj ugat e[q] ]

{—1—]ia)0, 1, —1—1&)0, 1}
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m O Autovetor Adjunto associado aq é

i
p=—{1, 1-12wy, 1, 1-1wpy}
4{4)0

{]1 i(1-1wo) i 1(17]1400)}
4(00‘ 40J0 4&)0’ 4Lu0

m O Complexo Conjugado de p é

pb = Conpl exExpand[Conj ugat e[p]]

2 e dw 4 du

i 1 i i 1 i
{740)0' }

Normalizando p com respeito aq

m O fator de normalizacéo é

u=Sinmplify[l/ (pb.q)]
1

= Assim p normalizado é

pb =u=xpb

buy 4 duwy 4w 4 4w

{7]'1 1 i i 1 1'1}

As Funcbes Multilineares sao dadas por

bbr{x1_, y1_, z1_, wi_}, {x2_, y2_, z2_, w2_}]:={-2axly2-2aylx2-2ayly2,
2x1y2+2x2y1+2yly2, -2azlw2-2awlz2-2awlw2, 2z1wW2+2wlz2+2wlw2}

bb[{x1, y1, z1, wl}, {x2, y2, z2, w2}] // Matri xForm

-2x2y1-2x1y2-2yly?2
2x2yl+2x1y2+2yly2
—2wlw2 -2w2z1-2wlz2
2wlw2 +2w2z1+2wlz2 )

ccl{xl_, y1_, z1_, wl_ }, {x2_, y2_, z2_, wW2_}, {x3_, y3_, z3_, W3_}]:=
{-2ax1y2y3-2aylx2y3-2ayly2x3, 2x1y2y3+2y1x2y3+2yly2x3,
-2azlw2w3-2awlz2w3-2awlw2z3, 2z1wW2w3+2wlLz2w3+2wlw2z3}

cc[{x1, y1, z1, wl}, {x2, y2, z2, w2}, {x3, y3, z3, w3}] // Matri xForm

-2x3yly2-2x2yly3-2x1y2y3 )
2x3yly2+2x2yly3+2x1y2y3
-2w2w3z1-2wiw3z2-2wlw2z3
2w2w3z1l+2wiw3z2+2wlw2z3
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Calculo dos Vetores Complexos

= hyy
h1l = Full Sinplify[-Inverse[A[eo]]. bb[q, gb]]
{2, 0, 2, 0}

= hy
h20 = Expand[Si nmpl i fy[l nverse[2iwy |l dentityMatrix[4] - A[eg]].bb[q, gq]]]

10 4i 4iw 8 4i 10 4i 4diwy 8 4]1}
+

- = + il 1 1
{ 3 30)() 3 3 3&)0 3 3(4)0 3 3 3&)0

Componentes do Primeiro Coeficiente de Lyapunov

= UO1 =Re< p, cc[q,q,q]>

U01 = Conpl exExpand[Re [pb. cc[q, q, gqb]1]

-3

m UO2 =2Re < p, bb[qg, hi1] >

U02 = Conpl exExpand[2 Re [pb. bb[g, h11]]]
4

» UO3 =Re < p, bb[q, hy| >

U03 = Conpl exExpand[Re [pb. bb[gb, h20]]]

-2

Assim, o Primeiro Coeficiente de Lyapunov paraa=1em

R*fica dado por

n |1=ﬁ[u01 +U02 + U03]

1= (1/(2w)) (UOL+U02+U03)

1

2&)0

m Mas

C ear [b]

wo = b-1

\V-1+b
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Entao
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Anexo Il

Calculo do Primeiro e Segundo
Coeficientes de Lyapunov para a
=2c +1em R*

O Sistema é dado por
fllx_, y_, z_, W.l:=-a (X +by+2xy+y?+xy?)+c (X -2)

f2[X , Y, Z_, W1l:=X+y+2Xy+y2+xy?

f3[X_, y_, z_, W.]l:=-a(z+bw+2zw+W +ZW) +C (z-X)

fAIX_, Yy, Z_, W1:=Z+W+2ZW+W +2 W

A Jacobiana é dada por

Df [{x_, y_, z_, W_}]:={

{Derivative[l, 0, 0, O1[f1]1[X, y, z, w], Derivative[O, 1, O, O] [fl1[X, vy, z, W],
Derivative[0, 0, 1, O1[f11[x, y, z, w], Derivative[O, O, O, 1]1[f21[X, vy, z, W]},
{Derivative[l, O, 0, O1[f2][X, Yy, z, w], Derivative[O, 1, O, O1[f2][x, Yy, z, W],
Derivative[0, 0, 1, O1[f2][X, Yy, z, w], Derivative[O, O, O, 1]1[f2]1[X, V¥, Z, W]},
{Derivative[l, 0, 0, O1[f3]1[x, y, z, w], Derivative[O, 1, 0, O] [f31[x, vy, z, w],
Derivative[O, 0, 1, O1[f3]1[x, y, z, w], Derivative[O, O, O, 1]1[f31[X, vy, z, W]},
{Derivative[l, O, 0, O1[f4]1[x, Yy, z, w], Derivative[O, 1, O, O1[f4]1[x, Yy, z, W],
Derivative[O, 0, 1, O1[f4]1[X, vy, z, w], Derivative[O, O, O, 11[f41[X, ¥, z, W]}}

Mat ri xFor m{Df [{X, V¥, Z, W}]]

c-a(l+2y+y?) -a(b+2x+2y+2xy) -c 0 \
1+2y+y? 142X +2y+2XYy 0 0

-C 0 C—a<1+2W+W2) —a(b+2w+2z+2wz)
0 0 1+2w+wW 1+2w+2z+2wWz

A Superficie de Hopf é dada por

a=2c+1

1+2c
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Encontrando os Autovalores

m O ponto de equilibrio que iremos estudar €&
eo = {0, 0, 0, 0}

{0, 0, 0, 0}

1+w%

m Fazendo b = Toe

2
1 + wj

T 1:+2c

1+wd

1+2c

m Matriz Jacobiana em ¢eg
Aleo] = Sinplify[Df [eo]]
{{-1-¢, -1-w3, -c, 0}, {1, 1, 0,0}, {-c, 0, -1-¢, -1-wj}, {0, 0, 1, 1}}

Mat ri xFor mA[eg]]

-1-c -1-w§ -cC 0 )
1 1 0 0

-c 0 “1-c -1-u3
0 0 1 1

m Encontrando o Polindmio Caracteristico
pIx_]: =Det [A[eo] -ax*ldentityMatrix[4]]
pIA]

2¢22+2c 3+ 2% -2cwi+2C A wd +2 2% W+ w

m Logo os autovalores sdo dados por
an = Refine[Ful | Si mplify[Ei genval ues[A[ep]]], a>0&&b >1&&c > 0];
Al =an[[2]]
1 wo
A2 =an[[1]1]
-1 wg
A3 =an[[4]]

—c++/C (2+C) - wd
A = An[[3]]

—c-+/c (2+¢C) -}
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Encontrando os Autovetores

gn = Refine[Ful | Si nplify[Ei genvectors[A[eo]]], a>0&&b>1&&c >0];
ql=agn[[2]]

{1—]1[00, —1, —1+fLOJ0, l}

g2 =qgn[[1]]
(1+iwg, -1, -1-1iwp, 1}

g3 =qn[[4]]
{—1—c+«/c (2+¢)-wg, 1, -1-c++/Cc (2+C) -w3, 1}
q4 =qn[[3]]

{717‘:7 c(2+¢)-wd, 1, -1-c--/c (2+¢) -w?, 1}

Trabalharemos com

Autovalor

A= 21

Autovetor associado a A

q=(-1)ql
{—1+]'1a)0, 1, 1—11&)0, —l}

Complexo Conjugado de g (q)

gb = Refi ne[Conj ugat e[q], wp > 0]

{717]1(00, 1, 1+J'lw0, 71}

Autovetor Adjunto associado a A
1+ wp

p=Sianify[m

{1+1'1w0, (1)02+l, -1 -1 wp, _wOZ_l}]

i) + 1 - il
4wy 4 4w 4 wo 4 wo

{ i E i i ]j.+wo}

Complexo Conjugado de p (p)
pb = Simpli fy[Refine[Conjugate[p], wo>0]]

i1 i i 1 i

e i i e i e
dowg 4 dw duwo 4 4w
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Normalizando p com respeito a q

m O fator de normalizacao é

u=Sinplify[l/ (pb.q)]
1

= Assim p normalizado é

pb =u=xpb

dwy 4 duwy dwy 4 4w

{_ii_i i 11'1}

As Funcobes Multilineares sao dadas por

bbr{x1_, y1_, z1_, wl_}, {x2_, y2_, z2_, w2_}]:={-2axly2-2aylx2-2ayly2,
2x1y2+2x2y1+2yly2, -2azlw2-2awlz2-2awlw2, 2z1w2+2wWlz2+2wlw2}

bb[{x1, y1, z1, wl}, {x2, y2, z2, w2}] // Matri xForm

-2 (1+2c)x2yl1-2(1+2c)x1ly2-2(1+2c)yly2)
2x2yl+2x1y2+2yly2
-2 (1+2c)wlw2-2 (1+2c)w2z1l-2(1+2c)wlz2
2wiw2 +2wW2z1+2wlz2

ccl{x1_, y1_, z1 , wil_}, {x2_, y2_, z2_, w2_}, {x3_, y3_, z3_, w3_}]: =
{-2ax1y2y3-2aylx2y3-2ayly2x3, 2x1y2y3+2y1x2y3+2yly2x3,
-2azlww3d-2awlz2w3-2awlw2z3, 2z1w2wW3 +2wlz2w3 +2wlw2z3}

cc[{x1, y1, z1, wil}, {x2, y2, z2, w2}, {x3, y3, z3, w3}] // Matri xForm

-2 (1+2c)x3yly2-2 (1+2c)x2yly3-2(1+2c)x1ly2y3)
2x3yly2+2x2y1ly3+2x1y2y3
-2 (1+2c)yw2w3z1-2 (1+2c)wlwdz2-2 (1+2c)wlw2z3
2w2w3z1l+2wlw3z2+2wlw2z3

dd[r{x1_, y1_, z1_, wi_}, {x2_, y2_, z2_, wW2_},
{x3_, y3_, z3_, W3_}, {x4_, y4_, z4_, w4_}]1:={0, O, O, 0}

dd[{x1, y1, z1, wl}, {x2, y2, z2, w2}, {x3, y3, z3, W3}, {x4, y4, z4, w4}] // Matri xForm

0

o

0
0)

ee[{x1_, y1_, z1_, wi_}, {x2_, y2_, z2_, w2_}, {x3_, y3_, z3_, wWa_},
{x4_, y4_, z4_, WA_}, {x5_, y5_, z5_, ws_}]1:={0, 0, O, 0}

ee[{x1, y1, z1, wl}, (X2, y2, z2, W2},
{x3, y3, z3, w3}, {x4, y4, z4, w4}, {x5, y5, z5, wb}] // Matri xForm

\

O O O Oo
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Calculo dos Vetores Complexo

= hyy
h1l = Full Sinplify[-Inverse[A[eo]]. bb[q, gb]]
{2, 0, 2, 0}

m hy

h20 =Sinplify[lnverse[2iwy |l dentityMatrix[4] - A[ep]].bb[q, q]]

2 (1 +2wp) (—2C+2]’1(1+20)wo+a}%) 4wy (1+2uwo)

5 2ic+4cuwo+3id " 2c-4icwy+3ah
2 (i+2wp) (-2Cc+21 (1+2¢) wo +wj) 4wy (i+2wp)

- 2ic+dcuwp+3iwk ’ 2c-41w0+3w5}

Componentes do Primeiro Coeficiente de Lyapunov

Tl =<p, cclg,q,q]>
Tl =Sinmplify[pb.cc[qg, g, gb]]

61ic
-3-2c-

+1 wo
wo
= Ul=Re[T1]
Ul = Conpl exExpand[Re[T1]]

-3-2c

m T2 =2 < p, bb[q, hy1] >

T2 =Sinplify[2 (pb.bb[g, h1l])]

8ic
.

wo

= U2 =Re[T2]
U2 = Conpl exExpand[Re[T2]]

4

m T3 =< P, bb[a, h20]>
T3 =Si nplify[pb. bb[gb, h20]]

2(1-2iw) (4ic?+2c (3+4cC)wo-21 (1+C) wf+wd)

wo (20—41’10wo+3w%)



m U3

= Re[T3]
U3 = Si npl i f y[Conpl exExpand[Re[T3]1]]

2 (4c? (3+4c) +4c (5+24c+16¢?) wi- (9+4c) wf)

4c?2+4c (3+4c) wh+9uwd

n g21: T1+T2+T3

g21 =Ful Il Sinplify[Tl+T2+ T3]

(2Cc-iw) (L+wy) (Bic+ (4+12¢C +1 wp) wo)

wo (2]1C+4Cw0+311w%)
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O Primeiro Coeficiente de Lyapunov

| | Il=

%[Ul +U2 +U3]

11=Sinmplify[(l/2) (Ul+U2+U3)]

4c? (7+6¢c)+4c (13+46¢+24c?) wf- (9+26¢C) wj

8c?+8c (3+4¢c) wh+18wd

Obs.: Naexpressédodo |, omitimos o termo w, do denominador,
temos queisso é permitido umavez que estamos interessado apenas no sinal do |,.

Céalculo dos Vetores Complexos

= hy

Cl ear [b]

h20b = Si npl i f y[Conpl exExpand[Conj ugat e[h20]1]1]

{ 21 (-i+2w) (-2¢-21i (1+2¢) wp + wj) 4wy (-1 +2wp)
2c+4icwy+3uwh ' 20+4]1Cw0+3w§’
21 (-1+2w) (-2¢-21i (1+2¢) wo +wj) 4w (-1 +2wp)

2c+41icuwo+3 w3 ’ 20+4icwo+3w§}
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h21={x, y, z, w} /. Sinplify[Solvel
{{(RwgldentityMatrix[4] - A[eo]) [[111[[11], (fwoldentityMatrix[4] -A[eo]) [[1]11[[2]11,
(LwoldentityMatrix[4] - A[eo]l) [[111[[3]1], (fwoldentityMatrix[4] -A[eo]l) [[1]1]1[I
411, ql[111}, {(iwoldentityMatrix[4] -A[eo]) [[211[[1]],
(LwoldentityMatrix[4] - A[eo]l) [[2]11[[2]1], (iwoldentityMatrix[4] -Aleo]) [[2]111I
311, (LwoldentityMatrix[4] -Aleol)[[211[[411, ql[211},
{(LwoldentityMatrix[4] - A[eo]) [[311[[1]1], (RwoldentityMatrix[4] -A[eo])[[3]1]1[I
211, (twoldentityMatrix[4] -A[eo]) [[3]11[[3]11,
(LwoldentityMatrix[4] -Aleol) [[311[[411, q[[3]11},
{(LwoldentityMatrix[4] - A[eg]) [[411[[1]]1, (iwoldentityMatrix[4] - Aleo]) [[4]1]1[I
211, (dwoldentityMatrix[4] -Aleol) [[4111[311,
(LwoldentityMatrix[4] -Aleol) [[4110[411, q[[4]11},
{pb[[1]1, pb[[2]], Pb[[31]1, pb[[411, O}}. {X, V¥, Z, W, S} =
{Simplify[(cc[q, g, gb] +bb[gb, h20] +2bb[q, h11l] -921q)][[1]1],
Sinplify[(cc[q, q, gb] +bb[gb, h20] +2bb[qg, h11] -g21q)1[[2]1],
Sinplify[(cc[q, g, gb] +bb[gb, h20] +2bb[g, h11] -g21q)]1[[3]1],
Simplify[(cc[q, g, gqb] +bb[gb, h20] +2bb[qg, h1l] -g921q)]1[[4]].
0}, {X, ¥y, z, W, s}I1[I[1]]

(1+w3) (12¢2-21ic (1+12C)wp+2 (2+7¢) w§+1i wj)

{ ,

2w (2c-41icwo+3wf)

(i+wp) (12ic?2+2c (1+12¢c) wo+21i (2+7¢C) wf - wj)

2 wh (2C—4ijo+3w%)

i <1+w%) (12]'LCZ+ZC (1+12C) wo+2 1 (2+7C)w%—m8)

1

J

2w} (20—4]’1Cw0+3w%)

(i+wp) (-12ic?-2¢c (1+12¢c) wp-21i (2+7¢C) w§ +wd)

203 (2c-4icuw+3wj)

h21b = Si npl i f y[Conpl exExpand[Conj ugat e[h21]]]

(1+w3) (12¢2+2ic (1+12C)wp+2 (2+7¢) w§ - i wj)

{ ,

2w (2c+4icwo+3wf)

(-i+wo) (12ic?-2c (1+12¢) wo+21i (2+7¢C) wf +wj)

2w (2c+4icw+3wj)

i <1+w%) (12]102—2C (1+12C) wo+2 1 (2+7C)w%+w8)

2 wh (2C+4]iCm0+3a)%)

(-i+wp) (12ic2-2¢c (1+12C)wo+21i (2+7¢C) wj+wj)

J

203 (2c+4icw+3wj)
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= hgp
h30 =Ful | Sinplify[lnverse[3iwyldentityMatrix[4] -A[eo]l]. (cc[q, g, q] + 3bb[qg, h20])]

31 (1+3wp) (—ZC+4J'1 (1+c)wo+5w%) (-2C+wp (31 +61cC+wy))

{ 403 (2c-4icuwo+30f) ’

3(2c-31wy) (1 +3wg) (21iC+ (4+4cCc-51wy) wo)

- 1

40§ (2c-4icw+3uf)

3(1+3wy) (2iC+ (4+4C-51wp) wg) (-2C+wo (31 +61C+wy))

1

403 (2c-4icw+3uwj)

3(2c-31wy) (1 +3wg) (21C+ (4+4C—5iw0>w0)}

40§ (2c-4icw+3uf)

m hg

h31 =
Full Sinmplify[(lnverse[2iwyldentityMatrix[4] -A[epl]). (dd[qg, g, g, gb] +3cc[q, g, hll] +
3cc[q, gb, h20] +3bb[h20, h11l] + bb[gb, h30] +3bb[q, h21] -3 g21h20)]

{~(3(-801c*+uo (8 (7-62¢)c?+
wo (8ic? (-29+6¢ (-27+20¢C)) +wp (4C (-28+C (-593+2¢ (-793+32¢c))) +

wo (BicC (97 +2¢ (447 +¢C (769 +64C))) +wo (2 (-20 +C (581 +2¢C (2069 +
24C (105+8¢C)))) +wo (-2 (-83+2¢C (47 +16¢C (52+43¢C))) +

wo (69 +2 (73-120¢) ¢ +wp (491‘1+681'Lc+10w0)))))>))))/
(Zw% (2]1C+4Cwo+311w6)3), (3(8c3+wo (-4ic? (19+18¢) +wp (-4¢ (14+5¢) (1+12¢) +
wo (4ic (91+492¢+88¢?) +wp (-20+2¢ (227 +16¢C (67+6¢C)) +
wo (i (85+70¢-736¢?) + (25+156¢C +22iwo) wo))))))) /
wo (2ic+4cuwo+310f)’), -(3(-80ict+uo (8 (7-62¢)c%+

wo (8i€? (-29+6¢C (-27+20¢C)) +wp (4C (-28+cC (-593+2c (-793+32¢))) +

wo (8BicC (97 +2¢C (447 +¢C (769 +64C))) +wo (2 (-20 +C (581 +2cC (2069 +
24¢ (105+8¢C)))) +wo (-2 (-83+2¢ (47 +16¢C (52+43¢C))) +

wo (69+2 (73-120c¢) C + wp (4911+68]ic+10w0)))))>))))/
(2w5 (ch+40wo+3jwé)3), (3(8c3+wo (-4ic? (19+18¢) +wp (-4C (14+5¢) (1+12¢c) +
wo (4ic (91+492¢+88¢?) +wp (~20+2¢ (227 +16¢C (67+6¢C)) +wo (i (85+70c -
736C%) + (25+156¢ +22 i wp) wo))))))) / (w0 (2ic+4cuo+3iuf)’)}

= hy

h22 =Sinmplify[
(-l nverse[Alep]l]). (dd[qg, g, gb, gb] +4cc[qg, gb, h1l] +cc[qgb, gb, h20] +cc[qg, g, h20b] +
2bb[h11, h11] +2bb[g, h21b] +2bb[gb, h21] + bb[h20b, h20] -4 h11l1)]

{-(4(48c*+4c? (11+50c+72¢%) uf+
4c (13+62c+116c?+96¢c%) wf - (13+166¢ +360c2+192¢3) w§ + (29 +52¢) o)) /
(8cwh+4c? (5+8c)wi+2 (3-8¢) cuwg-9uf),

4 (4c2 (7+6¢C) +4c (183+46¢C+24c?) wf- (9+26¢) wf)

8c®+4c?2(5+8c)wi+2(3-8¢c)cuwf-9wd

- (4 (48c*+4c? (11+50c+72c?) wj+4c (13+62c+116c? +96c?) wg - (13 +166 ¢ +360c? + 192¢?)
wg+ (29+52¢) w)) /(8c®wh+4c? (5+8¢)wi+2 (3-8¢)Ccuwl-9uf),

4 (4c? (7T+6c) +4c (13+46¢ +24c?) wj - (9+266)w3)}

8c3+4c? (5+8c)wi+2(3-8¢c)cuwh-9uwh
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Componentes do Segundo Coeficiente de Lyapunov

= U0l=Re<p,e[q,q,q,7, 7>

W1 =Re[pb. (ee[q, g, g, gb, gb])]
0

U02 = Re< p, d[q, q, g, hyl>

W02 = Re[pb. (dd[q, g, g, h20b])]
0

U03 =3Re< p, d[g, d, T, hy| >

W03 = 3 Re[pb. (dd[qg, gb, gb, h20])]
0

Uo4 =6Re< p, d[g,q,T, hus]>

W04 = 6 Re[pb. (dd[qg, g, gb, h11])]
0

U05 =Re < p, c[q, T, hao] >

W05 = Si npl i fy[Conpl exExpand[Re [Ful | Si npl i fy[pb. (cc[gb, gb, h301)1111]

(3 (-16c® (6+5¢c) -4c (-9-21c+156¢?+80¢%) w§+6 (9+150c +238¢?) wg+15 (-5+28¢) wf)) /
(8c?w§+8c (3+4c) wy+18uwp)

U06 =3Re < p, ¢|[q, q,ﬁ21]>

U06 = 3 Si npl i fy[Conpl exExpand[Re[Si nplify[pb. (cc[q, g, h21b])]111]

18 (1+w§) (4c3+2c (1+12c+8c?) wf+ (3+11¢c) wj)

4c?wi+4c (3+4c) wh+9uw§

U07 =Re < p, c[q, T, hy] >
U07 =6 Si npl i fy[Conpl exExpand[Re[Ful | Si npli fy[pb. (cc[q, qb, h21]1)]111]

(6 (48¢® (1+c) +4c (3+21c+88c?+48¢c%) wj+2 (9+44c+42c?+32c3) wg+ (9+16¢c) wf))/
<4C2w%+4c (3+4C)w3+9w8)

U08 =3Re < p, c[q, hag, hao] >

U08 = 3 Si npl i fy[Conpl exExpand[Re[Ful | Si npli fy[pb. (cc[q, h20b, h20])111]

144 (1+2c¢) w§ (1 +4wf)

4c?+4c (3+4c) wh+9uWh



122

U09 =6Re< p, c[q, hiy, hy1]l >

U09 = 6 Si npl i f y[Conpl exExpand[Re [pb. (cc[q, h1l, h11])]]]
0

m Ul0 =6Re< p, C[a h2o, h11] >

U10 = 6 Si npl i f y[Conpl exExpand[Re[Si npli fy[pb. (cc[gb, h20, h11])]1]11]

96 (2c?+c (3+8¢C) w§ -3 wg)

4c?2+4c (3+4c) wh+9uwh

= Ull =2Re< p, b[q, hg]>

Ull =2 Si nplify[Conpl exExpand[Re[Si npl i fy[pb. (bb[gb, h31])1111

- (3 (256 (-1+c)c’+64c® (57+307c +128c?+48¢c?) wf +
32c¢* (535+6336cC +10218¢? + 3552 ¢ + 384 c*) w +
16 ¢® (1290 + 30889 ¢ + 104800 c? + 103968 c® + 28160 c* + 1024 ¢®) wf +
16 ¢? (-369 + 14507 ¢ + 105515 ¢? + 223520 ¢ + 167488 ¢ + 35840 ¢®) wf -
4c (4563 +49419c + 205904 c? + 313680 c? + 147968 ¢c*) wi® -

2 (1701 +4212¢ + 1602¢? + 5408 %) w§? - 297 (9 + 16¢) wh*)) / (wf (4c2+4c (3+4c) wf+9uf)’]

= U12 =3Re< p, b[q, hyl >
Ul2 = Si npl i f y[Conpl exExpand[Re [Ful | Si nplify[pb. (3 (bb[qg, h22]))111]

~ (12 (48¢*+4c? (11+64c +84c?) wd+
4c (13+88c +208¢?+144¢c3) wf - (13+184 ¢ +412¢2 +192¢%) wf + (29+52¢) ) /
(8c®w§+4c? (5+8c) wg+2 (3-8¢)cuwf-9uwp)

s Ul3 =Re< p, b[ﬁzo, h30] >

Ul3 = Si npl i fy[Conpl exExpand[Re [Ful | Si npl i fy[pb. (bb[h20b, h30]1)1111

(3 (16c® (3+c) +4c (13+59¢c +168¢% +16c?) wf +
2 (-25+32c +574c? +864¢%) wy- (161+576¢) wg)) / (8c?wj+8¢ (3+4c¢) wg+18wf)

= Ul4 =3Re< p, b[hyy, hyl >

Ul4 = 3 Si npl i fy[Conpl exExpand[Re [Ful | Si mpl i fy[pb. (bb[h21b, h20]1)1111

(3(-16c® (4+3c) -4c (7+39c+144c?+48¢c%) wf+ (22+76C -84c2-704c3) w§+ (25+104¢) wf)) /
(4c?wf+4c (B+4c) wg+9ul)

m Ul5 =6Re< p, b[hy, hyi] >
UL5 = Si npl i f y[Conpl exExpand[Re [Ful | Si npli fy[pb. (6 (bb[h1l, h211))11]]

6 (16C3 (2+3c) +4c (2+15C+68C2+4803>m%+4 <3+l7c+1502>wé+3a}8>

4c2wf+4c (3+4c) wd+9uf
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O Segundo Coeficiente de Lyapunov

= 1,=2[U01 + UO2 + U03 + U04 + U5 + U06 + UO7 + UO8 + U09 + U10 + ULl + U12 + U13 +
Ul4 + U15]

12=Simlify[
(1/12) (W01 +U02 + U3 + U04 + UO5 + U0 + UO7 + 08 + U0Y + UL0 + ULL + UL2 + U13 + UL4 + U15) ]
- (-256¢® (7+6c) -128c® (35+296¢C +364 % +144¢%) wf -
128¢° (173 +2084c +4132¢? + 2592 ¢ + 576 ¢*) wg -
32c* (1065 +17560c +62180c? + 70128 ¢? + 27392 ¢ +3072¢®) w§ -
32¢* (558 + 6099 ¢ + 43254 ¢? + 106560 c® + 89216 ¢c* + 22528 ¢°) wf +
8c? (-1125+24104c + 178188 ¢c? + 350992 c® + 228608 c* + 41984 c®) wg’ -
8c (1269 +13680¢C +54620c? + 76320 ¢ + 29248 ¢*) wj? + 2 (81 + 216 C + 7236 ¢ + 8816 ¢°) wj* -

135 (-3+2¢) wf) / (203 (-2 +af) (4c?+4c (3+4c) w§+9wé)3)

Definindo wy

w=V-1+b (1+2c)
V-1+b (1+2c)

O Primeiro Coeficiente de Lyapunov fica dado por
I1=Sinmplify[l1]

4¢c2 (7+6¢C)-(9+26¢C) (—l+b+2bC)2+4C (-1+b+2bc) (l3+46C+24C2)

8c2+8c (3+4c) (-1+b+2bc) +18 (-1+b+2Dbc)?

O Segundo Coeficiente de Lyapunov fica dado por
12=Sinplify[l2]

~(-256¢® (7+6¢c) -135 (-3+2¢c) (-1+b+2bc)®-128¢® (-1+b+2bc)
(35+296¢C +364c%+144¢c3) +2 (-1+b+2bc)’ (81+216¢ +7236¢2+8816¢3) -
128¢® (-1+b+2bc)? (173 +2084c + 4132¢2 + 2592¢° + 576 ¢*) -
8¢ (-1+b+2bc)® (1269 +13680c +54620c? + 76320 c® + 29248 ¢c*) -
32¢* (-1+b+2bc)® (1065 +17560c + 62180 c? + 70128 c® + 27392 c* + 3072¢®) -
32¢® (-1+b+2bc)* (558 +6099C + 43254 c2 + 106560 ¢® + 89216 ¢* + 22528 ¢®) +
8c2 (-1+b+2bc)® (-1125+24104¢c +l78188c2+35099203+22860804+4198405))/

2 (-1+b) (L+2c) (-1+b+2bc) (4c®+4c (3+4c) (-1+b+2bc) +9 (71+b+2bc>2)3)



