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Resumo

Trata-se do estudo qualitativo de um sistema nao linear de equagoes diferenciais ordindarias
de primeira ordem em R?, composto por trés equacoes acopladas: duas delas nao lineares e uma
linear. Este sistema estd associado ao conhecido sistema regulador de Watt. Foi estudada
a estabilidade local do sistema e o surgimento das bifurcacoes de Hopf e suas extensoes.
Apresentou—se um método para estudar essas bifurcagoes em sistemas n—dimensionais que
enfatiza as condi¢oes de Hopf de nao degenerescéncia, de transversalidade e que garantem o
surgimento de érbitas periddicas. Apresentamos também algumas simulagoes numéricas para

ilustrar a andlise desenvolvida.



Abstract

To treat of study qualitative of a nonlinear system of first—order ordinary differential
equations in R3, composed of three coupled equations being two nonlinear and one linear.
Such system is associate of the known Watt governor system. We study the local stability
in this system and the appearance of a Hopf bifurcations and its extensions. To present a
method for studying this bifurcations in n—dimensional systems, suitable to verify the Hopf
conditions of nondegeneracy and of transversality, with guarantee the appearance of periodic
orbits. We present so some numerical simulations for corroborating the analysis developed

here.



Conteudo

Conteudo 3
Lista de figuras 6
Introducao 7
1 O Sistema Regulador de Watt 10
1.1 O sistema maquina a vapor-regulador de Watt . . . . . . . ... ... .. ... 10
1.1.1 O Sistema de Watt . . . . . . ... ... .. ... ... 10

1.1.2 Modelo matematico do sistema . . . . . . .. ... 12

2 Bifurcacao de Hopf 15
2.1 Bifurcagao de Hopf genérica . . . . . . . . . . ... 19
2.2 Método da Projecao . . . . . . ..o 35
2.3 Diagramas de Bifurcacgao da forma normal . . . . .. ... .. .. ... .... 56

3 Estudo Qualitativo do Sistema Regulador de Watt 62
3.1 Estudo das equacoes 3.1 . . . . . . . . ... 63
3.2 Condigao de Hopf . . . . . . . . .. o 67
3.3 Bifurcacado de Hopf . . . . . . . ..o 73
3.4 Condigao de estabilidade de Vyshnegradskii . . . . ... ... ... ... ... 94

4 Simulagoes Numéricas 97
4.1 Estudo de casos especificos . . . . . . ..o 97
4.1.1 Parametros pertencentes a regiao S7 . . . . . . . ... 98

4.1.2 Parametros pertencentes a regiao Uy . . . . . . . . ... .. 99

4.1.3 Parametros pertencentes a regiao No . . . . . . . .. ... 101



4.1.4 Parametros pertencentes a regiao P> . . . . . . ... ... 103

4.1.5 Parametros relacionados ao ponto @ . . . . . .. ... 106
Conclusoes 107
Bibliografia 109
Anexo 111



Lista de Figuras

1.1 O sistema maquina a vapor-regulador de Watt . . . . . . . ..
1.2 Forgas que agem sobre as esferas. . . . . .. .. ... .. ...

1.3 Forgas que agem sobre o volante . . . . . .. .. ... .. ...

2.1 Retratos de fase apresentando bifurcacao de Hopf . . . . . ..
2.2 Transformacao de Poincaré para a bifurcacao de Hopf. . . . .
2.3 Ponto fixo da transformacao de retorno. . . . . ... ... ..
2.4  Constru¢ao do homeomorfismo préximo a bifurcagao de Hopf .
2.5 Diagrama de bifurcagdo de (2.52). . . . . . . ... ... ...
2.6 Diagrama de bifurcagdo de (2.53). . . . . . .. ...
27 TN{v=c>0} ...
28 TN{v=c=0} ...
29 TN{v=c<0}. ...
2.10 Diagrama de bifurcagao do sistema (2.49). . . . ... ... ..

3.1 Superficie de parametros criticos e, = 2a6%2. . . . ... ...

1
3.2 Superficie de parametros (3, o, ) = %\/26(&?2 +3(p2—-1))

3.3 Superficie de parametros (3, a, ) = \z/—;\/Qﬂ(ﬁ€2 +3(p2—1))
3.4 Curva de parametros r(G,a,e) = 0.. . . .. ... ... ...
3.5 Superficie de parametros (3, o, ) = v/2 (ﬁs — /36 (1 —3?)
3.6 Superficie de parametros 7(3, o, ) = /2 (65 + /308 (1 —(?)
3.7 Autovalores para 0 < e < 2a3%2. . . ... ... ... .. ...
3.8 Autovalores para e =2a3%2. . . . ... ...
3.9 Autovalores para e >2a8%2. . . . ...
3.10 Autovalores para r(3,a, &) = i%\/2ﬁ (Be2+3(5%2—1)). .

3.11 Curva [; = 0 dividindo a superficie de parametros criticos. . .




3.12

3.13

3.14
3.15
3.16
3.17
3.18
3.19
3.20
3.21
3.22
3.23
3.24
3.25

4.1
4.2

4.3
4.4

4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

Diagrama de bifurcagdo do sistema (3.15) em um equilibrio dependendo de
parametros pertencentes a regiao Si. . . . .. ... 7

Diagrama de bifurcagdo do sistema (3.16) em um equilibrio dependendo de

parametros pertencentes a regiao Uy. . . . . . . . ... 78
Curva Di(a, B,e.) = 0. . . o o o0 83
Curva Do(a, B,e) = 0. . o o o o o 84
Curva Di(a, Byec) = 0.« 0 o o000 o 84
Curva Do(a, B,e.) = 0N (e, Bree) =0, o oo 85
Curva Do(a, Bye.) = 0N (e, Bree) =0, o o oo 85
Curva Do(a, Bye.) = 0N (e, Boee) =0, o oo 86
Curva [y = 0 dividindo superficie de parametros criticos. . . . . .. . ... .. 86
Interseccao entre as curvas Il = 0 e [, = 0 determinando o ponto Q. . . . . . . 87
Diagrama de bifurcagao do sistema (3.19) no ponto 7. . . . . . ... ... .. 88
Diagrama de bifurcacdo do sistema (3.20) no ponto R. . . . . ... ... ... 89
Diagrama de bifurcacdo do sistema (3.23) no ponto Q. . . . . .. .. ... .. 92
Diagrama de Bifurcagao do sistema (3.23) no ponto Ry. . . . . . ... ... .. 93

Retrato de fase do sistema (3.1) préximo ao equilibrio Py = (1.2661,0,1.82574). 98
Retrato de fase do sistema (3.1) préximo ao equilibrio Py = (1.0472,0, 1.41421)

PATA € < Ece v v v v e e e e e e e e e e e e 99
Retrato de fase do sistema (3.1) préximo ao equilibrio Py = (0.451027, 0, 1.05409).100
Retrato de fase do sistema (3.1) préximo ao equilibrio Py = (0.451027, 0, 1.05409)
PATA € > Ece v v v v e e e e e e e e e e e 100
Retrato de fase do sistema (3.1) préximo ao equilibrio Py = (0.470451, 0, 1.05919)
PATA € > €cu v v v e e e e e e e e e e e 101
Retrato de fase do sistema (3.1) préximo ao equilibrio Py = (0.470151, 0, 1.05911)
PATA € < Ece v v v v e e e e e e e e e e e 102
Retrato de fase do sistema (3.1) préximo ao equilibrio Py = (0.470151, 0, 1.05911)
para € > €, no arco de pardbola da figura 3.23. . . . . . . .. ... ... 102
Retrato de fase do sistema (3.1) préximo ao equilibrio Py = (0.40875, 0, 1.04392)

para € > ¢, abaixo do arco de parabola da figura 3.23.. . . . . . . ... .. .. 103
Retrato de fase do sistema (3.1) préximo ao equilibrio Py = (0.666481, 0, 1.12795)

PATA € < Ec)e v v v v v e e e e e e e e 104



4.10

4.11

4.12

4.13

Retrato de fase do sistema (3.1) préximo ao equilibrio Py = (0.666481,0,1.12795)
PATA € > €c v v v v e e e e e e e 104
Retrato de fase do sistema (3.1) préximo ao equilibrio Py = (0.666646, 0, 1.12802)
para € < €. no arco de parabola da figura 3.22. . . . . . . ... ... ... .. 105
Retrato de fase do sistema (3.1) préximo ao equilibrio Py = (0.56451, 0, 1.08795)

para € < €, acima do arco de parabola da figura 3.22. . . . . .. ... ... .. 105

Retrato de fase do sistema (3.1) préximo ao equilibrio Py = (0.519071,0,1.07317).106



Introducao

O regulador centrifugo ¢ um dispositivo que controla automaticamente a velocidade de

uma magquina.

A interacao entre a maquina a vapor e o regulador implica neste tltimo aumentar o supri-
mento de vapor quando a velocidade do volante decresce e diminuir o suprimento de vapor
quando a velocidade do volante cresce. Desta forma, é de se esperar que a velocidade rotacional

do volante seja estabilizada, passado algum intervalo de tempo.

O regulador centrifugo provavelmente foi inventado para regular a agdo dos moinhos. A
patente foi concedida a Thomas Mead em 1787 por criar uma valvula que ajustava a distancia
entre as pedras estavel e mével do moinho (que mudava de acordo com a razao de rotacao do
moinho). Um ano depois, James Watt adaptou o regulador ao controle de maquinas a vapor,
introduzindo uma vélvula que permitia a regulagem manual das maquinas a vapor sem que
fosse necessario exercer muita forga. A vélvula tornara o processo de regulagem automatico.
Estima—se que somente na Inglaterra existiam 75000 destes reguladores, que passaram a ser

conhecidos como reguladores de Watt, nos primeiros oitenta anos do invento. Ver Denny [13].

Na segunda metade do século XIX, comecou-se a observar um decaimento na performance
do regulador na maquina a vapor. Para esclarecer as razoes de tal problema, um estudo

detalhado da dinamica do sistema maquina-regulador foi feito.

A primeira andlise matematica das condicoes de estabilidade do sistema regulador de Watt
foi feita por James Clerk Maxwell [5] em 1868 e posteriormente apresentada em uma linguagem

adaptada para engenharia por Vyshnegradskii [12] em 1877.

De acordo com [6], p.217, a dindmica do sistema médquina a vapor-regulador de Watt,

esquematicamente apresentado na figura 1.1, ¢ modelada pelo seguinte sistema nao linear de



equacoes diferenciais ordinérias:

¢ = 9,
b
P = CPQ%sen cosp — gsenp — — 1),
m
Q = ﬁcosgp—f
I I’

onde ¢ € (0,7/2) é o angulo de desvio das hastes do regulador em relagao ao eixo vertical,
w é a velocidade angular do eixo vertical, C' = w/€) é a razdo constante de transmissao,
2 € [0,00) é a velocidade angular do volante, g é a constante gravitacional, b é a constante
da forca de atrito do sistema, m massa das esferas presas as hastes, u é uma constante de
proporcionalidade relacionada a carga, F' é o torque relacionado a carga e I é o momento de

inércia do volante.

O problema consistia em estudar a estabilidade da posicao de equilibrio deste sistema.
Da anélise da posicao de equilibrio do sistema, obteve-se as condigoes de estabilidade de
Vyshnegradskii

bl

—v>1,
m

sendo v = |Qy/2 F| e €y, valor de 2 no ponto de equilibrio, a partir das quais Vyshnegradskii
concluiu que o atrito era o elemento essencial para um melhor funcionamento do regulador e
que a queda no rendimento do dispositivo ocorreu especificamente pelo crescimento da massa
das esferas presas as pontas das hastes que estavam sendo usadas. Ver Pontryagin [6] e

Sotomayor, Mello e Braga em [8].

O sistema méaquina a vapor-regulador inventado por James Watt em 1788 é considerado

o marco de referéncia do nascimento da Teoria de Controle Automatico.

A relevancia histérica deste dispositivo bem como sua importancia nos dias atuais, esta
relacionada a Teoria do Desenvolvimento de Controle Automaético, do vapor para o diesel,
maquinas a gasolina e reguladores eletronicos, que foram bastante discutidos por MacFarlane

[4] e vérios outros autores.

O propésito deste trabalho foi compreender o modelo fisico-matematico e o comportamento
das solugoes do sistema de equagoes diferenciais, relacionadas ao regulador de Watt, mostrando
a existéncia de bifurcagoes de Hopf no modelo. Consequentemente, teremos o surgimento de
ciclos limites que representam oscilacoes na dinamica de funcionamento do sistema de Watt.

Ver Hassard [2] e Al-Humadi e Kazarinoff em [1].



No primeiro capitulo, descrevemos o funcionamento do sistema regulador de Watt e o
processo de obtencao das equagoes que modelam o sistema, conforme Pontryagin [6], Scardua

[7] e os artigos de Sotomayor, Mello e Braga [8], [9] e [10].

No segundo capitulo, definimos a bifurcacao de Hopf num sistema bidimensional e um
método para se estudar esta bifurcacao em sistemas de dimensao finita qualquer, baseados no

livro de [3] e os artigos de Sotomayor, Mello e Braga [8] e [9].

No terceiro capitulo, estudamos o modelo qualitativamente: o comportamento das solucoes,
o ponto de equilibrio e o surgimento das bifurcagoes de Hopf, conforme Pontryagin em [6] e

os artigos de Sotomayor, Mello e Braga [8] e [9].

No quarto e iltimo capitulo, apresentamos algumas simulagoes numéricas para ilustrarmos
os resultados e o surgimento das bifurcagoes de Hopf para um certo conjunto de valores dos

parametros, feitas com o auxilio do software

MATHEMATICA [14].



Capitulo 1

O Sistema Regulador de Watt

Neste capitulo apresentamos o problema fisico que iremos estudar neste trabalho.

Primeiramente descreveremos o sistema maquina a vapor-regulador de Watt e em seguida
obteremos as equacoes diferenciais que modelam o sistema. Tal descricao sera feita baseada
nos livros de Pontryagin [6], de Scardua [7] e os artigos de Sotomayor, Mello e Braga [8], [9]
e [10].

1.1 O sistema maquina a vapor-regulador de Watt

Nesta secao, faremos uma descrigao do sistema de Watt e seu modelo matemético.

1.1.1 O Sistema de Watt

Na figura 1.1 (obtida a partir dos artigos de Sotomayor, Mello e Braga [8], [9] e [10]), temos
um eixo principal, F, ligado ao volante, D, do motor de uma maquina a vapor, que se
conecta, por um conjunto de engrenagens, a um eixo vertical menor, e, que gira, tendo em
sua extremidade superior duas hastes metalicas, iguais e de comprimentos [, com duas esferas
iguais de contrapeso nas pontas, de massas m cada uma. As hastes de comprimentos [ estao
ligadas ao eixo e de modo que quando este gira, as hastes se abrem, formando um angulo ¢ com
o eixo vertical e, conforme a sua velocidade de rotacao angular. As hastes de comprimentos
[ conectamos, em pontos a uma mesma distancia da base mével comum, duas outras hastes
menores que também possuem angulo central variavel e que ao se abrirem devido a rotagao
do eixo e, fazem subir uma base mével, H, (camisa mecanica) ligada a uma alavanca. Ao

subir, esta alavanca faz abrir a valvula V, aliviadora da pressao da caldeira a vapor.

10
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a
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Figura 1.1: O sistema maquina a vapor-regulador de Watt

SEECEESEN

o

eixo principal ligado ao volante

volante conectado a um conjunto de engrenagens

conjunto de engrenagens de transmissao que conecta a maquina a vapor ao eixo e
a velocidade angular de rotagao do volante D da maquina

eixo vertical ao qual estao ligadas as hastes na extremidade superior

a velocidade angular de rotagao de e

comprimento das hastes

as massas das esferas que representam o contrapeso

T\ , 4 . . L
€ (0, 5) €0 angulo de desvio formado pelas hastes do regulador e o eixo de direcao
vertical e

base movel que se conecta as hastes e desliza ao longo de e

valvula que determina o fornecimento de vapor a méaquina.

Tabela 1.1: Significado dos parametros do sistema de Watt.
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1.1.2 Modelo matematico do sistema

Primeiramente faremos uma andlise sobre as forcas que agem sobre as esferas. Veja a

figura (1.2).

1

1
1
[
1

2
mw’seny cose

mw’seng

—mg sen ¢

Figura 1.2: Forgas que agem sobre as esferas
Vamos supor, por simplicidade, que [ = 1. Segundo [6], sendo w a velocidade angular do
eixo e, a forca centrifuga sobre as esferas é dada por
2
mw* sen ,

enquanto a forca peso é dada por

mg.
Na situacao de equilibrio, a soma das forgas tangentes ao arco descrito pela massa m ao
se abrir o angulo central ¢ deve ser nula, de modo que
mw?sen @ cosp — mgsenp = 0. (1.1)
A equacgao (1.1), determina o angulo ¢, o qual é visto como uma fungao crescente da
velocidade angular w do eixo e.

Para encontrarmos a equacgao diferencial que descreve ¢ fora da posicao de equilibrio,
lancaremos mao da seguinte hipdtese: a forca de abertura das hastes maiores é proporcional a

velocidade de abertura ¢, sendo b > 0 a constante de proporcionalidade (coeficiente de atrito)
Fat - —b (p

Deste modo, da Segunda Lei de Newton, temos a equagao diferencial ordinaria de segunda

ordem
m@p = mw?seny cosp — mgseny — b, (1.2)

12



Figura 1.3: Forcas que agem sobre o volante

Denotaremos por €2 a velocidade angular do eixo principal da méaquina que gira o
volante D, por M = M («a) o momento angular de for¢ca da maquina, sendo a o angulo de
abertura da valvula aliviadora V', por N o momento angular de for¢a atuando sobre o volante

devido a carga e por I o momento de inércia do volante. Veja a figura (1.3).

Consideremos ainda que as velocidades angulares {2 e w estejam relacionadas de maneira

linear, de modo que
w

C:5>O

Se denotarmos por ,, o valor médio do angulo central ¢ perto do qual este deve se manter

e por F,, a forca correspondente a este valor médio, temos que
M = F,, + p(cosp — cosym),
sendo ;& > 0 uma constante de proporcionalidade. Definindo
F =N —F, + ucosyn,

o qual depende da carga, obtemos o seguinte sistema de equagoes diferenciais ordinarias

m(p = mC2QQSeH()0COSg0— mgseny — bQO,
IO = pcosp — F,

o qual pode ser transformado em um sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem, da

forma
d
= =
g—w = C?(%seny cosp — gsen —31/1
= p cosp — gsenyp — —, (1.3)
ds2 1
L _ P
| 7(pcose — F)

De acordo com a mudanca de coordenadas e de tempo

13



xzso,yZ\/g zzC\/g

T = ,

0 | =+

indicada em [8], o sistema de equagoes diferenciais (1.3), pode ser reescrito da seguinte forma

( dx
gt
@y
dt
dz
dt

\

ondea>0,0<fB<leec>0,

3

= Y
= 2’senx cosx — senx — €, (1.4)
= afcos x — f3),
dados por
b /1 C F
:_\/j,a:_“7g:_, (1.5)
myg gl H

sao parametros variaveis normalizados. O sistema (1.4) é uma familia de equagoes diferenciais

a trés parametros, que pode ser reescrita como X' = f(x, i), onde

x = (z,y,2); v = <O,g>,y€R,z>O, w=(B,a,¢); B € (0,1), «>0,e>0,

f(x, 1) = (y, 2°senx cosx —senz — ey, alcosz — 3)).

Chamaremos o sistema (1.4) de sistema de Watt ou simplesmente de SW.

14



Capitulo 2

Bifurcacao de Hopf

Este capitulo tem por objetivo estudar as bifurcacoes de Hopf. Inicialmente trataremos
dos sistemas bidimensionais, onde o conceito de bifurcacao de Hopf é bastante conhecido,
para posteriormente estuda—lo em um contexto mais amplo, para sistemas n—dimensionais.
As definicoes e o método de projecao que apresentaremos no corrente capitulo foram baseados

no livro de Kuznetsov [3].

Utilizaremos a terminologia suave para nos referir as funcoes de classe C™ com n suficiente-
mente grande. Quando acharmos necessario explicitar a classe de diferenciabilidade, faremos

mencao a respeito.

A notacao f(x) = O(||z||") representard uma fungao suave cuja expansao de Taylor em z

inicia—se com os termos de ordem n (ou superiores).

Seguem algumas defini¢goes que usaremos no decorrer deste capitulo.

Definicao 2.0.1 Um ponto de equilibrio xy do sistema

&= f(x)

com [ suave e v € R", é chamado hiperbdlico se todos os autovalores de A(xq) tém partes
reais diferentes de zero, onde A(xo) = D f(xg) representa a matriz Jacobiana de f no ponto
To. Se a parte real de algum autovalor for nula o equilibrio serd dito nao—hiperbdlico ou

degenerado.

Definicao 2.0.2 Um ponto de equilibrio hiperbolico xo do sistema

&= f(x)

15



com f suave e x € R", chama-se né se A(xgy) possuir n autovalores reais com mesmo sinal.

Se tal sinal for negativo chamaremos xq de né atrator e se for positivo de no repulsor.

Definicao 2.0.3 Um ponto de equilibrio hiperbolico xo do sistema

& = f(x),

com [ suave e x € R?, é chamado foco se A(xq) possuir dois autovalores complexos conjugados
com partes reais diferentes de zero. Se a parte real destes autovalores for negativa chamaremos

xo de um foco atrator e se a parte real dos autovalores for positiva de um foco repulsor.

Considere o seguinte sistema de equacoes diferenciais dependendo do parametro u

T ] —1 1 X
= + (2% + 23) : (2.1)
To 1 u To T2
Para qualquer p € R, o ponto (z1,z5) = (0,0) é equilibrio desse sistema, com a matriz

Jacobiana dada por

—1
A K

L p

que possui autovalores A\ = p+1 e Ay = u—i. Introduzindo a varidvel complexa z = xq + 2o,

como
. _ + 2 2
T = pxy — xo £ a1 (2] + 73)
e
L 4 2, .2
Ty = 1 + pwy £ xo(2] + 73),
temos

Z =iy +idy = p(xy +img) +i(wy +izs) £ (21 +ixn) (2 + 23).

Podemos entao reescrever (2.1), na sua forma complexa, por
= (u+i)z =+ 2|z (2.2)
Usando agora a representacao z = pe'?, obtemos

5= pet + piéew,

16



e, portanto
pe + pife? = pe (1 + i + p?).

Podemos, entdo, escrever a equagao (2.2) em sua forma polar

p = plp=xp?),

. (2.3)
0 = 1.

Da primeira equacao de (2.3), podemos perceber que p = 0 é um ponto de equilibrio para
qualquer valor de p (obviamente sé consideraremos p > 0). Outro ponto de equilibrio surgira
para determinados valores de u, dependendo do sinal do termo cibico em (2.1). Suponha,
por exemplo, o sistema

gZPW—ﬂ, (2.4)
0 = 1.

Entao, para 1 > 0, p(p) = /it é um ponto de equilibrio que descreve uma érbita periédica
circular com velocidade constante. Este sistema sempre tem um equilibrio na origem que é um
foco atrator se p < 0, um foco repulsor para g > 0 ou um foco atrator “fraco” (um equilibrio
nao linear e topologicamente equivalente ao foco atrator), para o valor critico p = 0. Para
i > 0, a origem fica isolada por uma érbita fechada (ciclo limite) que é tinica e atratora. Este

ciclo ¢ uma circunferéncia de raio p(u) = /i Todas as érbitas externas ou internas a este

ciclo, com excegao da origem, tendem ao ciclo limite quanto ¢ — +o0, (veja figura 2.1).

r N 2N
N N o

<0 H =0 u>0

o

Figura 2.1: Retratos de fase apresentando bifurcagao de Hopf

Este fenomeno, de geracao de uma érbita periédica e a mudanca de estabilidade do foco a
partir de uma pertubagdo no parametro u, serd chamado bifurcacao de Andronov—Hopf

ou simplesmente bifurcacao de Hopf.
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O mesmo sistema de (2.4), porém com sinal oposto nos termos nao lineares,

po= plp+p*),

. (2.5)
b = 1,

pode ser analisado da mesma maneira. Teremos a bifurcagdo de Andronov-Hopf para u = 0
mas, ao contrario de (2.4), o ciclo limite que surgird para p < 0, é repulsor. Para valores
de p > 0 a origem é um foco repulsor e nao possui ciclo limite, quando p = 0 serda um
foco repulsor “fraco” (néo linear) e para u < 0 um foco atrator. Neste tltimo caso teremos
entao um ciclo limite repulsor determinado por uma érbita fechada que é uma circunferéncia

centrada na origem de raio p(u) = \/—u. Todas as 6rbitas iniciando externa ou internamente

ao ciclo, com excecao da origem, tendem a este ciclo quando t — —oc.

Definicao 2.0.4 O sistema (2.1), ou equivalentemente, (2.2) e (2.3), é denominado forma

normal da bifurcacao de Hopf.

A seguinte definicao serd usada na proxima secao, onde estudaremos a bifurcacao de Hopf

genérica.
Definicao 2.0.5 Dois sistemas
&= f(z,p), v €R", peR™, (2.6)

y=9¢), yeR", (€R™, (2.7)

sao ditos localmente topologicamente equivalentes em torno da origem se existir uma
aplicagao (x, ) — (h,(x), k(p)), definida em uma vizinhanca V = Uy x Vg de (z, 1) = (0,0),

contida em R™ x R™, satisfazendo:
(i) k:R™— R™ é um homeomorfismo definido em Vy;

(i1) hy, : R* — R"™ € um homeomorfismo para cada p, definido na vizinhanga Uy de v = 0,
ho(0) = 0, levando drbitas de (2.6) contidas em Uy em orbitas de (2.7) em h,(Up),

preservando a direcao do tempo.
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2.1 Bifurcacao de Hopf genérica

Nesta se¢ao encontraremos condigoes para que um sistema seja localmente topologicamente
equivalente a forma normal, que acabamos de definir, da bifurcacao de Hopf. Este resultado

serd obtido no Lema (2.1.9).

Considere o sistema

T o} —1 1 T

que, como definido no inicio do capitulo, representa a forma normal da bifurcacao de Hopf
cujo sinal dos termos cubicos é negativo e, consequentemente, apresenta uma orbita peridédica

atratora.

Lema 2.1.1 O sistema

) po—1 3l
= — (] +23)
.fiZ'Q 1 1% i) To

€

+O(llz["), (2.9)

onde x = (z1,72)" e O(||x||*) representa os termos de ordem j e depende suavemente de p,

¢ localmente topologicamente equivalente em torno da origem ao sistema (2.8).

Demonstragao 2.1.1:
Parte I (Existéncia e unicidade do ciclo). Escrevendo (2.9) nas coordenadas polares (p,0)

obtemos

po= plp—p°)+2(p,0),

| (2.10)
0 = 1+Y(p,0),

onde ® = O(|p|?), ¥ = O(|p|?), e ndo indicaremos a dependéncia em j dessas fungoes para
nao complicarmos a notagdo. Uma érbita de (2.10) partindo de (p,8) = (po,0) tem a seguinte

representagao, (veja figura (2.2)),

p=p(0;p0), po=p(0;pg) com p satisfazendo a equagao

% — ;J/:Qxi/z;,q;gp’ 9 _ p(p— p?) + R(p,0), (2.11)

onde R = O(|p|*). Note que a transformacao de (2.10) para (2.11) é equivalente a uma

reparametrizagao do tempo com 6 = 1, implicando que o tempo de retorno para o semi—eixo
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£1 Po Y

Figura 2.2: Transformacao de Poincaré para a bifurcagao de Hopf.

0 = 0 é o mesmo para todas as érbitas que partem desse eixo com py > 0. Como p(6;0) =0,

podemos escrever a expansao de Taylor para p(0; pg) da forma
p = u1(0)po + us(8) p + u3(6) p5 + O(|pol*).- (2.12)

Substituindo (2.12) em (2.11) obtemos

d%(ul(e)po +uz(0)pf + us(0)pp + ) =

= (ua(8)po + wa(8) g + us () + )it — (wa(O)po + un(8) PR + us(B) i + ..
+R(p,0)
= u1(0) pop + uz(0) pip + uz(0) pgp — wi(0)py + .. + R(p, 0),

de onde vem as seguintes equagoes diferenciais lineares resultantes das correspondentes poténcias

de po

du oy e s
do = Ui, o = U4, do = Uz 1°

1

po” (1) L0

Figura 2.3: Ponto fixo da transformagao de retorno.

Como queremos para § = 0, p = pg, estabelecemos as condigoes iniciais u1(0) = 1, uz(0) =

u3(0) = 0, obtendo assim

10

)
u() =, w(@) =0, uy(h) =T
7



Note que essas expressoes sao independentes de R(p, #). Como na expressao de ug(27) vale
a igualdade

1 — 2(mp 2mp 2(27))2 12
emnk Z T T 4 g(amp 4 CRTS g?) K

— 2T
o o +...) e“™ 21 + O(p)),

podemos concluir que a transformacao de retorno py — p; = p(27, pp) tem a forma

p1 = €™ py — ™21 + O ()] g + O(pp), (2.13)

para todo R = O(p*). A transformacio (2.13) pode ser facilmente analisada para py e |u|
suficientemente pequenos. Existe uma vizinhanga da origem onde essa transformagao tem
somente o ponto fixo trivial para pequenos valores de p < 0 e um ponto fixo extra, pj =
VI + ..., para pequenos valores de 1 > 0, veja figura 2.3. Para verificar essa tltima afirmagao,

consideremos a transformagao (2.13) escrita na forma

p1 = poS(1t, po), (2.14)

onde

Sk, po) = €¥™(1 — [21 + O(u)]p3) + O(p}).

Teremos, entao, a equagao dos pontos fixos, para py > 0, dada por

S(ppo) = 1
= ™ (1 — 21 + O(u)]pg) + O(pg) = 1
= 1—[27 +O(u)lps + e >™O0(py) = e ™

& 1= [21 4+ O0(u)]pj + e *™O0(p) —e>™ = 0.

Seja
S(p; po) = 1= [2m + O(w)]pj + €™ O(pp) — e ™.

Aplicando o Teorema da Fungao Implicita na funcao S(u, po), para (1, po) = (0,0), com-
provamos a afirmagao. De fato, S(0,0) =0 e S,(0,0) = 27 # 0, 0 que nos permite escrever p

como funcao de py numa vizinhanca de py = 0 e calcular

W py) = —SeolPor o)) 227 + On))oo + e >™0(pp)
’ Sulpo, u(po)) — (...)pf — 2me2™O(pg) + 2me =2t

Portanto, temos que



implicando, pela expansao de Taylor ao redor de po = 0, ©(0) =0, que

1(po) = pg + -

que é uma fungao injetora no dominio py > 0.

A estabilidade dos pontos fixos também é obtida de (2.13). Derivando (2.14) com relagao
a po, obtemos

d - ~
d—pl = S(#s po) + PoSpy (14 po)-
Po

Para provarmos a estabilidade de pf basta mostrarmos que

dpy

5) < 1.
de (pO)

De fato, como §(,u,p0) = 1 para py = pjy; 1 = p(pg), resta vermos que p0§p0(u(p3),pg) é

~ S
negativo. Calculando poS,, (@, po) = poa(,u, po) , obtemos
0

P0Sp (11, po) = pE[—26*™ (27 + O ()] + O(po)],

que, para pequenos valores de p§ > 0, u(pf) > 0, satisfaz o esperado.

Levando em conta que o ponto fixo positivo da transformacao corresponde a um ciclo limite
do sistema, podemos concluir que o sistema (2.10), ou (2.9), com quaisquer termos O(|p[*),
tem um tnico (e estavel) ciclo limite bifurcando da origem quando p > 0 como no sistema
(2.8).

Portanto, em outras palavras, os termos de ordem superior nao afetam o surgimento do

ciclo limite numa vizinhanca de (x1,x2) = (0,0) com |u| suficientemente pequeno.

Parte II (Construgao do homeomorfismo). Estabelecida a existéncia e unicidade do ciclo li-
mite, indicaremos agora como proceder para se obter os homeomorfismos necessarios e concluir

a equivaléncia topoldgica dos retratos de fase.

Fixemos p pequeno, mas positivo. Ambos os sistemas (2.9) e (2.8) tém um ciclo limite
em alguma vizinhanga da origem. Assuma que ji tenha sido realizada no sistema (2.9) a
reparametrizagdo do tempo, resultando num tempo de retorno constante 27 (veja Parte I).
Além disso, aplicamos um escalonamento linear nas coordenadas do sistema (2.9) de modo

que o ponto de intersecgao do ciclo e o semi-eixo horizontal seja z; = /p.

Defina a aplicacao = — z* do seguinte modo: Considere o ponto = (x1,xs) e encontre

valores (pg, 79), onde 75 é 0 tempo minimo que uma 6rbita do sistema (2.8) leva para alcancar
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(x7,X7) (x17,%27)

i\ i\
N N

Po Po

Figura 2.4: Constru¢ao do homeomorfismo préximo a bifurcagao de Hopf

o ponto z partindo do semi-eixo horizontal com p = py. Agora, tome o ponto deste eixo com
p = po e construa uma 6rbita do sistema (2.9) no intervalo [0; 7o) partindo desse ponto. Denote
o ponto resultante por x* = (z7, z%). Veja figura (2.4). Assuma que z* = 0 para z = 0.

A aplicagao construida é um homeomorfismo que, para pu > 0, leva érbitas do sistema
(2.8), em alguma vizinhanga da origem, em 6rbitas de (2.9), preservando a dire¢ao do tempo.

O caso p < 0 pode ser considerado da mesma forma com uma nova mudanca de coordenadas.

Considere o sistema

= f(z,pn), v €R? peR™,

com f suave, tendo para p nulo o equilibrio = 0 com autovalores A\; o = %iwy,

wg > 0. Pelo Teorema da Funcao Implicita, quando A = 0 nao é um autovalor da matriz
Jacobiana, o sistema tem um unico equilibrio zo(p) em alguma vizinhanca da origem para
todo || || suficientemente pequeno. Podemos, entdo, através de uma mudanca de coordenadas,
levar este equilibrio para a origem. Portanto, vamos assumir sem perda de generalidade que

x =0 é ponto de equilibrio isolado do sistema para ||p|| suficientemente pequeno.

Entao o sistema acima pode ser escrito como
i = Alw)z + F(z, p), (2.15)

onde F' é uma funcao suave com componentes Fj o, tendo expansao de Taylor em z iniciando

com termos quadrdticos (no minimo), F' = O(||z||*). A matriz Jacobiana A(u) possui dois
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autovalores
A(p) = M), Aa(p) = Mp),

onde
) = v(p) +iw(p),

e a condicao para a bifurcacao de Hopf é
~7(0) =0, w(0) = wy > 0.

Seja q(u) € C* autovetor complexo correspondente ao autovalor A(u),

e seja p(u) € C? autovetor da matriz transposta AT (u) correspondente ao autovalor A(u),

AT ()p(p) = Ap)p(p).

E sempre possivel normalizar p com respeito a ¢, da seguinte forma

onde (p,q) = piq1 + P2g2 é o produto escalar em C2. Qualquer vetor x € R? pode ser

representado unicamente para todo p pequeno como

para algum ntmero complexo z. Temos, entao, a seguinte formula explicita para se determinar

z
z=(p(n),z). (2.16)
Para verificar esta férmula notemos que
(p, ) = (p,2q + 2q) = (p, 2q) + (p. 20)

= (p,x)=2(p.q) +2(p,q)-

Como (p,q) = 1, basta vermos que (p,q) = 0. De fato,

1

(p,q) = (p, §A67> =

= (1-3)wa = o

Como A # A, pois, para ||p|| suficientemente pequeno, temos w(p) > 0, concluimos que
(p.q) = 0.
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Lema 2.1.2 O sistema (2.15) pode ser escrito, para ||u|| suficientemente pequeno, na forma

2= Mz +g(z, 2, 1),

onde g = O(|z|*) € uma fungao suave de (z,z, 1), dada por

9(z,z, 1) = (p(p), F(zq(p) + 2q(p), pr))-

Demonstracao 2.1.2: De (2.16) temos que a varidvel complexa z satisfaz a equagao

(p(p), )

(p, Az + F(x))
= (p,Az) + (p, F(z))

( (p, F(2q + 2q))

(p, A(zq)) + (p, F(zq + 20))
qQ) + (p, F(zq + 2q))
F(zq(p) + 2q(p), p)),

p, A(zq + 29)) +

A(zq)) + (p,
= Az(p,q) + Az (p,
= AMp)z + (p(w),

obtendo entao a forma (2.17), como queriamos.

Escrevendo g em série de Taylor nas duas variaveis complexas

(z e z), temos

_ 1 _
9(z, 2, 1) = Z ngk(/i)zkzj,

j+k>27 7

onde
aj-i—k o
gir(p) = 995 (p(), F(zq(p) + 2q(p), )|
parak+j5>2 7,k=0,1,...

Suponha que, para u = 0, a funcdo F(z, u) de (2.15) seja representada na forma

F(x,p) = 1B(:c x)+ éC’(:c x,x) + 214D(a: T, x,x)+ LE(:U T,T,%,T)

2 120
1 1
—K —L
+720 (x:ra::v$:)s)+5040 (x,z,z,2,2,2,7)
+ O([l=[%),
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onde B(x,y), C(z,vy,2), D(z,y, z,u), E(x,y, z,u,v), K(z,y,2,u,v,s) e L(x,y, z,u,v, s,t)
sao funcoes multilineares simétricas nas varidveis z,v, z,u,v,s,t € R?. Em coordenadas,

temos

O Fi (1)
Di y Iy~ -
(9,2, u) j7§1 OO OOty

: O°Fi(p)
L Ot OO Ops Opuyy
0°Fi(p)
01150 11 OOty Oty Ot
I"Fy(1) ‘
OO OOty Opiy Ot gOpin | u=0

Oxjykzlum
lj‘:

Ei(x,y,z,u,v) = XYk 21Uy U,

pu=0

Jsk,l,mp=

2
Ki(z,y,z,u,v,s) = Z

J.k,lrp,q=1
2

M_Oxjykzluwpsq,

Li<x> Y, z,u,v,s, t) =
Jik,lrp,g,h=1

T Y21 UrVpSqthp,

para ¢ =1,2.

Entao,
B(zq + zq, 2q + zq) = 2*B(q, q) + 222B(q,q) + 2°B(q. q),

C(zq + 2q, 2q + 2q, 2q + 2q) = 2°C(q,q,q) + 32*2C(q, ¢, q) + 322*°C(q, q, q) + 2°C(q, 4, q),

D(zq + 2q, 2q + 24, 2q + 2q, 2q + 2q) = 2*D(q, q.q,q) + 42°2D(q, ¢, ¢,9) + 62*2°D(q,¢,q, q)
+422°D(q,q.q,q9) + 2*(4, G, . q),

E(2q + 24, 2q + 2q,2q + 24, 2q + 2q, 2 + 2q) = 2°E(q,¢,4,4.9) + 52*2F(q, 4,4, 4. q)

K(zq+ 2q, 2q + 24, 2q + 2q, 2q + 24, 2q + 2q, 2q + 27) = 2°K(¢,4,9,4,¢,q)

+62°2K(q,4,4,4,4,q) + 152*2*K (q,4,¢,4,4,q) + 202°z°K (¢,4, 4,7, 4, q)

L(zq + 2q, 2q + 2q, 2q + 2q, 2q + 2q, 2q + 2q, 2q + 2q, 2q + 2q) = 2" L(q, 4,4, 4, ¢, 4, q)

+72°2L(q,9,49,9,49,4,7) + 212°2°L(q, 9,4, 9,4, 7, q) + 352*2*L(q,4, 4,4, G, 7, q)
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onde g = ¢(0), p = p(0) e os coeficientes de Taylor g,2 < k+ j < 7, dos termos quadraticos

em ¢g(z,z,0) podem ser expressos, agora, pelas férmulas

g0 = (p,B(¢:9), 9u = (p,B(¢,q)), 902 = (p, B(T, 7)),

g3 = <p7 C(q> q, Q)>> g21 = <p7 C(Qa q, (j)>7 g12 = <P, C(Q? Q> q_)>7 goz = <p7 C(q_7 CL Cj)>7

g = <p7D<QJq7q7Q)>7 g31 = <p7D<Q7Q7q7 Q)>7 go2 = <p7D<QJq767 Q)>7gl3 = <p7D(Q7(jv QJ q_)>7
Jo4a = <p7 D(‘jv Qa ij q»a
g0 = <p7E<Q7Q7q7Q7Q)>7 ga1 = <p7E(q7Q7Q7Q7(D>7 932 = <pa E<Q7Q7q7 Qa Cj)>7

go3 = <p7 E<Q7q767 67 q_)>7 g1a = <p7E(Q7 67 q_7 ) )>7 gos = <p7 E(Q7q7Q7Q7Q)>7

geo = <p7 K(Qaq)Q7Q7Qaq)>v gs1 = <p7K(Q7Qa q7Q7Q7Cj)>7 ga2 = <p7K(q7QaQ7q7 67 (j)>7

g3z = <p7K<q7Q7Q7Qa q, Q)>7 goa4 = <p7K(QaQ7Q7 4,4, (j)>7915 = <p7K(Q7Q7Q>q7Qaq>>7

gos = <p7K(Q7Q7Q7Q7qJQ>>7

g = <p7 L(Q7q7Q7Q7Q7q7 Q)>agﬁl = <p7L(q7Q7Q7Q)Q7qJQ>>7g52 = <p7L<Q7Q7q7Q7Q7q7 67)>7

g43 = <p7L(Q7q7qvqaCj7 q, C.7)>,g34 = <p7L(Q7q7QaQ7 q,q, Cj)>7 gos5 = <p>L(q7QaQ7q7Q7QaQ)>7

g6 = 0. L(¢,3,4,4,4,4,9), 90v =, (3,777,707, 7))-

Lema 2.1.3 A equacao

2:)\2%—%22—1—91122—1—%22+O(|z|3), (2.19)

onde A = A(p) = y(p) +iw(p),v(0) = 0,w(0) = wo > 0 e g;; = gij(1t), pode se transformada,

pela mudanca de coordenadas compleza

h
z:w—i—%cﬁjthnw@%—%@a

para ||p|| suficientemente pequeno, na equagio sem termos quadrdticos

W= v+ O(|w?).
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Demonstracao 2.1.3: A mudanca de variavel inversa é dada pela expressao

h20 2 h02 _2

=z——2z*—hy 22— —Zz°.
w=z 2z 1122 22

Assim sendo,

W = Z—hozi—hy (224 22) —hezZ + ...
= A2+ (% — Ahm) 22+ (g11 + Mgy + Mhyp) 22 + <% + Z\hm) 224 ..
= \w+ % (920 + Mrao) w? + (911 — Mogy) wio + % (goz + hoa(2X — \)) @?
+ O(|wP).

Escolhendo, entao,

920 g11 go2
_— h = — h = —

/\ ) 11 )\ ) 02 2)\ _ )\7

eliminamos os termos quadréticos de (2.19). Essas substituigdes sdo sempre possiveis, pois,

hao =

para ||u|| suficientemente pequeno, os denominadores nunca se anulam, pois A\(0) = iwy com

wo > 0.

Lema 2.1.4 A equacao

zz/\z+%z3+%z22+%222+%23+0(|z|“), (2.20)

onde A = A(p) = y(p) + iw(p),v(0) = 0,w(0) = wo > 0 e g;; = ¢;;(1), pode se transformada,

pela mudanca de coordenadas compleza

h h h h
z:w+%w3+%w2®+$w@2+%@3,

para ||u|| suficientemente pequeno, na equagdo com somente um termo cibico
W= + w?o + O(Jw|?),
onde c1 = ¢ ().

Demonstracao 2.1.4: A transformacao inversa é

h h h h,
508 2l 2y 252 D083 O(|z|4).

YTET T 2 2 6
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Temos entao,

h h h i
W o= 53— -—222 —72(2zzz+z z) — 212(222’—#2222’)—%222—{—...

= Az + (@ — )\h30> <921 Aoy — AZzl) 22Z+ (% — % — /_\hu) 2Z

1 7 gos /_\h03 _3
T (F T2 ) e
1 1 - 1
= Jw + 6 (930 — 2>\h30) w3 + 5 (921 - hgl(/\ + )\)) wa + = 9 (912 - 2)\h12)
1 _
+ 6 (903 + hog()\ — 3)\)) @3 + O(|w|4)
Fazendo
. 930 h g12 _ Yos

= -— = — h prm— —
2X7 T o TP T 3N

eliminamos todos os termos ctibicos com excecao do termo w?w, que serd tratado separada-
mente. As substitui¢oes sao vélidas, pois os denominadores envolvidos sao diferentes de zero
para todo ||u|| suficientemente pequeno.

Uma tentativa de eliminar o termo w?@ seria escolher

g21
A+ A

Isso é possivel para p # 0 pequeno, mas quando p = 0 o denominador se anula, pois

h21 =

A(0)+X(0) = iwg—iwy = 0. Para obtermos entdo uma transformacio que dependa suavemente

de p, escolhemos hg; = 0, no que resulta ¢; = ga1/2.

O termo w?w é chamado termo ressonante. Note que o seu coeficiente é o mesmo coeficiente

do termo ctibico 22z na equagao (2.20).

Lema 2.1.5 A equacao

o 4+%z32+%z252+%zz3+%24+0(|215)7 (2:21)

onde A = A(p) = v(p) +iw(p),v(0) = 0,w(0) = wo > 0 e g;; = gij(1t), pode se transformada,

2=z +

pela mudanca de coordenadas complexa
h40 4 h31 3 h22 2-9 h13 -3 h04 —4
z—w+24w + 6 w W + 1 ww® + 6 ww —|—24w,

para ||u|| suficientemente pequeno, na equagao sem termos qudrticos

&= dw + O(|w]).
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Demonstracao 2.1.5: A transformacao inversa é

o h40 4 h31 3_ h22 2_92 h13 _3 h04 _4
YTET 6 47 776 24
Temos, entao
h h i h h .
W o= i-— % 235 — % (32223 + 2°2) — % (22224 + 22%2%) — % (2°2 + 322%2)
_ ot ss
6 — —
. 2 )\h40> 4 <@ _ A3y _ /\931) 3_ (@ _ Aoy _ /\h22) 2.9
_AZ+<24 6 /)~ 6 2 6 /) T \r T 2 )* %
gi3  Ahig /\h13> -3 (904 )\h04> 4
+ ( 6 6 2 )T\ 6 )T
1 1 - 1 _
= \w + ﬂ (g40 - 3)\h40) w4 + 6 <g31 - h31(2)\ + )\)) w?’@ + Z (ggg - hgg()\ + 2)\) w2®2
1 1
+ 6 (913 -+ 3)\}113) w® + — (904 + Ahgs — 4)\}104) o + O(|w|5)

24

Assim, tomando—se

Y31 922 913

h goa
, Moo = )\+2>\ 13 = 04 =

940
h
31 3\ AN — N

h
0= 3\ 2\ — X

eliminamos os termos quérticos de (2.21). Essas substitui¢oes sdo sempre possiveis, pois, para
||pe|| suficientemente pequeno, os denominadores nunca se anulam, afinal A(0) = iwy, com

wo > 0.

Lema 2.1.6 A equacao

ga1 g32 352 923 o .3  G14 _4 = Yos 5
=\ 2° = = @) 2.22
Z z+120 +24 +12 +1222 +24zz +120 + O(|2]%), ( )

de X = Ap) = y(p) + iw(p),v(0) = 0,w(0) = wy > 0 e g;; = g;;(1), pode se transformada,

pela mudanca de coordenadas compleza

o h50 5 h41 4 — h32 3-2 h23 2_3 h14 —4 h05 _5
z—w+120w +24ww+ 12ww + 12ww —|—24ww —1—120

para ||u|| suficientemente pequeno, na equagdo com somente um termo de ordem 5
W= I + cow*@? + O(|w|®),
onde co = co(p).
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Demonstracao 2.1.6: A transformacao inversa é

@ 5_@ 4—_@ 3—2_@ 2—3_@ —4_%—5+O(|z|6>

YTET 07 T 12 12 24 7% 7 120
Temos, entao
w = z-— @2473— %2322— @242— @222’22— @2352— @2223— @22522
24 6 24 4 6 6 4
h h . h .
- 2—2‘224— ?142232— %242%—...

— et (@ - Ah50>z5+ (941 Ay >\h41>z42_|_ (932 Ahso )\h32>z322

120 24 2 6 2

6
g2z Ahag /_\h23> 2.3 (914 Ay /_\h14) 4 <905 S\hos)_5
+ (5 6 2 /)77 T\ e ) Tl T )T
350 Ahso\ s ga1 Ahgr Ahar\ 4 932  Ahzy  Ahza\ 3,
o (M) (s M D) (2N
20 30 ¢ Tl T T Y T e T e e )
g23 Ahas >\h23> 2_3 <914 )\h14> 4 (905 Ahos Ahgs -5
+ (12 6 TR e YR e G T T I T B YR Al
Fazendo
By — 950 _ ga1 _ 923 _ _ 9_1} _ 7905
PR D WEED ) WEE) S D L -

eliminamos todos os termos de ordem 5, 4, 3 e 2 com excecao do termo ww? que seré tratado
separadamente. As substituicoes sao vélidas, pois os denominadores envolvidos sao diferentes
de zero para todo ||p|| suficientemente pequeno.

3

Uma tentativa de eliminar o termo w3w? seria escolher

g32

oy — — 932
2o+ 2N

que ¢ possivel para pu # 0 pequeno, mas quando p = 0 o denominador se anula, pois A(0) +
A0) = dwy — iwy = 0. Para obtermos entdo uma transformacio que dependa suavemente de

w escolhemos hgs = 0, no que resulta co = g32/12.
|

O termo w3w? é chamado também de termo de ressonante. Note que o seu coeficiente é o

322 na equagao (2.22).

mesmo coeficiente do termo z

Lema 2.1.7 A equacao

. goo 6 951 5_ 942 4. 9 933 3.3 924 o 4 Y915 _5  YGo6 _g 7
=\ -— -— — = = — -— O 2.23
z z—|—7202 —|—12Ozz+48zz—|—36zz+482,z—|—120,zz +7202+ (1219, ( )
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onde X = A(p) = v(p) +iw(p),v(0) = 0,w(0) = wo > 0 e g;; = g;j(1t), pode se transformada,

pela mudanca de coordenadas complexas

o h60 6 h51 5— h42 4-92 h33 3-3 h24 2_4 h15 _5 h06 —6
z-w+720w ~|—120 w+48ww ~|—36ww +48ww ~|—120ww +720w,

para ||u|| suficientemente pequeno, na equagdo sem termos de ordem 2, 3, 4, 5 e 6

& = \w + O(|w]7).

Demonstracao 2.1.7: A mudanca de variavel inversa é dada pela expressao

h60 6 h51 5_ h42 4 -2 h33 3-3 h24 2_4 h15 _5 h06 6 7

=—z—— 2 — — - — - - — - — - — -0 .
YTET 07 T 120 8°° 736 °° T 8 12077 ~ 79007 ~ Ol
Assim,
w = z—@zjz’— @2422— @zgégz’— @22232—%2242—%252— hzsé

120 24 12 12 24 120 120
_ @Z{gg _ @5’52; _ @22535 _ @2245 _ @255 _
24 12 12 24 120

48 12 24

720 120

120 24 120

Az 4 (960 @) 6 (951 s >\h51> S5 (942 A @) A2

g33  Ahss /_\h33> 3.3 <g24 Ahaoy S\h24) 2.4 (915 Ahys /_\h15> _5
* <36 12 12/ TUs T T2 )t e T 0 T )
g Mory
+ (50~ ) ?

720 144 120 30 120 48 B

o (@ Ah60>w6+<@_@_@>w5w+<g@ Ao )\h42> i
(933 Ahs3 @) W358 & <924 Aoy @) W2t 1+ (915 Mus A

36 18 12 48 24 12
Mrgs  Ah
<@ + 8 —“6) &+ O(|wl").

720 720 120

Escolhendo, entao

h60 = @7 h/06 - _gOG ) 15 — 915 Rl 24 — 924 N
5A 6A — A A+ 5B 2X + 4\
h42:ﬂ*7 h51: *ﬂa 33:&7
3N+ 2 A+ 4\ 3A+2)

eliminamos os termos de ordem 2, 3, 4 e 5 de (2.23). Essas substitui¢oes sdo sempre possiveis,
pois, para ||u|| suficientemente pequeno, os denominadores nunca se anulam, afinal A(0) = iwy

com wy > 0.

32



Lema 2.1.8 A equacao

. grio 7,961 6_, 952 5.0 943 4.3 934 3.4 925 2.5 916 _¢, Yo7 _7 8
=dA+—2'+=— = = = = = —Z'+0
E=debp n R s R A L A A A S s 2P e s 2 (12]%),
(2.24)
onde A = A(p) = y(p) + iw(p),¥(0) = 0,w(0) = wo > 0 e g;; = ¢;;(1), pode se transformada,

pela mudanca de coordenadas compleza

o h?O 7 h61 6 —. h52 5-2 h43 4-3 h34 3-4 h25 2_5 h16 -6
TS Wt s Y T Y T oW T Y T WY T T
h07 _7
2.25
5000 (2.25)

para ||u|| suficientemente pequeno, na equagdo com somente um termo de ordem 7
W= + csw?@® + O(Jw|®),
onde c3 = c3(p).

Demonstracao 2.1.8: A transformacgao inversa é

o h?o 7 h61 6— h52 5-92 h43 4-3 h34 3_4 h25 2_5 h16 —6 h07 _7
“TE0a0° T 72077 T 24077 T a4t T 1aatt T 210 % T 72077 T hoao
Entao
- h70 6 - h61 5_. h52 4-2 . h43 3-3 - h34 2_4 - h25 _5 . h16 —6 -
h . h . h . h . h . h . h .
- 7766 5% — 1—25(2) 25z5 — 4—483 2225 — % P75 — 4—285 7' — % 2355 — 7706 2%+

_ )\z+<g70_)\h70>27 < _ B G52 Alsy Allsy
5040 720 720 120 720 240 48 120

4 (943 Ahys )\h43> A3 (934 Ahy @) o (925 Ahgs /\h25> 255

J61 Ahe1 )\h61> 51 <g52 Aiso )\h52> 552

240 120 48

144 36 _48 144 _48 36
<916 Mg )\h16> 256 1 < Jor >\h07) L

720 " 720 T 120 5040 720/ )
— o ( g /\hm) W7 (& _ A1 _ )\h61) W55 <952 _ AMso _ )\h52> W
5040 840 720 144 720 240 60 120 /
943 Ay )\h43> 4-3 (934 Ahsy )\h34> 3_4 (925 Ahas )\h25> 9_5
+ (T B ) T T3 /Y T\ T 10 T s /Y
J16 )\h16> _6 ( Jo Ahoz )\hm) _7 8
2022 — O .
<720 120 )%+ (5040 T 5040 ~ 720 ) @ T OUWE)
Tomando
y— g J _ 961 _ 92 By — _ 9 Box — _ 9 _ 916
T D IS S P UNID) S ) WD S ) WS LA
- 7907
07 7)\ — )\7
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eliminamos todos os termos de ordem 5, 4, 3 e 2 com excecao do termo w*@? que seré tratado
separadamente. As substituicoes sao validas, pois, os denominadores envolvidos sao diferentes
de zero para todo ||p|| suficientemente pequeno.

3

Uma tentativa de eliminar o termo w*@? seria escolher

943

By — — 943
B3N+ 30

isso é possivel para p # 0 pequeno, mas quando g = 0 o denominador se anula, pois, A(0) +
A0) = dwy — iwy = 0. Para obtermos entdo uma transformacio que dependa suavemente de

i escolhemos hyg = 0, no que resulta c3 = g43/144.

O termo w*@? é chamado também de termo de ressonante. Note que o seu coeficiente é o

3

mesmo coeficiente do termo z4z% na equacao (2.24).

Lema 2.1.9 A equacao

1 .
F=Aet D Spand O, (2.26)
a<jrh<r

onde X = A(p) = y(p) +iw(p), 7(0) = 0,w(0) = wo > 0, e g;; = gi;(1t) pode ser transformada,

pela mudanca de coordenada complexa

= w+£—74%w7+%w6+%w6w+%w5+%w5w2+%w5@+%w4+% 4o°
+ Z—g 4w2+%w4@+%w3+%w3@4+%w3@3+%w3@2+%w3@+%w2_5
+ %w2@4+%w2@3+%w2@2+%w2@+%wz—i-hnwu?—l—%@24—%@0@4
+ %@34—%&)@34-%@44-%w@4+%@5+%w@5+%w@6+%w@6
h
+ 50(1170@7’

para ||p|| suficientemente pequeno, na equag¢ao com apenas um termo de ordem 3, um de

ordem 5 e um de ordem 7
W = I+ cwo + uwid® + caw@® + O(|w|®), (2.27)

com ¢y = c1(p), ¢2 = ca(p), c3 = cs(p).-
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Demonstracao 2.1.9: Obviamente as transformagoes definidas nos lemas anteriores, nos

levam a este resultado. As transformacoes

h h
z = w+£w2+h11w@+%@2,

2
h h h h h
z = w—i—ﬁw“%—%w?’@—kfwzaz—l—%w@g—i—ﬁ@{ (2.28)
o h60 6 h51 5 h42 4-2 h33 3-3 h24 2-4 h15 -5 h06 -6
z = w+720w —|—120ww—|—48ww + 36ww +48ww +120ww +720w,
com
920 g11 Jo2
Bon = 222 Rt = 222 hoy = —
20 )\7 11 )\7 02 2)\_)\7
By = J40 g 931 _ 92 _ 98 g Ju
40 3)\7 31 2)\—A, 22 )\+2)\7 13 3)\7 04 4)\_)\7
Je0 doe g15 924 942
heg = 229 po— J% 4 J6 g0 Jed oy I
S ) U S S WD L) WHVD S S WD) &
hmzﬂ hggzﬂi
A+ 4N 3N+ 2)

definidos nos Lemas 2.1.3, 2.1.5 e 2.1.7, anulam os respectivos termos, mas também alteram

outros termos. Os coeficientes go1/2, g32/12 e gq3/144 dos termos 22z, 2322 e 2123, respecti-

vamente, na equagao (2.26) foram modificados pelas transformagoes de (2.28). Os termos de

ordem 8 ou maiores, afetam somente O(|w|®) e assim eles podem ser truncados.

|
2.2 Meétodo da Projecao
Seja (o, f1p) um ponto de equilibrio de

onde x € R”, 4 € R™, e a matriz Jacobiana A possui um par de autovalores imaginérios puros
A2 = =Fiwp, wo > 0 e nao admite outro autovalor com parte real nula. Denotando a variavel

T — o também por x, escrevemos

A(po,z) + F(x,p0) = f(z, po),

onde F(z, o) é dada de forma analoga a (2.18).

Seja T o autoespaco generalizado de A correspondente a A o; isto é, T é subespaco nao

vazio invariante por A gerado pelos autovetores associados aos autovalores A; o.
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Teorema 2.2.1 (Teorema da Variedade Central) Localmente, existe um conjunto invari-
ante W€ de (2.29) que € tangente a T em (xq, po). Tal conjunto € o grdfico de uma aplicagdo
suave, cujas derwadas parciais de todas as ordens sao unicamente determinadas.

Se @' denota o fluzo associado a (2.29), entao existe uma vizinhan¢a U de (xo, po), tal
que, se ®'(x) € U para todo t > 0 (t <0), entao D' (x) — W*(zo, o) para t — oo (t — —o0).
Ver Kuznetsov [3].

Definicao 2.2.1 W€ ¢é chamado de variedade central.

Sejam p,q € C" autovetores satisfazendo
A(uo)a(uo) = iwoq(mo), A (po)p(po) = —iwop(po),

(p(io). g sz po)gi(po) = 1,

onde AT (1) é matriz transposta de A(pg). Um vetor y € T¢, pode ser representado como
Yy = wq + wq, (2.30)

onde w = (p,y) € C. A variedade central bidimensional pode ser parametrizada por (w, ),
por meio de uma imersiao da forma z = H(w,w), onde H : C* — R" tem uma expansio de
Taylor da forma
H(w,w) = wq + wq + Z 'Lk' hjpw' o + O(|w|®), (2.31)
2<j+k<T7
com hj, € C"ehy, = Bkj.

Substituindo (2.31) em (2.29), obtém-se a seguinte equagao diferencial
Hy,w' + Hgw' = A(H(w,w))+ F(H(w,w)). (2.32)

A equagao diferencial (2.32), restrita a variedade central, pode ser escrita na forma

/

. 1 1
w = fwpw + §gglw|w|2 + Egg2w|w\ — giw|w|® + O(jw|®),

1
144
com g;; € C. Diferenciando (2.31) em termos de w e w, temos

1 1 1 1- 1
H, = q+h20w+h117j}+—h30w2+h21ww—|——h12w2+—h40w3+—h31ww2+—h22w2w

6
+ éhlgw +ﬂh50w —|—6h41ww +4h2ww +6h23w w+ﬂh14 +mh60w
+ —h51ww +—h2ww +—h wiw? +—h24ww+—h15w +—h3ww + ..

120
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1 1 1 1 1
H@ = q+h11w+h02@+h12ww+§h21w2+§h03ﬂ_)2+§h13w21_)2+§h22w2u_)+6h31w3

1 . 1 1 1 1 1 1
Zh —3 Zh —3 Zh 2,-2 Zh 3, —h 4 —h —4 h 5
+ 6 04 W +6 14 WW —|—4 23 W W +6 32ww+24 41 W +24 05 W +—120 51 W
1 1 1 1 1 1
— hos W + — hgg W0? + — hyp w'o + —h 0+ —— hog @° + — hag who? + ...
g Mos T g M W o Tha WD g s W g flog W g fas T
Aplicando H,,, Hg, w, @' em (2.32), temos
1 1
wa/ + H@’U_Jl = qin w — (j?:bdo W + hgoibd() U}2 - hOQiWO U_)2 + 5 hgoiWO w3 + (5 q g21 +
1 1 1 1 1 1 1
5 hgliwo) w2u_)+< 5 67§21—§ hio iu)o) ’LUU_}2—§ hos 1wo 1113—1—6 haoiwg ’LU4+< 5 gzlhzo—i-g hgliw(]) w3

2 2

1 1 1 1 . _ 1 . 1 .
+ <— gorhi1 + = §21h11> w?w? + ( B ho2g21 — = hlSZWO> wi® — 6 hoaiwo W* + — hsgiwy w® +

4

AN N /N

1
12

3 24

8

1 1 . _ 1 1 1 . 1 3 3 1
g21hso + < h412w0> who + ( — qgs2+ = ga1hor + ID haaiwy + — h21921> w?w? + ( — garhia +

12 2 4 4

1
12 12

1 1 1 1
Go1hia— — hagiwo+— Q§32> w*w® +( 1 ho3ga1 — 3 hiaiwg) wi' — 2 hosiwo W’ + 20 heoiwo w°
1
12 30

1 1 1 1 1 1
h—h‘>5‘(—h—h—h' —h‘>4‘2<—h
g21N40+ 510Wo | W W+ D g32 20+4921 31‘1'24 422WO+12 31021 ) W W+ 9 g32N11+

1

1 1 1 1 . 1 _ _
— gs2h11 + = ga1hoa + — h22§21> wn® + ( — ga1hig + — Go1hiz — — hoatwy + D h02932> w?w? +

4 4 12 4 24

1 1 . _ 1 L 1 1 1 1 :
( — hoaGo1 — o= h15zw0> wiw® — —— hggiwy W° + ( — q gaz+ —= g32ho1 + = ga1hgo+ — huziwy +

12 30

12

120 144 12 8 144

T 1 i
— h3ago1 + — h21932> whao® + ...

24

Por outro lado,

1
2

\)

A(H(w,w))+ F(H(w,w)) = A(q)w+A(q)w+w2(lB(q,q)+%A(hgo)) +w2<— B(q,q) +

% A(ho2)> +ww (B(q, §)+A(h11)) +uw’ (1 Cl(q.q, Q)+1 B(ha, q)+1 A(hzo)) +ww <1 C(2,9,9)

6 2 6 2

2

1 1 1 1 1
+B(hi, Q)+§ B(q, h20)+§ A(h21)> +ww? (— C(q,q,q)+B(h1, §)+§ B(q, h02)+§ A(h12)) +

1

8
1
2

o (6 O.3,0)+ 5 Blhoo, 1)+ ¢ A(hog)) ot (_ D(4, 4,4 9)+ - Clhao, 4,9) +~ Blhso, q) +

24 4 6

1 1 1 1 1
B<h207 q, q)_'_ﬂ A(h40>> +w3u7 (6 D(Qa q,4, q)+§ C<h117 q, Q)_'__ C((ja hQOa Q)+§ B(h217 q)_'_

2

1 1 1 1
B(hi1, hao) + 6 B(q, hso) + 6 A<h31)> + wzwz(z D(q,q,q,q) + 1 C(ho2, q,9) +C(q, ha1,q) +
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1 1 1 1 1 1
3 B(hia,q) + 3 B(h1, h11) + 1 C(q,q, hao) + 1 B(hoa, hao) + 3 B(q, ho1) + 1 A(h22))

1 1 1 1 1
+ U_J4 (_ D(q_7 67 q_7 (j) + Z C(h027 q_7 q_> + 6 B<h‘037 (j> + g B(h'027 h02) + ﬂ A(h04>> +

1 1 1 1 1 1
ww® (6 D(q,q, 4, Q)+§ C(h1,q, q‘)+§ C(q, hoo, C7)+§ B(hi2,q) +6 B(q, hos) +§ B(hog, hi1)+

1 1 1 1 1
6 A(h13)> + w5 (m E(q7 q,4,4, q) + E D(h207 q,4, Q) + E O(h307 q, Q) + g C(h207 h207 Q) +

1

1 1 1 1
21 B(hao, q) + 1 B(hsg, hso) + 120 A(h50)) + w'o (ﬁ E(qd,q,9.9,9) + 6 D(hi1,q,q,q) +

—_

1 1 1 1 1
— D(q, hoo, q, Q)‘FZ C(ha1,q, Q)+§ C(h11, hao, Q)‘i‘g C(q, hso, Q)‘i‘g C(q, hso, h20>+6 B(hg1,q)+

e~

| —
sv

1 1 1 1
(hao, ho1) + 6 B(hi1, hso) + BV B(q, hao) + 21 A(h41)) + wiw? (E E(q,4,9.9,9) +

wl" =

1 1 1 1
D(h027Q7Q?q) + E D(Qv h117Q7Q> + Z D(CL q h207Q) + Z C(h127q7Q) + 5 C(h117 hllaQ) +

=~ — =

1 1 1 1 1
C(hoz, hao, Q)+§ C(q, ha1, CI)+§ C(q, h, h20)+ﬁ C(q,q, h30)+1 B(haa, Q)JFZ B(hia, hao)+

| —
sv

1 1 1 1
(ha1, ho1) + 1 B(hoa, hso) + 6 B(q, ha1) + 1 A(h32)) + w'”® (E F(q,9,4,3,9) +

B

1 1 1 1
D(hgo,(j, (17 Q) + 5 D(q7 hlla(ja Cj) + Z D(q7q7 hO?a(j) + Z C(h217Q7 (j) + 5 C(hlla hlla@) +

(\V]

1 1 1 1 1
C(q, hia, (7)+Z C'(hoz, hao, Q)+E C(q,q, h03)+§ C(q, hoa, hn)-i—zL B(haa, (7)+§ B(hq1, hia)+

1 1 1 1
B(q, h13) + 1 B(hos, hao) + 1 B(hoa, ha1) + 1 A(h23)) + ww' (ﬂ E(q,4,4.9,9) +

1 1 1 1
D(h11,q,q,q) + 1 D(q, ho2, q, q) + 1 C(hi12,q,q) + 6 C(q, ho3, q) + 5 C'(ho2, h11,q) +

O~ DD~ D~ N~

1 1 1 1 1
(q, ho2, ho2) + g B(his,q) + 21 B(q, hos) + 5 B(hos, hi1) + 1 B(hoa, h12) + 71 A(h14)) +

1 1 1 1 1
EO E(Q? q,49,4, Q) + E D(h027 67 q, q_> + E C(h037 (Z q) + g C(h027 67 bCLTQ) + ﬁ B(h047 q_> +

=,
VR

1 1 1 1 1

— B(hgy, hos)+— A(h 0 — K — E(h — D(h

12 ( 02, 03)+120 ( 05)>+w (720 (Qaq7Q7Q7Q7q)+48 ( 20,4,4, 4, Q)+36 ( 30,4,4, Q)+
L D (. o, 4.9) + = Clhao, 4.9) + = Chao. hiso, @)+ —= Clhso. hoo, hao) + —— Blhso. q) +
16 20, 1120, 4, 4 48 40,9, 94 12 20, 1130, 4 48 20, 1120, 1120 120 505 4

! B(hso, h )+1 B(hag, hao)+ L A(hgo) | +w’w ! K(q )+1 E(h )+
7 30, 1130 13 205 140 720 60 ww 120 q,49,4,4,94,9 24 1,9,4,94,94

1 N 1 1 1 _ 1 _

E E(Qa h207 q,4, Q)+E D(h217 q,4, Q)+Zl D(hlla h207 q, Q)‘i‘ﬁ D(qa h307 q, q)+§ D(Qa h207 h207 Q>+
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1 1 1 1 1
D C(hsi,q,q9) + 1 C(hao, ho1,q) + 6 C(hi1, hao, q) + 21 C(q, hao, q) + D C(q, hao, hso) +

1 1 1 1 1 1
3 C(hq1, hao, h20)+2—4 B(has, Q)‘FE B(hay, h30)+ﬁ B(hao, h31)+ﬂ B(hi, h40)+m B(q, hso)+

1 N 1 o 1 1 _
Ton A(h51)) + w4w2 (_ K(Q7 q,4,4,4, Q) + = E(h()?) q,4,4, q) + = E(Q7 hlla q, 4, Q) +

120 48 48 6
1 o 1 1 1 1 _
g E(q7 q, h?Oa q, Q)+E D(h127 q,4, Q)—i_z D(hll) h117 q, Q>+§ D(h(]Qa h207 q, Q)+ZL D<q7 h217 q, Q>+
1 1 1 1 1
- D(q, q, hso, q) + 5 D(q, ha1, hoo, q) + 16 D(q, q, hao, h20)§ C(ha,q,q) + 1 C(hi2, hao, q) +
1 1 1 1 1
3 C(hi1, ha1,q) + D C(ho2, hao, q) + 6 C(q, hs1,q) + 16 C(hoz, hao, hao) + 1 C(ha1, h11, hao) +
1 _ 1 3 1 o 1 1 1
— C(q, hoo, ho1)+= C(q, hat, hso)+—= C(q, G, hao)+ 35 B(ha1, hot)+< B(hao, hoo)+-—= B(hse, q)+
4 6 48 8 8 12
L B(hia, hao) + = Blhin hst) + = Blhos, hao) + — B(@, hat) + — A(hs) ) +
B 12: hiao) + 11, har) + 72 02, 0) + 57 B, har) + 79 42
a1 1 1 1
ww _K(Q7Q7Q7q7Q7q) + _E(qah027q7QJq> + _E<Q7QJ q, h207(]> + = E<Q7q7h117Q7Q) +
36 12 12 4
1 1 1 3 1 3 1 _
36 D(hos, 4, q, Q)‘i‘;l D(hoa, ha1, q, Q)‘FZ D(q, hi2, q; Q)+§ D(q, ha1, b1, Q)-i‘;l D(q, hoz, hao, )+
1 1 1 1 1
ZD(@ q, hzl,Q)‘FZD(@ q, h11,h20)+%D(q> 4,9, h30)~|—EC(cj, h02,h30)+ﬁc(ho3,h207@+

1 1 1 1 1
D C(his,q,q) + 3 C(hi1, hi2,q) + 1 C(q, ha2, q) + 1 C(ho2, ho1,q) + G C(hi1, hat, hay) +

1 1 1 1 1 1
1 C(hoz, M, hzo)—i‘é—l C(q, ha, h20)+§ C(q, h, h21)+ﬁ C(q,q, h31)+ﬁ B(has, Q)+E B(q, hs2)

—_

1 1 1 1 1
+— B(hia, h21)+1 B(hi, h22)+% B(hos, h30)+ﬁ B(hos, h31)+ﬁ B(has, h20)+% A(h33)) +

W

3 1 o 1 L 1 L 1 o
w2w4(@ K(qaq7q7Q7Q7q)+@E(hm)?q’q’(b Q) + EE(q7 h’llvan7Q) + gE((LQa hoz,%Q) +

1 1 1 1 1

E D(h217 Qa Q7 Q)_I_Z D(hn, h117 Q7 (j)+1 D(Qa h12> Q7 CY)_‘_g D(h027 h207 (jv Cj)+ﬁ D(qv q, h03> Q)_l_
1 1 1 1 1

B D(q, hoz, h11,q) + 16 D(q,q, ho2, ho2) + 3 C(ha2,q,q) + B C(hi1, h2, q) + 6 C(q, his, q) +

1 1 1 1 1

D C(hos, hoo, q) + 1 C(ho2, ho1,q) + 1 C(hog, h11, h11) + 13 C(q,q, hos) + 6 C(q, hos, ha1) +

1 1 1 1 1 1

1 C(q, ho2, h12)+1—6 C'(hoz, hoz, h20)+§ B(hya, h12)+ﬁ B(has, q_)+6 B(hu1, h13)+ﬁ B(q, h14)+
1

1 1 1 1
18 B(hoa, hao) + D B(hog, ha1) + 3 B(hog, haa) + 15 A(h24)) + ww® (m K(q,4,4,4,4,3,q) +

39



1 1 1 1 1
— B(h11, 3.0, 3 0)+— E(q, hor, 0.3 )+~ D(h12, G0, O)+~= D(q, hos, 7. )+ D(hay, ha1, 3, G
24 ( 11,94,4,4, Q)+ 12 (q7 02,9, 7q)+ 192 ( 12,4, 7q)+ 12 (Q7 03,4, q)+4 ( 02, 11,4, Q)+

1 1 1 1 1
3 D(q, ho2, ho2, @) + — C(h13,q, @) + 3 C(hoz, hoz, h11) + 6 C'(hos, h11q) + 1 C'(hoz2, h12,q) +

12

L (4, hos, hos)+—= (g, hoss @)+ B(q, hos)+— Blhia, @)+~ Blhon, i)+~ B(hos, i)+
12 q, No2, No3 24 q, o4, q 120 q, Nos 24 14,9 24 04, 11 12 03, 112
1B(h h)+1A(h)+‘6 1K( ------ )+1E(h ““)+1D(h 7,q,q)+
12 02, 1013 120 15 w 720 q,49,4,49,4,4 48 02,4,4,4, 4 36 03,49,4,4
L Do b @ §) + — Clhoss G.3) + — Clho, hos, ) + — Clho, ho, hoz) + —— B(hos, 7) +
16 02, 02,4, 4 48 04,9, 4 12 02, 103, 4 48 02, 102, 02 120 05,4

1 1 1 1
5 B(hos, hos) + 8 B(hoz, hoa) + 720 A(hoes)) + w'w’® (m L(3,4,4,9.9,9,9) +

1K(*h )+1K(”h )1K(”’h )—I—lE(’h h )+
48 q,No2,4,4,4,4 12 q,4,Nn11,4,4,4 24 q,4,4,N120,4,q 3 q, o2, N20,4, 4

1 1 1 1
i1 E(hos,q,9,9,9) + T2 E(ho2, hi1,9,4,q9) + I E(q,h2,q9,q9,9) + = E(q,q,q, hao, hao) +

1 1 1 1
Z_j: ((jv hll; h117q7 Q) + g E(Cja q_u h217Q7 Q) + Zl E(Qu 677 h117 hgo,Q) + % E(Cj’ q_a q_7 h307Q) +

1 1 1 1 1
gD(homhm,q,Q)‘i‘gD(@ h22,q,9)+3_6D(h137%an)+1 D(h11,h12,(17(])+ﬂ D(hos, hao, q, )+
1 1 1 1
6 D(q, hoz, hao, hao) + G D(hq1, by, ha1, q) + 1 D(hoa, ha1, hao, q) + ID D(q,q, hs1,q) +

1 1 1 1
I D(q,q, ha1, hso) + 3 D(q, ha1, ho1,q) + D D(q, hoz, hso, q) + 3 D(q, G, hao, ho1) +

1 1 1 1
1 D(q, ha1, b1, hao) + 11 D(q,q, q, hao) + 1 D(q, haz, hao, q) + T C(q, hoz, hao) +

1 1 1 1 1
D C'(hoz, hi1, hso) + D C(q, haz2, hao) + 1 C(hi2, ha1,q) + 1 C(hi1, haa, q) + 36 C(hos, h3o, q) +
1 1 1 1 1
- C(has, hao, q) + 13 C(q,q, har) + o1 C(has,q,q) + 1 C(q, hs2,q) + 1 C(hoz, ha1,q) +

1 1 1 1 1
13 C(hos, hao, h20)+§ C(q, ho1, h21)+1 C(hit, o, h20)+1 C(hi1, ha, h21)+§ C(ho2, hao, ho1)+

1 1 1 1 1 1
6 C(q, h, h31)+§ C(q, hao, h22)+§ B(hay, h22)+ﬂ B(hao, h23)+% B(hs, h30)+% B(hss, q)+

1 1 1 1 1 1
T2 B(hi1, hs2)+ i1 B(hos, h40)+@ B(hoe, h41)+@ B(q, haa)+ 2 B(hia, hs1)+ i1 A(’Ms)) .
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Aplicando (Hyw' + Hgzw') e F(H(w,w)) em (2.32), temos:

(

qiwg = A(g);
hoy = (2iwol, — A)"'B(q,q);
(2.33)
hn = —AYB(q,9)):
L o = (iwol, — A)(C(q, 4, 9) + 3B (a0, q));
onde [I,, é matriz identidade n x n.
Obtemos um sistema singular para o termo hg;
(iwoly, — A)hor = C(q,4,9) — 9219 + 2B(h11,q) + B(q; hao), (2.34)
que possui solugao se, e somente se,
(p,C(q,4q,9) — 9219 + 2B(h11,q) + B(q, hag)) = 0.
Sendo assim,
g1 = (p.C(¢0.¢,9) +2B(h11,9) + B(q, hao)) =
= (n.C(G,9,9) —2B(=A"(B(¢,9)),q) + B(q, (2icwol, — A)™ B(g,9)))-
O primeiro coeficiente de Lyapunov é definido por
1
ll == §R€g21.
Podemos encontrar o valor de hg; resolvendo o seguinte sistema
woln A g har \ [ C(@4,q9) — g21q + 2B(ha1, q) + B(q, hao) (2.35)
50 r 0 ’

tal que (p, ho1) = 0.

Lema 2.2.1 O sistema (2.35) é ndo singular e se (¥,r) € solugdo, tal que (p,v) = 0,9 €
solugdo de (2.84).

Demonstracao (2.2.1): Escrevamos R" = T° @ T°", onde T° @& T*" sdo respectivamente
autoespaco generalizado de A correspondente aos autovalores com parte real nula e autovalores

com parte real nao nula, ambos invariantes por A.
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Pode-se provar que y definido em (2.30), é tal que y € T*" se, e somente se, (p,J) = 0.
Defina v = C(q,q,q) — 9219 + 2B(h11,q) + B(q, hao).

Seja (9, r) a solu¢ao da equagao obtida a partir de (2.35). Equivalentemente,
(iwol, —A)) + rq = 0, (p,9) = 0. (2.36)

Da segunda equagao de (2.36) segue que ¥ € T"" e consequentemente,
(twol, — A)Y € T*". Portanto, (p, (iwogl, — A)Y¥) = 0. Agora, do produto interno de p com o

primeiro termo de (2.36), vem

Como (p,q) = 1e (p, (iwgl, — A)Y) = 0, temos r(p,q) = 0 < r = 0. Substituindo

r = 0, na primeira equacao de (2.36), temos que
(iwel, —A)Y) = 0 = ¥ = aqaeC. (2.37)

No entanto,
0= (pv) = (pagq = ap,q = qa

que em (2.37), nos fornece ¥ = 0. Portanto, (J,7) = (0,0). Logo, o sistema (2.35) é nao

singular. Seja agora (¢, r) solugao de (2.35). Entao, temos
(iwol, — A)) + rq = v, (p,¥) = 0. (2.38)
Da segunda equacgao de (2.38), segue que ¥ € T*" e que
(iwol, — A)) € T** = (p, (iwol, — A)Y) = 0.
Fazendo o produto interno de p com a primeira equagao de (2.38), temos que
(p, (iwoln — A)0 + rq) = (p,v) = (p,(woln — A)0) + 7(p,q) = (p,v).

Como (p,v) = 0, (p,q) = 1, (p, (iwgl,, — A)Y) = 0, segue que r = 0. Substituindo

r = 0 na primeira equagao de (2.38) obtemos
(in[n — A)ﬁ = .

Logo, ¥ é solugao de (2.34).
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De forma anéloga, obteremos hsy e hys.

Os termos seguintes serao necessarios para calcularmos o segundo coeficiente de Lyapunov.

;

hy = (4iwol, — A) 1 (D(q,q,q,q) + 6C(ha,q,q) + 4B(hso, q) + 3B(hao, hao);

h31 - (220.)0[” - A)_1<D(Q7 q,4, q) + 3C<h117 q, Q) + 30(@7 h20a Q) + 3B(h217 CI)
— 3¢21hao + 3B(h11, hao) + B(q, hao)); (2.39)

hay = —A_I(D(@ 4,9, Q) + C(h027 q, Q) + 40(@ hi, CI) + QB(h127Q) + QB(hn, hn)
L +  C(q,q, hao) + B(hoa, hao) + 2B(q, ha1) — 2h11(g21 + Go1))-

Para [y = 0, devemos ter go1 + ¢21 = 0, donde o ultimo termo de hos se torna nulo.

O termo singular associado a hso, é dado por

(iwoln - A) h32 = E(q_a (jv q,4, Q) + D(h027 q,4q, Q) + 6D(q_7 hlla q, Q) + 3C<h127 q, Q)
GC(hlla hll; Q) + 3D(ga Q7 h207 Q) + 3C(h027 h207 q) + 60(@’ h217 q)
3B(haa, q) + 6C(q, h11, hag) + 3B(hi2, hag) — 6go1ho1 + 6 B(h11, hat)

+ - -

C(q,q, hso) + B(hoz, hao) + 2B(q, hs1) — 3ha1G21 — g329-

Fazendo

H32 - E(‘j? 67 q,4, q) + D(h027 q,4, Q) + GD(CZ h117 q, Q) + 30(h127 q, q)
+ 6C<h117 h117 Q) + 3D(§7 67 h‘207 q) + 3C(h027 h’207 Q) + 60(@7 h217 Q)
+ 3B(haa, q) +6C(q, hi1, hoo) + 3B(hi2, hao) — 6g21ho1 4 68(hi1, har)

+ C(q,q, hso) + B(hoz, hso) + 2B(q, ha1) — 3ha1g21,

podemos reescrever

(iwofn - A) hsy = H3s — g32q,
que possui solugao se, e somente se,
(p, H3z — g32q) = 0

sendo que os termos —6gs1ho1 € —3h91Go; Na0 entram na ultima equagao, pois, (p, ha1) = 0.
O segundo coeficiente de Lyapunov é definido por

1
12 = E Re gs2.
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O vetor hzs pode ser encontrado resolvendo—se o seguinte sistema

twpl, A h Hsy —
0 q 32 _ 32 9324 (2.40)

D 0 T 0

tal que (p, hse) = 0.

(

>
w
<o

|

Os termos seguintes serao necessarios para calcularmos o terceiro coeficiente de Lyapunov.

h41 - (32("}0-[71 - A)71<E((17Q7q7q7Q) +4D(h117Q7Q7q) + 6D(q_, h207an) + 6C(h21)Q7 q)

12C(hay, hao, q) + 4C(q, hso, q) + 3C(q, hao, hoo) + 4B(hs1, q) + 68 (hao, ha1)
4B(hi1, hso) + B(Q, hao)) — 6921 hs0;

+ o+

h42 = (22&)0[” - A)_I(K(Q, (j? q,9,49, Q) + E(h(]?a q,4,4, q) + SE(CZ hlla q,4, Q)

6E(q,q, hao,q,q) +4D(h12,q,4,q) + 12D(hq1, h11, q, q) + 6D (ho2, hao, q, q)
12D(q, ha1, 4, q) + 24D(g, hay, hoo, q) + 4D(q, G, hso, @) + 3D(q. G, hao, hao)
24C(ha1, hay, q) + 6C (ha2, 4, ) + 4C(hog, hso, q) + 8C(q, har, q) + C (4, G, huo)
C'(haz2, hao, q) + 3C (ho2, hoo, hao) + 12C (hq1, ha1, hao) + 8C(q, hi1, hao)
C(q, hao, ha1) + 6B(hag, hao) + 4B(hia, hag) + 4B(hss, q) + 6 B(hat, ha)
B(ho2, hao) + 2B(q, har) + 8B(ha1, ha1) — 12ga1hs1 — 4gsahao — 4h31G21);

120
120

+ o+ o+ o+ o+

ATNK( 0,9, 9,4,9) + 3E(Q, ho2, 4,4, 9) + 9E(Q, 4, 7, ¢,9) + 3E(, 4,4, hao, )
9D(ho2, M1, ¢, q) + 9D(q, ha2, 4, q) + D(hos, 4,4, q) + 18D(q, hax, hat, q)

9D(q; hoz, hao, @) + 9D(q, 4, ha1, q) + 9D(q, G, har, hao) + D(, 4, 4, h3o)

18C(h11, b2, q) + 9C (hog, ha1, q) + 3C (hos, hao, q) + 6C (hi1, hi1, h11) + 9C(q, has, q)
9C (ho2, h11, hao) + 9C(q, hia, hao) + 18C(q, b1, ha1) + 3C(his, q,q) + 3C(q, G, hs1)
3C(q, hoz, hso) + 3B(haz, hao) + 3B (has, q) + 9B(hi2, har) + 9B (hi1, hao)

B(hos, hao) + 3B (hog, ha1) + 3B(q, haz) — 9haz(ga1 — g21) — 3h11(Fz2 — ga2)-

+ o+ o+ o+ A

Para [y = I3 = 0 devemos ter ga; — go1 = 0 € g32 — g32 = 0, donde o ultimo termo de hs3 se

torna nulo.
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O termo singular associado a hyz, é dado por

(Z.WO-[n — A) h43

L(€77 q_a (ja q,4,49, Q) + 3K<(ja h027 q,9,49, Q) + 12K(€77 (j; hlla q, 4, Q)

6K(q,q,q, h20.4,q) + E(hos, 4,4, 4,q) + 12E(q, 2,4, 4, q)

36E(q, h11, ha1, q, q) + 12E(q, ho2, hao, q,q) + 18E(q, 4, ha1, 4, q)
12E(q, q, 4, hoz, hi1) + 36 E(q, 4, hav, hao, q) + 4E(q, q, 4, hao, q)
6E(q,q,q, hao, hao) + 36D (h11, hi2,q,q) + 36D (hoa, hi1, haoo, q)

6D (hos, hoo, q, q) + 24D (h11, hi1, b1, q) + 36D(q, ha1, b1, hao)
12D(q, hoz, hso, q) + 36 D(q, h1z, h2o, q) + 4D(h13,4, q, q)

18D(q, haa, q,q) + 72D(q, k11, hat, q) + 12D(q, G, ha1, q)

D(q, G, G, hao) +9D(q; ho, hao, hao) + 18D(q, G, hao, ha1)

12D(q, 4, ha1, hso) + 18D (hoz, hat, ¢, ¢) + 4C (hos, hao, q)

12C (hy3, hao, q) + 36C(h2, ha1, q) + 36C (h11, haa, q)

312C (hog, h11, hao) + 12C(q, hiz, hso) + 12C(hoa, hs1, q)

3C (hos, hao, hao) + 18C(q, ha1, ha1) + 6C (has, q, q) + 3C(q, ho2, hao)
24C(q, h11, ha1) + 36C (hi1, hia, hag) + 36C (hi1, hi1, ho1)

18C (hoa, hao, ho1) + 12C(q, haz, q) + 18C(q, hao, ko) + C(q, G, har)
4B(hss, q) + 18 B(hay, hag) + 6 B(hag, hoz) + 4B(his, hso)

12B(hq2, h31) + 3B(q, haa) + 12B(h11, haa) + B(hos, hao)

3B(ho2ha1) — 12g32ha; — 18¢21hse — 12h33Ga1 — 6h21Gs2 — gasq.

+ O+ + 4+ + + + + o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+

Fazendo

Hay

+ o+ o+ o+

L(q,4,4:9,9,4,9) + 3K(q, ho2, 4, 4,9,9) + 2K(q,q, b1, 9,9, 9) + 6K(q, 7, G, hao, ¢, q)
E(hos, ¢, 9,9, q) + 12E(q, ho2, heo, ¢, q) + 18E(q, q, ha1, ¢, q) + 12E(q, hi2, ¢, ¢, q)
36E(q, hir, hit, 4, q) + 36 E(q, G, bt haos @) +4E(7, 4, G, hso, @) + 6E(4, G, G, hao, hao)
12E(q, 4, 4, hoz, har) + 4D (a3, ¢, ¢, ¢) + 6D (hos, haos ¢, ) + 36 D(ha1, hiz, ¢, q)

18D<h027 h217 q, Q) + 18D<§7 h‘227 q, Q) + 24D(h117 h117 h117 Q) + 36D(h027 h’117 h207 q)
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36D(q, hi2, hoo, q) + 12D(q, hoa, hao, q) + 12D(q, q, hs1, q) + 9D(q, hoa, hao, hao)

2D(q, ha1, ha, q) + 18D(q, @, hao, ho1) + 36D(q, har, ha, hao) + 12D(q, @, hay, hso)

D(q,q, 4, hao) + 4C (hos, hao, q) + 36C (haz, ha1, q) + 36C (huy, haa, q) + C(q, , har)

12C (hys, hoo, q) + 3C (hos, hao, hag) + 24C(q, b1, ha1) + 12C(q, his, hso) + 3C(q, hoz, hao)
18C(q, ha1, ho1) + 6C(has, q, q) + 36C (hi1, hia, hag) + 312C (hog, hi1, hao) + 12C(q, hs2, q)
36C (h11, ha1, ho1) + 18C (hog, hao, ho1) + 18C(q, hao, haa) + 12C (hoa, ha1, q) + 3B(q, ha2)
6B (hao, hos) + 3B (hoaha1) + 18B(hay, hoo) + 4B(hys, hao) + 4B(hss, q) + 12B(h2, hay)

+ 4+ + + + + o+ A

12B(hq1, hs2) + B(hos, hao) — 6(2hs2g21 + h21G32 + 2g32h21 + 3921h32)
podemos reescrever
(iwo I, — A)hys = Hyz — gu3q,

que possui solucao se, e somente se,

(p, Hy3 — g3 CJ> = 0,

sendo que o termo —6(2h32G21 + ha1Gs2 + 2g32h21 + 3g21h32) nao entra na tltima equacao pois,
(p,ha1) = 0e (p,hz) = 0.

O terceiro coeficiente de Lyapunov é definido por

onde g3 = <P7 H43>-
|

Consideremos, agora, uma familia de sistemas de equagoes diferenciais a um parametro
i =A(pz+ F(z,p), v €R", peR, (2.42)

onde F(x, ) = O(]|z||?) é uma fungdo suave de x, com sua expansao de Taylor iniciando com
pelo menos termos quadraticos, e dependendo suavemente de p e A(p) corresponde a parte

linear do sistema com autovalores complexos, tais que o par

Ai(p) = Ap), Aap) = Mw),

onde

) = v(p) +iw(p),
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satisfaz a condig¢ao de Hopf para u =0
7(0) =0, w(0) = wo >0,

e os outros \,_s autovalores, possuem parte real nao nula.

O préximo lema nos mostra como calcular +/(0) em termos de p e q.

Lema 2.2.2 (Condicao de transversalidade) Considere o sistema (2.42) cuja matriz Ja-

cobiana A(p) possui um par de autovalores imagindrios puros para pu = 0, 12 = vy(p) £

iw(p), v(0) =0, w(0) =wy > 0. Entdo,
7' (0) = Re(p, A'(0)q),
onde p,q € C" satisfazem

Demonstracao 2.2.2: Derivando ambos os membros da equagao

com relagao a pu obtemos

A'(p)q(p) + A(p)d (1) = N()a(p) + Ap)d' (1)
Aplicando, agora, o produto escalar por p em ambos os membros, temos

(0, Aq+ Aq') = (p,Nqg+ Aqg')
= 0, Aq)+ (P, Ag’") = (p,Nq)+ (p,\q¢")
= p,Aq)+(ATp,q") = N{p,q) + Xp,q').

Para =0, ATp = —iwyp, portanto

(p, A'(0)g) +iwo(p,q) = (v'(0) +1iw'(0))(p,q) + iwo(p,q)
= (0, A(0)q) = (v/(0) +iw'(0))(p, q),

e finalmente, como (p,q) = 1,

{p, A'(0)q) = +/(0) +iw'(0).
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Lema 2.2.3 Considere a equag¢ao

dw ,
= = O +iw(p)w + e (wwlwl* + O(|wl),

onde v(0) = 0 e w(0) = wy > 0. Suponha 7'(0) # 0 e Recy1(0) # 0. Entdo, a equagdo acima
pode ser transformada, por mudancas de coordenadas, na equagao

d
d—g = (x + i)u + sulul® + O(|u|"), (2.43)

onde u € a nova coordenada complezxa, 6 e x sdo, respectivamente, 0s novos tempo e parametro,

s = sinal Re c;(0) = £1.

Demonstracao 2.2.3: Introduzindo o novo tempo 7 = w(u)t, que preserva a diregao, pois

w(p) > 0 para todo ||u|| suficientemente pequeno, obtemos

w +

dw _ () +iwl) oalp) e g
dr - w(,u) w(,u) | | +O<‘ ‘)7

dw )
= 2= G+ iw+ d (ol +O(ful),

onde

_ A, ad))
X=X =00y T k)

Podemos considerar xy como um novo parametro, porque

x(0) =0, X'(0) =

e, portanto, o Teorema da Funcao Inversa nos garante a existéncia local e suave de x como
funcao de p.
Vamos agora reparametrizar o tempo ao longo das 6rbitas com a nova mudanca de tempo
0 = 0(t,x), onde
df = (1 + &1 (x)[w[*)dr,

com e1(x) = Im di(x). Essa mudanca é préxima da identidade numa pequena vizinhanga da

origem. Usando esse valor de tempo definido, obtemos

dw ]
o~ (x+w+ L(x)wlw]® + O(Jw[*),

onde Iy (x) = Re di(x) — xe1(x) é real e

(2.44)



De fato,
dw dw
_ — ' I 2y

dw

i 1+ e (x)|w®)[(x + i)w + I ()w|w|* + ...]

(
O+ Dw + [L(0) + e () (x + )]wlwl?...

= (x +9)w+ [Re d — xe1 + xe1 + ier|w|w|® + ...
(x +i)w + [Re dy + iIm di|w|w|* + ...

(x +1)w + dy (Y)w|w|? + ...

Finalmente, introduzindo a nova variavel complexa u

VIEC)!

que é possivel pois Re ¢1(0) # 0 e, portanto, [;(0) # 0, a equagao toma entao a forma

1 du (X+i) U i U U 2 .
—_— = 1 ey,
V| do VIl VAIREVAL
d l
St Y ol = (x4 D+ sulul? + O,
a6 400

com s = sinal 1,(0) = sinal Re ¢1(0).

Observacao 2.2.1 O wvalor de 1,(0) depende das normas dos autovetores q e p, enquanto

que seu sinal € tnvariante pela escolha de q e p, obviamente considerando a normalizacao

(p,q) =1.

Note que se a equagao (2.43) com sinal s = —1 for escrita em sua forma real, ela coincidira

com o sistema (2.9).

Defini¢ao 2.2.2 Um ponto de equilibrio (xo, po) do sistema

jZ:f(ZU,[L)

com f suave, x € R" e u € R™ € chamado ponto de Hopf se a matriz Jacobiana A(xo, o)

possui um par da autovalores imagindrios puros Ay = Fiwy, wy > 0, e nao admite outros

autovalores com partes reais nulas.
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Definicao 2.2.3 Um ponto de Hopf (xg, o) € chamado transversal se os autovalores com-
plexos dependentes do parametro p interceptarem o eixo imagindrio com derivadas nao nulas

quando [ = .
Podemos agora resumir os resultados obtidos no seguinte teorema.

Teorema 2.2.2 Qualquer sistema

d
d—f = f(z,p), € R", peR™, (2.45)

com f suave, tendo para todo ||p|| suficientemente pequeno, o equilibrio (z, ) = (0,0) tomando

o par de autovalores
Ar2(p) = y(p) iw(p)

onde v(0) = 0, w(0) = wy > 0, e os outros \,—2 autovalores, com parte real ndao nula,

satisfazendo as sequintes condigoes

(1) 11(0) # 0 (condi¢ao de nao degenerescéncia),

(2) v1(0) # 0 (condicao de transversalidade),
por introdugao de uma varidvel complexa, aplicada a transformacoes de coordenadas suaves e
mversiveis que dependem suavemente dos parametros, e realizando uma mudanc¢a suave dos
parametros do tempo, pode ser reduzido a sequinte forma complezxa:

£ = (x+i)e o+ self? + O(J2]),
com s = sinal 11(0) = sinal Re ¢1(0).

Se estas condicoes forem satisfeitas, o sistema possui uma bifurcacao de Hopf de codi-

mensao 1 na origem.

Lema 2.2.4 Considere a equac¢ao

dw ,
— = 0 +iw(p)w + a(wuelwl® + e(muwlwl’ + O(jwl®),
onde v(0) = 0 e w(0) = wy > 0. Suponha v'(0) # 0 e Recy(0) = 0e Recy(0) # 0. Entdo, a

equacao acima poderd ser transformada, por mudancas de coordenadas, na equacao

du
i (x + 9)u + Culu|® + sulul* + O(Jul®), (2.46)
onde u € a nova coordenada complexa, 0 e x sao, respectivamente, 0s novos tempo e parametro,
dq1(0
(= _4O) e s = sinal Recy(0) = £1.
| Re ¢2(0)]
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Demonstracao 2.2.4: Introduzindo o novo tempo 7 = w(u)t, que preserva a diregao, pois

w(p) > 0 para todo ||u|| suficientemente pequeno, obtemos

dw _ vy +awlp) o oalw) e o oo
e T e gyl Ol
= B (i d (P + ol + O(ful?),
onde
) akt)) [ e)
)=y = ety ® = w0
Podemos considerar xy como um novo parametro porque
e Y(0)
x(0) =0, X/'(0) = ) # 0,

e, portanto, o Teorema da Fungao Inversa nos garante a existéncia local e suave de p como
funcao de y.
Vamos agora reparametrizar o tempo ao longo das orbitas com a nova mudanca de tempo
0 =0(r,x), onde
df = (1+ er(x)|w]” + e2 (x)[w|*)dr

com e1(x) = Im di(x) e es(x) = Im dao(x). Essa mudanga é préxima da identidade numa

pequena vizinhanca da origem. Usando esse valor de tempo definido, obtemos

dw )
-5 = (+iuw+ n(x)wlw|* + la(x)wlw|* + O(lw|®),

onde n(x) = —x(x)e1(x), la(x) = Reda(x) + x(x) (e1(x)* — e2(x)), é real e

_ hRe c2(0)

=———>-=0, [5(0) 5(0)

(2.47)

De fato,

- i = (x + )w + nOwlw]? + Lx)wlw|* +
=TT el Teatowmar = i+ n(duhel +bidulel* +...

W~ 1+ e(0heP + eabwe]t) [+ i)w + n00uwe + LOguwlwl..]

dr
= (x+)w+[n(x) + e () (x + @) Jwlw]? + [12(x) + e (x)n + e2(x) (x + @) ] ww]*...
(x +i)w + [—xer + xer + ie; Jw|w|? + [ Re dy + xe3 — xea — xe? + xea

+ deg | w|w|t...

(x +i)w + ilmd; wlw|®> + [ Redy + ilm dy | w]w|*...

(x + ) w + di(x)w|w|* + da(x)w|w|* + ...
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ja que neste caso Red; = 0, dy = iImd,. Finalmente, introduzindo a nova variavel complexa

u
u

\/4 ’lz(X)"

que é possivel pois Re ¢3(0) # 0 e, portanto, l3(0) # 0, a equagao toma entao a forma

4

1 du (x + 1) u td u | u 2 u U
——— = 1 2 U
V|l 9 V| V| /1] V2| 1/ 12|

du B ) di(x) 9 l2(x) 4 6
= o = (x +i)u+ mu|u| + |l2(X)|u]u| + O(|u]®)

= (x +i)u+ Culu|® + sulul* + O(|u|®),

com s = sinal 13(0) = sinal Re c2(0).

Definigao 2.2.4 Um ponto de Hopf de codimensao 2 é um ponto de Hopf onde Iy ()

se anula.

Defini¢ao 2.2.5 Um ponto de Hopf de codimensio 2 é chamado transversal se v(0) = 0
e 11(0) = 0 se interceptam transversalmente onde v = y(u) € a parte real dos autovalores

criticos.

Teorema 2.2.3 Suponha o sistema

d
d_f :f('z'nu)a xERn7 MGRma (248)

com f suave, tendo para todo ||p]| suficientemente pequeno, o equilibrio (x, i) = (0,0) tomando

o par de autovalores
Ara(p) = v(p) £iw(p),

onde v(0) = 0, w(0) = wy > 0, e os outros A\,—2 autovalores, com parte real ndao nula,

satisfazendo as sequintes condigoes de genericidade
(1) 11(0) = 0, onde l;(p) € o primeiro coeficiente de Lyapunov;
(2) 15(0) # 0, onde lo(p) € o seqgundo coeficiente de Lyapunov;

(3) a funcgio p— (y(u), ()" € regular em p = 0.
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Entao, por introducao de uma varidvel complexa, aplicada a transformacoes de coordenadas
suaves e inversiveis que dependem suavemente dos parametros, e realizando uma mudanca

suave dos parametros e do tempo, o sistema pode ser reduzido a sequinte forma complexa:
= (x +i)z+ Czlz]* + sz)z* + O(]2]%),

com s = sinal l3(0) = sinal Re c(0).

Se estas condicoes forem satisfeitas, o sistema possui uma bifurcacao de Hopf de codi-

mensao 2 na origem.

Lema 2.2.5 Considere a equagao

%} = (v(u) + iw(p)w + er(wwlwl + ex(pwlw]* + es(pwlw|® + O(|w[*),

onde v(0) =0 e w(0) = wp > 0. Suponha +'(0) # 0 e Rec;(0) = 0, Reca(0) = 0e Rec3(0) # 0.

Entao, a equagao acima poderd ser transformada, por mudancgas de coordenadas, na
equacao

d
d_z = (x + D)u + oulul® + vulu|* + sulul® + O(|ul®), (2.49)

onde u € a nova coordenada complexa, 6 e x sao, respectivamente, 0s novos tempo e parametro,

d d
o= 1(0) v = 2(0) e s = sinalRe c3(0) = £1.

VIRe c;(0)] /IRe ¢(0)]

Demonstracao 2.2.5: Introduzindo o novo tempo 7 = w(u)t, que preserva a diregao, pois

w(p) > 0 para todo ||u|| suficientemente pequeno, obtemos:

dw _ y(p) +iw) el
dr w(p) w(p)

cs(p)

w(p)

c2()

w(p)

wlwl* + wlw|* + wlw|® + O(fw[*),

dw .
= =K+i)ut di (x)wlw]® + da(x)wlw|* + ds(x)w|w|® + O(|lw[®),

onde
_ ) ak)) S, er) [ alu)
) ! ! b= L0)

o) T ww)) T W)

Podemos considerar xy como um novo parametro porque

7'(0)
w(0)

x(0) =0, X'(0) = 70,
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e, portanto, o Teorema da Funcgao Inversa nos garante a existéncia local e suave de p como
funcao de y.
Vamos agora reparametrizar o tempo ao longo das orbitas com a nova mudanca de tempo
0 =0(r,x), onde
df = (1 + e1(0)|wl* + e2 () lw]* + es(x)w[*)dr

com e1(x) = Im di(x),ea(x) = Im da(x),es = Im ds(x). Essa mudanga é préxima da

identidade numa pequena vizinhanca da origem. Usando esse valor de tempo definido, obtemos

W~ i+ n(uluf + v(owlol + BOwhel® + O(uf),
onde
n(x) = —xeilx), v(x) = x(x)(e1(x)* — e2(x)),
Is(x) = Reds+ x(x)(ex(x)(2e2(x) — e1(x)?) — es(x))
é real e
_ Re c1(0) _ _ Re c2(0) _ _ Re c3(0)
h(0) == = 0 B(0) = =G =0 5(0) = == (2.50)
De fato,
dw_ dw = (x +i)w + nO)w|w|? + v(x)w|wl!
T+ el e+ ea(®)dr T X
+ l3(X)’lU|'LU|6...,
& Z—l: = (T4 e ()wl + ea()wl* + es(x) [w]®)[(x + 1)w + n(x)w|w]* + v(x)w|w|*
+ () )wlwl8..]
= (x +)w+ [n(x) +er(x) (x + 9)]wlw]* + [(x) + er(x)n + e2(x) (x + 9)]wlwl*
+ [Is(x) +er(x)v(x) + ea(x)n + es(x) (x + )]w|w|°...
= (x + 1w+ [-xer + xer +ieJwlwl* + [xe — xe2 — xei + xea + iegJwlwl*
+ [Reds — xe} + 2xejes — xes + xed — xeres — xeres + xes + iesjw|wl®...

(x + 9w+ ilm dy w|w]? +iIm dyw|w|* + [Re d3 + iIm d3]w|w|® +
=

= (x+dw+diwlw + d2(x)wlw]* + ds () wlwl® +

ja que Red; = Redy, = 0,ifmdy = dy e iIlmdy = dy. Finalmente, introduzindo a nova

variavel complexa u
u

v |l3(X)‘7
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que é possivel pois Re c3(0) # 0 e, portanto, I3(0) # 0, a equagao toma entao a forma

1 du 6

V/|ls] dO V|13 VAIEARRVALA] |ls] ¥/ |s] |l Vis[|
d d l
Y z'u—l—ﬂu\ld2 ( ) | |4 ( )u|u|6+O(lu\ )

= — = (x+19)
db Vs (x)] (X X)|
= (x+i)u+ouul* +vulu|* + su\u|6 + O(|ul® ),
com s = sinal 13(0) = sinal Re c3(0).

Definicao 2.2.6 Um ponto de Hopf de codimensao 3 é um ponto de Hopf de codimensao

2 onde ly(p) se anula.

Definigao 2.2.7 Um ponto de Hopf de codimensdo 3 é chamado transversal se v(0) = 0,
[1(0) = 0 e l(0) = 0 se interceptam transversalmente, onde v = ~(u) € a parte real dos

autovalores criticos.

Teorema 2.2.4 Suponha o sistema

dx

p = f(z,pu), € R", peR™, (2.51)

com f suave, tendo para todo ||p|| suficientemente pequeno, o equilibrio (z, ) = (0,0) tomando

o par de autovalores
Aa(p) = 7 (p) £ iw(p),

onde v(0) = 0, w(0) = wy > 0, e os outros A\,_o autovalores, com parte real nao nula,

satisfazendo as sequintes condigcoes

(1) 11(0) = 12(0) = 0, onde l1(p) e lo(p) sao respectivamente o primeiro e o sequndo coefi-

cientes de Lyapunov;
(2) 13(0) # 0, onde l3(p) € o terceiro coeficiente de Lyapunov;

(3) a fungio i — (y(p), (), l2(n)) " € regular em = 0.
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Entao, por introducao de uma varidvel complexa, aplicada a transformacoes de coordenadas
suaves e inversiveis que dependem suavemente dos parametros, e realizando uma mudanca

suave dos parametros e do tempo, o sistema pode ser reduzido a sequinte forma complexa:
s ; 2 4 6 8
2= (x+1i)z+o0z|z|” +vz|z|" + sz|2]” + O(|2]%),

com s = sinal I3(0) = sinal Re c3(0).

Se estas condigoes forem satisfeitas, o sistema possui uma bifurcacao de Hopf de codimensao

3 na origem.

2.3 Diagramas de Bifurcagao da forma normal

O sistema (2.43) com s = —1 , escrito sem o termo O(|u|*) em coordenadas polares (p, ¢),

onde u = pe'?, fica sob a forma

p = plx —p?),
o = 1.

(2.52)

O sistema (2.52) é desacoplado. A segunda equacao descreve a rotagdo com velocidade
angular unitaria. O equilibrio trivial p = 0 da primeira equacao corresponde somente ao

equilibrio w = 0 do sistema truncado.

Os valores de x que anulam a expressio (y — p?), estdao sobre a parabola
(x—p") =0

De acordo com [11], temos a figura 2.5.

Na regiao 1 onde x < 0, o sistema possui um ponto de equilibrio estavel e nenhum ciclo limite.
Quando interceptamos o eixo p no sentido horério, o equilibrio continua estével. Quando (x;, p)
se encontram no arco de parabola, o equilibrio continua atrator mas atrai de forma mais lenta.
Para valores de (p, x) bastante proximos ao arco da pardbola e na regiao 2, temos o surgimento

de um ciclo limite estavel em torno do equilibrio repulsor.

O caso s = 1 em (2.43) é tratado de forma similar ou pode ser reduzido ao estudo do caso

anterior a partir de uma transformacao (w, x,t) — (w, x, —t).
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Figura 2.5: Diagrama de bifurcagao de (2.52).
O sistema (2.46) com s = —1 , escrito sem o termo O(|u|%), em coordenadas polares (p, ¢),
onde u = pe’¥, toma a forma
_ (2 — b,
p(x + ¢p* = p?) (2.53)
o = 1.
Uma solucao positiva da primeira equagao de (2.53) satisfaz
X+¢p°—pt =0, (2.54)

e descreve um ciclo limite. A equagao (2.54), pode ter nenhuma, uma ou duas solugoes

positivas, que correspondem a ciclos—limites do sistema (2.53).

As solucoes sao triviais ao longo da reta

H={(x,¢):x=0}

que colide com o arco de parabola, dado por

T={(x.¢): *+4x=0,( >0}

e desaparece.

A estabilidade dos ciclos também é claramente detectada a partir da primeira equacao de

(2.53).
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Figura 2.6: Diagrama de bifurcacao de (2.53).

De acordo com [3], o diagrama de bifurcac¢do de (2.53) é retratado como na figura (2.6).

O eixo H corresponde a bifurcacao de Hopf. Ao longo deste eixo, o equilibrio possui autova-
lores A\ o = £i. O equilibrio é estdvel para x < 0 e instavel para x > 0. O primeiro coeficiente
de Lyapunov é [4(x) = (. Portanto, a bifurcagao de Hopf no ponto y = ¢ = 0, separa o eixo
H em dois ramos, H_ e H, correspondentes a bifurcacao de Hopf com coeficientes de

Lyapunov negativo e positivo, respectivamente.

Um ciclo limite estavel surge em torno do equilibrio, se cruzarmos H_ da esquerda para
a direita, enquanto um instavel surge se cruzamos H, na direcao oposta. Os ciclos estavel
e instavel colidem na curva 7', dando origem a um ciclo semi-estavel. As curvas dividem o

plano de parametros em trés regides (veja figura 2.6).

Para melhor entendimento do diagrama de bifurcacao, faremos uma “passeio”no plano de
parametros em torno do ponto de equilibrio no sentido anti—horério , comegando pela regiao 1,
onde o sistema possui um ponto de equilibrio e nenhum ciclo. Passar da regiao 1 para a regiao
2 por H_, implica no aparecimento de um tunico ciclo limite estavel que “sobrevive”quando
passamos da regiao 2 para a regiao 3. Ao cruzarmos o eixo H por H,, surge um ciclo instavel
extra incidente ao primeiro, enquanto o equilibrio recobra a estabilidade. Dois ciclos de estabi-
lidades opostas coexistem na regiao 3, colidem na curva 7" e desaparecem restando um tnico

equilibrio estavel , completando o ciclo na regiao 1.
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O caso s = 1 em (2.46) pode ser analisado de forma andloga ou pode ser reduzido ao

estudo acima a partir de uma transformacao (w, x,¢,t) — (w, x, ¢, —t).

O sistema (2.49) com s = 1, escrito sem o termo O(|u|®) em coordenadas polares (p, ¢),

onde w = pe'?, fica da forma

= plx +op* +vp* + p°),

(2.55)
= 1
Uma solucao positiva da primeira equagao de (2.55) satisfaz
x +op?+upt+pf =0.
Fazendo p? = r, temos
X +or+ort+rd = 0,
o+2vr+3r2 = 0, (2.56)

r > 0.

Seja T o conjunto de pontos (v, 0, x) para os quais existe um r tal que v, o, y, r satisfaz
(2.56).
O sistema (2.56) é equivalente ao sistema
x = 7%(v+2r),

o = —r(2v+3r), (2.57)
r > 0.

Estas equagoes tornam-se mais comodas se calcularmos 7' N {v = c¢(constante)} quando

tomamos valores diferentes de v = c¢. Delas obtemos os seguintes resultados
a) T Nwv = ¢, para ¢ > 0. Obtemos o arco de pardbola que estd indicado na figura (2.7).

b) T'Nv = ¢, para ¢ = 0. Neste caso obtemos:

SN{v=0}={(v,0,x)|v=0,x > 0,27x? = —403}, que estd ilustrada na figura (2.8).

c) TNwv=c, para ¢ < 0. Obtemos uma curva com uma cispide em um ponto que estd
indicado na figura (2.9). Perto da origem, esta curva possui novamente a aparéncia de

parte de uma parabola.
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TN{w=c>0}

Vq

Figura 2.7: TN {v =c¢ > 0}.

TNw=c=0) |*

vq

Figura 2.8: TN {v =c¢ = 0}.

A

TN v=c <0}

Figura 2.9: TN {v =c¢ < 0}.

De acordo com [11], combinando estas informagoes, obtemos uma ilustracao para S = TUH
descrita na figura (2.10). E claro que R3\ 'S possui quatro componentes, enumeradas na figura
(2.10), obtidas a partir de uma anélise similar ao caso anterior (sistema (2.53)).

Na regiao 1 que esta acima do plano ov e do lado direito da superficie 7' N v, temos um
equilibrio atrator sem nenhum ciclo limite. Passando pela superficie 7' N v no sentido anti—
horario, entramos na regiao 2 onde temos o surgimento de um ciclo limite repulsor para um
equilibrio atrator e incidente a este ciclo limite, temos ainda o surgimento de outro ciclo limite
atrator . Atravessando o plano ov para valores de x < 0 (regido 3), ocorre o colapso entre
a orbita atratora que surgiu anteriormente em torno do equilibrio e o ciclo limite repulsor, e,
portanto temos um ciclo limite atrator e um equilibrio repulsor. Passando da regiao 2 para a

regiao 4, limitada por uma “lingua” que surge a partir da uniao entre T’N{v < 0}UTN{v = 0}
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Figura 2.10: Diagrama de bifurcacao do sistema (2.49).

e onde x < 0, temos o surgimento de um ciclo limite atrator em torno do equilibrio repulsor,

sendo que assim, coexistem tres ciclos limites.
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Capitulo 3

Estudo Qualitativo do Sistema

Regulador de Watt

Neste capitulo, estudaremos o modelo proposto no capitulo 1 com respeito aos seus pontos
de equilibrio, a dinamica do sistema méquina a vapor-regulador e o surgimento de bifurcagoes
de Hopf. Verificaremos em que condicoes ocorrerao as bifurcacoes. As defini¢oes, teoremas,
lemas e diagramas que apresentaremos neste capitulo foram baseadas nos livros de Kuznetsov

[3] e Pontryagin [6], e nos artigos de Sotomayor, Mello e Braga, [8], [9] e [10].

Definigao 3.0.1 Um sistema dindmico € uma terna {T, X, o'}, onde T € o conjunto de tem-
pos continuos, X € o espago de estados e o' : X — X € uma familia de operadores de

evolugcao parametrizados port € T e satisfaz as sequintes propriedades:
a) ©° = id, onde id é a funcdio identidade em X, id(x) = x, Vo € X;

b) o5 = o' o °, isto €, T (x) = ¢ (¢¥(x)), Vo € X eVit,s € T, onde ambos 0s

membros desta equacgao estejam definidos.

Definigao 3.0.2 Um conjunto invariante de um sistema dinamico {T, X, @'} € um subcon-

gunto S C X tal que se xy € S entio ¢'(xg) € S,Vt € T.

Definicao 3.0.3 Um conjunto invariante Sy € chamado estdvel se para toda vizinhanga U D
So existe uma vizinhanca V-2 Sy tal que ¢'(x) € U,Vx € V e para todot > 0. Um conjunto
mvariante Sy € chamado assintoticamente estdvel se for estdvel e se existir uma vizinhanca

Uy D Sy tal que p'(x) — Sy, Vo € Uy et — ~+oo.
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3.1 Estudo das equacoes 3.1

Aqui estudaremos o sistema de equagoes diferenciais (1.3) dado por

.
d
¥ _ 0,
0 b
- = CQQQSengoCOS(p—gSGHQD— —,
dr m
dS 1
>0z — F

| dr ploose = F),

que por uma transformacao de coordenadas e do tempo

Q
r=e, Y= %7 z=C D T:\/z7
g g g

se torna o seguinte sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem

- _
gt = Y,
Y~ 2senz cosz — senz —cy

¢ ’ B
d
d—i = afcosz — ),

\

onde a > 0,0< (< 1ee>0,sao dados por

b [1 C F
6:_\/ja O[:_H,7 ﬁ:_
my g gl @

Lema 3.1.1 As equagies diferenciais (3.1) possuem apenas um ponto de equilibrio

1
Py = (z0, Y0, 20) = (arccosﬁ,o, B )

Demonstracao 3.1.1: De fato, fazendo

y =0,
z’senx cosx — senx — ey = 0, (3.2)

afcosz — () = 0,

da tltima equacao, obtemos x = arccos 3, ja que a € (0,00). Logo, g = arccos (3. Para v,
temos apenas a possibilidade yy = 0.
Ao substituirmos xq = arccos 3 e yo = 0 na segunda equagao, obtemos

z*senxg cos 1y — senxg = 0 = senmzg (2% cos 29 — 1) = 0,
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1
donde segue que senxyg = 0 ou zg = +,/—=.

15
Se

T = = senxy = senyy = 0, @9 = Lk,
s
para k inteiro qualquer. Mas ¢ € (O, 5), nao sendo possivel, entao, senxy = 0.

1 1
Portanto, zp = :l:\/%. Como z € (0,00), entao zy = 5

Sendo assim, temos uma tnica representacao para o ponto de equilibrio

PO = ($07?JO7ZO) = (arccosﬁ,O, \/%)

Na anélise que segue utilizaremos o seguinte resultado. |

Teorema 3.1.1 O polinomio
P(\) = X + aX* + bX + ¢,

com coeficientes reais € estavel (possui todas as raizes com partes reais negativas), se e somente

se, 0s numeros a,b,c > 0 e além disso

ab>c.

Demonstracao 3.1.1: Temos que
PN =X +aNl¥+bh+c=A+a)(\ +b) —ab+c

Seja A = p + iw , raiz de P(\), tal que p,w € R. Sendo assim, se w # 0, A = p — iw,

também é raiz deste polinomio. Entao
[(p +iw) + a] [(p + iw)? + b —ab+c=0 =
—w?(3p + a) + p(p* + b+ ap) +¢ = 0,
iw(3p* — w? + b +2pa) = 0.
e Se \ é raiz real, temos que w = 0. Assim, da primeira equagao de (3.3)

p(P* +b+ap) +c=0= p(p*> +b+ap) = —c & p<O0,
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isto é, se existe uma raiz real, ela é negativa.

e Se \ é raiz imagindria pura, A = p 4 iw sao raizes de P(\) com p = 0. Assim, de (3.3)
—awzz—c:u):j:\/E
a ¢ = ab.
iw(—w? +b) =0 = w==+Vb

Portanto, se ab = ¢, temos uma raiz real negativa e um par de raizes complexas conjugadas

com parte real nula. Logo, neste caso o polinémio P(\) é instavel.

e Se A = p + iw, para p,w # 0, da segunda equacao de (3.3) vem que
(3p* — w? +b+2pa) =0 = w* =3p*> + b+ 2pa,
que substituida na primeira equacao de (3.3) nos fornece

(30> + b+ 20a)(3p + a) = p(p> + b+ ap) +¢c =
8ap® + p(8p* + 2b + 24*) = ¢ — ab. (3.4)
Caso 1: ab< c.
A equagdo (3.4) fica da forma
8ap® +2p(4p* + b+ a*) > 0 = 4p* + dap + (a* +b) > 0,

donde nada se pode afirmar com relagao ao sinal de p. Mas por outro lado, se

a=b=0= PN =N+c=0= %(COS% iisen%),

sao raizes que estao do lado direito no plano complexo. Como as raizes dependem continua-
mente dos coeficientes, a instabilidade também é conservada para a e b positivos suficiente-
mente pequenos. Portanto, se ab < ¢, temos uma raiz real negativa e um par de raizes com-
plexas conjugadas com partes reais positivas. Logo, neste caso o polinomio P(A) é instéavel.

Caso 2: ab > c.

A equacao (3.4) fica da forma
8ap® + p(8p* + 2b + 2a%) < 0 <= p < 0.

Portanto, se ab > ¢, e w # 0, temos uma raiz real negativa e um par de raizes complexas

conjugadas com partes reais negativas. Logo, neste caso, o polinémio P(\) é estavel.
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Lema 3.1.2 Considere o sistema de equagoes (3.1) com ponto de equilibrio Py. Se ¢ >
20332, entdo Py € localmente assintoticamente estdvel. Se 0 < & < 2a3%2, entdo Py é

instavel.

Demonstracao 3.1.2: A matriz Jacobiana de f em F, possui a forma

0 1 0
1 - 3
Df(R) = 3 —e 2y/B(1-p2) |- (3.5)
—ay/1—-03%2 0 0

O polinémio caracteristico P(\) desta matriz é dado por

1— 3
B

—P(\) = X 4 e\ + A+ 2062 (1 - 3%).

De acordo com o Lema (3.1.1), sendo

1— 3
B

todos positivos, a condicao necessaria e suficiente para a estabilidade assintética do ponto de

, €= 20461/2 (1 _52)7

a=c¢ b=

equilibrio Fy ¢ dada por ab > ¢, isto ¢

6<l_ﬁ2> > 2062 (1 - 3%) = & > 2a3%?
5 .

Sendo € > 0, segue imediatamente que se 0 < ¢ < 2a3%?2, entdo P, é instével.
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Figura 3.1: Superficie de parametros criticos €, = 20/3%/2.

3.2 Condicao de Hopf
Lema 3.2.1 Se consideramos o, ¢ > 0 e 0 < f < 1, a matriz Jacobiana do sistema (3.1)

possuird um par de autovalores imagindrios puros se, e somente se,

e = 2002

Demonstracao 3.2.1: Sejam \; e s raizes do polindmio caracteristico

A e 4 l_ﬁﬁz)\+2a\/ﬁ(l—62) = 0.

= in (n € R) entdo Ay = X\

= —in também ¢ raiz, pois

Se A1 é imaginario puro, \;
a,¢e, 3 € R. Substituindo A\; no polinomio caracteristico, segue que

i e ~(1—52) 32
n en® + in -|—2a\/ﬁ(1 g) =10

g
2 2 . 2 ]‘_ﬁ2
= (erp o+ 2aV/BL = ) + in P+ 1) =0
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—en® + 2a/B(1 — %) =0

= 1— 32 (3.6)
2
-n° + = 0.
5
Da segunda equacao, temos
JRE 5.)
n° = . .
o
Substituindo (3.7) na primeira equagao do sistema (3.6), obtemos
— 2) _ 3/2.
6 +20/B(1 — ) = 0 < ¢ = 200
A volta segue do Lema (3.1.2), com base no Teorema (3.1.1)
|

Lema 3.2.2 Se ¢ > 2032, o polinomio —P()\) possui trés raizes reais negativas ou uma

raiz real negativa e duas raizes complexas conjugadas com partes reais negativas.

Demonstragao 3.2.2: De acordo com a demonstragao de (3.1.2), o polinémio caracteristico
P(\) é dado por
1—3*) A
—P(\) = N 4eX+ % +2(1- 3% a/B.

Com o auxilio do software MATHEMATICA, encontramos as seguintes raizes

e r(B,ae)  V2(3(8*—-1)+¢e%3)

MTT3T T T 3rBas)
Az:_5+(1—z'¢§>r<ﬁ,oz,e>+<1+M)< (5 = 1) + %)
3 65v/2 3V22 r(B, a,¢) ,
po= -5 ¢ LEVABae) | (- VHEE 1) + e
3 68V2 3V22 r(B, i, €) ’
tal que

r(B,o,e) = /54aB72(1 — B2) + 9eB2 (B — 1) + 2585 + h(B,ae),
hB,ae) = /B3(9eB(82 — 1) 426332 — 54a332(52 — 1))> — 4(3(8% — 1) + £203)?),

donde temos trés raizes reais negativas ou uma raiz real negativa e um par de raizes complexas
conjugadas.

® )23 reais.
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Se as trés raizes sao reais, deve ocorrer

ii 3r(f,a,e) - iV3(3(8* — 1) +28) — 0
632 V2 r(Bae)

onde
r(B,a,e) = B(F* 1) +£°8) = 0

ou

1 2 2 _
r(3,a,e) = :t%\/26(65 +3(62—-1)). (3.8)

A primeira igualdade nao pode ocorrer, pois, neste caso terfamos uma indeterminacao.

Para a segunda, temos as superficies de parametros descritas nas figuras (3.2) e (3.3).

1
Figura 3.2: Superficie de parametros (3, a, ) = G—ﬁ\/Qﬁ(ﬂEQ +3(p2—1)).
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Figura 3.4: Curva de parametros r((3, o, ) = 0.

Para valores de (3 e € sobre a superficie, temos (3, a, ) dado pela expressao (3.8) que
implica em Ay 3 reais e iguais.

De acordo com o teorema (3.1.1), se as raizes sdo reais, elas sdo negativas. Logo neste
caso, temos trés raizes reais negativas onde duas delas sao iguais.

e )\, 3 imagindrios puros.

Se um par de raizes sao complexas conjugadas imagindrias puras, deve ocorrer

e r(Bae) 3(BP-1)+e6
3 * 6/20 * 3223 (B, a,e) 0

onde
r(Brane) = (367 — 1) +£28) = 0
ou

r(B,a,) = 3/5(55 + 3ﬂ(1—ﬁ2)>.
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A primeira igualdade sabemos que nao pode ocorrer. Para a segunda, temos as superficies

de parametros de acordo com as figuras (3.5) e (3.6).

Figura 3.6: Superficie de parametros r(3, a,¢) = v/2 (ﬁs + /306 (1 - 3?) >

Neste caso, temos uma raiz real negativa e duas raizes complexas conjugadas imaginarias

puras.

Lembremos que pelo Lema (3.2.1), s6 podemos ter um par de raizes complexas conjugadas

imagindrias puras se € = 20332, Neste caso, podemos reescrever (B, a, €) da seguinte forma:

r(B,a) = 2V2a8° /B +\/38(1— ).

e \; éreal e Ay 3 sao complexas conjugadas com parte real nao nula.

Pelo teorema (3.1.1), se € > 2a/3%? as partes reais desses autovalores sio negativas.
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As figuras (3.7), (3.8), (3.9), (3.10) representam o comportamento das partes real e ima-
gindria dos trés autovalores (A1, Ag, A3) com relacdo a .. Os eixos horizontal e vertical

representam, respectivamente, as partes real e imaginaria dos autovalores.

A
Im

A

v

v

Re

Figura 3.9: Autovalores para ¢ > 20/3%/2.
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v

.r]Ll Re

1
Figura 3.10: Autovalores para r((, a, &) = j:% V28 (B2 +3(52 —1)).

3.3 Bifurcacao de Hopf

1
A estabilidade do ponto de equilibrio Py = (arccos 0,0, \/;) para €(0,a) = . =

2a3%/% serd analisada.

De acordo com a expressao

1 1 1 1
F(z,e.) = 2B(Jc :c)—l—GC’(:I:x:r)+24D(x:1:x:U)+1—20E(x:cx:cx)
1

1
—K — L 8 .
+ 0 (:Eas:z:x:v$)—|—5040 (x,z,x,z,x,z,2) + O(||z||°), (3.9)

Onde B(.Z', y)70(x7y7 Z)7D('T7 y? Z? u)7E(x7 y7 Z? u? ’U)7K($7y7 Z? U7U?S> € L($?y7 z?u7?’}787 t)

sao funcoes multilineares de z,y,2,u,v,s,t € R® que em coordenadas sao dadas por

Z amuk p=o 7
(z,v, TiYrZl,
0 ;1 Guﬁuk@m ‘u .

x]ykzlurv

Di(x,y,z,u) = Z

7,k l,r=1

Ei(x,y, z,u,v) = Z Fiw)

auy (9/%8#18/@

37 Yr 21Uy Up,
= 16‘M]8Mk8uzé’m5up ! '
3
0°Fi(p)
Ki(x,y,z,u,v,s) = LjYkzUrUpSq,
j’k’lngl O OpO O OOt =0’ e
3
87Fi 1%
Li(x,y,z,u,v,s,t) = Z ( ) ‘rjykzlurvpsqth? (310)

it 010100y OptyOpgOpin =0
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para ¢ = 1,2, 3, temos
B(% Z/) = {0, 2W0ﬁ3/2$?,y3 - 3000\/3 1Y + 2(6 - w%)\/ﬁ (x3y1 + $1y3), —Oéﬁxlyl},

4 — 732
C(% Y, Z) = {0> %xlylzl — 8wy (9039121 + T1ysz21 + fElylZs) +20 (5 - Wg)($sy321

+x3y123 + T1Y323), @ 6W0I19121} ;

D(z,y,z,u) = {0, —8wo 8% *(z3y1 21u3 + T1y321u3 + T3yzz1U1 + T1Y1 23U3 + T3y1 23U
+x1y323u1) + 15wov/Briyiziug — 8V B (8 — wd)(w1y121us + T3y121u1 + T1y321U;1 + T1Y1 23U1 ),

aﬁxlylzlul}a

E(z,y, z,u,v) = {0, 320wy (z1y1 21u301 + T1Y121U1V3 + T3Y121U101 + T1Y321U101 + T1Y123U101 )
—88(8 — WS)(ﬂﬁlylZlU:&Us + T3Y121U3V1 + T3Y121U103 + T1Y321U3V1 + T1Y321U1V3 + T3Y321U1V1
+T1Y1 23U3V1 + T1Y1 23U V3 + T3Y123Ur U1 + T1Ys23uivy) + (16(6 — Wg) — B)z1y1z1uq 01,

_O‘\/Bwoxlylzlulvl}a

K(x,y,2,u,v,5) = {0,32wo3%?(x19y121u301 83 + T1Y121U10383 + T1Y121U3V381 + T3Y1 21U101S3
+T3Y121U3V181 + T3Y121U1U351 + T1Y321U1V1S3 + T1Y321U3V1S1 + T1Y321U1U3S1 + T3Y321U1V1S1
+X1Y123U101 S5 + T1Y1 Z3U3V1S1 + T1Y123U1V351 + T3Y123U V181 + T1Y323U10151)

+32(8 — Wg)\/B(xly121U1U153 + T1Y121U3V181 + T1Y121U1U381 + T3Y121U10181 + T1Y321U10181

+21Y1 23U V1 51) — 63wov/Br1y1 2110151, —afr1y121U101 51§,

L(x,y, z,u,v,s,t) = {0, =128 Bwo (x1y1 21u1v1 831 + T1y121U1V151L3 + T1Y121U30151T1
+a1y121U1v3s1t1 + T3y121u1v1518 + T1Y3zU1v1S1t + T1Y123Uv1S1t)

+326(8 — wi) (x1y1 210101 S3t3 + T1Y121U3V1S3t1 + T1Y121U301S1t3 + 1Y 21U U383t
+21Y1 21U U3 S1Es + T1Y121UsVaS1T + TaY121Ui01 83ty + TaY1 2 ug V11t + Tayr 2uzvy st 3-11)
+x3y121U10381t1 + T1Y321U1V1S381 + X1Y321U10181T3 + T1Y321U3v1S181 + X1Y321U103S1T
+x3ysz1u1v181t1 + T1Y123U101S381 + X1Y123U3vV1S1t1 + T1Y123U1038181 + X3Y123U1v181T
+$1y37«'3u1v131t1) + (5 - 64(5 - WS))$1H1Z1U1U181151, a\/ﬁwoxlylzlulvlsltl}-

A matriz A possui os seguintes autovalores
A= —e.=—2a8%%, Xy =iwg, A3 = —iwp,

e os autovetores p, g, serao dados por

q = {1,iwy, io\/B}, p= {1 ! i } . (3.12)

) . y X
2 2, — 2iwy €., — W
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Teorema 3.3.1 Conforme o sistema de equagoes diferenciais (3.1), o primeiro coeficiente de

Lyapunov no ponto Py com parametro € = €., € dado por

D(a7 /67 66)
2(20" = 3 +1) (Ja25" — G+ 1)

li = Rego1 =
onde

D(a,B,e.) = aB*? (6% —1) (a*B° + (a® —5) 3° + 3).. (3.13)

Demonstracao 3.3.1: A prova deste teorema depende dos calculos expostos na secao 2.2.

1
De acordo com as expressoes 3.10 e 3.11, obtivemos [; = 3 Re go1, onde

g21 = <p7 C<q_7 q, q) + QB(h'lla Q) + B<q_7 h20)>'

De (2.33),(3.9), (3.10), (3.11), (3.12), €. = 2a8%? e wy = ! _@62 , temos
- 63/24 264_2 2_'_152_1
Re <p7c(q7q7q)> = “ ( O;a254 _(ZQ+1) )7
Re (p,2B(q, h11)) = 2aﬁ7/2((1 —3F%)a” + 3), (3.14)

10267 — P + 1

a3 (B2((30%6° — (0® + 6)B* + 46% — 1)a® — 3% + 3) — 2)
(@?ft = 3% + 1)(4a?ft — 5% + 1)

Substituindo estes resultados na expressao de g1 e dividindo por 2, obtemos (3.13).

Re <p7 B(Q? h20> -

Lema 3.3.1 A condicao de transversalidade € satisfeita para o ponto de Hopf de codimensao

1 com parametro € = €.
Demonstracao 3.3.1: Pelo Teorema (2.2.2) temos que

v (ec) = Re (p, A'(e.) q),

onde € = ¢, é o parametro para o qual a matriz Jacobiana A(e) possui um par de autovalores

puramente imaginarios.
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Temos

v(ec) = Re(p, A'(ec) q) =

. 2
—1 Wy —Wwp
Red ——M — = —— — <0.
6{2<sc +wo>} 2(wZ +22)

Teorema 3.3.2 Se o primeiro coeficiente de Lyapunov dado por (3.13) for nao nulo, o sis-

tema de equacdes diferenciais (3.1) possui um ponto de Hopf transversal para e, = 20,33/,

Demonstracao (3.3.2): Pelo Lema 3.3.1 a condigao de transversalidade é satisfeita. Por-
tanto a condicao necessaria e suficiente para F, ser um ponto de Hopf é o primeiro coeficiente
de Lyapunov [1(, a, €.) # 0. O sinal da expressao (3.13) é definido por a*3°+ (a? —5)3? + 3.
O grafico ilustrado na figura (3.11) possui a representacao do sinal do primeiro coeficiente de
Lyapunov. A curva [; = 0 divide a superficie de parametros criticos em duas componentes

conexas denotadas por S7 e Uy, onde [; < 0 e [; > 0, respectivamente.

o
1.0

Sp:li(ec)<0
08f
06f

0.4t Ur:li(ec)>0

02}

0.0k . . . . .
0.0 0.2 0.4 06 0.8 10 B

Figura 3.11: Curva [; = 0 dividindo a superficie de parametros criticos.

Teorema 3.3.3 Se (,a,e.) € S1 UUy, a familia de equagoes diferenciais (3.1) possui um
ponto de Hopf em Py. Se (B,a,e.) € Si, o ponto de Hopf em Py € assintoticamente estdvel
e para cada € < €. suficientemente prorimo, existe uma Orbita periodica estavel perto do

ponto de equilibrio instdvel Py. Se (8,c,¢e.) € Uy, o ponto de Hopf em Py € instdavel e para
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cada € > €. suficientemente prorimo, existe uma orbita periodica instdvel perto do ponto de

equilibrio estavel Fy.

Demonstracao 3.3.3: Seja (3, a,e.) pertencente ao arco S;. Sendo assim, analisaremos o
sistema (2.43) sem o termo O(|u|?) para s = —1, obtendo o seguinte sistema em coordenadas

polares

2
= E — s
ple = p°) (3.15)
o = 1.
J4 se (3, ,¢e.) pertencer ao arco U, analisaremos o sistema (2.43) sem o termo O(|ul*)

para s = 1, obtendo o seguinte sistema em coordenadas polares:

= ple+p),
o = 1.

(3.16)

Fazendo uma andlise, como a descrita na segao 2.3, para os sistemas (3.15) e (3.16),

obtemos os diagramas 3.12 e 3.13, respectivamente.

A

e

|
iy

Figura 3.12: Diagrama de bifurcacao do sistema (3.15) em um equilibrio dependendo de

parametros pertencentes a regiao S;.
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e=g; |

Figura 3.13: Diagrama de bifurcagdo do sistema (3.16) em um equilibrio dependendo de

parametros pertencentes a regiao Uy .

Teorema 3.3.4 Seja o sistema de equagoes diferenciais (3.1). O sequndo coeficiente de Lya-
punov no ponto Py com parametro € = ¢, é dado por

o R@ggg . T(Oé,ﬁ, 8(3)

ST T e ol - M- P rapyi-p sy O

onde
T(a,B,e.) = aB?(640a'93%0 — 160 3%(40a? + 453) + 16a'23%6(718a2 4 1603)
+ a2 (—4880a* — 5828802 + 33671) + 2a83?2(232080* — 89562
— 96867) — 2a°3%°(7208a5 + 30173a* — 25883502 — 86887)
+  4a'B'8(16768a8 — 120616a* — 16334002 4 513) + a2 [316(—212050°
+ 15585608 + 990831a’ + 954002 — 25029) + 264(9347a® — 37943005  (3.18)
— 45196a* + 67878a% — 567) + 412(—160220® 4 2842640° 4 215340

— 66'(=30127502 + 5994) + 518605 + 38218a* — 57687a? + 2133)
+  33(=5533a’ + 113612a* — 21084302 + 13770) — 183%(1128a* — 3212a?)

+ 405 — 984600t + 6102 — 126) — 543%(37a% — 9) — 162).
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Demonstracao 3.3.4: A prova deste teorema depende dos calculos expostos na secao 2.2.

1
De acordo com as expressoes (3.10) e (3.11), obtivemos ly = 73 Re g32 , onde

g3 = <P, H32>,

com

H32 E(Q? q_7 q,4, q) + D(h027 q,49, Q) + 6D(@7 hlla q, Q) + 3C(h127 q, Q)
6C(h117 h117 Q) + 3D<q_7 q_7 h207 Q) + 3C(h027 h207 Q) + 6C<q_7 h217 q)
SB(hQQ, C]) 4+ 60((7, hlla hgo) + 3B(h12, hgo) — 6921h21 + 6B(h11, hgl)

C(q, G, hao) + B(hoz, hao) +2B(q, ha1) — 3ha1ga1-

+ o+ +

(1-p
g

De (2.39), (3.9), (3.10), (3.11), (3.12) e substituindo €. = 2a3%? e wy = , temos

Re <p7 E(q_a 4,9, 9, Q)> =

_af(=32028" + 2(8a% + 1) + 1)
B 4023t — 32 +1 ’

Re [3(p, D(q,q,q, ha))] =

_ aF3?(—960" 3% 4 a?(20a% + 147) 5% + (3 — 65a2)3* — (4a® + 33) 5% + 30)
4aAB38 — 5a236 + (502 + 1)B4 — 262 + 1 ’

Re [6(p, D(q,q,q, h11))] =

_ 120872(20%(56% — 1) — 9)
B 40234 — 32 + 1 ’

Re (p, D(q,q,q, ha)) =

a3 (—240 8% 4 o (4a? + 201)3°% — (16702 + 39)B* + 9(4a? + 5)3% — 6)
3(4at 38 — ba?f% + (ba? + 1)5* — 2632 4+ 1) ’

Re <p’ C((jv Qa h30)> =
aB32(16a86'° — 8ab(3a? + 301) 3™ + a*(8a* + 324602 + 11685)3*2
8(/32 — 1)(16a8 812 — 5604510 + Ta2(8a2 + 7) 3% — (982 + 9)35 + (49a2 + 27)3* — 2732 + 9)

—202(532a* 4 1028602 + 1453)5° + (9808 + 103630* + 445502 — 387) 38
8(3% — 1)(160552 — 5604310 + 7a?(8a2 + 7)3° — (9802 + 9)35 + (4902 + 27)3* — 273 + 9)
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—9(138a% — 12802 — 211)3% + (1500* — 450102 — 3213)3* + 9(20002 + 253)32 — 576)
8(32 — 1)(1605312 — 5604510 + 7a2(8a2 + 7) 3% — (9802 + 9)3° + (4902 + 27)3* — 2732 + 9)’

Re [6<p7 C(Cja hao, h11)>] =
B 203%/%(4a°3'2 — 60 (a? + 15) 80 + a2 (20 + 11102 + 125)3%(—34a* — 13302 + 3)3°
o (62 — 1)(4a*B8 — 52238 + (5a2 4+ 1)3* — 232 + 1)
(5at +10a? — 36)3* + (13a% + 57) 5% — 24)
TP D)@ F —502F 1 (b T B — 28 + 1)

Re [6(p,C(q,q, ha1))] =

_aB??(=320a1°5%0 + 4808 (1002 + 17) 3" — 4a5(40a" + 11202 + 123)56 + (—192a°
- 2(6% — 1)(a?B* = 5% + 1)(4a?B* — 32 + 1)
+86a° + 22904) 3™ + a2(1605 + 9900 — 281302 + 292)3'2 — (105408 — 50390 + 123302
2(62 — 1)(a?8* = B2 + 1)(4a2B* — 3 + 1)3
+201)5'0 + (182a° — 2933a* 4 193302 4 708) 58 + (472a* — 1351a — 930)5° + (6a*
2(52 _ 1)(&2ﬁ4 _ 52 + 1)(40(254 _ 52 + 1)3
+375a% + 552)3* — (1602 + 141)3% + 12)
2(8% = 1)(a?p* — 32 + 1)(4a2B* — f2 + 1)
Re[3(p,C(q,q, hn))] =
a 3322400236 — 8a8(45a% + 29) 5™ + 3a* (400 4 1782 — 321)3'2 — 8a2(76a* — 16602
452 = 1)(—4a?p* + 32 — 1)* (a8 = 32 + 1
+55)310 + (16205 — 357a + 1271a% — 153) 3% + (—122a* — 11920 + 435)3° + (420"
40 — 1)(—4a2p" + 72 — 12(a2B" — B2 + 1)
134902 — 423)3* + 3(4a? + 51)3% — 12)
4(02 — 1)(— 4026 + 32 — 1)2(a2B1 — B2 + 1)’

Re [3<pa C(Qv EQO, h20)>] =
af72(2(28"0 — 338 + 3%)a’ — 28%(828° — 8331 4 2137 — 4)a’ + 2823% — 2674" + 323
3(8% — 1)(4a'B® — 50205 + (5a2 + 1)34 — 232 + 1)

+28)a? + 9(—20* + 52 + 1))
3(6% — 1)(4a3® — 5238 + (ha? +1)B* — 232 + 1)’

Re[6{p,C(q, h11,h11)] =

6057/2(2(23° — 38" + 3%)a* + (—208* + 2267 — 2)a” + 3(64* — 5))
(62 — 1)(4a2B% — 32 + 1) ’
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Re [2(p, B(q, ha1))] =
_af2(2560a'0 3% — 11520 (30® 4 19) 3% 4 160'* (560" + 2914a” 4 4139) 5%
4(62 — 1)(4a2B* — 962 + 9) (4ot 38 — 502036 + (502 +1)34 — 232 + 1)3
—40a(672a* 4+ 500502 + 2172)3%° + a8(4704a° + 187560a* + 40483002 + 111417)3*
4(8% — 1)(4a2B4 — 962 + 9) (4ot 38 — 50230 + (5a2 + 1)34 — 232 + 1)3
—205(33372a° + 285082a* + 31822102 + 44704) 5% + a*(8808a® + 31788008 + 1199212a*
4(6% — 1) (40284 — 962 + 9) (4a*B8 — 5a2B30 + (5a2 + 1)34 — 232 +1)3
+590611a2 — 17710)5%° + a?(—72876a° — 97950805 — 14110080 + 130672 4 24984)3'8
4(6% — 1)(4a28* — 962 4+ 9) (458 — 5a2 38 + (ba? + 1)p4 — 262 + 1)3
(72100 + 3526250° + 161169208 + 155973t — 13972502 — 819)36 + (—498660°
4(62 — 1)(4a2B* — 962 + 9) (4ot B8 — 502036 + (502 + 1)34 — 262 4+ 1)3
—934600a° — 4086760 + 33181402 + 2547) 3 + (256208 + 262131a° + 4337140
4(8% — 1)(4a2B4 — 962 + 9) (4ot 38 — 5a230 + (5a2 + 1)34 — 232 + 1)3
—438091a2 4 2781) 82 — (3000008 + 233141a* — 35474002 + 24309)30 + (58208
4(5% — 1)(4a2B4 — 962 + 9) (4a*3® — 50230 + (5a2 + 1)34 — 232 +1)3
+65777at — 183059 + 48015) 3% + (—9234a* 4 5911002 — 47871) 8% + (230
4(6% — 1)(4a26* — 962 4+ 9) (438 — 5a2 35 + (ba? + 1)p* — 262 +1)3
—1022902 + 26343)8* + (45602 — 7551)3% + 864
432 — 1)(4a2B* — 962 + 9) (40438 — 52036 + (502 + 1)44 — 262 + 1)3

Re [3(p, B(q, h22))] =

~ —(aB¥?(163201°6% — 408(544a” + 1557) 3% + oS (544a’ + 947602 + 13923)3'°
3(32 — 1)(a2B* — 32 + 1)(4a2B* — B2 + 1)°
—2a4(2606a" + 122090 + 4956) 3 + 3a2(292a° + 51520t + 71620 + 105)3'% — 1891a°
3P~ D20~ 2+ A0 — P 1 1)
+8973a? + 56402 + 27)5'0 + (309a8 + 7390a* + 252902 — 36)3° + (—1022a* — 3174a>
3~ (20— P 4 1) (02— P 1 18
+477)3° + (4a* + 169802 — 675)3* + (333 — 240a?)3* — 45))
3(62 _ 1)(042ﬁ4 _ 52 + 1)<4a264 _ ﬁQ + 1)3 !

Re [3(p, B(ha1, hag))] =

aF3/%(504a8 316 — 4a8(154a% + 237) 3™ + o*(112a* + 230202 — 757)3'2 — 4a%(401a*
12(8% — 1)(—40284 4+ 32 — 1)2(a2f% — 2 + 1)
+56a2 4 198)51° + (26605 + 1033t + 184502 — 243)3® + (—590a* — 12682 + 549)3°+
12(52 _ 1)(—404254 + 52 _ 1)2(04254 _ 52 + 1)
(82at 4+ 171a* — 333)8* + (44a* — 9) 5% + 36)
12(82 — 1)(—4a23* + 32 = 1)2(a?B* — B + 1)
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Re (p, B(hao, hao)) =
aBF32(96a8 6 — 8ab(17a? + 315) 8™ + a*(40a* + 272202 + 8019) 52 — 2a2(428a* + 567402
24(57 — 1)(16a58% — 56014310 1 Ta2(3a2 1 7)3° — (9802 + 9)5° + (49a2 + 27)51 — 277 + 9)

+1311) 3 + (14208 + 4733 + 279302 — 189)3° + (—486a* + 1968a2 + 837)3°
24(52 — 1)(16a8312 — 5604510 + 7a2(8a2 4+ 7)3% — (98a2 + 9)5¢ + (4902 + 27)3* — 2732 + 9)

+3(4604 — 112102 — 297)8* + 9(13602 + 3) 32 + 216)
24(3? — 1)(16a552 — 5604510 + 7a?(8a2 + 7)3° — (982 + 9)36 + (4902 + 27)8* — 273 + 9)

Re [6{p, B(h11,h21))] =

_af¥?(4160'°8%° — 3208(17a2 + 39) 8" + 2a5(64a* + 8400 + 149) 36 + (—688a° — 31008
B 202 = 1)(e2B — P+ a5t — F + 1)
+383a%) 8™ + a?(64a8 — 130a* + 66902 + 22)3'2 + (238a8 — 2013a* — 13302 + 237)30
2(62 — 1)(2f" — B2 + 1)(4a231 — B2 + 13
+(—64a% + 1191a* + 7702 — 810) 8% + (—230a* + 169a? + 1014)35 — 3(49a? + 184)3*
2(62 _ 1)(0(2ﬁ4 _ ﬁ2 + 1)(405264 _ ﬁ2 + 1)3
+3(4a? + 39)5? — 6)
27~ 1)(02f" = P+ 1)(4a25" = 2 + 1)

Somando estes resultados, obtemos Re gs2, e dividindo esta soma por 12, obtemos (3.17).

Teorema 3.3.5 A condicao de transversalidade € satisfeita para o ponto de Hopf de codi-

mensao 2 com parametro € = e..

Demonstracao 3.3.5: De acordo com o Teorema 2.2.3, sendo para o sistema (3.1)

Re[Xos(a, B,e.)] =0, Im[Aas(c,B,e.)] #0, Li(a,B,e.) =0els(a,B,e.) #0,

a condicao de transversalidade para um ponto de Hopf Py(«, 3, ¢.) é satisfeita desde que a

funcao
€= (R@ )\2,3(a7 6? 5)7 ll(a7 67 5))

seja regular para € = €. , isto é, se

V(K(a,fB,¢)) = V(2a3*? —¢) e V(h(a,p,¢))
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forem linearmente independentes, o que indica que K(«,3,¢.) e li(«, 3,¢.) se interceptam

transversalmente.

Tomando o produto vetorial entre V(K (v, 5,¢.)) e V(D(a, 5,€.)), temos
V(K(a, B,e:)) x V(D(a,3,ec)) = {D1, D2, D3},

onde

Difofee) = —=5 374 S a%5 = St 4 = a4 0t — 252057
81
+ Sa 5,45 a*319? — 45,
Dy(a,f.e) = o'p%? 4270212 — 455" — 2702672 4 72,

Ds(a, B,e.) = (7% —276%% -36,a°3Y — 18, %35 + 360, a3° — 18a°3* — 288a4*.

As curvas representadas nas figuras 3.14, 3.15 e 3.16, nos mostram respectivamente para que

valores de a e 3, Dy(«, 3,¢e.), Da(av, B,€.), € D3(, 3, €.), sdo nulos.

0.8
06}
04

02

DO C1 | 1 | | - 1
00 02 04 06 08 10 P

Figura 3.14: Curva Dy (a, ,e.) = 0.
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08

04

02

OO L1 1 I 1 1 I
o0 02 04 06 08 10 B

Figura 3.15: Curva Ds(a, 3, ¢.) = 0.

> &

08

04

02

OO L1 1 I 1 1 I
o0 02 04 06 08 10 B

Figura 3.16: Curva Ds(a, 3,e.) = 0.

Se mostrarmos que as curvas Di(«, 3,¢e.) = 0, Do(a, B,e.) = 0, e D3(c, B,e.) = 0, nado
interceptam a curva l;(«, 3, e.) = 0 simultaneamente, teremos demonstrado o teorema. Veja

as figuras 3.17, 3.18 e 3.19.
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DIZO .l’j:f) DIZG
08r

06}
04

02

OO Cu1 I 1 I ‘I - 1
00 02 04 06 08 10 P

Figura 3.17: Curva Dy(a, B,e.) = 0Nl (a, 5,e.) = 0.

0.8

08

0.2

OD L1 1 | 1 1 |
oo 02 04 06 08 10 B

Figura 3.18: Curva Dy(«, 5,e.) = 0Nl (a, 5,e.) = 0.

Como nao ocorre a intercessao entre as Dy («, 3,e.) =0, Dy, B,e.) =0, e D3(a, B,e.) =
0, com [li(a, B,e.) = 0 simultaneamente, K(«,3,e.) e l1(a, 3,&.) se interceptam transver-

salmente.

Teorema 3.3.6 Se o primeiro e sequndo coeficientes de Lyapunov dados por (3.13) e (3.17),

respectivamente, forem tais que l; € nulo e ly € nao nulo, o sistema de equagoes diferenciais
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0sl
.l’j =0 D_;—O
06}
04l
02}
OO L1 1 I 1 "l I
o0 02 04 06 08 10 B

Figura 3.19: Curva Dy(a, B,e.) = 0Nl (a, B,e.) = 0.

(3.1) possui um ponto de Hopf transversal de codimensdio dois para €. = 20,3%/2.

Demonstracao 3.3.6: O sinal da expressao (3.17) é definido por T(«, 3,e.). O grafico

ilustrado na figura (3.20), possui a representagao do sinal do segundo coeficiente de Lyapunov.

A curva [y = 0, divide a superficie de parametros criticos em duas componentes conexas

denotadas por Sy e Us, onde Iy < 0 e [, > 0 respectivamente.

&

1.0

0.8

08

0.4

0.2

00

Sg.'f;(&'c}‘:"ﬂ

Uz:l(gc)>0

I 1 I 1 1 ki

0

B

0 02 04 06 08 1.0

Figura 3.20: Curva [y = 0 dividindo superficie de parametros criticos.

A figura (3.21) mostra a intersecgao entre as curvas [; = 0 e [y = 0 dividindo a superficie
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de parametros criticos.

08r

08

04

021

OD L1 1 I 1 ‘I 1 ‘8
0o 02 04 06 08 10
Figura 3.21: Interseccao entre as curvas [y = 0 e I3 = 0 determinando o ponto ().

Denotaremos o arco aberto onde [, < 0 e [; = 0 por N,. Neste arco, marcamos um ponto
de referéncia R. O arco entre I > 0 e [; = 0, denotaremos por P, e T serd um ponto de

referéncia sobre este arco.

Teorema 3.3.7 Se (8,a,e.) € Ny U Py, a familia de equagdes diferenciais (3.1) possui um
ponto de Hopf de codimensao 2 em Py. Se (,,e.) € Pa, entao Py € instdvel e o diagrama
de bifurcagao estd ilustrado na figura (3.22). Se (B,a,e.) € Na, entao Py é assintoticamente

estavel e o diagrama de bifurcagdo estd ilustrado na figura (3.23).

Demonstracao 3.3.7: O ponto 7' marcado na figura (3.21) pertence ao arco P,. Sendo
assim, analisaremos o sistema (2.46) sem o termo O(|u|®) para s = 1, obtendo o seguinte

sistema em coordenadas polares

= ple+Lp*+ph),
p( 1p” +p%) (3.19)
o = 1.
Ja o ponto R marcado na figura (3.21) pertence a regiao N,. Sendo assim, analisaremos o

sistema (2.46) sem o termo O(|u|®) para s = —1, obtendo o seguinte sistema em coordenadas
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polares

= ple +1Lp*—pY),
p( 1p° = p*) (3.20)
o = 1
Fazendo uma andlise como a descrita na segao (2.3) para os sistemas (3.19) e (3.20)

obtemos os diagramas (3.22) e (3.23), respectivamente.

A

£

(GNEE

V/\‘

Figura 3.22: Diagrama de bifurcac¢ao do sistema (3.19) no ponto 7.
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Figura 3.23: Diagrama de bifurcagao do sistema (3.20) no ponto R.

Teorema 3.3.8 Para o sistema de equagdes (3.1) existe um unico ponto,
@ = (0.868280339979722, 0.8505004843068731, ¢..),

com

e. = 1.3762410648466583,

onde as curvas l; = lo = 0 se interceptam transversalmente.

Demonstracao 3.3.8: O ponto () ¢é obtido através da interseccao entre as curvas
[ =l = 0. Fazendo-se,

.

0 = o'+ (a®—5)3%+3,

0 = 6400930 — 160 3%8(40a% + 453) + 1601232 (71802 + 1603)

al03%4(—4880a* — 5828802 + 33671) + 208 5?%(23208a* — 895602 — 96867)

—  2a°%3%0(7208a° + 30173a* — 25883502 — 86887) + 4 318(16768a° — 1206160
—163340a2 + 513) + o2('9(—212050° + 15585605 + 990831a* 4 95400 — 25029)
2314(9347a8 — 37943005 — 451960 + 6787802 — 567) + 312(—16022a° + 28426405
215340a* — 30127502 + 5994) — 65'°(5186a° + 38218a* — 57687a? + 2133)
B%(—5533a8 + 1136120 — 21084302 + 13770) — 183%(1128a* — 321202 + 405)

— 93%(60a* + 61a” — 126)3* — 54(37a® — 9) — 162,

_|_

+ o+ + +
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obtemos uma unica solucao real e positiva
(6, ) = (0.868280339979722, 0.8505004843068731).
Substituindo este valor na expressao &, = 2a/3%, obtemos

e. = 1.3762410648466583.

Teorema 3.3.9 A condicao de transversalidade € satisfeita para o ponto de Hopf de codi-

mensao 3 com parametro € = €.

Demonstracao 3.3.9: Conforme o Teorema 2.2.3, sendo para o sistema (3.1)

Re [Ag.g(a,ﬁ, 80)] = O, Im [)\2.3(01,5766)] 7£ O, ll(a,ﬁ, 5(;) =0 lg(a,ﬂ, Ec) =0e lg(a,ﬂ, Ec) 7é 0,

a condigao de transversalidade para um ponto de Hopf Py(a, 3,¢e.) é satisfeita desde que a
funcao

e (ReXas(a, By¢e), li(a, B, ), la(a, B,€))

seja regular para € = ¢, , isto é, se
V(K(a7ﬁ7€)) = V<2&ﬂ3/2 _€>7 v(l2(057ﬁ75>> e v(ll(a757€>>

forem linearmente independentes, o que indica que K(«, [3,¢e.),la(a, B,e.), e l3(a, B, e.), se

interceptam transversalmente.

Tomando

Det | V(D(a, 3,¢)) | (3.21)

onde (3.13) e (3.18) definem D(«, ,¢) e T'(av, 3, €), respectivamente, e aplicando ) em (3.21),

temos:

1.61815 2.37753 ~1
Det 16.1348 9.51639 —7.77013 | = 9.26687 x 107, (3.22)
—5.9398 x 107 —7.84051 x 107 3.12961 x 107
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e sendo (3.22) nao nulo, a condigao de transversalidade para o ponto @ fica provada.

Teorema 3.3.10 Se
(8, a,e.) = (0.868280339979722, 0.8505004843068731, 1.3762410648466583) = @,

o sistema de equagoes (3.1), possui um ponto de Hopf transversal de codimensdo trés em Py,

assintoticamente instdvel.

O diagrama de bifurcag¢ao do sistema (3.1) para o ponto Q estd ilustrado nas figuras (3.24)
e (3.25).

Demonstracao 3.3.10: Aplicando

(B, a,e.) = (0.868280339979722, 0.8505004843068731, 1.3762410648466583),

nas expressoes de (2.33),(2.35), (2.39), (2.40) e (2.41), obtemos

g = (1,70.532373,i0.79251),
1
p = (5, 0.31602 42 0.122246, —0.212288 + ¢ O.548787> ,

hiy = (—1.7503,0,0.487927),
(2.24199 47 0.111917, —0.119164 + 7 2.38715, —0.0443478 + i 1.58197),
(5.27952 4 1 2.68329, —4.28554 + i 8.43202, —0.86409 + i 4.24046),
(—0.654921 + 7 1.20919, —0.64374 — i 3.2492, —1.11354 + 7 1.26043),
(—15.7259, 0, 10.9267),
(9.2769 + i 25.248, —53.7655 + i 19.7551, —9.11345 + i 11.3657),
hyy = (25.7218 + i5.122, —4.47977 -+ i 7.87823, —6.22842 + i 15.9769),
(—53.1636 + i 27.1777, —3.94677 — i 57.5373, —27.8926 -+ i 52.7372),
(180.233 4 4 35.5371, —10.059 + i 195.974, —33.7429 + i 125.348),
(778.492 + 1 466.451, —362.161 — i 81.2386, —390.236 + i 503.381),
(—536.093, 0, 835.336),
(0, 2685.85 — 1 9543.72, —1687.72 + 1 28.8848),

g1z = 56.2325 —12424.27,
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_ Re g43
57T 144

=0,39>0

o que implica a instabilidade do ponto de equilibrio para parametros no ponto Q).

Como I3 > 0 em @, a expressao (2.49) sem o termo O(|u|®) serd analisada com s = 1, a

partir do seguinte sistema em coordenadas polares associado a ela:

= plec+ Lip* + lap* + p%),
plec +lip* + lop* + p°) (3.23)
o = 1
A analise deste sistema para obtencao do seu respectivo diagrama de bifurcacao, apresen-

tado nas figuras (3.24) e (3.3.2), é feita segundo a exposi¢ao na segao (2.3).

A
S

\ fff

Figura 3.24: Diagrama de bifurcacao do sistema (3.23) no ponto Q.
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Figura 3.25: Diagrama de Bifurcagao do sistema (3.23) no ponto R;.

Observacao 3.3.1 Sendo o angulo de equilibrio pg > 39,23°, o ponto de equilibrio Py €
assintoticamente estdvel para € = €. e para todo o > 0. E para cada € < €. suficientemente

proximo, existe uma orbita periodica estdvel perto do ponto de equilibrio instdavel F.

Temos ly(e.) < 0 para valores de f < 0,7746 e o > 0. Veja figura 3.11. Como arccos (f =

0,7746) = 39,23°, tem-se Py assintoticamente estdvel para oy > 39,23° se e =e. e a > 0.

Observacao 3.3.2 Se a normalizacao da velocidade da mdquina zy satisfaz zg > 1.1362,
entdo o ponto de equilibrio Py € assintoticamente estdvel em € = €.. E para cada € < €. sufi-
cientemente prorimo, existe uma orbita periodica estavel perto do ponto de equilibrio instavel
F.

Temos que zy = \/l/_ﬁ =~ 1.1362 para f = 0,7746.

Observacao 3.3.3 Se
0.7746 < B < 1

V2084 — 1232 +1 -1
O<a<\/ o5 ,
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o ponto de equilibrio Py € instdvel para € = €.. E para cada € > <. suficientemente prozimo,

existe uma orbita periddica instdvel perto do ponto de equilibrio assintoticamente estavel Py.

Observe que
2-1)(a'8°+ (> —5)3*+3) =0

0 < (8
V2084 — 1232 +1 -1
234 '

3.4 Condicao de estabilidade de Vyshnegradskii

Uma boa performance da maquina a vapor depende da velocidade angular €2 do volante

manter—se constante para uma carga fixa N e para o suplemento de vapor da vélvula.

Observe o sistema original

)
d
& _ oy,
4 b
— 202 _ - —
o C* Psenyp cosp — gseny — — 4, (3.24)
ds? 1
o T plrese = B

\

O ponto de equilibrio deste sistema é dado por Py = (0, %o, ), onde

p

¢0 - 07
F
oS0 = (3.25)
c22 = 9
0 COS g

\
Tomando o conjunto ¢ = g + A, v = g + A, Q = Qp + A Q, nosso sistema

(3.24), se transforma em

ASO/ = A@/},
b
Ay = CPQFAp cos2py + C*2AQQgsen2p — gAp cospy — — A, (3.26)
- .
A = —%Aw seny.
\

Quando substituimos (3.25) na segunda equagao de (3.26), obtemos

sen’yq 2 g sen g

Qo

b
AY = —g A@—EA@/J-F AQ.

COS Yo
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A matriz Jacobiana fica da forma

0 1 0
2
gsenyg b 2gsenyp
Df(Fy)=| ——m" —— ———— 3.27
f( 0) oS @y m QO ) ( )
1
e 0 0
i Senyo
donde extraimos o polinomio caracteristico
b 2 2 2
Py = a8y Loy gsenteny 2gpsen’ iy
m oS g 19

Todos os coeficientes deste polinémio sdo positivos e, portanto, pelo teorema (3.1.1), a
condicao necessaria e suficiente para a estabilidade é a desigualdade

b 2 2 2 bl 2 2F
b gsen’py  2gpsenipo bI 2pcospy

m  cos 19, m Q Q
ser satisfeita.

Para esclarecer o membro direito da ultima desigualdade, introduziremos o conceito de
nao uniformidade de marcha da maquina a vapor. E claro que mudando o valor da
carga N, em

F = N — F,, + i cosynm,
a velocidade estavel 0y também se altera. A quantidade d€)y/d N caracteriza a razdo da

mudanca de Qy quando a carga N é alterada. Por (3.25), temos

FQy? = constante
e por diferenciacao desta, obtemos
dQ  dQy =
dN ~— dF 2F°
Fazendo
b
v = |—
2F 1

a condicao de estabilidade podera ser reescrita sob a forma

bl
—v > 1,
m

conhecida como a condi¢cao de estabilidade de Vyshnegradskii. Ver
Vyshnegradskii [12] e Pontryagin [6].
Vyshnegradskii obteve as seguintes conclusoes:

Os seguintes fatores implicam em um efeito prejudicial a estabilidade do sistema:
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O crescimento da massa das esferas m;

O decrescimento do coeficiente de atrito b;

O decrescimento do momento de inércia do volante [;

O decrescimento da nao uniformidade de marcha v.

Foram obtidas por Vyshnegradskii as seguintes conclusoes finais:
O atrito é um elemento essencial para uma correta operacao do regulador.

“Sem atrito, nao teremos requlador”.

Reguladores nao estaticos (com nao uniformidade de marcha nula), nao sao

reguladores.

“Sem a nao uniformidade, nao teremos requlador”.
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Capitulo 4

Simulacoes Numéricas

Neste capitulo, verificaremos numericamente a existéncia de bifurcagoes Hopf no modelo
fisico do regulador de Watt proposto no capitulo 1, dependente dos parametros a, 3 e €
responsaveis pela performance do regulador. Para isto, utilizaremos os resultados obtidos no
capitulo 3, fixando « e § para encontrar €., parametro para o qual ocorre a bifurcacao.

Todos os calculos a serem apresentados foram feitos com o auxilio do software
MATHEMATICA 6. Os comandos do MATHEMATICA utilizados para obtencao dos resul-

tados, serao apresentados no anexo do trabalho.

4.1 Estudo de casos especificos

Faremos o estudo do comportamento das solugoes do sistema

( dx B
gt = Y,
_y = 2?senx cosr — senx — £y,
dt
dz
— = «afcos x — .
dt ( b)

\
De acordo com o Lema 3.1.1, este sistema possui um tnico ponto de equilibrio admissivel,
1
Po(x0, Yo, 20) = (arccos 5,0, \/% ) e pelo Lema 3.1.2, a superficie de parametros criticos é
dada por e(a, 3) = e.(a,B) = 2a3%2.

Estudemos os casos.
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4.1.1 Parametros pertencentes a regiao 5
Como vimos no Teorema 3.3.3, se o conjunto de parametros (o, [3,&.) pertence a regiao
S1, o ponto de Hopf Py, é assintoticamente estavel.

Utilizaremos em nossa simulacao, os seguintes valores de parametros pertencentes a esta
regiao:

(a, B) = (1.7,0.3) = e.=0.558677 e Py = (1.2661,0,1.82574).

Tomando & = (0.558677 + 0.2), obtemos a figura 4.1.

Figura 4.1: Retrato de fase do sistema (3.1) préximo ao equilibrio Py = (1.2661, 0, 1.82574).

Para parametros («, ) = (0.5,0.5) pertencentes a regiao S;, temos . = 0.353553 e
Py = (1.0472,0,1.41421). Tomando ¢ = 0.353553 — 0.03 , temos pelo Teorema 3.3.3, o

surgimento de uma orbita periddica atratora. Veja figura 4.2.
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Figura 4.2: Retrato de fase do sistema (3.1) préximo ao equilibrio Py = (1.0472,0,1.41421)

para € < e..

4.1.2 Parametros pertencentes a regiao U;

Como vimos no Teorema 3.3.3, se o conjunto de parametros («a, 3, e.) pertence a regiao Uy, o

ponto de Hopf P, é instavel.

Utilizaremos, os seguintes valores de parametros pertencentes a esta regiao:
(o, ) = (0.2,0.9) = &,=0.341526 e¢ P, = (0.451027,0,1.05409).

Tomando ¢ = (0.341526 — 0.085), obtemos a figura 4.3.
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Figura 4.3: Retrato de fase do sistema (3.1) préximo ao equilibrio Py = (0.451027, 0, 1.05409).

Para parametros («, 3) = (0.2,0.9) pertencentes a regiao Uy, temos €, = 0.341526 e
Py = (0.451027,0,1.05409). Tomando e = 0.341526 4 0.005, pelo Teorema 3.3.3, temos uma

6rbita periddica repulsora. Veja figura 4.4.

115

1.10

1.05

1.00
0.z

Figura 4.4: Retrato de fase do sistema (3.1) préximo ao equilibrio Py = (0.451027, 0, 1.05409)

para € > €.
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4.1.3 Parametros pertencentes a regiao N,

Pelo Teorema 3.3.7, se o conjunto de parametros («, 3, e.) pertence a regiao Na, o ponto de

Hopf P, ¢é assintoticamente estavel.

Tomando o« = 0.9 e [; = 0, temos § = 0.8913639104773827 como unico valor admissivel.

Avaliaremos estes parametros.

Para os valores
(o, B) = (0.9,0.8913639104773827) = ¢e.= 15148 e Py = (0.470451,0,1.05919).

Tomando ¢ = (1.5148 4 0.004), obtemos a figura 4.5.

09

Figura 4.5: Retrato de fase do sistema (3.1) préximo ao equilibrio Py = (0.470451,0,1.05919)

para € > €.

Tomando agora os parametros anteriores, mas ¢ = (1.5148 — 0.0009) temos o surgimento

de uma o6rbita periédica atratora. Veja a figura 4.6.
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Figura 4.6: Retrato de fase do sistema (3.1) préximo ao equilibrio Py = (0.470151,0,1.05911)

para € < €.

No diagrama de bifurcagao relacionado aos parametros pertencentes a regiao Ny (veja
figura 3.23), onde € > e. e [; > 0, temos em torno do equilibrio uma ou duas 6rbitas periédicas

coexistindo conforme a andlise feita no Lema 3.3.7.

Tomando os parametros (a, 3) = (0.9,0.8915) e e = 1.5148 + 0.00001, resulta a figura 4.7,

que contem uma orbita peridédica semi—estavel.

-0.0003
0.0000%,
0.0005 %

Figura 4.7: Retrato de fase do sistema (3.1) préximo ao equilibrio Py = (0.470151,0,1.05911)

para € > €. no arco de parabola da figura 3.23.
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Tomando os parametros («, 3) = (0.94,0.917618) temos . = 1.65254 ¢ Py = (0.40875, 0, 1.04392).
Fazendo € = (1.65254 + 0.0003), temos a figura 4.8 que ilustra dois ciclos limites, um atrator

e um repulsor, coexistindo com o equilibrio atrator.

Figura 4.8: Retrato de fase do sistema (3.1) préximo ao equilibrio Py = (0.40875,0, 1.04392)

para € > ¢, abaixo do arco de pardabola da figura 3.23.

4.1.4 Parametros pertencentes a regiao P

Pelo Teorema 3.3.7, se o conjunto de parametros (o, 3, &.) pertence a regiao P, o ponto

de Hopf Fy é instavel.

Tomando oo = 0.37 e [; = 0, temos 3 = 0.7860020308968707 como 1nico valor admissivel.

Avaliaremos estes parametros.

Para os valores
(e, B) = (0.37,0.7860020308968707) = e.=0.515664 e P, = (0.666481,0,1.12795).

Tomando ¢ = (0.515664 — 0.01), obtemos a figura 4.9.
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Figura 4.9: Retrato de fase do sistema (3.1) préximo ao equilibrio Py = (0.666481, 0, 1.12795)
para € < g.).

Tomando agora os parametros anteriores, mas ¢ = (0.515664 +0.0009) temos o surgimento

de uma érbita periddica repulsora. Veja a figura 4.10.

Z

Figura 4.10: Retrato de fase do sistema (3.1) préximo ao equilibrio Py = (0.666481, 0, 1.12795)
para € > €.

No diagrama de bifurcagao relacionado aos parametros pertencentes a regiao P, (veja figura

3.22), onde ¢ < g, e l; < 0, temos em torno do equilibrio uma ou duas drbitas periédicas

coexistindo, conforme a anédlise feita no Lema 3.3.7.

Tomando os parametros («, 3) = (0.37,0.7859) e ¢ = (0.631823 — 0.001), resulta a figura
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4.11, ilustrando uma orbita peridédica semi—estavel.

Figura 4.11: Retrato de fase do sistema (3.1) préximo ao equilibrio Py = (0.666646, 0, 1.12802)

para € < €. no arco de parabola da figura 3.22.

Tomando os parametros («, 5) = (0.78,0.8448506793129703) temos e, = 1.21142 e
Py = (0.56451, 0, 1.08795). Fazendo ¢ = (1.21142—0.000001), a figura 4.12 ilustra a existéncia

de dois ciclos limites, um atrator e um repulsor, coexistindo com um equilibrio repulsor.

Figura 4.12: Retrato de fase do sistema (3.1) préximo ao equilibrio Py = (0.56451, 0, 1.08795)

para € < £, acima do arco de parabola da figura 3.22.
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4.1.5 Parametros relacionados ao ponto ()
Pelo Teorema 3.3.10, para Q(«, 3,¢.) = (0.86828,0.8505, 1.37624), temos
Py(x0, Y0, 20) = (0.519071,0, 1.07317) que é um ponto de Hopf instavel.

De acordo com o diagrama 3.24, tomando ¢ = 1.37624 — 0.0005, temos um equilibrio

repulsor, assim como na figura 4.13.

-0.02

Y

1.06

103

n.54

Figura 4.13: Retrato de fase do sistema (3.1) préximo ao equilibrio Py = (0.519071, 0, 1.07317).

Devido a dificuldade de encontrarmos parametros para relacionarmos as diversas regioes

do diagrama 3.25, neste trabalho nao serao apresentadas as simulacoes referentes a elas.
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Conclusoes

Neste trabalho, estudamos o sistema (SW)

( dx B
375 = Y,
Y _ genz cosz — senz — €Y,
dt
d
d_i = afcos z — fA),

\

que representa o modelo fisico do sistema regulador de Watt. A obtenc¢ao dessas equagoes foi
detalhada no capitulo 1. O sistema em questao, possui um ponto de equilibrio admissivel P,
e para ele escrevemos as expressoes da matriz Jacobiana do sistema concluindo a partir dos
estudos, o comportamento desse equilibrio em termos dos parametros. Indicamos no capitulo
3 condicoes para que Fy seja um ponto de Hopf transversal e analisamos estas condicoes nu-
mericamente obtendo conclusoes sobre como as solugoes desse sistema se comportam conforme
os valores dos parametros no capitulo 4.

Para implementacao das simulacoes numéricas no estudo das bifurcagoes de Hopf do sis-
tema (SW), utilizamos o método da projecao descrito no capitulo 2, se¢do 2.3. No capitulo
2 fizemos o estudo de bifurcacoes de Hopf em sistemas n— dimensionais, mostrando condigoes
para que um sistema a possua. Em seguida apresentamos o método da projegao e as condigoes
de nao degenerescéncia e transversalidade para sistemas de codimensao até 3, para o surgi-
mento das bifurcacoes de Hopf para o valor critico relacionado aos autovalores imaginérios
puros.

Em suma, expomos as condigoes necessarias para um bom rendimento do regulador de
Watt.

Este trabalho onde foi utilizado técnicas da teoria qualitativa das equagoes diferenciais,
contribui para a compreensao do estudo fisico qui tratado, além de poder ser estendido a
estudos de outros modelos fisicos relacionados a teoria de controle, justificando a contribuigao

significativa deste trabalho.
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Como sugestao para trabalhos futuros, propomos tomar um sistema de equagoes diferen-
ciais da forma (3.1), porém considerando a constante de proporcionalidade C' como uma taxa
de proporcionalidade C' = 6/ ndo constante isto é, tomando as a variac¢do entre a velocidades

angulares 6 e {2 nao constantes.
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Anexo

Bifurcacao de Hopf no modelo do regulador de
Watt

Modelo

Ponto de equilibrio

Matriz Jacobiana

Matriz Jacobiana no ponto P0

{0, 1, 03, {-1_/32, e, 2+[B AJ1-8 bo{ra/1-82, 0, 0}}

B

—




€ critico =ec

Matriz A

Autovetor q

Autovetor gb

Autovetor pb

Fator de normalizacao

Normalizacao

1 1 ip

2’ 2ec+2iw0’ ec+J'1wO}

—
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Expansao em série de Taylor da f2[x,y,z] e f3[x,y,X]

_ixqul_ﬁz + 22341 - pB? +w
’ a

Expansao em série de Taylor da f2[x,y,z] e f3[x,y,x]

x(x2 (4-7/32)—24xz53/2x/1—/32 +6225(-1+252))

6
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4x3z (1-2p°
—XZ( )+Ex4 1-8% -2x?z?B+/1-8°
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%3 (80z2[5(1—2[52)+160xz/33/2 1-pB2 +x2 (—16+31[52))

120 B

2 5 (-16+31p3°
—x3z2(1—2/32)+£x421/5 A1 - B2 +M
3

3 12083

120
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1 64xz (-1+2p?
— x*|-21%x%/1-8% +1602°B~/1-B% + ( )

240

7 2
—— x%1-pB% + —x"2%8
80 3

720

JB

4 %%z (—l+252)
\11—132 +
1545
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% (x2 (64 - 127 p?) ~896xzp¥2~/1-B% +6722253 (—1+2/32))

504083

x’ (64 -127 B?) 8

2
62%\/1—62 +EX5Z2 (—1+2[3’2)

— X
5040 83 45
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xT oAl 1 - B2

5040

ec 1 1

(fo. o -

a\/Fwo}' w00 (o o ]

Matriz W20 = 2*i*w0I-A

{{Ziwo, -1, 0}, {w0?, ec+21iw0, -28w0}, {a\/gwo, 0, 21@0}}
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Inversa da matriz W20

{ iec-2wo i B },

—

aB¥2w0-2ecwd-31w0® ap?wd-2ecwd-31iw0® aB2w0-2ecwd-3iwd?

a\/g(ec+21'tw0) O(\/E 21ec-3w0
I - , )

’
aBf¥?-2ec-31wd)wd 2ap32w0-4ecwd-61w0® 2ap¥2wd-4ecwd-61wd?

{ o 332 + 1 w0 2 21ip

apd?-2ec-31wd ap?-2ec-3iw0 ap¥?-2ec-31iwd

h11

\/E . 1—012[3’2}

—
|
€
o
=

h20

~3i[B w0-2i02B2w0 +ap (-58+4w0?)

’

—

(aB3/2—2€c—3iw0)w0

6\/Ew0+40(265/2w0—211a[3’(5[3’—4w02) apB ‘15“3“)0*0‘252‘*’0‘“0‘\/;(5“”02))

4
aB’?-2ec-31wd (ap¥?-2€ec-31iwd) wo

h20b

31\/?w0+2ia2/35/2mo+a3(-5/3+4m02)

{ ,

(aB3/2—2€c+3iw0)w0

6\/Ew0+40(265/2w0+2:|1a[5(5[3’—4w02) apB i€c+3‘*’°+°‘2/32wo+210‘\/g(/3“*’02))

: }
ap¥?-2ec+ 31w (ap*?-2ec+31iwd)wd

119



G21

(-3i0* B w0 +a B2 (Tip%ec+2w0+pB (3iec-11w0) wo?) +
o’ B’ (-61B%+B (ec+1iwd) wo - (2ec+1wl) wd®) —20®BY2w0 (B+wld (-2 1ec+wd)) +

)
wo (6iw0 (-1+Bw0?) +ec (-4-3B2+4Bw0%))) /(B (ec+iwd) (aB¥?-2€c-31wd)wd)

G21b

(3i0fBewo®+ap¥? (-7if%ec+2w0+pB (-3iec-11w0) w0?) +
o? p? (611/32+/3(ec—ij)wO+(—26c+1‘1w0)w03)—20(3B9/2a)0 (B+w0 (21ec+wd)) +
wo (-64w0 (-1+Bw0”) +ec (-4-3B2+4Bw0%))) /(B (ec-1iw0) (aB*?-2€c+31iwd) wd)

Re G21

(-3a° B2 w0% +af BPec (-2B+17w0?) - o B2 (687 -5 Bec? + 5B w0 + 18 ec? w0’ + Tw0*) +
o B3 ec (2+37[3’2+4ec2w02—w04—26 (ec2+5w02)) o p? (27Bw04+602 (8+38/32—11/3w02)) +
ec (ec? (8+68%-8Bw0") -9w0® (-2+42+2Bw0%)))/

(B (602 +w02) (ot2 [3’3—401[3’3/2 ec+4dec’+ 9w02))

Primeiro coeficiente de Lyapunov

(-30° B2 wo” + o B®ec (2B +17w0?) -0’ B? (B (6B -5ec?) + (5B +18ec?) wo®+7wo’) +
o BPec (2+37 4% +4ec? w0’ -wo? - 2B (ec? + 5w0%)) - aB¥? (27 Bw0® +ec? (8+38 5% - 11 Bw0?)) +

ec (ec? (8+ 687 -8 Bw0?) - 9 w0 (—2+/32+2/3w02)))/(2/3 (ec? + w0?) ((a/33/2—2ec)2+9w02))

Primeiro coeficiente de Lyapunov

o 3372 (—l +/32) (3+ (—5 +012) B%+at BG)

2 (1-p*+a?p*) (1-p2+40°BY)
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Matriz W30 = 3#ixw0I-A

—

(3iw0, -1, 0}, {w0?, ec+3iw0, -2Bw0}, {a\/gmo, 0, 31@0}}

Inversa da matriz W30

-31i€ec+ 9w 31 23

—

}

{ r r
(-2aB¥?+9ec+241w0) w0 20B%2w0-9ecwd-241iw0® 2aB?wd-9ecwd-24iwd

{ 20B%%+31w0 9 618

2aB%?-9ec-241 w0 2aB%?-9ec-241 wo 2aB3/2—9ec—24in}

a~[B (ec+3iw0) a~B ~3iec+8wo

r- ’
2aB?-9ec-24iw0) w0  2aB2w0-9ecwd-241iwd” (-2aB¥?+9ec+241w0)wd

(- )

h30

—

-(2 (90" B w0® +3w0 (-4 (-4+7p%) ec+6 (-1+4pB%) w0)-61ia®B2w0 (768-6w0’)+
ap¥? (-3B* (3ec+401iw0) - 61wl +p (83ec+2191'1w0)w02) +
o B (-78 8%+ 9 (2iec-9w0) wd®+Bwo (-27iec+173w0)))) /
(Bwo® (20% B%+18€ec? - ap¥? (13ec+301iwo) +751ecwd - 72w0%)),

(6 (-9io"Bw0®+3w0 ((4-78%) ec-6i (-1+4p2) wo)-60°B"%wo0 (76-6w0?) +
o’ B (781 B°-B (27ec+173 1 w0) w0 + 9 (Zec+9jw0)w03) +
aB? (B% (91iec-120w0) - 6 w0 + Bwo? (-83iec+219w0))))/

(Bwo (2a® B*+18ec’ -ap®? (13 ec+ 301 wo) +751'1€cw0—72w02))

(o (-6 10" B w0® -24a®B%2 w0 (B-wd?) +
6a”p® (71B*-2B (3ec+131w0) wd + (Zec+9i1w0)w03) +
ap? (B% (51 i ec-194w0) ~4w0+29Bwd? (-3iec+8w0)) +

’

w0 (-61Bec?w0+121iw0 (1-10p%+2pw0") +ec (8—41/32+255w02))))/

(«//3 wo® (20? B* +18 ec? -af? (13 €c + 301 wo) +75jecw0—72w02))}

Matriz W = i*w0I-A

—

{iw0, -1, 0}, {w0?, ec+iw0, -2 Bw0}, {a\/gwo, 0, jwo}}
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h21

{(21 (6a® B2 wo® - 20 B2 (B-3w0%) -iaB°w0 (8B +w0 (-8iec+7wo)) +
aB*? (2w0 (-4iec+Twd) +Bwo’ (2ec? +181iecwd-29w0”) +2p° (2ec? +61iecwd-3w0’)) +
wo? (61 w0 (-1+Bwd?) +ec (-4-3p%+4Bw0%)) -
of g% (B? (13ec+141w0) +B (-2€c+91iw0) w0?+wd (2ecwd’®+1i (-4+w0?)))))/
(Bwo? (2iec®-9ec?w0-171ecwo’+12w0° +20a? B> (-3iec+5w0) +
iap%? (11ec? +351iecwd-26w0”))),
-(2 (120{5615/2w02—ja466w0 (16 B+w0 (-131ec+5w0)) -
20°B%% (22 +B (-iec-Tw0) w0 +w0? (2ec?+71iecwd-3w0?)) -
aB¥? (2 (Tiec-11w0) w0 +B? (7Tec? +11iecwd +6w0’) + Bwo® (3ec? - 61 ecwd+19wd’)) +
w0 (ecwO (10 +3B%-10Bw0”) -iec? (4+3B%-4Bw0%) -61w0® (-1+Bw0?))+
of B% (B% (-6ec+4iw0) +1Bw0 (€c? +61ecwd-27wo?) +
w0 (—Zieczw02+3ecw03+i (8+w04)))))/
(Bwo (21'1.603—9602(/.)0—17J'L€CU.)02+12(/.)O3+20(2/33 (-31ec+5wl) +
ioap¥? (11ec? + 351 ec w0 - 26 w0%))),
(a (6" B° (ec+31iw0) w0®+4 w0 (-21iec?+9ecwd+9iwd’)+
B° (4ec3+9jecza)0—7ecw02—121'1w03) + B wo? (Zec3+17ieczw0—53ecw02—481'1w03) +
40° %2 w0 (-1ec+3w0) (2B+w0 (-21ec+wd)) +

202 3% (-B? (ec+31iw0) +2pB (ec+51iw0) wo?+w0’ (-2iec?+7ecwd+3iw®))+op??

(41'1 (ec+31'1w0)w0+62 (—13602—33jecw0+10w02) +[3’cuO2 (602—13iecw0+36w02))))/
(«/B wo? (2iec®-9ec?w0-171ecwo?®+12w0” +2a? B° (-31iec+5w0) +

iap? (1lecz+351'leca)0—26w02)))}
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h21b

h21b = Simplify[Refine[ComplexExpand[Conjugate[h21]]], 8 > 0]

{7(21 (60° B2 w0% - 2a® B2 (B-3w0%) +1ia’B°w0 (85+w0 (8iec+7Twd)) +
aB*? (200 (4iec+7wo0) +Bwo” (2ec?-181ecwd-29w0?) +2p5% (2ec®-61iecwd-3w0%)) +
w0? (-61w0 (-1+Bw0?) +ec (-4-3B%+4Bw0%)) +
of 8% (B% (-13ec+141w0) +B (2€c+91iw0) w0 +iwd (-4+2iecwd’+w?))))/
(Bw02 (—21’16C3—9€c2w0+17iecw02+l2w03+2a2/33 (31iec+5w0) +
ap¥? (-111iec? - 35ecwd + 261 w0?))),
- (2 (120° B*2 w0® + i a’ B w0 (16 B+ w0 (13iec+5w0)) -
2 o B2 (2/32+i/3(€c+7iw0)w0+w02 (2€c2—7i€cw0—3w02)) —ap3?
(2 (-7iec-11w0) w0 +B? (7ec®-111iecwd +6w0?) +Bw0” (3ec?+61iecwd+19w0’)) +
w0 (ecw0d (10 +3 /% -10Bw0”) +iec? (4+3B%-4Bw0%) +61iw0® (-1+Bw0’)) -o?p
(B2 (6ec+41iw0) +Bwo (iec?+6ecwd-271w0”) +iwd (8-2ec?w0’+3iecwo’+wd?))))/
(BwO (—2i€c3—9€czw0+l7iecw02+12w03+2a2/33 (3i€ec+5wl) +
o B2 (—lli€c2—35€cw0+26iw02))),
(a (6a*B® (ec-31iw0) w0®+4w0 (2iec?+9ecwd-9iwd?)+
B? (4€c3—9ieczw0—7€cw02+l2J'Lw03) +/3w02 (2603—17i€c2w0—53ecw02+481w03) +
40° B2 w0 (iec+3w0) (2B+wld (21 ec+wld)) +
20%B% (- (ec-31iw0) +2 5 (€c-51iwd) w0 +w0’ (21iec?+7ecwd-31iw0?)) +ap??

(<41 (ec-31w0) w0+ (-13ec? +33iecwd+10w0?) +Bwo’ (ec2+1316cw0+36w02))))/
(«//3 w0? (—21’16C3—9€c2w0+17iecw02+12w03+2a2/33 (3iec+5w0) +

o p3/? (711i€02,35ecw0+26iw02>))}
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h22

h22 = Simplify[-Al.(d[q, ¢, qb, qb] + 4« c[g, qb, h11] + c[qb, qb, h20] +
clq, g, h20b] + 2 = b[h11, h11] + 2 = b[gq, h21b] + 2 = b[qb, h21] + b[h20b, h20] )]

{(288 o B2 ec w0® - 32 af B wO? (20 B+ 33 €c? - 9w0?) +
8o° B1%? ec (-12 52 + 316 Bwd” + 70 ec? w0% + 133 w0*) +
16 (4 ect w0 - 7ec? w0’ - 36 w06) - B (8 ec® — 13 ec? w0? + 563 ec? w0* + 432 w06) -
B (12 ec®w0® + 85 ec® w0 + 89 ec? w0® - 432 w0®) - 4 o' B° (B? (355 €c? + 1059 w0?) -
95 (19 ec? w0® +35w0*) + w0? (-80 - 31 ec” + 135 ec? w0? + 104 w0*) ) + 4 a® B2 ec
(B? (333 ec? + 523 w0?) - 2w0” (136 + 44 ec? w0” + 211 w0") + B (289 ec? W0® + 1795 w0*)) -
40p%ec (B (38ec’ + 93 ec? w0® + 121 w0") + B (36 ec’ w0® + 283 ec? wO® + 665 w0®) +
4 <€C4 w0* + ec? wo? (—44 + w04) + 4 wo* (—31 +4 w04) ) ) -
o 8% (B® (363 ec’ + 4607 ec? w0” + 5724 w0*) + B (241 ec’ w0? + 2085 ec? w0* + 7076 w0°) +

4 (39 ec? wo* + 8 wo* (—88+w04) +ec? wo? (—l32+97 w04))))/
(\/E (a/33/2—2€c—3iw0) (a/33/2—2€c+3iw0)w03
(€cz+2a/33/2 (3ec-51w0) —3i€cw0—4w02) (€cz+2a/33/2 (3ec+51w0) +3i€cw0—4w02)>,
0, (712 of B w0® (40 B+ 21 ec? +45w0%) - 288 w0°® (-4 + Bw0?) + 4 €c® (8 -8 8%+ Bw0?) -
2 ec? w0 (-330 +52 82 +15Bw0°) +2ec* w0® (2-40pB%+43Bw0?) +
407 B*% ec (96 52+ 504 Bw0’ + 177 ec? w0’ + 329 w0') -
8 o /313/2 ec (20 /33—2/32 (41 ec’ + 61 sz) +(J)02 (8+l9 ect + 36 ec? w02—70 w04) -
B (24+79ec?w0®+273w0%)) +a®B° (160 57 + 32 B2 (13 ec? - 87 w0”) -
8 (256 ec’ w0’ + 465 w0") -~ w0® (499 ec*® + 2499 ec? wO® + 3960 w0*) ) +
40°B"? ec (912 wo? —8ectwo? +52 a)08+4/33 (69 ec? + 377 a)OZ) - B (9604 +40 ec? w0?+479 w04) +
ec? (228 w0” - 14 w0®) +4 B (6 ec’ w0® + 4 ec? (-31+13w0") - w0® (299 + 57 w0*))) +
o? p? (8 B3 (25 ec? +7ec? w0® + 180 w04) -8 (l3 ect w0? + 277 ec? w0 + 512 w06) +
B2 (23 ec®- 88 ec’ w0® - 39 ec? w0* + 3496 wWO®) +
44 (2ec’w0®+ec (191 +138 w0*) + 4 w0* (185 + 482 w0*) + ec? w0? (1231 + 904 w0*))) -
20 B° (12 8° (89 ec? + 72 w0%) + 2 B? (237 ec® + 1972 ec? w0’ + 5243 w0*) +
w0? (4 ec®+87ec® w0?+16w0” (137 + 15 w0") + ec? (656 + 207 w0*)) -
B (203 ec’ w0? + 8 w0? (167 + 906 w0*) + ec? (184 + 2407 w0*))) - 4 a[B ec (8ect wo? +
60 ec? w0’ - 56 w0° + 8% (38 ec’ + 70 ec? w0’ - 408 w0®) + B2 (7 ec’ w0’ - 221 ec? WO - 908 wO°®) -
2B (-302w0" + 20 w0® + ec’ (47 + 7w0*) + ec? (39 w0” + 33 wo6)))) / (8% wo®

(4ec®+13ec? w0?+73ec? w0’ + 144 w0° + 40’ B° (9ec? + 25w0%) - 4 a® 7% ec (33 ec? + 97 w0?) +

40p%ec (11ec +38ec?w0® + 11 w0?) + o® B% (97 ec’ + 677 ec? w0” + 916 w0*) ) )}
Matriz W40 = 4%i*w0I-A
W40 = Simplify[4 * i + w0 % IdentityMatrix [3] — 4]

{{41'Lw0, -1, 0}, {w0®, ec+4iw0, ~28w0}, {a\/gwo, 0, 4110)0}}
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Inversa da matriz W40 = 4*i*w0I-A

W401 = Simplify[Inverse[W40]]

{{ 21ec-8wo 21 B },

aB32w0-8ecwd-30iwo® ap%2w0-8ecwd-301iwd® ap2wl-8eccwd-30i1wd?

af33/? -8ec-301wd ap3?-8ec-301wd a/33/2—86c—3011w0}

{
a\/g(ec+4jw0) Ot\/E 41ec-15w0
- : , )

4
apf¥?-8ec-301w0) w0  2aB¥2w0-16ecwld-60iwd® 2aB2w0-16ecwld-60iwd?

aB3? +21 w0 8 4ip

h40 = Refine[W401.(3 « 5[h20, h20] + 4 = b[g, h30] + 6 * c[q, q, h20] + d|q, q, q, q]1)]

601\/E(—31’1\/Ew0—2ja2/35/2w0+a/3(—5/3+4w02))
{15 |aB+ .

aB3?2-2ec-31w0

2
301/3(—31'1«//3 w0—21a2/35/2w0+a/3(—5/3+4w02)>

+
(ot/33/2—2€c—31'1w0)2w02

(8a (9a* B w0 +3w0 (-i (-4+78%) ec+6 (-1+4p%) wd)-61i0®B"?w0 (74-6w0?) +
aB*? (-35% (3ec+401w0) - 61wl + B (83ec+2191wd) wd?) +
of B° (-78 5%+ 9 (2iec-9w0) w0’ +Bwo (-271iec+173w0))))/

(wO2 (2 a?B3+18ec? - aB? (13ec+301wld) + 751 ec wd - 72 sz)) /

(aB*? w0 - 8ec w0 -301w0®) + |24 |15/ w0 +480a B2 w0 -32iaf (B-wo?) +

8 o 32 (—jec+3w0+a252w0—21a«/5 (Bfwoz))
6 |- +
aB3?-2ec-31w0

4i0?B%% (B-wo?)

7jec+3w0+a2/32w0—211a\/?(Bfwoz))

(aB¥?-2€ec-31w0) wo

16 i o p3/2 (731«//3 w0 - 21ia2B%2w0+ap (—5/3+4w02)>

¥
aB?-2ec-31wd

(a-78%) (—31\/Ew0—2ia2/35/2w0+a/3(—5/3+4w02)>

B (ap¥?-2ec-31iw0)wo
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202 B2 (B - wo?) (—Bjﬁw0—21a255/2w0+a5 (—5/3+4w02))

+
(ap¥?-2ec-31wd) wd

2
20?72 [~iec+3w0+0?B2w0-21ianqB (/37w02))
3 +
2
(ap¥?-2ec-31w0)" wo

(4 ap¥? (B -wo?)

—jec+3w0+a2/32w0—211a\/g(/3—(002))

(—31’1\/?w0—211a2/35/2w0+a/3 (—5/3+4w02)))/((a/33/2—2€c—3iw0)2w02) -

2
3\/E(—31'L\/Ew0—211a255/2w0+a/3 (—55+4w02))

(0B*2-2ec-31w0)"wo

+

4 ((6 (90" B°w0? +3w0 (-1 (-4+7p8%) ec+6 (-1+4p%) w0) -641o0’B?wo
(78-6w0?) +ap*? (-38% (3ec+401w0) - 61wd+p (83ec+2191wd) wd?) +0a?

B> (-78B%+9 (2iec-9w0) w0’ +Bwd (—271’Lec+173w0))))/

(\/Ewo (2a2/33+18€c2—ot/33/2 (13 ec + 301 w0) +75i€cw0—72w02)) -

(4ia (B-w0®) (90" B°w0®+3w0 (-1 (-4+7p%) ec+6(-1+46%) wo)-6ia’B?wd
(7B-6w0?) +ap*? (-38% (3ec+401w0) - 61wd+p (83ec+2191wd) wd?) +0a?
B> (-78B%+9 (2iec-9w0) w0’ +Bwd (-27iec+173w0))))/

((uO2 (20(2/33+l8€c2—ot/33/2 (13 ec + 301 w0) +751€cw0—72w02)) +

(21028%2 (-61ia’B°w0”-240a° B2 w0 (B-w0®) +60a® B
(7iB%-2B (3ec+131iw0) wld+ (2€c+9iwd) wd’) +ap?
(B* (51 iec-194w0) ~4w0+29Bwd? (-3iec+8wo0)) +wd
(-6iBec?w0+123i w0 (1-10p%+2pBw0?) +ec (8-4182+2558w0%))))/

(wO (2a2/33+18€cz—ot/33/2 (13 ec+ 301 w0) +75i€cw0—72w02)) +

(2a (B-w0?) (-6ia* w0’ -240°B72w0 (B-w0?) +6a®B°
(74B%-2B (3ec+131w0) w0+ (2€c+91iwd)wd’) +ap??
(B* (51 iec-194w0) ~4w0+29Bwd? (-3iec+8wo0)) +wd
(-6iBec?w0+121iw0 (1-104%+2Bw0’) +ec (8-415%+258w0%))))/

(w02 (20(2/33+l8 ec? —aB¥? (13ec+301wl) +751ec wd - 72 w02))) /

(aB*? w0 - 8 ecwd - 30 i w0?), |4

af3+
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6a\/g(—3i\/gw0—2j1a2/35/2w0+a/3(—5/3+4w02))

o B3? -2ec-31w0

2
30(/3(—311«/5 w0—21a2/35/2w0+otﬁ(—5/3+4w02))

+

(ot/33/2—260—31'1w0)2w02
(8a (9a*Bewo? +3w0 (-i (-4+78%) ec+6 (-1+4p%) w0)-61i0®B7?w0 (76-6w0”) +
aB*? (-35% (3ec+401w0) - 61wl + B (83ec+2191wd) wd?) +
o® B (-78 8%+ 9 (21iec-9wl) wd®+Bwd (-27dec+173w0)))) /

(wO2 (2 a?B3+18ec? - aB? (13ec+301wl) + 751 ec wd - 72 wOZ)) /

(ap*?-8ec-301wo0)- |8 15\/Ew0+48a255/2w0—321101/3(B—w02) +

8 o 2 (—Jlec+3w0+ot2/32w0—2iot«//3 (Bfwoz))
6 |- +
aB3?-2ec-31w0

4i0?B%% (B-wo?)

7jec+3w0+ot2/32w0—211a\/g(B—woz))

(aB¥?-2€ec-31w0) wo

161 a B2 (—311\/Ew0—211a2/35/2w0+a/3 (—5/3+4w02))

+
afB3?-2ec-31wd

(4-78%) (—3]1\/Ew0—2iot2/35/2w0+01/3(—5/3+4w02))

B (ap¥?-2ec-31iw0)wo

2022 (B-wo?) (—311\/Ew0—211a2/35/2w0+a/3 (—5/3+4w02))

+

(a/33/2—2€c—311w0) w0

2
2 02 p7/2 (—i€c+3w0+a2/32w0—21'1a«//3 (Bfwoz))
3 +
(a/33/2—2€c—311w0)2w0

(4a/33/2 (8- w0?) (—i€c+3w0+a2/32w0—21'1a\/g (/370)02))

(731\/Ew0—2]ia255/2w0+a/3 (—5B+4w02)))/((a53/2—26c—3iw0)2w02) -

2
3%(731\/?0)072]101255/%%01/3 (—5/3+4w02))

(a/33/2—2€c—311w0)2w0

+

4 ((6 (9a* B w0? +3w0 (-i (-4+7p8%) ec+6 (-1+4p%) wd0)-6io0°B"2w0

(78-6w0?) +ap¥? (-38% (3ec+401w0) -6iwl+p (83ec+2191wd) wd?) +o?
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B3 (—78/32+9(Ziec—9w0)w03+/3w0 (—271’1€c+l73w0))))/

(\/Ewo (2a2/33+18€cz—ot/33/2 (13 ec + 301 w0) +75i€cw0—72w02)) -

(4ia (B-w0®) (90" B°w0®+3w0 (-1 (-4+7p%) ec+6(-1+46%) wo)-6ia’B?wd
(7B-6w0?) +ap*? (-38% (3ec+401w0) - 61wd+p (83€ec+2191wd) wd?) +0a?
B> (-78B%+9 (2iec-9w0) w0’ +Bwd (-271iec+173w0))))/

((uO2 (20(2/33+l8€c2—ot/33/2 (13 ec + 301 w0) +751€cw0—72w02)) +

(210?8%2 (-61ia’B°w0”-240a° B2 w0 (B-w0?) +60a®
(7iB%-2B (3ec+131iw0) wld+ (2€c+9iwd)wd’) +ap?
(B* (51 iec-194w0) ~4w0+29Bwd? (-31iec+8wo0)) +wd
(-6iBec?w0+123 w0 (1-10p%+2pBw0?) +ec (8-4182+255w0%))))/

(wO (2a2/33+18€c2—ot/33/2 (13 ec+ 301 wl) +75i€cw0—72w02)) +

(2a (B-w0?) (-61ia* w0’ -240°B72w0 (B-w0?) +6a®B°
(74B%-2B (3ec+131w0) w0+ (2€c+91iwd)wd’) +ap??
(B* (51 iec-194w0) ~4w0+29Bwd? (-3iec+8wo0)) +wd
(-6iBec?w0+121iw0 (1-104%+2Bw0’) +ec (8-41p5%+258w0%))))/

(w02 (20(2/33+l8 ec? —aB¥? (13ec+301wl) + 751 ec wd - 72 w02))) /

(ap*?-8ec-301w0), |(4iec-15w0)

a3+

6a\/g(—3i\/gw0—2j1a2/35/2w0+a/3(—5/3+4w02))

aB3?-2ec-31w0

2
3a/3(—31’1\/Ew0—21'1a2/35/2w0+a/3(—5/3+4w02))

+
(ot/33/2—2€c—31'1w0)2w02

(8a(9a* B w0 +3w0 (-i (-4+78%) ec+6 (-1+4p%) w0)-61i0®p"?w0 (76-6w0”) +
aB? (-35% (3ec+401w0) - 61wl + B (83€ec+2191wd) wo?) +
o B (-78 8%+ 9 (2iec-9w0) wd®+pBwo (-27dec+173w0)))) /

((uO2 (2 a?B3+18ec? - aB? (13ec+301wld) + 751 ec wd - 72 a)OZ)) /

(2082 w0 - 16 €c w0 - 60 1 w0?) - |

JB
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15+/B w0 +48 o B°? w0 -

32iap (B-w0?) +

8 a 32 (—Jlec+3w0+ot2/32w0—2iom//3 (Bfwoz))
6 |- +
apd?-2ec-31wd

4ia?p5? (B-wo?) (—i€c+3w0+a2/32w0—21'1a\/;(B—w02))

(a/33/2—2€c—311w0) w0

161 ap*? (73]1«/5 w0 - 2102 B%2 w0 +ap (—5/3+4w02))

+
afB3?-2ec-31wd

(4-78%) (—3]1\/Ew0—2iot2/35/2w0+01/3(—5/3+4w02))

B (ap¥?-2ec-31iw0)wod

2022 (B-wo?) (—31’1\/Ew0—21'1a2/35/2w0+a/3 (—5/3+4w02))

+

(a/33/2—2€c—311w0) w0

2
20?72 [~iec+3w0+0?B2w0 -21ianqB (Bfwoz))
3 +
(a/33/2—2€c—311w0)2w0

(4a/33/2 (B - w0?) (—i€c+3w0+a2/32w0—21'1a\/g (/370)02))

(—31\/Ew0—211a255/2w0+a/3 (—5B+4w02)))/((a53/272ec73jw0)2wo2) -

2
3\5(—31\/Ew0—2]ia255/2w0+a/3 (—55+4w02))

(0B*2-2ec-31w0)" wo

+

4 ((6 (90 B°w0? +3w0 (-1 (-4+7p8%) ec+6 (-1+4p%) w0)-61o0’B?wo
(7B-6w0?) +ap*? (-38% (3ec+401w0) - 61wd+p (83€ec+2191wd) wd?) +0a?

B3 (—78/32+9(2i€c—9w0)w03+/3w0 (—271’1€c+l73w0))))/

(\/Ewo (20%pB*+18ec® -ap®? (13 ec+ 301 wo) +751'Lecw0—72w02)) -

(4ia (B-w0®) (90 B w0®+3w0 (-1 (-4+76%) ec+6 (-1+4p%) wod)-6ia’p?wd
(78-6w0®) +ap*? (-38% (3ec+40iw0) -61iw0+p (83ec+2191wd) wd?) +a?
B> (-78B%+9 (2iec-9w0) w0’ +Bwd (-271iec+173w0)))) /

(w0% (202 B%+18ec? ~ap*? (13ec+304iw0) +751iecwd-72w0%)) +

(210?8%? (-61ia*B°w0®-24a°B? w0 (B-w0?) +6a”p
(74B%-2B (3ec+131w0) w0+ (2€c+9iwd)wo’) +ap??
(B? (51iec-194w0) - 4w0 +29 Bwd® (-3iec+8wl)) +wd
(-61iBec?w0+123i w0 (1-10p%+2Bw0?) +ec (8-4182+2558w0%))))/

(wO (2a2/33+18€cz—ot/33/2 (13 ec+ 301 wl) +75i€cw0—72w02)) +
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20(2/35/2 /3wa2
-84B (1-aB*) w0+4iaB (1-o°pB?) (57w02)+ (() ) .
w

4-7p°
316iap?-

B w0
(6 (90" B°w0® +3w0 (-1 (-4+78%) ec+6 (-1+4p%) w0)-6io0®B?wo0 (75-6w0?) +
aB*? (-35% (3ec+401w0) - 61wl + B (83ec+2191wd) wd?) +

o B (-78 8%+ 9 (21iec-9wl) wd®+Bwd (—27i€c+173w0))))/

(\/Ewo (20%p%+18ec? -ap¥? (13 ec+ 301 wo) +751'Lecw0—72w02)) +
(410 (B-w0®) (9a"Bew0® +3w0 (-i (-4+7B%) ec+6 (-1+4p%) w0)-6io0®B"2wd
(7B-6w0%) +ap®? (-38% (3ec+401w0) - 61wl +p (83 €ec+2191wd) wd?) +
o 3% (782 +9 (2i€c-9w0) w0’ + B w0 (-27iec+173w0)))) /
((uO2 (2a2/33+l8ecz—ot/33/2 (13 ec + 301 w0) +75]l€cw0—72w02)) +
8 o 32 (—Jlec+3w0+ot2/32w0—211a\/g(B—woz)

3 |- +
aB3?-2ec-31w0

(4-78%) (—3]1\/Ew0—2iot2/35/2w0+01/3(—5/3+4w02))

+

B (ap¥?-2ec-31iw0)wod

2022 (B-wo?) (—311\/Ew0—211a2/35/2w0+a/3 (—5/3+4w02))

+
(ap¥?-2ec-31w0) wd

2ap? (1-02p?) (—i€c+3w0+a2/32w0—21'1a«//3 (/370)02))
3 —
o B3? -2ec-31w0

20 % (B-wo?)

7jec+3w0+a2/32w0—2jot\/g(B—woz))

.
(aB¥?-2ec-31iwd) wd’

3 (—3]1\/Ew0—2ia2/35/2w0+01/3(—5/3+4w02))

+

(ap*?-2€ec-31iw0) wod
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2 (1-02p%) (B-wo?) (—311\/Ew0—211a255/2w0+a/3 (—55+4w02))

(ap??-2€ec-31w0) wod

(3 (6\/Ew0+4a2/35/2w0—211a/3(5/3—4w02))
(-3ia*Bwo®+ap¥? (Tif2ec+2w0+p (3iec-11w0) w0?) +
o’ B (-61B*+B (ec+1iwd) wl - (2€c+iw0)w03) —2a® B2 w0 (B+w0 (-21ec+wd)) +

w0 (61w0 (-1+Bwd?) +ec (7473/3%450)02))))/
(B (ec+iwo) (ap?-2ec-3iw0) w0 - (202 (-61ia®B5wO” -
240° B2 w0 (B-w0?) +6a?B° (T1B°-2B (3ec+131wld) w0+ (2ec+9iwd)wd®) +

aB¥? (B (51iec-194w0) - 4w0+29Bw0” (-3iec+8wd))+
wo (-6iBec?wd+121iw0 (1-10p%+2pBw0’) +ec (8-4142+258w0%))))/

(w0 (2a* B +18€ec? - f*? (13 €c+301w0) +75iecwd-72w0?)) +
(2a (B-w0?) (-6ia w0’ -240° B2 w0 (B-w0?) +60?p® (71B%-2B (3ec+131wo) wld +
(2ec+91iw0) w0’) +ap¥? (B2 (51iec-194w0) -4w0+29Bw0” (-31iec+8w0)) +
w0 (-61Bec?wd+121w0 (1-10p%+2Bw0”) +ec (8-414%+25Bw0%))))/
(w0? (20%B%+18ec? - ap*? (13e€c+304iw0) +751ecwd - 72w0%)) +
3 ((211012/33/2 (6014/36 (€c+3iw0)w02+4w0 (—21’16C2+9€cw0+9iw02) + 32 (4€c3+
9i€c2w0—7ecw02—121'1w03) +/3a)02 (2€c3+17i€c2w0—53ecw02—48iw03) +

40’ B2 w0 (-iec+3wl) (2B+w0 (-21ec+wd)) +20a° B> (-B% (ec+31iwd) +
2B (ec+5iw0) wo®+ w0’ (-2iec®+Tecwd+3iw0’)) +ap”? (41 (ec+31iwo)

w0 +B? (-13€ec? - 33 i ecwd + 10 w0?) + Bw0” (ec? - 13 iecwd +36w0%)))) /
(wO (2I'Lec3—9ec2w0—17jecw02+12w03+2a2/33 (-31€ec+5w0) +1

a p3? (ll€c2+35iecw0—26w02))) +
(2a (B-w0?) (6a*B® (ec+31iwd)wd®+4wd (-2iec?+9ecwd+9iwd’)+p? (4ec’+
9i€c2w0—7€cw02—121'1w03) +/3a)02 (2€c3+17ieczw0—53ecw02—48iw03) +

40° B w0 (-iec+3w0) (2B+w0 (-21ec+wd)) +20a”p> (-p* (ec+3iwd) +
2B (ec+5iw0) wo”+w0’ (-2iec®+7Tecwd+3iw0’)) +ap¥? (4i (ec+31iwo)

w0 + 3% (13 ec? - 33 i ec w0 + 10 w0?) + Bw0” (ec? - 13 iecwo +36w0?)))) /

(w0? (2iec®-9ec?w0-17iecwo®+12w0” +2a?B° (-31iec+5w0) +1i

aB¥? (11ec? + 351 ec w0 - 26 w0?))) -
(61 (6a”B*?w0®-20° B2 (B-3w0") -ia*B°wO (8B+w0 (-8iec+7wld)) +

aB? (200 (~4iec+7Tw0) +Bwo’ (2ec?+181iecwd-29wd?) +2p2
(2ec?+61iecwd-3w0’)) +w0® (61iw0 (-1+Bw0?) +ec (-4-34%+4pw0%)) -

o 3% (B% (13ec+141w0) +B (-2€c+91iwd) w0’ +wd (2€cwd’ +1i (—4+w04)))))/

(«/B w0 (21iec®-9ec?w0-171iecw0’+12w0°+20%B% (-3iec+5w0) +1i
ap?? (llec2+35iecw0—26w02))) -
(4a (B-wo?) (6a° B2 w0 -20® B2 (B-3w0%) ~1ia’B°w0 (8B+w0 (-81iec+7Twl)) +

aB¥? (2w0 (-4iec+Tw0) +Bwo’ (2ec?+181ecwd-29w0”) +2 a2
(2ec?+6iecwd-3w0%)) +w0® (6iwd (-1+Bw0”) +ec (-4-38%+4Bw0")) -

of 3% (B% (13ec+141w0) +B (-2€c+91iwd) w0’ +w0 (2ecwd’+1i (-4+w0’)))))/

((uO2 (21603—9€czw0—17iecw02+12w03+2a2/33 (-31€ec+5w0) +1a

B3/? (ll€c2+3516cw0—26w02)))) /(2a/33/2w0—4€cw0—61'1w02)}
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Simplificacao

(aB®? (-6+3(39+40a%) g% -3 (184 +490a2) %+ (1014 + 169 0? - 230 a*) B° +
(-810+77 0% +1191 o - 64 a°) %+ (237 - 133 0° - 2013 a® + 238 a°) B! +
o (22+669a”-1300a" + 64a°) 7+ (3830’ - 310 a° - 688 a®) B +
20° (149 +840a% + 64 a’) B¢ - 320° (39+17a?) B'* + 416 ™" /320))/

(2 (-1+5%) (1-p°+a” B (1—/32+4o<2/34)3)

(ap*? (216 +9 (3+1360a%) B +3 (-297-11210° + 46 a*) B* + (837 + 1968 a” - 486 o*) B° +
(-189+27930° + 4733 a* + 142 a°) ¥ - 2 a® (1311 + 5674 a” + 428 a*) B0+
of (8019 +27220” +40 ") B -8a® (315 +170°) B** + 96 0° B*¢)) /

(24 (-1+B%) (9-278%+ (27+49a%) B* - (9+980%) B8+ 7a? (7+80a%) B°-560" B0 +16a°B1?))

(% (36 + (-9+44a”) B2+ (-333+171a” +82a’) B* + (549 - 1268 o” - 590 a’) B° +
(-243+18450° + 1033 a* + 266 a°) B¥ - 4a” (198 + 56 o° + 401 o) B0 +
of (=757 +2302 0% + 112 a*) B'% - 4 a® (237 + 154 o) B** + 504 a® B'°)) /

(12 (-1+8%) (-1+8°-aa®p")’ (1-52+a2/34))

- (aB*? (-45+ (333-2400%) B%+ (-675+1698 o + 40*) B* + (477 - 3174 a® - 1022 o*) B° +
(-36+2529 0% + 7390 o* + 309 0°) B - 2 (27 + 564 a® + 8973 a* + 1891 o) B0 +
3a% (105 + 7162 a” + 5152 a + 292 a®) B'% - 2 a* (4956 + 12209 o + 2606 a*) B'* +

of (13923 + 9476 o” + 544 o*) B'° - 4 a® (1557 + 544 o®) B'® + 1632 o'° 7)) /

(3 (-1+8%) (1-8"+0" BY) (1—/32+4o<234)3)
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- (aB®? (864 + (7551 + 456 o°) B + (26343 - 10229 o + 230 a*) B* + (-47871 + 59110 & - 9234 a*) B° +
(48015 -183059 o” + 65777 o* + 582 a°) B - (24309 - 354740 o” + 233141 a* + 30000 a®) B'° +

2781 - 438091 o® + 433714 a® + 262131 a® + 2562 a°) B +

2547 + 331814 a” - 408676 a* - 934600 o° - 49866 o°) B +

-819-139725a” + 155973 a* + 1611692 o + 352625 a® + 7210 a'®) B +

(24984 +13067 a” - 1411008 o* - 979508 a® - 72876 o®) p'® +

“(-17710+ 590611 o® + 1199212 o* + 317880 o + 8808 a®) p*° -

of (44704 + 318221 o® + 285082 a* + 33372 a®) B** +

of (111417 + 404830 a” + 187560 a* + 4704 o°) B** - 40 a'” (2172 + 5005 o” + 672 o*) B*° +

160" (4139 + 2914 ” + 56a*) p*® - 1152 a'* (19 +3a?) B*° + 2560 o' p*?)) /

(
(
(
2

(4 (-1+8%) (9-9B°+40°B*) (1-2p%+ (1+5a2)64—5a266+4a4[38)3)

6ap”? (3 (-5+6p%) +a’ (-2+2282-20p") +2a* (B?-3B8"+28°))

(-1+8%) (1-B2+40°B%)

(aB™? (9 (1+B°-2p") -20a" B (—4+2152—83/34+82/36)+
of (28 +323%-267p+282p8°%) +20° (B*-3p°+28")))/
(3(-1+8) (1-2B+ (1+50%) B*-50°B°+40a*B%))

(% (-12+3 (51 +4a®) B7+ (-423 +3490a” + 42a") B* + (435 -11920° - 122 a") B° +
(-153+12710° - 357" + 162 a°) B¥ -8 a” (55-1660° + 76 a*) B0 +
3a (-321+1780° + 40 o*) B - 8 a® (29 + 45 0°) B + 240 & /316))/

(4 (-1+8%) (-1+8-4a?BY)° (1—52+oz2/34))

(ap*? (12 - (141 +160a%) B°+ (552 +3750° + 6a*) B* + (-930 - 1351 o + 472a”) B° +
(708 +1933 0% - 2933 a* + 182 a®) B® - (201 + 1233 a” - 5039 a* + 1054 a®) B0 +
o (292 -2813 0" + 9900’ + 16 0°) B'? + (229 a' + 86 a° - 192 a°) B'* -
40° (123 +1120% + 40 o) 1+ 48 0° (17 +100%) B - 320 a2 67°) ) /

(2 (-1+5%) (1-p°+a” B (1—/32+4o<2/34)3)

-(2aB¥? (-24+ (57+130a%) B+ (-36+10a° +50a°) B* +
(3-1330a”-340a%) BS+0” (125 +111a”* +2a*) BP-6a* (15+a”) B0+ 4a®p'?)) /

((-1+8%) (1-28%+ (1+50%) B*-50°B°+4a’ %))
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(B2 (-576 +9 (253 +200 a®) B° + (-3213 - 4501 o + 150 &) B* - 9 (-211 - 128 a® + 138 a*) B° +
(-387+44550° + 10363 a* + 98 0°) B® - 20’ (1453 + 10286 o” + 532 0*) B0 +
of (11685 +32460° +8a”) B7 - 80° (301 +30°) ' +160° B'°)) /

(8 (-1+8%) (9-27p8%+ (27+490°) B*- (9+980a°) B°+7a” (7T+8a%) B*-560" B +160a°B"%))

aB¥? (-6+9 (5+4a?) B?- (39+1670%) B*+0® (201 +40a?) B° - 24 a* B°)

3(1-2p%+(1+50%) B*-50a%B°+4a*B°)

120872 (-9+20% (-1 +5p%))

1-p3%+40°p4

aB¥? (30 - (33+40%) g%+ (3-650) B* +a? (147 + 20 0?) B° - 96 a* B°)

1-2p%+ (1+502) B*-5a? B+ 40" B°

aB¥? (1+2 (7+80%) B2-320a%B*)

1-p%+40°p"

Segundo coeficiente de Lyapunov

(B2 (-162-54 (-9+370°) B*-9 (-126 + 61 o° + 60 a*) B* - 18 (405 - 3212 o + 1128 a*) B° +
(13770 - 210843 o® + 113612 o* - 5533 a°) ° - 6 (2133 - 57687 o” + 38218 o* + 5186 a°) B +
(5994 - 301275 a” + 215340 a* + 284264 a® - 16022 &®) p'% +
2 (-567+67878 o - 45196 o' - 379430 o + 9347 &%) p** +
o (-25029 + 9540 o® + 990831 a* + 155856 a® - 21205 &®) B'° +
40" (513-1633400° -120616 a* + 16768 a®) *° -
20° (-86887 - 258835 a” + 30173 a* + 7208 a®) B0+
20® (-96867 - 8956 a” + 23208 a*) B** + '’ (33671 - 58288 a” - 4880 a*) B** +

160’ (1603 + 718 o) B** - 16 a™* (453 + 40 a®) B*° + 640 a'® B7%)) /

(36 (9-9p%+4a”p") (1-2p%+ (1+5a2)/3“—5a2/36+4oc4/38)3)
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Calculos para o terceiro coeficiente de Lyapunov

Numerador de L1

Numerador de L2

Valores de a e 8 na intercessdao entre as curvas
L1l 0Oel2 =0

Valores de ec e w0 quando 11 e 12 se interceptam



Equagdes do sistema

Ponto de equilibrio em Q

{0.519071, 0, 1.07317}

Matriz A em Q

Autovetores q, gb, p e pb para o ponto Q

—

—, 0.31602 +0.122246 1, -0.212288 + 0.548787 J'l.}
2

|

—

—, 0.31602 -0.122246 1, -0.212288 - 0.548787 J'l.}
2

ATl inversa da matriz A, em Q

>

I = Inversel[A]

{{0., 0., -2.37017}, (1., 0., 0.}, {1.48863, 1.08167, -0.726617}}
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Matriz W20 = 2*1*w0I - A, em Q

Inversa da matriz W20 em Q

o
(]
Hh
\))
ﬂ
o

em Q L1 é nulo
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Matriz W30 = [3*1i*wO0*I - A] em Q

Inversa da matriz W30 em Q

o
W
o
o
0
3
10

Matriz W = [1*w0*I - A] em Q
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h21 em Q

o
N
=
o
(]
=
0

h22 em Q

Matriz W40 = 4*1*w0*I - A em Q
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Inversa da matriz W40 em Q

W40I = Chop[Simplify[Inverse[W40]]]

h40 em Q

h40b em Q

De fato, em Q 12 = 0

h31 em Q




h31lb em Q

G32 em Q

@
W
N
o
®
3
O

H32 em Q

{h321, h322, h323, s} = Inverse[V21l].{M1, M2, M3, 0}
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h32 em Q

h32 = {h321, h322, h323}

h32b em Q

h4l em Q

h4lb em Q

h42 em Q
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h42b em Q

h33 em Q

H43 em Q
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G43 em Q

ReG43 em Q

L3 em Q
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Simulagdes numéricas

Sistema de equacdes

Superficie de parametros criticos

Ponto de equilibrio

Comportamento de um ponto de equilibrio
para parametros pertencentes a regido U;

» Parametros a serem considerados

a=0.2;
B=0.9;

2 a B3/2

0.341526

m Pontode equilibrio

{0.451027, 0, 1.05409}



m Condigédo inicial

m Solugao

Parametros pertencentes a U; tomando € > ec

a=0.2;
B=0.9;

2 a B3/2

0.341526

m Pontode equilibrio

{0.451027, 0, 1.05409}

m Solugédo

Comportamento de um ponto de equilibrio
para parametros pertencentes a regido S,

m Pardmetros a serem considerados

a=1.7;
B=0.3;
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2 « pl3}

{0.558677}

m Ponto de equilibrio

{1.2661, 0, 1.82574}

m Condigédo inicial

m Solugédo

Parametros pertencentes a regido S; tomando € < ec

m Pardmetros a serem considerados
(a=0.5) ;
(B=0.5);
2 a B{;}

{0.353553)

m Ponto de equilibrio

PO [PR4]

{1.0472, 0, 1.41421}




m Condicdo inicial externa a ébita

p4i=ListPointPlot3D [{{0.2  ,0,1.41 }},PlotStyle—»PointSize[0.02],
ColorFunction-"CMYKColors"] ;

m Solugdo para a condigédo inicial externa a ébita

sol4=NDSolve [{x'[t]==£f1[x[t] ,y[t],z[t] ,PR4],y [t]==£2[x[t],y[t],z[t] ,PR4],2 [t]==£3[x[t],
y[t],z[t] ,PR4],x[0]==0.2,y[0]=:0,2z[0]==1.41},{x[t],y[t],z[t]},{t,0,650}];

Show[graf4=ParametricPlot3D [{x[t],y[t],z[t]}/.sol4,{t,0,650},PlotStyle»>{Red},
PlotRange-{{0,2},{-1,1},{0.8" ,2}},AxesLabel~»{x,y,z}],p4,p4i];

m Condigédo inicial interna a 6rbita

p5i=ListPointPlot3D [{{0.8 ,0,1.41 }},PlotStyle—»PointSize[0.02],
ColorFunction-"CMYKColors"] ;

m Solugédo para a condigédo inicial externa a ébita

sol5=NDSolve [{x'[t]==£f1[x[t] ,y[t],z[t] ,PR4] ,y [t]==£f2[x[t],y[t],z[t] ,PR4], 2 [t]==£3[x[t],
y[t],z[t],PR4],x[0]==0.8,y[0]==0,2[0]==1.41},{x[t],y[t],z[t]},{t,0,650}];

Show[graf5=ParametricPlot3D [{x[t],y[t],z[t]}/.s0ol5,{t,0,650},PlotStyle-»{Black},
PlotRange-{{0,2},{-1,1},{1.25" ,2}},AxesLabel~»{x,y,z}],p5i];

Show [graf5,graf4,p4d,pdi,p5i]

Comportamento de um ponto de equilibrio
para parametros pertencentes a regido Py

m Numerador de L,
D=a p*% (B*-1) (a* B®+(a®-5) BZ+3);
a=0.37;
Solve[11:=:0,A]

{{B~»-3.97374},{B~»-1.},{B~»-0.786002},{B~-0.},{B-»0.-4.05073 1},{B-»0.+4.05073 i},
{B-0.786002},{B-»1.},{B>»3.97374}}

B=0.786002;

3

2 a /3{5}
{0.515664}
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Paréametros pertencentes a P, tomando € < ec

PR6={0.7860020308968707" ,0.37,ec[0.7860020308968707" ,0.37]1-0.01};

m Pontode equilibrio

PO[PR6]

{0.666481, 0, 1.12795}
m Condigédo inicial

p6i=ListPointPlot3D [{{0.63  ,0,1.13 }},PlotStyle—»PointSize [0.02],
ColorFunction-"CMYKColors"] ;

p6=ListPointPlot3D [{{0.6661607561144524" ,0,1.1278036096494983" }},PlotStyle~
PointSize [0.02] ,ColorFunction-"RustTones"] ;

sol6=NDSolve [{x'[t]==£f1[x[t],y[t],z[t],PR6],y [t]=£2[x[t],y[t],z[t], PR6],z [t]=£3[x[t],
y[t],z[t] ,PR6],x[0]==0.63,y[0]==0,2z[0]==1.13},{x[t],y[t],z[t]},{t,0,1040}];

Show [graf6l=ParametricPlot3D [{x[t] ,y[t] ,z[t]}/.s0l6,{t,0,400},PlotStyle—»{Black},
PlotRange-{{0.5,0.83"},{-0.11",0.12"},{1.075" ,1.19" }},AxesLabel~»{x,y,z}],p6,p6i]

Parametros pertencentes a P, para e > ec

PR7 = {0.7860020308968707 , 0.37, e€c[0.7860020308968707 , 0.37] + 0.0009};

m Pontode equilibrio

PO [PR7]

{0.666481, 0, 1.12795}

p7=ListPointPlot3D [{{0.6664810436636704" ,0,1.1279456297737596" }},PlotStyle-
PointSize [0.02] ,ColorFunction—»"RustTones"] ;

m Condigdo inicial externa a ébita

p7i=ListPointPlot3D [{{0.5  ,0,1.127 }},PlotStyle—»PointSize [0.02],
ColorFunction-"CMYKColors"] ;

m Solugédo para a condigédo inicial externa a ébita

sol7=NDSolve [{x'[t]=£f1[x[t],y[t],z[t],PR7],y [t]=£2[x[t],y[t],z[t], PR7],z [t]=£3[x[t],
y[t],z[t] ,PR7],x[0]==0.5,y[0]==0,2[0]==1.127},{x[t],y[t],z[t]},{t,0,1000}];
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Show [graf7=ParametricPlot3D [{x[t] ,y[t],z[t]}/.s0l7,{t,0,1000},PlotStyle—~{Black},
PlotRange-{{0.35",1},{-0.25",0.25"},{1,1.3"}},AxesLabel~»{x,y,z}] ,p7,p71];

m Condicdo inicial interna a ébita

p7bi=ListPointPlot3D [{{0.85  ,0,1.127 }},PlotStyle—»PointSize[0.02],
ColorFunction-"CMYKColors"] ;

m Solucgdo para a condigédo inicial interna a ébita

sol7b=NDSolve [ {x'[t]==f1[x[t] ,y[t],z[t],PR7],y [t]=£2[x[t],y[t],2z[t],PR7],z [t]=£3[x[t],
y[t],z[t],PR7],x[0]==0.85,y[0]==0,2z[0]==1.127},{x[t],y[t],z[t]},{t,0,500}];

Show[graf7b=ParametricPlot3D [{x[t] ,y[t] ,z[t]}/.s0ol7b,{t,0,300},PlotStyle—»{Red},
PlotRange-{{0.45°,0.9°},{-0.15",0.15"},{1.05°,1.22"}},AxesLabel~»{x,y,z}],p7,p7bi];

Show [graf7b,graf7,p7,p7i,p7bi]

Parametros pertencentes a P, tomando € <
€ec no arco de parabola da figura 3.22

(x=0.37) ;
(B=0.7859) ;
2axB*{3/2}

{0.631823)

a p*% (B?-1) (a* B+ (a®-5) B?+3)

-0.0000765379

PR8={0.7859,0.37,€c[0.7859,0.37]-0.001};

m Pontode equilibrio

PO [PR8]

{0.666646, 0, 1.12802}

p8=ListPointPlot3D [{{0.6666460650949781" ,0,1.128018846193902" }},PlotStyle~
PointSize [0.02] ,ColorFunction-"RustTones"] ;

m Condicdo inicial interna a ébita

p8i=ListPointPlot3D [{{0.5 ,0,1.15  }},PlotStyle—»PointSize[0.02],

ColorFunction-"CMYKColors"] ;
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m Solugédo para a condigédo inicial interna a ébita

sol8=NDSolve [{x'[t]=£f1[x[t],y[t],z[t],PR8],y [t]==£2[x[t],y[t],z[t], PR8],z [t]=£3[x[t],
y[t],z[t] ,PR8],x[0]==0.5,y[0]==0,2z[0]==1.15},{x[t],y[t],z[t]},{t,0,1000}];

Show [graf8l=ParametricPlot3D [{x[t] ,y[t] ,z[t]}/.s0l1l8,{t,0,80},PlotStyle—»{Black},
PlotRange-{{0.45",0.9°},{-0.15",0.17"},{1,1.25"}} ,AxesLabel-~»{x,y,z}],p8,p8i];

m Condigdo inicial externa a ébita

Show[graf82=ParametricPlot3D [{x[t] ,y[t] ,z[t]}/.s0ol8,{t,80,1000},PlotStyle—-»{Red},
PlotRange-{{0.4°,0.95"},{-0.2",0.23"},{1,1.25"}},AxesLabel~»{x,y,z}],p8]:

Show [graf82,graf8l,p8,p8i]

Parametros pertencentes a P, tomando € < ec,
acima do arco de parabola da figura 3.22

a=0.78;

Solve[11=:0,p]

{({B~»-1.74117},{B~-1.},{B~-0.844851},{B~0.},{B~»0.-1.93531 i}, {B-0.+1.93531 i},
{8-0.844851}, {B~1.},{B~1.74117}}

B=0.844851;

{1.21142}

PR12={0.844851,0.78,ec[0.844851,0.78]-0.000001};

m Pontode equilibrio

PO [PR12]

{0.56451, 0, 1.08795}

pl21=ListPointPlot3D [{{0.56451,0,1.08795}},PlotStyle—»PointSize[0.02],
ColorFunction-"RustTones"];

m Solugdo para condigédo inicial sobre o ciclo limite atrator

soll21=NDSolve [{x'[t]=£f1[x[t],y[t],z[t],PR12],y [t]==£2[x[t],y[t],z[t] PR12],z" [t]=£3[x[t
y[t],z[t],PR12],x[0]==0.8,y[0]==0,2z[0]==1.12},{x[t],y[t],z[t]},{t,0,1100}];

Show [grafl2l=ParametricPlot3D [{x[t],y[t],z[t]}/.s0l1l21,{t,2,1100},PlotStyle—>»{Red},
PlotRange—»{{0.1,1.05},{-0.3,0.4},{0.7,1.5}} ,AxesLabel->{x,y,z}],pl21];

m Condigédo inicial para 6rbita interna ao ciclo atrator

pl22i=ListPointPlot3D[{{0.76,0,1.11}},PlotStyle—»PointSize [0.02],
ColorFunction-"CMYKColors"];
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m Solucdo da condicdo inicial da 6rbita interna ao ciclo atrator

soll22=NDSolve [{x'[t]=£f1[x[t],y[t],z[t],PR12],y [t]==£f2([x[t],y[t],z[t] ,PR12],z" [t]==£3[x[t]
y[t],z[t],PR12],x[0]=0.77,y[0]=0,2z[0]=1.11}, {x[t],y[t],z[t]},
{t,0,1620}];

Show [grafl22=ParametricPlot3D [{x[t],y[t],z[t]}/.s01l1l22,{t,0,1622.2},PlotStyle-{Black},
PlotRange-»{{0.1,1.05},{-0.3,0.4},{0.7,1.5}} ,AxesLabel~»{x,y,z}],pl21,
pl22i];

m Condigédo inicial para 6rbita externa ao ciclo atrator

pl23i=ListPointPlot3D[{{0.85,-0.03,1.12}},PlotStyle—»PointSize[0.02],
ColorFunction-"CMYKColors"];

m Solucgdo da condigdo inicial da 6rbita externa ao ciclo atrator

sol123=NDSolve [{x’ [t]=f1[x[t],y[t],z[t],PR12],y [t]=£2[x[t],y[t],z[t],PR12],z [t]=£3[x[t]
y[t]l,z[t],PR12],x[0]=0.85,y[0]=-0.03,2z[0]=1.12},{x[t],y[t],z[t]},
{t,0,990}7];

Show [grafl23=ParametricPlot3D [{x[t],y[t],z[t]}/.s0l1l1l23,{t,0,990},PlotStyle-{Black},
PlotRange—-»{{0,1.3},{-0.4,0.6},{0.5,1.8}},AxesLabel~»{x,y,z}],pl21,p123i];

m Condigédo inicial do ciclo limite repulsor

pl24i=ListPointPlot3D[{{0.91,0,1.12}},PlotStyle—»PointSize [0.02],
ColorFunction-"CMYKColors"];

m Solugdo para condigdo inicial sobre o ciclo limite repulsor

soll24=NDSolve [{x'[t]=£f1[x[t],y[t],z[t] ,PR12],y [t]==£2[x[t],y[t],z[t] PR12],z [t]=£3[x[t
y[t],z[t],PR12],x[0]=0.91,y[0]==0,2[0]==1.12}, {x[t],y[t],z[t]},{t,0,1400}];

Show [grafl24=ParametricPlot3D [{x[t],y[t],z[t]}/.s0l1l24,{t,0,500},PlotStyle—~»{Red},
PlotRange—-»{{0,1.3},{-0.4,0.6},{0.5,1.8}},AxesLabel~»{x,y,z}],pl21,pl24i];

m Condigédo inicial da é6rbita externa ao ciclo limite repulsor

pl25i=ListPointPlot3D[{{1,0,1.12}},PlotStyle—»PointSize [0.02],ColorFunction-"CMYKColors"];
m Solugdo da condigédo inicial da 6rbita externa ao ciclo limite repulsor

sol125=NDSolve [{x’[t]==f1[x[t],y[t],z[t],PR12],y [t]=£2[x[t],y[t],z[t],PR12],z [t]=£3[x[t
y[t],z[t],PR12] ,x[0]==1,y[0]==0,2[0]==1.12},{x[t],y[t],z[t]},{t,0,1050}];

Show [grafl25=ParametricPlot3D [{x[t],y[t],z[t]}/.s0l1l25,{t,0,1000},PlotStyle—»{Blue},
PlotRange—»{{-0.02,1.3},{-0.4,0.6},{0.6,1.8}},AxesLabel~»{x,y,z}],pl121,p125i];

Show[grafl25,grafl24 ,grafl23,grafl22 ,grafl2l,pl2l]

Pardmetros pertencentes a Ny

a=0.9;
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a B2 (B?-1) (a* BS+(a®-5) B2+3)

2 (a® p*-p%+1) (4 o® B*-p2+1)

11=

Solve[11==0,]

{({B~-1.42631}, {B~»-1.},{B~»-0.891364},{B~0.},{B~0.-1.68193 i}, {B-0.+1.68193 i},
{B~0.891364}, {B~1.},{B~1.42631}}

a=0.9;
B=0.8913639104773827 ;

2 « pl}
{1.5148}

Paréametros pertencentes a N, tomandoe >ecelLl <0

PRY = {0.8913639104773827  , 0.9, €c[0.8913639104773827" , 0.9] + 0.004};

m Pontode equilibrio

PO[PRY]

{0.470451, 0, 1.05919}

p9=ListPointPlot3D [{{0.47045107795749347" ,0,1.0591865976178645" }},PlotStyle—
PointSize [0.02] ,ColorFunction—»"RustTones"] ;

m Condigdo inicial

p9i=ListPointPlot3D [{{0.5 ,0,1.2 }},PlotStyle—»PointSize [0.02],
ColorFunction-"CMYKColors"] ;

m Solugdo para a condigdo inicial

sol9=NDSolve [{x'[t]==f1[x[t],y[t],z[t],PRY],y [t]==£f2[x[t],y[t],z[t],PRO],z [t]==£3[x[t],
y[t],z[t],PR9],x[0]=0.5,y[0]=0,z[0]=1.2}, {x[t],y[t],z[t]}, {t,0,1000}];

Show [graf9=ParametricPlot3D [{x[t] ,y[t],z[t]}/.s0l9,{t,0,15},PlotStyle—»{Black},
PlotRange-~»{{0.2°,0.7"},{-0.15",0.1"},{0.9°,1.3"}},AxesLabel-~»{x,y,z}],p9,p%];

Show [graf9b=ParametricPlot3D [{x[t] ,y[t] ,z[t]}/.s0l1l9,{t,15,1000} ,PlotStyle—»{Orange},
PlotRange-»{{0.3",0.68°},{-0.15",0.1"},{0.9°,1.2"}},AxesLabel~»{x,y,z}],p9,p9%];

Show [graf9b,graf9,p9,p9i]
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Parametros pertencentes aNj; € < ec

(a=0.9;);
(B=0.8913639104773827) ;

2 a pl3)

{1.5148}

PR10 = {0.8913639104773827" , 0.9, €c[0.8913639104773827" , 0.9] - 0.0009};
m Pontode equilibrio

PO [PR10]

{0.470451, 0, 1.05919}

plO=ListPointPlot3D [{{0.47045107795749347" ,0,1.0591865976178645" }},
PlotStyle—-PointSize [0.02] ,ColorFunction-"RustTones"] ;

m Condigédo inicial externa a 6rbita

plO0i=ListPointPlot3D [{{0.481" ,0,1.063  }},PlotStyle—»PointSize[0.02],
ColorFunction-»"CMYKColors"] ;

m Solucgdo para a condigédo inicial externa a érbita

soll0=NDSolve [{x'[t]==f1[x[t],y[t],z[t],PR10],y [t]==£f2[x[t],y[t],z[t],PR10],z" [t]==£3[x[t],
y[t],z[t],PR10],x[0]==0.481,y[0]=:0,2z[0]==1.063},{x[t],y[t],z[t]},
{t,0,1500}];

Show[grafl0=ParametricPlot3D [{x[t] ,y[t] ,z[t]}/.s0l11l0,{t,0,1500},PlotStyle-»{Red},
PlotRange-{{0.45°,0.49°},{-0.01",0.01},{1.04°,1.08°}}],p10,p10i];

m Condicdo inicial interna a érbita

plObi=ListPointPlot3D [{{0.4615 ,0,1.06 }},PlotStyle—»PointSize[0.02],
ColorFunction-"CMYKColors"] ;

m Solugdo para a condigéo inicial interna a érbita

soll0b=NDSolve [{x'[t]=f1[x[t],y[t],z[t],PR10],y [t]==f2([x[t],y[t],z[t],PR10],z [t]=£3[x[t]
y[t],z[t] ,PR10],x[0]==0.4615,y[0]=0,2[0]==1.06}, {x[t],y[t],z[t]},
{t,0,1800}];

Show[graflOb=ParametricPlot3D [{x[t],y[t],z[t]}/.soll0b,{t,0,1680},PlotStyle-»{Black},
PlotRange-{{0.457" ,0.483"},{-0.007",0.0052"},{1.048" ,1.07 }},AxesLabel-»{x,y,z}]

,p10,pl0bi] ;

Show [grafl0b,grafl0,pl0,pl0i,pl0bi]
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Parametros pertencentes a N, tomando € >
€ec no arco de parabola da figura 3.23

Clear[ec]

B=0.8915;

a=0.9;

2 a i3l

{1.5148)

a p*% (B*-1) (a* B+ (a®-5) B?+3)

0.000111172

PR11 = {0.8915, 0.9, ec[0.8915, 0.9] + 0.00001};

m Pontode equilibrio

PO [PR11]

{0.470151, 0, 1.05911}

pll=ListPointPlot3D [{{0.470150762046627" ,0,1.0591057508989423" }},
PlotStyle—»PointSize [0.02] ,ColorFunction-»"RustTones"] ;

m Solugédo para a condigédo inicial interna a érbita

solll=NDSolve [{x'[t]==f1[x[t],y[t],z[t],PR11],y [t]==£2[x[t],y[t],z[t],PR11l],2" [t]==£3[x[t],
y[t],z[t], PR11],x[0]=:0.47055,y[0]=:0,2z[0]=1.06}, {x[t],y[t] z[t]},
{t,0,1300}1];

Show[grafll=ParametricPlot3D [{x[t] ,y[t],z[t]}/.solll,{t,5,1303},PlotStyle—»{Red},
PlotRange-»{{0.2°,0.7°},{-0.15",0.1"},{0.9",1.3°}}11~

m Condigédo inicial externa a 6rbita

plli=ListPointPlot3D [{{0.4708 ,0,1.06 }},PlotStyle—»PointSize[0.02],
ColorFunction-"CMYKColors"] ;

m Solugédo para a condigédo externa a érbita

solllb=NDSolve [{x'[t]==f1[x[t],y[t],z[t],PR11l],y [t]=£f2[x[t],y[t],z[t],PR11],z" [t]==£3[x[t
y[t],z[t],PR11],x[0]==0.4708,y[0]==0,2[0]==1.06},{x[t],y[t],z[t]},{t,0,
2000131 ;

Show[grafllb=ParametricPlot3D [{x[t],y[t],z[t]}/.s0lllb,{t,0,2000},PlotStyle—-{Blue},
PlotRange-»{{0.2°,0.7"},{-0.15",0.1°},{0.9°,1.3°}}],p11li];
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m Solugédo para condigédo inicial sobre a érbita

solllc=NDSolve [{x’[t]==f1[x[t],y[t],z[t],PR11],y [t]==£2[x[t],y[t],z[t],PR11],z [t]=£3[x[t
y[t],z[t] ,PR11],x[0]==0.47068,y[0]==0,2z[0]==1.06}, {x[t],y[t],z[t]},{t,0,
1500} ;

Show[grafllc=ParametricPlot3D [{x[t],y[t],z[t]}/.solllc,{t,5,1500},PlotStyle-»{Black},
PlotRange—-{{0.4688" ,0.4715 },{-0.0005",0.0005"},{1.0582",1.0601"}}],pl1l1l];

Show[grafllc,grafllb,grafll ,pll,plli]

Parametros pertencentes a N, tomando € >
€c abaixo do arco de parabola da figura 3.23

a B2 (B?-1) (a* BS+(a®-5) B2+3)
2 (a® p*-p%+1) (4 o? B*-p2+1)

11=

a=0.94;
Solve[11==0,]

{{B~-1.32525}, {B»-1.}, {B~»-0.917618},{B~0.},{B~0.-1.61193 i}, {B-0.+1.61193 i},
(B-0.917618}, {B~1.},{B~1.32525}}

B=0.917618;

2 a pl3}

{1.65254}
PR13 = {0.9176183349498903" , 0.94, ec[0.9176183349498903" , 0.94] + 0.0003};

m Pontode equilibrio

PO [PR13]

{0.40875, 0, 1.04392}

pl3=ListPointPlot3D [{{0.40875008276599034" ,0,1.0439241838330968" }},PlotStyle~
PointSize [0.02] ,ColorFunction-"RustTones"] ;

m Condigédo inicial da é6rbita interna ao ciclo limite repulsor

pl3i=ListPointPlot3D [{{0.46 ,0,1.044 }},PlotStyle—»PointSize[0.02],
ColorFunction-"CMYKColors"] ;

m Solugdo para a condigdo inicial interna ao ciclo limite repulsor

soll13=NDSolve [ {x’[t]=f£f1[x[t],y[t],z[t],PR13],y [t]=£2[x[t],y[t],z[t],PR13],z [t]=£3[x[t]
y[t],z[t],PR13] ,x[0]==0.46,y[0]==0,2z[0]==1.044}, {x[t],y[t],z[t]},{¢t,0,
1900} ;
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m Condigdo inicial do ciclo limite repulsor

m Solugédo para a Condigédo inicial do ciclo limite repulsor

m Condigdo inicial externa ao ciclo limite repulsor

m Solugdo da condigédo inicial externa ao ciclo limite repulsor

m Condigédo inicial paraociclo limite atrator

m Solugao para a condigao inicial do ciclo limite\trator
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m Condigdo inicial externa ao ciclo limite atrator

m Solugdo para a condigdo inicial externa ao ciclo limite atrator

Show[grafl7 ,grafl4,grafl5,grafl6,grafl3, pl3]

Parametros do ponto Q

{0.86828, 0.8505, 1.37574}

m Ponto de equilibrio para os parametros do ponto Q

PO[PR12]

{0.519071, 0, 1.07317}

m Solucgédo



