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Resumo

Neste trabalho, analisamos o gas ideal relativistico carregado, tanto classico como quantico
(gés de Bose), em um numero arbitrério de dimensdes do espago-tempo. Para a anélise
fisica, foi usada a metodologia do ensemble microcanonico na Mecanica Estatistica. As-
sim procedendo, obtivemos as grandezas termodinamicas para uma temperatura arbitraria
T. Estudamos em detalhes as grandezas termodinamicas nos limites nao relativistico
(kT < Mc?) e ultra-relativistico (kT > Mc?), sendo M a massa das particulas e an-
tiparticulas. Obtivemos resultados interessantes e inesperados acerca do gas classico no
limite ultra-relativistico. No contexto do gés ideal de Bose, empenhamos boa parte do
estudo ao condensado de Bose-Einstein, pois esse é um assunto peculiar e se torna bem

mais complexo quando consideramos a existéncia das antiparticulas.

Palavras-chave : géas ideal relativistico carregado, antiparticulas, particulas, conden-

sado de Bose-Einstein, corpo negro.



Abstract

In this work, we analyze the ideal relativistic charged gas, both classic as quantum (Bose
gas), in an arbitrary number of space-time dimensions. For the physical analysis, we used
the methodology of the microcanonical ensemble in statistical mechanics. In doing so,
we obtained the thermodynamic quantities for an arbitrary temperature 7. We study in
detail the thermodynamic quantities in the non-relativistic limit (k7" < M¢?) and ultra-
relativistic (KT > Mc?), M being the mass of particles and antiparticles. We obtained
interesting and unexpected results on the classical gas in ultra-relativistic limit. In the
context of ideal Bose gas, we dedicate much of the study to the Bose-Einstein condensate,
because this is a peculiar subject and becomes much more complex when we consider the

existence of antiparticles.

Keywords: charged relativistic ideal gas, antiparticles, particles, Bose-Einstein con-

densate, black body.
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Capitulo 1

Introducao

No ano de 1928, Paul Dirac formulou a teoria de existéncia da antiparticula, um elemento
que possui algumas propriedades (massa, spin, paridade) iguais a particula, porém com
carga elétrica oposta [1], resolvendo assim o problema de energia negativa decorrente da
equacgao de Klein-Gordon. Em decorréncia dessa descoberta, o fisico Carl Anderson, em
1931, comprovou experimentalmente a existéncia do pdsitron, a antiparticula do elétron [2—
4]. Assim tomamos conhecimento de um elemento da natureza denominado antiparticula.

A principio, podemos assumir a hipétese que depois do Big Bang, época em que o
Universo era estritamente quente e denso [5], cada particula possuia sua antiparticula
correspondente [6]. Nessa época, o Universo era uma “sopa” de particulas, antiparticulas
e radiagao. Isso perdurou até ocorrer a inflagdo do Universo [4,6]. Depois da expansao, o
Universo comecgou a esfriar e a criagao de pares comegou a entrar em extingao. A energia
da aniquilacdo de particulas/antiparticula ndo mais transformava-se em dois novos pares.
Essa energia (ou radiagdo) pode ser observada hoje em dia e recebe o nome de radiacao
cosmica de fundo [4,5]. O que passa a dominar no Universo é a matéria, ou seja, ela nao
é totalmente liquidada com a aniquilagdo de pares particulas/antiparticula. Essa pequena
porc¢ao de matéria forma o Universo que conhecemos [4,6]. Este fato certamente nos leva
a questao: por que a matéria nao foi aniquilada como a antimatéria?

O fisico Andrei Sakharov assumiu duas hipdteses para explicar a predominancia de
matéria no Universo [7-10]: particulas e antiparticulas transformaram-se em outras parti-
culas e essa transformacao era mais frequente com as antiparticulas, ocorrendo, assim, uma
predominancia da matéria e consequentemente uma assimetria entre as populagoes. No
entanto, Sakharov nao explicou por que as transformacoes favoreciam apenas as particulas?

A criacao de pares de particula/antiparticula acontece em altas temperaturas, como por
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exemplo, no Universo primordial ou em nicleos de estrelas. No entanto, podemos fazer
experiéncias com antiparticulas nos grandes aceleradores de particulas (LHC, Fermilab
Main Ring, ELSA, ALBA, entre outros) [9]. Por exemplo, uma das maiores proezas do
experimento ATHENA no CERN, foi produzir, pela primeira vez, antihidrogénio [11]. O
experimento ALPHA é a continuacao do ATHENA. O principal objetivo desse experimento
é estudar simetrias fundamentais entre matéria e antimatéria [12] e, com isso, compreender
melhor porque a maior parte do nosso Universo, hoje, é constituida apenas por matéria.

Como o Universo primordial trata-se de um meio extremamente quente contendo
particulas, antiparticulas e radiacao, podemos considera-lo como um gas, mais precisa-
mente um gas relativistico carregado. Assim, usarfamos a mecanica estatistica e por
meio dela obteriamos a termodinamica desse gas. Consequentemente, poderiamos obter
informacgoes valiosas a respeito desse sistema. Isso é exatamente o que foi feito nesse
trabalho. Determinamos a termodinamica de um gas relativistico carregado.

Haber e Weldon [13] estéo entre os pioneiros no estudo da termodinamica do gas ideal de
Bose relativistico carregado usando mecanica estatistica. No artigo Thermodynamics of an
Ultrarelativictic Ideal Bose Gas de 1981, esses autores apresentam, em quatro dimensoes,
algumas grandezas termodinamica do géas ideal de Bose ultrarelativistico, ou seja, quando
a energia térmica k7 é muito maior que a energia de repouso Mc?. Também analisam o
condensado de Bose-Einstein nesse regime em um niimero arbitrario de dimensoes, espago-
temporais.

Devemos também citar o trabalho de Carvalho e Rosa Jr. [14], que embora anterior a
[13], difere desse ao considerar o niimero total de particulas constante. No entanto, a altas
temperaturas, de acordo com a teoria quantica de campos, devemos considerar particulas
e antiparticulas. Portanto, devemos considerar a conservacao da carga e nao a populacao
total como foi feito em [14].

Depois do artigo do Haber e Weldon [13], surgiu uma série de pesquisas a respeito
do gés relativistico carregado. Em 1982, Haber e Weldon [15] tratam o mesmo gas em
um numero de dimensoes arbitrario usando teoria quantica de campos, determinam as
grandezas termodinamicas e trabalham com os dois regimes de temperatura, nao rela-
tivistico kT < Mc? e ultrarelativistico kT > Mc?. No ano seguinte, Singh e Pandita
[16] analisam um gés de Bose relativistico em um nimero arbitrério de dimensoes espa-
ciais usando mecanica estatistica. Em 1997, Kirsten e Toms [17] estudam o condensado

de Bose-Einstein em dimensao arbitraria usando teoria quantica de campos; em 2007,
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Grether et al [18] fazem o mesmo estudo de [17], porém numericamente. Em 2008, Begun
e Gorenstein [19] estudam o condensado de Bose-Einstein do gas de pions relativistico
com carga nula. Por fim, o artigo mais recente é de 2014 de Pandita [20]. Ele estudou
analiticamente o condensado de Bose-Einstein e comparou seus resultados com Grether et
al [18].

Inspirados por esses trabalhos e a fim de melhor compreender nosso Universo, nesse tra-
balho tratamos o gas relativistico carregado, tanto do ponto de vista classico como também
do quantico. Contudo, nao usamos teoria quantica de campos no estudo. Dessa, apenas
utilizamos a informacao de que a carga, nimero de particulas menos o de antiparticulas,
se conserva. No presente estudo usamos a Mecanica Estatistica.

A Mecanica Estatistica faz uso de ensembles para obter a termodinamica de um sistema
em equilibrio termodinamico. Para termos uma visao mais fisica do problema usamos o
ensemble microcanonico. Nesse ensemble a termodinamica é obtida através da entropia
levando em consideracdo que essa ¢ méaxima no equilibrio termodinamico [21-23]. De-
vemos lembrar que, em mecanica estatistica, nao estamos interessados em saber como o
sistema chegou ao equilibrio termodinamico; mas nos interessa quais sao as propriedades
termodinamicas do sistema em equilibrio temodinamico. O Apéndice A tras uma breve
revisao da definicao do ensemble microcanonico nos casos classico e quantico, mostrando
como obtemos as grandezas termodinamicas por meio desse ensemble.

Nos Capitulos 2 e 3, estudaremos o gas ideal classico relativistico carregado e o géas
ideal de Bose relativistico carregado, respectivamente. Obteremos a termodinamica do
gas em um numero arbitrario de dimensoes e calcularemos os limites nao relativisticos e
ultrarelativisticos das correspondentes grandezas termodinamicas.

No Capitulo 4 analisaremos o condensado de Bose-Einstein do gas ideal de Bose re-
lativistico carregado. Essa analise sera feita em dois limites distintos, nao relativistico e
ultra-relativistico. Calcularemos a temperatura critica em cada situagao e estudaremos a
densidade relativa do estado fundamental. Um estudo grafico do comportamento do po-
tencial quimico serd também apresentado. No capitulo 5 apresentamos nossas conclusoes.

No presente estudo, as fungoes modificadas de Bessel K, () serao uma ferramenta ma-
tematica fundamental, onde v serd determinado pela dimensionalidade do espago-tempo.
No Apéndice B consideramos algumas de suas propriedades. Outra fungao importante para
nosso estudo foi a fungao Polilogaritmica g, (z). No Apéndice C apresentamos algumas

das suas propriedades usadas neste trabalho.
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Julgamos que nossa principal contribuigao neste trabalho seja a demonstracao de que,
em temperaturas suficientemente altas, tanto o gas ideal de Bose relativistico carregado
como o gas ideal cldssico relativistico carregado comportam-se como a radiagao de corpo
negro. Embora, esse fato ja seja conhecido no contexto do gis de Bose [15,16], é de
certa forma curioso que também se verifique no contexto cldssico. Outro aspecto no qual
julgamos ter particularmente contribuido consiste no estudo dos regimes nao relativistico

(kT < Mc?) e ultra-relativistico (kT > Mc?) de temperatura.



Capitulo 2

Gas Ideal Classico Relativistico

Carregado

Neste capitulo analisaremos o gas ideal classico relativistico carregado em um numero de
dimensoes arbitrario D do espago-tempo usando o protocolo do ensemble microcanonico
(Apéndice A). Essa andlise ndo ¢ encontrada na literatura, sendo assim os resultados
obtidos neste capitulo serao inéditos. Esse gas é composto por particulas e antiparticulas,
por exemplo, um gas de mésons e antimésons. A carga total desse sistema serd definida
por
Q= (N =N a (2.1)
onde N(4) ¢ o nimero total de particulas, N(_y ¢ o niimero total de antiparticulas e q ¢
uma carga elementar, em nossos calculos consideraremos ¢ = 1.
No ensemble microcanonico, a entropia, a menos de uma constante, é definida por
[21-23]
S(F) = kInl'(E), (2.2)

sendo k a constante de Boltzmann. O volume no espago de fase, I'(E), entre duas hiper-
superficies de energia (F e F 4+ A, A < E) é definido pela Eq.(A.4). No entanto, agora
temos duas populagoes distintas (particula/antiparticula), assim o volume no espago de

fase é dado por:

P(E)oc > Qfni i), (2.3)
{nyin-yit
onde n(4y; € nimero ocupagao de particulas, n(_); ¢ nimero ocupagao de antiparticulas

e Q{n)i;n-y}) é o nimero de estados. Q({n(yy,n(-y}) é calculado pelo nimero de

maneiras que podemos arranjar Ny particulas e INV_) antiparticulas nas K células do

5
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espaco ;1 dado o conjunto distribui¢do {n(yy;,n)} e considerando que as particulas e

antiparticulas sao distinguiveis. Desse modo, teremos que’

K

Q{nenneh) =]

i=1

1
— (2.4)
N(4+)i ()i
Seguindo os passos da teoria do ensemble microcanénico, maximizaremos InQ({ny;, (- })
usando o método dos multiplicadores de Lagrange. Nesse caso, consideraremos o sistema

com carga () e energia F fixas notando que fixamos a diferenca entre o nimero de particulas

e antiparticulas (), nao o nuimero total IV,

N =N + No), (2.5)
onde X

Ny =Y ngi (2.6)
¢ -

Nioy = D ni (2.7)

Portanto, nossos vinculos serao:

Q= Z(nm = n(-)i) (2.8)

=1
e
K
E =Y (n@y+nee, (2.9)
=1
sendo

= c\/ M?c? + p? (2.10)

a energia relativistica média da i-ésima célula no espago . Assim, dados os viculos Eq.(2.8)
e Eq.(2.9), devemos encontrar as distribui¢des mais provaveis n4); e 7(—); que maximizam

InQ({n ()i, n)i}). Para encontrarmos essas distribuigoes faremos a variagao:

) IHQ({HH)Z‘, )+« Z N4y — N(-) - p Z )e; ]

0,

T T (=) i =T ()i (—)i

(2.11)
usando a aproximagao de Stirling [24], Eq.(A.8), encontrando as seguintes distribui¢oes

para particulas e antiparticulas, respectivamente,

Mgy = e“e P (2.12)

1 Usamos a contagem correta de Boltzmann, ou seja, dividimos pelo fatorial do ntimero total de particula

Niy! e de antiparticula N(_!
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Ny = e e P (213)

Em seguida, para encontrarmos os multiplicadores de Lagrange em funcao das varidveis
termodinamicas energia interna® U, volume V e carga () basta usarmos os vinculos, ou
seja, as Eqgs.(2.8) e Eq.(2.9). Primeiramente, trabalharemos com o primeiro vinculo, como

vemos a seguir:
K
Q=) (" —e e (2.14)
i=1
Transformando a soma de Riemann em integral teremos

Q=(e"—e") v /e_ﬁcv MPe4p? gD=1y, (2.15)

hP~1 ¢ o volume das células no espaco j. Para resolvermos a integral acima, transfor-

onde
maremos as coordenadas cartesianas em coordenadas polares esféricas seguindo o método
abaixo.

O volume de uma esfera em dimensao arbitraria j é dado por:
0,;(R) = C;R, (2.16)

onde R é o raio dessa esfera e C; ¢ uma constante a determinar. Assim, a drea da mesma

pode ser obtida via:

=,(F) = ~L(0,(R)] = O, 2.17)

Logo, usando uma integral conhecida, como por exemplo a integral de uma gaussiana em
dimensao j, podemos encontrar a constante C;. Por meio de

/ dry... / daje~ @) — / 2™ dR = jC; / RI-'e ™ dR. (2.18)
— — 0 0

o0 [e.9]

Ao conhecermos o resultado da integral de uma gaussiana 77/2 e fazendo uma troca de

varidvel R? por t teremos que

o 1> 1 ()
Rile®ar == [ #2etar =T (2], (2.19)
; 2 J, 2 2

onde I' (x) é a func¢do gama. Portanto,

o (2.20)
TAT() TG+Y |

20nde U(S,V) = E(S,V) [22].
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Depois da mudanca de coordenadas, faremos a seguinte mudanca de variavel:
p = Mcsh(w). (2.21)

Com isso,

dp = Mcch(w) dw (2.22)

vV M?%c? + p? = Mcch(w). (2.23)

Assim, usando, em sequéncia, Eq.(B.3), Eq.(B.6) e Eq.(B.5) (Apéndice B) obtemos que

_ _ 2
1 ¢ e/ MPE TR D=1, _ 2PP2mPR2 (Me)P! Kpja(BM ) , (2.24)
pD—1 pD—1 (BMc2)(D-2)/2
onde identificamos
pD-1 (6M02>(D—2)/2

ADfl

= : 2.25
2D/2xD/2=1(Mc)P=1 Ko (BMc2) (225)

O que chamaremos (A) de comprimento de onda térmico®. Logo, a Eq.(2.15) torna-se:

Vv

Usando a Eq.(2.26), o multiplicador de Lagrange o := S (sendo p o potencial quimico),

associado com a fixacao da carga (), é dado por:

1 = B tarcsh (Q;\‘[;1> . (2.27)

Note que se () = 0 implica em p = 0 e vice-versa. Agora, para expressarmos [ como
funcao da energia interna U, do volume V e da carga (), usaremos o segundo vinculo

Eq.(2.9) e os numeros de ocupagoes mais provaveis (Eq.(2.12) e Eq.(2.13)). Isto é,
K
E= Z(eo‘ +e e P, (2.28)
i=1

Sendo que, novamente, a soma de Riemann torna-se uma integral:

E=(e+e) V_l / e/ M2 + pre ey M2+ gD=1y, (2.29)

hD

Para resolvermos a integral, faremos a seguinte manipulacao:

o/ M22 + pe=PeV/ M2 p® — —% [e*BCV M202+p2] ) (2.30)

3Usando um abuso de linguagem, ja que estamos tratando o gas por meio da teoria classica. No entanto

no préximo capitulo veremos que esta denominagao faréd sentido.
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Logo,

8 ]. 202 2
E=—(e"+ e—a)v% [hD_l /e—ﬁcvM op dD—lp] : (2.31)

Da Eq.(2.24) temos que:

E=—(e"+e ")V

o {21)/27TD/2—1(Mc)D_1 KD/2(5M02) ] (2.32)

% hD-1 (BM2)(D-2)/2

Usando a Eq.(B.7) obtemos:

E = 2ch(a)v 2 (M) {(D — 1) Kppa(BMc)

hD-13D/2-1 3
Por ultimo, sabendo que a energia total é igual a energia interna, temos:

K271(5M62)
U =2ch(a)VA~P V=t D1+ MC%W :

+ MC2KDZ_2(BM02)] . (2:33)

(2.34)

onde AP~V ¢ dado na Eq.(2.25). De forma aniloga aquela que nos levou a Eq.(2.26)
obtemos que N, Eq.(2.5), é dado por:

%4
Portanto,
U=NB'|D-1+M 25K%‘1(6MC2) (2.36)
= c Kg By | .

Antes de calcularmos a entropia, determinaremos a dependéncia funcional do niimero

total da populagao N, Eq.(2.5), em termos de ) e V. Conhecendo a propriedade:
ch’a = sh’a + 1, (2.37)

das Eq.(2.26) e Eq.(2.35) segue que:

A2D-DN2 AP 2
w2 ez

1. (2.38)

Multiplicando por 4V2/A2(P=1) ambos os lados da Eq.(2.38) teremos:

4Vv2

Com as distribuigoes mais provaveis calculadas (Eq.(2.12) e Eq.(2.13)), podemos con-

siderar que o volume do espago de fase I'(F) é dado por

D(B) o Q{7 oy }). (2.40)
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pois os outros nimero de estados sao despreziveis com relacao a Q{74 -y }). Assim,
usando as Eq.(2.4) e Eq.(A.8) encontramos que a entropia Eq.(2.2) é dada, a menos de
uma constante, por:
S = kan({ﬁ(_,_)i,ﬁ(_)i})
K

= —kY (gl +n_on_;) + kN (2.41)

i=1
sendo N dado na Eq.(2.39). Ao substituimos as equagoes Eq.(2.12) e Eq.(2.13) na equagao

anterior, alcancamos o seguinte resultado:
S=kUB—kQa+ kN (2.42)

sendo U dado pela Eq.(2.36), a = Bu (u dado pela Eq.(2.27)) e N dado pela Eq.(2.39).
Usando o mesmo método que leva a Eq.(A.23), lembrando que 8 = 5(U,Q,V), a =
a(U,Q,V) e N =N(U,Q,V) mostramos que

1

==

(2.43)

Agora, como ja sabemos que § = 1/kT podemos plotar o grafico do potencial quimico,

Eq.(2.27), versus a temperatura em D = 4 como mostra a figura a seguir:

Figura 2.1: Potencial Quimico: pvs. T (M =10, h=c=V =k=Q = 1).

Vemos, no grafico da figura 2.1, que a temperaturas muito altas o potencial quimico
tende a zero e para temperaturas préximas ao zero absoluto o potencial quimico tende

a energia de repouso (u = Mc?), o que serd comprovado analiticamente nas préximas
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secoes. Portanto, para temperatura muito elevada, o gas carregado relativistico possui o
comportamento de um gas relativistico nao carregado, isto é, assume um comportamento
semelhante a radiacao de corpo negro, isso sera verificado na secao 2.2.

Em quatro dimensoes podemos fazer o grafico das duas densidades relativas particulas
n()/n e antiparticulas n(_y/n. A equagao que descreve ambas densidades relativas, res-

pectivamente, sao dadas por:

n(+) 1
= 2.44
n 672% +1 ( )
(§
n(_) 1
= 2.45

onde i é dado pela Eq.(2.27), ny = Ny/V (N dado pela Eq.(2.6)), n—y = Ny/V
(N(-y dado pela Eq.(2.7)) e n = N/V, sendo

Ny =€ AT (2.46)
a V
Ny =ebn = (2.47)

e N dado pela Eq.(2.35). A seguir, veremos o gréafico que compara qualitativamente as

duas densidades relativas de particulas e antiparticulas em D = 4:

T o 4

0B ) : i

-
--------

[N R .

Densidades Relativas

Figura 2.2: Densidades Relativas de Particulas n(1)/n (curva azul tracejada) e de Antiparticulas n_/n

(curva vermelha tracejada-pontilhada) (M =10, h=c=V =k=0Q =1).

Note que para temperaturas muito baixas (kKT < M¢c?) a populagao predominante e que
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aproximadamente se mantém constante é a de particulas, pois escolhemos () > 0 na figura
2.2. A populacao de antiparticulas comeca ser relevante quando a temperatura cresce a
tal ponto que a energia k7' torna-se comparavel a energia de repouso Mc?, imediatamente
aparece “criacao e aniquilacao” de pares particula e antiparticula. Em uma temperatura
muito grande (KT > Mc?) ambas as densidades relativas tendem a se igualar.

Como ja calculamos a energia interna do gas ideal relativistico carregado e mostramos

a Eq.(2.43), podemos, usando as Eq.(2.39), Eq.(2.36) e

Cy = (g—g)v, (2.48)

determinar a capacidade térmica a volume constante Cy como na aquagao abaixo:

(D—1U NM2* U2 UXN?—Q?)
_ . 2.4
T TR N2 T NeRT® (2:49)

Cy = (D —1)Nk +

Usamos a Eq.(2.42) e a definigao de pressao,

28
p_T (W) . (2.50)

para determinar a equacao de estado do nosso géas ideal relativistico carregado. Assim,
obtemos

PV = NKT. (2.51)

onde N é dado pela Eq.(2.39). Note que a equagao de estado do gas ideal cldssico rela-

tivistico carregado, Eq.(2.51), ndo é igual a equacao de estado do gas ideal, pois N nao é

constante, depende da temperatura, da carga e do volume como mostra a Eq.(2.39).
Com a energia interna e a entropia do gas ideal classico relativistico carregado podemos

encontrar a energia livre de Helmholtz , dada por:
AUV, Q)=U—-TS =kT(Qa — N) (2.52)

Para melhor discutirmos a fisica do gas ideal classico relativistico carregado, conside-
raremos os limites nao relativistico kT" < Mc? e ultra-relativistico kT > Mc?, nas duas

proximas segoes.

2.1 Limite Nao Relativistico kT < M >

Nesta secao consideraremos o limite nao relativistico, ou seja, kT < Mc? em todas as

grandezas termodinamicas. Comecgaremos tomando esse limite para o comprimento de
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onda térmico Eq.(2.25) usando a expansao da funcdo de Bessel modificada de segunda

ordem K, (x) para argumentos grandes x > 1, Eq.(B.9). Assim, teremos

2 D? — 1)kT
ADP-1 — \D-1.5%F {1 — %} 7 (2.53)
onde
h2

A= S MRT (2.54)

Substituindo a Eq.(2.53) na Eq.(2.27), encontramos que o potencial quimico neste limite
¢ dado por:

Mc2
)\D—l
p = kTarcsh <Q€I€2T—V> . (2.55)

Considerando, primeiramente, ) > 0 na Eq.(2.55) e usando o fato de que
arcshr = In(z + Va2 + 1), (2.56)

o potencial quimico serda dado por:

\D-1 AV 2e—2Mc2 /KT
A2
No entanto, se tomarmos o limite nao relativistico na Eq.(2.39) usando a Eq.(B.9)* teremos
4V2 —2Mc?/kT
N = \/Q2 ey (2.58)

sendo A dado pela Eq.(2.54). Por fim, o potencial quimico Eq.(2.57) ficara:
D-1

2V

p=Mc*+ kTln [ (Q+ N)} : (2.59)

Para T" — 0 podemos considerar que N = |Q| = @ (da Eq.(2.58)). Assim, considerando

esse fato, o potencial quimico, Eq.(2.59) torna-se:

)\DlQ:|
v .

p= Mc*+ kTln { (2.60)

A proxima figura mostra os potenciais quimicos em qualquer regime de temperatura,

Eq.(2.27), e o nao relativistico, Eq.(2.60), em D = 4.

4Considerando apenas o primeiro termo da Eq.(B.9), pois os demais termos sao despreziveis com

realagao ao primeiro.
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Figura 2.3: Potencial Quimico: Eq.(2.27) (azul) e Eq.(2.60) (vermelha) (M =10, h=c=V =k =

Q=1).

Para baixas temperaturas, kT < Mc?, o grafico do potencial quimico nao relativistico
(curva vermelha) possui um comportamento semelhante ao grafico do potencial quimico
para qualquer regime de temperatura (curva azul).

Agora, se considerarmos @ < 0 a Eq.(2.55) torna-se:

Mc2
)\D—l
p = —kTarcsh (%) . (2.61)
Usando novamente a Eq.(2.56) temos que
A\DP-1 4V 2e—2Mc?/kT
_ 2
n = —Mc* — kTln oV <|Q|+\/Q2+W)] . (2.62)
No limite de baixas temperaturas (7" — 0) N = |Q|, assim
)\D—l
p=—Mc*—kTln {#} : (2.63)

As Eq.(2.60) e Eq.(2.63) estdo de acordo com [22]. E facil ver da Eq.(2.55) que se a carga
é positiva/negativa/nula o potencial quimico serd positivo/negativo/nulo.

Tomando o limite nao relativistico da energia interna Eq.(2.36) usando a Eq.(B.9) e
considerando, novamente, apenas que N = |@Q)| teremos que

D?—1 D?—1
kT)? — ——
SMc? [QI(kT) SM?2c4

U = lQIMe + L QIT + QI(KT)?. (2.64)

Vemos da Eq.(2.64) que a energia interna do gas ideal classico relativistico carregado no

limite de baixas temperaturas (kT < Mc?) é igual a energia total de repouso mais os
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termos de correcao, sendo que o primeiro termo ¢ a energia térmica total multiplicada
pela metade da dimensao espacial (D — 1)/2. Consequentemente a capacidade térmica

Eq.(2.49) a volume constante serd dada por:

D—1 D*—1
Cy = @Ik + 772

—— |Q|K>T. (2.65)

Note que em D = 4 a capacidade térmica a volume constante Cy é 3/2|Q|k como o gas
ideal classico nao carregado [22,23].

Substituindo as Eq.(2.55) e Eq.(2.64) na Eq.(2.42) e fazendo N = |Q|, obtemos que a
entropia neste limite é dada por

_D+1 (D? — 1)|Q|K*T AP Q)|

Para obtermos a equagao de estado no limite nao relativistico, substituiremos N = |Q| na
Eq.(2.51). Assim, obtemos que
PV = |Q|kT. (2.67)

A Eq.(2.67) é a equacdo de estado do gés ideal classico nao carregado [22,23]. Para
energia livre de Helmholtz basta substituirmos as Eq.(2.64) e Eq.(2.66) na Eq.(2.52),

assim encontramos que

A= McQ| + |Q|kTIn {w} —|Q|kT (2.68)
= % . .

A energia livre de Helmholtz Eq.(2.68) é exatamente a energia do gas ideal cldssico nao

carregado em D — 1 dimensoes espaciais mais a energia de repouso.

2.2 Limite Ultra-Relativistico kT > M >

Toda moeda possui dois lados: na secao anterior, consideramos o limite nao relativistico;
nesta secao, consideraremos o outro lado da moeda, o limite ultra-relativistico k7" > Mc?.
Ja temos as quantidades termodinamicas (energia, entropia, potencial quimico,...) no caso
geral, ou seja, para qualquer regime de temperatura. Nesta secao tomaremos o limite
ultra-relativistico dessas quantidades de forma semelhante ao que fizemos no caso nao
relativistico.

Usando a expansao da fun¢ao de Bessel modificada de segunda ordem K,(x) para

argumentos pequenos r < 1, Eq.(B.10), o comprimento de onda térmico Eq.(2.25) no
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limite ultra-relativistico serda dado por

D : (2.69)

1 M2\ 2
1+
2(D—2) \ kT

D-1 _ (he)P~t
)‘R - 2D717TD/271F<D/2)(]€T)D71' (2-70)

Substituindo a Eq.(2.69) na Eq.(2.27), obtemos que o potencial quimico no limite de altas

onde

temperaturas (KT > Mc?) é dado por:

D-1
p = kTarcsh (Q;\‘}; ) . (2.71)

Quando T — oo o potencial quimico sera dado por:

) Q(he)"* Q' ( (h)*

N 2D EEIT(D2)V(RT)P2 3 23D27T3D/23(F(D/2))3V3(kT)3D4) - (272)

Notemos que em primeira ordem tanto o comprimento de onda quanto o potencial quimico
nao dependem da massa das particulas e antiparticulas. Esse resultado é curioso, pois
temos um gés ideal relativistico carregado massivo e a partir das Eq.(2.69) e Eq.(2.71)
podemos ja concluir, antecipadamente, que esse géas, a altas temperaturas, comporta-se
de forma semelhante a um gés de fétons. A préxima figura mostra os potenciais quimicos

em qualquer regime de temperatura Eq.(2.27) e o ultra-relativistico Eq.(2.71) em D = 4.

0.00025

0.00020 -

0.00015

A

0.00010

000005 -

0.00000 T 1 L 1 L L P
120 2.5 5

Figura 2.4: Potencial Quimico: Eq.(2.27) (azul) e Eq.(2.71) (verde) (M =10, h=c=V =k =Q =1).

No regime de altas temperaturas, kT > Mc?, ambos os graficos geral (curva azul) e ultra-
relativistico (curva verde), tendem a zero. Neste regime de altas temperaturas, temos um

potencial quimico nulo, ou seja, temos um gas nao carregado (u =0 < Q = 0).
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Usando a Eq.(B.10), encontramos que a energia interna, Eq.(2.36), no limite ultra-

relativistico é dada por:

BN Qo Y]

sendo que numero total da populagao Eq.(2.39), no limite de altas temperaturas k7" >

Mec?, ¢ dado por:

V= %F (g) (kD) {1 - 2(%%(022— 2>} | &)

Note que o primeiro termo da Eq.(2.73) ndao depende da massa. Portanto, confirmamos

que a altas temperaturas o gés ideal relativistico carregado massivo comporta-se como um
gas sem massa. O primeiro termo da Eq.(2.73) em D = 4 tem forma planckiana, embora
estejamos tratando de um gas ideal classico.

Determinaremos, também, a capacidade térmica a volume constante Eq.(2.49) no limite
ultra-relativistico. Isso podera ser calculado de duas maneiras: calculando a derivada da
energia interna Eq.(2.73) com relagdo a temperatura a volume constante ou substituindo

as Eq.(2.73) e Eq.(2.74) na Eq.(2.49). Fazendo uma ou outra obteremos que:

2°D(D — 1)xPP2='v D\ 5
Cy O r (§> EXT P —
9D—1_D/2-1 D
B %M205—DkD—2TD—3(D —3)r (5> ‘ (2.75)

Substituindo as Eq.(2.71), Eq.(2.73) e Eq.(2.74) na Eq.(2.42) obteremos que a entropia
neste limite sera dada por:

_ 2PDVaPPIT(D/2)RPTP 2P PRI (D 2)RP TP B MPAY
o (hC)D_l (hC)D—l ’

S (2.76)

Ainda ha outras grandezas termodinamicas que devem ser calculadas no limite ultra-
relativistico, como por exemplo, a equagao de estado Eq.(2.51). Para termos esse resultado,

substituiremos a Eq.(2.74) na Eq.(2.51) e obteremos que:

b= 2(D1— 2) (Alff)z

Notamos que o primeiro termo dessa equagao é o primeiro termo da equagao Eq. (2.73)

_ 2D P2=10(D/2)(kT)P

P (hc)P-1

. (2.77)

dividido por V(D — 1). Novamente, temos um resultado planckiano [22,25]. Por tdltimo
a energia livre de Helmholtz. Substituindo as Eq.(2.73) e Eq.(2.76) na Eq.(2.52) teremos
que

_2PxPPTID(D/2)V (RT)P N 2P=17 D211 (D J2)V M2 (KT) P2

A= (he)P-1 (D — 2)(he)P-1

(2.78)
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A seguir, faremos um exercicio especulativo acerca de um gés carregado nao rela-

tivistico.

2.3 Gas Ideal Hipotético

Para fins especulativos, consideraremos que a energia média da i-ésima célula no espaco

de fase seja dada por:

2
Di
2M’

(2.79)

€ =

onde p; é o momentum da célula 7.

Seguindo o protocolo do ensemble microcandnico, encontramos as distribuigoes mais
provaveis dadas pelas Eq.(2.12) e Eq.(2.13), porém com ¢; dada pela Eq.(2.79). Também
usaremos os mesmos vinculos do caso relativistico Eq.(2.8) e Eq.(2.9) e os multiplicado-
res de Lagrange (« e () associados a estes. Considerando a fixagdo da carga Eq.(2.8),
encontramos o multiplicador de Lagrange o dado por:

D-1
a = arcsh (Q;\V ) ) (2.80)

onde A é dado pela Eq.(2.54). Usando o segundo vinculo, fixagao da energia Eq.(2.9),

descobrimos que o segundo multiplicador de Lagrange 3 ¢ dado por:

(D —1)N

42
N=4/Q2+ srmn (2.82)

Se fizermos a expancao da Eq.(2.82) para T'— 0 e T — oo teremos, respectivamente,

onde

2D7TD—1MD—lv2(kT)D—1

N=Q+ QI (2.83)
e
2(D+1)/27T(D—1)/2M(D—l)/Qv(kT>(D—1)/2 RP-1()2
- pD-1 + 2(D+3) 2 (D-1)/2 ) [(D-1)/2V/ (kT)(D~1)/2’
(2.84)

lembrando que A é dado pela Eq.(2.54).
Usando agora a defini¢ao de entropia no ensemble microcanénico Eq.(2.2), encontramos

a entropia desse gas dada na Eq.(2.42), porém com U associada a Eq.(2.81), a dado pela
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Eq.(2.80) e N dado pela eq.(2.82). Provamos, também, que 8 = 1/kT usando a Eq.(A.20).

Assim, pela Eq.(2.81) obtemos a energia interna desse gas dada por:

D—1
U= ~5—NkT. (2.85)

Expandindo a Eq.(2.85) para T'— 0 e T' — oo teremos, respectivamente,

D—1 2P gDV (D — 1) VA(KT)P
U= TQkT + Qh2(D71) (2'86)
e
2(D=1/27(D=1/2 [ (D-1)/2(D — 1)/ (LT)(P+1)/2 Q*(D — 1)hP~!
= D1 ‘l’2(D+5)/QW(D,D/QM(Dfl)/QV(kT)(DfS)/Q .
(2.87)

Jé especificada a energia interna, calculamos a capacidade térmica a volume constante
que ¢é dada por:

B D—1 2D_1MD_17TD_1(D _ 1)2V2/€DTD_1
2 + hQ(D—l)N :

(2.88)

Assim como também, calculamos os limites da capacidade térmica a volume constante

para altas e baixas energias:

e Limite de baixa temperatura (7" — 0):

D-1 D=1 D=1(D — 1)2 4 (D — 1)V 2P TP
Cv = = —Qk + GrED=T . (2.89)
e Limite de alta temperatura (7" — 00):
2(D=3)/2(D=1)/2 ) [(D-1)/2( )2 _ 1)/ (D+1)/2(D=1)/2
@ = 2R B
2(D—1)(D — 3)nP1

9(D+7)/20(D-1)/2 ) [ (D-1)/2Y/ |(D+1)/2(D-1)/2"
A equagao de estado ¢ calculada usando a Eq.(2.50), com isso encontramos

, . 4v?
PV = kT\[Q* + 557 = NHT. (2.91)

Seguindo a isso, calculamos os limites da equagao de estado para altas e baixas energias:

e Limite de baixa temperatura (7" — 0):

2D7TD_1MD_1 VQ(kT>D
Qh2(D—1)

PV = QkT + (2.92)
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e Limite de alta temperatura (7" — 00):

2(D+1)/27T(D71)/2M(D71)/2(kT)(DJrl)/QV thlQZ
- pD—1 +2(D+3)/27T(D—1)/2M(D—1)/2v(kT>(D—3)/2'
(2.93)

Note que em primeira ordem as grandezas termodinamicas no regime de baixa temperatura
descrevem um gas ideal classico usual. No entanto, para alta temperatura, as grandezas
termodinamicas nao descrevem um géas planckiano ao contrario do que ocorre na secao
3.2.

Estudaremos agora as densidades de cada populagao (particula n(.), e antiparticula

n(y,). Assim, temos que as densidades de particula e antiparticula sao dadas por®, res-

pectivamente,
N K -
n(+)h = —‘(/Jr) = Z ;r) = e*\ 3 (2.94)
i=1
e
N._ K (- o —
n—yn = (7) = Z (V) =e A 3, (2.95)

onde 7i(4y; e Ti(—); sdo dados pelas Eq.(2.12) e Eq.(2.13), respectivamente, com ¢; dada pela
Eq.(2.79).

O grafico a seguir compara as densidades relativas dos gases carregados relativistico
ny/n e nioy/n (Eq.(2.44) e Eq.(2.44), respectivamente) e nao relativisticos nyn/ns e

nyn/ny (onde np = N/V, sendo N dado pela Eq.(2.82)).

*Transformando a soma de Riemann em integral e resolvendo-a obtemos as Eq.(2.94) e Eq.(2.95).
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0.8 " . g

Densidades Relativas

Figura 2.5: Comparacio entre as densidades relativas do gas carregado relativistico e do gds carregado
nao relativistico, n(y),/nn (curva verde), n(_y,/ny (curva laranja), ney/n (curva azul) e n_y/n (curva

vermelha).

Claramente, o grafico mostra que ao considerarmos um gas carregado com carga () e com
energia Eq.(2.79), chegaremos a uma fisica que nao descreve qualquer gas conhecido. Os
resultados obtidos para o gas hipotético carregado mostram-nos que a criagdo/aniquilagao
de pares particula e antiparticula comeca a ocorrer em uma temperatura préxima ao zero
absoluto. Isso, obviamente, nao ocorre, por exemplo, com o gés do laboratério (nos ace-
leradores de particulas) ou com os gases da nossa atmosfera. Logo, esses resultados nao
descrevem a natureza. E portanto esse gas nao existe no Universo.

Concluimos que, a partir desse exemplo especulativo, para um géas carregado devemos
tanto considerar a conservacao da carga como também a energia relativistica. Isso se
deve ao fato de que o aparecimento de antiparticulas acontece apenas a temperaturas em
que energia kT torna-se comparavel a energia de repouso Mc2. Devemos salientar que o
equilibrio termodinamico de um gas ideal nao relativistico carregado requer que haja um
“mecanismo” de criacao de pares a temperaturas préximas ao zero absoluto e de maneira
independente da energia de repouso. Como tal mecanismo evidentemente nao existe (isto
é, segundo a eletrodinamica quantica, para haver criacao de pares, devemos ter kT da

ordem de M¢c?), a consideragao deste gas ¢ um mero exercicio.



Capitulo 3

Gas Ideal de Bose Relativistico

Carregado

Neste capitulo, analisaremos o gas ideal de Bose relativistico carregado em um nimero de
dimensoes espago-temporais D usando o protocolo do ensemble microcanénico (Apéndice
A). Como no caso do gés ideal classico relativistico carregado, o gés ideal de Bose também
possui particulas e antiparticulas, tendo carga total @, Eq.(2.1). A energia média na célula
i é dada pela Eq.(2.10), no entanto a célula 7, agora, é uma célula no espectro de energia
(figura A.3). Para encontrarmos o espectro de energia usaremos o Apéndice A e o protocolo
a seguir.

Conhecemos a equagao de Schrodinger para energia nao relativistica [26] que é dada
por

L O0U(z,t) R?

ih e —2MV2+V<.’B) P(z,t), (3.1)

sendo ¢ (x,t) a funcao de onda, x = {z1,z9,...,xp_1},

~ 2
. P
H = W —+ V(.’B), (32)
. 0
E=iho, (3.3)
P = —ihV (3.4)

os operadores hamiltoniana, energia e momentum linear, respectivamente. No caso rela-

tivistico o operador hamiltoniana é dado por

H=c\ P’ amee. (3.5)

22
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No entanto, ndo sabemos como aplicar esse operador na fun¢do de onda v (x,t). Para
solucionar esse problema aplicamos o operador Hamiltoniano Eq.(3.5) duas vezes na fungao

de onda, assim obtemos:

H*Y(x,t) = E*)(x, 1) (3.6)

ou

(]5”]51, — M202> Y(x, t) =0 (3.7)

que ¢é a equacao de Klein-Gordon, sendo

T P
P =ihg - = {PO,P} (3.8)
Logo,
A o? 5? 52 92
P'P, = —h? — — - = | = R0, 3.9
(028t2 or?  0x3 (’33:%1) (39)
Substituindo a Eq.(3.9) na Eq.(3.7) obtemos:
M?c?
(D = ) b(e,t) = 0. (3.10)

Em teoria quantica de campos, a equagao Klein-Gordon (Eq.(3.7)) retrata bésons de spin
nulo e massa M [27]. A solugdo da Eq.(3.10) é a fungao de onda de uma particula livre,
dada por:

1

Wz 1) = exp (—%pyl’y) — exp l (- et)} | (3.11)

Agora, substituindo a Eq.(3.11) na Eq.(3.10) encontramos que

€p = c\/P? + M?32c2. (3.12)

A Eq.(3.12) vale tanto para particula como para antiparticula. Segundo Paul Dirac [1],
uma antiparticula possui a mesma energia que a sua correspondente particula, porém
com carga oposta (conjugacao da carga) [26], por isso consideramos apenas a €, positiva,
Eq.(3.12), da substituigao da Eq.(3.11) na Eq.(3.10).

Vamos supor que as fungoes de ondas Eq.(3.11) estejam em uma caixa cibica de largura

L e admitindo condigoes de contorno periédicas nas paredes da caixa, encontramos que

h
=—k 1

onde k = {ky, ks, ....,kp_1}, com k; € Z . Substituindo a Eq.(3.13) na Eq.(3.12) teremos

h2k?
€ = q/ =t M?2c2, (3.14)

que
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A Eq.(3.14) é o espectro de energia de cada particula ou antiparticula do nosso gés de Bose
relativistico carregado. Ao obtermos o espectro de energia, determinamos o nimero de
estados do sistema ['(F) com energia entre F e E+A. Temos um gas com duas populagoes,
particula e antiparticula, sendo que as particulas se distinguem das antiparticulas. O

nimero de estados do sistema I'(E) é definido por (vide Eq.(A.24)):
I'(E) = Z W ({n@in-yi}) (3.15)
{nineit

onde W ({n(+)i,n(_)i}) ¢ o numero de estados correspondendo ao conjunto ocupagao

{n(ﬂi, n(,)i} definido por:
W ({neine}) = [T wemwe (3.16)

Como estamos tratando um gas de Bose teremos que

()i +gi — 1)!
"(+)¢!(Qz‘ —1)!

(3.17)

W4y =

(0 +9i —1)!
n(_)i!(gi — 1)' ’

onde w(4); ¢ numero de maneiras em que podemos arranjar n(y); particulas na i-ésima

(3.18)

W) =

célula com g; estados, w(_y; ¢ niimero de maneiras em que podemos arranjar n_); anti-
particulas, também na i-ésima célula com g; estados, e (g; — 1) é o nimero de subdivisoes
da célula . Sabendo que existe uma distribuicao mais provavel de particula n.; e anti-

particula m_;, podemos considerar que

F(E) =W ({ﬁ(_,_)i,ﬁ(_)i}) . (319)

Logo, vamos maximizar InW ({n(+)i, n(_)i}) para encontrarmos 7(4); € T—y;. Usaremos o
método dos multiplicadores de Lagrange (« e ) com os vinculos Eq.(2.8) e Eq.(2.9), e as
Eq.(3.17) e Eq.(3.18),

= 0.

T4 T (=) i =T (4)isT(—)i

(3.20)

6 | W ({neyiniyi}) +ad (ney =ney) =B (ne + n(—)i)@]

Assim, usando a aproximacao de Stirling, Eq.(A.8), encontramos as distribui¢oes mais

provaveis, dadas por
9i
e—aePe — 1

Moy = (3.21)
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e
_ 9i
=0 3.2
") exePei — 1 ( )
sendo ¢; dado pela Eq.(2.10). Também, podemos escrever:
_ ()i 1
= = 3.23
n(JF)p gi efaeﬁep -1 ( )
e
= (- 9i

i exeber — 17
onde T4)p ¢ a distribui¢ao de particulas/antiparticulas mais provavel no momentum p e
€p ¢ dada por Eq.(3.12).
A entropia é definida pela Eq.(2.2), sendo que I'(E) é dado pela Eq.(3.19). Assim,
se substituindo as Eq.(3.21) e Eq.(3.22) na Eq.(2.2), usando a aproximagao de Stirling,
Eq.(A.8), e o fato de que g; > 1 teremos:

—a ,0¢€;
—a, Pe; 9; o Be; e e
Sk L rore T () + G () +giln (m) '
ol e ebei
giln —e“eﬁfi —
= kZ [ + 662 + an (—)i + 561 gzln (1 — eae_5€i) _
—giln (1 — e 74)]. (3.25)

Usando as Eq.(2.8) e Eq.(2.9) e considerando que a energia interna U e igual a energia

total E, encontramos que
S = pU - Ba@ — ngi [ln (1 — eae’BEi) + giln (1 — eaefﬁei)] (3.26)

Usando as Eq.(3.26) e Eq.(A.20) mostramos que 5 = 1/kT’; definindo o = S e calculando
a equacao de estado [28] via Eq.(2.50),
PV

T = Zgi [In(1 —e%e P4) + In(1 — e e 7], (3.27)

encontramos que a entropia é dada por

U p@Q PV
S T T + T (3.28)
Tomamos o limite do continuo!,
D—-1rzV [®

— dP~tp = ( / P=2qp, 3.29
; / p=rmye ), P (3.29)

1Sabendo que p ¢ dado pela Eq.(3.13).
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na Eq.(3.27) temos que

PV (D —1)aP=1/2 v /oo ) o i
> T In(1 — ePrePer) 4 In(1 — e PHrePer pD de—
kT I (25 hP-1 |, [In( ) ( )]

—[In(1 - eﬁue_ﬁMcg) +In(1 — e—ﬁue—ﬂM&)]. (3.30)

Vale ressaltar que o potencial quimico em modulo é menor ou igual a energia de repouso
[13,28], ou seja,
—Mc* < pu < M. (3.31)

Isso se deve ao fato de o nimero de particulas e/ou antiparticulas no estado fundamental
ser positivo definido. Por exemplo, se considerarmos que p > Mc? e p = 0 na Eq.(3.23),
o numero de particulas no estado fundamental serd negativo e isso nao possui significado
fisico?. Sendo assim, podemos usar que
e :i:l,@ue [Bep
In(1 — e*Preree) = Z (3.32)
=1

temos

PV 2(D—1)7P=12 v Sch(Ifp) [ 5 b
2 1:>)+1 D1 Z ( )/ e PrpPrdp —
kT L% M b

—[In(1 — &P PMEY L in(1 — ¢ Pre= M), (3.33)

Fazendo a mudanca de varidvel Eq.(2.21) e usando a Eq.(B.3) identificamos que

o - (D =1\ (M) Kppa(iBMc?)
1Bep, D=2 7. _ oD/2—1
/0 e pP2dp = 2P/271r ( 5 ) T (IBME)DRT (3.34)

Assim, encontramos que a equacdo de estado, Eq.(3.27), é dada por:

2(P+2)/22 (D22 \ D26V (KT)P/? SN ch(lBu)

PV = D1 ; o Kop(IBMe?) -
— KT[n(1 — P PM) 4 In(1 — e_ﬁ:‘e_ﬁMCQ)]. (3.35)
ou
= 2kTZ Chl Ji/ﬁ;‘ Algl — KTIn(1 — e M) 4 In(1 — e Pre M) (3.36)
onde

hP-1 (ﬂMC ) (D-2)/2

AD 1 _
~ 2D2gD2=1()f¢)D-1 Kp(1BMc2)

(3.37)

2Se p < —Mc? e p = 0, pela Eq.(3.24), o ntimero de antiparticulas no estado fundamental serd

negativo.



CAPITULO 3. GAS IDEAL DE BOSE RELATIVISTICO CARREGADO 27

é o comprimento de onda térmico que podemos associar a Eq.(2.25), para [ = 1 temos
exatamente a Eq.(2.25).
De forma geral, expressaremos implicitamente os multiplicadores de Lagrange o (o =

fu) e 5 em funcao de @, U,V tomando o limite do continuo, Eq.(A.39), sabendo que

+iBu —1Be
T = et (3.38)

Usando a Eq.(3.34) nas Eq.(2.8) temos que p [16,20,28] é dado de forma implicita por:

D27 (D=02)\[P2cY (KT)P=2/2 X sh(lBp) 2
Q = D1 > [0-272 Kop(IBMET) +

=1

1 1

- e_ﬁﬂeﬂMCQ —1 - @5#65M02 — ]_

(3.39)

Note que o sinal de p depende do sinal da carga (carga positiva implica um potencial

quimico positivo e carga negativa implica um potencial quimico negativo e quando |u| =

Mc? [13,28] teremos o condensado de Bose-Einstein, que sera tratado no préximo capitulo.
Agora, usando as Eq.(B.3) e Eq.(3.34) na Eq.(2.9) temos que 5 é dado por:

9(D+2)/27(D=2)/2 N [(D+2)/2 31/ (| T)(D=2)/2
U = D1 X
o~ ch(iBp) (D — 1>KD/2(Z5M62)
[(D=2)/2 [BMc?
1 1
e—BreBMe® _ | + eBrebMe® _ 1

+ K(p—2)2(IBM¢c?)

+Mc? [

(3.40)

A Eq.(3.40) corrige a energia que Singh & Pandita [16] e Pandita [20] obtém. Esses
autores cometem um erro ao calcular a energia na forma geral e isso torna-se claro quando
analisamos as equagoes (7), (8) e (9) do artigo [20]. Percebemos que na equagao (9) hé

um termo sobrando,

_ Mc*sh(Bu)
ch(Bep) — ch(Bu)’

esse termo corresponderia a densidade de carga Eq.(3.39), quando V' — oo®, multiplicada

(3.41)

pela energia de repouso Mc2. Nas préximas secoes veremos que a energia interna obtida

m [16] e [20] ndo recupera a energia cinética do gds de Bose nao relativistico e, também,
a energia interna no limite ultra-relativistico obtida por [13]. E interessante notar que a
energia interna de um gas com massa nao carregado, ou seja, @ = 0 — p = 0 (fazendo

i =0 na Eq.(3.40)) é duas vezes a energia interna de um gas de bdsons escalares [29].

3Maiores explicacdes no Capitulo 4.
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Substituindo a Eq.(3.28) na equagdo A = U — T'S, obtemos que a energia livre de
Helmholtz é dada por:
A=Qu— PV. (3.42)

Agora, escrevendo as Eq.(3.23), Eq.(3.24) em séries de poténcias (Eq.(3.38)) e em seguida
tomando o limite do continuo (Eq.(3.29)) obtemos, usando a Eq.(3.34), que o nimero total

N (ntmero total de particulas mais o nimero total de antiparticulas) é dado por:

9(D+2)/27(D=2)/2 \[D/2 Y (K T)(D-2)/2
N =Y (ngp+ney) = 5 «
P

— ch(1fp)

-7z Kppp(IBME) + No, (3.43)
=1
onde

No= 1 : 3.44
0= GPRPNE 1 | ePughME _ | (3.44)

¢ o numero total de particulas mais antiparticulas no estado fundamental.
Nas préximas secoes deste capitulo, detalharemos o estudo das equagoes anteriores nos

limites nao relativistico e ultra-relativistico.

3.1 Limite Nao Relativistico kT < M

Nesta secdo, estudaremos o limite nao relativistico, ou seja, kT < Mc?. A primeira
grandeza termodinamica que vamos obter neste limite é o potencial quimico, Eq.(3.39),
em D dimensoes espaco-temporais [15]. Para fazer esse calculo, tomaremos kT < Mc?
na Eq.(3.39) usando a Eq.(B.9), até o segundo termo dominante, e a Eq.(C.1), lembrando
que p ¢ limitado (Eq.(3.31)). Assim, obtemos que

Q 1 p—Mc2 —(u+Mc?)
S VEE LA G Rt G

kT M2 a2
g0 0 fome (o) o (59| 4

sendo A o comprimento de onda térmico dado pela Eq.(2.54),

1 1 1
Po = V LB(MCLM) —1 - BMSEtp) _ J (3.46)

é a densidade de carga do estado fundamental e g;(z) a funcao polilogaritmica (Apéndice

/,1.7]\/Ic2 . . , 7(u+1Wc2)
C), onde g; (e kT ) corresponde a contribuicao das particulas e g; (e T ) corres-
2 2

ponde a contribui¢ao das antiparticulas. Para Eq.(3.45) temos dois casos: no caso em que
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o potencial quimico é positivo, ou seja, () > 0, as particulas predominam sobre as anti-

particulas, pois todos os termos da série Eq.(C.1) que representa a fungao polilogaritmica,

_ 2
gi (e o >), tendem a zero exponencialmente quando o > 0. Assim a Eq.(3.45) torna-se
2

”—Mc2
@ o2 () ar @ron e\ 1 1
v oo taaa o e 0 | tygmea o (347)

no caso em que o potencial quimico é negativo, ou seja, ) < 0, as antiparticulas predomi-
nam sobre as particulas, pois todos os termos da série Eq.(C.1) que representa a fungao
. e —Mc? . :
polilogaritmica, ¢g; (eH T ), tendem a zero exponencialmente quando p < 0. Assim a
2

Eq.(3.45) torna-se

|pe]| =M c?
Q| 923 (6 T ) kT (D*—1) || = Mc? 1 1
v AD-1 tare o e \e T )ty g oy (348)

Sabendo disso, podemos escrever a Eq.(3.45) em fung¢ao do mdédulo de p:

‘Q| g% <6|M|;¥62> kT (D2 — 1) || —Mc? 1 1

A fim de comparacao e de analise, calcularemos, agora, o numero total da populacao
N, Eq.(3.43), no limite nao relativistico. Encontraremos N nao relativistico seguindo
os mesmos calculos feitos para acharmos a densidade de carga, tomando kT < Mc? na
Eq.(3.43) usando as Eq.(B.9) e Eq.(C.1) e o fato de que particula ou antiparticula ird
dominar sobre a outra dependendo do sinal da carga e consequentemente do sinal do

potencial quimico. Assim, N nao relativistico em funcao de |u| serd dado por:

<|=

|pe| =M c?
_gr <e " ) kKT (D?—1) lnl—pe? 1 1 350
=— 07 tawe w1 e e v 890
Note que N = |Q| (Eq.(3.50)=Eq.(3.49)).

Além dos limites nao relativistico e ultra-relativistico temos os limites cldssico e quantico

[16]. Os dois ultimos s@o definidos por

1

V\b=1
(N)A > 1 (3.51)
(&
()7
NA <1, (3.52)

respectivamente. Sendo que A é o comprimento de onda térmico dado pela Eq.(2.54),

e (V/N)P-1 ¢é a distancia entre os elementos do gés; neste limite podemos considerar
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que N = |@Q| como visto na Eq.(3.50). Faz sentido falar de limite classico, Eq.(3.51),
apenas para temperaturas superiores a temperatura critica*, ou seja, quando o gés nao
esta no condensado de Bose-Einstein, pois o condensado de Bose-Einstein é um fenomeno
quantico. Portanto, no limite classico a densidade de particulas do estado fundamental
(ultimo termo da Eq.(3.50)). Assim, se tomarmos o limite cldssico Eq.(3.51) da Eq.(3.50)
podemos escrever o médulo do potencial quimico em funcao da carga @), volume V e

temperatura T que é dado por

AP-1 AP-1 || —Mc? kT 9 || —Mc?
= % = goa (e RT )+W(D —l)g% (e RT ) (3.53)

v
N

O lado esquerdo da Eq.(3.53) é muito menor que um de acordo com a Eq.(3.51), assim,
para termos consisténcia matematica é necessario que a expressao do lado direito também
seja muito menor que um. Para que o lado esquerdo da Eq.(3.53) seja muito menor que
um ¢ necessario que |u| < Mc?. Portanto, consideraremos apenas o primeiro termo da
série que representa a funcao polilogaritmica, Eq.(C.1), j4 que os outros termos de ordem

maiores sao despreziveis com relagao ao primeiro. Logo, teremos que

\D-1 — (M2 LT —(McZ—|p
v = e¥ + m(m — 1)e¥. (3.54)
QI

Considerando apenas o primeiro termo da Eq.(3.54) encontramos que o médulo do poten-

cial quimico serda dado, em primeira ordem, por:

| = Mc? +1n (%) : (3.55)

O potencial quimico no limite quantico (Eq.(3.52)) sera calculado no préximo capitulo,
pois envolve a regiao do condensado de Bose-Einstein e possui apenas solugao grafica.
Agora, usando as Eq.(B.9) e Eq.(C.1) na Eq.(3.40) encontramos o limite nao rela-

tivistico ¥T' < Mc? da energia interna que é dado por:

Me == SRR, D-1)(D+5
Vo= AD:V{‘JD? <6’%)+9DQ—1(6 i ))}H/kT( 8/\)17(—1+ )

M2 —(p 2
X |:gD2+1 (e“ " >—|—9132+1 (6 o ))] + U,. (3.56)

onde A é o comprimento de onda térmico e U, é a energia correspondente ao estado

fundamental dada por:

1 1
_ 2
Up = Mec (65%2#) — + o = 1) . (3.57)

4Temperatura que acontece o condensado de Bose-Einstein, assunto do Capitulo 4
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Novamente, no limite nao relativistico particula ou antiparticula vai predominar. Sabendo
disso, podemos escrever a Eq.(3.56) em fun¢ao do médulo do potencial quimico |pl:

Mc? ul=Mc? D—-1)(D+5 ul=Mc?
U = )\D:Vg% (e"kIT” >+VkT< 8)\)l§1 )gDZH (ez«fy )+

1

2—
tMe oy -1

(3.58)

Podemos, agora, escrever a energia interna Eq.(3.58) em fungao da carga Eq.(3.49) consi-
derando que estamos em fora do condensado de Bose-Einstein, ou seja, a temperatura T’

é maior que a temperatura critica T, no equilibrio termodinamico quando V' — oo:

D—-1)VET ul=Mc?
-t s LRI (), 0

A energia interna Eq.(3.59) é a energia total do nosso gés, energia de repouso (NMc? =
|Q|Mc?) mais a energia cinética (tltimo termo da Eq.(3.59)). Para obtermos apenas a
energia cinética devemos subtrair da Eq.(3.59) a energia de repouso NMc* = |Q|Mc?.

Assim teremos:

(D—-1)VEkT |l =M
Uein =U — NMc* = —5odee e ) (3.60)
A energia cinética Eq.(3.60) concorda com [22] em D = 4. Para obtermos o limite classico,
Eq.(3.51), (|u] < Mc?) consideraremos na Eq.(3.60) apenas o primeiro termo da série que

representa a fungao polilogaritmica, Eq.(C.1), j4 que os outros termos de ordem maiores

sao despreziveis com relagao ao primeiro, e |u| dado pela Eq.(3.55). Assim obtemos:

Ui, = (D; 1)|Q\kT (3.61)

que ¢ a energia interna sem a energia de repouso de um gas ideal classico nao relativistico.
Expandindo a Bessel K, (IfMc?) para argumentos grandes Eq.(B.9) e usando Eq.(C.1)
encontramos que a equagao de estado Eq.(3.35) no limite nao relativistico é dada por:

kTV | — 2 D2 _ 1 kT ule 2
PV = D1 {9D2+1 (elkébf) + <8T2)9D;3 (6 |-M )} + kTIn(1 — em“‘e_ﬁMCz)‘
- C
(3.62)

No equilibrio termodinamico, o ultimo termo da equacao acima ¢ irrelevante na regiao
fora do condensado de Bose-Einstein, assim podemos desconsidera-lo. Ao fazermos isso,
notamos que em primeira ordem a equacao de estado Eq.(3.62) é proporcional a energia
cinética, Eq.(3.60):

PV =2 U, (3.63)
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como deveria ser para um gas de Bose nao relativistico [22,23].

Uma vez encontrando a energia, a equagao de estado e uma forma implicita para
o potencial quimico encontramos rapidamente a entropia Eq.(3.28) e a energia livre de
Helmholtz Eq.(3.42), que para corresponderem a um gas de Bose nao relativistico, devemos
subtrair o termo correspondente a energia de repouso como fizemos com a energia interna
Eq.(3.60).

Na préxima secao estudaremos o outro lado da moeda: o limite ultra-relativistico,

ET > Mc2.

3.2 Limite Ultra-Relativistico kT > M

Nesta se¢ao estudaremos o limite ultra-relativistico das grandezas termodinamicas do gas
ideal de Bose relativistico carregado. Veremos que neste limite, a populacao de anti-
particulas serd comparéavel ao de particulas. Neste limite as funcoes de Bessel modificada
de segunda ordem K, (BMc?) nas equagoes das grandezas termodinamicas serao dadas pela
Eq.(B.10), onde consideraremos apenas os dois primeiros termos da série. Primeiramente,
calcularemos o potencial quimico, Eq.(3.39), no limite kT > Mc? que serd dado de forma
implicita por:

b 2P (P=2/2(kT)P=2T (D /2)
(hc)Dfl

onde pg ¢ dado por:

[C(D —2) +..] + po, (3.64)

SV VM2 2
A Eq.(3.65) foi obtida considerando kT > Mc* > pna Eq.(3.39), considerando p := Q/V.

Po (3.65)

Notamos que neste limite a antiparticula contribui tao qual a particula para formagao da
termodinamica do gés de Bose ultra-relativistico carregado. O célculo do segundo termo
da Eq.(3.64) nao pode ser calculado por nosso método, pois devemos considerar todo o
somatério da expansao da K, (3Mc?) para argumentos pequenos. Porém, hd outro método
para encontrar esse termo que nao usa a Bessel modificada de segunda espécie; esse método
foi usado por Haber & Weldon [13].

Da Eq.(3.64) podemos escrever o potencial quimico p em funcao da carga @) na regiao

fora do condensado de Bose-Einstein®:

_ (he)”~'Q
N = oD 0=272(kTYD-2T (D/2) (D — 2)V

(3.66)

SEstudaremos o condensado de Bose-Einstein no préximo capitulo.
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Vemos da Eq.(3.66) que se a carga é positiva, negativa ou nula o potencial também serd po-
sitivo, negativo ou nulo. E interessante notar que o potencial quimico “quantico” Eq.(3.66)
difere do potencial quimico “classico” Eq.(2.72) pela constante multiplicativa 1/{(D — 2),
considerando que h na Eq.(2.72) é igual a constante de Planck que aparece na Eq.(3.66).

No limite ultra-relativistico o géds é estritamente quantico diferentemente do caso nao
relativistico tratado na secao anterior. Como j& vimos, no limite classico, a distancia entre
os elementos do gas é muito grande se comparada ao comprimento de onda térmico que

neste caso é dado por
hc

AT:ﬁ.

(3.67)

A distancia entre as cargas, (V/|Q[)*/P~!, é sempre a mesma. No entanto, a distancia entre
particulas e antiparticulas (V/N)'/P~! decresce com a temperatura como mostraremos a

seguir: tomando o limite ultra-relativistico da Eq.(3.43) temos que N é dado por

N 2PxP=22(kT)P-1T (D/2) No
— = D—-1 — 3.68
onde
Ny 1 2MckT (3.60)

VoV M2 — 2
Note que N nao é igual ao médulo da densidade de carga, Eq.(3.64), ao contrario do que
acontecia com o caso nao relativistico. A Eq.(3.69) mostra-nos que abaixo de certa tempe-
ratura (onde u = Mc?) os elementos do gds comecam a migrar para o estado fundamental,
um fenomeno puramente quantico, ou seja, abaixo dessa temperatura ja nao temos o li-
mite classico. No entanto, resta-nos mostrar que esse gas também ¢ estritamente quantico
acima da temperatura onde |u| = Mc?. Para termos o regime cldssico, necessariamente,

VD1
&)™ > 1. (3.70)
Ar

Desconsiderando o estado fundamental da Eq.(3.68) e substituindo-a no lado direito da

Eq.(3.70), juntamente com a Eq.(3.67), termos que:

()™ _ i
A [2P7D/2-11 (D /2)¢(D — 1)]1/(13—1) <1 (3.71)

Essa razao sempre serd igual a uma contante independentemente da temperatura e essa
constante sempre serd menor que um. Logo, mostramos que o gas no regime ultra rela-
tivistico nao possui limite cldssico em nenhuma circunstancia como afirma [16]. No en-

tanto, o numero total de elementos N no limite ultra-relativistico “quantico”, Eq.(3.68),
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¢é proporcional ao nimero total de elementos N no limite ultra-relativistico que calcula-

mos no Capitulo 2, Eq.(2.74), sendo que a constante de proporcionalidade é (D — 1),

novamente considerando que h na Eq.(2.74) é a constante de Planck da Eq.(3.68).
Agora, tomando o limite kT > Mc* > p na Eq.(3.40) teremos que a energia interna

sera dada por:

2D =1 (D=2)/2y/ (kT\P=2T (D /2)

U= (he)P! .
2 2 D—=3. 54
+Uo, (3.72)
onde U, é dada por:
Up = M*kT L, = NoMc? (3.73)
0 Mc2—pu M+ pu o ’

A Eq.(3.72) para T > T e em D = 4 recupera o resultado de [13]. Para T' > T podemos

escrever a energia interna em fungao da carga substituindo a Eq.(3.66) na Eq.(3.72), assim,

2P 7(D=2/2y (KT)PT (D/2)

U = (o)1 (D —1)¢(D) —
2P 17 (D=22y/ (kD=2 M2*T (D/2) D — 3
_ ho - 2C(D —2). (3.74)

Note que o primeiro termo da energia Eq.(3.74) é ((D) vezes o primeiro da Eq.(2.73) e
o segundo termo da Eq.(3.74) é (D — 2) vezes o segundo termo de Eq.(2.73) se h que
aparece na Eq.(2.73) for a constante de Planck. A capacidade térmica a volume contante
Cy é facilmente obtida da Eq.(3.74), basta derivar com relagao a temperatura e a volume
constante.

A equacao de estado do sistema é calculada tomando o limite ultra-relativistico da

Eq.(3.35). Assim, a equacao de estado do gés de Bose relativistico carregado é dada por:

_ 2Pr(P=22(ET)PT(D/2) (D — 2)p? — (Mc?)? KT, (M2t — 12
P= () D1 DY+ =p—gure P 2>} i T
(3.75)

Considerando T' > T na Eq.(3.75) em D = 4 temos o resultado encontrado por [13]. Se
substituirmos a Eq.(3.66) na Eq.(3.75), considerando a regiao onde T' > T, a equacao de

estado com o primeiro termo de correcao torna-se:

2D7T(D_2)/2(kT)DF(D/2) 2D—17T(D—2)/2(kT>D—2F(D/2>MQC4

F= (hc)P-1 D) (he)P~1(D — 2)

¢(D—2). (3.76)

8Tc é a temperatura que o condensado de Bose-Einstein comec a se formar.
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Se considerarmos que h, na Eq.(2.77), é a constante de Planck, o primeiro termo da
Eq.(3.76) ¢ igual ao primeiro termo da Eq.(2.77) vezes ((D) e o segundo termo da Eq.(3.76)
é igual ao segundo termo da Eq.(2.77) vezes ((D — 2). Além disso, note que a energia
interna Eq.(3.74) é (D — 1) vezes PV, Eq.(3.76), em primeira aproximagao. Essa relagao
da equacao de estado com a energia interna ¢ a mesma relagao entre equagao de estado e
a energia interna na radiagao de corpo negro [22,23,29].

O limite ultra-relativistico da entropia Eq.(3.28) para a regiao onde kT > kT (nova-

mente desprezando o estado fundamental) ¢ dada por:

g 2D717T(D72)/2kDfQTDf:SVF(D/Q
- (he)D=1

) {2D(KT)*¢(D) + [(D — 2)u* — M*c*] (D —2)}.
(3.77)

Em D =4, a Eq.(3.77) é identica a entropia encontrada por [13]. Substituindo a Eq.(3.66)

na Eq.(3.77) encontramos que a entropia é dada por (considerando apenas o primeiro

termo de corregao):
2P (D=2)/2|,DTD=1YV (D /2) D
(he)D1

2D_17T(D_2)/2kD_2TD_3VF(D/2)M2C4
(hc)Dfl

5= (D) (D-2).
(3.78)
Novamente, primeiro termo da Eq.(3.78) é igual ao primeiro termo da Eq.(2.76) vezes ((D)
e o segundo termo da Eq.(3.78) é igual ao segundo termo da Eq.(2.76) vezes (D — 2) se
e somente se h na Eq.(2.76) for igual a constante de Planck.
Resta-nos, agora, calcular a energia livre de Helmholtz. Substituindo a Eq.(3.66) e

Eq.(3.76) na Eq.(3.42) obtemos que a energia livre de Helmholtz é dada por
2P (P=2/2(kT)PT(D/2) (D) 2P (D=2/2(LT)\P=21 (D /2) M2
(he)Pt (he)P=H(D = 2)

H4, também uma proporcionalidade entre os termos da Eq.(3.79) e da Eq.(2.78), conside-

A:

¢(D—2). (3.79)

rando que h na Eq.(2.78) é a constante de Planck. O primeiro termo da Eq.(3.79) é {(D)
vezes o primeiro termo da Eq.(2.78) e o segundo termo da Eq.(3.79) é ((D — 2) vezes o
segundo termo da Eq.(2.78).

As grandezas termodinamica calculadas neste capitulo no limite ultra-relativistico con-
cordam com aquelas em [13], quando tomamos D = 4. Percebemos também, como
mostrado acima, que ha proporcionalidade entre as quantidades calculadas nesta secao
e aquelas do capitulo anterior no regime de altas temperaturas, considerando que “h”, nas
equagoes do Capitulo 2, é igual a constante de Planck. Se nao considerarmos o elemento de
volume “h” (inserido no caso classico para garantirmos adimensionalidade) igual a cons-

tante de Planck, mas sim proporcional a esta, mediante um ajuste adequado, obteriamos
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com a teoria classica os mesmos resultados obtidos com a quantica. Note que para que
esta curiosidade aconteca, é necessario apenas considerar a existéncia de antiparticulas, a
energia relativistica e um volume “A” minimo no espaco de fase classico que, claramente,

estd relacionado com o principio da incerteza.



Capitulo 4

Alguns Aspectos do Condensado de

Bose-Einsteln

Deixamos, particularmente, um capitulo para analisarmos alguns aspectos do conden-
sado de Bose-Einstein (BEC-Bose-Einstein Condensate), pois trata-se de um assunto pe-
culiar, com muitos detalhes e que vem sendo estudado arduamente [13-20, 28, 30-33].
Abaixo de uma certa temperatura, denominada temperatura critica Tx, a populagao
particulas/antiparticulas comega migrar para o estado de menor energia, ou seja, para
o estado fundamental. Até que no zero absoluto as populacoes se encontram totalmente
no estado fundamental. A isso chamamos de condensado de Bose-Einstein. Acima da tem-
peratura critica a populacao do estado fundamental é irrelevante. O BEC pode acontecer
em qualquer regime de temperatura, e o que vai determinar quando este ocorrera sera a
densidade do gas. Porém, dificuldades analiticas nos impedem de achar matematicamente
a temperatura critica no caso geral. Nessas circunstancias estudaremos apenas os gases
de Bose nao relativistico e ultra-relativistico.

Neste momento, é importante definir o que sao gases de Bose nao relativistico e ultra-
relativistico. O gds de Bose é ndo relativistico se kT < Mc? e ultra-relativistico se
kTc > Mc? Sendo assim, podemos encontrar um gds nao relativistico no regime ultra-
relativistico (KT > Mc?) e esse gds sera descrito pelas quantidades termodinamicas da
segunda secao do Capitulo 3. Isto é, um gas de Bose nao relativistico a altas tempera-
turas comporta-se como radiacao de corpo negro. Podemos, também encontrar um gas
ultra-relativistico no regime de baixas temperaturas (kT < Mc?), no entanto esse gds se
encontrara no BEC como veremos nas se¢oes deste capitulo. A figura a seguir mostra tanto

as temperaturas criticas nao relativistica e ultra-relativistica, como os regimes de baixas

37
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temperaturas (KT < Mc?) e de altas temperaturas (kT > Mc?) na escala de energia k7.

Regime Regime
kT<<Mc? kT>>Mc?
0 ! ! —> 7
1 1 1
kTc Mc? kTc

Figura 4.1: Escala de energia com os regimes de temperatura e com as temperaturas criticas. T¢

vermelho representa a temperatura ultra-relativistica e T azul representa a temperatura nao-relativistica.

Pela figura 4.1, vemos que no regime de baixas temperaturas (kT < Mc? - regiao azul), o
gds nao relativistico (kT < Mc?) (T azul) pode estar tanto dentro e fora do BEC (regiao
em azul) e o gds ultra-realtivistico estd no BEC, pois nessa regido kT < Mc* < kTe (Te
vermelho). J4 no regime de altas temperaturas (kT > Mc*- regiao vermelha), o gds nao
relativistico se comporta como radiacao de corpo negro, de acordo com a segunda secao

do Capitulo 3, e o gas ultra-relativistico pode estar tanto dentro como fora do BEC.

4.1 Gas de Bose Nao Relativistico k7T < Mc?

Para determinamos a temperatura critica T de um gas de Bose nao relativistico (kTo <
M¢c?), usaremos a densidade de carga em primeira aproximacao, Eq.(3.49), levando em
conta que o potencial quimico > 0, ou seja, nosso gas possui densidade de carga positiva.
O BEC ocorre em p = Mc?, pois é nessa ocasiao em que a densidade de carga do estado
fundamental torna-se relevante e isso pode ser confirmado analisando o 1dltimo termo da
Eq.(3.49). Assumimos, também que 7' = T + 60 (0 < 6 < 1), ou seja, ainda estamos
fora do BEC, porém T — T¢. Logo, podemos desconsiderar o estado fundamental da
Eq.(3.49). Assim, fazendo u = Mc? na Eq.(3.49), encontramos que a temperatura critica
de um gés de Bose nao relativistico é dada por

_ p
107 o [c (%)

onde usamos a propriedade Eq.(C.3) e p = Q/V. A temperatura critica, Eq.(4.1), estd

, (4.1)

completamente de acordo com Pandita [20], Pathria [23], Grether [18], e para D = 4 o
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resultado também ¢é igual ao do Haber & Weldon [15]. Note que a temperatura critica,
Eq.(4.1), depende da densidade de carga do gas e da massa das particulas e antiparticulas
desse gas. Observamos pela Eq.(4.1) que a massa M deve ser tal a ndo violar a relagao
kT < Mc?. Tsto é, dada uma densidade de carga p, se M tender a zero a Eq.(4.1) j4 nao
é mais vélida, pois a relacao kTy < Mc? serd violada.

Tendo a temperatura critica, podemos ver que o fato de kT < M¢c? implica que
p < (Mc/h)P~L. Isso pode ser verificado substituindo a Eq.(4.1) na relacao kT < Mc2.
Se assumirmos p > (Mc¢/h)P~! para um gés nao relativistico, a relagao kTy < Mc? é
violada. Logo, p < (Mc/h)P~! define o gds de Bose nao relativistico. Com a temperatura
critica, podemos, também, encontrar o potencial quimico no BEC e fora do BEC. Para
determinarmos o potencial quimico do géds nao relativistico consideraremos a Eq.(3.49).

Com algumas manipulagoes matematicas e em primeira aproximacao, temos

/
sendo A o comprimento de onda térmico dado pela Eq.(2.54), v = V/Q,
1
Qo = P (4.3)
a carga do estado fundamental e definimos
o = e(u—Mc2)/kT _ Ze—MCQ/kT7 (4‘4)

onde z = e**T" é a fugacidade. Nao temos uma solucio andlitica para a Eq.(4.2) e apresen-
taremos apenas a solucao grafica da equacao para o potencial quimico. Assim, podemos
ver no grafico a seguir, para D = 4, que para temperaturas abaixo da temperatura critica

o potencial quimico i é igual a energia de repouso Mc?.
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Figura 4.2: Gréfico 2’ vs. A (V =10%, v =Q/V = 1), A dado pela Eq.(2.54).

Vemos pela figura 4.2 que 2/ = 1 (ou seja, pu = Mc?) abaixo de certa temperatura T¢
(na figura T ~ 0.4). Agora, com o objetivo de analisar o comportamento do grafico para

diferentes volumes, construimos a figura a seguir com algumas curvas de volumes distintos.
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Figura 4.3: Gréfico de 2/ vs. A (v = Q/V = 1), A dado pela Eq.(2.54): curva preta V = 10%, curva

vermelha V = 103, curva laranja V = 102, curva verde V = 50.

Claramente, o grafico acima, nos mostra que quanto maior for o volume mais abrupta-
mente a curva tende ' = 1, ou seja, o potencial quimico tende a Mc?. A préxima figura
nos mostra uma ampliacao do grafico anterior na regiao em que instaura o BEC com mais

curvas para volumes diferentes.
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Figura 4.4: Gréfico de 2’ vs. A (v = Q/V = 1), A dado pela Eq.(2.54): curva preta V = 10%, curva
vermelha V' = 103, curva amarela V = 500, curva roxa V = 200, curva laranja V = 102, curva verde

V =50.

Notavelmente quanto maior for o volume, ou seja, quanto mais perto V for do limite
termodinamico V' — oo mais abruptamente o potencial quimico tende a Mc? quando a
temperatura se aproxima da temperatura critica. Assim, tendo o conhecimento do com-

ortamento grafico de z’. temos o seguinte solucao
M) 3

/ 17 se T < TC'7 (4 5)
z = .
gpa(2) ==, se T2Tc.

v

Usando esse resultado na Eq.(4.2), encontramos que a densidade relativa de carga do

estado fundamental de um gas de Bose nao relativistico carregado é dada por:

D-1
QO_ 1_<%>2 , S€ TSTC7

(4.6)
Q 0, se T>Te,

onde T¢ é dada pela Eq.(4.1). Para D = 4 temos o caso do gas de Bose analisado na
literatura [22,23]. A seguir, plotamos o gréfico da densidade relativa de carga do estado

fundamental Eq.(4.6) para D = 4.
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Figura 4.5: Densidade de carga relativa do estado fundamental do gds de Bose nao relativistico.

Note que abaixo de uma temperatura (na figura To = 2K'), o BEC instaura até que
em T'= 0K toda a populacao esta no estado fundamental.

Quando calculamos as quantidades termodinamicas no Capitulo 3 em funcao da carga
desconsideramos o estado fundamental no equilibrio termodinamico quando V' — oco. Para
temperaturas acima da temperatura critica " > T isso € claro. Para temperaturas abaixo
da temperatura critica T' < T isso também ocorre para algumas grandezas. Por exemplo,
abaixo da temperatura critica o tltimo termo da Eq.(3.62) é desprezivel se comparado com
o primeiro termo da mesma equacao. Isso se deve ao fato de que o termo (1 — 2") oc V!
22], 0 que pode ser verificado via Eq.(4.2) j& que 1 > g(p_1y,2(2")v/AP~1. Assim, a pressio

no BEC (quando p = Mc?) serd dada por:

KT (D* — VKT
= o1 9o D)+ oo (D (4.7)

2

P

Note que essa pressao, Eq.(4.7), é tanto a pressao do gas nao relativistico como do gés
ultra-relativistico no BEC no regime de baixas temperaturas (kKT < Mc?). A Eq.(4.7),
sem o termo de corregao (segundo termo), é idéntica a equagao da pressao no BEC que
encontramos em [22]. A energia interna sera diferente da que encontramos na literatura,
pois nossa energia é relativistica. No entanto, se da energia interna Eq.(3.58) subtrairmos

a energia de repouso NMc?, senso N dado pela Eq.(3.50), em p = Mc? encontramos que

Valor meramente ilustrativo.
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a energia cinética, Eq.(3.61), em T' < T é dada por:

(D —1) VKT

Ucin: 2 )\D—lg% (1):T

PV. (4.8)

A Eq.(4.8) ¢ a expressao usual da energia interna no BEC de um gds nao relativistico [22].
Tendo a energia interna, a pressao e sabendo que g = Mc? no BEC as outras quantidades
termodinamicas podem ser obtidas seguindo o procedimento padrao, lembrando que para
obtermos os resultados da literatura devemos tratar os termos correspondentes a energia

de repouso apropriadamente.

4.2 Gas de Bose Ultra-Relativistico kT > Mc?

Para determinamos a temperatura critica T do gés de Bose ultra-relativistico (k7o >
Mc?), usaremos a densidade de carga em primeira aproximagao, Eq.(3.64), levando em
conta, novamente, que o potencial quimico p > 0, ou seja, nosso gas possui densidade
de carga positiva. Como ja sabemos o BEC ocorre em p = Mc?, pois é nessa ocasiao
em que a densidade de carga do estado fundamental torna-se relevante e isso pode ser
confirmado analisando o dltimo termo da Eq.(3.65). Assumimos, também que 7' = T + 6
(0 < 8 < 1), ou seja, ainda estamos fora do BEC, portanto podemos desconsiderar o
estado fundamental da Eq.(3.64). Assim, fazendo u = Mc? na Eq.(3.64) encontramos que

a temperatura critica de um gas de Bose ultra-relativistico é dada por:

1

phD—l D2

T p—
¢~ | 20xD2-1T[D/2]¢(D — 2)M 3= DkD-2

(4.9)

A temperatura critica do gas ultra-relativistico esta completamente de acordo com Pandita
20], Pathria [23], Grether [18] e para D = 4 o resultado ¢é igual ao Haber & Weldon [15].
Note que a temperatura criticas, Eq.(4.9), depende da densidade de carga do gas e da
massa das particulas e antiparticulas desse gas. Observamos pela Eq.(4.9) que a massa M
deve ser tal a ndo violar a relacao kTx > Mc?. Isto é, dada uma densidade de carga p,
se M tender ao infinito a Eq.(4.9) j4 nao ¢ mais vélida, pois a relacao KTy > Mc? serd
violada.

Tendo a temperatura critica, podemos ver que p > (Mc/h)P~! pelo fato de kT >
Mc?. Tsso pode ser verificado substituindo a Eq.(4.9) na relagao kT¢ > Mc?. Se assumir-
mos p < (Mc/h)P~! para um gés ultra-relativistico, a relacdo kTx > Mc? serd violada.

Logo, p > (Mc/h)P~1 define o gds de Bose ultra-relativistico.
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Calcularemos o potencial quimico do gas ultra-relativistico de forma andaloga ao do gés

nao relativistico. Para facilitar o cdlculo a Eq.(3.64) foi escrita como

2D (P=2/2(,T\P=2, I (D/2) v v 2ukT
1= D—2)4 —— " 4.1
(he)D-1 D=2+ ipa e (4.10)
ou
2D (D-2)/2 T D—2 T(D/2
Q _,_ 27 W) “ul(D/2) vy _ gy, (4.11)

Q (he)P=t
onde v = V/Q e Qp é dada pela Eq.(3.65). Da Eq.(4.10) segue o gréfico em D = 4:

Figura 4.6: Potencial quimico: u vs. kT com V =105 (M =c=h=1).

Do gréfico acima, claramente, ;1 = Mc? abaixo de uma temperatura critica T¢ que na
figura 4.6 é aproximadamente 0,1. A figura a seguir mostra varias curvas do potencial

quimico com volumes diferentes.
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Figura 4.7: Potencial quimico: p vs. kT (M = ¢ = h = 1). Curva azul V = 105, curva vermelha
V =103, curva verde V = 102, curva amarela V = 10.

Na figura Eq.(4.7) fica claro que quanto maior for o volume, mais rédpido o potencial
quimico tende a energia de repouso Mc? & medida que a temperatura ¢ progressivamente

reduzida abaixo da temperatura critica. Na figura seguir ampliamos o grafico anterior

proximo a temperatura critica para termos uma analise melhor do grafico.
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Figura 4.8: Potencial quimico ampliado: u vs. kT (M = ¢ = h = 1). Curva azul V = 105, curva

vermelha V = 103, curva verde V = 102, curva amarela V = 10.

E claro na figura 4.8 que quanto maior for o volume V', ou seja, quanto mais nos aproxi-
mamos de V' — 0o, mais abruptamente o potencial quimico u tende a Mc?. Vale ressaltar
que esse grafico é semelhante ao grafico do potencial quimico em [19]. Portanto, com os

trés ultimos graficos, concluimos

Mc, se T <Tg,

(he)P~1Q
207 (D22 (KT)D—2T(D/2)C(D-2)V* > T=>Te.

= (4.12)

Assim, a densidade relativa de carga do estado fundamental de um gés de Bose ultra-

relativistico carregado, Eq.(4.11), é dada por:

1o () T<T
@_ Tc , S€ =40

(4.13)
Q 0, se T >"1Tg,

onde Ty é dada pela Eq.(4.9). Em quatro dimensoes temos o caso do gas de Bose ultra-
relativistico obtido por Haber & Weldon [13] e em D = 4 temos o grafico da densidade

relativa do estado fundamental, Eq.(4.13), como mostra a figura a seguir.
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Figura 4.9: Densidade de carga relativa do estado fundamental do gas de Bose ultra-relativistico.

Vemos da figura que o comportamento da densidade de carga relativa do estado funda-
mental é semelhante ao caso nao relativistico. Quando T = Ty (2.0K? na figura 4.9) o
condensado comeca a se formar até que em 7" = 0K temos toda a populacao no estado
fundamental. Ao calcularmos as grandezas termodinamicas no Capitulo 3 em funcao da
carga desconsideramos o estado fundamental, pois para temperaturas acima da tempera-
tura critica as contribuigoes devidas a esse estado sao irrelevantes. Porém, para tempera-
turas abaixo da temperatura critica esse estado torna-se importante. No entanto, quando
V — oo a parte que corresponde a o estado fundamental da Eq.(3.75) também torna-se
irrelevante devido ao fato de que M2c* — u? o V=1, o que pode ser verificado a partir da

Eq.(4.10). Assim, a pressdo no BEC é dada por:
2P (ET)PT(D/2) (D) (D — 3)(Mc?)?
B (hc)P—1 2(D — 2)(kT)?

No BEC ultra-relativistico o nimero de particulas no estado fundamental é igual ao médulo

¢(D—-2)]. (4.14)

da carga no estado fundamental e isso pode ser visto da Eq.(3.65), quando p = Mc* —
|Qo| = No, Eq.(3.69). Ou seja, para um gas ultra-relativistico, se ¢ > 0 como é nosso
caso, o estado de menor energia serd ocupado apenas por particula, antiparticulas nao
sao permitidas no estado fundamental. Logo, a energia do estado fundamental no caso
ultra-relativistico, Eq.(3.72), no BEC é dada por

2P gDy (RT)PAT (D )2) D? —4D — 1
v (heyp 2AD = DD+ =55 —

+QoMc%. (4.15)

2Valor meramente ilustrativo.

M?c*¢(D —2)| +
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Lembrando que a Eq.(4.15) é vélida apenas quando kT > Mc?. Temos um gds ultra-
relativistico, ou seja, kT > Mc? que esta no BEC, no regime ultra-relativistico, isto &,
kT > Mc?. Para que a Eq.(4.15) seja vélida quando T' — 0 é necessdrio que M = 0.
De acordo com a Eq.(4.9) quando M — 0 temos que T — oo. Neste caso, terfamos um
gas de Bose ultra-relativistico carregado, sem massa, e que sempre se encontraria no BEC
[13]. Para o regime de baixas temperaturas, kT < Mc?, as equagoes da pressao e da
energia cinética sdo dadas por Eq.(4.7) e Eq.(4.8), respectivamente. Note que as Eq.(4.14)
e Eq.(4.15), ndo descrevem o gés nao relativistico no regime de altas temperaturas, k7" >

M ¢c?, pois um gés nao relativistico no regime de altas temperaturas nunca estard no BEC.



Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho, analisamos o gés relativistico carregado em um nimero de dimensoes
arbitrario, segundo a mecancia estatistica cldssica e a quantica, usando o protocolo do
ensemble microcanonico. Obtivemos as grandezas termodinamicas em qualquer dimensao e
regime de temperatura, como também comparamos os comportamentos classico e quantico
revelando aspectos interessantes - as quantidades termodinamicas obtidas no gas ideal de
Bose no regime de altas temperaturas kT > Mc? sao proporcionais as do gas ideal cldssico
no mesmo regime de temperatura.

Mostramos que, curiosamente, para altas temperaturas o gas ideal classico carregado
comporta-se como radiacao de corpo negro. Esses resultados nao eram esperados, pois
esse feito mostra que o ingrediente fundamental para gerar o comportamento planckiano
nao se trata do uso da estatistica quantica, mas sim da existéncia de algum mecanismo de
“criacao de pares”, além da hipdtese de um volume minimo “A” no espaco de fase classico.

Na segunda parte do trabalho, analisamos o gas de Bose relativistico carregado isto é,
0 gas quantico compativel com a equacao de Klein-Gordon. O procedimento da anélise do
gas de Bose foi realizado da mesma forma que no do gas classico. Encontramos as quan-
tidades termodinamicas em um nimero de dimensoes arbitrario e estudamos em detalhes
os regimes nao relativistico (kT' < Mc?) e ultra-relativistico (KT > Mc?) tanto do gds de
Bose nao relativistico |p| < (Mc¢/h)3, como do ultra-relativistico, |p| > (Mc/h)3.

O fato das propriedades do gas definirem o gas como nao relativistico ou ultra-relativistico
ocorre apenas no gas quantico. No gas classico temos apenas um gas ideal no regime nao
relativistico ou ultra-relativistico. No regime de altas temperaturas, concluimos também
que as quantidades termodinamicas do gas de Bose sao duas vezes aquelas do gas de bésons

escalares [29]. Portanto, as particulas e as antiparticulas atuam, cada uma, como um gés
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de bosons escalares e conjuntamente como um gés de fétons, no regime de altas tempera-
turas. Vimos também que no regime de altas temperaturas, o gas ¢ estritamente quantico
independentemente da sua natureza, nao relativistico (kT < Mc?) ou ultra-relativistico
(KT > Mc?*). J& no regime de baixas temperaturas, o gds nao relativistico, dependendo
da distancia intermolecular, (V/N)YP~! pode ser tanto cldssico como quantico e o gés
ultra-relativistico nao possui limite cldssico, pois no regime kT < Mc? esse gds se en-
contra no BEC. Concluimos, também, que para o gas de Bose nao relativistico uma das
populagoes (particula/antiparticula) é predominante dependendo do sinal da carga. Con-
tudo, para o regime ultra-relativistico as duas populagoes contribuem igualmente na regiao
onde T' > T¢.

No caso do gds de Bose, hd o condensado de Bose-Einstein (BEC). Confirmamos a
existéncia de dificuldades analiticas para determinarmos a temperatura critica no caso
geral, isto é, em qualquer nimero de dimensoes e em qualquer regime de temperatura.
Sendo assim, calculamos as temperaturas criticas dos gases de Bose nao relativistico e
ultra-relativistico e vimos que dependem da densidade de carga e da massa do gas. Se
temos um gas de Bose nao carregado, ou seja, (Q = 0 ambas temperaturas criticas (Eq.(4.1)
e Eq.(4.9)) sdo nulas. Portanto, neste caso, nao existe BEC. Agora, se M — 0 implica que
Tc — oo, assim temos essencialmente um gas de Bose ultra-relativistico que se encontra
apenas no BEC.

A partir do potencial quimico calculamos a densidade de carga relativa do estado
fundamental em fungao da temperatura critica (Eq.(4.6) e Eq.(4.13)). Para um gas com
@ > 0 a temperaturas menores que a temperatura critica, a populacao de particulas
do gés de Bose (nao relativistico ou ultra-relativistico) comega a “migrar” para o estado
fundamental até que no zero absoluto toda a populacao de particulas se encontra no estado
de menor energia, assim, formando o condensado de Bose-Einstein.

Faltou-nos abordar a capacidade térmica no BEC [13,19,20], um assunto que nos
exigiria mais tempo do que dispunhamos. Outro assunto, que poderia ser investigado em
um trabalho futuro, e que certamente revelaria efeitos interessantes, ¢ a termodinamica

de um gés de Fermi relativistico carregado.



Apéendice A

Mecanica Estatistica Segundo o

Ensemble Microcanonico

Este capitulo tem como objetivo descrever a ferramenta matematica que usaremos no nosso
trabalho. Nosso estudo envolve um sistema complexo em D dimensoes espaco-temporais
que contém um grande numero de entes e onde usaremos a mecanica estatistica. Nessa
teoria, os detalhes do comportamento de cada ente do sistema nao sao relevantes. O
que devemos considerar sao apenas as propriedades médias do sistema. Na mecanica
estatistica, essas propriedades s@o determinadas através do ensemble de sistemas [21]. Por
definicao, ensemble é uma ferramenta matemética para obtermos a fisica de um sistema
térmico por meio de experimentos mentais. Ha trés diferentes ensembles mais usados
na literatura - microcanonico, canonico e grao-canonico. Lancaremos mao de um desses
(microcanonico) para auxiliar este trabalho. No ensemble microcanonico, os sistemas sao
sistemas fechados, ou seja, nao interagem com o meio externo. Além disso, esses sistemas
sao copias idénticas- possuem o mesmo numero de graus de liberdade, suas Hamiltonias
possuem a mesma forma funcional, tém o mesmo volume V e energia total E. Contudo,
os sistemas em geral ndo possuem o mesmo estado em um dado instante ¢ [21-23].
Inicialmente, dividiremos nosso estudo em duas teorias, cldssica (mecanica clssica) e
quantica (mecanica quantica). A seguir, trataremos o ensemble microcanonico na visao

de ambas.
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A.1 Ensemble Microcanonico Classico

Antes de mostrarmos como obtemos a termodinamica de um sistema térmico com o en-
semble microcanonico classico, vamos definir o que é o espaco de fase.

Na mecanica classica, determinamos o estado de uma particula, em um dado instante
t qualquer, por meio da sua posigdo r e momentum p [21]. Assim, se nosso sistema é
composto por N particulas, teremos 2(D — 1) N graus de liberdade. O espago 2(D — 1) N-
dimensional formado por (r,p) é o espago de fase e o denotamos pela letra grega I' [21].
Cada ponto em I' é um ponto representativo que representa todas as coordenadas (7, p)
de todas as particulas do sistema em um determinado intante . Uma dada hamiltoniana
H(p,r) governa os movimentos das particulas e a evolugdo do sistema é descrita pelas

equagoes de Hemilton-Jacobi:

. o0H
pi=— or: (A'l)
e
o0H
o= . A2
h Op; ( )

O ponto representativo traga uma trajetoria com a evolugao do tempo. Como temos uma
tnica solugao para as equagoes Eq.(A.1) e Eq.(A.2), essa trajetoria nao se intercepta [21].

No nosso sistema nao temos forcas externas dependente do tempo, a hamiltoniana H
nao possui dependéncia explicita no tempo, logo H = E, sendo F a energia total do sistema
que é constante de movimento [21]. Portanto, temos uma superficie! de mesma energia
E, superficie onde se encontra todos os pontos no espaco I' que satisfazem a condicao

H(p,q) = E [22], como mostra a figura a seguir.

'Mais precisamente uma hipersuperficie.
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i Superficie de Energia

Figura A.1: No espaco T', a evolugao de um sistema de N particulas é representada por uma trajetéria

em uma superficie de mesma energia (2(D — 1) N — 1)-dimensional E [21].

Outra maneira de representar o estado do sistema é especificar os estados de cada
particula no espaco de fase 2(D — 1) dimensional de uma tunica particula gerado por
(p, 7). A esse espago denominamos de espago e esse espago é dividido em K células,
cada célula tem uma quantidade de particulas com a mesma energia [21]. A figura a seguir

mostra esse espago U.

p
A
.l'l. l-.- .l.... “:'
1‘. .:-: ..:‘ .l-- -l-i -..-.
o '!'.l .: 'l.l .I'I' 0....
[ ] )r

Figura A.2: Espaco i [21]. No espaco y, a evolugio de um sistema de N particulas é representada por

um conjunto de N pontos em um espago 2(D — 1) dimensional [21].

Temos que a fungao distribuicao na célula i é dada por:

n;

fz(pzarz) = pD-17 (AS)
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onde n; é o ntimero de particulas na i-ésima célula e h”~! é o volume de cada célula do
espaco p. Consideramos que o sistema j& atingiu o estado de equilibrio termodinamico,
portanto a funcao distribuicao nao depende do tempo t.

No ensemble microcanonico, a termodinamica de um sistema térmico é determinada a
partir da entropia, definida pela Eq.(2.2) [22]. Para encontrarmos a entropia, necessaria-
mente devemos encontrar I'(E).

Um novo estado do sistema, ou seja, um outro ponto no espago de fase é criado mudando
as posicoes das N particulas no espaco p. No entanto, essas permutacoes nao mudam o
conjunto distribuigao {n;}, onde n; é o nimero de particulas na #-ésima célula de volume
h. Esse conjunto distribuigdo ocupa um volume no espago de fase denotado por Q({n;})
(nimero de estados) [21]. Para obtermos o volume total no espago de fase entre duas
superficies de energia £ ¢ £+ A (A < E), I'(E), devemos agora somar sobre todos os
conjuntos ocupacionais {n; }:

x> Q({n}). (A.4)
{ni}
Q({n;}) é calculado pelo nimero de maneiras que podemos arranjar N particulas nas K

células do espaco p considerando que as particulas sao distinguiveis e dado um conjunto

ocupagao {n;}. Desse modo, teremos que?

Q({ni}) ni (A.5)

H’:]x

No entanto, hd um conjunto ocupagao {7;} mais provavel que maximiza 2({n;}), tornando
os outros nimeros de estados despreziveis se comparados com ({7;}). Sabendo disso,

podemos escrever que:

L(E) o Q({n,}). (A.6)

Logo, basta encontrarmos o nimero de estados da distribuicao mais provavel para termos
a entropia Eq.(2.2), com I'(F) dado por Eq.(A.6). Substituindo a Eq.(A.6) na Eq.(2.2)

encontramos que a entropia a menos de uma constante é dada por
S(E) = kInQ({m;}) = —kme (A7)

Considerando 77; > 1, podemos usar a aproximacao de Stirling [24],

Inm;! ~ m;lnm; — m; + Iny/27m;. (A.8)

2Usamos a contagem correta de Boltzmann, ou seja, dividimos pelo fatorial do ntmero total de

particulas, N!.
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Assim, a menos de uma constante, a entropia é dada por
K
S(E) ~ —k Y _mlnm;. (A.9)
i=1

Para calcularmos a distribuigao mais provavel basta maximizarmos InQ2({n;}) usando o
método dos multiplicadores de Lagrange e os vinculos associados ao nimero de particulas

e a energia total dados por, respectivamente,
K
N=> n (A.10)
i=1

K
E=> ne (A.11)
=1

onde, como ja vimos, K é o nimero de células no espago p. Sendo assim, dados os vinculos
Eq.(A.10) e Eq.(A.11) qual seria a distribuigdo que maximiza InQ2({n;}) [22]7 Tomando a
variacao de InQ({n;}),

—0, (A.12)

n;=n;

K K
§ |ImQ({n;}) + « Z n; — B3 Z nzfi]
i=1 i=1

encontramos a distribuigao mais provavel n; dada em funcao dos multiplicadores de La-

grange « e  como mostra a equagao a seguir:
m; = e“e P, (A.13)
Definiremos o potencial quimico p por
a = Bu. (A.14)

Substituindo a Eq.(A.13) na Eq.(A.9) calculamos que a entropia é dada por

K
S=—kY (a—Be)ee (A.15)
i=1
Se considerarmos que as células no espaco y possuem volume infinitesimal h”~!, podemos

transformar a soma de Riemann na Eq.(A.15) em integral. Assim, a entropia torna-se

k
S = ~3bo1 /(a — Bey)ee PerdPpdP 1, (A.16)
onde hP~1 ¢é o volume das células no espaco pi.
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Substituindo a Eq.(A.13) nas Eq.(A.10) e Eq.(A.11) encontramos, respectivamente,

que
K
N =¢e" Z e~ (A.17)
i=1
(S
K
FE =¢e” Z e_ﬁeiéi. (A18)

i=1
Com essas duas ultimas equagoes podemos escrever a entropia Eq.(A.15) em fungao de U
3. N eV, logo,

S =kpU — kaN. (A.19)

Usando a definicao de temperatura da termodinamica,

1 oS
encontramos que
1 Oa 0B
— =—kN|— kU [ — k A21
7= (55),., 4 (am),, +o 2y
mas da Eq.(A.17), temos que
Oa U (05
— = — | = . A.22
(o0),,. =% (7)., 22

Substituindo Eq.(A.22) na Eq.(A.21) mostramos que
f=—. (A.23)

Para obtermos a entropia devemos conhecer a energia €,. Pois essa depende do pro-
blema fisico estudado.

Contudo sabemos que a terceira Lei da Termodinamica nao é bem reproduzida usando
mecanica classica. Portanto, para contornar esse problema somos obrigados a usar a

mecanica quantica.

A.2 Ensemble Microcanénico Quantico

Compreendendo que o mundo microscopico é melhor descrito através da mecanica quantica,
nessa sec¢ao consideraremos o protocolo do ensemble microcanonico usando a teoria quantica.

Isto é, nossos calculos levarao em conta a indistinguibilidade das particulas, como também

3Resolvendo E em termos de S e V veremos que U(S,V) = E(S,V) [22].
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a quantizacao das grandezas fisicas. Novamente consideraremos um sistema isolado com
energia total £ de N particulas no volume V. Devemos ressaltar que no Universo ha
dois tipos de sistemas de particulas: os férmions e os bésons. A entropia continua sendo
definida pela Eq.(2.2). Porém, I'(E) nao é mais o volume do espago de fase. I'(E) é o
ntimero de estados do sistema com energia entre F e £+ A [22,23]. O espectro de energia
¢ dividido em estados (células) como mostra a figura a seguir. Cada célula i tem uma

energia média ¢; e g; estados, que pode ser considerado a degenerescéncia da célula [22].

e
}g4
e e .

gs

gz

g:

Figura A.3: Divisao em células do espectro de energia [22].

Portanto, matematicamente I'(F) é definido por
L(E) =) W({n}), (A.24)
{ni}
onde W({n;}) é o nimero de estados correspondendo ao conjunto ocupacao {n;} [22]

definido por:
W({ni}) = ] ] w (A.25)

com w; sendo o numero de maneiras de acomodar n; particulas na i-ésima célula com
g; estados [22]. Logo, encontramos W ({n;}) se calcularmos w;. Para bdsons, qualquer
estado pode ter qualquer nimero de particulas. Ja para férmions, ha uma tnica particula
em cada estado. Portanto, os nimeros de maneiras de acomodar n; particulas, bosons e

fémions, na célula 7, respectivamente, sao:

(n; + g; — 1)!

ni!(g; — 1)! (A.26)

i =

gi!

w, = —

, (A.27)
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onde g; — 1 é o nimero de divisoes da célula ¢ com g; subestados e g; —n; é o numero de
subestados vazios. Portanto, a Eq.(A.25), para bésons e férmions, é reescrita e transforma-

se em, respectivamente:

Witn)) = [T 2 (A.28)

W({n;}) = Hn,(gg—l'n), (A.29)

7

Como no caso cldssico, hd um conjunto ocupagao {m;} mais provavel que maximiza
W ({n;}), tornando outros nimero de estados despreziveis se comparados a W ({m;}). Sa-

bendo isso, podemos escrever:

D(E) = W({7}). (A.30)
Assim, a Eq.(2.2) torna-se:

S = klnW ({n;}). (A.31)

A distribui¢do mais provavel 7; é encontrada maximizando InW ({n;}) pelo método dos

multiplicadores de Lagrange e usando os vinculos Eq.(A.10) e Eq.(A.11),

o |InW({n;}) + a Z n; — 3 Z niei]

=1

= 0. (A.32)

Ao resolvermos a Eq.(A.32) usando a aproximagao de Stirling, Eq.(A.8), encontramos a

distribuicao mais provavel n; dada em fun¢ao dos multiplicadores de Lagrange « e (3,

_ Gi
U A33
" zlefei 41 ( )

onde z = e* é denominada de fugacidade, os sinais positivo e negativo correspondem
as distribuicoes mais provaveis de férmions e de bdsons, respectivamente. Substituindo
a Eq.(A.33) na Eq.(A.28) e por fim a ultima na Eq.(A.31), usando, novamente, a apro-
ximagao de Stirling, Eq.(A.8) e considerando que g; > 1, encontramos que a entropia do

sistema dada por:

Be; e,
S = ngz{ eﬂelililn(lizeﬁl)l

— kZ { ff’ﬁepil +1n (1+ze” 5%)} : (A.34)

Substituindo a Eq.(A.33) nas Eq.(A.10) e Eq.(A.11) teremos, respectivamente,

N = Z _16561 ) (A.35)
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E= Z gi€i (A.36)

Zlefe £ 17
Substituindo as Eq.(A.35) e Eq.(A.36) na Eq.(A.34) e lembrando que a energia pode ser

considerada igual a energia interna do sistema E = U, teremos que
S=kBU —kaN £k giln (1£ze 7). (A.37)

Usando a defini¢ao de temperatura Eq.(A.20), temos que

I o op + (gg)wv:': (85)VN €
== —kN (8U) + kU <%)KN+k6ikzi:gi et . (A38)

Da Eq.(A.38) fica claro que = 1/kT.

A termodinamica do sistema é calculada tomando o limite do continuo. Ou seja,
P

onde h é a constante de Planck. Porém, devemos conhecer a Hamiltoniana do sistema

dPrdPp, (A.39)

e para isso precisamos saber as condicgoes fisicas do sistema. Uma vez conhecendo a
Hamiltoniana, a termodinamica do sistema é determinada a partir da entropia, Eq.(A.37),

e dos vinculos, Eq.(A.35) e Eq.(A.36) usando a Eq.(A.39).



Apeéendice B

Funcao de Bessel Modificada de
Segunda Espécie K, ()

Neste apéndice, revisaremos rapidamente a fung¢ao de Bessel modificada de segunda espécie
K, (x) como também algumas das suas propriedades que foram utilizadas neste trabalho.

A funcao de Bessel modificada de segunda espécie ou fungao de Macdonald K,(x) é
uma das solugdes da equagao diferencial de Bessel modificada de segunda espécie [34].
Para ordens nao inteiras a funcao de Bessel modificada de segunda espécie pode ser escrita

como [34]:
Iy (x) = I(2)]
2sen(7v)

Ko (z) =~k (B.1)

com v # 0,£1,+2, ... Sendo I,,(x) é a fungado de Bessel de primeira espécie. Para ordens

inteiras devemos tomar o seguinte limite:

i T [[71,(%) - L/(x)]
K,(z) = lﬁn 2sen(7v)

, (B.2)

onde v = 0,£1,£2,.... Esse limite deve ser tomado, porque o lado direito da Eq.(B.1) é
indeterminado para v inteiro [34].
Para ilustrar, a seguir apresentamos a representagao grafica da funcao de Bessel mo-

dificada de segunda espécie em ordens diferentes.
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Figura B.1: Funcao de Bessel modificada de segunda espécie K, (z).

Essa funcao possui uma grande variedade de representacoes. Aqui, apresentaremos
apenas duas das representacoes integrais, pois essas foram usadas nesse trabalho, para
mais detalhes veja Gradshteyn & Ryzhik [35]. Assim, as representacoes integrais usadas
foram [35]:

K,(z)= (g)y % /000 e T Msh® dw (B.3)

com Re(v) > —1/2 e Re(z) > 0. E

com |argz| < /2 ou Re(x) =0e v =0.
Neste trabalho, houve necessidade em relacionar fungoes de Bessel modificada de se-

gunda espécie de ordens diferentes. Para isso usamos a seguinte propriedade [35]:
K, () — 2K, (x) = —2vK,(x). (B.5)

Os calculos das grandezas termodinamicas exigiu que derivassemos a funcao de Bessel

modificada de segunda espécie e para isso foi utilizadas as seguintes propriedades:

d

K, 1(z)+ K, 1(x) = —Q%K,,(:c), (B.6)

x%K,,(x) +vK,(z) = —aK,1(x) (B.7)
’ d

r—K,(x) —vK,(x) = —xK,1(x), (B.8)

dx
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Elas sao igualmente validas. Porém, para diferentes calculos, usamos a melhor que convi-
nha.

Para calcular os limites nao relativisticos e ultra-relativistico usamos a expansao da
K, (z) em séries para argumentos grande (x > 1) e pequeno (z < 1), respectivamente. No
caso nao relativistisco temos que o argumento da Bessel é muito grande, ou seja, z — oo.

Nessa situac¢ao podemos escrever que [36]:

T 4 — 1% (4 —12)(4* — 3%)
K, (z) = 1] e |1 " B.9
(@) =/ 3, { M 21(82)? * ] (B.9)

para —7/2 < argz < w/2. No caso ultra-relativisco temos que o argumento da Bessel é

muito pequeno, ou seja, x — 0. Nessa situagdo podemos escrever que [35]:

I (=D w11 e ()7 ey 1
Kilw) = 2 — I (%)”_25 + (=07 lz:; Ny +1)! {ln <§> B ?D(l 1=
—%w +1+ 1)] : (B.10)
para v+ 1 € N, onde
U(y) = d%ln[F(y)] (B.11)

: ¥(y) = Iny — f: {% —In (1 + ﬁ)} (B.12)

e para v + 1 ¢ N temos que [34]:

K, (x) = %lzzﬂ D(~Iv) (g)wi% (B.13)

Jj=0
As equacoes acima foram essenciais na confeccao deste trabalho. No entanto, nao
entraremos em detalhes sobre a funcao de Bessel modificada de segunda espécie, pois

fugiriamos do contexto desse trabalho.



Apéndice C
Fungao Polilogaritmica g, (z)

A fungao polilogaritmica g, (z) (ou Li,(x)) é uma das fungoes especiais de ordem v e
argumento x. Em fisica, é uma funcao muito usada; em mecanica estatistica, é usada nas
equagoes das grandezas termodinamicas do gas ideal quantico [22]. Pode ser definida por

meio de uma série para [ inteiro positivo [37]:
) =3 ", (©1)
=1

sendo |z] < 1 e v € C. Existem alguns casos particulares que a func¢ao polilogaritmica

torna-se uma funcao elementar. A seguir, apresentamos alguns desses casos particulares:

g1(z) = —In(1 — x). (C.2)

para Re(r) > 1, sendo ((v) a fungao zeta de Riemann.

o r=—1
go(=1) = (2" = 1)¢(v) (C4)

para v # 1, sendo ((v) a fungao zeta de Riemann.

A figura a seguir mostra o grafico dessa funcao para diferentes ordens.
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Figura C.1: Fungao Polilogaritmica g, ().
Vemos pela figura acima que essa fungao é nula quando o argumento tende a zero.

A derivada da funcao polilogaritmica com relacao ao seu argumento resulta em outra
fungao polilogaritmica de ordem menor [23],

0

€r—

(9] = g1 (). (C5)

Essa propriedade é importante na Fisica, por exemplo, quanto ao calculo da capacidade
térmica a volume constante para o gas nao relativistico.

Um ponto importante, a acrescentar, é o fato dessa funcao estar relacionada com

as integrais de Fermi-Dirac e de Bose-Einstein [38] como mostram, respectivamente, as
equagoes abaixo:

1 WY
i1 (—€¥) = — dw
g+1( ) F(l/—i—l)/o
comv>—1e

e (C.6)

1 oW
y == —d C.7
g+1(6) F(V‘{'l)/o' ew—:c_]_w ( )
comv>—-1,x<0ouv>0x<0.
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