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F́ısica e Matemática Aplicada.

ORIENTADOR: PROF. VITORIO A. DE LORENCI, Dr.

Dezembro de 2007
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‘‘A coisa mais bela que o homem pode

experimentar é o mistério. É esta a

emoç~ao fundamental que está na raiz

de toda a ciência e arte ...

... o mecanismo do descobrimento n~ao

é lógico e intelectual, é uma ilus~ao

subtânea, quase um êxtase ...

... a mente avança até o ponto onde

pode chegar; mas depois passa para

uma dimens~ao superior, sem saber como

lá chegou. Todas as grandes descobertas

realizaram esse salto.’’

(A. Einstein)
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Miralvo Bispo de Menezes, Mı́riam Aparecida Rosa, Sebastião Alves de Souza, Sinval Ferreira

Coelho e Vanessa Aparecida Ferreira pelo companheirismo e amizade dedicados ao longo destes

anos que convivemos sob o teto da UNIFEI;
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Resumo

Trabalhando com eletrodinâmica na aproximação da ótica geométrica, a propagação de on-

das eletromagnéticas dentro de um meio material é examinada. As equações de campo gerais

são apresentadas em termos das intensidades dos campos (Eµ, Bµ) e das quantidades εµν e

µµν que caracterizam as propriedades do meio onde a propagação acontece. Usando o método

de Hadamard-Papapetrou, o conjunto de equações que governam a propagação de ondas é en-

contrado. Resolvendo a equação de Fresnel, as relações de dispersão são obtidas para alguns

casos particulares onde o meio reage não linearmente à presença de campos externos. Como

uma aplicação do formalismo, o fenômeno da birrefringência artificial associado à propagação

de ondas eletromagnéticas em meios dielétricos em repouso, com os coeficientes dielétricos

εµν = εµν(E,B) e µµν = µµν(E,B), é examinado. A análise é restrita a modelos eletro-

dinâmicos locais, onde efeitos dispersivos são negligenciados. Apenas ondas monocromáticas

são consideradas, evitando ambiguidades com respeito à definição da velocidade da onda.

Em primeira ordem de aproximação, o efeito Kerr eletro-óptico, o efeito Cotton-Mouton

magneto-óptico e o efeito Jones eletro-magneto-óptico são recuperados (estes efeitos consistem

na relação entre os ı́ndices de refração das duas ondas limites com a magnitude dos campos

externos). Por último, a representação geométrica da trajetória dos raios de luz para alguns

casos estudados é apresentada, bem como a estrutura métrica efetiva associada à propagação

de ondas, para cada caso considerado.
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Abstract

Working with electrodynamics in the geometrical optics approximation is examined electro-

magnetic wave propagation inside a material medium. The general field equations are presented

in terms of the field strengths (Eµ, Bµ) and the amounts εµν and µµν that characterize the pro-

perties of the medium where the propagation occurs. By using the Hadamard method the set

of equations governing the wave propagation is derived. By solving the Fresnel equation the

dispersion relations are obtained for some particular cases where the medium reacts nonlinearly

to the presence of external fields. As an application of the formalism the artificial birefringence

phenomenona associated with the propagation of electromagnetic waves in dielectric media at

rest, with the dielectric coefficients εµν = εµν(E,B) and µµν = µµν(E,B), is examined. The

analysis is restricted to local electrodynamical models, where dispersive effects are neglected.

Only monochromatic waves are considered, avoiding ambiguities with the definition of the

velocity of the wave.

As a first order of approximation the Kerr electro-optic effect, the Cotton-Mouton magneto-

optic effect and the Jones electro-magneto-optic effect is recovered (these effects are the rela-

tionship between the refraction indexes of the two limiting waves with the magnitude of the

external fields). Finally, the geometrical representation of the light paths for some studied cases

as well as the effective metric structure associated to the propagation of waves is presented for

each considered case.
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Notação e convenções

• A velocidade da luz no vácuo é assumida de forma a apresentar o valor c = 1, exceto nos

casos onde este śımbolo aparecer explicitamente indicado;

• Grandezas tridimensionais

Os ı́ndices tensoriais tridimensionais são representados por letras latinas minúsculas

(i, j, k, . . . ), com estas assumindo os valores 1, 2 e 3. Como exemplos, temos:

1. O vetor posição de uma part́ıcula ri = (x, y, z),

2. O potencial escalar e o potencial vetor ϕ e Ai,

3. O vetor de onda qi,

4. A intensidade dos vetores campo elétrico e magnético Ei e H i e suas induções Di e

Bi,

• Grandezas quadridimensionais

Os ı́ndices tensoriais quadridimensionais são representados por letras gregas minúsculas

(α, β, γ, . . . ), com estas assumindo os valores 0, 1, 2 e 3. Como exemplos, temos:

1. O 4-vetor posição de uma part́ıcula xµ = (t, x, y, z),

2. O 4-vetor potencial Aµ = (ϕ, ~A ),

3. O 4-vetor de onda kµ = (ω, ~q ),

4. A 4-velocidade V µ =
dxµ

d τ
= γ (1, ~v), γ =

1√
1− v2

,

5. O projetor sobre o 3-espaço: hαβ
.
= δαβ − V αVβ

6. O 4-tensor campo eletromagnético: F µν = V µEν − V νEµ − ηµν αβV
αBβ,

• Representamos por ηµν , a métrica do espaço-tempo de fundo, Minkowskiano, escrita em

um sistema arbitrário de coordenadas. A representação em um sistema de coordenadas

cartesiano é denotada por ηµν = diag (+1,−1,−1,−1).
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• A operação de diferenciação parcial de um objeto qualquer, Qα, pode ser apresentada

pelos seguintes śımbolos:
∂Qα

∂xµ
.
= ∂µQα ≡ Qα,µ.

Enquanto que a diferenciação covariante deste mesmo objeto, é definida por:

Qµ;ν ≡ Qµ,ν − ΓαµνQα,

onde

Γαµν =
1

2
ηαβ(ηβµ,ν + ηβν,µ − ηµν,β),

e pode ser apresentada também sob as formas abaixo:

Qα;µ
.
=
DQα

Dxµ
≡ DµQα.

• Os śımbolos de simetrização e antissimetrização são definidos, respectivamente, por:

(A,B) ≡ AB +BA,

[A,B] ≡ AB −BA.

• Definimos a quantidade Cα
β com relação à permissividade elétrica, como:

Cα
β
.
= εαβ +

∂ εαµ
∂Eβ

Eµ.

• Definimos a quantidade Hα
β com relação à permeabilidade magnética, como:

Hα
β
.
= µαβ +

∂ µαλ
∂Bβ

Bλ.

• Definimos o projetor Iαβ sobre o subespaço ortogonal a direção de propagação, como:

Iαβ
.
= hαβ +

qα qβ
q2

.

• Definimos as operações “linha” e “ponto” como:

X ′ .
=

1

E

∂X

∂E
,

Ẋ
.
=

1

B

∂X

∂B
.

• Definimos o produto escalar entre dois 4-vetores X e Y como:

Xα Yα
.
= (XY )
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• Definimos o produto misto entre três vetores X, Y e Z como:

~X · (~Y × ~Z) ≡ − ηµναβXµ Yν Vα Zβ
.
= [XY V Z]

• Usualmente, por conveniência de notação, escreveremos o traço de um tensor qualquer,

Xαβ, como:

Xαβηαβ ≡ Xα
α ≡ X.

Valendo a mesma regra para qualquer ordem tensorial, por exemplo, para um tensor de

ordem 3, Xαβη:

Xαβληβλ ≡ Xαβ
β ≡ Xα.

• Definimos a operação de descontinuidade de uma função arbitrária f(xµ) através de uma

superf́ıcie Σ, denotada pelo śımbolo [f(xµ)]Σ, como:

[f(P0)]Σ
.
= lim

r→0+

[
f(P+)− f(P−)

]
.

onde P+, P− pertencem, respectivamente, aos subespaços U+ e U− separados por Σ e P

é um ponto desta superf́ıcie.



Caṕıtulo 1

Introdução

Como é bem conhecido, a velocidade de propagação de uma onda eletromagnética tem

seu valor dependente dos estados de polarização do vácuo [1, 2]. Tais efeitos de polarização

aparecem quando um campo muito intenso (Ecr ≈ 1.3 × 1018 V/m;Bcr = m2
ec

2/e~ ≈ 4.4 ×
1013 Gauss) é produzido em alguma determinada região do espaço. Uma das conseqüências

mais importantes a respeito desse fato é o aparecimento do fenômeno de birrefringência, ou

seja, a velocidade da onda eletromagnética depende do seu modo de polarização. Um método

experimental para se detectar a birrenfringência induzida no vácuo por um campo magnético

intenso foi proposto em 1979 por Iacoppini e Zavattini [3]. Neste mesmo contexto, Bakalov e

colaboradores [4], utilizando técnicas ópticas, detectaram efeitos de birrefringência na presença

de um campo magnético intenso (experimento PVLAS).

A descrição teórica dos efeitos não lineares na propagação da luz foi estudada já a três

decadas por Bialynicka-Birula e Bialynicki-Birula [1], onde foi calculada a probabilidade de um

fóton se dividir na presença de um campo eletromagnético externo. O mesmo problema foi

extensivamente estudado por Adler [2]. Outros importantes resultados a respeito do fenômeno

de polarização do vácuo devido à presença de campos intensos, incluindo espaços curvos, podem

ser encontrados em outras referências [5, 6, 7, 8, 9, 10].

Na última década, Dittrich e Gies [11], utilizando as técnicas da óptica geométrica, deriva-

ram as condições sobre cones de luz para uma classe de soluções no contexto da eletrodinâmica

quântica. Para obter as relações de dispersão, estes autores utilizaram a regra da média sobre

os estados de polarização. Alguns importantes resultados, previamente obtidos por Latorre [5]

e outros, foram generalizados no formalismo proposto. No entanto, o procedimento de tomar

a média sobre os estados de polarização exclui a possibilidade de análise de fenômenos de

4



1. Introdução 5

birrefringência.

A partir de um formalismo, desenvolvido [12], as condições sobre os cones de luz para te-

orias não lineares do eletromagnetismo (também dentro do limite de aproximação da óptica

geométrica) foram obtidas sem fazer uso da expansão média sobre os estados de polarização.

Neste formalismo as relações de dispersão são obtidas diretamente a partir das equações de

Maxwell generalizadas e do método de Hadamard [13, 14, 15] para a propagação. Assim,

fenômenos de birrefringência puderam ser investigados em situações não lineares, particular-

mente para o caso da eletrodinâmica quântica (EDQ).

Como exemplo ilustrativo, no caso da EDQ, a estrutura métrica efetiva que representa a

propagação das ondas conduz às seguintes velocidades para as ondas eletromagnéticas [11, 12]:

v+ = c (1− 4µF µαFα
νKµKν) (1.1)

v− = c (1− 7µF µαFα
νKµKν) , (1.2)

com Kµ o 4-vetor de onda, F µα as componentes do tensor campo eletromagnético e

µ =
α

45π

(
h

mec

)
1

mec2
, (1.3)

onde α é a constante de estrutura fina (α = e2/2h c ε0 ≈ 1/137.02), h é a constante de Plank,

me é a massa do elétron e c é a velocidade da luz no vácuo. As equações (1.1) e (1.2) mostram

que haverá dois valores para a velocidade de propagação, cada qual dependendo do estado de

polarização. Desta maneira, o efeito de birrefringência ocorre na EDQ [16]. Outros trabalhos

com mais detalhes a respeito desse assunto podem ser encontrados [1, 7, 8, 9].

Um estudo comparativo entre os trabalhos de Bialynicka-Birula et al. [1] e De Lorenci et

al. [12] mostra que as relações de dispersão derivadas nesses trabalhos são equivalentes.

A propagação de ondas em teorias não lineares para o eletromagnetismo tem, recentemente,

despertado grande interesse na comunidade cient́ıfica internacional. Uma revisão detalhada

sobre assunto pode ser encontrada [17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27].

O problema da propagação de ondas pode ser investigado, tanto no regime de campos

eletromagnéticos intensos [1, 2, 16], como também no contexto de meios materiais [27, 28,

29, 30, 31, 32]. Em ambos os casos, as equações que governan os fenômenos eletrodinâmicos

são não lineares. No primeiro, a teoria é constrúıda como analogia de uma lagrangeana não

linear a qual é função dos dois invariantes de Lorentz (F
.
= F µνFµν e G

.
= F µν

∗
F µν) do

campo eletromagnético [33]. No segundo, as equações de Maxwell devem ser complementadas



6 1. Introdução

com relações constitutivas entre os campos externos aplicados e suas induções. Os campos de

indução elétrica e magnética ( ~D, ~H) se relacionam com as suas respectivas intensidades ( ~E, ~B)

através de relações constitutivas da forma

~D = ~f1( ~E, ~B), (1.4)

~H = ~f2( ~E, ~B), (1.5)

Neste caso, a estrutura de propagação será dependente das caracteŕısticas do meio sob a ação de

campos externos, através de certas funções que em geral, são não lineares (relações constitutivas

lineares já foram consideradas [34]).

Como um exemplo simples, no caso particular de meios dielétricos onde os coeficientes

apresentam valores fixos (ε, µ), a velocidade da onda será dada por v = (µε)−1/2, e pode-se

associar uma geometria efetiva à propagação neste meio, definida por [28, 35]:

gµν = ηµν + (µε c2 − 1)V µV ν , (1.6)

onde ηµν representa a métrica do espaço plano Minkowskiano e V µ representa o 4-vetor ve-

locidade de um observador comóvel com o meio. Para outros casos, onde as funções que

determinam as caracteŕısticas do meio são mais gerais (meios anisotrópicos, meios magnéticos,

etc.) foi apresentada na literatura uma descrição geral para tratar a propagação das ondas

[27, 20, 28, 32, 36, 37, 38, 39], inclusive a descrição da propagação em meios em movimento

[29, 40]. Particularmente, foram obtidas [27] as relações de dispersão que determinam a pro-

pagação das ondas em meios dielétricos locais anisotróticos. A partir destes resultados foram

constrúıdos modelos análogos [30, 41] para soluções isotrópicas (FRW) e anisotrópicas (Bianchi-

I) da cosmologia.

Neste trabalho, estaremos interessados em analisar a propagação de ondas eletromagnéticas

em meios materiais, trabalhando com a teoria de Maxwell dentro da aproximação da óptica

geométrica. O nosso interesse particular será investigar o fenômeno da birrefringência no

contexto de meios dielétricos em repouso, caracterizados por coeficientes εαβ = εαβ(E,B) e

µαβ = µαβ(E,B). Birrefringência uniaxial é um efeito bem conhecido [42] em alguns mate-

riais especiais (particularmente em cristais) que apresentam um eixo óptico. Este fenômeno

pode também ocorrer artificialmente [28, 36, 43], como um efeito induzido em meios materiais:

quando um campo externo é aplicado num meio, com propriedades dielétricas não triviais, um

eixo óptico artificial pode aparecer. No caso de eletrodinâmica não linear, como já anteci-

pamos, birrefringência ocorre quando o campo elétrico e (ou) o campo magnético tornam-se
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comparáveis aos campos previstos pela EDQ [16], na produção de pares eletron-pósitron. A

análise da propagação da luz em tal regime mostra que existe a probabilidade de um fóton se

dividir sob a ação de um intenso campo eletromagnético externo [1, 2]. Um mecanismo pelo

qual birrefringência pode ser controlada pela aplicação de um campo elétrico externo, foi pre-

viamente proposto [27]. O efeito da birrefringência pode também ser usado como uma técnica

para investigar outras propriedades de alguns sistemas. Por exemplo, como uma ferramenta

em estudos astrof́ısicos [44].

Usaremos, neste trabalho, o formalismo apresentado nas referências [27, 28, 29, 32] dentre

outras, e recuperaremos três casos de birrefringência linear encontrados na literatura: o efeito

Kerr eletro-óptico e o seu análogo magnético, o efeito Cotton-mouton magneto-óptico, e o efeito

eletro-magneto-óptico conhecido como efeito Jones. O primeiro deles já foi tratado [28] com

base neste formalismo (no contexto da teoria de Maxwell), para meios materiais com permis-

sividade εαβ( ~E). O segundo deles, embora até então não fosse explicitamente obtido neste

contexto, decorre imediatamente do primeiro considerando a rotação dual dos campos eletro-

magnéticos. Por fim, o terceiro caso mencionado constitue um tipo de birrefringência linear

de investigação experimental recente e será, pela primeira vez, investigado com um formalismo

tensorial covariante.

O efeito Kerr foi descoberto em 1875 onde foi encontrada uma relação entre óptica e cam-

pos eletrostáticos através da observação de birrefringência linear em vidros [45], induzida por

campos elétricos, seguida por uma similar observação em ĺıquidos [45]. Mais tarde, Cotton e

Mouton [46] observaram um efeito fenomenologicamente indêntico para campos magnéticos em

ĺıquidos. Em todos esses casos, a birrefringência linear é quadrática na intensidade do campo

externo aplicado e apresenta um eixo óptico paralelo à direção deste campo. Intuitivamente,

pode-se esperar que um novo tipo de efeito combinado entre estes casos possa ser induzido,

pela ação simultânea de campos elétricos e magnéticos. Desde então, birrefringência magneto-

elétrica linear tem sido investigada em seus aspectos teóricos [47, 48, 49, 50, 51]. Nas últimas

décadas, vários trabalhos experimentais realizados para se detectar este efeito, têm obtido êxito

[52, 53].

Em 1948, R. Clark Jones [54], utizando um formalismo matricial, deduziu a existência de

um novo tipo de efeito eletro-magneto-óptico, o efeito Jones, assim chamado desde então. Jones

mostrou que este novo efeito poderia existir apenas em um meio uniaxial, e que ele representa

um caso adicional de birrefringência linear que acompanha a tradicional, no qual seu eixo
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óptico intercepta os eixos provenientes da birrefringência padrão. Desde então, o formalismo

de Jones tem sido reconhecido como uma ferramenta poderosa para descrever a propagação

da luz, principalmente em meios que podem apresentar dois ou mais efeitos ópticos distintos.

O efeito Jones permaneceu não observado até pouco tempo, e embora o formalismo de Jones

nunca tenha sido contextado, a ausência de evidências experimentais levou a questionamentos

a respeito da validade do mesmo. Recentemente, T. Roth e A. Rikken [52] obtiveram algum

êxito nesta direção, embora ainda haja algumas discrepâncias entre as diferentes predições para

sistemas materiais nos quais o efeito poderia ocorrer.

Na década de 80, alguns trabalhos teóricos baseados em argumentos de simetria foram apre-

sentados para dar suporte à existência do efeito Jones [48, 51] e estimativas a respeito da ordem

de magnitude deste efeito foram realizadas. Foi mostrado, também, que este efeito não ocorre

somente em meios uniaxiais, tais como algumas classes de cristais, conforme predito por Jones,

mas também poderia ocorrer induzido em fluidos pela ação de campos elétricos e magnéticos

paralelos entre si e perpendiculares à direção de propagação da onda eletromagnética. Desta

maneira, a birrefringência de Jones pode ser mais facilmente detectada neste caso do que em

cristais naturalmente birrefringentes, uma vez que as intensidades dos campos aplicados podem

ser facimente controladas. A birrefringência de Jones acompanha as birrefringência tradicio-

nais de Kerr e Cotton-Mouton, porém apresenta-se em menor intensidade do que as outras. A

estimativa predita para esta birrefringência foi prosposta como sendo proporcional ao produto

das magnitudes dos campos [48, 51] e tem concordado com alguns experimentos realizados

recentemente [52, 55].

Neste trabalho, vamos apresentar uma descrição teórica para o efeito Jones, na concepção de

um efeito induzido em meios materiais por campos eletromagnétricos, na perspectiva da teoria

de Maxwell dentro do limite da óptica geométrica. Apresentaremos as equações de campo ge-

rais dependentes das magnitudes dos campos ~E e ~B, considerando meios materiais dielétricos,

e a partir delas obteremos as relações de dispersão que regem a propagação de ondas eletro-

magnéticas nestes meios. Dessa maneira, os efeitos Kerr, Cotton-Mouton e Jones aparecerão

isolados em alguns casos e pela simetria das equações de propagação, iremos inferir os casos

onde os primeiros dois efeitos seguirão companhados do efeito Jones. A análise será restrita a

modelos eletrodinâmicos locais, onde efeitos dispersivos serão negligenciados. Somente ondas

monocromáticas serão consideradas, a fim de evitar ambigüidades com respeito à definição da

velocidade da onda. Ao longo de todo este trabalho, utilizaremos um formalismo covariante
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[56, 57, 58], onde o espaço-tempo considerado será escolhido como sendo o espaço-tempo Min-

kowskiano em um sistema de coordenadas Cartesiano. A métrica de fundo será representada

por ηµν , a qual será definida por diag(+1,−1,−1,−1). Nos caṕıtulos seguintes, as unidades

serão escolhidas de tal forma que a velocidade da luz assumirá o valor c = 1, exceto quando

explicitarmos o contrário.



Caṕıtulo 2

Eletrodinâmica em meios materiais

As leis de Maxwell do eletromagnetismo [56, 59] descrevem os fenômenos elétricos e magné-

ticos, bem como a propagação de ondas eletromagnéticas, tais como a luz. Esta teoria baseia-se

na existência dos campos elétrico ~E = (Ex, Ey, Ez) e magnético ~B = (Bx, By, Bz), bem como

na noção de carga elétrica q e de corrente elétrica i. Assim, é conhecido que, na presença de

campos externos ~E e ~B, um corpo carregado com carga q e velocidade ~v, encontra-se sujeito à

uma força, denominada força de Lorentz, expressa por

~F = q ~E + q ~v × ~B. (2.1)

Neste trabalho, estaremos interessados em buscar métodos anaĺıticos para solucionar os

problemas associados à propagação de ondas eletromagnéticas em situações não triviais, como

ocorrem em meios materiais cujas propriedades dielétricas são dependentes da ação de campos

eletromagnéticos externos. Esta dependência, em muitos casos, obedece a uma relação não

linear. Apresentaremos, neste caṕıtulo, as equações de campo gerais em termos de funções

dependentes das propriedades do meio, sem fazer qualquer restrição às leis constitutivas, e

obteremos a equação de auto-valores generalizada associada com a propagação de raios de luz

em materiais isotrópicos. A solução formal encontrada para tal equação representa a equação

geral, em termos das magnitudes dos campos ~E e ~B, que governa a propagação dos raios de luz

no meio. Dessa equação, resultam as relações de dispersão para os raios de luz, que representam

os cones de luz para a propagação de ondas. Examinaremos também o problema da propagação

desses raios em meios naturalmente anisotrópicos, para as situações onde o eixo óptico do meio

está contido no plano de incidência dos raios de luz.

10
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2.1 Campos em meios materiais

A presença de um meio material leva a uma complexidade maior na descrição dos campos

do que quando se trata o mesmo problema na ausência de matéria. A força em uma carga de

prova imersa em um determinado meio material é, em geral, diferente daquela verificada no

vácuo. Em meios dielétricos podem aparecer vários efeitos [59] devido à presença de um campo

eletromagnético, como por exemplo, a polarização do meio através da orientação de dipólos

elétricos microscópicos, de onde surge a idéia de um momento de dipolo elétrico ~p, definido

como:

~p = q~l, (2.2)

onde ~l é a distância entre as duas cargas.

O momento de dipolo elétrico pode ser visto como uma medida da separação das cargas.

Em um dado volume, podem haver muitos dipolos individuais induzidos, tal que, para dis-

tinguir uma situação macroscópica, uma nova quantidade chamada de polarização ~P deve ser

introduzida. A polarização mede o número de momentos de dipolos elétricos por unidade de

volume. Assim,

~P = lim
∆V→0

~p

∆V
. (2.3)

Com este conceito, nós definimos o vetor deslocamento elétrico ~D na forma:

~D = ε0
~E + ~P . (2.4)

Em meios magnéticos existem dipolos magnéticos análogos aos dipolos elétricos. A quanti-

dade chamada de momento de dipolo magnético ~m, também pode ser definida de modo análogo

ao momento de dipolo elétrico. Assim, a quantidade macroscópica polarização magnética ~M

será dada por:

~M = lim
∆V→0

~m

∆V
. (2.5)

Com este novo conceito, nós podemos definir a seguinte equação para o campo de indução

magnética ~B:

~B = µ0( ~H + ~M). (2.6)

2.2 Permissividade e permeabilidade

Dentro de um meio material, a eletrodinâmica torna-se não-linear. Em tais situações, as

equações de Maxwell devem ser complementadas com relações constitutivas que, em geral, são
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não lineares e dependem das propriedades do meio, sujeito à ação de campos externos. Como

conseqüencia vários efeitos, não usuais no contexto da teoria de Maxwell linear, podem ser

previstos, dentre os quais o fenômeno da birrefringência é o foco principal de atenção neste

trabalho.

Para determinada classe de materiais, as relações (1.4) e (1.5) são lineares. Como exemplo

disso, podemos ter casos particulares de meios dielétricos onde os vetores ~D e ~H se relacionam

com os vetores ~E e ~B, por meio dos coeficientes ε e µ, respectivamente. Entretanto, certas

classes chamadas de materiais anisotrópicos permitem que ε ou µ possam ser representados por

matrizes para representar o fato de que uma única componente dos campos ~D ou ~H seja função

de mais que uma componente dos campos ~E ou ~B. Neste caso, representamos as relações (1.4)

e (1.5) como

Dµ = εµαE
α (2.7)

Hµ = µµαB
α, (2.8)

onde εµα e µµα representam as componentes da permissividade dielétrica e permeabilidade

magnética, respectivamente. Estas expressões podem ser apresentadas na seguinte repre-

sentação matricial,



0

Dx

Dy

Dz




=




0 0 0 0

0 ε11 ε12 ε13

0 ε21 ε22 ε23

0 ε31 ε32 ε33







0

Ex

Ey

Ez




(2.9)

e,



0

Hx

Hy

Hz




=




0 0 0 0

0 µ11 µ12 µ13

0 µ21 µ22 µ23

0 µ31 µ32 µ33







0

Bx

By

Bz




(2.10)

Para o caso do vazio, onde εµα = ε0 h
µ
α e µµα = µ−1

0 hµα (ε0 e µ0 são constantes), teremos que

εij = diag (ε0, ε0, ε0) e µij = diag (µ−1
0 , µ

−1
0 , µ

−1
0 ) para i, j = 1, 2, 3. Neste caso, as equações (2.7)

e (2.8) se reduzem a forma vetorial:

~D = ε0
~E, (2.11)

~H =
1

µ0

~B. (2.12)
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A quantidade hµα que aparece acima, é definida por

hαβ
.
= δαβ − V αVβ, (2.13)

onde V α é o 4-vetor velocidade de um observador em repouso no laboratório. hαβ pode ser

interpretada como sendo um projetor sobre o 3-espaço, uma vez que hαα = 3 e

hατh
τ
β = (δατ − V αVτ )(δ

τ
β − V τVβ)

= δαβ − V αVβ

= hαβ. (2.14)

2.3 Meios materiais naturalmente anisotrópicos

Determinados meios existentes na natureza apresentam uma caracteŕıstica peculiar. Quando

ondas eletromagnéticas propagam-se através deles, podem existir diferentes velocidades associ-

adas às diferentes direções de propagação e aos diferentes modos de polarização. Esses meios

são chamados anisotrópicos (a maioria dos cristais apresenta essa caracteŕıstica [60]). Esse

fenômeno está relacionado com a existência de um eixo óptico no meio material, que pode ou

não ser um eixo de simetria do mesmo. Quando o meio possue um único eixo óptico ele é

chamado de uniaxial. Embora exista meios mais complexos, chamados de biaxiais, estes não

serão analisados neste trabalho.

Quando uma onda eletromagnética incide em um meio uniaxial, dependendo do seu modo

de polarização ela pode se dividir em duas outras ondas, dando origem ao fenômeno conhe-

cido como birrefringência. Uma delas propaga-se com velocidade independente da direção de

propagação. Ela é chamada de raio ordinário. Já a outra tem sua velocidade variando de

acordo com a direção de propagação e de sua polarização dentro do meio. Essa é chamada de

raio extraordinário. Entretando, quando a onda eletromagnética propaga-se na direção do eixo

óptico, as duas ondas propagam-se com a mesma velocidade.

2.4 Velocidade e ı́ndice de refração

Vamos considerar a propagação do raio extraordinário na fronteira de um meio uniaxial

[43, 60], ao longo de uma direção arbitrária que faz um ângulo ψ com o eixo óptico. Para isto,
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consideremos o caso retratado na figura 2.1 no qual o raio extraordinário incide de um meio

isotrópico com um ângulo θi sobre a superf́ıcie de um meio uniaxial.

Figura 2.1: Comportamento do raio extraordinário, representado pela linha vermelha, próximo a superf́ıcie

S (linha horizontal) de separação entre um meio isotrópico e um meio uniaxial. (A) Local de onde parte

o raio extraordinário; (O) Ponto de incidência no meio; (B) Local onde o raio extraordinário emerge do

meio. A linha tracejada representa a normal à superf́ıcie S e a linha em azul representa o eixo óptico do

meio uniaxial.

O eixo óptico faz um ângulo ϕ com a normal à superf́ıcie do meio. Estamos considerando,

nesta situação, que o raio incidente, o raio refratado e o eixo óptico estejam no mesmo plano.

Uma vez que a velocidade do raio ordinário é a mesma, independentemente da sua direção de

propagação, podemos então, representá-lo em um plano cartesiano como uma circunferência,

cujo raio corresponde ao módulo da velocidade desta onda e cuja direção de propagação cor-

responde ao ângulo entre o seu raio e o eixo das ordenadas (eixo y). Já o raio extraordinário

tem sua velocidade variando com a direção de propagação dentro do cristal e, de acordo com

a construção do elipsóide de Fresnell, essa velocidade tem seu módulo variando conforme a

equação de uma elipse. Podemos representar este raio como uma elipse no plano cartesiano

onde a distância da origem até um ponto desta representa o módulo da velocidade na direção

de propagação determinada pelo ângulo ψ entre a reta que liga a origem até o ponto na elipse

e o eixo das ordenadas. A figura 2.2 adiante ilustra esta situação.
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Figura 2.2: Frentes de onda dos raios ordinário e extraordinário propagando-se em um meio uniaxial, ao

longo de uma direção que faz um ângulo ψ com seu eixo óptico. A circunferência representa a frente de

onda do raio ordinário e a elipse representa a frente de onda do raio extraordinário.

A partir desta figura obtemos as seguintes expressões para as componentes vx e vy da velocidade

do raio de luz com relação ao ângulo entre o eixo óptico e a direção de propagação:

tanψ =
vx
vy
. (2.15)

Adicionalmente, da equação da elipse (representada na figura 2.2) obtemos:

v2
y

vo2
+
v2
x

ve2
= 1, (2.16)

onde (tomando c = 1) vo = 1/no é a velocidade da onda ordinária e ve = 1/ne é velocidade

máxima, quando o cristal for positivo [60] (ou mı́nima quando o cristal for negativo), da onda

extraordinária. Desta forma, obtemos:

vy
2

(1/no)
2 +

vx
2

(1/ne)
2 = 1. (2.17)

Introduzindo-se, então, a equação (2.15) na equação (2.17), resulta

vy
2

(
no

2 + ne
2 tan2 ψ

)
= 1. (2.18)

Por outro lado, da equação da velocidade de propagação da onda1 vψ = (vx
2 + vy

2)1/2, temos:

vψ =
[
vy

2
(
tan2 ψ + 1

)] 1
2

= vy secψ. (2.19)

1A equação para vψ pode ser obtida diretamente da figura 2.2.
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Após isolarmos vy de Eq. (2.18) e substitúı-lo na última equação acima, teremos:

vψ =
1√

no2 cos2 ψ + ne2 sin2 ψ
. (2.20)

Assim, o ı́ndice de refração nψ = 1/vψ será dado por:

nψ =

√
no2 cos2 ψ + ne2 sin2 ψ . (2.21)

2.5 Lei de refração

Para a determinação da velocidade do raio extraordinário, utilizaremos o prinćıpio de Fermat

[42] que pode ser enunciado na forma:

“A luz, ao se propagar entre dois pontos, sempre minimiza o tempo de percurso”.

Da figura 2.1 temos as seguintes relações geométricas:

ψ = θr + ϕ (2.22)

r =
√
h2 + x2 (2.23)

R =
√
H2 + (d− x)2 (2.24)

sin θi =
x√

h2 + x2
(2.25)

cos θr =
H√

H2 + (d− x)2
(2.26)

Uma vez que a velocidade do raio de luz é constante no meio em que ela se propaga, o tempo

tAB que o raio de luz leva para percorrer a distância AB será:

tAB =
r

vi
+
R

vr

= ni
√
h2 + x2 + nψ

√
H2 + (d− x)2 (2.27)

Substituindo Eq. (2.22) em Eq. (2.21), encontramos:

nψ =
√
no2 (cos θr cosϕ− sin θr sinϕ)2 + ne2 (sin θr cosϕ+ sinϕ cos θr)2. (2.28)

Mas, da equação (2.26), a equação (2.28) resulta:

nψ =


no2

(
H√

H2 + (d− x)2
cosϕ− (d− x)√

H2 + (d− x)2
sinϕ

)2

+

+ ne
2

(
(d− x)√

H2 + (d− x)2
cosϕ+ sinϕ

H√
H2 + (d− x)2

)2



1
2

(2.29)
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Levando este resultado na equação (2.27), segue:

tAB = ni
√
h2 + x2

+

√
no2 [H cosϕ− (d− x) sinϕ]2 + ne2 [(d− x) cosϕ+H sinϕ]2 (2.30)

Aplicando o prinćıpio de Fermat, devemos impor que:

d

dx
tAB = 0. (2.31)

Assim,

ni x√
h2 + x2

+
no

2 [H cosϕ− (d− x) sinϕ] sinϕ+ ne
2 [(d− x) cosϕ+H sinϕ] (− cosϕ)√

no2 [H cosϕ− (d− x) sinϕ]2 + ne2 [(d− x) cosϕ+H sinϕ]2
= 0,

(2.32)

Dividindo-se e multiplicando-se ambos os lados desta última equação por R:

ni sin θi +
no

2 (cos θr cosϕ− sin θr sinϕ) sinϕ− ne
2 (sin θr cosϕ+ cos θr sinϕ) cosϕ√

no2 (cos θr cosϕ− sin θr sinϕ)2 + ne2 (sin θr cosϕ+ cos θr sinϕ)2
= 0, (2.33)

que pode ser reescrita como,

ni sin θi +
(no

2 − ne
2) sinϕ cosϕ cos θr − sin θr

(
no

2 sin2 ϕ+ ne
2 cos2 ϕ

)
√
no2 cos2 (θr + ϕ) + ne2 sin2 (θr + ϕ)

= 0. (2.34)

Ou ainda, adicionando-se e subtraindo-se (no
2 − ne

2) sin2 ϕ sin θr na equação acima e após um

conveniente reagrupamento dos termos, teremos:

ni sin θi +
(no

2 − ne
2) sinϕ cos (θr + ϕ)− ne

2 sin θr√
no2 cos2 (θr + ϕ) + ne2 sin2 (θr + ϕ)

= 0. (2.35)

A equação acima consistitui uma generalização da lei de Snell para o caso de um meio

uniaxial. Esta equação, juntamente com as condições iniciais, contém a informação a respeito

de como o raio extraordinário irá se propagar em um meio anisotrópico. Para o caso em que

só existe um ı́ndice de refração no meio (ne = no), ou seja, assumindo um meio material não

birrefringente, esta equação se reduzirá à lei de Snell:

ni sin θi = no sin θr. (2.36)

O caso onde a incidência é normal à superf́ıcie foi tratado na referência [43] e corresponde a

fazer θi = 0 na equação (2.35), resultando em:

tan θr =
(n2

o − n2
e) sinϕ cosϕ

n2
o sin2 ϕ+ n2

e cos2 ϕ
. (2.37)

Uma descrição mais geral e detalhada da propagação de raios de luz em meios materiais

naturalmente anisotrópicos, incluindo o caso onde os raios incidente e refratado e o eixo óptico

não são coplanares, pode ser encontrada [29, 43].



18 2. Eletrodinâmica em meios materiais

2.6 As equações de campo

A eletrodinâmica em um meio material em repouso é determinada pelas equações de Maxwell.

É conveniente, antes de mais nada, expressar estas equações em uma forma covariante, ou seja,

uma forma que seja válida em todos os sistemas de coordenadas. Para fazer isso, nós definimos

os tensores anti-simétricos F µν e P µν de forma a representar o campo eletromagnético. Eles

podem ser expressos em termos das intensidades E e H e das induções D e B dos campos,

elétrico e magnético, da forma

F µν = V µEν − V νEµ − ηµναβV
αBβ, (2.38)

P µν = V µDν − V νDµ − ηµναβV
αHβ, (2.39)

onde Vµ representa o 4-vetor velocidade de um observador que, em coordenadas Galileanas é

dado por V µ = δµ0 . A quantidade ηµναβ é o pseudo-tensor unitário anti-simétrico de Levi-Civita

definido em coordenadas galileanas de forma que η0123 = + 1. Algumas relações úteis [56]

associadas a este objeto seguem abaixo:

(i) Produto direto, sem contrações:

ηαβγλ ηµνϕχ = − det




δαµ δαν δαϕ δαχ

δβµ δβν δβϕ δβχ

δγµ δγν δγϕ δγχ

δλµ δλν δλϕ δλχ



. (2.40)

(ii) Contraindo-se um ı́ndice:

ηαβγλ ηµνϕλ = − det




δαµ δαν δαϕ

δβµ δβν δβϕ

δγµ δγν δγϕ


. (2.41)

(iii) Contraindo-se dois ı́ndices:

ηαβγλ ηµνγλ = − 2 det


 δαµ δαν

δβµ δβν


. (2.42)

(iv) Contraindo-se três ı́ndices:

ηαβγλ ηµβγλ = − 6 δαµ. (2.43)
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(v) Finalmente, contraindo-se todos os quatro ı́ndices:

ηαβγλ ηµνγλ = − 24. (2.44)

Por comodidade de notação, estaremos trabalhando em um sistema de coordenadas cartesi-

ano. A generalização para um sistema curviĺıneo pode ser alcançada a qualquer momento pelo

requerimento da covariância.

Conforme já mencionamos anteriormente, dentro de um meio material as equações da ele-

trodinâmica precisam ser complementadas com as chamadas relações constitutivas. Assim, os

vetores indução elétrica e magnética se relacionam com as intensidades dos campos através das

seguintes relacões constitutivas:

Dα = εαβ E
β, (2.45)

Hα = µαβ B
β, (2.46)

onde os coeficientes εαβ = εαβ( ~E, ~B) e µαβ = µαβ( ~E, ~B) representam quantidades dielétricas

que concentram toda a informação a respeito das propriedades eletromagnéticas do meio.

Em um sistema cartesiano, com xµ = (t, x, y, z), o tensor de campo eletromagnético F µν e o

tensor de polarização P µν podem ser apresentados, em termos de suas componentes, na forma

[F µν ] =




0 Ex Ey Ez

−Ex 0 Bz −By

−Ey −Bz 0 Bx

−Ez By −Bx 0




e [P µν ] =




0 Dx Dy Dz

−Dx 0 Hz −Hy

−Dy −Hz 0 Hx

−Dz Hy −Hx 0



. (2.47)

Definimos, também, o tensor dual ao tensor F µν , denotado por
∗
F µν , como:

∗
F µν =

1

2
ηµναβF

αβ. (2.48)

Substituindo Fαβ de Eq. (2.38) e utilizando a equação (2.42), segue

∗
F µν = V µBν − V νBµ + ηµναβV

αEβ, (2.49)

que equivale a trocar ~E por ~B e ~B por − ~E em F µν . Sua representação matricial é então:

[ ∗
F

µν
]

=




0 Bx By Bz

−Bx 0 −Ez Ey

−By Ez 0 −Ex
−Bz −Ey Ex 0



. (2.50)
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Assim, as equações de Maxwell podem ser apresentadas em uma forma compacta

P µν
; ν = Jµ, (2.51)

∗
F µν

; ν = 0, (2.52)

onde Jµ
.
= (ρ,~j) é o 4-vetor densidade de corrente, ρ é a densidade volumétrica de cargas e ~j é

o vetor densidade superficial de corrente elétrica2.

Em verdade, o conjunto de equações apresentadas em (2.52) podem ser equivalentemente

obtidas através da relação

Fαβ,γ +Fβγ,α +Fγα,β = 0, (2.53)

onde o tensor Fαβ está associado ao tensor Fαβ segundo a relação

Fαβ = ηαµ ηβνF
µν . (2.54)

Vamos agora, reescrever as equações (2.51) e (2.52) em termos das intensidades e das induções

dos campos elétricos e magnéticos. De (2.39) e (2.49) temos

V µDν ,ν −V νDµ,ν −ηµναβVαHβ,ν = Jµ, (2.55)

V µBν ,ν −V νBµ,ν +ηµναβVαEβ,ν = 0, (2.56)

As equações de Maxwell podem ser obtidas na forma vetorial, a partir de suas componentes,

das expressões acima. De fato, de Eq. (2.51) ou Eq. (2.55), teremos

~∇ · ~D = ρ, (2.57)

~∇× ~H = ~+
∂ ~D

∂t
, (2.58)

e de Eq. (2.52) ou Eq. (2.53), teremos:

~∇ · ~B = 0, (2.59)

~∇× ~E = − ∂ ~B

∂t
. (2.60)

Por simplicidade, nós consideraremos as equações de Maxwell na ausência de fontes, isto é,

ρ = 0 e ~ = ~0. Neste caso, as equações (2.51) e (2.52), tornam-se

P µν
; ν = 0, (2.61)

∗
F µν

; ν = 0, (2.62)

2Note que, nas equações (2.51) e (2.52), a derivada covariante, representada pelo ponto e v́ırgula pode ser

substitúıda pela derivada parcial, representada pela v́ırgula, uma vez que o sistema de coordenadas considerado

é o cartesiano.
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ou, equivalentemente, de Eq. (2.55) e Eq. (2.56):

V τDα,τ +ηατγλVγHλ,τ = 0, (2.63)

V τBα,τ −ηατγλVγEλ,τ = 0. (2.64)

Derivando as relações (2.45) e (2.46) com relação às coordenadas, obtemos

Dα,τ = εαβE
β,τ +

∂εαβ
∂Eµ

EβEµ,τ +
∂εαβ
∂Bµ

EβBµ,τ , (2.65)

Hα,τ = µαβB
β,τ +

∂µαβ
∂Eµ

BβEµ,τ +
∂µαβ
∂Bµ

BβBµ,τ . (2.66)

As equações (2.63) a (2.66) são as equações que descrevem o campo eletromagnético dentro de

um meio material arbitrário, cujas propriedades são determinadas pelas quantidades εαβ e µαβ.

Como vemos, elas são expressas em termos das derivadas primeiras dos campos.

2.7 Propagação de ondas

2.7.1 Ondas de choque

Consideremos uma part́ıcula carregada, inicialmente em repouso, a qual é acelerada ins-

tantâneamente a partir de t = 0. O campo eletromagnético produzido por essa part́ıcula será

inicialmente independente do tempo, tornando-se depois, um campo variável. As duas regiões

do espaço-tempo, nas quais o campo é independente do tempo ou variável, serão separadas

por uma hipersuperf́ıcie Σ. Sabemos que uma carga acelerada emite radiação eletromagnética,

assim, a hipersuperf́ıcie Σ será a frente de onda emitida pela part́ıcula acelerada.

O potencial eletromagnético Aµ é representado por

Aµ
.
= (ϕ, ~A), (2.67)

onde ϕ e ~A são o potencial escalar e o potencial vetor do campo eletromagnético, respectiva-

mente. Do ponto de vista matemático, a hipersuperf́ıcie Σ é caracterizada pelo fato de que

certas derivadas de segunda ordem do potencial eletromagnético Aµ são descont́ınuas através

de Σ. Segue, desse comentário, que todas as derivadas primeiras de Aµ com respeito ao tempo

serão iguais a zero nas vizinhanças passadas de Σ mas, para algumas outras derivadas de Aµ,

isso certamente será diferente de zero nas vizinhanças futuras de Σ. Essas descontinuidades se

propagam ao longo de Σ de maneira determinada pelas equações de Maxwell. Dizemos, então,

que há uma onda de choque na superf́ıcie Σ.
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2.7.2 Método de Hadamard

A fim de descrever a propagação de ondas eletromagnéticas no limite da óptica geométrica

(pequenos comprimentos de onda), recorreremos ao método de Hadamard-Papapetrou [13, 15].

Descontinuidades do campo eletromagnético (frentes de onda) são assumidas a pertencerem a

uma hipersuperf́ıcie orientada Σ definida por Σ : Φ(xµ) = 0. As duas regiões distintas do espaço-

tempo, globalmente separadas pela superf́ıcie Σ, podem ser definidas de forma consistente. Para

cada Σ, seja X− o conjunto de pontos P− do espaço-tempo, não pertencentes a Σ, no passado

de P para cada P ∈ Σ e seja X+ o conjunto de pontos P+ do espaço-tempo, não pertencentes

a Σ, no futuro de P para cada P ∈ Σ. Causalidade do espaço-tempo garante que X+ e X−

são disjuntos. Para qualquer ponto P0 ∈ Σ dado (com P0 não pertencente ao conjunto dos

eventuais pontos fronteira de Σ), toda vizinhaça UP0 de P0 é particionada em três regiões

disjuntas: U−P0
⊂ X−, U+

P0
⊂ X+ e U0

P0
⊂ Σ. Seja r o raio desta vizinhança UP0 e P um

ponto arbitrário de UP0 , P ∈ UP0 . Seja também P− ∈ U−P0
e P+ ∈ U+

P0
dois pontos vizinhos

quaisquer de P e situados em lados opostos de Σ. Se f é um tensor arbitrário definido em UP0 ,

a descontinuidade de f em Σ é então definida como,

[f(P0)]Σ
.
= lim

r→0+

[
f(P+)− f(P−)

]
. (2.68)

Hadamard provou que [f ]Σ = 0 implica que [∇ν f ]
Σ

= f̄ Kν , onde o vetorKν = ∇ν Φ é ortogonal

à hipersuperf́ıcie Σ, e f̄ é um tensor de mesmo rank e com a mesma simetria algébrica de f .

2.8 Equação de autovalores

Visando determinar a propagação de ondas eletromagnéticas, consideraremos a aproximação

eikonal da eletrodinâmica, fazendo uso do método de Hadamard para a propagação das des-

continuidades dos campos. Assim, aplicando o mesmo procedimento anterior para o campo

eletromagnético Eµ e Bµ e suas derivadas, teremos

[Eµ]Σ = 0, (2.69)

[Bµ]Σ = 0, (2.70)

[Eµ,τ ]Σ = eµKτ , (2.71)

[Bµ,τ ]Σ = bµKτ . (2.72)
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onde eµ e bµ representam o valor das derivadas dos campos Eµ e Bµ na superf́ıcie Σ e

Kµ
.
=

∂Σ

∂xµ
, (2.73)

é um 4-vetor normal a esta superf́ıcie. Em outras palavras, eµ e bµ são os vetores de polarização

dos campos elétrico e magnético cujas frentes de ondas são normais ao 4-vetor de onda Kλ

definido pela equação acima.

Tomando a descontinuidade das equações (2.65) e (2.66) sobre a superf́ıcie Σ e aplicando as

condições de contorno de Hadamard, obteremos:

[Dα,τ ]Σ =

(
εαβ e

β +
∂εαβ
∂Eµ

Eβ eµ +
∂εαβ
∂Bµ

Eβ bµ
)
Kτ , (2.74)

[Hα,τ ]Σ =

(
µαβ b

β +
∂µαβ
∂Eµ

Bβ eµ +
∂µαβ
∂Bµ

Bβ bµ
)
Kτ . (2.75)

Desta forma, as equações de campo, Eq. (2.63) e Eq. (2.64), tornam-se

ω

(
εαβ e

β +
∂εαβ
∂Eµ

Eβ eµ +
∂εαβ
∂Bµ

Eβ bµ
)

+

+ ηατγλVγ

(
µλβ b

β +
∂µλβ
∂Eµ

Bβ eµ +
∂µλβ
∂Bµ

Bβ bµ
)
Kτ = 0, (2.76)

ω bα − ηατγβVγeβKτ = 0, (2.77)

onde ω é definido por

ω
.
= KτVτ , (2.78)

e representa a freqüência angular da onda eletromagnética.

Podemos ainda, reescrever as equações acima na seguinte forma:

ω

(
εαβ +

∂εαµ
∂Eβ

Eµ

)
eβ + ω

∂εαµ
∂Bβ

Eµ bβ + ηατγλKτVγ

(
µλχ +

∂µλν
∂Bχ

Bν

)
bχ +

+
∂µλβ
∂Eµ

ηατγλKτVγB
β eµ = 0, (2.79)

bα =
1

ω
ηατγβVγKτ eβ =

1

ω
ηαϕωβKϕVω eβ. (2.80)

Substituindo bα de Eq. (2.80) em (2.79), teremos
[
ω

(
εαβ +

∂εαµ
∂Eβ

Eµ

)
+
∂εαµ
∂Bχ

ηχϕωβE
µKϕVω +

∂µλν
∂Eβ

ηατγλBνKτVγ +

+
1

ω

(
µλχ +

∂µλν
∂Bχ

Bν

)
ηχϕωβ η

ατγλKϕVωKτVγ

]
eβ = 0. (2.81)
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A fim de colocarmos esta equação em uma forma tridimensional, vamos utilizar o projetor

hαβ definido anteriormente pela equação (2.13). Antes disso, podemos reescrever Kµ dado pela

Eq. (2.73) na forma

Kµ = (ω, ~q), (2.82)

onde ~q é o vetor de onda. Resulta dessa definição que,

K2 .
= KµKµ

= K0K0 +K iKi

= (K0)2 − (K i)2

= ω2 − |~q |2

= ω2 − q2. (2.83)

Da definição (2.13) acima, temos:

qα
.
= hαβK

β

= Kα − ωV α. (2.84)

Ou seja, qα = (0, ~q ) 3. Notemos também que

qαqα = q0q0 + qiqi

= (q0)2 − |~q |2

= − q2. (2.85)

Utilizando a equação (2.84), podemos reescrever Eq. (2.81) na forma tridimensional, sim-

plesmente trocando Kα por qα, uma vez que é nula a contribuição de V α, oriunda do segundo

membro de Eq. (2.84), e portanto, a equação original não é alterada. Dessa forma, teremos

Zα
β e

β = 0, (2.86)

onde definimos o tensor Zα
β como

Zα
β

.
= εαβ +

∂εαµ
∂Eβ

Eµ +
1

ω

∂εαµ
∂Bχ

ηχϕωβ E
µ qϕVω +

1

ω

∂µλν
∂Eβ

ηατγλBν qτVγ +

+
1

ω2
Hλ

χ ηατγλ ηχϕωβ qτVγq
ϕV ω, (2.87)

3Note que hαβ projeta a componente temporal de Kα no espaço, uma vez que qα é um vetor do tipo espaço.
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com

Hα
β
.
= µαβ +

∂µαλ
∂Bβ

Bλ. (2.88)

Da equação (2.40), temos:

ηατγλ ηχϕωβ = − det




δαχ δαϕ δαω δαβ

δτ χ δτ ϕ δτ ω δτ β

δγχ δγϕ δγω δγβ

δλχ δλϕ δλω δλβ




= − det




δαχ δαϕ δαβ

δτ χ δτ ϕ δτ β

δλχ δλϕ δλβ


 δγω + termos sem contribuições, na equação

(2.87), representados por ¤.

= − (
δαχ δ

τ
ϕ δ

λ
β + δαϕ δ

τ
β δ

λ
χ + δαβ δ

τ
χ δ

λ
ϕ +

− δαβ δ
τ
ϕ δ

λ
χ − δαχ δ

τ
β δ

λ
ϕ − δαϕ δ

τ
χ δ

λ
β

)
δγω + . . . (2.89)

Assim, Zα
β torna-se

Zα
β = εαβ +

∂εαµ
∂Eβ

Eµ +
1

ω

∂εαµ
∂Bχ

ηχϕωβ E
µ qϕVω +

1

ω

∂µλν
∂Eβ

ηατγλBν qτVγ +

+
1

ω2

(
q2Hβ

α +Hλ
α qλ qβ +Hβ

χ qχ q
α − q2Hχ

χ δαβ −Hχ
χ qα qβ −Hλ

χ qλ qχ δ
α
β

)
.

(2.90)

Desde de que eβ Vβ = 0, segue que

δαβ e
β = hαβ e

β, (2.91)

e a equação (2.90) pode, finalmente, ser reescrita na forma

Zα
β

.
= εαβ +

∂εαµ
∂Eβ

Eµ +
1

ω

∂εαµ
∂Bχ

ηχϕωβ E
µ qϕVω +

1

ω

∂µλν
∂Eβ

ηατγλBν qτVγ +

+
1

ω2

(
q2 IλβHλ

α − q2Hχ
χ Iαβ +Hβ

χ qχ q
α −Hλ

χ qλ qχ h
α
β

)
, (2.92)

onde definimos,

Iαβ
.
= hαβ +

qα qβ
q2

. (2.93)

que é o projetor no subespaço ortogonal à direção de propagação q̂µ
.
= qµ/q.

A solução geral para a propagação dos raios de luz pode ser obtida a partir da equação de

auto-valores (2.86), como

det |Zα
β| = 0. (2.94)
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Esta condição é conhecida na literatura como equação generalizada de Fresnel [27, 20, 42] e

resultam na descrição da propagação dos raios de luz em meios materiais.

Para várias configurações f́ısicas as relações de disperção oriundas das soluções de Eq. (2.94)

podem ser escritas em uma forma sugestiva gµν± KµKν = 0, como será mostrado no caṕıtulo

seguinte.

2.9 Relação de dispersão

Nesta seção apresentaremos a solução formal para o problema da propagação dos raios de

luz em meios materiais com coeficientes εαβ e µαβ dependentes de campos elétricos e magnéticos

externos. Especificamente, examinaremos meios materiais com coeficientes isotrópicos:

εαβ = ε (E,B) hαβ, (2.95)

µαβ = µ−1 (E,B) hαβ. (2.96)

Uma vez que estes coeficientes dependem das intensidades de ambos os campos elétrico e

magnético, mas não das direções destes, os resultados que iremos encontrar serão naturalmente

apropriados para tratar com meios materiais ĺıquidos.

Das equações (2.95) e (2.96), obtemos:

∂εαβ
∂Eτ

=
∂εαβ
∂E

∂E

∂Eτ
= − Eτ

E

∂εαβ
∂E

= − Eτ
E

∂ε

∂E
hαβ, (2.97)

∂µαβ
∂Eτ

=
∂µαβ
∂E

∂E

∂Eτ
= − Eτ

E

∂µαβ
∂E

= − Eτ
E

∂µ−1

∂E
hαβ =

1

µ2

Eτ
E

∂µ

∂E
hαβ. (2.98)

De modo análogo,

∂εαβ
∂Bτ

= − Bτ

B

∂ε

∂B
hαβ, (2.99)

∂µαβ
∂Bτ

=
1

µ2

Bτ

B

∂µ

∂B
hαβ. (2.100)

Definindo as operações “linha” e “ponto” como:

X ′ .=
1

E

∂X

∂E
, (2.101)

Ẋ
.
=

1

B

∂X

∂B
, (2.102)
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as equações (2.97) - (2.100) acima podem ser reescritas na forma:

∂εαβ
∂Eτ

= −Eτ ε′ hαβ, (2.103)

∂εαβ
∂Bτ

= −Bτ ε̇ h
α
β, (2.104)

∂µαβ
∂Eτ

= +Eτ
µ′

µ2
hαβ, (2.105)

∂µαβ
∂Bτ

= +Bτ
µ̇

µ2
hαβ. (2.106)

Introduzindo estes resultados em (2.92), resulta

Zα
β = ε hαβ − ε′EαEβ − 1

ω
ε̇Eα ηχϕωβBχqϕVω +

1

ωµ2
µ′ ηατγλBλ qτVγ Eβ +

+
1

ω2

[(
− q2

µ
− µ̇

µ2
q2IµνBµBν

)
hαβ +

(
µ̇

µ2
B2 − 1

µ

)
qαq

β
+

µ̇

µ2
q2BαBβ +

+
µ̇

µ2
(qB) qαBβ +

µ̇

µ2
(qB)Bαq

β

]
, (2.107)

onde usamos

q2IαβBαBβ = (qB)2 − q2B2, (2.108)

com a notação

(XY )
.
= XαYα, para quaisquer 4-vetores X e Y dados. (2.109)

Assim, podemos reescrever a equação (2.107) como

Zα
β = Λ hαβ − ε′EαEβ +

1

ω2

(
µ̇ B2

µ2
− 1

µ

)
qαq

β
+
µ̇ q2

µ2ω2
BαBβ +

+
µ̇

µ2ω2
(qB) qαBβ +

µ̇

µ2ω2
(qB)Bαq

β
− ε̇

ω
ηϕγτ β qϕ Vγ Bτ E

α +

− µ′

ωµ2
ηϕγτα qϕ Vγ Bτ Eβ, (2.110)

com Λ dado por

Λ
.
= ε− q2

µω2
− µ̇ q2

µ2ω2
IµνBµBν . (2.111)

A fim de encontrar soluções para a equação de auto-valores (2.86), devemos proceder ou via

método de Cayley-Hamilton [61] ou por expansão de eβ em uma base conveniente de vetores do

espaço tri-dimensional. Por simplicidade, iremos, neste trabalho, utilizar o método de expansão

numa base para encontrar a solução geral da propagação de raios em termos das magnitudes E
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e B dos campos elétrico e magnético, respectivamente. É importante salientar, neste ponto, que

a equação geral de propagação proveniente da solução de Eq. (2.94) independe da escolha de

qual método de resolução se utiliza para tratar o problema de auto-valor. Para tentar justificar

esta liberdade de escolha, no apêndice A recuperaremos um caso simples, utilizando o método

de Cayley-Hamilton, e mostraremos que os resultados lá obtidos coincidem com os que iremos

obter a seguir via método de expansão em uma base de vetores.

Vamos, então, escolher a espansão do vetor polarização eβ em termos dos vetores Eβ, Bβ e

qβ como

eβ = aEβ + bBβ + c qβ. (2.112)

Assim, das equações (2.86) e (2.110), nós obteremos:
{
a

[
Λ + ε′E2 − ε̇

ω
ηϕγτβ qϕ Vγ Bτ Eβ

]
+ b [−ε′(EB)] + c [−ε′(qE)]

}
Eα +

{
a

[
µ̇ q2 (EB)

µ2ω2
+
µ̇ (qB)(qE)

µ2ω2

]
+ b

[
Λ− µ̇ q2B2

µ2ω2
+
µ̇ (qB)2

µ2ω2

]}
Bα +

{
a

[
1

ω2

(
µ̇ B2

µ2
− 1

µ

)
(qE) +

µ̇ (qB)(EB)

µ2ω2

]
+ b

[
1

ω2

(
µ̇ B2

µ2
− 1

µ

)
(qB)− µ̇ B2 (qB)

µ2ω2

]
+

c

[
Λ− q2

ω2

(
µ̇ B2

µ2
− 1

µ

)
+
µ̇ (qB)2

µ2ω2

]}
qα +

{
a

[
µ′E2

µ2 ω

]
+ b

[
− µ′ (EB)

µ2ω

]
+ c

[
− µ′ (qE)

µ2ω

]}
ηϕγτα qϕ Vγ Bτ = 0. (2.113)

O termo

ηϕγτα qϕ Vγ Bτ
.
= χα, (2.114)

que aparece acima pode ser expandido em termos da base proposta Eβ, Bβ, qβ como

χβ = αEβ + β Bβ + γ qβ. (2.115)

Mas, das identidades

χα qα = 0, (2.116)

χαBα = 0, (2.117)

obtemos

β = − (EIB)

(BIB)
α, (2.118)

γ =
1

q2

[
(qE)− (qB)

(EIB)

(BIB)

]
α, (2.119)
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onde definimos

(XIY )
.
= (XY ) +

(qX)(qY )

q2
. (2.120)

Temos também que,

χαχα =
(
αEβ + β Bβ + γ qβ

)
(αEβ + β Bβ + γ qβ)

= − α2E2 − β2B2 − γ2q2 + 2αβ (EB) + 2α γ (qE) + 2 β γ (qB). (2.121)

Usando os resultados apresentados por Eq. (2.118) e Eq. (2.119) na equação (2.121) e após

simplificações, teremos:

χαχα =

[
(EIE)− (EIB)2

(BIB)

]
α2. (2.122)

Mas por outro lado, com o aux́ılio de Eq. (2.40) e da notação dada por Eq. (2.120), teremos:

χαχα = ηϕγτα qϕ Vγ Bτ ηβλω α q
β V λBω

= q2 (BIB). (2.123)

Comparando os resultados apresentados nas equações Eq. (2.122) e Eq. (2.123), segue:

α =
q (BIB)√

(EIE)(BIB)− (EIB)2
. (2.124)

E substituindo este resultado em Eq. (2.118) e Eq. (2.119):

β =
− q (EIB)√

(EIE)(BIB)− (EIB)2
, (2.125)

γ =
(qE)(BIB)− (qB)(EIB)

q
√

(EIE)(BIB)− (EIB)2
. (2.126)

Então, retornando à expressão (2.113) e utilizando os resultados acima, teremos
{
a

[
Λ + ε′E2 − ε̇

ω
ηϕγτβ qϕ Vγ BτEβ +

αµ′E2

µ2ω

]
+ b

[
− ε′ (EB)− αµ′ (EB)

µ2ω

]
+

c

[
− ε′ (qE)− αµ′ (qE)

µ2ω

]}
Eα +

{
a

[
µ̇ q2 (EB)

µ2ω2
+
µ̇ (qB)(qE)

µ2ω2
+
β µ′E2

µ2ω2

]
+ b

[
Λ− µ̇ q2B2

µ2ω2
+
µ̇ (qB)2

µ2ω2
− β µ′ (EB)

µ2ω

]
+

c

[
− β µ′ (qE)

µ2ω

]}
Bα +

{
a

[
1

ω2

(
µ̇ B2

µ2
− 1

µ

)
(qE) +

µ̇ (qB)(EB)

µ2ω2
+
γ µ′E2

µ2ω

]
+ b

[
1

ω2

(
µ̇ B2

µ2
− 1

µ

)
(qB) −

µ̇ B2 (qB)

µ2ω2
− γ µ′ (EB)

µ2ω

]
+

[
Λ− q2

ω2

(
µ̇ B2

µ2
− 1

µ

)
+
µ̇ (qB)2

µ2ω2
− γ µ′ (qE)

µ2ω

]}
qα = 0.

(2.127)
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Desde que {Eα, Bα, qα} são tomados como sendo linearmente independentes, a solução para o

sistema acima é obtida pelo anulamento de cada um dos seus coeficientes. Assim, as equações

acima podem ser apresentadas em uma forma mais conveniente como:

a

{
ε+

(
ε′ +

αµ′

µ2ω

)
E2 − q2

µω2

[
1 +

µ̇

µ
(BIB)

]
− ε̇

ω
[qV BE]

}
−

b

{
(EB)

(
ε′ +

αµ′

µ2ω

)}
− c

{
(qE)

(
ε′ +

αµ′

µ2ω

)}
= 0, (2.128)

a

{
µ̇ q2(EIB)

µ2ω2
+
β µ′E2

µ2ω

}
+ b

{
ε− q2

µω2
− β µ′(EB)

µ2ω

}
− c

{
β µ′ (qE)

µ2ω

}
= 0, (2.129)

a

{
µ̇

µ2ω2

[
B2 (qE) + (qB)(EB)

]− (qE)

µω2
+
γ µ′E2

µ2ω

}
− b

{
(qB)

µω2
+
γ µ′ (EB)

µ2ω

}
+

c

{
ε− γ µ′ (qE)

µ2ω

}
= 0, (2.130)

onde definimos:

[q V BE]
.
= ηϕγτβ qϕ Vγ Bτ Eβ. (2.131)

Agora, por simplicidade, vamos escrever o conjunto de equações acima como:

a {A1} − b {B1} − c {C1} = 0, (2.132)

a {A2}+ b {B2} − c {C2} = 0, (2.133)

a {A3} − b {B3}+ c {C3} = 0. (2.134)

Eliminando c de Eq.(2.134) e introduzindo-o nas equações Eq. (2.132) e Eq. (2.133), obtemos:

a

(
A1 + A3

C1

C3

)
− b

(
B1 +B3

C1

C3

)
= 0, (2.135)

a

(
A2 + A3

C2

C3

)
+ b

(
B2 −B3

C2

C3

)
= 0. (2.136)

Então, segue das duas equações:

(A2B3 + A3B2)C1 + (A3B1 − A1B3)C2 + (A1B2 + A2B1)C3 = 0 (2.137)
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onde definimos:

A1
.
= ε+

(
ε′ +

αµ′

µ2ω

)
E2 − q2

µω2

[
1 +

µ̇

µ
(BIB)

]
− ε̇

ω
[qV BE] , (2.138)

A2
.
=

µ̇ q2 (EIB)

µ2ω2
+
β µ′E2

µ2ω
, (2.139)

A3
.
=

µ̇

µ2ω2

[
B2 (qE) + (qB)(EB)

]− (qE)

µω2
+
γ µ′E2

µ2ω
, (2.140)

B1
.
= (EB)

(
ε′ +

αµ′

µ2ω

)
, (2.141)

B2
.
= ε− q2

µω2
− β µ′ (EB)

µ2ω
, (2.142)

B3
.
=

(qB)

µω2
+
γ µ′ (EB)

µ2ω
, (2.143)

C1
.
= (qE)

(
ε′ +

αµ′

µ2ω

)
, (2.144)

C2
.
=

β µ′ (qE)

µ2ω
, (2.145)

C3
.
= ε− γ µ′ (qE)

µ2ω
. (2.146)

A equação (2.137) é a equação geral da propagação de raios de luz em meios materiais

isotrópicos caracterizados pelas quantidades εαβ e µαβ dependentes das magnitudes E e B dos

campos elétrico e magnético, que resulta nas relações de dispersão para os raios de luz. Devido à

dificuldade de se tratar esta equação geral e, conseqüentemente a relação de dispersão geral dela

proveniente, iremos no caṕıtulo seguinte, restringir a análise a apenas alguns casos particulares

de interesse.



Caṕıtulo 3

Birrefringência

A partir de agora, estaremos interessados em recuperar alguns casos já apresentados na

literatura, com o objetivo não apenas de aplicar o formalismo desenvolvido no caṕıtulo anterior

como também demonstrar a aplicabilidade do mesmo, uma vez que os resultados a serem

encontrados já são previamente conhecidos. Todos os casos tratados aqui são provenintes da

ação induzida de campos eletromagnéticos em meios materiais dielétricos.

Dois casos bastante conhecidos na literatura são os chamados, efeito Kerr eletro-óptico

e seu análogo, o efeito Cotton-Mouton magneto-óptico. Esses dois efeitos constituem casos

da birrefringência linear e apresentam intensidades consideravelmente altas, sendo por isso,

facilmente observados em experimentos no laboratório. Um terceiro caso existente, porém

menos intenso do que os dois primeiros, é o chamado efeito Jones. Este último efeito constitui

um caso particular de birrefringência que acompanha os outros dois. Devido à baixa intensidade

com que se apresenta, ele é geralmente ofuscado pela presença dos outros dois e por isso é

muito dif́ıcil de ser observado. Em ambos os casos a birrefringência constitui um efeito de

segunda ordem nos campos aplicados. No primeiro caso, a permissividade elétrica εαβ é uma

função dependente apenas do campo elétrico ~E, no segundo, a permeabilidade magnética µαβ

é uma função apenas do campo magnético ~B e, no último caso, a permissividade elétrica εαβ é

dependente de ambos os campos ~E e ~B.

Conforme já salientamos antes, estamos particularmente interessados em tratar apenas com

a dependência de εαβ e µαβ nas magnitudes (módulos) dos campos, e não em considerar o

caracter vetorial completo dos mesmos. Assim, todos os três casos mencionados acima serão

obtidos com esta restrição particular. Por fim, para complementar o caṕıtulo, nós derivaremos

a geometria efetiva associada à propagação de ondas eletromagnéticas em meios materiais

32
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arbitrários, caracterizados por εαβ(E,B) e µαβ(E,B), para cada situação explorada. Neste

caṕıtulo nós apresentamos apenas uma situação particular onde cada efeito mencionado pode

ocorrer, uma vez que objetivo prioritário no momento é somente recuperar os três casos de

birrefringência clássicos, encontrados na literatura. Na conclusão deste trabalho comentaremos

sobre outras posśıveis aplicações e futuras investigações neste tema.

3.1 Descrição de casos associados ao fenômeno da birre-

fringência

3.1.1 Efeito Kerr [ε = ε(E) e µ = constante]

O efeito Kerr foi descoberto em 1875 por J. Kerr [45] e ocorre quando um material dielétrico,

opticamente isotrópico, é submetido à um campo elétrico externo. Este efeito é devido ao

alinhamento das moléculas do meio na direção do campo elétrico externo. Em tal situação, o

material se comporta opticamente como se fosse um cristal uniaxial no qual o campo elétrico

define o seu eixo óptico, cuja direção coincide com a deste último. A magnitude do efeito é

proporcional ao quadrado do campo elétrico aplicado.

Para recuperarmos o efeito Kerr clássico decrito na litertura, introduziremos na equação

(2.137), as condições apropriadas para εαβ e µαβ. Em particular, restringiremos a análise

apenas ao caso em que o efeito decorre da condição em que ε = ε(E) e µ = µc.
1 Deve-se

salientar, no entanto, que esta escolha de ε e µ não é a única que apresenta a birrefringência de

Kerr. De fato, se colocarmos a dependência em E na permeabilidade magnética, juntamente

com a mesma dependência na permissividade elétrica, isto é, ε = ε(E) e µ = µ(E), o efeito

continuará ocorrendo. Entretanto, se retirarmos a dependência de E em ε e a mantivermos em

µ [ε = εc e µ = µ(E)] a birrefringência de Kerr desaparece. Dessa forma, podemos concluir

que, pelo menos para o caso da dependência dos tensores εαβ e µαβ nas magnitudes dos campos

~E e ~B, a condição necessária e suficiente para que o efeito Kerr possa ocorrer é que o tensor

permissividade elétrica seja função do campo elétrico, independentemente da dependência ou

não da permeabilidade magnética neste campo.

Então, para o caso mencionado acima, a equação (2.137) resulta[(
ε+ ε′E2 − q2

µc ω2

)
ε− ε′ (qE)2

µc ω2

](
ε− q2

µc ω2

)
= 0, (3.1)

1O ı́ndice c em µc serve para enfatizar que a variável indexada µ é uma constante numérica.
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com soluções:




ε− q2

µc ω2
= 0,

(
ε+ ε′E2 − q2

µc ω2

)
ε− ε′

µc

(qE)2

ω2
= 0.

(3.2)

Desde que a velocidade de fase é definida por vϕ
2 = ω2/q2, nós obtemos de Eq. (3.2 -a):

vo
2 =

1

µc ε
=

1

µc ε(E)
, (3.3)

que é uma velocidade isotrópica. Por outro lado, de Eq. (3.2 -b):

q2

ω2

[
1

µc
+

ε′

ε

(q̂ · ~E)2

µc

]
= ε+ E

∂ ε

∂E
=
∂ (εE)

∂E
, (3.4)

onde q̂ = ~q/q. Então,

v 2
e =

1

µc ∂(εE)/∂E

[
1 +

ε′

ε
E2 (q̂ ·Ê)2

]
, (3.5)

com Ê = ~E/E.

Ou ainda, lembrando da definição (2.102):

v 2
e =

1

µc ∂(εE)/∂E

[
1 +

E

ε

∂ ε

∂E
(q̂ ·Ê)2

]
. (3.6)

Notemos que, para o caso particular onde a propagação ocorre na direção do campo elétrico

externo,

q̂ ·Ê = 1, (3.7)

obtemos de Eq. (3.6) que

v 2
e‖ =

1

µc ε(E)
. (3.8)

Nós designamos vo como a velocidade do raio ordinário e ve como aquela do raio extraor-

dinário, a qual depende da direção de propagação. Em particular, para o caso onde a propagação

ocorre paralelamente ao campo elétrico externo, ve reduz-se à velocidade do raio ordinário dada

pela equação (3.3).

A diferença entre os raios ordinário e extraordinário assume seu valor máximo quando

q̂ ·Ê = 0. Neste caso, de Eq. (3.6):

v 2
e⊥ =

1

µc ∂(εE)/∂E
. (3.9)
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Para a maioria dos casos [49, 52, 53], a permissividade comporta-se como

ε(E) = εc + αE2, (3.10)

onde εc e α são constantes numéricas. Resulta que,

v 2
e‖ =

1

µc εc (1 + αE2/εc)
, (3.11)

v 2
e⊥ =

1

µc εc (1 + 3αE2/εc)
. (3.12)

Os correspondentes ı́ndices de refração são dados por (tomando c = 1):

n‖ =
√
µc εc

(
1 + αE2/εc

)1
2 ≈ √

εc µc

(
1 +

1

2

αE2

εc

)
, (3.13)

n⊥ =
√
µc εc

(
1 + 3αE2/εc

)1
2 ≈ √

εc µc

(
1 +

3

2

αE2

εc

)
. (3.14)

A diferença

n⊥ − n‖ ≈ n0 α

εc
E2. (3.15)

é o resultado experimentalmente conhecido como efeito Kerr, onde n0 =
√
µc εc é o ı́ndice de

refração do meio na ausência de campos externos.

O resultado acima foi também obtido para um meio opticamente anisotrópico [28]. Uma

representação gráfica do efeito Kerr, segue adiante na figura 3.1.



36 3. Birrefringência

Figura 3.1: Frentes de onda dos raios ordinário e extraordinário no efeito Kerr eletro-óptico, para α > 0

(figura à esquerda) e α < 0 (figura à direita). A circunferência representa a frente de onda do raio ordinário

e a elipse representa a frente de onda do raio extraordinário.

Geometria efetiva no efeito Kerr:

As condições para a propagação, dadas por Eq. (3.2), podem ser apresentadas em uma

forma mais atraente como,

gµν± K
±
µ K

±
ν = 0, (3.16)

onde o tensor simétrico gµν± representa a geometria efetiva, também conhecida como métrica

óptica, associada com a propagação de ondas eletromagnéticas no meio. Esta quantidade é vista

pela onda eletromagnética como sendo a responsável pela curvatura do espaço-tempo efetivo,

representado pelo meio material, no qual ela se propaga. O śımbolo ± indica que, em geral,

poderão existir duas métricas distintas, cada uma correspondendo a um modo de polarização

posśıvel.

Desta maneira, a equação (3.16) mostra que os vetoresK±
µ são tangentes as curvas geodésicas

nulas nas correspondentes geometrias gµν± , o que constitui um desvio do espaço-tempo de fundo

de Minkowski. Na verdade, pode-se mostrar [36] queKµ
2 satifaz a equação geodésicaKµ;λK

λ =

0, onde o ponto e virgula denota a derivada covariante na geometria gµν . Assim, desde que Kµ

é um vetor nulo em tal geometria, as curvas integrais de Kµ serão geodésicas nulas.

2Por simplicidade de notação, omitiriremos o sinal ±.
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A geometria efetiva para o efeito Kerr pode ser obtida a partir de Eq. (3.2), que representa,

respectivamente, as condições sobre os cones de luz para os raios ordinário e extraordinário.

Então, utilizando as relações (2.83) e (2.84), nós obteremos de Eq. (3.2), o seguinte:

ε µω2 − ω2 +K2 = 0, (3.17)

[
ε+ ε′E2 − (ω2 −K2)

µω2

]
ε− ε′

µ

(KµEµ)
2

ω2
= 0. (3.18)

Então, de Eq. (3.18), teremos:

µ(ε+ ε′E2)V µV νKµKν − V µV νKµKν + ηµν KµKν − ε′

ε
EµEνKµKν = 0. (3.19)

Ou ainda,

{
ηµν − [

1− µ(ε+ ε′E2)
]
V µV ν − ε′

ε
EµEν

}
KµKν = 0, (3.20)

que pode ser apresentada na forma

gµνe KµKν = 0, (3.21)

onde definimos a geometria efetiva para o raio extraordinário:

gµνe
.
= ηµν − [

1− µ(ε+ ε′E2)
]
V µV ν − ε′

ε
EµEν = 0. (3.22)

Para o raio ordinário, segue de Eq. (3.17), que:

[(1− µ ε)V µV ν − ηµν ] KµKν = 0, (3.23)

ou ainda,

[ηµν − (1− µ ε)V µV ν ] KµKν = 0, (3.24)

que pode ser apresentada como:

gµνo KµKν = 0, (3.25)

onde definimos a geometria efetiva para o raio ordinário como:

gµνo
.
= ηµν − (1− µ ε)V µV ν . (3.26)

Os resultados apresentados nas equações (3.22) e (3.26) são os mesmos obtidos anteriormente

[27, 28, 30, 32].
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3.1.2 Efeito Cotton-Mouton [ε = constante e µ = µ(B)]

Este efeito constitue o análogo magnético do efeito Kerr. Ele foi descoberto por Cotton e

Mouton no final do século XIX [46] e acontece devido ao alinhamento das moléculas do material

na direção de um campo magnético externo. Assim como no efeito Kerr, ele é proporcional

ao quadrado da magnitude do campo aplicado. Para recuperarmos o efeito Cotton-Mouton

tradicional, existente na literatura, iremos retornar à equação (2.137) com a seguinte condição

para εαβ e µαβ: ε = εc e µ = µ(B). De modo análogo ao efeito Kerr, este efeito pode ainda

ser obtido considerando a dependência no módulo do campo magnético aplicado, tanto na

permissividade elétrica como na permeabilidade magnética, ou seja, ε = ε(B) e µ = µ(B). O

caso onde ε = ε(B) e µ = µc não exibe sequer o fenômeno da birrefringência, tão pouco o efeito

Cotton-Mouton que é um caso particular deste. Logo, notamos que a condição necessária e

suficiente para que este efeito possa ocorrer, é que o tensor permebilidade magnética µαβ seja

dependente do campo magnético aplicado, pelo menos no caso da dependência na magnitude

deste campo.

Uma vez que o objetivo neste momento é apenas exibir o efeito em si, restringiremos a

análise apenas ao primeiro caso mencionado. Os demais casos mencionados poderão ser obtidos

seguindo o mesmo procedimento adotado para este caso.

Assim sendo, da equação (2.137), temos

{
εc − q2

µω2

[
1 +

µ̇

µ

(
− B2 +

(qB)2

q2

)]}(
εc − q2

µω2

)
εc = 0, (3.27)

que resulta em:





(
εc − q2

µω2

)
εc = 0,

εc − q2

µω2

{
1 +

µ̇

µ

[
− B2 +

(qB)2

q2

]}
= 0.

(3.28)

Então, haverá duas velocidades de fase distintas, uma das quais é isotropica (raio ordinário)

v 2
o =

1

εc µ(B)
, (3.29)

resultante de Eq. (3.28 -a), e outra dependente da direção de propagação (raio extraordinário)

v 2
e =

1

εc µ(B)

{
1− µ̇

µ
B2

[
1− (q̂ · B̂)2

]}
, (3.30)



3. Birrefringência 39

decorrente de Eq. (3.28 -b), onde utilizamos que ~q = q q̂ e ~B = B B̂.

A equação acima pode ainda, da Eq. (2.102), ser escrita como:

v 2
e =

1

εc µ(B)

{
1− B

µ

∂µ

∂B

[
1− (q̂ · B̂)2

]}
. (3.31)

Para os casos extremos onde

q̂ · B̂ = 1 e q̂ · B̂ = 0, (3.32)

obtemos, respectivamente, de Eq. (3.31), o seguinte:

v 2
e‖ =

1

εc µ(B)
, (3.33)

v 2
e⊥ =

1

εc µ(B)

(
1− B

µ

∂µ

∂B

)
. (3.34)

Para a maioria dos casos [49, 52, 53], a permeabilidade é dada como

µ−1(B) = µ−1
c + β B2, (3.35)

onde µc e β são constantes numéricas. Resulta então, que:

v 2
e‖ =

1 + β µcB
2

µc εc
, (3.36)

v 2
e⊥ =

1 + 3 β µcB
2

µc εc
. (3.37)

Os correspondentes ı́ndices de refração são dados por

n‖ =
√
µc εc

(
1 + β µcB

2
)− 1

2 ≈ √
µc εc

(
1− 1

2
β µcB

2

)
, (3.38)

n⊥ =
√
µc εc

(
1 + 3 β µcB

2
)− 1

2 ≈ √
µc εc

(
1− 3

2
β µcB

2

)
, (3.39)

e

n‖ − n⊥ ≈ n0 β

µ−1
c

B2, (3.40)

que é o efeito o conhecido efeito Cotton-Mouton, onde n0 =
√
µc εc é o ı́ndice de refração do meio

na ausência de campos externos. Conforme já salientamos antes, este efeito é completamente

análogo ao efeito Kerr e pode ser obtido a partir deste último, simplesmente considerando a

rotação dual nos campos eletromagnéticos.

A representação gráfica do comportamento dos raios ordinário e extraordinário, para este

caso, é dada pela figura 3.2 adiante.
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Figura 3.2: Frentes de onda dos raios ordinário e extraordinário no efeito Cotton-Mouton magneto-óptico,

para β > 0 (figura à esquerda) e β < 0 (figura à direita). A circunferência representa a frente de onda do

raio ordinário e a elipse representa a frente de onda do raio extraordinário.

Geometria efetiva no efeito Cotton-Mouton:

A geometria efetiva para o efeito Cotton-Mouton pode ser obtida de maneira similar a do

efeito Kerr. Assim, da equação (3.28), resulta:

ε µω2 − ω2 +K2 = 0, (3.41)

µ εω2 −
{
q2 +

µ̇

µ

[−B2 q2 + (qB)2
]}

. (3.42)

Notemos que Eq. (3.41), é idêntica a equação (3.18). Assim, para o raio ordinário no efeito

Cotton-Mouton, a geometria efetiva é dada pela Eq. (3.26)

gµνo
.
= ηµν − (1− µ ε)V µV ν , (3.43)

e portanto pode ser escrita na forma:

gµνo KµKν = 0. (3.44)
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Para o raio extraordinário, teremos de Eq. (3.42):

µ ε V µV νKµKν − 1

µ

(
µ+ µ̇ B2

)
(V µV νKµKν − ηµν KµKν)− µ̇

µ
BµBνKµKν = 0. (3.45)

Ou ainda,

[
ηµν −

(
1− µ2ε

µ+ µ̇ B2

)
V µV ν − µ̇

µ+ µ̇ B2
BµBν

]
KµKν = 0, (3.46)

que pode ser apresentada como:

gµνe KµKν = 0, (3.47)

onde nós definimos a geometria efetiva para o raio extraordinário:

gµνe
.
= ηµν −

(
1− µ2ε

µ+ µ̇ B2

)
V µV ν − µ̇

µ+ µ̇ B2
BµBν . (3.48)

3.1.3 Birrefringência Magneto-Elétrica [ε = ε(E,B) e µ = constante]

Birrefringência magneto-elétrica é um terceiro caso de birrefrigência que pode ocorrer,

quando ambos os campos elétrico e magnético estão presentes no meio material. Um caso

particular deste tipo de birrefrigência é o chamado efeito Jones [54]. Este último efeito foi

proposto pela primeira em 1948 por R. Clark Jones, como conseqüência de um formalismo ma-

tricial por ele desenvolvido. o efeito Jones pode ser induzido em fluidos pela ação simultânea

de um campo elétrico e magnético paralelos entre si e perpendiculares a direção de propagação

da luz. Neste caso, o efeito obtido é linear no produto dos campos aplicados.

Da mesma forma que nos casos anteriores, existem também aqui várias possibilidades de

escolha, para ε e µ, onde efeitos de birrefringência magneto-elétrica, em particular o efeito Jones,

podem aparecer. Por exemplo, podemos ter: ε(E,B), µ(E,B); ε(E,B), µ(E); ε(E,B), µ(B) e

ε(E,B) com µ constante. Uma vez que o efeito Jones é um efeito de baixa intensidade que vem

seguido de outros efeitos predominantes sobre ele, podemos concluir, de posse das condições

discutidas anteriormente para a existência das birrefringências de Kerr e Cotton-Moutton, que

nesse efeito pelo menos uma destas duas birrefringências devem acompanhá-lo. Assim, para o

caso de ε(E,B) e µ(E,B), todos os três efeitos devem aparecer simultâneamente. Já para os

casos onde, ε = ε(E,B) com µ = µ(E) e ε = ε(E,B) com µ constante, apenas a birrefringência

de Jones e a de Kerr podem aparecer. Os casos onde aparece a dependência de ambos os campos

~E e ~B na permeabilidade magnética estão ainda em fase de estudo. No entanto, esperamos
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que esses casos apresentem a mesma simetria. Assim, por exemplo, os casos onde ε é constante

e µ = µ(E,B) e ε = ε(B) com µ = µ(E,B), somente o efeito Cotton-Mouton deve aparecer

acompanhado do efeito Jones. Assim, os casos onde ε = ε(E) e µ = µ(B), apresentarão apenas

os efeitos Kerr, e Cotton-Mouton, e para aqueles onde ε = ε(B) e µ = µ(E) nenhum dos três

efeitos deverá ocorrer.

A fim de descrever o efeito Jones, consideraremos, nesta seção, o caso particular onde

ε = ε(E,B) e µ = µc, onde mais uma vez estamos interessados apenas em apresentar o efeito

como uma aplicação do formalismo, e não em explorar todas as possibilidades existentes. Até

porque, uma vez que tanto o campo elétrico quanto o campo magnético estão presentes, a

solução da equação (2.137) para os demais casos torna-se mais complicada e será deixada,

então, para análise e trabalhos futuros.

Retornando, então, à equação (2.137) com a condição imposta sobre ε e µ, teremos[
ε (ε+ ε′E2)− ε

µc

q2

ω2
− ε′

µc

(qE)2

ω2
− ε ε̇ [q V BE]

ω

](
ε− q2

µc ω2

)
= 0, (3.49)

que resulta em




ε− q2

µc ω2
= 0,

ε (ε+ ε′E2)− ε

µc

q2

ω2
− ε′

µc

(qE)2

ω2
− ε ε̇ [q V BE]

ω
= 0.

(3.50)

Logo, da Eq. (3.50 -a), segue

v 2
o =

1

µc ε(E,B)
(3.51)

a velocidade isotrópica (raio ordinário). Por outro lado, de Eq. (3.50 -b), resulta

(ε+ ε′E2) v 2
e − ε̇ [q̂ V BE] ve − 1

µc

[
1 +

ε′

ε
(q̂ · ~E)2

]
= 0, (3.52)

que é a equação da velocidade do raio extraordinário, cuja solução é dada por

ve
± =

1

2 (ε+ ε′E2)

{
ε̇ [q̂ V BE]±

√
ε̇2 [q̂ V BE]2 +

4

µc
(ε+ ε′E2)

[
1 +

ε′

ε
(q̂ · ~E)2

] }
, (3.53)

com q̂ = ~q/q.

Então, a prinćıpio, haverão três velocidades distintas. De fato, a equação acima contém

dois valores posśıveis para a velocidade do raio extraordinário. Assim, associado a uma dada

direção, o raio extraordinário se propaga com velocidades diferentes em sentidos opostos. Este

fato constitui uma sutileza inédita de um fenômeno óptico e constitui uma generalização do

efeito de birrefringência magneto-elétrica apresentado na literatura. Isto mostra o sucesso do

formalismo aqui apresentado, na descrição de fenômenos eletro-magneto-ópticos.
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Birrefringência magneto-elétrica linear

A análise de ve
± acima, para o caso geral, constitui uma tarefa um tanto complicada e,

por isso, ainda está sendo realizada. A fim de examinarmos algumas configurações particulares

para o efeito de birrefringência magneto-elétrica, notemos o seguinte:

[q̂ V BE] = ηµγτβ q̂µ Vγ Bτ Eβ

= −ηµτγβ q̂µBτ Vγ Eβ

= −
[
q̂µ ( ~B × ~E)µ

]

= q̂ · ( ~B × ~E). (3.54)

Desta forma, se considerarmos, por exemplo, ~E = E ŷ, ~B = B (−ẑ) e q̂ = x̂, segue que:

[q̂ V BE] = EB. (3.55)

e portanto, a equação (3.53) torna-se:

ve
± =

ε̇ EB

2 (ε+ ε′E2)

[
1±

√
1 +

4 (ε+ ε′E2)

µc (ε̇ E B)2

]
. (3.56)

Polarização

Os vetores de polarização associados aos raios ordinário [Eq. (3.51)] e extraordinário

[Eq. (3.56)], para o caso de BME, podem ser obtidos a partir das equações (2.128)− (2.130),

considerando-se que ~E e ~B são perpendiculares à direção de propagação, ou seja,

(qE) = 0 = (qB). Assim,

a

{(
ε− q2

µω2

)
+ ε′E2 − q EB

ε̇

ω
q̂ · Ê × B̂

}
= 0, (3.57)

b

{(
ε− q2

µω2

)}
= 0, (3.58)

c {ε} = 0. (3.59)

Da equação (3.59) resulta que c = 0 e da equação (3.58) segue que b é arbitrário. Desse modo,

da Eq. (3.57), pode-se notar que o vetor de polarização será função apenas de ~E e ~B. Assim

da Eq. (3.57), escrevendo b em termos de a, teremos

b = −a
{

1

EBε′

(
ε− q2

µω2

)
+
E

B
− q

ω

ε̇

ε′
q̂ · Ê × B̂

}
. (3.60)
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Introduzindo-se este resultado na equação (2.112), teremos

eβ = a

{
Eβ −

[
1

EBε′

(
ε− q2

µω2

)
+
E

B
− q

ω

ε̇

ε′
q̂ · Ê × B̂

]
Bβ

}
. (3.61)

Então, para o caso particular de birrefringência magneto-elétrica que estamos tratando, obtemos

os seguintes modos de polarização:

i) Raio ordinário: Neste caso, o termo entre parênteses da Eq. (3.61) é nulo, resultando

eβo = a

{
Eβ −

[
E

B
− q

ω

ε̇

ε′
q̂ · Ê × B̂

]
Bβ

}
. (3.62)

ii) Raio extraordinário: Neste caso, o termo entre colchetes da Eq. (3.61) é nulo, resultando

eβe = aEβ. (3.63)

Note que sempre podemos escolher a constante a de forma que os vetores de polarização sejam

normalizados.

Vamos agora analisar o comportamento dos dois raios acima. Para isso, consideremos que

o coeficiente de permissividade seja expresso por

ε = εc + αE2 + β B2 + γ EB. (3.64)

Assim, decorre que:

ε′E2 = 2αE2 + γ EB, (3.65)

ε̇ EB = 2 β EB + γ E2. (3.66)

Logo, a Equação (3.56) torna-se

ve
± =

2 β EB + γ E2

2 (εc + 3αE2 + β B2 + 2 γ EB)

[
1±

√
1 +

4 (εc + 3αE2 + β B2 + 2 γ EB)

µc (2 β EB + γ E2)2

]

=
2 β EB + γ E2

2 εc

(
1 +

3αE2 + β B2 + 2 γ EB

εc

) ± 1√
εc µc

(
1 +

3αE2 + β B2 + 2 γ EB

2 εc

)

(
1 +

3αE2 + β B2 + 2 γ EB

εc

)

=
2 β EB + γ E2

2 εc [1 +O(α)]
± 1√

εc µc

(
1− 3αE2 + β B2 + 2 γ EB

εc

)(
1 +

3αE2 + β B2 + 2 γ EB

2 εc

)

=
1

2 εc
(2 β EB + γ E2)± 1√

εc µc

(
1− 3αE2 + β B2 + 2 γ EB

2 εc

)
. (3.67)
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onde os termos de ordem O(α2) foram desprezados, bem como os de ordem em β e γ. Podemos

ainda, reescrever a equação (3.67), na seguinte maneira:

ve
± = ± 1√

εc µc
+

1

2 εc

[
2 β EB + γ E2 ∓

(
3αE2 + β B2 + 2 γ EB√

εc µc

)]
. (3.68)

Desta forma, temos que:

ve
+ = +

1√
εc µc

+
1

2 εc

[
2 β EB + γ E2 −

(
3αE2 + β B2 + 2 γ EB√

εc µc

)]
, (3.69)

ve
− = − 1√

εc µc
+

1

2 εc

[
2 β EB + γ E2 +

(
3αE2 + β B2 + 2 γ EB√

εc µc

)]
. (3.70)

Ou ainda, definindo

A
.
=

2 β EB + γ E2

2 εc
, (3.71)

C
.
=

3αE2 + β B2 + 2 γ EB

2 εc
√
εc µc

. (3.72)

teremos

ve
+ = +

1√
εc µc

+ (A− C), (3.73)

e

ve
− = − 1√

εc µc
+ (A+ C). (3.74)

Note que existe uma grande possibilidade de soluções para ve
+ e ve

− apenas fixando valores

para as variáveis α, β, γ, εc, µc, B e E.

Assim, para o caso onde, por exemplo, A = C, com A e C positivos, teremos:

|ve+| > |ve−|. (3.75)

com

|ve+| > |vo| e |ve−| < |vo|. (3.76)

Desta forma, uma configuração posśıvel para o efeito de birrefringência magneto-eletrica linear,

seria por exemplo, a que está representada na figura 3.3 a seguir.
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Figura 3.3: Frentes de onda dos raios ordinário e extraordinário para o caso de birrefringência magneto-

elétrica, com |ve+| > |ve−|. A circunferência, indicada pela linha vermelha, representa a frente de onda do

raio ordinário e a curva, indicada pela linha azul, representa a frente de onda do raio extraordinário.

É importante salientar neste ponto, que os coeficientes, permissividade elétrica e permeabi-

lidade magnética, foram escolhidos de forma arbitrária. Um modelo mais realista para o Jones

efeito deve levar em consideracao valores experimentais para estes coeficientes, para cada meio

material em estudo.

Efeito Jones [ε = ε(E,B), µ = constante, { ~E, ~B} ⊥ ~q e ~E ‖ ~B ]

O efeito Jones constitui um caso particular de birrefringência magneto-elétrica onde os

vetores ~E e ~B são paralelos entre si e perpendiculares à direção de propagação. Assim sendo,

segue que a equação (3.54) é idênticamente nula e com isso, a equação (3.56) pode ser reescrita

na forma

ve
2 =

1

µc (ε+ ε′E2)
. (3.77)

Assim, para o efeito Jones, temos apenas duas velocidades posśıveis: raio ordinário, Eq.

(3.51), e raio extraordinário, Eq. (3.77). Além disso, para o raio extraordinário a assimetria

com relação ao sentido de propagação desaparece.
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Polarização

Para obtermos os vetores de polarização para o efeito Jones devemos tomar adicionalmente

que, Ê × B̂ = 0. Dessa forma, das equações (3.62) e (3.63), teremos

i) Raio ordinário:

eβo = a

{
Eβ − E

B
Bβ

}
. (3.78)

ii) Raio extraordinário:

eβe = aEβ. (3.79)

A fim de obtermos somente o efeito Jones propriamente dito, iremos desprezar as contri-

buições para os efeitos Kerr e Cotton-Mouton, expandindo ε(E,B) da seguinte forma [49]:

ε(E,B) = εc + γ ~E · ~B. (3.80)

Para o caso considerado, ~E · ~B = EB. Assim, as equações (3.51) e (3.77), tornam-se:

v 2
o =

1

µc (εc + γ EB)
, (3.81)

v 2
e =

1

µc (εc + 2 γ EB)
. (3.82)

Desse modo, os correspondentes ı́ndices de refração são dados por

no =
√
µc εc

(
1 + γ

EB

εc

) 1
2

≈ n0

(
1 +

1

2

γ EB

εc

)
, (3.83)

ne =
√
µc εc

(
1 + 2 γ

EB

εc

) 1
2

≈ n0

(
1 +

γ EB

εc

)
. (3.84)

Logo,

ne − no =
n0 γ

2 εc
EB. (3.85)

O resultado acima representa o efeito Jones tradicional descrito na literatura [48, 52, 53, 54].

onde n0 =
√
µc εc é o ı́ndice de refração do meio na ausência de campos externos.

A representação gráfica para este caso é idêntica à obtida para o efeito Kerr, conforme

mostra a figura 3.4 a seguir.
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Figura 3.4: Frentes de onda dos raios ordinário e extraordinário no efeito Jones eletro-magneto-óptico,

para γ > 0 (figura à esquerda) e γ < 0 (figura à direita). A circunferência representa a frente de onda do

raio ordinário e a elipse representa a frente de onda do raio extraordinário.

Geometria efetiva no efeito Jones:

Vamos agora derivar a geometria efetiva para o efeito Jones. Assim, de (3.50), resulta

µ εω2 − ω2 +K2 = 0, (3.86)

e,

µ (ε+ ε′E2)ω2 − q2 − ε′

ε
(qE)2 − µ ε̇ ω [q V BE] = 0. (3.87)

Da Eq. (3.86), segue que a geometria efetiva para o raio ordinário no efeito Jones, é dada por

gµνo
.
= ηµν − (1− µ ε)V µV ν , (3.88)

que é idêntica as expressões obtidas anteriormente, Eq. (3.18) e Eq. (3.26), para o efeito Kerr

e Cotton-Mouton. Portanto, a equação (3.88) pode ser escrita na forma:

gµνo KµKν = 0. (3.89)

Para o raio extraordinário, lembrando das definições (2.83) e (2.131), teremos da Eq. (3.87)

K2 −
[
1− µ

∂(εE)

∂E

]
ω2 − 1

εE

∂ ε

∂E
(KµEµ)

2 − µ

B

∂ ε

∂B
(KνVν) η

ϕγτβ qϕVγ Bτ Eβ = 0, (3.90)
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ou ainda,

ηµνKµKν −
[
1− µ

∂(εE)

∂E

]
V µV νKµKν − 1

εE

∂ ε

∂E
EµEνKµKν +

− µ

B

∂ ε

∂B
ητγβµ V ν Bτ Vγ EβKµKν = 0. (3.91)

Colocando KµKν em evidência

{
ηµν −

[
1− µ

∂(εE)

∂E

]
V µV ν − 1

εE

∂ ε

∂E
EµEν − µ

2B

∂ ε

∂B
ητγβ(µ V ν)Bτ Vγ Eβ

}
KµKν = 0,

(3.92)

onde a notação (µν) representa a operação de simetrização sobre estes ı́ndices: a(µν) = aµν+aνµ.

Então, Eq. (3.94) pode ser apresentada na forma:

gµνe KµKν = 0, (3.93)

onde definimos a geometria efetiva para o raio extraordinário:

gµνe
.
= ηµν −

[
1− µ

∂(εE)

∂E

]
V µV ν − 1

εE

∂ ε

∂E
EµEν − µ

2B

∂ ε

∂B
ητγβ(µ V ν)Bτ Vγ Eβ.

(3.94)

Este resultado é exatamente o mesmo obtido anteriormente na literatura [28]. Note que para

o caso particular de meios materiais isotrópicos e homogêneos, onde ε e µ são constantes, a

geometria efetiva acima, reduz-se a métrica de Gordon [35]:

gµν = ηµν + (ε µ− 1)V µV ν . (3.95)



Caṕıtulo 4

Conclusão

Neste trabalho, um formalismo tensorial foi apresentado com a finalidade de discutir a pro-

pagação de ondas eletromagnéticas monocromáticas em meios materiais, caracterizados por

propriedades dielétricas não lineares representadas por εαβ(E,B) e µαβ(E,B), dentro do limite

da óptica geométrica. A descrição detalhada do comportamento da propagação de raios de luz

em tais meios nos possibilitou analizar o fenômeno da birrefringência. Como conseqüência, as

condições sobre as descontinuidades dos campos eletromagnéticos nestes meios foram apresen-

tadas, e a solução para o problema de auto-valores em meios gerais, proveniente da solução

formal da equação generalizada de Fresnel, foi encontrada. Através desta solução, obtivemos

a equação geral que rege a propagação de raios de luz no meio considerado. Como resultado,

as relações de dispersão para os casos onde ε = ε(E,B) com µ = constante, ε = ε(E) com

µ = constante, e ε = constante com µ = µ(B), assim como as condições para o fenômeno da

birrefringência aparecer, foram apresentadas.

Os resultados incluem a descrição do efeito Kerr eletro-óptico, do seu análogo magnético,

o efeito Cotton-Mouton magneto-óptico, bem como do efeito Jones eletro-magneto-óptico. O

formalismo aqui apresentado, possibilitou dar não apenas uma descrição teórica formal do

efeito de birrefringência magneto-elétrica, dentro das condições especiais relatadas na literatura,

como também, se mostrou uma poderosa ferramenta para investigar fenômenos eletro-magneto-

ópticos intrinsicamente sutis. Com o procedimento adotado, o presente formalismo obteve

grande sucesso proporcionando uma descrição do efeito Jones, incluindo alguns resultados ainda

não relatados na literatura. Os resultados encontrados mostraram que a velocidade associada

a um dado modo de polarização da onda eletromagnética, além de variar com a direção de

propagação desta onda (raio extraordinário), também pode apresentar variação com relação ao

50
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sentido de propagação ao longo desta direção. De modo geral, podem haver duas velocidades

distintas para o raio extraordinário, uma associada à propagação em um sentido ao longo de

uma dada direção e outra associada à propagação no sentido oposto. Uma vez que este efeito

é estabelecido pela presença de três vetores tridimensionais, ~E, ~B e ~q, várias configurações

posśıveis para o efeito podem ser apresentadas. Em particular, apresentamos uma configuração

na qual a velocidade de propagação do raio extraordinário em um sentido, ao longo de cada

dada direção, é menor do que a velocidade de propagação no outro sentido. Uma ilustração para

este caso foi apresentada na figura 3.3. Este fato poderá ser objeto de verificação experimental

a fim de comprovar predição do resultado encontrado.

Uma vez que os coeficientes εαβ e µαβ foram considerados como sendo dependentes das

magnitudes dos campos externos, os resultados aqui obtidos são naturalmente apropriados

para tratar a propagação de ondas eletromagnéticas em meios materiais ĺıquidos. Por fim, a

estrutura métrica efetiva associada à propagação de ondas, foi derivada para cada situação

explorada. Com tal descrição geométrica, apresentamos, aqui também, uma ferramenta para

testar aspectos cinemáticos da gravitação em laboratório, algo que vem sendo freqüentemente

utilizado no contexto de modelos análogos para a relatividade geral. Com esta concepção,

podemos interpretar o meio material como equivalente, pelo menos sob o aspecto formal, a um

espaço-tempo curvo no qual a onda eletromagnética se propaga descrito por uma geometria

dependente das propriedades dielétricas deste meio.

Os casos mais complexos onde a equação de propagação geral envolve tanto a dependência

de E na permeabilidade quanto a dependência de B na permissividade, estão ainda em fase

de estudo. Embora estas equações não foram ainda totalmemente analizadas para todos os

casos existentes, a solução de tais equações para os efeitos Kerr e Cotton-Mouton sugere uma

posśıvel simetria nestes efeitos. Assim, por exemplo, a condição necessária e suficiente para

que o efeito Kerr ocorra é que a permissividade elétrica seja dependente do campo elétrico.

Da mesma forma, a condição necessária e suficiente para que ocorra o efeito Cotton-Mouton

é que a permeabilidade magnética seja dependente do campo magnético. Por outro lado, do

resultado encontrado para o efeito Jones exibido neste trabalho, uma condição suficiente para

que este efeito ocorresse foi que a permissividade elétrica dependesse de ambos os campos. Como

conseqüência da dicussão anterior, apenas o efeito Kerr poderia vir acompanhado naquele caso.

Por simetria, esperamos que o caso onde ε for constante e µ = µ(E,B) resulte no efeito Cotton-

Mouton acompanhado do efeito Jones. O caso onde ε = ε(E) e µ = µ(B) apresenta portanto
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apenas os efeitos Kerr e Cotton-Mouton. Por outro lado, para ε = ε(B) e µ = µ(E), nenhum

dos três efeitos deverão ocorrer.



Apêndice A

Método de Cayley-Hamilton

A técnica padrão de resolver a equação de auto-vetor de Fresnel [Eq. (2.86)], expandindo o

auto-vetor eβ em uma base de vetores convenientemente escolhidos, embora simples, pode nos

levar a questionar se o conjunto de vetores escolhidos é realmente linearmente independente.

Para evitarmos sutilezas como esta, focaremos aqui, somente a estrutura algébrica da equação

(2.86).

Neste apêndice iremos reproduzir um caso simples de birrefringência, já tratado anterior-

mente no caṕıtulo 3, fazendo uso do método de Cayley-Hamilton. O assim chamado “método”de

Cayley-Hamilton constitui, na verdade, um procedimento alternativo para tratar o problema

de auto-valores, dado pela equação (2.86), sem fazer uso de nenhuma base de vetores do espaço

3-dimensional. Este método consiste em acoplar as fórmulas de traço para operadores lineares

[61] com o teorema de Cayley-Hamilton [62, 63]. Como exemplo de aplicação deste método, re-

cuperaremos o efeito Kerr, obtido anteriormente. Este procedimento servirá não apenas como

uma apresentação da técnica de solucionar a equação de auto-valores (2.94), como também

reforçará a validade o método de expansão em base do vetor de polarização.

A solução formal para o problema de auto-valor dado por Eq. (2.86), pode ser encontrada

pela condição apresentada na equação (2.94), resultando, segundo o procedimento apresentado

em Ref. [61], na equação que segue:

Z1
3 − 3Z1 Z2 + 2Z3 = 0, (A.1)

53



54 A. Método de Cayley-Hamilton

onde Z1, Z2 e Z3 são traços de Zα
β, definidos por:

Z1
.
= Zα

α, (A.2)

Z2
.
= Zα

τ Z
τ
α, (A.3)

Z3
.
= Zα

τ Z
τ
γ Z

γ
α. (A.4)

Para meios não magnéticos, ou seja, µαβ = µ−1 hαβ, a equação (2.92) se reduz a:

Zα
β

.
= Cα

β +
1

ω

∂εαµ
∂Bχ

ηχϕωβ E
µ qϕVω − q2

µω2
Iαβ, (A.5)

onde definimos,

Cα
β
.
= εαβ +

∂εαµ
∂Eβ

Eµ. (A.6)

Adicionalmente, para recuperar o efeito Kerr, vamos considerar o caso no qual

εαβ = ε(E)hαβ. Portanto,

Zα
τ = Cα

τ − q2

µω2
Iαβ. (A.7)

Vamos então calcular os traços Zi , i = 1, 2, 3 de Zα
β:

Z1 = C1 − 2
q2

µω2
, (A.8)

Z2
α
β =

(
Cα

τ − q2

µω2
Iατ

)(
Cτ

β − q2

µω2
Iτ β

)

= C2
α
β − q2

µω2
Cα

τ I
τ
β − q2

µω2
Cτ

β I
α
τ +

q4

µ2 ω4
Iαβ. (A.9)

Então,

Z2 = C2 − 2
q2

µω2
Cα

τ I
τ
α + 2

q4

µ2 ω4
, (A.10)

e

Z3 = C3 − 3
q2

µω2
C2

α
τ I

τ
α + 3

q4

µ2 ω4
Cα

τ I
τ
α − 2

q6

µ3 ω6
. (A.11)

Assim, substituindo estes resultados em Eq. (A.1) e após algumas simplificações, teremos:

C1
3 − 3C1C2 + 2C3 − 6

1

µω2
C2

α
τ q

τ qα + 6
1

µω2
C1C

α
τ q

τ qα − 6
1

µ2 ω4
Cα

τ q
τ qα = 0. (A.12)

A equação acima corresponde ao caso onde,

εαβ = εαβ( ~E) e µαβ = µ−1 hαβ. (A.13)
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Na verdade, se εαβ = εαβ( ~E, ~B), nós podeŕıamos redefinir as variáveis, substituindo Cα
β por

Dα
β dado por

Dα
β = Cα

β +
1

ω

∂εαµ
∂Bχ

ηχϕωβ E
µ qϕVω, (A.14)

e a solução formal para este novo problema, permanece a mesma como apresentada na equação

(A.12). Continuando, vamos utilizar as definiçõs:

vϕ
2 =

ω2

q2
, (A.15)

e

q̂α =
qα

q
, (A.16)

Então, de Eq. (A.12):

C1
3 − 3C1C2 + 2C3 − µ−1

(
C2

αβ q̂α q̂β − C1C
αβ q̂α q̂β

)
vϕ
−2 − µ−2Cαβ q̂α q̂β vϕ

−4 = 0. (A.17)

Vamos também, a fim de simplificar a notação, definir as seguintes quantidades:

α
.
=

1

6

(
C1

3 − 3C1C2 + 2C3

)
, (A.18)

β
.
= µ−1

(
C2

αβ q̂α q̂β − C1C
αβ q̂α q̂β

)
, (A.19)

γ
.
= µ−2Cαβ q̂α q̂β. (A.20)

Então,

α vϕ
4 − β vϕ

2 − γ, (A.21)

cuja solução é dada por

(v±ϕ )2 =
1

2α

(
β ±

√
β2 − 4α γ

)
, (A.22)

onde v+
ϕ e v−ϕ são as velocidades da onda eletromagnética dentro do meio material, associadas

aos dois posśıveis modos de polarização [36]. Notemos que birrefringência pode ocorrer [27] se

as seguintes desigualdades forem verificadas, para alguma dada direção q̂α:

−1

4
<
αγ

β2
< 0, (A.23)

αβ > 0. (A.24)
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Para o caso particular onde εαβ = ε hαβ, com ε constante, obteremos

α = ε3, (A.25)

β = 2 ε2/µ, (A.26)

γ = −ε/µ2, (A.27)

e as duas velocidades se reduzirão ao valor bem conhecido:

v2
ϕ =

1

ε µ
. (A.28)

Para as condições do efeito Kerr, mencionadas anteriormente, teremos que:

Cα
β = ε hαβ − ε′EαEβ, (A.29)

e então,

C1
.
= Cα

α = 3 ε+ ε′E2, (A.30)

C2
α
β

.
= Cα

τ C
τ
β = ε2 hαβ −

(
ε′2E2 + 2 ε ε′

)
EαEβ, (A.31)

C2
.
= C2

α
α = 3 ε2 + 2 ε ε′E2 + ε′2E4, (A.32)

C3
.
= C2

α
γ C

γ
α = 3 ε3 + 3 ε2 ε′E2 + 3 ε ε′2E4 + ε′3E6. (A.33)

Com isto, resulta que:

α = ε2
(
ε+ ε′E2

)
, (A.34)

β =
ε

µ

{(
ε+ ε′E2

)
+

[
ε+ ε′(q̂ · ~E)2

]}
, (A.35)

γ = − 1

µ2

[(
ε+ ε′E2

)]
, (A.36)

e a equação (A.22), torna-se:

(v±ϕ )2 =
1

2 ε µ

{(
ε+ ε′E2

)
+

[
ε+ ε′(q̂ · ~E)2

]
±

[(
ε+ ε′E2

)
+

(
ε+ ε′(q̂ · ~E)2

)]}
. (A.37)

Assim, temos as seguintes equações:

(v+
ϕ )2 .

= v2
o =

1

ε µ
, (A.38)

(v−ϕ )2 .
= v2

e =
1

ε µ

ε+ ε′(q̂ · ~E)2

ε+ ε′E2
=

1

µ ∂(εE)/∂E

[
1 +

ε′

ε
(q̂ · ~E)2

]
, (A.39)

que são as mesmas expressões (3.3) e (3.5) obtidas no caṕıtulo 3, usando o método de expansão

numa base.
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[43] L. Landau e E. Lifshitz, Électrodynamique des Milieux Continus, (Editora Mir,

Moscow, 1969).

[44] G. D. Fleishman, Q. J. Fu and M. Wang, G. L. Huang and V. F. Melnikov, Birefringence

effect as a tool for astrophysical plasma study, Phys. Rev. Lett. 88, 251101 (2002).

[45] J. Kerr, A new relation between electricity and light: dielectrified media bire-

fringent, Philos. Mag. 50, p. 337-348 e p. 446-458 (1875).
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