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Resumo

Trabalhando com eletrodinamica na aproximacao da ética geométrica, a propagacao de on-
das eletromagnéticas dentro de um meio material é examinada. As equagbes de campo gerais
sao apresentadas em termos das intensidades dos campos (E*, B*) e das quantidades ", e
1", que caracterizam as propriedades do meio onde a propagacao acontece. Usando o método
de Hadamard-Papapetrou, o conjunto de equacoes que governam a propagacao de ondas é en-
contrado. Resolvendo a equacao de Fresnel, as relagoes de dispersao sao obtidas para alguns
casos particulares onde o meio reage nao linearmente a presenca de campos externos. Como
uma aplicagao do formalismo, o fenomeno da birrefringéncia artificial associado a propagacao
de ondas eletromagnéticas em meios dielétricos em repouso, com os coeficientes dielétricos
et, = et (FE,B) e pt, = p",(F,B), é examinado. A andlise é restrita a modelos eletro-
dinamicos locais, onde efeitos dispersivos sao negligenciados. Apenas ondas monocromaticas
sao consideradas, evitando ambiguidades com respeito a definicao da velocidade da onda.

Em primeira ordem de aproximacao, o efeito Kerr eletro-optico, o efeito Cotton-Mouton
magneto-6ptico e o efeito Jones eletro-magneto-6ptico sao recuperados (estes efeitos consistem
na relagao entre os indices de refracao das duas ondas limites com a magnitude dos campos
externos). Por tltimo, a representacao geométrica da trajetoria dos raios de luz para alguns
casos estudados é apresentada, bem como a estrutura métrica efetiva associada a propagacao

de ondas, para cada caso considerado.



Abstract

Working with electrodynamics in the geometrical optics approximation is examined electro-
magnetic wave propagation inside a material medium. The general field equations are presented
in terms of the field strengths (E*, B*) and the amounts €, and p#, that characterize the pro-
perties of the medium where the propagation occurs. By using the Hadamard method the set
of equations governing the wave propagation is derived. By solving the Fresnel equation the
dispersion relations are obtained for some particular cases where the medium reacts nonlinearly
to the presence of external fields. As an application of the formalism the artificial birefringence
phenomenona associated with the propagation of electromagnetic waves in dielectric media at
rest, with the dielectric coefficients e, = ¢*,(F, B) and u*, = u*,(E, B), is examined. The
analysis is restricted to local electrodynamical models, where dispersive effects are neglected.
Only monochromatic waves are considered, avoiding ambiguities with the definition of the
velocity of the wave.

As a first order of approximation the Kerr electro-optic effect, the Cotton-Mouton magneto-
optic effect and the Jones electro-magneto-optic effect is recovered (these effects are the rela-
tionship between the refraction indexes of the two limiting waves with the magnitude of the
external fields). Finally, the geometrical representation of the light paths for some studied cases
as well as the effective metric structure associated to the propagation of waves is presented for

each considered case.
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Notacao e convencoes

e A velocidade da luz no vacuo é assumida de forma a apresentar o valor ¢ = 1, exceto nos

casos onde este simbolo aparecer explicitamente indicado;

e (randezas tridimensionais

Os indices tensoriais tridimensionais sao representados por letras latinas minusculas

(i, 4, k,...), com estas assumindo os valores 1, 2 e 3. Como exemplos, temos:

1. O vetor posigao de uma particula r* = (x, y, 2),
2. O potencial escalar e o potencial vetor ¢ e A?,
3. O vetor de onda ¢,

4. A intensidade dos vetores campo elétrico e magnético £ e H* e suas inducoes D' e
i
B,
e Grandezas quadridimensionais

Os indices tensoriais quadridimensionais sao representados por letras gregas minusculas

(a, B, 7,...), com estas assumindo os valores 0, 1, 2 e 3. Como exemplos, temos:

1. O 4-vetor posigao de uma particula z* = (¢, z, y, z),

—

2. O 4-vetor potencial A* = (¢, A),

3. O 4-vetor de onda k* = (w, 7),

dxt 1
4. A 4-velocidade V# = % =~(1, V), vy = \/ﬁ’

5. O projetor sobre o 3-espago: h%g = 0% — V*Vj
6. O 4-tensor campo eletromagnético: F* = VFEY — VVEF — gt OéﬁV“‘Bﬁ,
e Representamos por 7, a métrica do espaco-tempo de fundo, Minkowskiano, escrita em

um sistema arbitrario de coordenadas. A representacao em um sistema de coordenadas

cartesiano é denotada por 7, = diag (+1,—1,—1, —1).



e A operacao de diferenciacao parcial de um objeto qualquer, ()., pode ser apresentada

pelos seguintes simbolos:

9Qa

Dak

Enquanto que a diferenciagao covariante deste mesmo objeto, é definida por:

= ,LLQa = Qa,,u-

Q,u;zz = Qu,u - F,ijQon

onde

« 1 «
L = ) n ﬁ(nﬁu,v + Nov = N, 8).

e pode ser apresentada também sob as formas abaixo:

. DQ,
~ Dagm

ro;u = DuQa'

e Os simbolos de simetrizacao e antissimetrizacao sao definidos, respectivamente, por:

(A,B) = AB+ BA,

[A,B] = AB - BA.

e Definimos a quantidade C'“s com relagao a permissividade elétrica, como:

«
0e*,

E*.
OES

C% =% +

e Definimos a quantidade H“3 com relacao a permeabilidade magnética, como:

e Definimos o projetor /*g sobre o subespaco ortogonal a direcao de propagacao, como:

q
e Definimos as operacoes “linha” e “ponto” como:
1 0X
X = ==
E OF’
L 10X
~ BOB’

e Definimos o produto escalar entre dois 4-vetores X e Y como:

XY, = (XY)



e Definimos o produto misto entre trés vetores X, Y e Z como:

X -(YXZ)=—n"PX,Y,V, Zs = [XYVZ]

e Usualmente, por conveniéncia de notagao, escreveremos o traco de um tensor qualquer,
Xap, como:

Xaﬂnag =X, =X.

Valendo a mesma regra para qualquer ordem tensorial, por exemplo, para um tensor de
ordem 3, X,ay:
Xy = Xy = X

e Definimos a operagao de descontinuidade de uma funcao arbitraria f(z#) através de uma

superficie 3, denotada pelo simbolo [f(z*)]s,, como:

[f(Po)l, = Lim [f(P)— f(P7)].

r—0t

onde P, P~ pertencem, respectivamente, aos subespacos U e U~ separados por X e P

é um ponto desta superficie.



Capitulo 1

Introducao

Como é bem conhecido, a velocidade de propagacao de uma onda eletromagnética tem
seu valor dependente dos estados de polarizagao do vacuo [1, 2]. Tais efeitos de polarizacao
aparecem quando um campo muito intenso (E.. ~ 1.3 x 108 V/m; B, = m?c*/eh ~ 4.4 x
10" Gauss) é produzido em alguma determinada regido do espaco. Uma das conseqiiéncias
mais importantes a respeito desse fato é o aparecimento do fenémeno de birrefringéncia, ou
seja, a velocidade da onda eletromagnética depende do seu modo de polarizagado. Um método
experimental para se detectar a birrenfringéncia induzida no vacuo por um campo magnético
intenso foi proposto em 1979 por Tacoppini e Zavattini [3]. Neste mesmo contexto, Bakalov e
colaboradores [4], utilizando técnicas 6pticas, detectaram efeitos de birrefringéncia na presenga
de um campo magnético intenso (experimento PVLAS).

A descricao teodrica dos efeitos nao lineares na propagacao da luz foi estudada ja a tres
decadas por Bialynicka-Birula e Bialynicki-Birula [1], onde foi calculada a probabilidade de um
féton se dividir na presenga de um campo eletromagnético externo. O mesmo problema foi
extensivamente estudado por Adler [2]. Outros importantes resultados a respeito do fenomeno
de polarizacao do vacuo devido a presenca de campos intensos, incluindo espacos curvos, podem
ser encontrados em outras referéncias [5, 6, 7, 8, 9, 10].

Na tltima década, Dittrich e Gies [11], utilizando as técnicas da éptica geométrica, deriva-
ram as condigoes sobre cones de luz para uma classe de solugoes no contexto da eletrodinamica
quantica. Para obter as relacoes de dispersao, estes autores utilizaram a regra da média sobre
os estados de polarizagao. Alguns importantes resultados, previamente obtidos por Latorre [5]
e outros, foram generalizados no formalismo proposto. No entanto, o procedimento de tomar

a média sobre os estados de polarizacao exclui a possibilidade de analise de fenomenos de



1. Introducao 5

birrefringéncia.

A partir de um formalismo, desenvolvido [12], as condi¢oes sobre os cones de luz para te-
orias nao lineares do eletromagnetismo (também dentro do limite de aproximacao da dptica
geométrica) foram obtidas sem fazer uso da expansao média sobre os estados de polarizagao.
Neste formalismo as relacoes de dispersao sao obtidas diretamente a partir das equagoes de
Maxwell generalizadas e do método de Hadamard [13, 14, 15] para a propagagdo. Assim,
fenomenos de birrefringéncia puderam ser investigados em situacgoes nao lineares, particular-
mente para o caso da eletrodinamica quantica (EDQ).

Como exemplo ilustrativo, no caso da EDQ), a estrutura métrica efetiva que representa a

propagagao das ondas conduz as seguintes velocidades para as ondas eletromagnéticas [11, 12]:

vy = c(1—4pF"F,"K,K,) (1.1)

v = c(1-TpF"F,K,K,), (1.2)

com K, o 4-vetor de onda, F** as componentes do tensor campo eletromagnético e

o h 1
= 1.
H= 15r (mec) mec?’ (13)

onde a é a constante de estrutura fina (o = €?/2hceg ~ 1/137.02), h é a constante de Plank,

me ¢ a massa do elétron e ¢ é a velocidade da luz no vacuo. As equagoes (1.1) e (1.2) mostram
que havera dois valores para a velocidade de propagacao, cada qual dependendo do estado de
polarizagao. Desta maneira, o efeito de birrefringéncia ocorre na EDQ [16]. Outros trabalhos
com mais detalhes a respeito desse assunto podem ser encontrados [1, 7, 8, 9].

Um estudo comparativo entre os trabalhos de Bialynicka-Birula et al. [1] e De Lorenci et
al. [12] mostra que as relacgoes de dispersao derivadas nesses trabalhos sdo equivalentes.

A propagacao de ondas em teorias nao lineares para o eletromagnetismo tem, recentemente,
despertado grande interesse na comunidade cientifica internacional. Uma revisao detalhada
sobre assunto pode ser encontrada [17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27].

O problema da propagacao de ondas pode ser investigado, tanto no regime de campos
eletromagnéticos intensos [1, 2, 16|, como também no contexto de meios materiais [27, 28,
29, 30, 31, 32]. Em ambos os casos, as equagoes que governan os fenémenos eletrodinamicos
sao nao lineares. No primeiro, a teoria ¢ construida como analogia de uma lagrangeana nao
linear a qual é fungdo dos dois invariantes de Lorentz (F = FMF,, e G = F" }?#V) do

campo eletromagnético [33]. No segundo, as equacoes de Maxwell devem ser complementadas
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com relagoes constitutivas entre os campos externos aplicados e suas indugoes. Os campos de
inducao elétrica e magnética (D, H) se relacionam com as suas respectivas intensidades (E, B)

através de relagoes constitutivas da forma

- o

D = f(E,B), (1.4)

=

f2(E, B), (1.5)

]
I

Neste caso, a estrutura de propagacao serd dependente das caracteristicas do meio sob a acao de
campos externos, através de certas fungoes que em geral, sdo nao lineares (relagoes constitutivas
lineares ja foram consideradas [34]).

Como um exemplo simples, no caso particular de meios dielétricos onde os coeficientes

apresentam valores fixos (e, 1), a velocidade da onda serd dada por v = (ue)~'/2, e pode-se
associar uma geometria efetiva a propagagao neste meio, definida por [28, 35]:
g =" + (pec® — VY'Y, (1.6)

onde n*¥ representa a métrica do espago plano Minkowskiano e V# representa o 4-vetor ve-
locidade de um observador comével com o meio. Para outros casos, onde as funcoes que
determinam as caracteristicas do meio sdo mais gerais (meios anisotrépicos, meios magnéticos,
etc.) foi apresentada na literatura uma descrigdo geral para tratar a propagagdo das ondas
27, 20, 28, 32, 36, 37, 38, 39|, inclusive a descrigdo da propagac¢ao em meios em movimento
29, 40]. Particularmente, foram obtidas [27] as relagoes de dispersao que determinam a pro-
pagacao das ondas em meios dielétricos locais anisotréticos. A partir destes resultados foram
construidos modelos andlogos [30, 41] para solugoes isotrépicas (FRW) e anisotrépicas (Bianchi-
I) da cosmologia.

Neste trabalho, estaremos interessados em analisar a propagacao de ondas eletromagnéticas
em meios materiais, trabalhando com a teoria de Maxwell dentro da aproximacao da optica
geométrica. O nosso interesse particular sera investigar o fendmeno da birrefringéncia no
contexto de meios dielétricos em repouso, caracterizados por coeficientes ¢%3 = £*3(E, B) e
ps = ps(E, B). Birrefringéncia uniaxial é um efeito bem conhecido [42] em alguns mate-
riais especiais (particularmente em cristais) que apresentam um eixo 6ptico. Este fenomeno
pode também ocorrer artificialmente [28, 36, 43], como um efeito induzido em meios materiais:
quando um campo externo é aplicado num meio, com propriedades dielétricas nao triviais, um
eixo Optico artificial pode aparecer. No caso de eletrodinamica nao linear, como ja anteci-

pamos, birrefringéncia ocorre quando o campo elétrico e (ou) o campo magnético tornam-se
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comparaveis aos campos previstos pela EDQ [16], na producao de pares eletron-pdsitron. A
andlise da propagacao da luz em tal regime mostra que existe a probabilidade de um féton se
dividir sob a agao de um intenso campo eletromagnético externo [1, 2]. Um mecanismo pelo
qual birrefringéncia pode ser controlada pela aplicacao de um campo elétrico externo, foi pre-
viamente proposto [27]. O efeito da birrefringéncia pode também ser usado como uma técnica
para investigar outras propriedades de alguns sistemas. Por exemplo, como uma ferramenta

em estudos astrofisicos [44].

Usaremos, neste trabalho, o formalismo apresentado nas referéncias [27, 28, 29, 32] dentre
outras, e recuperaremos trés casos de birrefringéncia linear encontrados na literatura: o efeito
Kerr eletro-6ptico e o seu analogo magnético, o efeito Cotton-mouton magneto-éptico, e o efeito
eletro-magneto-6ptico conhecido como efeito Jones. O primeiro deles ja foi tratado [28] com
base neste formalismo (no contexto da teoria de Maxwell), para meios materiais com permis-
sividade 80‘5(5). O segundo deles, embora até entao nao fosse explicitamente obtido neste
contexto, decorre imediatamente do primeiro considerando a rotacao dual dos campos eletro-
magnéticos. Por fim, o terceiro caso mencionado constitue um tipo de birrefringéncia linear
de investigacao experimental recente e serd, pela primeira vez, investigado com um formalismo

tensorial covariante.

O efeito Kerr foi descoberto em 1875 onde foi encontrada uma relacao entre 6ptica e cam-
pos eletrostaticos através da observagao de birrefringéncia linear em vidros [45], induzida por
campos elétricos, seguida por uma similar observacao em liquidos [45]. Mais tarde, Cotton e
Mouton [46] observaram um efeito fenomenologicamente indéntico para campos magnéticos em
liquidos. Em todos esses casos, a birrefringéncia linear é quadrética na intensidade do campo
externo aplicado e apresenta um eixo Optico paralelo a direcao deste campo. Intuitivamente,
pode-se esperar que um novo tipo de efeito combinado entre estes casos possa ser induzido,
pela acao simultanea de campos elétricos e magnéticos. Desde entao, birrefringéncia magneto-
elétrica linear tem sido investigada em seus aspectos tedricos [47, 48, 49, 50, 51]. Nas tltimas
décadas, varios trabalhos experimentais realizados para se detectar este efeito, tém obtido éxito
(52, 53].

Em 1948, R. Clark Jones [54], utizando um formalismo matricial, deduziu a existéncia de
um novo tipo de efeito eletro-magneto-éptico, o efeito Jones, assim chamado desde entao. Jones
mostrou que este novo efeito poderia existir apenas em um meio uniaxial, e que ele representa

um caso adicional de birrefringéncia linear que acompanha a tradicional, no qual seu eixo
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optico intercepta os eixos provenientes da birrefringéncia padrao. Desde entao, o formalismo
de Jones tem sido reconhecido como uma ferramenta poderosa para descrever a propagacao
da luz, principalmente em meios que podem apresentar dois ou mais efeitos épticos distintos.
O efeito Jones permaneceu nao observado até pouco tempo, e embora o formalismo de Jones
nunca tenha sido contextado, a auséncia de evidéncias experimentais levou a questionamentos
a respeito da validade do mesmo. Recentemente, T. Roth e A. Rikken [52] obtiveram algum
éxito nesta diregao, embora ainda haja algumas discrepancias entre as diferentes predigoes para

sistemas materiais nos quais o efeito poderia ocorrer.

Na década de 80, alguns trabalhos tedricos baseados em argumentos de simetria foram apre-
sentados para dar suporte a existéncia do efeito Jones [48, 51] e estimativas a respeito da ordem
de magnitude deste efeito foram realizadas. Foi mostrado, também, que este efeito nao ocorre
somente em meios uniaxiais, tais como algumas classes de cristais, conforme predito por Jones,
mas também poderia ocorrer induzido em fluidos pela acao de campos elétricos e magnéticos
paralelos entre si e perpendiculares a direcao de propagacao da onda eletromagnética. Desta
maneira, a birrefringéncia de Jones pode ser mais facilmente detectada neste caso do que em
cristais naturalmente birrefringentes, uma vez que as intensidades dos campos aplicados podem
ser facimente controladas. A birrefringéncia de Jones acompanha as birrefringéncia tradicio-
nais de Kerr e Cotton-Mouton, porém apresenta-se em menor intensidade do que as outras. A
estimativa predita para esta birrefringéncia foi prosposta como sendo proporcional ao produto
das magnitudes dos campos [48, 51| e tem concordado com alguns experimentos realizados

recentemente [52, 55].

Neste trabalho, vamos apresentar uma descri¢ao tedrica para o efeito Jones, na concepcao de
um efeito induzido em meios materiais por campos eletromagnétricos, na perspectiva da teoria
de Maxwell dentro do limite da Optica geométrica. Apresentaremos as equacoes de campo ge-
rais dependentes das magnitudes dos campos EeB , considerando meios materiais dielétricos,
e a partir delas obteremos as relagoes de dispersao que regem a propagacao de ondas eletro-
magnéticas nestes meios. Dessa maneira, os efeitos Kerr, Cotton-Mouton e Jones aparecerao
isolados em alguns casos e pela simetria das equagoes de propagacao, iremos inferir os casos
onde os primeiros dois efeitos seguirao companhados do efeito Jones. A andlise sera restrita a
modelos eletrodinamicos locais, onde efeitos dispersivos serao negligenciados. Somente ondas
monocromaticas serao consideradas, a fim de evitar ambigiiidades com respeito a definicao da

velocidade da onda. Ao longo de todo este trabalho, utilizaremos um formalismo covariante
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[56, 57, 58], onde o espago-tempo considerado sera escolhido como sendo o espago-tempo Min-
kowskiano em um sistema de coordenadas Cartesiano. A métrica de fundo sera representada
por n* a qual serd definida por diag(+1,—1,—1,—1). Nos capitulos seguintes, as unidades
serao escolhidas de tal forma que a velocidade da luz assumira o valor ¢ = 1, exceto quando

explicitarmos o contréario.



Capitulo 2

Eletrodinamica em melos materiais

As leis de Maxwell do eletromagnetismo [56, 59] descrevem os fenémenos elétricos e magné-
ticos, bem como a propagacao de ondas eletromagnéticas, tais como a luz. Esta teoria baseia-se
na existéncia dos campos elétrico F = (Ey, Ey, E,) e magnético B = (B, By, B.), bem como
na nocao de carga elétrica ¢ e de corrente elétrica 7. Assim, é conhecido que, na presenca de
campos externos E e B, um corpo carregado com carga ¢ e velocidade @, encontra-se sujeito a

uma forca, denominada forca de Lorentz, expressa por
F=qE+q0x B. (2.1)

Neste trabalho, estaremos interessados em buscar métodos analiticos para solucionar os
problemas associados a propagacgao de ondas eletromagnéticas em situagoes nao triviais, como
ocorrem em meios materiais cujas propriedades dielétricas sao dependentes da acao de campos
eletromagnéticos externos. FEsta dependéncia, em muitos casos, obedece a uma relacao nao
linear. Apresentaremos, neste capitulo, as equacoes de campo gerais em termos de funcoes
dependentes das propriedades do meio, sem fazer qualquer restricao as leis constitutivas, e
obteremos a equacao de auto-valores generalizada associada com a propagacao de raios de luz
em materiais isotropicos. A solucao formal encontrada para tal equacao representa a equacao
geral, em termos das magnitudes dos campos EeB , que governa a propagacao dos raios de luz
no meio. Dessa equagao, resultam as relagoes de dispersao para os raios de luz, que representam
os cones de luz para a propagacao de ondas. Examinaremos também o problema da propagacao
desses raios em meios naturalmente anisotrépicos, para as situacoes onde o eixo 6ptico do meio

esta contido no plano de incidéncia dos raios de luz.
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2.1 Campos em meios materiais

A presenca de um meio material leva a uma complexidade maior na descricao dos campos
do que quando se trata o mesmo problema na auséncia de matéria. A forca em uma carga de
prova imersa em um determinado meio material é, em geral, diferente daquela verificada no
vacuo. Em meios dielétricos podem aparecer vérios efeitos [59] devido a presenga de um campo
eletromagnético, como por exemplo, a polarizacao do meio através da orientacao de dipdlos
elétricos microscopicos, de onde surge a idéia de um momento de dipolo elétrico p, definido
como:

P=dql, (22)
onde [ é a distancia entre as duas cargas.

O momento de dipolo elétrico pode ser visto como uma medida da separagao das cargas.
Em um dado volume, podem haver muitos dipolos individuais induzidos, tal que, para dis-
tinguir uma situacao macroscopica, uma nova quantidade chamada de polarizacao P deve ser
introduzida. A polarizacao mede o nimero de momentos de dipolos elétricos por unidade de

volume. Assim,

P= lim —. (2.3)

D =¢eyE + P. (2.4)

Em meios magnéticos existem dipolos magnéticos andlogos aos dipolos elétricos. A quanti-
dade chamada de momento de dipolo magnético 1, também pode ser definida de modo anédlogo
ao momento de dipolo elétrico. Assim, a quantidade macroscépica polarizacdo magnética M
sera dada por:

- m
M= lim —. 2.5
A\I/IEO AV (2:5)
Com este novo conceito, nés podemos definir a seguinte equacao para o campo de inducao
magnética B:

B = po(H + M). (2.6)

2.2 Permissividade e permeabilidade

Dentro de um meio material, a eletrodinamica torna-se nao-linear. Em tais situacoes, as

equacoes de Maxwell devem ser complementadas com relagoes constitutivas que, em geral, sao
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nao lineares e dependem das propriedades do meio, sujeito a acao de campos externos. Como
conseqiiencia varios efeitos, nao usuais no contexto da teoria de Maxwell linear, podem ser
previstos, dentre os quais o fendomeno da birrefringéncia é o foco principal de atencao neste
trabalho.

Para determinada classe de materiais, as relagoes (1.4) e (1.5) sao lineares. Como exemplo
disso, podemos ter casos particulares de meios dielétricos onde os vetores D e H se relacionam
com os vetores E e E, por meio dos coeficientes € e u, respectivamente. Entretanto, certas
classes chamadas de materiais anisotrépicos permitem que € ou p possam ser representados por
matrizes para representar o fato de que uma tinica componente dos campos DouH seja fungao
de mais que uma componente dos campos E ou B. Neste caso, representamos as relagdes (1.4)

e (1.5) como

Dt = et E“ (2.7)
HY = ut,B°, (2.8)
onde ¢*, e p*, representam as componentes da permissividade dielétrica e permeabilidade

magnética, respectivamente. Estas expressoes podem ser apresentadas na seguinte repre-

sentagao matricial,

0 0O 0 0 O 0
D, _ 0 en €12 €13 E, (2'9)
Dy 0 €921 €29 £&93 Ey
D, 0 e31 €32 e33 E,
e7
0 0 0 0 0 0
H, _ 0 pa1 piz s B, (2.10)
H, 0 o1 prao pi23 B,
H, 0 p31 p32 H33 B,

Para o caso do vazio, onde ¢, = gq h*, € ', = ,u61 h*, (g0 € po sdo constantes), teremos que
e'; = diag (20,0, €0) € 115 = diag (1", tig", Hig") Para i, j = 1,2,3. Neste caso, as equagoes (2.7)

e (2.8) se reduzem a forma vetorial:

D=¢E, (2.11)
L1 o
H=—B8. (2.12)
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A quantidade h*, que aparece acima, é definida por
h% = 0% — VV;, (2.13)

onde V¢ é o 4-vetor velocidade de um observador em repouso no laboratério. h®s pode ser

interpretada como sendo um projetor sobre o 3-espaco, uma vez que h*, = 3 e

heohTy = (6% — VOV)(675 — VT V)
= %% — VOV,

— h%. (2.14)

2.3 Meios materiais naturalmente anisotrépicos

Determinados meios existentes na natureza apresentam uma caracteristica peculiar. Quando
ondas eletromagnéticas propagam-se através deles, podem existir diferentes velocidades associ-
adas as diferentes dire¢oes de propagagao e aos diferentes modos de polarizacao. Esses meios
sdo chamados anisotrépicos (a maioria dos cristais apresenta essa caracteristica [60]). Esse
fenomeno estd relacionado com a existéncia de um eixo 6ptico no meio material, que pode ou
nao ser um eixo de simetria do mesmo. Quando o meio possue um unico eixo éptico ele é
chamado de wuniazial. Embora exista meios mais complexos, chamados de biaziais, estes nao
serao analisados neste trabalho.

Quando uma onda eletromagnética incide em um meio uniaxial, dependendo do seu modo
de polarizacao ela pode se dividir em duas outras ondas, dando origem ao fenomeno conhe-
cido como birrefringéncia. Uma delas propaga-se com velocidade independente da direcao de
propagacao. Ela é chamada de raio ordindrio. Ja a outra tem sua velocidade variando de
acordo com a direcao de propagacao e de sua polarizacao dentro do meio. Essa é chamada de
raio extraordindrio. Entretando, quando a onda eletromagnética propaga-se na direcao do eixo

optico, as duas ondas propagam-se com a mesma velocidade.

2.4 Velocidade e indice de refracao

Vamos considerar a propagacao do raio extraordinario na fronteira de um meio uniaxial

[43, 60], ao longo de uma dire¢ao arbitraria que faz um angulo ¢ com o eixo éptico. Para isto,
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consideremos o caso retratado na figura 2.1 no qual o raio extraordinario incide de um meio

isotropico com um angulo 6; sobre a superficie de um meio uniaxial.

reta normal

O

superficie do meio

eixo optico

Figura 2.1: Comportamento do raio extraordindrio, representado pela linha vermelha, préximo a superficie
S (linha horizontal) de separa¢do entre um meio isotrépico e um meio uniaxial. (A) Local de onde parte
o raio extraordinario; (O) Ponto de incidéncia no meio; (B) Local onde o raio extraordindrio emerge do
meio. A linha tracejada representa a normal a superficie S e a linha em azul representa o eixo éptico do

meio uniaxial.

O eixo 6ptico faz um angulo ¢ com a normal a superficie do meio. Estamos considerando,
nesta situacao, que o raio incidente, o raio refratado e o eixo optico estejam no mesmo plano.
Uma vez que a velocidade do raio ordinario é a mesma, independentemente da sua direcao de
propagacao, podemos entao, representa-lo em um plano cartesiano como uma circunferéncia,
cujo raio corresponde ao médulo da velocidade desta onda e cuja direcao de propagacao cor-
responde ao angulo entre o seu raio e o eixo das ordenadas (eixo y). J4 o raio extraordinério
tem sua velocidade variando com a direcao de propagacao dentro do cristal e, de acordo com
a construcao do elipséide de Fresnell, essa velocidade tem seu moédulo variando conforme a
equacao de uma elipse. Podemos representar este raio como uma elipse no plano cartesiano
onde a distancia da origem até um ponto desta representa o modulo da velocidade na direcao
de propagacao determinada pelo angulo 1 entre a reta que liga a origem até o ponto na elipse

e o eixo das ordenadas. A figura 2.2 adiante ilustra esta situagao.
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T ¥ [eixo optico]

[ | |

" X [diregao nomal]

Figura 2.2: Frentes de onda dos raios ordinario e extraordinario propagando-se em um meio uniaxial, ao
longo de uma direcdo que faz um angulo 1) com seu eixo Optico. A circunferéncia representa a frente de

onda do raio ordindrio e a elipse representa a frente de onda do raio extraordindrio.

A partir desta figura obtemos as seguintes expressoes para as componentes v, e v, da velocidade

do raio de luz com relagao ao angulo entre o eixo éptico e a dire¢ao de propagacao:

tany = -2 (2.15)

Uy
Adicionalmente, da equagao da elipse (representada na figura 2.2) obtemos:

U2
s = (2.16)

onde (tomando ¢ = 1) v, = 1/n, é a velocidade da onda ordinéria e v, = 1/n. é velocidade
méxima, quando o cristal for positivo [60] (ou minima quando o cristal for negativo), da onda
extraordinaria. Desta forma, obtemos:
2 2
vy Uy
(1/n0)2 (1/ne)2

Introduzindo-se, entdo, a equagao (2.15) na equagao (2.17), resulta

vy2 (n02 + n.? tan? w) =1. (2.18)

Por outro lado, da equagio da velocidade de propagacio da onda! vy = (v,2 + v,2)'/2, temos:
1
vy = [vy2 (tan%& + 1)] 2

= v, sect. (2.19)

1A equagao para vy, pode ser obtida diretamente da figura 2.2.



16 2. FEletrodinamica em meios materiais

Apés isolarmos v, de Eq. (2.18) e substitui-lo na tdltima equacdo acima, teremos:

1

vy = . (2.20)
v /1,2 cos? 1) 4+ ne2sin®
Assim, o indice de refra¢do ny = 1/v, serd dado por:
Ny = \/n02 cos2 ) + n.2sin? . (2.21)

2.5 Lei de refracao

Para a determinagao da velocidade do raio extraordinario, utilizaremos o principio de Fermat
[42] que pode ser enunciado na forma:

“A luz, ao se propagar entre dois pontos, sempre minimiza o tempo de percurso”.

Da figura 2.1 temos as seguintes relacoes geométricas:

b= 6,4+ (2.22)
.~ Vi (2.23)
R = VPt (d—ap (2.24)
sinf; = \/ﬁ (2.25)
cos, = \/m (2.26)

Uma vez que a velocidade do raio de luz é constante no meio em que ela se propaga, o tempo
tap que o raio de luz leva para percorrer a distancia AB sera:

r R
tap = —+ —
Uy

vy
= mVh2+ 22+ ny/H?+ (d—x)? (2.27)

Substituindo Eq. (2.22) em Eq. (2.21), encontramos:

ny = /N2 (cosh,cosp — sinb,sin )2+ n.2(sinb, cosp +sinpcosh,)2.  (2.28)

Mas, da equagdo (2.26), a equagao (2.28) resulta:

Ny

2 i — (d —2) sin 2
" (m“’w VE§ - a7 *”) ’

2 (d—x)
o (m

1

H 212

cos ¢ + sin ¢ (2.29)
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Levando este resultado na equagao (2.27), segue:
tAB = 1Ny \/h2 —f—Z‘Q

+ \/no2 [H cosp — (d — z)sing]” +n.2 [(d — z) cos ¢ + H sin ¢]* (2.30)

Aplicando o principio de Fermat, devemos impor que:

d
—tap = 0. 2.31
dr P ( )
Assim,
n; T no? [H cosp — (d — x) sin ] sin ¢ + n.2 [(d — x) cos p + H sin ¢| (— cos )
Vh2 + 22 2 2 =0
\/n02 [H cosp — (d — x)sinp]” + n2[(d — x) cos p + H sin ¢
(2.32)
Dividindo-se e multiplicando-se ambos os lados desta tltima equacao por R:
0, sind, + N2 (cos B, cos p — sin 6, sin ) sin p — n. 2 (sin 6, cos p + cos 6, sin ) cos ¢ _ 0, (2.33)
\/7102 (cos 6, cos p — sin,. sin g0)2 + n? (sin 6, cos ¢ + cos 6, sin 90)2
que pode ser reescrita como,
No? — ne2) sin ¢ cos @ cosl, — sin b, (n,? sin? v + n.2 cos?
0 sind, + Jsing cos ( Ld ) _y (2.34)

Vo2 cos? (0, + @) + n.2 sin® (0, + @)

2

Ou ainda, adicionando-se e subtraindo-se (1,2 — n.2) sin ¢ sin 6, na equacio acima e apés um

conveniente reagrupamento dos termos, teremos:

(1> — ne) sing cos (0, + ¢) — nsinf, 0
/o2 cos? (0, + ©) + n.2sin® (6, + ¢)

A equacao acima consistitui uma generalizacao da lei de Snell para o caso de um meio

n; sin6; +

(2.35)

uniaxial. Esta equagao, juntamente com as condigoes iniciais, contém a informacao a respeito
de como o raio extraordinario ird se propagar em um meio anisotropico. Para o caso em que
s6 existe um indice de refragdo no meio (n. = n,), ou seja, assumindo um meio material nao

birrefringente, esta equagao se reduzira a lei de Snell:
n; sinf; = n, sin6,. (2.36)

O caso onde a incidéncia é normal a superficie foi tratado na referéncia [43] e corresponde a

fazer 0; = 0 na equagao (2.35), resultando em:

(n? — n?)sin ¢ cos p

tan6, = (2.37)

. 2 M
nZ sin® ¢ 4+ n? cos? ¢
Uma descrigao mais geral e detalhada da propagagao de raios de luz em meios materiais
naturalmente anisotrépicos, incluindo o caso onde os raios incidente e refratado e o eixo éptico

nao sao coplanares, pode ser encontrada [29, 43].
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2.6 As equacoes de campo

A eletrodinamica em um meio material em repouso é determinada pelas equagoes de Maxwell.
E conveniente, antes de mais nada, expressar estas equacoes em uma forma covariante, ou seja,
uma forma que seja valida em todos os sistemas de coordenadas. Para fazer isso, nés definimos
os tensores anti-simétricos F'* e P* de forma a representar o campo eletromagnético. Eles
podem ser expressos em termos das intensidades E e H e das inducoes D e B dos campos,

elétrico e magnético, da forma

W = VHE" —VYEF — " sVBP, (2.38)

P¥ = VEDY —VYDF — " sVOH" (2.39)

onde V), representa o 4-vetor velocidade de um observador que, em coordenadas Galileanas ¢é
dado por V# = 8. A quantidade n***% é o pseudo-tensor unitério anti-simétrico de Levi-Civita
definido em coordenadas galileanas de forma que n°'?* = 4 1. Algumas relacoes tteis [56]

associadas a este objeto seguem abaixo:

(i) Produto direto, sem contragoes:

5%, 0%, 0%, 0%
5%, 88, &%, oF

BNy = — det | " A B (2.40)
N, 8, O

P, 6, 8, oy

n

(i) Contraindo-se um indice:

Nuver = — det éﬁu 5ﬁy 5ﬁ¢, . (241)

(747) Contraindo-se dois indices:

5o, 5,
Ny = — 2 det 3 3 . (242)
5%, &,

naﬁ'yz\

(iv) Contraindo-se trés indices:

N nuaon = — 6%, (2.43)
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(v) Finalmente, contraindo-se todos os quatro indices:

N s = — 24, (2.44)

Por comodidade de notacao, estaremos trabalhando em um sistema de coordenadas cartesi-
ano. A generalizagao para um sistema curvilineo pode ser alcancada a qualquer momento pelo
requerimento da covariancia.

Conforme ja mencionamos anteriormente, dentro de um meio material as equacoes da ele-
trodinamica precisam ser complementadas com as chamadas relagoes constitutivas. Assim, os
vetores inducao elétrica e magnética se relacionam com as intensidades dos campos através das

seguintes relacoes constitutivas:

D =3 EP, (2.45)

H* = %4 B, (2.46)

onde os coeficientes %5 = 5%(5, E) e putg = /ﬂg(ﬁ, E) representam quantidades dielétricas
que concentram toda a informacao a respeito das propriedades eletromagnéticas do meio.
Em um sistema cartesiano, com z# = (t,x,y, z), o tensor de campo eletromagnético F'* e o

tensor de polarizacao P*” podem ser apresentados, em termos de suas componentes, na forma

0O E, E, E. 0 D, D, D,
~E, 0 B. —-B, -D, 0 H, —H,
[F] = e [P = . (247
-E, -B. 0 B, -D, —H. 0 H,
~E. B, -B, 0 -D. H, -H, 0

Definimos, também, o tensor dual ao tensor F*”, denotado por F'*, como:
for — L pos 2.4
~3 " ap : (2.48)
Substituindo F'** de Eq. (2.38) e utilizando a equacio (2.42), segue
P =VHEB” — VYBF 4 (s VOEP, (2.49)
que equivale a trocar E por BeB por —E em F*. Sua representacao matricial é entao:

0O B, B, B
, B, 0 -E. BE,
[ } - . (2.50)
B, E. 0 -E

-B. -E, E, 0
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Assim, as equacoes de Maxwell podem ser apresentadas em uma forma compacta

P, = Jr (2.51)

P, =0, (2.52)

-,

onde J* = (p, j) é o 4-vetor densidade de corrente, p é a densidade volumétrica de cargas e fé
o vetor densidade superficial de corrente elétrica?.

Em verdade, o conjunto de equagoes apresentadas em (2.52) podem ser equivalentemente
obtidas através da relagao

Fogry +E3y,0 +F5a,8 = 0, (2.53)
onde o tensor F,s estd associado ao tensor F'* segundo a relagio
Fop = Nap 1y F". (2.54)

Vamos agora, reescrever as equagoes (2.51) e (2.52) em termos das intensidades e das indugoes

dos campos elétricos e magnéticos. De (2.39) e (2.49) temos
VADY., —VYD",, _UuyaﬁVaHﬂ,u = JH (255)
VFBY,, VB, 40PV, By, = 0, (2.56)

As equacoes de Maxwell podem ser obtidas na forma vetorial, a partir de suas componentes,
das expressoes acima. De fato, de Eq. (2.51) ou Eq. (2.55), teremos
V-D = p, (2.57)
VxH = j+— (2.58)
e de Eq. (2.52) ou Eq. (2.53), teremos:

V-B = 0, (2.59)
0B
ot

=,
|

V x (2.60)

Por simplicidade, nés consideraremos as equagoes de Maxwell na auséncia de fontes, isto é,

p=0e7=0. Neste caso, as equacdes (2.51) e (2.52), tornam-se

P, = 0, (2.61)

)

P, =0, (2.62)

ZNote que, nas equacdes (2.51) e (2.52), a derivada covariante, representada pelo ponto e virgula pode ser
substituida pela derivada parcial, representada pela virgula, uma vez que o sistema de coordenadas considerado

é o cartesiano.
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ou, equivalentemente, de Eq. (2.55) e Eq. (2.56):

VTDaaT_{'naT’y}\V'yH)\;T = Oa (263)

VTB*, -, E\,, = 0. (2.64)

Derivando as relagoes (2.45) e (2.46) com relagao as coordenadas, obtemos

O™ o™
D = e EP Bpbpr 2= Bpbpnr 2.
bl € /8 ) +aE'u ) +8B'u' T ) ( 65)
s s
H® = u%B° +-—_C2pBPpr 4= Cpipr 2.

As equagbes (2.63) a (2.66) sao as equagoes que descrevem o campo eletromagnético dentro de
um meio material arbitrario, cujas propriedades sao determinadas pelas quantidades e“3 e u%g.

Como vemos, elas sao expressas em termos das derivadas primeiras dos campos.

2.7 Propagacao de ondas

2.7.1 Ondas de choque

Consideremos uma particula carregada, inicialmente em repouso, a qual é acelerada ins-
tantaneamente a partir de ¢t = 0. O campo eletromagnético produzido por essa particula serd
inicialmente independente do tempo, tornando-se depois, um campo variavel. As duas regioes
do espaco-tempo, nas quais o campo é independente do tempo ou variavel, serao separadas
por uma hipersuperficie 3. Sabemos que uma carga acelerada emite radiacao eletromagnética,
assim, a hipersuperficie 2 serd a frente de onda emitida pela particula acelerada.

O potencial eletromagnético A* é representado por

—,

AP = (p, A), (2.67)

onde ¢ e A sdo o potencial escalar e o potencial vetor do campo eletromagnético, respectiva-
mente. Do ponto de vista matematico, a hipersuperficie 3 é caracterizada pelo fato de que
certas derivadas de segunda ordem do potencial eletromagnético A, sao descontinuas através
de Y. Segue, desse comentdrio, que todas as derivadas primeiras de A, com respeito ao tempo
serao iguais a zero nas vizinhangas passadas de ¥ mas, para algumas outras derivadas de A,
isso certamente serd diferente de zero nas vizinhancas futuras de . Essas descontinuidades se
propagam ao longo de > de maneira determinada pelas equagoes de Maxwell. Dizemos, entao,

que ha uma onda de choque na superficie X.
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2.7.2 Meétodo de Hadamard

A fim de descrever a propagacao de ondas eletromagnéticas no limite da éptica geométrica
(pequenos comprimentos de onda), recorreremos ao método de Hadamard-Papapetrou [13, 15].
Descontinuidades do campo eletromagnético (frentes de onda) s@o assumidas a pertencerem a
uma hipersuperficie orientada > definida por 3 : ®(z*) = 0. As duas regioes distintas do espago-
tempo, globalmente separadas pela superficie ¥, podem ser definidas de forma consistente. Para
cada X, seja X~ o conjunto de pontos P~ do espaco-tempo, nao pertencentes a i, no passado
de P para cada P € ¥ e seja X o conjunto de pontos P do espaco-tempo, nao pertencentes
a X, no futuro de P para cada P € X. Causalidade do espaco-tempo garante que X e X~
sao disjuntos. Para qualquer ponto Py € ¥ dado (com P, nao pertencente ao conjunto dos
eventuais pontos fronteira de Y), toda vizinhaca Up, de Py é particionada em trés regides
disjuntas: Up C X7, U;O C Xt e UIODO C X. Seja r o raio desta vizinhanca Up, e P um
ponto arbitrario de Up,, P € Up,. Seja também P~ € Up e Pt e U;O dois pontos vizinhos
quaisquer de P e situados em lados opostos de ¥. Se f é um tensor arbitrario definido em Up,,
a descontinuidade de f em ¥ é entao definida como,

[f(Po)]y = lim [f(P") = f(P7)]. (2.68)

r—0+t

Hadamard provou que [f]s. = 0 implica que [V, f],, = f K, onde o vetor K, = V,, ® é ortogonal

a hipersuperficie X, e f é um tensor de mesmo rank e com a mesma simetria algébrica de f.

2.8 Equacao de autovalores

Visando determinar a propagacao de ondas eletromagnéticas, consideraremos a aproximagao
eikonal da eletrodinamica, fazendo uso do método de Hadamard para a propagacao das des-
continuidades dos campos. Assim, aplicando o mesmo procedimento anterior para o campo

eletromagnético E* e B* e suas derivadas, teremos

[B", = 0, (2.69)
B", = 0, (2.70)
B )y = 'K, (2.71)
[B*. ]y = b'K.. (2.72)
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onde e* e b* representam o valor das derivadas dos campos E* e B* na superficie X e

0¥

B = G

(2.73)

é um 4-vetor normal a esta superficie. Em outras palavras, e* e b* sao os vetores de polarizacao
dos campos elétrico e magnético cujas frentes de ondas sao normais ao 4-vetor de onda K
definido pela equacao acima.

Tomando a descontinuidade das equagoes (2.65) e (2.66) sobre a superficie ¥ e aplicando as

condicoes de contorno de Hadamard, obteremos:

D% ]y = (e“ﬂ e’ + g}ﬁ EP et + ZBB E° b“) K., (2.74)
B B
[H ]y = (u% v+ a‘fEf Bfet + aiaﬂ Bf@b“) K. (2.75)

Desta forma, as equagoes de campo, Eq. (2.63) e Eq. (2.64), tornam-se

w(eaﬁeﬁngEuEﬁ “+a ﬁEﬁb“)

oB*
o Oprs Oprs
+n MVW (M,\ﬁ v+ BT B et 4 222 BT By | K. =0, (2.76)
wb® — PV es K, = 0, (2.77)

onde w é definido por
w=K"V,, (2.78)

e representa a freqiiéncia angular da onda eletromagnética.

Podemos ainda, reescrever as equacoes acima na seguinte forma:

«a de aM o de” [ nITRAC] aTyA 8#>\V v X
w(e ’G+8E5E> 8BﬁEb + 0KV, /L>\X—|—8B B | b* +
a:u)\,@ YA
TAK,V, B et = 2.
+ By V,B"” et =0, (2.79)
1 1
b=~ PV K, e5 = - PP KV, es. (2.80)

Substituindo b* de Eq. (2.80) em (2.79), teremos

0e”,, Oe® Opn
o E* LB KLY, “nTABY KV,
[w (8 ﬁ+8E5 )—i-aBXT} +8E67] +

8#’)\11
oBx

1
+ =~ (mx + B”> s K VKLV, | e = 0. (2.81)
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A fim de colocarmos esta equagao em uma forma tridimensional, vamos utilizar o projetor
h®g definido anteriormente pela equagao (2.13). Antes disso, podemos reescrever K* dado pela
Eq. (2.73) na forma

K" = (w,q), (2.82)

onde ¢ é o vetor de onda. Resulta dessa definicao que,

K? = K'K,
= K°K,+ K'K;

— <K0)2 _ (Kz)Z

S
= W - (2.83)
Da definigao (2.13) acima, temos:
qa KN hagKﬂ
= K*—wVe (2.84)

Ou seja, ¢* = (0,7) ®. Notemos também que

0“4 = 4’90 +q'a

= (¢")— lqI

= — ¢ (2.85)
Utilizando a equagao (2.84), podemos reescrever Eq. (2.81) na forma tridimensional, sim-

plesmente trocando K por ¢%, uma vez que é nula a contribuicao de V¢, oriunda do segundo

membro de Eq. (2.84), e portanto, a equacao original nao é alterada. Dessa forma, teremos

Z%eP =0, (2.86)
onde definimos o tensor Z%3 como
0e® 1 0e” 1 Ouy
A - for © “w - B xpw EH Vw - v aT'y)\BV TV
gT e gEe M T o T A e T e ¥
1 QT w
+ E H)\X n ™ Txpwp QTV'yq(pV ) (287>

3Note que h®g projeta a componente temporal de K no espago, uma vez que ¢ é um vetor do tipo espago.
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com

. o] TSN
H% = u® B*. 2.88

Da equagao (2.40), temos:

N O LR L
5T T, T 67
o | [607,] 6 [67
P 8, P 6

aTyA

Ui

Mows = — det

5o, 5o, %

= —det 6 6T, 8T 07, + termos sem contribuicoes, na equagao
(2.87), representados por [J.
&y 8N, 0

= —(0%07, 05+ 0% 075 0%\ + 8% 07, 6%y +

S R L LN L L S LY LNP LV B LS (2.89)

Assim, Z®g torna-se

ey 1 0%,

1 Oy
Hox nom-'y)\Bl/ QTV'y 4

Z% = &° — Xews B qV, + —
o EeT s Y T T A e Do
1
+ = (¢ Hs" + H\* ¢* q5 + HgX ¢ ¢ — ¢* H X 6% — H\ X ¢% g3 — H\ ¢" ¢, 6°5) -
(2.90)
Desde de que e’ V; = 0, segue que
6a3 eﬁ = haﬁ 6’8, (291)
e a equagao (2.90) pode, finalmente, ser reescrita na forma
e’ - le' 86&# “w 1 88aﬂ Xpw “w 1 alu/\l’ aTyA pv
Zﬁ - 55+8E5 +;8BX77 BE quw_’—;aEﬁn BQT‘/W‘F
1 « (0% (6% (6%
+ = (@ s Hy* — ¢ H X I+ Hy¥ gy 4% — Ha\ ¢ gy 1) (2.92)
onde definimos,
o5 = by + L0 (2.93)

e
que é o projetor no subespagco ortogonal a diregao de propagagao ¢* = ¢*/q.
A solucao geral para a propagacao dos raios de luz pode ser obtida a partir da equacao de

auto-valores (2.86), como

det |Z° 4| = 0. (2.94)



26 2. FEletrodinamica em meios materiais

Esta condigdo é conhecida na literatura como equagao generalizada de Fresnel [27, 20, 42] e
resultam na descricao da propagacgao dos raios de luz em meios materiais.

Para vérias configuragoes fisicas as relagoes de dispercao oriundas das solugoes de Eq. (2.94)
podem ser escritas em uma forma sugestiva ¢/’ K, K, = 0, como serd mostrado no capitulo

seguinte.

2.9 Relacao de dispersao

Nesta secao apresentaremos a solugao formal para o problema da propagacao dos raios de
luz em meios materiais com coeficientes e®5 e u“3 dependentes de campos elétricos e magnéticos

externos. Especificamente, examinaremos meios materiais com coeficientes isotropicos:

e’:“aﬂ = E(E,B) haﬁ, (295)

pts = (B, B) h%. (2.96)

Uma vez que estes coeficientes dependem das intensidades de ambos os campos elétrico e
magnético, mas nao das diregoes destes, os resultados que iremos encontrar serao naturalmente
apropriados para tratar com meios materiais liquidos.

Das equagoes (2.95) e (2.96), obtemos:

0e%p 0e®s OF E. 03 E. O¢
— = — — —_ — T = ha 2
dET OE OET E OF EOE" " (2.97)
s ou~s OF E, 0u“gs E, op~t 1 E, Ou
e = — — = — — @ = — — @ 2
OET OE OFET E OFE E o "¢ 2 E 9 s (2.98)
De modo anélogo,
0e%p B, 0e
= — ——h" 2.
dB7 B aB" " (2.99)
8/1% 1 BT (M
~e - _TZF jpo 2.1
OBT 12 B 0 s (2.100)
Definindo as operacoes “linha” e “ponto” como:
1 0X
X === 2.101
. 1 0X
xoL1oX (2.102)
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as equagoes (2.97) - (2.100) acima podem ser reescritas na forma:

gggf = —E.& R, (2.103)
g?f = —B,eh%, (2.104)
% = +ET;L—;haﬁ, (2.105)
% = +BT%haﬁ. (2.106)

Introduzindo estes resultados em (2.92), resulta
«a « ! o 1 Lo et w 1 !, aTyA
Z% = eh%3—¢ck Eﬁ—aeE nx? 5qu<pr+w—u2pJ77 By q.Vy Eg +
1 q2 H’ 2 Tuv a ,U 2 1 o lu 2 pa
+ E|:<—7—EQI‘MBMB,, hg—i- EB—; qqﬁ—i-l?qBBg—k
Iz o Iz a
+ —(¢B)¢"Bs+ — (¢B) B qﬂ}, (2.107)
M H
onde usamos
¢1°°B,Bs = (¢B)* — ¢*B?, (2.108)
com a notacao

(XY) = XY, para quaisquer 4-vetores X e Y dados. (2.109)

Assim, podemos reescrever a equagao (2.107) como

Z% = ANh%3—E“Eg+ é < 'u’ufz - %) q%q, + 52—3223“35 +
T e BB+ 5 (aB) B, — f”“””a 4o Vo Br E* +
_ w“_[;Q 7977 q, V., B, Eg, (2.110)
com A dado por
A=e— Mi;—lg—f;IWBﬂBy. (2.111)

A fim de encontrar solugoes para a equacao de auto-valores (2.86), devemos proceder ou via
método de Cayley-Hamilton [61] ou por expansdo de e’ em uma base conveniente de vetores do
espago tri-dimensional. Por simplicidade, iremos, neste trabalho, utilizar o método de expansao

numa base para encontrar a solucao geral da propagacao de raios em termos das magnitudes E
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e B dos campos elétrico e magnético, respectivamente. E importante salientar, neste ponto, que

a equagao geral de propagagao proveniente da solucao de Eq. (2.94) independe da escolha de

qual método de resolucao se utiliza para tratar o problema de auto-valor. Para tentar justificar

esta liberdade de escolha, no apéndice A recuperaremos um caso simples, utilizando o método

de Cayley-Hamilton, e mostraremos que os resultados 14 obtidos coincidem com os que iremos

obter a seguir via método de expansao em uma base de vetores.

Vamos, entdo, escolher a espansao do vetor polarizacio e em termos dos vetores £, B% e

¢® como
e’ =aE° +bB° + ¢’

Assim, das equagoes (2.86) e (2.110), nds obteremos:

¢ _Q_Q(/JB2_1)+ ”(QB)Qan+
I w2 2 [ 1202

r /EQ
Qrin

O termo

prw

nWVToéqSO‘/FyBT - on’

[ j1g* (ED) ﬂ(qB)(qE)} +blA_ Ae B p(eB)?

{(l i M2w2 [LQ(UQ MQWQ M2w2
1 (AB: 1 (1(¢B)(EB 1 (B’
a|l =\~~~ (qE)JF% thl— |3
W\ 2 p2w w? \ 4

0
"(EB '"(¢E

b[——“ (2 >]+c[——“ (4 )HnW“%VVBT:o.
Wew

(2.112)

{a A+e'E? - 5 n*"" q,V, B, Eﬁ} +b[-e(EB)] +¢c [—e’(qE)]} B+

-

_ 4 B*(¢B)

11202 +

(2.113)

(2.114)

que aparece acima pode ser expandido em termos da base proposta E?, B? ¢® como

XﬁzaEﬁ+ﬂBﬁ+’yqﬁ.

Mas, das identidades

X“qa =0,
Xa Ba - 07
obtemos
EIB
/6 = - ( ) «,
(BIB)

(2.115)

(2.116)

(2.117)

(2.118)

(2.119)
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onde definimos

(¢X)(qY) '

(XIV) = (XY) + ==

(2.120)
Temos também que,

X Xa = (aE°+BB°+~v¢°) (aEs+BBs+qs)
= —a’B? - 3*B* —y*¢ +2aB(EB)+2avy(qE) +28v(¢B).  (2.121)

Usando os resultados apresentados por Eq. (2.118) e Eq. (2.119) na equagao (2.121) e apds

simplificacoes, teremos:

(EIB)?] ,
. 2.122

(BIB) | @ (2122)

Mas por outro lado, com o auxilio de Eq. (2.40) e da notagao dada por Eq. (2.120), teremos:

XXa = [(FIE)—

X Xa = 177%quVy By nywaq’ V BY

— ¢ (BIB). (2.123)

Comparando os resultados apresentados nas equagoes Eq. (2.122) e Eq. (2.123), segue:
q(BIB)

- . (2.124)
J(EIE)(BIB) — (EIB)?
E substituindo este resultado em Eq. (2.118) e Eq. (2.119):
—q(EIB
5 — g (EIB) (2.125)

V(EIE)(BIB) — (EIB)?’

_ (¢E)(BIB) — (¢B)(EIB)
T q\/(EIE)(BIB) — (EIB)? (2.126)

Entao, retornando a expressao (2.113) e utilizando os resultados acima, teremos

| 2 € orp ap B2 ap' (EB)
{a _A—i—é/E —;n‘m q, Vy B;Eg + 2 +b —8/(EB)—M2—W +
- .
c _5f<qE>_%]}Ea+
i 2w
[ 4q?(EB)  ji(¢B)(qE ' E? 12 B i (qB)? "(EB
{a qu(2 ) u(q2)(2q ) ﬁ;; : ]+b[A_Hq2 : +u(;1 2) _ﬂug )}+
| Hw 2w pPw (2w 2w (2w
/
C[_ 6u2(qE)HBa+
AW
1 (pB* 1 ((gB)(EB)  ~u E? 1 (pB* 1
— — =) (E b|— — =) (gB) -
{a[wz(;ﬁ u)(q)+ prw? * pPw ol W (@5)
AB(B)  yW(EB)] [\ @ (£B° 1\, AW4B)? W @B\ o _,
11202 o 112w W2 112 _M 11202 112w 7 =Y

(2.127)
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Desde que {E*, B*, ¢“} sao tomados como sendo linearmente independentes, a solugao para o
sistema acima ¢é obtida pelo anulamento de cada um dos seus coeficientes. Assim, as equagcoes

acima podem ser apresentadas em uma forma mais conveniente como:

o (i) o o]

fenle- )~ fon o)
{u (EIB) ﬁu'E2}+b{€_ ¢ ﬁu’(EB)}_C{M}_o, (2.129)
|
{-

b

(2w? (2w [1w? 112w 112w

fi E)+ (aB)(EB)] — (¢E) . ’yu’W}_b{(qB)Jr vu’(EB)}+

[1w? 112w [1w? 112w

2 aE) qE } =0, (2.130)

,u2w2

onde definimos:
[qVBE] = 0" q,V, B, Es. (2.131)

Agora, por simplicidade, vamos escrever o conjunto de equagoes acima como:

G{Al} - b{Bl} - C{Cl} == O, (2132)

Eliminando ¢ de Eq.(2.134) e introduzindo-o nas equagoes Eq. (2.132) e Eq. (2.133), obtemos:

Cl C(1
_ = 2.1
(A1 + Ay 03) b (31 + B, 03) 0, (2.135)
Cy Co\
(A2 1 Ay 03) +b (32 — By 53) —0. (2.136)

Entao, segue das duas equacoes:

<A2 Bg + A3 BQ) Cl + (Ag Bl — A1 Bg) CQ + (Al BQ + A2 Bl) 03 =0 (2137)
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onde definimos:

! 2

[t

A = a+(e’+ﬂ>E2— a {1+—(BIB)]—5[qVBE],

12w o |

fug° (EIB) = Bu E?

A = Em = e

Az = M;LQ [B* (qE)Jr(qB)(EBﬂ—(/:]?
B, = (EB) <a’+32’:}, )

B, = u(i?_ ﬁul;ng)

B '(EB
B, = (q2)+we§ ).
Hw QAW

¢y = (¢F) (5/ + a—ﬂ/> :

pPw
/
E
c, = 5#2(61 )
HAw
R (20)
3 I[/LQW *

31

(2.138)

(2.139)

(2.140)

(2.141)

(2.142)

(2.143)

(2.144)

(2.145)

(2.146)

A equacdo (2.137) é a equagdo geral da propagacao de raios de luz em meios materiais

isotrépicos caracterizados pelas quantidades e“3 e 1“3 dependentes das magnitudes £ e B dos

campos elétrico e magnético, que resulta nas relagoes de dispersao para os raios de luz. Devido a

dificuldade de se tratar esta equacao geral e, conseqiientemente a relacao de dispersao geral dela

proveniente, iremos no capitulo seguinte, restringir a analise a apenas alguns casos particulares

de interesse.



Capitulo 3
Birrefringéncia

A partir de agora, estaremos interessados em recuperar alguns casos ja apresentados na
literatura, com o objetivo nao apenas de aplicar o formalismo desenvolvido no capitulo anterior
como também demonstrar a aplicabilidade do mesmo, uma vez que os resultados a serem
encontrados ja sao previamente conhecidos. Todos os casos tratados aqui sao provenintes da
acao induzida de campos eletromagnéticos em meios materiais dielétricos.

Dois casos bastante conhecidos na literatura sao os chamados, efeito Kerr eletro-optico
e seu analogo, o efeito Cotton-Mouton magneto-6ptico. Esses dois efeitos constituem casos
da birrefringéncia linear e apresentam intensidades consideravelmente altas, sendo por isso,
facilmente observados em experimentos no laboratério. Um terceiro caso existente, porém
menos intenso do que os dois primeiros, é o chamado efeito Jones. Este ultimo efeito constitui
um caso particular de birrefringéncia que acompanha os outros dois. Devido a baixa intensidade
com que se apresenta, ele é geralmente ofuscado pela presenca dos outros dois e por isso é
muito dificil de ser observado. Em ambos os casos a birrefringéncia constitui um efeito de
segunda ordem nos campos aplicados. No primeiro caso, a permissividade elétrica ¢%3 ¢ uma
funcao dependente apenas do campo elétrico E , no segundo, a permeabilidade magnética p%g
¢ uma funcao apenas do campo magnético B e, no ultimo caso, a permissividade elétrica €% é
dependente de ambos os campos E e B.

Conforme ja salientamos antes, estamos particularmente interessados em tratar apenas com
a dependéncia de %3 e u®s nas magnitudes (médulos) dos campos, e ndo em considerar o
caracter vetorial completo dos mesmos. Assim, todos os trés casos mencionados acima serao
obtidos com esta restricao particular. Por fim, para complementar o capitulo, nés derivaremos

a geometria efetiva associada a propagacao de ondas eletromagnéticas em meios materiais
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arbitrarios, caracterizados por £*s(E, B) e u®s(E, B), para cada situacdo explorada. Neste
capitulo nds apresentamos apenas uma situacao particular onde cada efeito mencionado pode
ocorrer, uma vez que objetivo prioritario no momento é somente recuperar os trés casos de
birrefringéncia classicos, encontrados na literatura. Na conclusao deste trabalho comentaremos

sobre outras possiveis aplicacoes e futuras investigacoes neste tema.

3.1 Descricao de casos associados ao fenomeno da birre-
fringéncia

3.1.1 Efeito Kerr [¢ = ¢(F) e u = constante]

O efeito Kerr foi descoberto em 1875 por J. Kerr [45] e ocorre quando um material dielétrico,
opticamente isotropico, é submetido & um campo elétrico externo. Este efeito é devido ao
alinhamento das moléculas do meio na direcao do campo elétrico externo. Em tal situacao, o
material se comporta opticamente como se fosse um cristal uniaxial no qual o campo elétrico
define o seu eixo éptico, cuja direcdo coincide com a deste ultimo. A magnitude do efeito é
proporcional ao quadrado do campo elétrico aplicado.

Para recuperarmos o efeito Kerr classico decrito na litertura, introduziremos na equagao
(2.137), as condicoes apropriadas para ¢“g e u®z. Em particular, restringiremos a andlise

L' Deve-se

apenas ao caso em que o efeito decorre da condi¢do em que ¢ = £(F) e u = f.
salientar, no entanto, que esta escolha de € e ;4 nao é a Unica que apresenta a birrefringéncia de
Kerr. De fato, se colocarmos a dependéncia em E na permeabilidade magnética, juntamente
com a mesma dependéncia na permissividade elétrica, isto é, ¢ = ¢(F) e p = u(FE), o efeito
continuard ocorrendo. Entretanto, se retirarmos a dependéncia de E em ¢ e a mantivermos em
e =c¢e.en= pu(E)] a birrefringéncia de Kerr desaparece. Dessa forma, podemos concluir
que, pelo menos para o caso da dependéncia dos tensores €5 e 11*g nas magnitudes dos campos
Ee E, a condicao necessaria e suficiente para que o efeito Kerr possa ocorrer é que o tensor
permissividade elétrica seja fungao do campo elétrico, independentemente da dependéncia ou

nao da permeabilidade magnética neste campo.

Entao, para o caso mencionado acima, a equagao (2.137) resulta

2 / E 2 2
[(HgEz_q_z)g_M} (g_q_2) _0, (3.1)
e W He W He W

1O indice ¢ em p. serve para enfatizar que a varidvel indexada u é uma constante numérica.
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com solugoes:

€ — 5 =0,
He W
(3.2)
5+€/E2_L2 5_il(q—E1)2:O
fie w? fe  w? '
Desde que a velocidade de fase é definida por v? = w?/¢?, nés obtemos de Eq. (3.2-a):
1 1
vy = = : 3.3
bt meB) )
que é uma velocidade isotrépica. Por outro lado, de Eq. (3.2-b):
2 I(a L T2
¢ |1  €(GFE) de 0(eE)
I T S = =2\ 3.4
w? [uc+5 Le = OE OE (34)
onde ¢ = G/q. Entao,
ie— Lt |14 Epe (G-E)?|, (3.5)
© u.0(Ek)/OFE 5
com F = E/E.
Ou ainda, lembrando da definigao (2.102):
1 E e -
p——— W )R 3.6
Ye = L 0(cE)/OE [ *Zop 1P (36)

Notemos que, para o caso particular onde a propagacao ocorre na direcao do campo elétrico

externo,

q¢-E=1, (3.7)
obtemos de Eq. (3.6) que
1
= : 3.8
T e () 38)

Nos designamos v, como a velocidade do raio ordinario e v, como aquela do raio extraor-
dinario, a qual depende da direcao de propagacao. Em particular, para o caso onde a propagacao
ocorre paralelamente ao campo elétrico externo, v, reduz-se a velocidade do raio ordinario dada
pela equagao (3.3).

A diferenga entre os raios ordinario e extraordindrio assume seu valor maximo quando

G-E = 0. Neste caso, de Eq. (3.6):

9 1

v = 1 0(E) O (3.9)
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Para a maioria dos casos [49, 52, 53], a permissividade comporta-se como
e(E) =¢e.+ a E? (3.10)

onde €. e « sao constantes numéricas. Resulta que,

1
2 — 3.11
Vel peee (1 4+ a E?/e.)’ (3.11)

9 1

= . 3.12
o pee.(1+3aE?/e,) (3.12)

v

Os correspondentes indices de refragao sao dados por (tomando ¢ = 1):

[N

1 o E?
N = VHcEe (]. +QE2/€C) ~ VEcHe <1+ 5 c ) ) (313)

NI

3 aFE?
N1 = /I €e (1—1—304E2/5C) %\/Quc(l—l——a ) (3.14)

2 &,
A diferenca

Ny

E?% (3.15)

nL_nHN -
c

é o resultado experimentalmente conhecido como efeito Kerr, onde n, = /1. €. é o indice de
refracao do meio na auséncia de campos externos.
O resultado acima foi também obtido para um meio opticamente anisotrépico [28]. Uma

representacao grafica do efeito Kerr, segue adiante na figura 3.1.
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Y [direcdo normal] Y [direg&o normal]

X [eixo Optico] X [eixo Optico]

a > 0 a < 0
Figura 3.1: Frentes de onda dos raios ordinario e extraordinario no efeito Kerr eletro-6ptico, para a > 0
(figura a esquerda) e o < 0 (figura a direita). A circunferéncia representa a frente de onda do raio ordindrio

e a elipse representa a frente de onda do raio extraordinario.

Geometria efetiva no efeito Kerr:

As condigbes para a propagacao, dadas por Eq. (3.2), podem ser apresentadas em uma
forma mais atraente como,

gy Ky Ky =0, (3.16)

onde o tensor simétrico ¢} representa a geometria efetiva, também conhecida como métrica
optica, associada com a propagacao de ondas eletromagnéticas no meio. Esta quantidade é vista
pela onda eletromagnética como sendo a responsavel pela curvatura do espaco-tempo efetivo,
representado pelo meio material, no qual ela se propaga. O simbolo + indica que, em geral,
poderao existir duas métricas distintas, cada uma correspondendo a um modo de polarizacao
possivel.

Desta maneira, a equacao (3.16) mostra que os vetores K j sao tangentes as curvas geodésicas
nulas nas correspondentes geometrias ¢, o que constitui um desvio do espago-tempo de fundo
de Minkowski. Na verdade, pode-se mostrar [36] que K, % satifaz a equagao geodésica K, \K* =
0, onde o ponto e virgula denota a derivada covariante na geometria g"”. Assim, desde que K,

¢ um vetor nulo em tal geometria, as curvas integrais de K, serao geodésicas nulas.

2Por simplicidade de notacao, omitiriremos o sinal =+.
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A geometria efetiva para o efeito Kerr pode ser obtida a partir de Eq. (3.2), que representa,
respectivamente, as condicoes sobre os cones de luz para os raios ordinario e extraordinario.

Entao, utilizando as relagoes (2.83) e (2.84), nés obteremos de Eq. (3.2), o seguinte:

epw® —w'+ K*=0, (3.17)
e+ B W:;W)€_5KK$?V:0 (3.18)
Entéao, de Eq. (3.18), teremos:
u@—%élﬂ)V“V”K@K}——V“V”KLK}+4W”K¢K;——EiE“E”KpK;::Q (3.19)
Ou ainda,
{n“”—-p-—ﬂos+g¥ﬂﬁﬂ‘VHVW—-E?EWEW} K,K, =0, (3.20)

que pode ser apresentada na forma
9K, K, =0, (3.21)
onde definimos a geometria efetiva para o raio extraordinario:
g = g —[1— ple + € E?)] V“VV—-EiE“E”::Q (3.22)
Para o raio ordinério, segue de Eq. (3.17), que:
(1= pe)VEVY =] K,K, =0, (3.23)
ou ainda,
" — (1 —pe)VHVY] K,K, =0, (3.24)
que pode ser apresentada como:
gy KK, =0, (3.25)
onde definimos a geometria efetiva para o raio ordinario como:
g = " — (1 —pe) VHVY. (3.26)

Os resultados apresentados nas equagoes (3.22) e (3.26) sdo os mesmos obtidos anteriormente

27, 28, 30, 32].
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3.1.2 Efeito Cotton-Mouton [¢ = constante e p1 = u(B)]

Este efeito constitue o andlogo magnético do efeito Kerr. Ele foi descoberto por Cotton e
Mouton no final do século XIX [46] e acontece devido ao alinhamento das moléculas do material
na direcdo de um campo magnético externo. Assim como no efeito Kerr, ele é proporcional
ao quadrado da magnitude do campo aplicado. Para recuperarmos o efeito Cotton-Mouton
tradicional, existente na literatura, iremos retornar a equacao (2.137) com a seguinte condi¢ao
para €%g e p%g: € = . e = pu(B). De modo andlogo ao efeito Kerr, este efeito pode ainda
ser obtido considerando a dependéncia no moédulo do campo magnético aplicado, tanto na
permissividade elétrica como na permeabilidade magnética, ou seja, € = €(B) e p = u(B). O
caso onde € = ¢(B) e u = p. nao exibe sequer o fenémeno da birrefringéncia, tao pouco o efeito
Cotton-Mouton que é um caso particular deste. Logo, notamos que a condicao necessaria e
suficiente para que este efeito possa ocorrer, é que o tensor permebilidade magnética 1 s seja
dependente do campo magnético aplicado, pelo menos no caso da dependéncia na magnitude
deste campo.

Uma vez que o objetivo neste momento é apenas exibir o efeito em si, restringiremos a
analise apenas ao primeiro caso mencionado. Os demais casos mencionados poderao ser obtidos
seguindo o mesmo procedimento adotado para este caso.

Assim sendo, da equagao (2.137), temos

eS| (SO RS

que resulta em:

€C—L2{1+—ﬂ{—32+@”:0. (3.28)

vy = (3.29)

resultante de Eq. (3.28-a), e outra dependente da dire¢ao de propagagao (raio extraordinario)

02 L {1 _ Ll [1 (g B)ﬂ } : (3.30)

~ e.p(B) It
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decorrente de Eq. (3.28-b), onde utilizamos que § =g e B = B B.

A equagao acima pode ainda, da Eq. (2.102), ser escrita como:

a2 o).

Para os casos extremos onde

LN

G-B=1 e ¢-B=0,

obtemos, respectivamente, de Eq. (3.31), o seguinte:

9 1
I ec(B)’

v? = ! I—Ea—u
“  e.u(B) poB)-

Para a maioria dos casos [49, 52, 53], a permeabilidade é dada como

i (B) = it + 8 B2,
onde . e (3 sao constantes numéricas. Resulta entao, que:

2 ]'+/8:LLCB2
e ’

HeEc

2 _ 1+35MCBZ
UEL_—[chc .

Os correspondentes indices de refragao sao dados por

ny = e (1+ B p.B?)

_1 3
ny = /teee (1+308p.B?) = /hcee (1 - §6u032) ,

n||_nJ_N_M_1 ,
(&

1 1
: N HcEe (1_55“CB2)7

39

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

que é o efeito o conhecido efeito Cotton-Mouton, onde n, = /i €. é o indice de refracao do meio

na auseéncia de campos externos. Conforme ja salientamos antes, este efeito é completamente

andlogo ao efeito Kerr e pode ser obtido a partir deste tltimo, simplesmente considerando a

rotacao dual nos campos eletromagnéticos.

A representacao grafica do comportamento dos raios ordinario e extraordindrio, para este

caso, é dada pela figura 3.2 adiante.
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¥ [diregdo normal] P Y [direg&o normal]

X [eixo dptico]

B >0 A <0

Figura 3.2: Frentes de onda dos raios ordindrio e extraordinario no efeito Cotton-Mouton magneto-éptico,
para 3 > 0 (figura a esquerda) e 3 < 0 (figura a direita). A circunferéncia representa a frente de onda do

raio ordindrio e a elipse representa a frente de onda do raio extraordinario.

Geometria efetiva no efeito Cotton-Mouton:

A geometria efetiva para o efeito Cotton-Mouton pode ser obtida de maneira similar a do

efeito Kerr. Assim, da equagao (3.28), resulta:

epnw? —w+ K* =0, (3.41)

pew® — {q2 + ;,u [-B*¢* + (¢B)*] } : (3.42)

Notemos que Eq. (3.41), é idéntica a equagao (3.18). Assim, para o raio ordindrio no efeito

Cotton-Mouton, a geometria efetiva é dada pela Eq. (3.26)
g = " — (1 —pe) VHVY, (3.43)
e portanto pode ser escrita na forma:

9K, K, = 0. (3.44)
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Para o raio extraordindrio, teremos de Eq. (3.42):
) )
peVHVYK, K, — M (n+pB*) (VMVYK, K, — " K,K,) — ;MB“B”KMK,, =0. (3.45)
Ou ainda,
w (1o Ny - pap] gk, — 0 (3.46)
! pu+ o B? pu+ o B? e '

que pode ser apresentada como:
g K, K, =0, (3.47)
onde noés definimos a geometria efetiva para o raio extraordinario:

gWﬁ7W—1——&¥-WW——l—B@K (3.48)
‘ W+ o B? W+ e B?

3.1.3 Birrefringéncia Magneto-Elétrica [¢ = ¢(E, B) e p = constante]

Birrefringéncia magneto-elétrica é um terceiro caso de birrefrigéncia que pode ocorrer,
quando ambos os campos elétrico e magnético estao presentes no meio material. Um caso
particular deste tipo de birrefrigéncia é o chamado efeito Jones [54]. Este tltimo efeito foi
proposto pela primeira em 1948 por R. Clark Jones, como conseqiiéncia de um formalismo ma-
tricial por ele desenvolvido. o efeito Jones pode ser induzido em fluidos pela acao simultanea
de um campo elétrico e magnético paralelos entre si e perpendiculares a direcao de propagacao
da luz. Neste caso, o efeito obtido ¢ linear no produto dos campos aplicados.

Da mesma forma que nos casos anteriores, existem também aqui varias possibilidades de
escolha, para € e i, onde efeitos de birrefringéncia magneto-elétrica, em particular o efeito Jones,
podem aparecer. Por exemplo, podemos ter: e(F, B), u(E, B); e(E, B), u(E); e(E, B), u(B) e
e(F, B) com u constante. Uma vez que o efeito Jones é um efeito de baixa intensidade que vem
seguido de outros efeitos predominantes sobre ele, podemos concluir, de posse das condicoes
discutidas anteriormente para a existéncia das birrefringéncias de Kerr e Cotton-Moutton, que
nesse efeito pelo menos uma destas duas birrefringéncias devem acompanhéa-lo. Assim, para o
caso de e(F, B) e u(E, B), todos os trés efeitos devem aparecer simultaneamente. Ja para os
casos onde, ¢ = ¢(E, B) com u = u(FE) e e = ¢(E, B) com p constante, apenas a birrefringéncia
de Jones e a de Kerr podem aparecer. Os casos onde aparece a dependéncia de ambos os campos

E e B na permeabilidade magnética estao ainda em fase de estudo. No entanto, esperamos
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que esses casos apresentem a mesma simetria. Assim, por exemplo, os casos onde ¢ é constante
ep=p(E,B)ee=¢e(B)com u= pu(F,B), somente o efeito Cotton-Mouton deve aparecer
acompanhado do efeito Jones. Assim, os casos onde ¢ = e(E) e u = pu(B), apresentarao apenas
os efeitos Kerr, e Cotton-Mouton, e para aqueles onde € = ¢(B) e u = p(F) nenhum dos trés
efeitos devera ocorrer.

A fim de descrever o efeito Jones, consideraremos, nesta secao, o caso particular onde
e =¢(F,B) e u = u., onde mais uma vez estamos interessados apenas em apresentar o efeito
como uma aplicacao do formalismo, e nao em explorar todas as possibilidades existentes. Até
porque, uma vez que tanto o campo elétrico quanto o campo magnético estao presentes, a
solugao da equacao (2.137) para os demais casos torna-se mais complicada e serd deixada,
entao, para analise e trabalhos futuros.

Retornando, entao, a equagao (2.137) com a condigao imposta sobre € e p, teremos

2 / E2 . VBE 2
cepepy_ S _SWE efVBE]L @\, (3.49)
fe W? e w? w fhe W2

€ — 5 =0,
He W
(3.50)
2 " (qB)? - [qVBE
5<6+5,E2)_3%_3(q2)_66[q I _y
He W He W w
Logo, da Eq. (3.50-a), segue
1
2
= 3.51
Yo ,Uc5<E7 B) ( )
a velocidade isotrdpica (raio ordindrio). Por outro lado, de Eq. (3.50-b), resulta
1 ro
(e +eE*)v2 —¢[GVBE] v, — — {1 + % (G- E)ﬂ =0, (3.52)
[he
que é a equacao da velocidade do raio extraordinario, cuja solucao é dada por
vt = S e [GVBE] £ (/€2 [q VBE]2 + 4 (e+€eE?) |1+ i/ (q - E)Z (3.53)
© 2(e+€E?) [e £ ’
com ¢ = ¢/q.

Entao, a principio, haverao trés velocidades distintas. De fato, a equacao acima contém
dois valores possiveis para a velocidade do raio extraordindrio. Assim, associado a uma dada
direcao, o raio extraordindrio se propaga com velocidades diferentes em sentidos opostos. Este
fato constitui uma sutileza inédita de um fenomeno éptico e constitui uma generalizacao do
efeito de birrefringéncia magneto-elétrica apresentado na literatura. Isto mostra o sucesso do

formalismo aqui apresentado, na descricao de fenomenos eletro-magneto-opticos.
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Birrefringéncia magneto-elétrica linear

A anslise de v.© acima, para o caso geral, constitui uma tarefa um tanto complicada e,
por isso, ainda esta sendo realizada. A fim de examinarmos algumas configuragoes particulares

para o efeito de birrefringéncia magneto-elétrica, notemos o seguinte:

[@VBE] = 0""°q,V, B: By

m
= §-(BxE). (3.54)
Desta forma, se considerarmos, por exemplo, E=E v, B=B (—2) e ¢ = T, segue que:

[§VBE] = EB. (3.55)

e portanto, a equagao (3.53) torna-se:

. ¢ EB

= 3.56
! 2(e +¢'E?) (3:56)

He (éEB)Q

4 I B2
&Ww

Polarizacao

Os vetores de polarizacao associados aos raios ordindrio [Eq. (3.51)] e extraordindrio
[Eq. (3.56)], para o caso de BME, podem ser obtidos a partir das equagoes (2.128) — (2.130),
considerando-se que E e B sio perpendiculares a dire¢ao de propagacao, ou seja,

(gF) = 0= (¢B). Assim,

a{(a—uq—;>+€’E2—qEB§(j~ExB}:O, (3.57)
b{( - M%)} —0, (3.58)
c{e} =0. (3.59)

Da equagao (3.59) resulta que ¢ = 0 e da equagao (3.58) segue que b é arbitrario. Desse modo,
da Eq. (3.57), pode-se notar que o vetor de polarizagao serd fun¢ao apenas de E e B. Assim

da Eq. (3.57), escrevendo b em termos de a, teremos

B 1 q? E qé . ~ =
b__a{EBg’ (€—W>+E—ZQQ'EXB}. (360)
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Introduzindo-se este resultado na equagao (2.112), teremos

1 ¢ E qg¢ -~ -
F=adE° - — — -1 -§G-ExB|B°}. 61
e a{ |:EB€’ (6 ,uw2)+B L X ] (3.61)

Entao, para o caso particular de birrefringéncia magneto-elétrica que estamos tratando, obtemos

os seguintes modos de polarizacao:

i) Raio ordindrio: Neste caso, o termo entre parénteses da Eq. (3.61) é nulo, resultando

ef:a{Eﬂ—{——giq-ExB]Bﬁ}. (3.62)

e/ =aE". (3.63)

Note que sempre podemos escolher a constante a de forma que os vetores de polarizagao sejam
normalizados.
Vamos agora analisar o comportamento dos dois raios acima. Para isso, consideremos que

o coeficiente de permissividade seja expresso por

e=e.+aE*+3B*+~EB. (3.64)

Assim, decorre que:
£ FE*=2aF*++vEB, (3.65)
¢EB=2BEB+vE> (3.66)

Logo, a Equacgao (3.56) torna-se

. 2BEB + v E?
2(ec+3aL?+ (3B +2vEB)

2 2
i ]y, AE+B3aE L BB 42 ED)
pic 2B EB + v E?)?

3aFk? B?2+2~EB
1 (1_1_04 +0B8B*+2~ )

B 28EB + v E? " 2¢e,
- 2 2 2 2

) <1+3aE ¥ 3B +27EB) N (1+3aE + 3B +27EB>
Eec Ee

_ 2BEB+yFE? 1 . 3aFE?+ 3B*+2~vEB 1+3aE2—|—ﬁB2+27EB
T 2e.[1+0()] T e i Ec 2¢e.

= 21 (2BEB+~E?*) + (3.67)

c gc

1 ) 3aE*+(3B*+2vEB
T 2e. '
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onde os termos de ordem O(a?) foram desprezados, bem como os de ordem em £ e . Podemos

ainda, reescrever a equagao (3.67), na seguinte maneira:

1 1 3aR? B2+ 2~vEB
ot = 2y L gpp gy (2O B 20 . (3.69)
Vel  2é. VEe He
Desta forma, temos que:
1 1 3akb? B?4+2~EB
ot o= 4 + 23 EB +~E*— (22 B +2y ; (3.69)
VEcle  2€c VEe te
1 3akb? B2+ 2~EB
v = — + {25EB+7E2+(Q +h5 27 )} (3.70)
Ou ainda, definindo
208 EB E?
A = 2BEBHAET (3.71)
2¢,
E? B? +2~vEB
¢ = 3oBEPB T2V EB (3.72)
2¢e.+/Ec e
teremos
vt = 4L 1 (A=0), (3.73)
VEe Me
e
_ 1
ve = ———+(A+0). (3.74)

vV Ee Me

Note que existe uma grande possibilidade de solucoes para v, e v,~ apenas fixando valores
para as variaveis «, (3, v, €., te, B e E.

Assim, para o caso onde, por exemplo, A = C, com A e C positivos, teremos:
o] > Joe. (3.75)
com
[vst] > |, e [ve | < |v,]- (3.76)

Desta forma, uma configuracao possivel para o efeito de birrefringéncia magneto-eletrica linear,

seria por exemplo, a que esta representada na figura 3.3 a seguir.
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4

" Y [eixo Optico]

/
\

- X [direcao normalv
/ve v+ [direg ]

Figura 3.3: Frentes de onda dos raios ordindrio e extraordinario para o caso de birrefringéncia magneto-
elétrica, com |ve"| > |ve7|. A circunferéncia, indicada pela linha vermelha, representa a frente de onda do

raio ordinario e a curva, indicada pela linha azul, representa a frente de onda do raio extraordindrio.

E importante salientar neste ponto, que os coeficientes, permissividade elétrica e permeabi-
lidade magnética, foram escolhidos de forma arbitraria. Um modelo mais realista para o Jones
efeito deve levar em consideracao valores experimentais para estes coeficientes, para cada meio

material em estudo.

Efeito Jones [¢ = ¢(E, B), p = constante, {E,B} L {e E || B]

O efeito Jones constitui um caso particular de birrefringéncia magneto-elétrica onde os
vetores F e B sao paralelos entre si e perpendiculares a direcao de propagacgao. Assim sendo,
segue que a equagao (3.54) é idénticamente nula e com isso, a equagao (3.56) pode ser reescrita
na forma

1
2
Ve = ——————. (3.77)
fe (€ + €' E?)

Assim, para o efeito Jones, temos apenas duas velocidades possiveis: raio ordinario, Eq.

(3.51), e raio extraordinario, Eq. (3.77). Além disso, para o raio extraordindrio a assimetria

com relagao ao sentido de propagacao desaparece.
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Polarizacao

Para obtermos os vetores de polarizacao para o efeito Jones devemos tomar adicionalmente

que, E x B = 0. Dessa forma, das equacdes (3.62) e (3.63), teremos

i) Raio ordindrio:

E
ef:a{Eﬁ——Bﬁ}. (3.78)
B
i) Raio extraordindrio:
ef =aE°. (3.79)

A fim de obtermos somente o efeito Jones propriamente dito, iremos desprezar as contri-

buigoes para os efeitos Kerr e Cotton-Mouton, expandindo ¢(E, B) da seguinte forma [49]:
e(E,B)=¢,+~E-B. (3.80)

Para o caso considerado, £ - B = EB. Assim, as equacdes (3.51) e (3.77), tornam-se:

1
2 = , 3.81
Yo te (e +v EB) ( )

1
v? = (3.82)

© pe(ee+27EB)

Desse modo, os correspondentes indices de refracao sao dados por

1
EB\? 1~EB
Ny = \/IoEs <l—|—’y ) zno<1+—’y ) (3.83)

Ec
1
EB\:? EB
Ne = /Ie Ec (1—|—27 5 > mno<1+7 > (3.84)

Logo,
= no P)/
2¢,

EB. (3.85)

Ne — No

O resultado acima representa o efeito Jones tradicional descrito na literatura [48, 52, 53, 54].
onde ng = /. . € o indice de refracao do meio na auséncia de campos externos.
A representacao grafica para este caso é idéntica a obtida para o efeito Kerr, conforme

mostra a figura 3.4 a seguir.
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F Y [direcAo nommal] P Y [direg&o normal]
e
\4{ | "LIII — i Ti‘

| }I’ I
| — -+ | — -

Y | E/B v E/B
v, X [eixo Gpticui v, X [gix0 Gpticcn']

¥ > 0 ¥ <0

Figura 3.4: Frentes de onda dos raios ordindrio e extraordinario no efeito Jones eletro-magneto-éptico,
para v > 0 (figura a esquerda) e v < 0 (figura a direita). A circunferéncia representa a frente de onda do

raio ordindrio e a elipse representa a frente de onda do raio extraordinario.
Geometria efetiva no efeito Jones:
Vamos agora derivar a geometria efetiva para o efeito Jones. Assim, de (3.50), resulta
pew? —w? + K* =0, (3.86)
p(e+e B*w? —¢* — é (¢E)* — péwlqVBE] = 0. (3.87)
Da Eq. (3.86), segue que a geometria efetiva para o raio ordinério no efeito Jones, é dada por
g = = (L= pe) VIV, (3.88)

que é idéntica as expressoes obtidas anteriormente, Eq. (3.18) e Eq. (3.26), para o efeito Kerr

e Cotton-Mouton. Portanto, a equacao (3.88) pode ser escrita na forma:
gt K, K, = 0. (3.89)

Para o raio extraordindrio, lembrando das definigoes (2.83) e (2.131), teremos da Eq. (3.87)

8(5E)} , 1 0e p de

- rEp Y D (KY Y8 _
oE |~ 5E8E( ) BaB<K Vo) n" q,V, B Eg =0,  (3.90)

K2—[1—,u
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ou ainda,
0(eE) 1 Ode
wKK,—|1—py——= VFVYK, K, — — — E'E"K K,
U { "o } Y5 pite
KOs

595 VY BV, B KK, =0.  (3.91)

Colocando K, K, em evidéncia

J(eF) 1 Oe uw O0e
7 _ pyv 2 ey 22 myBuyv) —
{77 [1 1 °E ] VHV = aEE E 5B 9B n V" B, VVEB}KHKZ, 0,

(3.92)

onde a notagao (ur) representa a operagao de simetrizagao sobre estes indices: al) = g 4 gvh,

Entao, Eq. (3.94) pode ser apresentada na forma:
9. " KK, =0, (3.93)

onde definimos a geometria efetiva para o raio extraordinario:

E
géu/ - nuu_|:1_lua<€ >:| Vuvu_

1 Oe i Oe
— — EFEY
oF

_ 2 7= By B Ea.
-E OF spop VBB

(3.94)

Este resultado é exatamente o mesmo obtido anteriormente na literatura [28]. Note que para
o caso particular de meios materiais isotrépicos e homogéneos, onde € e u sao constantes, a

geometria efetiva acima, reduz-se a métrica de Gordon [35]:

g ="+ (ep— 1) VEVY. (3.95)



Capitulo 4

Conclusao

Neste trabalho, um formalismo tensorial foi apresentado com a finalidade de discutir a pro-
pagacao de ondas eletromagnéticas monocromaticas em meios materiais, caracterizados por
propriedades dielétricas nao lineares representadas por e“3(E, B) e u“s(E, B), dentro do limite
da éptica geométrica. A descricao detalhada do comportamento da propagacao de raios de luz
em tais meios nos possibilitou analizar o fenomeno da birrefringéncia. Como conseqiiéncia, as
condicoes sobre as descontinuidades dos campos eletromagnéticos nestes meios foram apresen-
tadas, e a solugao para o problema de auto-valores em meios gerais, proveniente da solucao
formal da equagao generalizada de Fresnel, foi encontrada. Através desta solugao, obtivemos
a equacgao geral que rege a propagacao de raios de luz no meio considerado. Como resultado,
as relagoes de dispersdo para os casos onde ¢ = ¢(E, B) com pu = constante, € = £(FE) com
W = constante, e € = constante com pu = p(B), assim como as condigoes para o fenomeno da
birrefringéncia aparecer, foram apresentadas.

Os resultados incluem a descrigao do efeito Kerr eletro-6ptico, do seu analogo magnético,
o efeito Cotton-Mouton magneto-6ptico, bem como do efeito Jones eletro-magneto-6ptico. O
formalismo aqui apresentado, possibilitou dar nao apenas uma descricao tedrica formal do
efeito de birrefringéncia magneto-elétrica, dentro das condi¢oes especiais relatadas na literatura,
como também, se mostrou uma poderosa ferramenta para investigar fenomenos eletro-magneto-
opticos intrinsicamente sutis. Com o procedimento adotado, o presente formalismo obteve
grande sucesso proporcionando uma descri¢ao do efeito Jones, incluindo alguns resultados ainda
nao relatados na literatura. Os resultados encontrados mostraram que a velocidade associada
a um dado modo de polarizagao da onda eletromagnética, além de variar com a direcao de

propagagao desta onda (raio extraordindrio), também pode apresentar varia¢do com relagao ao
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sentido de propagacgao ao longo desta direcao. De modo geral, podem haver duas velocidades
distintas para o raio extraordindrio, uma associada a propagacao em um sentido ao longo de
uma dada diregao e outra associada a propagacao no sentido oposto. Uma vez que este efeito
¢é estabelecido pela presenca de trés vetores tridimensionais, E, B e ¢, varias configuracoes
possiveis para o efeito podem ser apresentadas. Em particular, apresentamos uma configuracao
na qual a velocidade de propagacao do raio extraordinario em um sentido, ao longo de cada
dada direcao, ¢ menor do que a velocidade de propagacao no outro sentido. Uma ilustragao para

este caso foi apresentada na figura 3.3. Este fato podera ser objeto de verificagao experimental

a fim de comprovar predi¢ao do resultado encontrado.

Uma vez que os coeficientes €%g e p“g foram considerados como sendo dependentes das
magnitudes dos campos externos, os resultados aqui obtidos sao naturalmente apropriados
para tratar a propagacao de ondas eletromagnéticas em meios materiais liquidos. Por fim, a
estrutura métrica efetiva associada a propagacao de ondas, foi derivada para cada situacao
explorada. Com tal descricao geométrica, apresentamos, aqui também, uma ferramenta para
testar aspectos cinematicos da gravitacao em laboratorio, algo que vem sendo freqiientemente
utilizado no contexto de modelos andlogos para a relatividade geral. Com esta concepcao,
podemos interpretar o meio material como equivalente, pelo menos sob o aspecto formal, a um
espago-tempo curvo no qual a onda eletromagnética se propaga descrito por uma geometria

dependente das propriedades dielétricas deste meio.

Os casos mais complexos onde a equacao de propagacao geral envolve tanto a dependéncia
de E na permeabilidade quanto a dependéncia de B na permissividade, estao ainda em fase
de estudo. Embora estas equagoes nao foram ainda totalmemente analizadas para todos os
casos existentes, a solucao de tais equacoes para os efeitos Kerr e Cotton-Mouton sugere uma
possivel simetria nestes efeitos. Assim, por exemplo, a condicdo necessaria e suficiente para
que o efeito Kerr ocorra é que a permissividade elétrica seja dependente do campo elétrico.
Da mesma forma, a condicao necessaria e suficiente para que ocorra o efeito Cotton-Mouton
é que a permeabilidade magnética seja dependente do campo magnético. Por outro lado, do
resultado encontrado para o efeito Jones exibido neste trabalho, uma condigao suficiente para
que este efeito ocorresse foi que a permissividade elétrica dependesse de ambos os campos. Como
consequéncia da dicussao anterior, apenas o efeito Kerr poderia vir acompanhado naquele caso.
Por simetria, esperamos que o caso onde ¢ for constante e u = p(F, B) resulte no efeito Cotton-

Mouton acompanhado do efeito Jones. O caso onde € = ¢(F) e p = pu(B) apresenta portanto
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apenas os efeitos Kerr e Cotton-Mouton. Por outro lado, para ¢ = £(B) e p = p(F), nenhum

dos trés efeitos deverao ocorrer.



Apeéndice A

Método de Cayley-Hamilton

A técnica padrao de resolver a equagao de auto-vetor de Fresnel [Eq. (2.86)], expandindo o
auto-vetor e’ em uma base de vetores convenientemente escolhidos, embora simples, pode nos
levar a questionar se o conjunto de vetores escolhidos é realmente linearmente independente.
Para evitarmos sutilezas como esta, focaremos aqui, somente a estrutura algébrica da equacao

(2.86).

Neste apéndice iremos reproduzir um caso simples de birrefringéncia, ja tratado anterior-
mente no capitulo 3, fazendo uso do método de Cayley-Hamilton. O assim chamado “método” de
Cayley-Hamilton constitui, na verdade, um procedimento alternativo para tratar o problema
de auto-valores, dado pela equagao (2.86), sem fazer uso de nenhuma base de vetores do espago
3-dimensional. Este método consiste em acoplar as formulas de trago para operadores lineares
[61] com o teorema de Cayley-Hamilton [62, 63]. Como exemplo de aplica¢ao deste método, re-
cuperaremos o efeito Kerr, obtido anteriormente. Este procedimento servird nao apenas como
uma apresentagao da técnica de solucionar a equagao de auto-valores (2.94), como também

reforgard a validade o método de expansao em base do vetor de polarizacao.

A solugao formal para o problema de auto-valor dado por Eq. (2.86), pode ser encontrada
pela condicao apresentada na equagao (2.94), resultando, segundo o procedimento apresentado

em Ref. [61], na equacdo que segue:

7\ =37, 79+2 75 =0, (A1)
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onde Z,, Zy e Zs sao tragos de Z“3, definidos por:
Zl = Zaom
Ly = Z° 77,

Ty = 277,70,

Para meios nao magnéticos, ou seja, u®g = (i h%g, a equagao (2.92) se reduz a:

1 0e q?
7% = (0% + — —LE s, BlqV, — ——
g st woBx P i w?

1%,

onde definimos,
0%
e,

E*.
OES

Cp=c" +

Adicionalmente, para recuperar o efeito Kerr, vamos considerar o caso no qual

£% = ¢(E) h*g. Portanto,
2
7, = - 10y,
fw

Vamos entao calcular os tracos Z;,¢ = 1,2,3 de Z%:

Zl - Ol—2q—2,
W
2 2
q q
Zy'g = (C% —— I )| C"g——= 1"
27 ( pw? )< ST 6>
2 e ¢
= (% — QCTIB—WCBITJF 2 i 1s
Entao,
2 4
q o 7T q
22202—2_207]a+2ﬁ7
e
2 4 6
q T q T q
Z3 = Cg—?)m C2aT]a+3WCaTIQ_2W'

(A.5)

(A.6)

(A7)

(A.8)

(A.10)

(A.11)

Assim, substituindo estes resultados em Eq. (A.1) e apds algumas simplificacoes, teremos:

1 1
013—30102+203—6—CgaTqTqa+6—CloaquQa_6
IUWQ pwu? MQW

A equagao acima corresponde ao caso onde,

1 [0} T
—— 0% 4" qa=0. (A.12)

(A.13)
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Na verdade, se €*3 = €*g(E, B), ndés poderiamos redefinir as varidveis, substituindo C*3 por

D“3 dado por

1 0e
D> = (“ - H
7 st w 0Bx

s E* qp Ve, (A.14)

e a solucao formal para este novo problema, permanece a mesma como apresentada na equagao
(A.12). Continuando, vamos utilizar as definigos:

2

v = =, (A.15)
q
(§
. q”
@ =—, A.16
. (A.16)

Entao, de Eq. (A.12):
013 — 301 CQ + 203 - /L_l(CQQ’g (ja qu — Cl Caﬁ (}a (jﬁ) ’Uap_Q — M_QCQB (ja qAﬁ U¢_4 =0. (Al?)

Vamos também, a fim de simplificar a notacao, definir as seguintes quantidades:

1
o = 6 (013 - 301 Cg + 203), (A18)
B = i (o o ds — C1C* G gs), (A.19)
v o= 0% Gadp. (A.20)
Entao,
a U¢4 - ﬁ“tpz - (A.21)

cuja solucao ¢ dada por

(v;)* = % (ﬁi \/ﬁ2—4a7>, (A.22)

» sao as velocidades da onda eletromagnética dentro do meio material, associadas

onde v} e v
aos dois possiveis modos de polarizac¢ao [36]. Notemos que birrefringéncia pode ocorrer [27] se

as seguintes desigualdades forem verificadas, para alguma dada diregao ¢“:

1< < 0, (A.23)

af>0. (A.24)
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Para o caso particular onde %3 = € h“g, com € constante, obteremos

3

a = €,
3 = 2€/u,
Y= _E//JJ27

e as duas velocidades se reduzirao ao valor bem conhecido:
2 _ 1
en
Para as condigoes do efeito Kerr, mencionadas anteriormente, teremos que:
Cag =& haﬁ —¢ EaEB,

e entao,

C, = C% =3ec+FE?

Cyty = C* CTg=e"h" — (€PE” +2¢e£’) E* Ej,
Cy = 0y, =32+ 2eE? 4+ ?FE4,

Cz3 = Co% O =3e>+3c?E*+3ce?E* + ¢ E°.

Com isto, resulta que:

a = & (e+£E?),
8 = {le+eB)+[ere B}
v = —alEreEy),

e a equagao (A.22), torna-se:

1

+\2

Assim, temos as seguintes equagoes:

1
+\2 - 2
(%) —Uo—a»
_ 1 e+e(G-E)? 1 e -
2: 2:_ = 1 — A'E’2
(V)" = ve e e+ekE? po(ek)/OE +5(q )

{(5+5’E2) + [5+5’(Q-E)Q] + [(5+5’E2) + <5+5’(Q.E)2>}}.

(A.25)
(A.26)
(A.27)

(A.28)

(A.29)

(A.34)
(A.35)

(A.36)

(A.37)

(A.38)

(A.39)

que sao as mesmas expressoes (3.3) e (3.5) obtidas no capitulo 3, usando o método de expansao

numa base.
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