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Resumo 

ROQUE, M. C. (2007), Procedimento de Cálculo do Parâmetro de Flexibilidade Local e 

Avaliação do Modelo Dinâmico de Uma Viga Com Uma Trinca Plana Plástica, Itajubá, 100p. 

Dissertação (Mestrado em Projeto e Fabricação) - Instituto de Engenharia Mecânica, 

Universidade Federal de Itajubá. 

 

 Neste trabalho um procedimento de cálculo da flexibilidade local devida a uma trinca 

plástica, e a investigação do efeito desta trinca na resposta dinâmica de uma viga trincada são 

apresentados. O procedimento de cálculo é válido para uma viga constituída de material não-

linear elástico. A formação da zona plástica na ponta da trinca, criada devido a um momento 

fletor, é avaliada segundo o modelo de trinca de Dugdale. O modelo de flexibilidade local é 

baseado na taxa de liberação de energia e no teorema de Castigliano. O deslocamento de 

abertura de trinca é utilizado para computar a taxa de liberação de energia. Os resultados 

obtidos através da formulação plástica apresentada, e de uma formulação puramente elástica, 

são comparados e analisados. A influência de alguns fatores, tais como carregamento, razão 

de trinca e tensão de escoamento, nos parâmetros de flexibilidade local, assim como a 

influência da posição da trinca, e destes parâmetros de flexibilidade local na resposta 

dinâmica da viga, também é analisada. Os resultados obtidos indicam coerência no modelo de 

cálculo apresentado, e mostraram que sob certas combinações dos parâmetros envolvidos, a 

plasticidade influencia significativamente o parâmetro de flexibilidade local, e 

consequentemente, apresenta forte influência na resposta dinâmica da estrutura. 

 

Palavras-chave 

 Flexibilidade Local, Trinca Plana, Plasticidade, Modelo Dinâmico.  



Abstract 

ROQUE, M. C. (2007), Calculation procedure of Local Flexibility Parameter and dynamic 

Model evaluation of a beam with a plastic plane crack, Itajubá, 100p. MSc. Dissertation – 

Mechanical Enginnering Institute, Federal University of Itajubá. 

 

 In this work a local compliance calculation procedure, duo to a plastic crack, and an 

investigation of the effect of this crack on the dynamic response of a cracked beam are shown. 

The calculation procedure is valid for a beam made of non-linear elastic material. The 

material plasticity ahead of the crack tip, which is activated by a bending moment, is taken in 

account second the Dugdale’s model. The local compliance model is based on the energy 

release rate and on Castigliano’s theorem. The crack opening displacement is used to compute 

the energy release rate. The results obtained by the plasticity formulation and by a purely 

linear elastic formulation are compared and analyzed. The influences of some factors, such as, 

load and crack ratio, on the local compliance, as well as the influences of crack position, and 

of these local flexibility parameters on the beam dynamic response, are also shown. The 

results obtained indicated coherence in the proposed procedure, and have shown that under 

certain arrangement of involved parameters, the plasticity influences strongly the local 

flexibility parameter, and consequently, have a strong influence on the beam dynamic 

response.  

 

Keywords 

 Local Flexibility, Plane Crack, Plasticity, Dynamic Model. 
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Capítulo 1 

INTRODUÇÃO 

1.1 APRESENTAÇÃO DO PROBLEMA 

 O estudo sobre a integridade estrutural de elementos estruturais com trinca é de longa 

data. Sabe-se que uma trinca causa a redução da rigidez estrutural, acarretando decréscimo 

das freqüências naturais. 

 

 Uma trinca em uma estrutura introduz uma flexibilidade local devida à concentração de 

energia de deformação na região da ponta da trinca causada por um carregamento. Uma 

primeira quantificação do defeito local causado por uma trinca foi proposta por Irwin (1957), 

onde a flexibilidade local de um membro estrutural trincado foi avaliada relacionando-a ao 

fator de intensidade de tensão (FIT).  Seguindo a metodologia de Irwin, inúmeros trabalhos 

foram publicados sobre a redução nas freqüências naturais causadas por uma trinca em uma 

viga linear elástica. 

 

 Gudmundson (1982) investiga as alterações nas freqüências nas naturais da estrutura 

trincada, e mostra que estas alterações nas freqüências da viga dependem da energia de 

deformação estática. 

 

 Dimarogonas e Paipetis (1983) apresentaram um modelo analítico para o 

comportamento dinâmico de rotores trincados de turbo-máquinas de alta rotação. Buscando 
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um modelo mais realista, os autores assumiram a estrutura com diversos graus de liberdades. 

Desta forma, para atender a formulação criada, estenderam o método de modelar à trinca 

através do conceito de flexibilidade local, para uma condição onde existem cincos graus de 

liberdade.  

 

 Yokoyama e Chen (1998) utilizam os conceitos apresentados por Irwin para obter a 

matriz de flexibilidade local, e incorporam esta matriz ao modelo dinâmica da estrutura, para 

simular os modos de vibrar e as freqüências naturais da viga trincada. É apresentado que 

mudanças significativas no modo de vibrar podem ser utilizadas para localizar e monitorar 

trincas em vigas. 

 

 Chondros, Dimarogonas, e Yao (1998), desenvolveram uma formulação contínua, a 

qual já apresenta a trinca no modelo diferencial, a fim de estudar o comportamento dinâmico 

de uma viga trincada. Utilizando os conceitos de Irwin, a flexibilidade local introduzida pela 

trinca, foi modelada de forma contínua, ou seja, inerente ao modelo matemático da viga. 

Resultados experimentais foram comparados com os obtidos segundo o modelo proposto, e 

mostram que o mesmo representa satisfatoriamente o problema. 

 

 Mahmoud, Zaid, e Harashani (1999), desenvolveram uma técnica numérica para 

determinar as freqüências naturais e os modos de vibrar de uma viga com uma trinca linear 

elástica. Os resultados obtidos foram comparados com ensaios experimentais e com soluções 

provenientes do método dos elementos finitos, e mostrando coerência na formulação proposta. 

Em seu trabalho, é afirmado que a localização da trinca na viga tem um efeito significativo na 

resposta. 

 

 Grande parte dos trabalhos publicados foram desenvolvidos com base na mecânica da 

fratura elástica, não considerando a possibilidade de haver uma zona de plasticidade na ponta 

da trinca, geralmente presente em materiais dúcteis, limitando a aplicação destes modelos 

para os casos de trincas lineares elásticas. Entretanto, no caso de materiais dúcteis, sob dadas 

relação entre o tamanho da trinca e carga aplicada à estrutura, ocorre a formação de uma zona 

de plasticidade na ponta da trinca, uma vez que estes materiais admitem deformação plástica. 

Mesmo em materiais frágeis, pode ocorrer a formação de uma pequena zona de plasticidade 

na ponta da trinca. Estes fatos, dependendo da magnitude desta plasticidade, tornam 

inadequado o estudo do comportamento desta estruturas segundo os métodos elásticos 
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desenvolvidos. Alguns trabalhos foram desenvolvidos considerando a plasticidade do 

material, porém todos utilizam de métodos numéricos para a avaliação da zona plástica. 

 

 Seguindo a metodologia proposta por Irwin, e buscando resultados mais próximos da 

realidade, neste trabalho é apresentado um modelo analítico para a avaliação da flexibilidade 

local, considerando a plasticidade na trinca, o qual é utilizado para avaliar o efeito que uma 

abordagem plástica do problema causa na resposta dinâmica da viga. 

1.2 OBJETIVOS DA PESQUISA 

Elaboração de um modelo matemático analítico para avaliação do parâmetro de 

flexibilidade local plástico, para uma viga com uma trinca - plana, constituída de um 

material não-linear elástico. 

 

Avaliação dos efeitos dos parâmetros: carga, tensão de escoamento, posição e razão de 

trinca nos parâmetros de flexibilidade local plástico e elástico. 

 

Avaliação dos efeitos dos parâmetros: posição da trinca; e do parâmetro de flexibilidade 

local plástico e elástico, causam nas freqüências naturais da viga trincada. 

 

Uma comparação entre as reduções nas freqüências naturais causadas pela consideração 

ou não de plasticidade na ponta da trinca 

1.3 CONTEÚDO 

 No capítulo 2 é apresentada uma revisão dos conceitos básicos da mecânica da fratura, 

necessários para o desenvolvimento do trabalho. Primeiramente é apresentada a mecânica da 

fratura sob o aspecto linear elástico, posteriormente, os aspectos não-lineares da fratura 

elasto-plástica são apresentados. 
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 No capítulo 3 é apresentado um procedimento analítico para o cálculo do parâmetro de 

flexibilidade local plástico. Também são apresentados os resultados obtidos pela simulação do 

método, onde são avaliados os efeitos dos parâmetros: carga, tensão de escoamento, posição e 

razão de trinca nos parâmetros de flexibilidade local plástico, e uma comparação do 

parâmetro plástico com o parâmetro de flexibilidade local obtido segundo uma modelagem 

puramente elástica.  

 

 No capítulo 4 é realizada uma investigação sobre o comportamento dinâmico da viga 

trincada. Para tal, são apresentados os efeitos da posição da trinca, e que as demais variáveis: 

razão de trinca, tensão de escoamento do material, e carregamento aplicado, condensadas nos 

parâmetros de flexibilidade local elástico e plástico, sobre as freqüências naturais da viga. 

 

 No capítulo 5 são apresentadas as conclusões do trabalho, e sugestões para trabalhos 

futuros. 

 



Capítulo 2 

REVISÃO DOS CONCEITOS DA MECÂNICA DA 
FRATURA 

2.1 INTRODUÇÃO 

A teoria da Mecânica da Fratura tem sua origem nos trabalhos realizados por INGLIS 

(1913) e GRIFFITH (1920), que iniciaram os estudos de propagação de fissuras em sólidos.  

 

Nas décadas de 40 e 50, alguns fatos catastróficos ocorridos, como por exemplo, o 

desastre no barco Liberty, tornou imprescindível a elaboração de uma metodologia capaz de 

quantificar e qualificar os fenômenos de ruptura das estruturas. Neste período houve um 

aprimoramento de técnicas práticas de ensaios e definições teóricas correlatas à Mecânica da 

Fratura. Dentre os principais trabalhos elaborados, se encontra o trabalho de Irwin (1957). 

 

Desta forma, os estudos em Mecânica da Fratura resultaram em novas concepções de 

projetos, assumindo a estrutura não como um meio contínuo, mas apresentando falhas 

concentradoras de tensões.  

 

Sabe-se que uma ruptura por fraturamento pode ser de natureza frágil ou dúctil. A 

ruptura frágil ocorre com pouca ou nenhuma deformação plástica. As rupturas dúcteis 

apresentam grandes e visíveis deformações plásticas, e normalmente a trinca possui um 

período de propagação antes de ocorrer o fraturamento.  
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O comportamento dúctil-frágil de uma peça está associado ao tipo de material. O 

vidro, o concreto e a cerâmica são exemplos de materiais frágeis, que apresentam deformação 

precedente à fratura muito pequena assim como a quantidade de energia absorvida. Os metais 

e as ligas metálicas geralmente apresentam um comportamento dúctil. O modo de 

fraturamento dos metais é função também de fatores externos, tais como temperatura, tipo e 

velocidade de carregamento e o estado de tensões atuantes. 

 

Na tentativa de caracterizar a Mecânica da Fratura Linear Elástica (MFLE), surgiram 

alguns parâmetros, dentre os quais se encontra o Fator de Intensidade de Tensões (FIT). Este 

parâmetro permite avaliar a magnitude das tensões e deformações na ponta da fissura. O fator 

de intensidade de tensões é função da geometria da estrutura, da fissura e do carregamento a 

que está submetida, e pode ser determinado a partir do conhecimento do estado de tensões na 

vizinhança da extremidade da trinca.  

 

A caracterização das falhas em matérias dúcteis com comportamento linear ou não-

linear elástico é realizada através da Mecânica da Fratura Elasto-Plástica (MFEP), onde o 

parâmetro de maior notoriedade foi apresentado por Rice (1968), conhecido por Integral J. 

Esta grandeza é uma integral de contorno independente do caminho de integração, que mede a 

taxa de liberação de energia de deformação.  

 

 Neste capítulo são apresentados alguns conceitos básicos sobre a Mecânica da Fratura, 

os quais são necessários para o desenvolvimento do trabalho. 

2.2 MECÂNICA DA FRATURA LINEAR ELÁSTICA 

 A Mecânica da Fratura Linear Elástica (MFLE) avalia os mecanismos da fratura dos 

materiais frágeis através dos conceitos da teoria da elasticidade linear. Embora todo corpo 

trincado, sob um carregamento, apresente uma região sujeita à deformação plástica na ponta 

da trinca, pode-se, sob certas condições, negligenciar a existência desta zona plástica e estudar 

o fenômeno do fraturamento pela teoria da MFLE. Tais condições que viabilizam a aplicação 

da MFLE referem-se aos casos em que o volume da deformação plástica é pequeno quando 
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comparado às dimensões da trinca. Estes casos são conhecidos como Escoamento em Pequena 

Escala (Small Scale Yielding - SSY).  

 

 As bases da mecânica da fratura linear foram introduzidas por Griffith (1920), através 

do critério energético de Griffith. O segundo critério de grande relevância foi proposto por 

Irwin (1957), introduzindo um fator denominado fator de intensidade de tensão (FIT). Este 

critério supõe que a trinca se propaga quando o fator de intensidade de tensão atinge um fator 

crítico, denominado de tenacidade à fratura. Williams (1957) considerou que o processo da 

fratura está localizado próximo a ponta da trinca, sendo controlado pelos campos assintóticos 

de tensão e deformação. Ambos, Irwin e Williams, desenvolveram suas formulações com base 

nos trabalhos matemáticos elaborados por Westergaard (1939a-b) e Muskhelishvili (1942).  

 

 Com base no conceito de SSY, alguns modelos de cálculo do tamanho da zona plástica 

foram apresentados. Dentre os mais populares se encontram: o modelo de segunda ordem de 

Irwin, e o modelo de zona coesiva, proposto por Dugdale (1960), e independentemente por 

Barenblatt (1962). 

2.2.1 Trabalho de Griffith 

Griffith (1920), estudando o modo como se transmitiam as tensões nos corpos 

descontínuos, e o mecanismo responsável pela propagação da fratura, postulou o conceito do 

balanço de energia no processo de fraturamento. Segundo este conceito, o balanço de energia 

considera a transferência da energia de deformação armazenada num corpo fraturado para a 

energia necessária que cria superfícies fraturadas. Isso explica o fato de que, quando uma 

fratura se propaga num corpo, haverá liberação de energia de deformação armazenada, mas 

também haverá uma energia de superfície sendo absorvida pelo acréscimo no comprimento da 

fratura. Assim, um corpo atingirá a ruptura quando a propagação da fratura presente ocorre de 

forma instável, o que quer dizer que a taxa de energia de deformação liberada é maior do que 

a taxa de energia de superfície necessária para provocar o processo de fraturamento (Broek, 

1986). 

 

Griffith determinou a perda da energia de deformação a partir da análise de Inglis 

(1913), que foi realizada num corpo infinito com fratura em forma de elipse e submetida a 
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uma tensão remota. Assim a perda de energia de deformação foi expressa pela equação (1) 

por: 

 

 
2 2

2e
aU

E
π σ

=  (1) 

 

onde E  é o módulo de elasticidade do material e a  o semi comprimento da fratura, e σ  é a 

tensão aplicada no corpo. A energia de superfície sU  é dada por: 

 

 2sU aγ=  (2) 

 

onde γ  é a energia específica de superfície livre, considerada propriedade do material. 

 

Finalmente, o balanço energético foi definido por: 

 

 
2 2

2
2T
aU a

E
π σ γ= − +  (3) 

 

onde a condição de ruptura se dá quando a energia total TU , atingir o máximo valor ou 

quando 0TU a∂ ∂ =  , a partir do qual a tensão crítica para a ruptura expressa-se por: 

 

 2
cr

E
a
γσ

π
=  (4) 

 

A equação (4) mostra que a tensão crítica depende do tamanho da fratura e explica por 

que, para fraturas maiores, se precisará de menores valores de tensão de ruptura (Broek, 

1986). A Figura 1 apresenta a interpretação gráfica do conceito. 
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Figura 1 Energia e variação da energia em função do tamanho da fratura (Knott, 1976) 

 

É importante ressaltar que, originalmente, o conceito de Griffith considerava que toda 

a energia potencial de deformação era utilizada na formação de uma nova frente de trinca. Isto 

de fato ocorre para materiais puramente frágeis, como por exemplo, o vidro. Entretanto, em 

materiais dúcteis, boa parte desta energia pode ser consumida na plastificação do material na 

frente da ponta da trinca. 

 

A partir dos anos 50 do século passado, o estudo da propagação da fratura se viu 

ampliado quando Irwin postulou uma teoria modificada à teoria de Griffith. Tal teoria 

modificada propunha que, no lugar de se analisar a energia específica de superfície, deve-se 

considerar a variação da liberação de energia de deformação. Esta teoria propõe que um corpo 

atinge a ruptura quando a variação da liberação de energia, denominada por G , atingir o valor 

crítico cG , que seria uma propriedade do material. Este valor cG  pode ser facilmente obtido 

em ensaios de materiais em processo de fraturamento. Então, determinando-se o G  de um 

corpo fraturado em função da rigidez e da geometria do corpo, das tensões aplicadas e do 
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tamanho da fratura, e comparando-se com o cG  do material, se a condição é cG G> , 

conseqüentemente, a fratura se propaga instavelmente. A ruptura começará quando cG G= . 

 

Com o intuito de compreender melhor o mecanismo da propagação da fratura, teorias 

têm sido derivadas como o Modelo Coesivo e a Mecânica do Dano que são empregadas na 

simulação de modelos matemáticos aplicados à engenharia.  

2.2.2 Campo de tensões na ponta da trinca  

 Um trinca pode ser submetida a três modos básicos de carregamento, Figura 2, 

denominados por modo I, II e III. O modo I é denominado trinca de tração normal, o modo II 

é denominado trinca de cisalhamento plano e o modo III trinca de cisalhamento antiplano. A 

superposição destes três modos básicos de abertura de trinca é suficiente para caracterizar 

qualquer caso de deslocamento de superfície de trinca. 

 

 

Figura 2 Modos geométricos da fratura: I trinca de tração normal, II Trinca de cisalhamento 

plano, e III trinca de cisalhamento antiplano (Broek, 1986). 

 

 O campo de tensões gerado por qualquer um dos tipos de carregamentos apresentados 

na Figura 2, cresce proporcionalmente à singularidade de 1 r  (Figura 3), onde r  é a 

distancia da ponta da trinca ao ponto em questão, em coordenadas cilíndricas.  
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Figura 3 Coordenadas da ponta da trinca e estado de tensão. 

 

 Através do uso da formulação complexa, Westergaard (1939) obteve uma solução exata, 

em coordenadas cilíndricas (Figura 3), para o campo de tensão ao redor de uma trinca interna 

em uma placa infinita. Considerando uma pequena região perto da ponta da trinca, Irwin 

(1957) particularizou a solução geral da função de Westergaard, introduzindo o conceito de 

Fator de Intensidade de Tensão. A solução obtida por Irwin pode ser encontrada em Broek 

(1986), como: 

 

Trinca de tração normal 

 

 3cos 1
2 2 22

I
xx

K sen sen
r

θ θσ θ
π

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (5) 

 

 3cos 1
2 2 22

I
yy

K sen sen
r

θ θσ θ
π

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (6) 

 

 3sen cos cos
2 2 22

I
xy

K
r

θ θτ θ
π

=  (7) 

 

 ( )zz xx yyσ μ σ σ= +  (8) 
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Trinca de cisalhamento plano 

 

 32 cos cos
2 2 22

II
xx

K sen
r

θ θσ θ
π

⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (9) 

 

 3cos cos
2 2 22

II
yy

K sen
r

θ θσ θ
π

=  (10) 

 

 3cos 1 sen sen
2 2 22

II
xy

K
r

θ θτ θ
π

⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (11) 

 

 ( )zz xx yyσ μ σ σ= +  (12) 

 

Trinca de cisalhamento antiplano 

 

 sen
22

III
xz

K
r

θτ
π

= −  (13) 

 

 cos
22

III
yz

K
r

θτ
π

= −  (14) 

 

 
2

III
a c

K
r

σ σ
π

= − =  (15) 

 

onde IK , IIK  e IIIK  são os fatores de intensidade de tensão introduzidos por Irwin (1957), 

referentes aos três modos básicos de abertura de trinca (Figura 2). 

 

 Nota-se nas equações (5)-(15) apresentadas, que os fatores de intensidade de tensão 

caracterizam o estado de tensão, pois os mesmos relacionam o tamanho da trinca, tensão 

aplicada e geometria da estrutura, ao campo de tensão na vizinhança da ponta da trinca.  
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 Assim como existe um valor crítico da variação de liberação de energia cG , existe 

também um valor crítico de intensidade de tensão que determina se a propagação da fratura 

será instável. Esse valor crítico de intensidade de tensão, considerado propriedade do material, 

é chamado de tenacidade à fratura do material cK , sendo determinado em ensaios de 

laboratório.  

 

 Pode-se encontrar na literatura, como por exemplo, (Gdoutos, 1993), que a taxa de 

liberação de energia G , e os fatores de intensidade de tensão K , podem ser relacionados para 

o estado plano de tensões (EPT), e para o estado plano de deformações (EPD), em materiais 

isotrópicos por: 

 

 ( ) ( )( )
2 2 2 2 2 2

1
2 2

I II III I II III

s s

K K K K K KG EPT ou G EPD
E G E E G E

υ
⎛ ⎞+ +

= + = + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (16) 

 

onde sG  é o módulo de cisalhamento  

 

 É importante ressaltar que quando a dimensão da trinca é da mesma ordem das 

dimensões da estrutura, o termo de corpo com dimensões infinitas não pode ser empregado. 

Nesta condição, deve-se considerar na avaliação dos FITs o efeito do ligamento. Esta 

consideração é realizada introduzindo-se no cálculo dos FITs uma função de correção, 

( )/jnF a h , a qual depende das geometrias da trinca e da estrutura, e também do tipo do 

carregamento aplicado. O subscrito j  refere-se aos modos básicos de fratura: modo Ι, ΙΙ ou 

ΙΙΙ, causados pelos carregamentos indicados no subscrito n . 

2.2.3 Tamanho de zona plástica  

 Considerando o conceito de SSY, uma primeira estimativa do tamanho da zona plástica 

para o estado plano de tensão pode ser realizada considerando-se 0θ = , e que a tensão na 

direção x  alcança a tensão de escoamento do material, yy yσ σ= , na equação (6), como 

ilustrado na Figura 4.  
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Figura 4 Estimativa de primeira e segunda ordem do tamanho da zona plástica (Anderson, 

1995). 

 

 Esta hipótese impõe que toda a região na frente da ponta da trinca, a qual estaria sujeita 

a uma tensão maior que a tensão de escoamento do material, é deformada plasticamente. 

Assim o tamanho da zona plástica yr  , pode ser determinado segundo o modelo de primeira 

ordem por: 

 

 
2

22
I

y
y

Kr
πσ

=  (17) 

 

 Pode-se notar, na Figura 4, que a área hachurada acima da zona plástica representa uma 

parcela da energia de deformação que está sendo desprezada no cálculo de yr . Logo, o 

tamanho da zona plástica deve ser maior que o proposto por este modelo de primeira ordem. 

Irwin (1960) apresentou um modelo de segundo ordem para estimar o tamanho da zona 

plástica. Tal modelo tem como base a redistribuição de tensão que ocorre na ponta da trinca, e 

continua sendo válido apenas para pequenas deformações plásticas na ponta da trinca, SSY. 

Sendo assim, o tamanho da região plástica dever assumir o tamanho de pr , dado pelo seguinte 

balaço de forças: 
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0 0 2

y yr r
I

y p yy
Kr dr dr

r
σ σ

π
= =∫ ∫  (18) 

 

Cuja integração, e posterior resolução para pr , resulta em: 

 

 
2

1 I
p

y

Kr
π σ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (19) 

 

ou seja, o tamanho da zona plástica obtida pelo modelo de segunda ordem é igual ao dobro do 

tamanho obtido pelo modelo de primeira ordem.  

 

 Dugdale (1960), e independentemente, de forma similar Barentblatt (1962), propuseram 

um abordagem diferente de Irwin para calcular o tamanho da zona plástica. O modelo de 

escoamento, ou modelo coesivo para chapas finas fissuradas, proposto por Dugdale (1960), tal 

como o modelo de Irwin, também considera que o tamanho efetivo da trinca é maior do que o 

tamanho físico (Figura 5). É considerado que nas bordas ρ  da trinca atuam tensões iguais às 

tensões de escoamento do material yσ , no sentido de fechar a trinca. O material é considerado 

elasto-plástico perfeito, e que na região de escoamento, a tensão é constante e igual à tensão 

de escoamento do material. Este modelo considera que o efeito do escoamento aumenta o 

tamanho da fissura, na dimensão da zona escoada.  
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Figura 5 Trinca de Dugdale (esquerda), e força de cunha (direita) (Anderson, 1995). 

 

 Para determinação do tamanho da zona plástica, a dimensão de ρ  é estabelecida de 

forma que a tensão singular na ponta da trinca desapareça. Portanto, o fator de intensidade de 

tensão devido à tensão uniforme Kσ , deve ser igual ao fator de intensidade de tensão segundo 

a força de cunha pK : 

 

 pK Kσ =  (20) 

 

onde  

 

 ( )K aσ σ π ρ= +  (21) 

 

Sabendo que as intensidades das tensões devido as forças de borda p  são calculadas por 

(Broek, 1986): 

 

 A B
a x a xK e K
a x a xa a

ρ ρ
π π

+ −
= =

− +
 (22) 

 



17 
e que as forças de cunha vão de s  a a , tem-se para a trinca de Dugdale, que a intensidade de 

tensão resulta em: 

 

 
a

s

a x a xK dx
a x a xa

ρ
π

⎧ ⎫+ −⎪ ⎪= +⎨ ⎬− +⎪ ⎪⎩ ⎭
∫  (23) 

 

cuja integração fornece: 

 

 2 arccosa sK
a

ρ
π

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (24) 

 

 Utilizando os limites de s a=  a s ρ+ , implicando que a  deve ser substituído por 

a ρ+ ,e ρ  por yσ , obtém-se para pK : 

 

 2 arccosy
a aK

aρ
ρσ

π ρ
⎛ ⎞+

= ⎜ ⎟+⎝ ⎠
 (25) 

 

 Através da igualdade (20), e das equações (21) e (25), pode-se determinar o tamanho da 

zona plástica segundo o conceito de Dugdale por: 

 

 tan
2 y

a πσρ
σ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (26) 

 

2.3 MECÂNICA DA FRATURA ELASTO-PLÁSTICA 

 Geralmente materiais trincados, com alta tenacidade e baixa resistência, sob um dado 

carregamento, sofrem deformações plásticas na ponta da trinca. Esta condição descrita torna 
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inválidas as condições de SSY. Consequentemente, não é possível utilizar os parâmetros de 

tenacidade à fratura, obtidos segundo a MFLE, na caracterização do processo de fraturamento. 

 

 Devido à grande utilização de materiais dúcteis na indústria, houve incentivo para que o 

fenômeno do fraturamento elasto-plástico fosse pesquisado. Foi então observado que um 

material sob condição de deformação elasto-plástica, apresenta um comportamento muito 

similar a um material não-linear elástico, caso não sofra descarregamento. Este princípio 

tornou-se a base dos parâmetros da fratura da MFEP. Portanto, pode-se dizer que a Mecânica 

da Fratura Elasto-Plástica representa o comportamento de trincas em materiais com 

comportamento não-linear.  

 

 Dentre os paramentos do processo de fraturamento da MFEP, para caracterização de 

falhas em materiais dúcteis trincados, os mais populares são: 1) a abertura de trinca (CTOD - 

Crack Tip Opening Diplacement), o qual foi apresentado por Well (1961) e por Cottrel 

(1961), independentemente. O CTOD baseia-se na medida da separação entre as faces 

trincadas. Este parâmetro apresenta um valor crítico acima do qual a trinca cresce de forma 

instável. O parâmetro de Well-Cottrel foi melhorado por Burdekin e Stone (1966), os quais 

acrescentaram ao cálculo do CTOD, o modelo de trinca de Dugdale-Barenblatt. 2) a integral 

J , apresentado por Rice (1969) como uma integral capaz de avaliar a taxa de liberação de 

energia no crescimento de uma trinca, para um material homogêneo linear ou não-linear 

elástico. 

2.3.1 Deslocamento de abertura da ponta da trinca 

 No desenvolvimento do estudo da mecânica da fratura, Wells(1961), tentando medir 

ICK  em aços estruturais, observou que os valores obtidos deste parâmetro da fratura eram 

muito elevados, ou seja, tratavam-se de materiais com tenacidade extremamente elevada, que 

atingiam tensões muito maiores do que a de escoamento. Foi observado que as faces da trinca 

separavam-se antes da fratura total, esta deformação plástica transformou a frente da trinca de 

aguda a arredondada. Wells também observou que quanto maior a tenacidade do material, 

maior era o grau de arredondamento da trinca. Claramente, estes materiais desenvolviam o 
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fraturamento em regime plástico, e levou Wells a postular um parâmetro relativo à medida da 

tenacidade à fratura, o COD (Crack Opening Displacement). 

 

 

Figura 6 COD à esquerda, e CTOD à direita (Sanford, 2003). 

 

 COD mede o deslocamento entre as faces trincadas (Figura 6), sendo calculado por: 

 

 2 24COD a x
E
σ

= −  (27) 

 

 Observa-se na equação (27), que para a condição x a= , o parâmetro COD assume o 

valor nulo. Entretanto, havendo plasticidade na ponta da trinca, e consequentemente um 

abaulamento, COD não pode ser nulo. A solução desta questão foi resolvida admitindo-se que 

para x a= , o parâmetro COD recebe a denominação de Deslocamento de abertura da ponta 

da trinca, CTOD (Crack Tip Opening Displacement), sendo representado pela letra δ .  

 

 Wells utilizando a estimativa de zona plástica de Irwin mostrou que dentro dos limites 

de uma pequena zona de plastificação, SSY, é possível relacionar CTOD a IG  ou IK , para 

uma trinca central em um corpo elástico infinito por: 

 

 
24 4I I

y y

K G
E

δ
π σ π σ

= =  (28) 
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 Burdekin e Stone (1966) apresentaram uma expressão alternativa para o cálculo da 

abertura de trinca, baseado no CTOD, obedecendo ao modelo de trinca de Dugdale para uma 

placa fina com dimensões infinitas em relação a uma trinca central de comprimento 2a, sob 

modo Ι de abertura de trinca e causado por uma tensão σ∞  aplicada a placa, como: 

 

 8 ln sec
2

Y

Y

a
E

σ πσδ
π σ

∞
⎛ ⎞⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 (29) 

 
onde Yσ  representa a tensão de escoamento do material, e E  representa  o módulo de Young. 

 

 A equação (29) é válida para as condições e geometrias citadas acima. Para viabilizar o 

cálculo da abertura de trinca em uma viga, segundo o conceito apresentado, deve-se realizar 

uma correção referente ao efeito do ligamento restante. E para o caso que caracterize o estado 

plano de deformação, mais uma correção é necessária. 

2.3.2 Integral J 

 A integral J  pode ser vista como uma generalização do conceito da taxa de liberação de 

energia, aplicada no estudo dos materiais não-lineares elásticos. O conceito básico de uma 

integral independente do caminho, utilizada para avaliar a taxa de liberação de energia 

envolvida no crescimento de trinca, foi originalmente desenvolvido por Eshelby (1956). 

Entretanto, a definição original foi estabelecida por Rice (1969), referindo-se a um corpo 

homogêneo constituído de material linear ou não-linear elástico, livre de forças de campo e 

para um campo bi-dimensional. O primeiro nome de Rice, James, deu origem à definição 

conhecida por integral J . 

 

 A integral J  pode ser fisicamente interpretada como a taxa de liberação de energia 

potencia do sistema U  em relação à variação do comprimento da trinca da . A expressão da 

taxa de liberação de energia para um caso bi-dimensional elástico pode ser encontrada em 

Gdoutos (1993) como: 
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 ( )2
3

2,3k
k kuJ wdx T ds

xΓ

=
∂= −
∂∫  (30) 

 

onde w  é a densidade da energia de deformação, kT  e ku  são respectivamente os vetores de 

força e deslocamento na direção kx . e ds  é o incremento no comprimento em torno da 

fronteira.  

 

 Na Figura 7, onde a zona coesiva na frente da ponta da trinca delimitada pela área 

hachurada deve-se somente ao modo Ι de abertura de trinca, 2 0=dx  em torno de ABC. 

Então, a integral de contorno, equação (30), na faixa da fronteira de plasticidade ρ , permite 

escrever: 

 

 ( )2 2 3 0
3

a c

I Y X X Y Ya
u u dx d

x
J δ

σ σ δ σ δ
+ + −∂

− = =
∂

= −∫ ∫  (31) 

 

 
Figura 7 Integral J e abertura de ponta de trinca (CTOD). 

 

 Logo, a avaliação da integral IJ  é reduzida a encontrar o valor de δ , o qual pode ser 

obtido por métodos numéricos, como por exemplo, o método dos elementos de contorno 
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(BEM - Boundary Element Method), ou através de um dos procedimentos analíticos 

apresentado no tópico anterior. 

 

 É importante ressaltar que, para materiais lineares elásticos, o parâmetro da fratura 

elasto-plástica J  é equivalente à taxa de liberação de energia G  (Broek, 1986), ou seja, 

J G= . 

 

 



Capítulo 3 

PROCEDIMENTO DE CÁLCULO DO PARÂMETRO DE 
FLEXIBILIDADE LOCAL CONSIDERANDO A 
PLASTICIDADE NA PONTA DA TRINCA 

3.1 INTRODUÇÃO 

 A avaliação dos parâmetros da fratura tem sido extensamente estudada nas últimas 

décadas. Existem três caminhos para a obtenção dos parâmetros da fratura: ensaios 

mecânicos, métodos numéricos e os métodos algébricos. Os ensaios mecânicos são 

geralmente utilizados para determinação dos parâmetros críticos da fratura, os quais são 

obtidos exclusivamente por ensaios, como por exemplo, CK . Os métodos numéricos e 

algébricos são utilizados, por exemplo, em simulações computacionais de um projeto 

estrutural, o qual tem como base a mecânica da fratura, a fim de estabelecer limites de 

segurança. O principal critério na escolha entre o método algébrico e o numérico se refere à 

complexidade do caso em estudo, relativo a geometria da estrutura e trinca, e 

condição/configuração de cargas aplicadas. Dentre os métodos numéricos, pode-se dizer que o 

Método dos Elementos Finitos e o Método dos Elementos de Contorno são os mais populares. 

Tais métodos numéricos exigem dos usuários bons conhecimentos matemáticos.  

 

 Buscando uma solução relativamente simples para um caso simples, é apresentado neste 

capítulo um procedimento algébrico para o cálculo da flexibilidade local, para uma viga 
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constituída de um material não-linear elástico, e com uma trinca-plana, considerando o efeito 

da zona plástica. A flexibilidade local plástica é obtida com base no conceito da taxa de 

liberação de energia e no teorema de Castigliano, para o modo Ι de abertura de trinca. O 

cálculo do CTOD proposto por Burdekin-Stone (1966) é adaptado para sua aplicação em uma 

viga e então, utilizado para avaliar a taxa de liberação de energia. A avaliação dos efeitos dos 

parâmetros: carga, tensão de escoamento, posição e razão de trinca nos parâmetros de 

flexibilidade local plástico, e uma comparação deste parâmetro plástico com o parâmetro de 

flexibilidade local obtido segundo uma modelagem puramente elástica, são realizadas.  

3.2 MODELO MATEMÁTICO DE UMA TRINCA 

3.2.1 Modelos elástico e plástico de trinca 

 Uma trinca em um elemento estrutural introduz uma flexibilidade local que causa a 

redução de sua rigidez estrutural. Um método algébrico clássico de modelar matematicamente 

uma estrutura trincada consiste em se considerar que a estrutura original é dividida em duas 

partes, as quais são unidas na região trincada por uma mola. A aplicabilidade deste método 

depende da complexidade do problema, relacionada, por exemplo, a geometria da trinca e da 

estrutura. 

 

 Para os casos em que a estrutura é constituída de um material frágil, a flexibilidade da 

mola utilizada na modelagem do problema é caracterizada como linear elástica. Tal 

procedimento é adotado pelo fato de que este tipo de material praticamente não apresenta uma 

zona plástica na ponta da trinca, mesmo sob elevados carregamentos, e sua fratura é 

caracterizada por ser puramente frágil. Esta característica apresentada significa que o material 

trabalha dentro dos limites lineares elástico. Para os casos em que a estrutura é constituída de 

um material dúctil, determinadas condições de carregamento geram uma zona plástica na 

ponta da trinca. Portanto, a flexibilidade da mola utilizada na modelagem deste problema é 

caracterizada com não-linear. 

 

 Uma estrutura trincada sujeita a um carregamento generalizado tem sua rigidez 

estrutural afetada em todas as direções de atuação dos carregamentos. O conjunto dos termos 
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de flexibilidade local desta estrutura pode ser organizado em uma matriz conhecida por 

Matriz de Flexibilidade Local, a qual relaciona o vetor de estado antes com o vetor de estado 

após a trinca. 

 

 Os estudos realizados neste trabalho, os quais analisam a influência da plasticidade da 

trinca na redução da rigidez estrutural, restringem-se a uma trinca sob modo I de abertura, 

presente em uma viga de material isotrópico (Figura 8), sob a ação de um momento fletor 1P , 

resultante da aplicação de dois parares de forcas 2F . 

 

 
Figura 8 Elemento estrutural sob a ação de dois pares de forças 

 

 Desta forma, a matriz de flexibilidade local, designada [ ]C , se resume a: 

 

 [ ]
1 1

V V

C
P P
S S

θ θ

+ −
⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪=⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 (32) 

 

 

onde: 

 

 [ ] 11

1 0 0 0
0 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1

c
C

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (33) 
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Onde 11c  representa o parâmetro de flexibilidade local, V  e θ  representam respectivamente 

os deslocamentos vertical e angular, e S  representa a força cisalhante na seção transversal da 

viga.  

 

 O parâmetro de flexibilidade local 11c  está relacionado à diferença entre os ângulos de 

rotação existente entre as faces trincadas à direita e à esquerda da viga, Figura 8, sendo esta 

diferença do ângulo de rotação dada por: 

 

 11 1c Pθ θ θ+ −= − =  (34) 

 

 Como mencionado anteriormente, em uma formulação puramente elástica, onde a trinca 

é modelada por uma mola linear, a flexibilidade local não apresenta correlação com o 

carregamento, sendo função apenas do comprimento da trinca. Desta forma, diferenciando a 

equação (34) em relação ao momento aplicado, pode-se escrever: 

 

 
( )( ) ( ) ( )11 1 11 1

1 11
1 1 1 1

0
c a P c a PP c a

P P P P
θ ∂∂
= = +

∂ ∂ ∂ ∂

������

 (35) 

 

 Portanto, o termo de flexibilidade local elástica em estudo é representado por: 

 

 ( ) ( )11 11
1

ec a c a
P
θ∂

= =
∂

 (36) 

 

 Como apresentado posteriormente, isto implica que a avaliação da taxa de liberação de 

energia J , utilizada no cálculo de 11ec , não depende mais da carga, sendo, portanto, avaliada 

diretamente através do Fator de Intensidade de Tensão. 

 

 Para o caso onde a existência de plasticidade na ponta da trinca é considerada, o 

parâmetro de flexibilidade local, que para a formulação puramente elástica é função apenas do 

comprimento de trinca, passa a ser também uma função do carregamento, neste caso, o 

momento fletor. Assim, o termo de flexibilidade local plástica pode ser representado, a partir 

da equação (34), por: 
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( )( ) ( ) ( )11 1 1 11 1 1

1 11
1 1 1 1

, ,c a P P c a P PP c a
P P P P
θ ∂∂
= = +

∂ ∂ ∂ ∂
 (37) 

 

 Portanto, o termo de flexibilidade local plástico em estudo é representado por: 

 

 ( ) ( )11 1
11 11 1 1

1 1

,
,p

c P a
c c P a P

P P
θ ∂∂

= = +
∂ ∂

 (38) 

 

 Devido ao fato de que o parâmetro 11pc , o qual representa a flexibilidade da mola, ser 

uma função do tamanho da trinca e do momento aplicado, o cálculo do parâmetro de 

flexibilidade local deve ser realizado com base na taxa de liberação de energia ( ),J a P . 

 

 A seguir é apresentado um método de cálculo dos parâmetros de flexibilidade local. Tal 

método pode ser aplicado tanto para a teoria elástica como a teoria plástica, considerando as 

particularidades de cada formulação. 

3.2.2 Avaliação do parâmetro de flexibilidade local 

 Neste tópico é apresentado o modo clássico, proposto por Irwin, de determinação dos 

parâmetros de flexibilidade local. O método é apresentado de forma generalizada, e uma 

particularização para o caso em estudo é realizada nos tópicos subseqüentes. 

 

 Irwin (1957) relacionou o deslocamento adicional generalizado iu  na direção de um 

carregamento generalizado iP  e a energia de deformação U  devido a uma trinca, com base no 

teorema de Castigliano por: 

 

 i
i

Uu
P

∂
=
∂

 (39) 

 

 A energia de deformação U  e a taxa de liberação de energia J  devido a uma trinca de 

comprimento a  são relacionas por: 
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 ( )
0

,
a

U J P dα α= ∫  (40) 

 

onde α  é a razão da trinca a h . 

 

 A flexibilidade local generalizada para o espaço bi-dimensional de carregamento e 

deformação é dada por: 

 

 i
ij

j

uc
P
∂

=
∂

 (41) 

 

 Inserindo a energia de deformação, equação (40), na equação (41), os termos de 

flexibilidade local por unidade de espessura são obtidos por: 

 

 ( )
2 2

0
,

a

ij
i j i j

Uc J P d
P P P P

α α∂ ∂
= =
∂ ∂ ∂ ∂ ∫  (42) 

 

 A seguir são apresentados os procedimentos elaborados que permitem que o parâmetro 

de flexibilidade local para o caso em estudo seja obtido através da aplicação da equação (42), 

tanto na abordem plástica como na elástica. 

3.3 CORREÇÕES NECESSÁRIAS  

 Como mencionado no capítulo 2, deve-se corrigir o FIT para os casos em que a 

estrutura não pode ser considerada de tamanho infinito em relação à trinca. Foi apresentado 

que esta correção é realizada através das funções de correção do ligamento. Tais funções de 

correção não apresentam nenhuma correlação com a existência ou não de plasticidade na 

ponta da trinca, portanto, podem ser utilizadas tanto na formulação elástica como na 

formulação plástica.  

 

 Estas funções são facilmente encontradas na literatura, como por exemplo, em Tada 

(2000), onde para o caso em estudo tem-se a seguinte função: 
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 ( ) ( ) ( )4
1

tan
/ 0.923 0.199 1 sin cos ;

2I
aF a h
h

λ πλ λ λ
λ

⎡ ⎤= + − =⎣ ⎦  (43) 

 

 Uma segunda correção no cálculo do FIT é necessária para os casos em que a estrutura 

encontra-se sob o estado plano de deformações (não é o caso da estrutura analisada). Esta 

correção consiste em dividir o FIT obtido para o estado plano de tensões por ( )21 ν− , tal que:  

 

 
( )21

EPT
EPD

FITFIT
ν

=
−

 (44) 

 

onde ν  é o coeficiente de Poisson do material. 

3.4 PARÂMETRO DE FLEXIBILIDADE LOCAL ELÁSTICO  

 Utilizando a equação (6), para 0θ = , para o calculo do fator de intensidade de tensão na 

ponta da trinca, e aplicando a correção do FIT apresentada na equação (43), pode-se escrever 

para a viga em estudo que: 

 

 ( )1 1I IK aFσ π α∞=  (45) 

 

onde a tensão interna na viga σ∞  devido ao carregamento do momento fletor 1P  é dada por : 

 

 1
2

6P
bh

σ∞ =  (46) 

 

sendo que b e h  referem-se respectivamente à base e à altura da viga. 

 

 É importante ressaltar que a equação (46) permite determinar o valor limite da carga 

aplicada a qual gera tensões internas abaixo da tensão de escoamento do material Yσ : 
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2

1 6
Y

Máx
hP σ

=  (47) 

 

onde 1MáxP  representa o momento normalizado máximo que pode ser aplicado à viga, sem que 

ocorra o escoamento do material. 

 

 A consideração de ausência de plasticidade na ponta da trinca permite que a relação 

entre a taxa de liberação de energia J  e o fator de intensidade de tensão 1IK , apresentada no 

capítulo 2, seja utilizada. Assim, as equações (42), (45) e (46) permitem que o termo de 

flexibilidade local em estudo 11ec  seja calculado por: 

 

 
( )

2
1

2 12
2

11 32 021

6
f

Ib a

e b

P aF
bhc dadx

P E

π α

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠=

∂ ∫ ∫  (48) 

 

 Observa-se na equação (48) que a função de correção do ligamento é escrita em termos 

da razão de trinca, e que a integral é escrita diretamente em função do tamanho da trinca. 

Portanto, para tornar possível a resolução desta integral, é realizada a seguinte mudança nos 

limites de integração: 

 

 
0
0 1

a h
da hd

a h

α
α

α

=⎧
⎪ =⎪
⎨ ≤ ≤⎪
⎪ ≤ ≤⎩

 (49) 

 

 Realizando as substituições indicadas na equação (49), e também a operação da 

primeira integral, e da diferencial indicada na equação (48), obtém-se o termo de flexibilidade 

local elástico 11ec  por: 

 

 ( )2
11 12 0

72 f

e Ic F d
Ebh

απ α α α= ∫  (50) 

 

 Realizando a multiplicação da equação (50) por EI L , o parâmetro de flexibilidade 

local elástico 11ec  pode ser escrito na forma adimensional: 
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 ( )2
11 10

6 f

e Ic F d
L h

απ α α α= ∫  (51) 

3.5 PARÂMETRO DE FLEXIBILIDADE LOCAL PLÁSTICO 

 Neste item a taxa de liberação de energia J , é utilizada para avaliar o parâmetro de 

flexibilidade local. No capítulo 2, foi apresentado que o parâmetro J  pode ser obtido por uma 

relação com a abertura de trinca δ . Entretanto, o procedimento apresentado para avaliação de 

δ , se refere a uma placa fina com uma trinca central. Para viabilizar a aplicação de δ  no caso 

em estudo, a correção do efeito do ligamento 2
1IF , apresentada na equação (43), é introduzida 

ao cálculo. Portanto, utilizando as equações (29), (43) e (46), a avaliação da taxa de liberação 

de energia é obtida por: 

 

 ( )
( ) ( )

2 2
2
1

8 1
ln sec

2
Y

I I
Y

a
J F

E
α

σ ν πσ α
π σ

− ⎛ ⎞⎛ ⎞∞= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 (52) 

 

 Com base nas equações (42), (43), (46) e (52), a flexibilidade local 11pc  é determinada 

por: 

 

 
( ) ( )

2 22
2 21

11 1 12 2021

8 1 3ln sec
b a Y

p Ib
Y

a Pc F d dx
P E bh

σ ν π α α
π σ−

− ⎛ ⎞⎛ ⎞∂
= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ ∫  (53) 

 

 Realizando a mudança dos limites de integração na equação (53) para a h , como 

apresentado na equação (49), e normalizado o momento fletor em relação à dimensão da base 

da viga, o parâmetro de flexibilidade local no formato adimensional é obtido por: 

 

 11
6

p pc
L h
π

= Λ  (54) 
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onde L  representa o comprimento da viga, e o parâmetro adimensional plástico pΛ  é dado 

por: 

 

 ( )
2

21
120

31 tan
a

h
p I

Y

P F d
h
πα α α
σ

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟Λ = + ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

∫  (55) 

 

 Pode se escrever o parâmetro adimensional pΛ , pela soma de duas parcelas: 

 

 p e ′Λ = Λ +Λ  (56) 

 

onde: 

 

 ( )2
10

a
h

e IF dα α αΛ = ∫  (57) 

 

e 

 

 ( )
2

21
120

3tan
a

h
I

Y

P F d
h
πα α α
σ

⎛ ⎞
′Λ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫  (58) 

 

 Onde, ′Λ  representa a contribuição da zona plástica, e eΛ  representa a parcela elástica, 

como pode ser verificado no cálculo do parâmetro de flexibilidade local elástico, equação (51)

, que a contribuição da trinca no valor de 11ec  é exatamente o termo eΛ  apresentado na 

equação (57). 

 

 Uma avaliação da influência da zona plástica no parâmetro de flexibilidade local, pode 

ser obtida diretamente pela relação entre os termos adimensionais apresentados na modelagem 

plástica pΛ , e na modelagem puramente elástica eΛ  da trinca, pois como se observa nas 

equações (51) e (54), a única diferença entre os parâmetros de flexibilidade local elástico e 

plástico refere-se aos termos adimensionais. Logo: 
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 p

e

Razão
Λ

Λ =
Λ

 (59) 

 

onde Razão Λ  representa a razão entre os termos adimensionais 11pc  e 11ec  

 

 Substituindo o valor de pΛ , apresentado na equação (56), obtém-se: 

 

 

P11

1
e

Rc

Razão
′Λ

Λ = +
Λ

 (60) 

 

 O termo 11Rc  é definido neste trabalho como a taxa de crescimento do parâmetro de 

flexibilidade local plástico em relação ao parâmetro de flexibilidade local elástico.  

 

 Uma manipulação algébrica entre as equações (57), (58) e (60), permite que este termo 

possa ser avaliado diretamente pela expressão: 

 

 
2

1
11 2

3tan
Y

PRc
h
π
σ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (61) 

3.6 RESULTADOS E DISCUSSÕES 

 Neste tópico são analisados os resultados obtidos através da implementação do 

procedimento de cálculo do fator de flexibilidade local plástico adimensional apresentado, e 

comparado com os resultados de uma formulação puramente elástica, para uma viga com uma 

trinca plana de bordo, constituída de material não-linear elástico. Os parâmetros de 

flexibilidade local elástico e plástico são avaliados diretamente pelos seus respectivos termos 

adimensionais. Primeiramente é verificado o efeito das variáveis envolvidas no termo 

adimensional elástico e no termo adimensional que representa a participação da parcela 

oriunda da formulação plástica. Em seguida, uma avaliação do efeito das variáveis estudadas 

na razão entre o termo adimensional de contribuição plástico em relação ao termo 
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adimensional elástico é realizada. Por fim, é realizada uma avaliação sobre o termo 

adimensional plástico. 

3.6.1 Análise dos resultados obtidos através do modelo proposto 

 Devido ao fato apresentado de que a única diferença entre o fator de flexibilidade local 

plástico 11pc , e o fator de flexibilidade local elástico 11ec  deve-se ao termo adimensional Λ , 

os resultados apresentados foram obtidos diretamente através da avaliação destes fatores.  

 

 Os efeitos do momento fletor, razão de trinca e tensão de escoamento do material, nos 

termos adimensionais pΛ , eΛ , ′Λ  e Razão Λ  são analisados. Também é realizada uma 

comparação entre estes termos adimensionais. Todos os resultados apresentados se referem a 

uma viga com as seguintes dimensões: ( )0.362L m= , ( )0.03h m=  e ( )0.0046b m= . 

 

 Neste estudo sobre o comportamento do parâmetro de flexibilidade local plástico, 

realizado diretamente através da observação do comportamento dos termos adimensionais, as 

tensões de escoamento do material utilizadas estão dentro da faixa de 200-600 MPa, a faixa 

de razão de trinca compreende os valores entre 0.01-0.46, e o momento fletor normalizado por 

unidade de espessura (b), se encontra entre 1,5-25 (kN). Desta forma, assegura-se uma 

completa análise dos termos adimensionais, e também que a tensão interna gerada na viga 

devido ao carregamento, não ultrapasse 65% do valor da tensão de escoamento do material, 

como pode ser verificado através da equação (47). 

 

 O efeito do momento fletor normalizado 1P , e da razão de trinca a h , sobre os 

parâmetros adimensionais eΛ , ′Λ , Razão Λ , e pΛ , para um material com tensão de 

escoamento constante ( )255Y MPaσ = , são apresentados respectivamente na Figura 9, Figura 

10, Figura 13 e Figura 16. O efeito sobre os parâmetros adimensionais ′Λ , Razão Λ , e pΛ , 

da razão de trinca a h , e da tensão de escoamento do material Yσ , sob um momento fletor 

normalizados ( )1= 15,25 kNP , é apresentado na Figura 11. Figura 14 e na Figura 17. E o 

efeito sobre os parâmetros adimensionais ′Λ , Razão Λ , e pΛ , da tensão de escoamento do 
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material Yσ , e do momento fletor normalizados 1P , sob uma razão de trinca constante 

0.46a h = , são apresentados respectivamente na Figura 12, Figura 15 e na Figura 18. 

 

 

Figura 9 eΛ  em função da razão de trinca a h  e 1P , para ( )255Y MPaσ =  

 

 O termo adimensional elástico eΛ  apresenta uma relação diretamente proporcional à 

razão da trinca, e nenhuma relação com o carregamento 1P , como pode ser observado na 

Figura 9, ou mesmo diretamente através de uma análise da equação (57), a qual também 

indica que o termo eΛ  não apresenta nenhuma relação com a tensão de escoamento Yσ  do 

material. Portanto, uma simples curva de eΛ  em função da razão de trinca seria suficiente 

para representar o comportamento deste termo. 
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Figura 10 ′Λ  em função da razão de trinca a h  e 1P , para ( )255Y MPaσ =  

 

 

Figura 11 ′Λ  em função da razão de trinca a h  e Yσ , para ( )1 25P kN=  
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Figura 12 ′Λ  em função da 1P  e Yσ , para 0.46a h =  

 

 A Figura 10 e a Figura 12 mostram que quanto maior o carregamento, maior é a 

influência da razão de trinca no termo adimensional ′Λ . Observa-se também na Figura 10 que 

para uma carga nula, nenhuma razão de trinca afeta o termo ′Λ . Isto ocorre devido ao fato de 

que a ausência de carregamento não causa a formação de uma zona plástica na ponta da 

trinca. 

 

 A Figura 11 mostra que quanto menor a tensão de escoamento do material, maior é o 

efeito da razão de trinca no termo ′Λ . E a Figura 12 mostra também que quanto menor a 

tensão de escoamento do material, maior é o efeito da carga no termo ′Λ . Estes resultados 

ocorrem devido ao fato de que quanto menor a tensão de escoamento do material, menores 

são os valores do carregamento, e da razão de trinca, necessários para gerar uma tensão na 

ponta da trinca igual à tensão de escoamento do material. Consequentemente, para uma 

mesma configuração de razão de trinca e carga aplicada, quanto menor a tensão de 

escoamento do material, maior será a zona de plasticidade formada na ponta da trinca, 

resultando em um maior valor do termo adimensional ′Λ . 

 



38 

 

Figura 13 Razão Λ  em função da razão de trinca a h  e 1P , para ( )255Y MPaσ =  

 

 

Figura 14 Razão Λ  em função da razão de trinca a h  e Yσ , para ( )1 25P kN=  
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Figura 15 Razão Λ  em função da 1P  e Yσ , para 0.46a h =  

 

 Na Figura 13 e na Figura 14, pode-se observar que a razão dos termos adimensionais, 

Razão Λ , não depende da razão de trinca. Na Figura 15 nota-se que a Razão Λ  é diretamente 

proporcional ao carregamento, sob uma taxa 11Rc , a qual pode ser calculada diretamente 

através da equação (61). Na Figura 14 observa-se que o termo Razão Λ  é inversamente 

proporcional à tensão de escoamento do material. A Figura 15 permite concluir que, em uma 

faixa dentro dos limites de aproximadamente ( )300 600y MPaσ≤ ≤  e ( )10 20P kN≤ ≤ , a 

avaliação do parâmetro de flexibilidade local adimensional elástico e plástico são muito 

próximas. 

 

 É válido ressaltar que apesar da razão dos termos adimensionais Razão Λ , não 

depender da razão de trinca a/h, a taxa de crescimento 11Rc  do parâmetro de flexibilidade 

local plástico em relação ao parâmetro de flexibilidade local elástico, é inversamente 

proporcional à altura da viga h. Portanto, pode-se afirmar, para uma mesma condição de razão 

de trinca, momento normalizado aplicado e tensão de escoamento, que quanto maior a altura 

da viga, menor é influência da zona plástica formada na ponta da trinca, e consequentemente, 

menor é o acréscimo de flexibilidade gerado no cálculo do parâmetro de flexibilidade local. 
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Figura 16 pΛ  em função da razão de trinca a h  e 1P , para ( )255Y MPaσ = . 

 

 

Figura 17 pΛ  em função da razão de trinca a h  e Yσ , para ( )1 25P kN=  
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Figura 18 pΛ  em função da 1P  e Yσ , para 0.46a h =  

 

 Pode-se observar na Figura 16 e Figura 9, e também através das equações (55) e (57), 

que para uma carga nula, a taxa de crescimento do parâmetro adimensionais pΛ  é 

numericamente igual a taxa de crescimento do parâmetro eΛ , ou seja, 0′Λ = . Isto ocorre 

devido ao fato de que, como mencionado anteriormente, a ausência de carregamento não 

causa a formação de uma zona plástica na ponta da trinca, tornando a formulação puramente 

elástica, e a formulação plástica, equivalentes. Observa-se também na Figura 16, Figura 17, e 

na Figura 18, que o termo adimensional pΛ , similarmente aos resultados apresentados para o 

termo ′Λ , é diretamente proporcional as variáveis razão de trinca e momento fletor, e 

inversamente proporcional à tensão de escoamento do material.  

 

 Com base nos resultados apresentados, pode-se afirmar sobre a formulação elástica, que 

apenas a razão de trinca afeta o parâmetro de flexibilidade local. Sobre a formulação plástica, 

pode-se afirmar que a razão de trinca, tensão de escoamento, e o carregamento, afetam 

diretamente o parâmetro de flexibilidade local. Entretanto, a intensidade com que cada uma 

destas variáveis afeta o parâmetro depende dos valores individuais que cada uma assume, 

porém avaliados em conjunto com os valores das demais variáveis. Ou seja, não se pode 

mensurar o quanto uma variável afeta o parâmetro de flexibilidade plástico, sem que 

previamente os valores das demais variáveis estejam definidos.  
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 De forma análoga, uma avaliação do incremento que a formulação plástica apresenta em 

relação à formulação elástica, no parâmetro de flexibilidade local, só pode ser realizada 

mediante o conhecimento da tensão de escoamento e da carga aplicada. Caso contrário, 

conclusões erradas podem ser afirmadas. Por exemplo, um carregamento relativamente 

elevado para a viga em análise, na ordem de ( )20 kN , pode levar a uma conclusão errada 

sobre o parâmetro de flexibilidade local plástico, caso não se conheça o valor da tensão de 

escoamento do material. Caso a situação descrita estiver associada a um material com tensão 

de escoamento de aproximadamente ( )550 MPa , a razão entre os parâmetros de flexibilidade 

local plástico e elástico é aproximadamente igual à unidade. Mas se esta condição de 

carregamento estiver associada a um material com tensão de escoamento de ( )300 MPa , 

ocorrerá à formação de uma extensa zona plástica na ponta da trinca, e consequentemente, a 

razão entre os parâmetros de flexibilidade local plástico e elástico será de aproximadamente 

dez vezes. Os resultados permitem também afirmar que a formulação plástica sempre 

apresenta valores do parâmetro de flexibilidade local superiores, ou no mínimo iguais aos 

valores obtidos segundo a formulação elástica. Esta afirmação também pode ser facilmente 

verificada na equação (60), uma vez que os termos adimensionais nunca assumem valores 

negativos, a relação entre os termos adimensionais devem ser maiores ou iguais à unidade.  

 

 Embora o modelo de cálculo do parâmetro de flexibilidade local plástico proposto não 

tenha sido confrontado com outros modelos para sua validação, a coerência da formulação 

apresentada, e dos resultados obtidos, são indicativos de que o modelo está correto. Portanto, 

este modelo é utilizado no próximo Capítulo para o cálculo das freqüências naturais de uma 

viga trincada. 

 

 



Capítulo 4 

MODELO DINÂMICO DE UMA VIGA COM UMA 
TRINCA PLANA PLÁSTICA 

4.1 INTRODUÇÃO 

 Sabe-se que a presença de uma trinca em uma estrutura afeta diretamente a resposta 

estática e dinâmica da mesma, como pode ser observado, por exemplo, na redução dos 

autovalores. Desta forma, para se garantir a integridade estrutural de um elemento trincado, é 

fundamental que se conheçam os novos limites aceitáveis de carregamento, assim como as 

novas freqüências de ressonância, a fim de que limites seguros de operação possam ser 

estabelecidos.  

 

 Neste capitulo é realizada uma investigação sobre o comportamento dinâmico da viga 

trincada. A modelagem do problema é baseada no método de matriz transferência, e no 

modelo de flexibilidade local apresentado no Capítulo 3. Assume-se que a viga é pré-

carregada estaticamente por um momento fletor, tal que uma zona coesiva, segundo o modelo 

de Dugdale (1960), é formada na ponta da trinca. É também assumido para a modelagem, o 

modelo de trinca aberta, onde o movimento vibratório da viga se dá em pequenas amplitudes 

em relação ao ponto de equilíbrio estático. Esta condição é necessária para se garantir que não 

ocorrerá o fechamento de trinca, o que invalidaria a modelagem não-linear elástica utilizada 

na avaliação do parâmetro de flexibilidade local plástico. São apresentados os efeitos que a 

posição da trinca, e que as demais variáveis: razão de trinca, tensão de escoamento do 
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material, e carregamento aplicado, condensadas nos parâmetros de flexibilidade local elástico 

e plástico, causam nas freqüências naturais da viga. 

4.2 MATRIZ TRANSFERÊNCIA  

 Neste tópico são apresentados alguns conceitos básicos do método de matriz 

transferência.  

 

 O método de matriz transferência é dividido em duas categorias básicas: discreto e 

contínuo. O método de matriz transferência discreto considera que as propriedades de inércia 

estão concentradas em pontos discretos, separados por elementos elásticos desprovidos de 

massa. O método discreto geralmente necessita de uma razoável discretização da estrutura, 

para se obterem resultados confiáveis. O método contínuo consiste em substituir toda a 

discretização realizada no método discreto, através das matrizes ponto e campo, por uma 

única matriz, denominada de matriz de rigidez dinâmica. Esta matriz de rigidez dinâmica tem 

como principal característica, a presença dos autovalores da estrutura. 

 

 Embora as soluções apresentadas neste capítulo, para a viga trincada em estudo, 

utilizem o método de matriz transferência na forma contínua, é essencial um bom 

entendimento do método discreto, pois o procedimento utilizado para inserir a trinca no 

modelo matemático utiliza os mesmos princípios apresentados no método discreto. 

 

 A matriz de transferência é classificada como matriz ponto ou matriz campo. A matriz 

ponto transfere o vetor estado de uma estação à direita do elemento 1i −  para uma estação à 

esquerda do elemento i . A matriz campo transfere o vetor estado à esquerda do elemento i  

para a direita deste mesmo elemento. Onde o vetor estado contém os componentes de força e 

deslocamentos generalizados. 

 

 Desta forma, pode-se escrever que: 

 

 [ ] { }ii
i i

q q
T F

Q Q

+ −
⎧ ⎫ ⎧ ⎫

= +⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 (62) 
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onde q  e Q  representam respectivamente os vetores de deslocamento e carregamento 

generalizados, e os sinais +  e −  indicam respectivamente os vetores de estado à direita e à 

esquerda do elemento. O vetor { }F  representa o vetor de forças externas, ou seja, as forças de 

campo. 

 

 Considerando que quando um ponto é comum a dois elementos, e sendo as forças 

externas nulas, a seguinte relação é válida: 

 

 
1i i

q q
Q Q

+ −

+

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
=⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭
 (63) 

 

Levando então a equação (63) na equação (62), obtém-se: 

 

 [ ]
1

i
i i

q q
T

Q Q

− −

+

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
=⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭
 (64) 

 

ou seja, o vetor estado à esquerda do elemento 1i +  está relacionado com o vetor de estado à 

esquerda do elemento i  pela matriz de transferência [ ]iT . 

 

 Este procedimento permite escrever que: 

 

 [ ] 1
1

i
i i

q q
T

Q Q

− −

−
−

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
=⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭
 (65) 

 

 Utilizando as equações (64) e (65), as quais possuem o vetor { }T

i
q Q  em comum, 

obtém-se a seguinte relação: 

 

 [ ] [ ] 1
1 1

i i
i i

q q
T T

Q Q

− −

−
+ −

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
=⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭
 (66) 
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 Este procedimento pode ser aplicado em toda a discretização do problema, permitindo 

relacionar todas as variáveis de estado envolvidas. 

 

 Desta forma, em uma discretização com n  elementos, tem-se: 

 

 [ ]
1 1

T
n

q q
T

Q Q

− −

+

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
=⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭
 (67) 

 

onde: 

 

 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]1 1T n n K
T T T T T=

−
… …  (68) 

 

 A matriz [ ]TT  é denominada de matriz de transferência total. Esta matriz, obtida pelo 

método discreto, contém todas as matrizes ponto e campo, utilizadas na discretização da 

estrutura.  

 

 No método da matriz transferência contínua, a matriz [ ]TT , é obtida através da solução 

da equação diferencial do problema, como será apresentado neste Capítulo, para o caso em 

estudo. 

4.3 MODELAGEM MATEMÁTICA DA TRINCA 

 Como apresentado neste trabalho, a presença de uma trinca afeta a rigidez local de uma 

estrutura. Portanto, na modelagem do problema pelo método de matriz transferência, deve-se 

considerar a presença da trinca. Isto é feito através de uma matriz transferência específica para 

o elemento da discretização que contém a trinca. Esta matriz transferência para o elemento 

trincado é obtida com base na matriz de flexibilidade local já apresentada. 

 

 Para o caso em estudo, utilizando os conceitos apresentados de M.T., o elemento k  que 

contém a trinca é dividido em dois elementos, um à direita e outro à esquerda da trinca, 

unidos através de um terceiro elemento de comprimento nulo, o qual representa a trinca.  
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 Dado que na posição da trinca as forças generalizadas são continuas { } { }k k
Q Q+ −= , e que 

os deslocamentos generalizados satisfazem à relação { } { } [ ]{ }k k k
q q f Q+ − −= + , pode-se 

escrever: 

 

 [ ]q q
C

Q Q

+ −
⎧ ⎫ ⎧ ⎫

=⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 (69) 

 

 [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]0
I f

C
I

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (70) 

 

onde [ ]C  é a matriz de flexibilidade local apresentada no capítulo 3, as sub-matrizes [ ]I  e 

[ ]0  são respectivamente a matriz identidade e a matriz nula, e a sub-matriz [ ]f  contém o 

parâmetro de flexibilidade local, tal que: 

 

 [ ]
11

0 0
0

f
c
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (71) 

 

 Observa-se na equação (69) que, quando o elemento não possui uma trinca, a sub-matriz 

[ ]f  é nula, tornando a matriz de flexibilidade [ ]C  uma matriz identidade. E observa-se 

também neste caso que o acréscimo da flexibilidade a estrutura causada por este elemento é 

nula. 

 

 Pode-se escrever então que: 

 

 [ ] 1
1

k
k k

q q
T

Q Q

− −

−
−

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
=⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭
 (72) 

 

 [ ][ ] 1
1

k
k k

q q
C T

Q Q

+ −

−
−

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
=⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭
 (73) 
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 [ ] [ ][ ]1 1
1

k k
k k

q q
T C T

Q Q

− −

+ −
+

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
=⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭
 (74) 

 

 Desta forma, a matriz [ ]C  é incluída nas demais matrizes de transferência, permitindo a 

obtenção da matriz de transferência total da estrutura trincada. 

 

 Este procedimento de inclusão no modelo matemático da estrutura, da flexibilidade 

local [ ]C  causada pela trinca, pode ser aplicado tanto ao método discreto de matriz 

transferência, como ao método contínuo, como será apresentado ao longo deste capítulo. 

 

 Essencialmente, a diferença na aplicação destes dois métodos, deve-se ao fato de que no 

método discreto as matrizes [ ]k
T +  e [ ]k

T −  representam apenas parte da estrutura, ou seja, os 

elementos diretamente conectados a trinca. Já no método contínuo, as matrizes [ ]k
T +  e [ ]k

T − , 

juntamente com a [ ]C , representam a modelagem de toda a estrutura. 

4.4 MODELAGEM MATEMÁTICA DA VIGA TRINCADA 

 É inicialmente apresentada neste tópico uma solução, via método de matriz 

transferência contínuo, para determinação da resposta dinâmica de uma viga. Em seguida, os 

parâmetros de flexibilidade local são inseridos ao modelo, sendo apresentado uma solução 

para se determinar as freqüências naturais da viga trincada. 

4.4.1. Modelo matemático de uma viga 

 A seguir é apresentado um modelo de uma viga, a fim de se obter a equação diferencial 

que rege o problema. 

 



49 

 
Figura 19 Elemento de viga  

 

 Considerando a Figura 19, o somatório das forças na direção Y , e dos momentos em 

torno do ponto O , permite escrever: 

 

 
( )

( ) ( )

2

2

0
2

VFy S Fdx S dS Adx
t

dxMo P dP S dS dx Fdx P

ρ
⎧ ∂

⇒ + − + =⎪⎪ ∂
⎨
⎪ ⇒ + − + + − =
⎪⎩

∑

∑
 (75) 

 

 Sabendo que a força cisalhante S  vem da derivada do momento fletor P , tem-se: 

 

 PS
x

∂
=
∂

 (76) 

 

O sistema de equações (75) pode ser manipulado, tal que a seguinte equação é obtida: 

 

 
2 2

2 2

P VF Adx
x t

ρ∂ ∂
+ =

∂ ∂
 (77) 

 

 Sabendo que a caso em estudo se trata de uma viga de Euler-Bernoulli, onde: 
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 ( ) ( ) ( )2

2

,
,

V x t
P x t EI x

x
∂

= +
∂

 (78) 

 

e que para um sistema de vibração livre, tem-se que ( ) 0F t = , obtém-se da equação (77), a 

seguinte equação diferencial que rege o comportamento dinâmico da viga: 

 

 ( ) ( )4 2

4 2

, ,
0

V x t V x tEI
A x tρ
∂ ∂

+ =
∂ ∂

 (79) 

 

 A solução desta equação diferencial pode ser encontrada na literatura, como por 

exemplo, em Banerjee (2001), onde utilizando a separação das variáveis: 

 

 ( ) ( ), i tV y t W y e ω=  (80) 

 

e sabendo que A mρ = , a equação (79) é transferida para o problema de autovalor: 

 

 2 0IVEIW m Wω− =  (81) 

 

cuja solução geral, num sistema de coordenadas locais ξ , é dada por: 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4cosh s nh cos s nW A A e A A eξ ηξ ηξ ηξ ηξ= + + +  (82) 

 

sendo: 

 

 x
L

ξ =  (83) 

 

e 

 

 
1

2 4 4m L
EI
ωη

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (84) 
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 As expressões para: rotação da seção transversal ( )ξΘ , momento fletor ( )P ξ  e força 

cisalhante ( )S ξ  em coordenadas locais, são dados por: 

 

 ( ) 1 2 3 4(1 )[ s nh( ) cosh( ) sin( ) cos( )]L A e A A Aξ η ηξ η ηξ η ηξ η ηξΘ = + − +  (85) 

 

 ( ) 2 2 2 2 2
1 2 3 4( )[ cosh( ) s nh( ) cos( ) s n( )]P EI L A A e A A eξ η ηξ η ηξ η ηξ η ηξ= + − −  (86) 

 

 ( ) 3 3 3 3 3
1 2 3 4( )[ s nh( ) cosh( ) s n( ) cos( )]S EI L A e A A e Aξ η ηξ η ηξ η ηξ η ηξ= − + + −  (87) 

 

 Desta forma, as equações (82), (85), (86) e (87) formam um sistema de equações o qual 

pode ser representado por: 

 

 { } [ ] { }Z U A
ξ ξ
=  (88) 

 

onde: 

 

 { } ( ) ( ) ( ) ( ){ }T
Z W P S

ξ
ξ ξ ξ ξ= Θ  (89) 

 

 

[ ]

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3

cosh s nh cos s n
(1 ) s nh( ) (1 ) cosh( ) (1 ) sin( ) (1 ) cos( )

( ) cosh( ) ( ) s nh( ) ( ) cos( ) ( ) s n( )
( ) s nh( ) ( ) cosh( ) ( ) s n( ) ( ) co

e e
L e L L L

U
EI L EI L e EI L EI L e
EI L e EI L EI L e EI L

ξ

ηξ ηξ ηξ ηξ
η ηξ η ηξ η ηξ η ηξ
η ηξ η ηξ η ηξ η ηξ
η ηξ η ηξ η ηξ η

−
=

− −
− − − s( )ηξ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (90) 

 

 { } { }1 2 3 4
TA A A A A=  (91) 

 

 É importante ressaltar que a matriz [ ]U
ξ

, é designada matriz de rigidez dinâmica, pois 

esta matriz contém os autovalores da estrutura. 

 

 Para a solução do sistema (88), a matriz [ ]U
ξ

 é representada por: 
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 [ ] C D
U

E Fξ
ξ

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (92) 

 

onde C , D , E  e F  são as sub-matrizes de [ ]U
ξ

.  

 

 Nota-se que { }Z
ξ

, equação (89), forma o vetor de estado do método da matriz 

transferência: 

 

 { }
q

Z
Qξ

ξ

⎧ ⎫
= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

 (93) 

 

 Resolvendo o sistema (88) para A , resulta em:  

 

 { } { }1
00

A U Z−⎡ ⎤= ⎣ ⎦  (94) 

 

 Levando A  na equação (88), obtém-se: 

 

 { } [ ] { }1
00

A

Z U U Z
ξ ξ

−⎡ ⎤= ⎣ ⎦  (95) 

 

 Neste trabalho, a viga estuda está engastada em uma extremidade e livre na outra, o que 

fornece as seguintes condições de contorno: 

 

Extremidade engastada: 

 

 ( ) ( )0 0Wξ ξ ξ= ⇒ = Θ =  (96) 

 

Extremidade livre: 

 

 ( ) ( )1 0P Sξ ξ ξ= ⇒ = =  (97) 
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 Para as condições de contorno impostas nas equações (96) e (97), a equação (95) fica: 

 

 { }
0

0q C D
A

Q Q E F ξ

− −

=

⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎡ ⎤
= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎢ ⎥

⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎣ ⎦
 (98) 

 

logo, conclui-se que: 

 

 [ ] { }0

0
0

C D A
ξ =

⎧ ⎫
= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

 (99) 

 

 De forma análoga para a extremidade livre, tem-se: 

 

 { }
10

q q C D
A

Q E F ξ

+ +

=

⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎡ ⎤
= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎢ ⎥

⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎣ ⎦
 (100) 

 

logo: 

 

 [ ] { }1

0
0

E F A
ξ =

⎧ ⎫
= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

 (101) 

 

 Utilizando as equações (99) e (101), forma-se o sistema (102): 

 

 
( ) ( )
( ) ( )

{ } { }0 0

1 1

0
C D

A
E F

ξ ξ

ξ ξ

= =

= =

⎡ ⎤
⎢ ⎥ =
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (102) 

 

 Substituindo os valores das coordenadas locais ξ  no sistema (102), obtém-se: 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

{ } { }2 2 2 2

3 3 3 3

1 0 1 0
0 0

0
cosh cos

cosh cos

A
senh sen

senh sen

η η
η η η η η η η η
η η η η η η η η

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥ =
⎢ ⎥− −
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 (103) 

 

que pode ser representado por: 
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 { } { }0AΔ =  (104) 

 

cuja solução não trivial é dada por: 

 

 det 0Δ =  (105) 

 

 As raízes obtidas através da equação característica, formada pelo cálculo do 

determinante de (105), são os autovalores (quadrado das freqüências naturais) da viga em 

questão. 

 

 A verificação dos valores das freqüências naturais encontrada segundo o modelo 

apresentado, pode ser realizada por uma comparação direta com os valores obtidos através da 

equação de calculo de freqüências naturais de vigas em balanço, disponível em vários livros, 

como por exemplo, em Beards (1996), onde se tem: 

 

 1 33.66 EI
ML

ω =  (106) 

 

onde M  é a massa da viga.  

 

 A equação (106) fornece a primeira freqüência natural da viga em balanço. A 2° 

freqüência natural pode ser obtida multiplicando o resultado encontrado para a 1° natural por 

2π .  

 

 Após determinadas às freqüências naturais de interesse, pode-se através de uma fácil 

manipulação das equações apresentadas neste tópico, se determinarem os modos de vibrar da 

viga. Abaixo são apresentadas as equações que descrever os deslocamentos ( )W ξ  e ( )ξΘ . 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )cos cosh

cosh cos sinh sin
sin sinh

W
η η

ξ ηξ ηξ ηξ ηξ
η η

+
= − − −

+
 (107) 
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ξ 1-ξ 

ξ 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )cos cosh

sinh sin cosh cos
sin sinh

η η
ξ ηξ ξ ηξ ξ ηξ ξ ηξ ξ

η η
+

Θ = + − −
+

 (108) 

 

4.4.2. Modelo para a viga trincada 

 Quando a viga possui uma trinca na posição ξ , a viga trincada é substituída por duas 

vigas intactas, e o acoplamento matemático entre elas é realizado através da matriz de 

flexibilidade [ ]C . 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 20 Elemento de viga trincado em coordenadas locais 

 

 No sistema local de coordenadas, tem-se uma viga de tamanho ξ , e a outra de tamanho 

1 ξ− , como ilustrado na Figura 20. A modelagem matemática do problema fica então: 

 

 { } [ ] { } [ ] { }1
00

Z U U Z U A
ξ ξ ξ

− ′⎡ ⎤= =⎣ ⎦  (109) 

e: 

 

 { } [ ] { } [ ] { }1
1 1 10

Z U U Z U A
ξξ ξ

−
− −

′′⎡ ⎤= =⎣ ⎦  (110) 

 

onde: 

 

 { } { }1 2 3 4
TA A A A A′ =  (111) 
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 { } { }5 6 7 8
TA A A A A′′ =  (112) 

 

 Desta forma, tem-se: 

 { } [ ] { } [ ] [ ] [ ] { }1 1 1
1 01 10 0 0

A A

Z U U Z U U C U U Z
ξξ ξ ξ

′′ ′

− − −
− −
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

���������� ����������
 (113) 

 

 Pré-multiplicando a equação (113) por [ ] 1

1
U

ξ

−

−
, tem-se: 

 

 { } [ ] [ ] { }1

0
A U C U A

ξ
−′′ ′⎡ ⎤= ⎣ ⎦  (114) 

ou seja: 

 

 { } [ ] [ ] { } { }1

0
0A U C U A

ξ
−′′ ′⎡ ⎤− =⎣ ⎦  (115) 

 

 { } { } { }0
G H

A A
I J

⎡ ⎤′′ ′− =⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (116) 

 

 A equação (116) fornece a relação entre os coeficientes de { }A′  e { }A′′ . Esta relação é 

utilizada na formação do sistema para a viga com trinca. É importante ressaltar que os termos 

de flexibilidade devidos à trinca, estão presentes apenas nas sub-matrizes da matriz 

apresentada na equação (116). 

 

 Utilizando as equações (109), (110) e (116), juntamente com as condições de contorno 

apresentadas nas equações (96) e (97), pode-se escrever para a viga trincada que: 

 

 

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]

{ } { }

0 0

8 1

1 1 8 8

0 0

1 0
0

0 1

0 0

x

x

C D

G H
A

I J

E F
ξ ξ− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥

⎡ ⎤− −⎢ ⎥⎣ ⎦
=⎢ ⎥

⎡ ⎤− −⎢ ⎥⎣ ⎦
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

%
%

%
%

 (117) 

 

 Substituindo os valores de ξ  no sistema (117), tem-se: 
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 [ ]0
1 0
0

C
η

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (118) 

 

 [ ]0
1 0
0

D
η

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (119) 

 

 [ ] ( ) ( )
( ) ( )

2 2

3 31

cosh
cosh
senh

E
senhξ

η η η η
η η η η−

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (120) 

 

 [ ] ( ) ( )
( ) ( )

2 2

3 31

cos
cos
sen

F
senξ

η η η η
η η η η−

⎡ ⎤− −
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

 (121) 

 

 [ ] ( ) ( )
( ) ( )

cosh s
s h cos

enh
G

en h
ηξ ηξ
ηξ ηξ

− −⎡ ⎤
= ⎢ ⎥− −⎣ ⎦

 (122) 

 

 [ ] ( ) ( )
( ) ( )

cos s
s cos

en
H

en h
η ηξ η ηξ
η ηξ η ηξ
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
 (123) 

 

 [ ] ( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2

cos
s cos
sen

I
en

η ηξ η ηξ
η ηξ η ηξ
⎡ ⎤−

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
 (124) 

 

 [ ] ( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2

cosh
s cosh

senh
J

enh
η ηξ η ηξ
η ηξ η ηξ

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

 (125) 

 

 As freqüências naturais da viga trincada são obtidas pela solução não trivial da equação 

(117). 

4.5 RESULTADOS 

 Neste tópico são analisados os resultados da simulação do modelo dinâmica de uma 

viga engastada, contendo um trinca plana elástica ou plástica, obtidos através da 
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implementação do modelo matemático apresentado. O efeito da zona plástica é introduzido à 

trinca através do parâmetro de flexibilidade local 11pc , obtido segundo o procedimento de 

cálculo proposto no Capítulo 3. Primeiramente é verificado o efeito da posição da trinca e dos 

parâmetros de flexibilidade local elástico e plástico, nas duas primeiras freqüências naturais 

da viga. Em seguida, é verificado o percentual de redução nas duas primeiras freqüências 

naturais transversais da viga, que a formulação plástica causa em relação à formulação 

elástica, considerando também a posição da trinca. Gráficos dos deslocamentos verticais e 

angulares da viga são apresentados a fim de dar suporte a algumas conclusões apresentadas. 

4.5.1 Análise dos resultados obtidos através do modelo 
apresentado 

 Os resultados apresentados neste item foram obtidos diretamente através da avaliação 

da posição da trinca, e dos valores dos parâmetros de flexibilidade local adimensional plástico 

e elástico 11ec  e 11pc , pois como apresentado neste Capítulo, estes dois fatores condensam 

totalmente a influência da trinca nas freqüências naturais da viga.  

 

 Portanto, o efeito do momento fletor, razão de trinca e tensão de escoamento do 

material, na resposta dinâmica da viga trincada, são analisados intrinsecamente através do 

parâmetro de flexibilidade local adimensional elástico e plástico. 

 

 Os dados utilizados para análise do comportamento dinâmico da viga trincada, são os 

mesmo utilizados na avaliação da flexibilidade local plástica, apresentada no Capítulo 3, 

onde: ( )0.362L m= , ( )0.03h m= , ( )0.0046b m= , ( )200 600y MPaσ≤ ≤ , 

( )2.1 11E e N m= , ( )37850 Kg mμ = , 0 0.46a h≤ ≤  e ( )11.5 25P kN≤ ≤ . 

 

 A Figura 21 e a Figura 22 apresentam respectivamente, a 1° e a 2° freqüência natural, 

em função da posição da trinca, e do parâmetro de flexibilidade local plástico. A Figura 23 e a 

Figura 24, apresentam respectivamente a 1° e a 2° freqüência natural, em função da posição 

da trinca, e do parâmetro de flexibilidade local elástico. A Figura 25 e a Figura 26, 

apresentam respectivamente a 1° e a 2° freqüência natural plástica em relação a 1° e a 2° 

freqüência natural elástica, em função da posição da trinca e da razão entre parâmetro de 
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flexibilidade local plástico e elástico, para uma dada razão de trinca constante, uma vez que, 

como apresentado no capítulo 3, a Razão Λ  não depende da razão de trinca a h . A Figura 27 

e a Figura 29 apresentam respectivamente os deslocamentos nodais verticais ( )W ξ  para o 1° 

e 2° modo de vibrar transversais da viga. A Figura 28 e a Figura 30 apresentam 

respectivamente os deslocamentos nodais angulares ( )ξΘ  para o 1° e 2° modo de vibrar 

transversais da viga. 

 

 
Figura 21 1° freqüência natural em função de 11pc  e ξ  
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Figura 22 2° freqüência natural em função de 11pc  e ξ  

 

 
Figura 23 1° freqüência natural em função de 11ec  e ξ  

 



61 

 
Figura 24 2° freqüência natural em função de 11ec  e ξ  

 

 
Figura 25 1° freqüência natural plástica em relação a 1° freqüência natural elástica em função 

da razão 11 11p ec c  e ξ . 
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Figura 26 2° freqüência natural plástica em relação a 2° freqüência natural elástica em função 

da razão 11 11p ec c  e ξ . 

 

 
Figura 27 Deslocamento vertical W  em função da posição nodal ξ  para o 1° modo de vibrar 
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Figura 28 Deslocamento angular Θ  em função da posição nodal ξ  para o 1° modo de vibrar 

 

 

 
Figura 29 Deslocamento vertical W  em função da posição nodal ξ  para o 2° modo de vibrar 
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Figura 30 Deslocamento angular Θ  em função da posição nodal ξ  para o 2° modo de vibrar 

 

 Obviamente, a ausência de trinca, representada pelo valor nulo dos parâmetros de 

flexibilidade local, não afeta as freqüências naturais da viga. Tal fato pode ser observado na 

Figura 21 a Figura 24 para os valores nulos dos parâmetros de flexibilidade, onde as 

freqüências naturais calculadas nesta condição são iguais as freqüências naturais da viga sem 

trinca, calculada segundo a equação (106), onde se encontra: ( )1 21200 7450 /e rad sω ω= = . 

Observa-se também da Figura 21 a Figura 24, que para a condição em que a trinca se encontra 

na extremidade livre, 1ξ = , as freqüência naturais da viga são constantes e iguais às 

freqüências naturais da viga sem trinca. Este fato ocorre porque uma trinca localizada na 

extremidade livre, independentemente de condições de carga e razão de trinca, não afeta a 

rigidez da estrutura.  

 

 A Figura 21 e a Figura 23, mostram que a região próxima ao engastamento é a 

localização crítica de uma trinca na redução do valor da primeira freqüência natural da viga 

trincada, ou seja, a posição onde uma trinca causa a maior redução na rigidez estrutural. 

Como pode ser observado na Figura 27, esta é uma região de pequenos deslocamentos 

verticais, mas com significativos deslocamentos angulares, como se observa na Figura 28.  
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 Nota-se na Figura 22, Figura 24 e Figura 26, que há pontos internos às superfícies, para 

um dado ξ , onde os valores assumidos pelos parâmetros de flexibilidade local não afetam a 

segunda freqüência natural da viga, fazendo com que a mesma coincida com a segunda 

freqüência natural da viga sem trinca. Isto se deve a fato de que esta localização se refere ao 

ponto nodal do segundo modo de vibrar da estrutura, onde o deslocamento nodal angular é 

praticamente nulo ( 0.25ξ = ) (Figura 30). Desta forma, a flexibilidade local introduzida pela 

trinca torna-se irrelevante na rigidez global da estrutura.  

 

 Seguindo a mesma linha de raciocínio apresentada no parágrafo acima, pode-se 

observar na Figura 22, Figura 24 e Figura 26, que a máxima redução na segunda freqüência 

natural causada por uma dada trinca, ocorre em 0.7ξ = , ponto nodal de maior deflexão 

angular, e deslocamento vertical nulo, como pode ser observado respectivamente na Figura 30 

e na Figura 29. 

 

 Observa-se na Figura 25, que o aumento da relação 11 11p ec c  causa a redução da razão 

1 1np neω ω . Observa-se também, que para a condição crítica de trinca no engastamento, a 

redução porcentual na freqüência natural da viga chega a 60%. De forma análoga, observa-se 

na Figura 26, que o aumento da relação 11 11p ec c  também causa uma redução da razão 

2 2np neω ω , entretanto, diferentemente da primeira natural, a posição critica da trinca localiza-

se aproximadamente em 0.7ξ = , devido aos fatos apresentado no parágrafo anterior. Estes 

resultados permitem afirmar, para o caso em estudo, que um cálculo das freqüências naturais 

da viga trincada, desprezado a plasticidade na ponta da trinca, pode subestimar 

significativamente os resultados, atingindo uma magnitude de erro de até 60%.  

 

 



Capítulo 5 

CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS FUTURAS 

4.6 CONCLUSÕES 

 Neste trabalho foram apresentados: um procedimento de cálculo da flexibilidade local, 

introduzida em uma viga, devido à presença de uma trinca plástica; e a simulação da resposta 

dinâmica desta viga trincada. No parâmetro de flexibilidade local, foram analisadas a 

influência dos fatores: carregamento, razão de trinca e tensão de escoamento. Enquanto que, 

na resposta dinâmica da viga, foram analisadas a influência dos parâmetros de flexibilidade 

local, e da posição da trinca. 

 

 Sobre o modelo apresentado para o cálculo do parâmetro de flexibilidade local plástico, 

os resultados mostraram que a consideração da plasticidade na ponta da trinca, pode aumentar 

significativamente o valor da flexibilidade local, em relação a uma análise fundamentada em 

uma formulação puramente elástica, chegando, em algumas condições, a uma proporção de 15 

vezes maior do que o parâmetro elástico. Foi demonstrado que o incremento que a formulação 

plástica apresenta sobre a formulação elástica, no cálculo do parâmetro de flexibilidade local, 

não depende da razão de trinca, mas é diretamente proporcional ao carregamento aplicado, e 

inversamente proporcional à tensão de escoamento do material.  

 

 Mostrou-se que, na formulação elástica, apenas a razão de trinca afeta o parâmetro de 

flexibilidade local, enquanto que na formulação plástica, além da razão de trinca, a tensão de 
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escoamento, e o carregamento, também afetam diretamente o parâmetro de flexibilidade local. 

Sendo válido ressaltar que, a intensidade que cada uma destas variáveis afeta o parâmetro, 

depende dos valores individuais que cada uma assume, porém avaliados em conjunto com os 

valores das demais variáveis.  

 

 Os resultados obtidos na simulação dinâmica mostraram que, a rigidez de uma viga 

trincada é inferior ao de uma viga com uma trinca elástica, a qual por sua vez é inferior à 

rigidez da viga com uma trinca plástica (sob uma mesma localização da trinca). 

Consequentemente pode-se afirmar que as freqüências naturais da viga sem trinca são 

superiores em relação à da viga com uma trinca elástica, a qual é superior em relação às 

freqüências naturais da viga com uma trinca plástica. Estas afirmações podem ser resumidas 

por n e p n e pK K K ω ω ω> > ⇒ > > .  

 

 Foi apresentado que para a 1° freqüência natural da viga, em ambas as formulações 

plástica e elástica, que o engastamento é a posição critica da trinca, ou seja, a posição que 

causa a maior redução da rigidez estrutural. Para a 2° freqüência natural, mostrou-se que a 

posição crítica da trinca se localiza aproximadamente em 0.7ξ = , onde ocorre a maior 

deflexão angular.  

 

 Conclui-se para a viga em estudo que, sob dadas condições de localização da trinca, e 

das variáveis que compõem os parâmetros de flexibilidade local elástico e plástico, que a 

simples desconsideração de plasticidade na ponta da trinca, assumindo-se uma formulação 

puramente elástica, pode levar a um erro na determinação das freqüências naturais da viga, 

subestimando-a em aproximadamente 60%. 

4.7 PERSPECTIVAS FUTURAS 

Implementar os modos de vibrar da estrutura trincada e comparar com os modos de 

vibrar da viga sem trinca. 

 

Estudo da vida útil da viga, considerando o crescimento de trinca, e assumindo o 

carregamento, e todas as variáveis envolvidas como estocásticas. 
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Apêndice A 

PROGRAMAS PARA AVALIAÇÃO DOS TERMOS 
ADIMENSIONAIS 

A.1 SUPERFÍCIES DOS PARAMENTROS ADIMENSIONAIS 
PARA UMA VIGA ISOTRÓPICA COM TRINCA DE 
BORDO 

% Inicio do Programa 

 

% clear all 

% 

% % Dados e definições 

% syms alfa 

% b = 0.0046; 

% h = 0.03; 

% L = 0.362; 

% sigmay = 255e6; 

% F = (   sqrt( tan(pi/2*alfa) / (pi/2*alfa) )*... 

%   ( 0.923 + 0.199*(  1 - sin( pi/2*alfa) )^4)/ cos( pi/2*alfa ) )^2; 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%%% 

% %rotina para plotar superficie de delta elástico com sy fixo e P e 

a/h variáveis 

% sigmay = 255e6; 
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% j=1; 

% for P = 1000:1000:25000; 

%     i=1; 

%     for r=0.01:0.02:0.46 

%         a = alfa * F; 

%         delta(i,j) =double( quadl(@(alfa)subs(a),0,r)); 

%         rc(i,j) = r; 

%         Pc(i,j) = P; 

%         i=i+1; 

%     end 

%     j=j+1; 

% end 

% figure(1) 

% surf(rc,Pc/1000,delta) 

% xlabel('a/h') 

% ylabel('P_1 (kN)') 

% zlabel('\Lambda_{e}') 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%%% 

% %rotina para plotar superficie de contribuição plástica em delta com 

sy 

% %fixo e P e a/h variáveis 

% sigmay = 255e6; 

% j=1; 

% for P = 1000:1000:25000; 

%     i=1; 

%     for r=0.01:0.02:0.46 

%         a = alfa * tan( 3*pi*P/(h^2*sigmay) ) ^2 * F; 

%         delta(i,j) =double( quadl(@(alfa)subs(a),0,r)); 

%         rc(i,j) = r; 

%         Pc(i,j) = P; 

%         i=i+1; 

%     end 

%     j=j+1; 

% end 

% figure(2) 

% surf(rc,Pc/1000,delta) 

% xlabel('a/h') 

% ylabel('P_1 (kN)') 

% zlabel('\Lambda}') 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
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%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%%% 

% %rotina para plotar superficie de contribuição plástica em delta com 

P 

% %fixo e sy e a/h variáveis 

% P = 25000; 

% j=1; 

% for sigmay = 200e6:10e6:600e6; 

%     i=1; 

%     for r=0.01:0.02:0.46 

%         a = alfa * tan( 3*pi*P/(h^2*sigmay) )^2 * F; 

%         delta(i,j) =double( quadl(@(alfa)subs(a),0,r)); 

%         rc(i,j) = r; 

%         sigmay_c(i,j) = sigmay; 

%         i=i+1; 

%     end 

%     j=j+1; 

% end 

% figure(5) 

% surf(rc,sigmay_c/1e6,delta) 

% xlabel('a/h') 

% ylabel('\sigma_{Y} (MPa)') 

% zlabel('\Lambda contribuicao') 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%%% 

% %rotina para plotar superficie de contribuição plástica em delta com 

a/h 

% %fixo e sy e P variáveis 

% r = 0.46; 

% j=1; 

% for sigmay = 200e6:10e6:600e6; 

%     i=1; 

%     for P=1000:1000:25000 

%         a = alfa * tan( 3*pi*P/(h^2*sigmay) )^2 * F; 

%         delta(i,j) =double( quadl(@(alfa)subs(a),0,r)); 

%         P_c(i,j) = P; 

%         sigmay_c(i,j) = sigmay; 

%         i=i+1; 

%     end 

%     j=j+1; 

% end 

% figure(5) 

% surf(P_c/1000,sigmay_c/1e6,delta) 

% xlabel('P_c (kN)') 
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% ylabel('\Sigma_{Y} (MPa)') 

% zlabel('\Lambda contribuicao') 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%%% 

% %rotina para plotar superficie de delta plástico com sy fixo e P e 

a/h variáveis 

% sigmay = 255e6; 

% j=1; 

% for P = 1000:1000:25000; 

%     i=1; 

%     for r=0.01:0.02:0.46 

%         a = alfa * ( 1 + tan( 3*pi*P/(h^2*sigmay) )^2  ) * F; 

%         delta(i,j) =double( quadl(@(alfa)subs(a),0,r)); 

%         rc(i,j) = r; 

%         Pc(i,j) = P; 

%         i=i+1; 

%     end 

%     j=j+1; 

% end 

% figure(3) 

% surf(rc,Pc/1000,delta) 

% xlabel('a/h') 

% ylabel('P_1 (kN)') 

% zlabel('\Lambda_{p}') 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%%% 

% %rotina para plotar superficie de delta plástico  com P fixo e sy e 

a/h variáveis 

% P = 25000; 

% j=1; 

% for sigmay = 200e6:10e6:600e6; 

%     i=1; 

%     for r=0.01:0.02:0.46 

%         a = alfa * ( 1 + tan( 3*pi*P/(h^2*sigmay) )^2  ) * F; 

%         delta(i,j) =double( quadl(@(alfa)subs(a),0,r)); 

%         rc(i,j) = r; 

%         sigmay_c(i,j) = sigmay; 

%         i=i+1; 

%     end 

%     j=j+1; 

% end 



 75

% figure(5) 

% surf(rc,sigmay_c/1e6,delta) 

% xlabel('a/h') 

% ylabel('\sigma_{Y} (MPa)') 

% zlabel('\Lambda_{p}') 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%%% 

% %rotina para plotar superficie de delta plástico com a/h fixo e sy e 

P variáveis 

% r = 0.46; 

% j=1; 

% for sigmay = 200e6:10e6:600e6; 

%     i=1; 

%     for P=1000:1000:25000 

%         a = alfa * ( 1 + tan( 3*pi*P/(h^2*sigmay) )^2  ) * F; 

%         delta(i,j) =double( quadl(@(alfa)subs(a),0,r)); 

%         P_c(i,j) = P; 

%         sigmay_c(i,j) = sigmay; 

%         i=i+1; 

%     end 

%     j=j+1; 

% end 

% figure(5) 

% surf(P_c/1000,sigmay_c/1e6,delta) 

% xlabel('P_1 (kN)') 

% ylabel('\sigma_{Y} (MPa)') 

% zlabel('\Lambda_{p}') 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%%% 

% %rotina para plotar superficie da razão de delta plástico por delta 

% %elástico com sy fixo e P e a/h variáveis 

% sigmay = 255e6; 

% j=1; 

% for P = 1000:1000:25000; 

%     i=1; 

%     for r=0.01:0.02:0.46 

%         a = alfa * ( 1 + tan( 3*pi*P/(h^2*sigmay) )^2  ) * F; 

%         b = alfa * F; 

%         delta_a = double( quadl(@(alfa)subs(a),0,r)); 

%         delta_b = double( quadl(@(alfa)subs(b),0,r)); 

%         Raz_delta(i,j) = delta_a/delta_b; 

%         rc(i,j) = r; 
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%         Pc(i,j) = P; 

%         i=i+1; 

%     end 

%     j=j+1; 

% end 

% figure(4) 

% surf(rc,Pc/1000,Raz_delta) 

% xlabel('a/h') 

% ylabel('P_1 (kN)') 

% zlabel('Razao \Lambda') 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

 

% %rotina para plotar superficie da razão de delta plástico por delta 

% %elástico com P fixo e sy e a/h variáveis 

% P = 25000; 

% j=1; 

% for sigmay = 200e6:10e6:600e6; 

%     i=1; 

%     for r=0.01:0.02:0.46 

%         a = alfa * ( 1 + tan( 3*pi*P/(h^2*sigmay) )^2  ) * F; 

%         b = alfa * F; 

%         delta_a = double( quadl(@(alfa)subs(a),0,r)); 

%         delta_b = double( quadl(@(alfa)subs(b),0,r)); 

%         Raz_delta(i,j) = delta_a/delta_b; 

%         rc(i,j) = r; 

%         sigmay_c(i,j) = sigmay; 

%         i=i+1; 

%     end 

%     j=j+1; 

% end 

% figure(5) 

% surf(rc,sigmay_c/1e6,Raz_delta) 

% xlabel('a/h') 

% ylabel('\s'igma_{Y} (MPa)') 

% zlabel('Razao \Lambda') 

% 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

 

% %rotina para plotar superficie da razão de delta plástico por delta 

% %elástico com a/h fixo e sy e P variáveis 

% r = 0.46; 
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% j=1; 

% for sigmay = 200e6:10e6:600e6; 

%     i=1; 

%     for P=1000:1000:25000 

%         a = alfa * ( 1 + tan( 3*pi*P/(h^2*sigmay) )^2  ) * F; 

%         b = alfa * F; 

%         delta_a = double( quadl(@(alfa)subs(a),0,r)); 

%         delta_b = double( quadl(@(alfa)subs(b),0,r)); 

%         Raz_delta(i,j) = delta_a/delta_b; 

%         P_c(i,j) = P; 

%         sigmay_c(i,j) = sigmay; 

%         i=i+1; 

%     end 

%     j=j+1; 

% end 

% figure(5) 

% surf(P_c/1000,sigmay_c/1e6,Raz_delta) 

% xlabel('P_1 (kN)') 

% ylabel('\sigma_{Y} (MPa)') 

% zlabel('Razao \Lambda') 

 

 



Apêndice B 

PROGRAMAS PARA AVALIAÇÃO DAS 
FREQUÊNCIAS NATURAIS DA VIGA TRINCADA 

B.1 PROGRAMA PRINCIPAL - SUPERFÍCIES DA 1° E 2° 
FREQUÊNCIAS NATURAIS DA VIGA ISOTRÓPICA COM 
TRINCA ELÁSTICA OU PLÁTICA DE BORDO 

% ESTUDO DO COMPORTAMENTO DINÂMICO DA VIGA TRINCADA 

 

% clear all 

% 

% % Dados 

% b = 0.0046; 

% h = 0.03; 

% L = 0.362; 

% 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

 

% % %PLOTE DA SUPERFÍCIE Wnp(cp,Pt)  

% 

%  %1 LOOPING VARIANDO O PARAMETRO FLEX. PLÁSTICO 

%  i = 1; 

%  for cp=0:0.4:4 

%      %2 LOOPING VARIANDO A POSIÇÃO DA TRINCA 

%      j = 1; 

%      for pt=0:0.1:1 
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% 

%          % cálculos %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

%          pt1=1-pt; 

%          %chama sub-rotina calculo da natural 

%          [t1]=matriz1(pt,L,b,h); % acha a matriz antes da trinca 

%          [t2]=matriz1(pt1,L,b,h); % acha a matriz depois da trinca 

%          T = t2 * [1 0 0 0; 0 1 cp 0; 0 0 1 0; 0 0 0 1] * t1;% 

determina a matriz de transferencia sem trinca 

%          p=T(3,3)*T(4,4)-T(4,3)*T(3,4);%equacao caracteristica 

% 

%          %calcula a frequencia 

%          w1=700; % Chute para achar a 1 frequencia 

%          w2=5000; % Chute para achar a 2 frequencia 

%          wnp1 = fzero(@(w)subs(p),w1); 

%          wnp1_c(i,j) = wnp1; 

%          wnp2 = fzero(@(w)subs(p),w2); 

%          wnp2_c(i,j) = wnp2; 

%          pt_c(i,j) = pt; 

%          cp_c(i,j) = cp; 

%          j = j + 1; 

%      end 

%      i = i + 1; 

%  end 

%  figure(1) 

%  surf(pt_c,cp_c,wnp1_c) 

%  figure(2) 

%  surf(pt_c,cp_c,wnp2_c) 

 

%FIM__________________________________________________________________ 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

 

% %PLOTE DA SUPERFÍCIE Wne(cp,Pt)  

% 

%  %1 LOOPING VARIANDO O PARAMETRO FLEX. ELÁSTICO 

%  i = 1; 

%  for ce=0:0.016:0.16 

%      %2 LOOPING VARIANDO A POSIÇÃO DA TRINCA 

%      j = 1; 

%      for pt=0:0.1:1 

% 

%          % cálculos %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

%          pt1=1-pt; 

%          %chama sub-rotina calculo da natural 

%          [t1]=matriz1(pt,L,b,h); % acha a matriz antes da trinca 

%          [t2]=matriz1(pt1,L,b,h); % acha a matriz depois da trinca 
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%          T = t2 * [1 0 0 0; 0 1 ce 0; 0 0 1 0; 0 0 0 1] * t1;% 

determina a matriz de transferencia sem trinca 

%          p=T(3,3)*T(4,4)-T(4,3)*T(3,4);%equacao caracteristica 

% 

%          %calcula a frequencia 

%          w1=700; % Chute para achar a 1 frequencia 

%          w2=5000; % Chute para achar a 2 frequencia 

%          wne1 = fzero(@(w)subs(p),w1); 

%          wne1_c(i,j) = wne1; 

%          wne2 = fzero(@(w)subs(p),w2); 

%          wne2_c(i,j) = wne2; 

%          pt_c(i,j) = pt; 

%          cp_c(i,j) = ce; 

%          j = j + 1; 

%      end 

%      i = i + 1; 

%  end 

%  figure(1) 

%  surf(pt_c,cp_c,wne1_c) 

%  figure(2) 

%  surf(pt_c,cp_c,wne2_c) 

% 

%FIM__________________________________________________________________ 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

 

% %PLOTE DA SUPERFÍCIE Wnp/Wne(RazaoDelta,Pt)  

 

% r = 0.46; 

% %Cálculo de ce 

% [c_e]=flex_elastica(L,h,r); 

% %fim cálculo 

% 

% 

% %1 LOOPING VARIANDO O PARAMETRO FLEX. PLÁSTICO 

% i = 1; 

% for Rcp=1:1.4:15 

%     %2 LOOPING VARIANDO A POSIÇÃO DA TRINCA 

%     j = 1; 

%     for pt=0:0.1:1 

% 

%         cp = Rcp * c_e(2,3); 

%         % cálculos %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

%         pt1=1-pt; 

%         [t1]=matriz1(pt,L,b,h); % acha a matriz antes da trinca 

%         [t2]=matriz1(pt1,L,b,h); % acha a matriz depois da trinca 

% 
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%         %Cálculo de Wne 

%         T=t2*c_e*t1;% determina a matriz de transferencia 

%         p=T(3,3)*T(4,4)-T(4,3)*T(3,4);%equacao caracteristica 

%         %calcula a frequencia 

%         w1=700; % Chute para achar a frequencia 

%         wne1 = fzero(@(w)subs(p),w1); 

%         w2=5000; % Chute para achar a frequencia 

%         wne2 = fzero(@(w)subs(p),w2); 

%         %fim cálculo 

% 

%         %chama sub-rotina calculo da natural 

%         T = t2 * [1 0 0 0; 0 1 cp 0; 0 0 1 0; 0 0 0 1] * t1;% 

determina a matriz de transferencia 

%         p = T(3,3)*T(4,4)-T(4,3)*T(3,4);%equacao caracteristica 

% 

%         wnp1 = fzero(@(w)subs(p),w1); 

%         wnp2 = fzero(@(w)subs(p),w2); 

% 

%         wnpe1_c(i,j) = wnp1/wne1; 

%         wnpe2_c(i,j) = wnp2/wne2; 

% 

%         pt_c(i,j) = pt; 

%         Rcp_c(i,j) = Rcp; 

%         j = j + 1; 

%     end 

%     i = i + 1; 

% end 

% figure(1) 

% surf(pt_c,Rcp_c,wnpe1_c) 

% figure(2) 

% surf(pt_c,Rcp_c,wnpe2_c) 

% 

%FIM__________________________________________________________________ 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

 



 82

 

B.2 SUB-ROTINA – CÁLCULO DA MATRIZ DE 
TRANSFERÊNCIA 

% % SUB-ROTINA PARA DETERMINAÇÃO DA MATRIZ TRANSFERENCIA 

% 

% function [p]=matriz1(pt,L,B,H) 

% 

% % Dados e Definições%%%%%%%%%% 

% E=2.1e11;%modulo de elasticidade 

% d=7850; %densidade 

% M=B*H*L*d; %massa total 

% I=(B*H^3)/12; % Inercia 

% muc=M/L;  % massa por unidade de comprimento 

% syms w q f 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

 

% Matriz transferencia%%%%%%% 

% 

% % matriz original 

% mo=[cosh(f*q) sinh(f*q) cos(f*q) sin(f*q) 

%  f*sinh(f*q) f*cosh(f*q) -f*sin(f*q) f*cos(f*q) 

%  f^2*cosh(f*q) f^2*sinh(f*q) -f^2*cos(f*q) -f^2*sin(f*q) 

%  f^3*sinh(f*q) f^3*cosh(f*q) f^3*sin(f*q) -f^3*cos(f*q)]; 

 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

% 

% % Matriz avaliada no ponto q final 

% q=(pt); 

% mt1=subs(mo); 

% % Matriz avaliada no ponto q original 

% q=0; 

% mt2=inv(subs(mo)); 

% 

% % Matriz transferência de uma das partes da viga trincada 

% mtt1=mt1*mt2; 

% f=sqrt(w*L^2*sqrt(muc/(E*I))); 

% mtt1=subs(mtt1); 

% p=mtt1; 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
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B.3 SUB-ROTINA – CÁLCULO DA FLEXIBILIDADE LOCAL 
ELÁSTICA 

% %%% Cálculo da matriz flexibilidade local elástica 

% 

% function [F]=flex_elastica(L,h,r) 

% 

% syms alfabarra 

% 

% F = sqrt( (tan(pi/2*alfabarra))/(pi/2*alfabarra) ) *... 

%     ( 0.923 + 0.199*(1 - sin(pi/2*alfabarra))^4) / 

(cos(pi/2*alfabarra)); 

% 

% d = alfabarra*F^2; 

% 

% delta = double(quadl(@(alfabarra)subs(d),0,r)); 

% 

% %OBS: VERIFICAR SE CONFERE COM A FORMULAÇÃO ELÁSTICA 

% c11 = 6*pi*h/L * delta; % flexibilidade local devido a trinca 

% 

% % a matriz de flexibilidade tem que ser adimensional 

% %CONFERIR SE JA ESTÁ (16/9) 

% F=[1 0 0 0 

%    0 1 c11 0 

%    0 0 1 0 

%    0 0 0 1]; 

 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 

 




