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Resumo

Mulato, Daniel Matumona. Estudo Sobre a Validade da Trasnformada
Optica Quase-Conforme: Tranformada Optica. 2018. 55 f. Dissertacao de
Mestrado em Engenharia Elétrica), Universidade Federal de Itajubéd, Minas Gerais,
Brasil, 2018.

A transformada éptica quase-conforme (QCTO) é uma técnica que emprega trans-
formagoes de coordenadas para o projeto de dispositivos eletromagnéticos e para
o controle da propagacao de ondas eletromagnéticas, tais como: guias de onda e
mantos de invisibilidade. Geralmente, a QCTO resulta em um meio éptico com um
indice de refragdo nao-homogéneo. A deducao deste indice de refragdo considera que
a equacao de Helmholtz pode ser aplicada em um meio nao-homogéneo. No entanto,
a partir do eletromagnetismo classico, é conhecido que a equagao de Helmholtz nao
pode ser empregada em meios nao-homogéneos. Portanto, este trabalho estuda a
validade da aplicacao da QCTO para o projeto de dispositivos eletromagnéticos,
assim como, sua capacidade no controle da propagacao das ondas eletromagnéticas.
Os resultados indicam que a QCTO funciona perfeitamente para o modo TE, porém
o funcionamento para o modo TM nao é garantido, exceto se o gradiente do indice
de refragao for desprezivel.

Palavras-chaves: Transformada Optica Quase-Conforme, Equacdo de Helmholtz,
Meios Nao-Homogéneos.



Abstract

Mulato, Daniel Matumona. Study on the Quasi-Conformal Transformation
Optics Validity: Transformation Optics. 2018. 55 p. (Dissertation of Master in
Electrical Engineering) — Federal University of Itajubd, Minas Gerais, Brazil, 2018

The quasi-conformal transformation optics (QCTO) is a technique that uses co-
ordinate transformations for the design of electromagnetic devices and control
the propagation of electromagnetic waves, such as wave guides and invisibility
cloaks. Generally, the QCTO results in an optical medium with a nonhomoge-
neous refractive index. The deduction of this refractive index considers that the
Helmholtz equation can be applied in a nonhomogeneous medium. However, from
classical electromagnetism, it is known that the Helmholtz equation can not be
used in a nonhomogeneous medium. Therefore, this work studies the validity of the
application of the QCTO for the design of electromagnetic devices, as well as its
capacity to control the propagation of electromagnetic waves. The results indicate
that the QCTO works perfectly for the TE mode, but operation for the TM mode
is not guaranteed unless the gradient of the refractive index is negligible.

Keywords: Quasi-Conformal Optical Transform, Helmholtz Equation, Non-Homogeneous
Means.
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1 Introducao

O conceito de ondas eletromagnéticas esta relacionado com a presenca de
um campo elétrico e um campo magnético variantes no tempo, os quais podem
ser equacionados por um conjunto de leis fisicas conhecidas, formalmente, como
equagoes de Maxwell (RIBEIRO, 2004; POPOVIC, 1971). Estas Leis relacionam as
caracteristicas fisicas e propriedades como a permissividade elétrica, permeabilidade
magnética e condutividade elétrica com os campos elétricos e magnéticos, e também
depedem das propriedades eletromagnéticas dos meios de propagacao, tais como:
meio linear, nao-linear, isotrépico, nao-isotrépico, homogéneo, nao-homogéneo

(ROZZI; MONGIARDO, 1996).

1.1 Meios de Propagagao

Os meios sao de suma importancia no estudo da propagacao das ondas
eletromagnéticas, pois eles estabelecem e determinam as caracteristicas apropriadas
dos campos eletromagnéticos, assim como as condi¢oes de contornos estabelecidas
no meio em anéalise. Os meios matérias podem ser segundo suas caracteristicas em
condutores, dielétricos, magnéticos e semi-condutores de acordo com a importancia
dos fenémenos fisicos da condugao, polarizacao, magnetizacao ou se conducao e a
polarizagao sao da mesma ordem de grandeza (VASCONCELOS, 2015; RIBEIRO,
2008).

Um meio é dito linear quando suas caracteristicas fisicas sdo independentes
da intensidade do campo aplicado. Se essas caracteristicas dependem da orientacao
dos campos, entdao o meio ¢ dito ser anisotrépico, caso contrario ele é isotropico. Se
ainda essas caracteristicas dependem da posi¢ao, o meio é dito ser ndo-homogéneos.

Caso contrario ele é homogéneo (VASCONCELOS, 2015; JR; BUCK, 2013). Vale
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ressaltar que essas caracteristicas podem variar com o tempo, mas nao é o caso
deste trabalho .

Estas equagoes descrevem, entre outros fatores, a propagacao das ondas
eletromagnéticas, ou seja, a transferéncia de energia entre pontos distintos devido
a presenga de campo elétrico e magnético. Dependendo das caracteristicas da fonte
de excitagao, das condigoes de contorno e das propriedades do meio de propagacao,
a onda podera se propagar em diregoes preferenciais (ROZZI; MONGIARDO, 1996)
como é o caso de guias de onda. A energia associada a onda eletromagnética é
obtida por meio do vetor de Poynting, e depende do meio de transmissao.

A técnica Transformada Optica (TO) (LEONHARDT; PHILBIN, 2009;
PENDRY; SCHURIG; SMITH, 2006), vem despertando a aten¢ao de pesquisadores
pela grande flexibilidade de projetar dispositivos e componentes 6pticos. A trans-
formada Otica controla a propagacao das ondas eletromagnéticas conforme uma
determinada aplicagao. Assim, a TO determina as propriedades que controlam a
propagacao das onda eletromagnéticas conforme a geometria da transformacao de
coordenadas. Estas propriedades sao deduzidas mediante a relevante propriedades
das equagoes de Maxwell serem invariantes sobre transformagcoes de coordenadas o
que pode ser demonstrado com o calculo tensorial. Assim, os pardmetros ineren-
tes do tratamento matematico das equagoes de Maxwell com o calculo tensorial
podem ser interpretados com as propriedades, permissividade elétrica e permea-
bilidade magnética, para o meio cujo efeito é controlar a propagacao das ondas
eletromagnéticas conforme a geometria da transformacao de coordendas.

A técnica TO pode resultar em meios com anisotropia na permissividade
elétrica e anisotropicos na permeabilidade magnética. Tais meios podem ser de
dificil fabricacdo, embora progressos tem sido realizados com metamateriais (CHEN;
CHAN; SHENG, 2010). Por outro lado, a aplicagdo do mapeamento quase-conforme

na TO, é capaz de evitar as propriedades anisotréopicas, resultando em um meio
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descrito apenas por um indice de refragdo nao-homogéneo (PENDRY; SCHURIG;
SMITH, 2006; LIU et al., 2013; LIU; PENDRY, 2008). Neste contexto, fez-se
um estudo sobre a validade da Transformada Optica Quase-Conforme em meios
isotropicos e nao-homogeéneos, uma vez que a dedugao do indice de refracao na
Transformada Optica Quase-Conforme assume uma aproximaciao envolvendo a

equacao de Helmholtz.

1.2 Motivagao

A transformada Optica é um novo método desenvolvido para o projeto de
dispositivos eletromagnéticos, baseando-se nas propriedades da invariancia das
equacoes de Maxwell, resultando em meios nao-homogéneos, assim podendo ser
considerado como uma ferramenta poderosa de design para dispositivos opticos.

O indice de refracao obtido da TO, usando o mapeamento quase-conforme
é deduzido admitindo-se que a equacao de Helmholtz seja valida para os campos
elétrico e magnético em meios nao-homogéneos, contrariando o eletromagnetismo
classico, onde é conhecido que a equagao de Helmholtz nao pode ser empregada
em meios nao-homogéneos.

Por isso, este trabalho apresenta um estudo sobre a validade da aplicacao da
transformada 6ptica quase-conforme em meios nao-homogéneos de modo a avaliar

sua eficacia no controle da propagacao de ondas eletromagnéticas.

1.3 Objetivo

O objetivo deste trabalho é fazer uma anélise sobre a validade e aplicagao
da Transformada 6ptica Quase-Conforme, visto que do eletromagnetismo cléssico, é

conhecido que a equacado de Helmholtz é empregada somente em meios homogéneos.
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O presente trabalho verifica o comportamento dos campos elétrico e magné-
tico em meio nao-homogéneo e isotrépico, afim de avaliar o efeito da aproximacgao
adotada na transformada éptica quase-conforme, ou seja, o uso da equacao de
Helmholtz em meios nao-homogéneos e a sua capacidade de controlar os campos
elétrico e magnético. Sendo assim, a equagao de Helmholtz é reescrita em fungao
da permissividade elétrica, ou seja, considerando meios com indice de refragao
dado pela seguinte expressio, (n? = € e y = ). Para que possamos descrever a
eletrodinamica da propagacao da onda, utilizaremos apenas os vetores EeH , bem
como suas componentes. Para o efeito do estudo serd considerado uma regiao isenta

de cargas e correntes.
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2 Fundamentacao Teérica

O conceito abordado pela TO baseia-se, no fato que as equagoes de Maxwell
sao invariantes em transformagoes de coordenadas (LEONHARDT, 2006). A geo-
metria diferencial e o calculo tensorial (SANCHEZ, 2011) sao considerados como
a linguagem matemética ideal para evidenciar o estudo da Transformada Optica
que também ¢ ttil para descrever os espacos curvos da teoria da relatividade de
Einstein (LAWDEN, 2002). Esta abordagem demonstra que as equagoes de Maxwell
possuem a mesma forma em qualquer sistema de coordenadas.

Demonstra-se que a deformacao espacial imposta por uma transformacao de
coordenadas corresponde ao caminho percorrido pelas ondas eletromagnéticas em
um meio que possuem as propriedades, permissividade elétrica (€) e permeabilidade
magnética (u). definidas pela Transformada Optica (LEONHARDT; PHILBIN,
2009). Sendo a transformagao de coordenadas representada por seu Jacobiano
(J), a permissividade elétrica relativa (€,) e a permeabilidade magnética relativa
(1), do meio éptico que leva a propagagao das ondas eletromagneticas conforme
a geometria da transformacao de coordenadas, sdo dadas por (LEONHARDT;
PHILBIN, 2009):

Di = 60€ijEj, BZ = IUOILLUH] (21)
g g N N |
it iy 29
e’ =p" =99 Jet(D) (2.2)
De forma equivalente:
¢l =eo/g9” e p? = poy/ge”? (2.3)

onde ¢ é o tensor métrico da transformacao de coordenadas e g é o seu

determinante. Vale ressaltar que, tensores sao elementos uasados para generalizar
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os conceitos sobre escalares, vetores e matrizes envolvendo transformacgoes de
coordenadas. Um tensor métrico define as propriedades geometrica do sistema de
coordenadas, ou seja, o tensor métrico define a geometria do espaco-tempo.

Sendo assim, um meio que atende as propriedades das equagoes (2.1), (2.2)
e (2.3) determina o comportamento das ondas eletromagnéticas exatamente como
previsto pela geometria definida pela transformacao de coordenadas.

Existem varias aplicagoes da TO no controle da propagacao das ondas
eletromagnéticas em meios fisicos, bem como o projeto de dispositivos épticos,
guias de ondas, capas ou mantos de invisibilidade e lentes (CHEN; FU; YUAN,
2009; LIU; PENDRY, 2008; SCHURIG et al., 2006; CAI et al., 2007; MA et al.,
2009; GABRIELLI et al., 2009). Na TO, a geometria e as transformagoes de coor-
denadas desempenham o papel dominante, ou seja, ao efetuar uma transformacao
de coordenadas, deve-se garantir a continuidade entre o sistema de coordenadas
original e o sistema transformado evitando assim as reflexdes nas fronteiras.

A escolha da transformacao de coordenadas tem fundamental influéncia na
Transformada Optica pois define as propriedades do meio éptico bem como os
efeitos destas propriedades sobre a propagacao das ondas eletromagnéticas. Neste
contexto, as condi¢oes de contorno determinam a funcionalidade do dispositivo
eletromanético projetado com a transformada optica. Além disso, geralmente, as
propriedades definidas em (2.1), (2.2) e (2.3) implicam em meios anisotrépicos.

Para o estudo da propagacao das ondas eletromagnéticas, a anisotropia ¢é
uma caracteristica dos materias onde a permissividade elétrica e permeabilidade
magnética tem uma dependéncia da direcao de propagacao dos campos elétricos
e magnéticos (RIBEIRO, 2004; MACKAY; LAKHTAKIA, 2010; WANG; FANG,
2001). Uma forma de minimizar a anisotropia dos materias consiste na escolha
adequada de transformacoes de coordenadas que possam obedecer aos critérios de

um projeto de dispositivo optico.
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Outra alternativa para a realizacao pratica da Transformada Optica é
através da escolha conveniente de transformagcoes de coordenadas. A proxima secao

apresenta uma classificacao geral das transformacgoes de coordenadas.

2.1  Transformagoes de Coordenadas

A transformacao de coordenadas é uma técnica util na solucao de muitos
problemas fisicos como aqueles com geometria polar, cilindrica e esférica. De um
modo geral, as transformacoes de coordenadas sao mudancas de variaveis que
podem ser empregadas em problemas fisicos levando a interpretagoes interessantes
como as propriedades que um meio fisico deve possuir para controlar grandezas
fisicas. Um exemplo deste cendrio é a técnica denominada de transformada éptica
a qual consiste na aplicacao de transformagoes de coordenadas sobre as equagoes
de Maxwell.

A escolha do tipo de transformacao de coordenada tem implicagoes na trans-
formada Optica. Neste sentido, existem trés tipos de transformacoes de coordenadas:
transformacao conforme, quase-conforme e nao conforme ((JUNQUEIRA, Tese
de Doutorado - UNIFEIL 2015)). Estes tipos de transformagoes e seu efeito na

aplicacao na transformada Optica sao descritos nas préoximas segoes.

2.1.1 Transformac¢ao Conforme

Sao transformagoes de coordenadas em que apés uma transformacao os
angulos entre retas ou curvas no sistema original sao preservados no sistema
transformado. Além disso os objetos infinitesimais mantém sua forma preservada
ap6s a transformagao (LEONHARDT, 2006). A Figura 1 ilustra um exemplo de

transformacao conforme.
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Transformagdo

Figura 1 — Transformacgao de Coordenadas Conforme (JUNQUEIRA, Tese de Dou-
torado - UNIFEL 2015). O dngulo reto no sistema de coordenada original
é mantido apds a transformacao conforme.

A TO resulta em meios isotrépicos quando uma transformacao de coordena-
das conforme é utilizada no projeto com TO. Os mapeamentos conformes aplicados
na TO, podem ajudar a reduzir a complexidade dos pardametros dos materiais
resultantes nos dispositivos épticos e eletromagnéticos,pois sua aplicacao resulta
em um meio isotrépico e ndo-homogéneo (LEONHARDT, 2006). Esta metodologia
permite implementacoes mais praticas de projetos usando a TO. Todavia, transfor-
macoes de coordendas conformes nao atendem condigoes de contorno os quais sao
necessarios para garantir a funcionalidade do dispositivo eletromagnético projetado
com a TO bem como para evitar reflecgdes em suas interfaces ((LEONHARDT;

PHILBIN, 2012; JUNQUEIRA, Tese de Doutorado - UNIFEIL 2015)).

2.1.2  Transformacao Nao-Conforme

Sao transformacgoes de coordenadas em que apos realizada uma transforma-

¢ao observa-se que nao ha uma preservacao dos angulos entre retas ou curvas no
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sistema original e no sistema transformado, porém os objetos infinitesimais nao
mantém sua forma apds a transformacao. (LEONHARDT, 2006).

Na TO os meios épticos projetados tornam-se anisotropicos, porem, ja nessa
transformagao as condigoes de contorno podem ser atendidas (JUNQUEIRA, Tese
de Doutorado - UNIFEI 2015). Uma das caracteristicas dos materiais anisotropicos
é que a polarizacao nao é paralela ao campo elétrico aplicado e depende da direcao
do mesmo. Pois, sabe-se que a anisotropia é a caracteristica que um materiail
apresenta, de uma certa propriedade fisica variar com a direcao.

Uma abordagem para a fabricacdo de meios anistropicos projetado com a
TO ¢é o emprego de metamateriais. Os metamateriais sao concebidos de modo a
possuirem propriedades fisicas que nao ocorrem naturalmente mas que sdo fisica-
mente possivel como anisotropia e indice de refragao negativo. Os metamateriais
sao formados por células elementares que em conjunto conferem as propriedades

fisicas desejadas e incomuns. A Figura 2 ilustra um exemplo de metamariais.

r— a— —_—

= e e e Ty
> o - A e

F.,_r»

Figura 2 — Exemplo de metamaterial (BARROS, 2012). As células elementares
conferem as propriedades fisicas incomuns como anisotropia e indice de
refragdo negativo.
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Embora progressos na tecnologia de metamateriais tenham sido realizadas, a

realizagdo de meios anisotropicos projetados com a TO continua sendo um desafio.

2.1.3 Transformacao Quase-Conforme

Sao transformagoes de coordenadas em que apds uma transformacao os
angulos entre retas ou curvas no sistema original sdo praticamente preservados no
sistema transformado e os objetos infinitesimais também sdo praticamente preser-
vados (JUNQUEIRA, Tese de Doutorado - UNIFEL 2015; ASTALA; IWANIEC,;
MARTIN, 2008). Ou seja, o mapeamento quase-conforme pode ser considerado como
uma generalizagdo de mapeamento conforme, onde o mapeamento quase-conforme
consiste na aplicacao de transformagoes de coordenadas na TO (SPIEGEL, 1973;
JUNQUEIRA, Tese de Doutorado - UNIFEIL. 2015).

Quando aplicados na TO, os meios resultantes sdo quase-isotropicos e
atendem as condigoes de contorno. Esta abordagem é conhecida como transformada
6ptica quase conforme (QCTO - Quasi Conformal Transformation Optics). O
mapeamento quase-conforme é a técnica ideal para minimizar a anisotropia do
meio obtido pela TO tornando-a negligenciavel. Além disso, o meio dielétrico
derivado por mapeamento quase-conforme pode controlar a propagacao de onda
tanto em duas dimensoes quanto em trés dimensoes. Neste trabalho, é considerada
a transformacoes de coordenadas bidimensionais, e assim, o indice de refracao
obtido também ¢é bidimensional, sendo necessario sua extrusao ou rotacao para
criar um meio tridimencionais.

Exemplos de aplicacao da QCTO, usando extrusao de um indice em 2D, sao:
mantos de invisibilidade, guias de onda, divisor de polarizagao e lentes de Luneburg

(LU, 2014). Exemplos de meio tridimensional obtido com QCTO empregando
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rotagao de um indice de refracdo em um plano em 2D pode ser encontrado em (LU,

2014).
2.2 Principio de Fermat

No estudo da 6tica geométrica, o principio de Fermat (BORN; WOLF, 2013)
descreve que a trajetoria percorrida por um raio de luz, entre dois pontos é aquela
que requer o menor tempo possivel para percorre-lo. De forma genérica, a trajetéria
percorrida pela luz ao propagar-se de um ponto a outro ¢ tal que o tempo gasto
para percorré-la é menor possivel a respeito das possiveis variagoes de trajetoria.
Assim, o tempo necesséario para percorrer o caminho entre dois pontos A e B pode
ser descrito pela expressao apresentada em (LAKSHMINARAYANAN; GHATAK;
THYAGARAJAN, 2013; BORN; WOLF, 2013):

1 rt2 cdl _1

B
= — - = - 2.4
2 Jy vdtt c/Andl (2:4)

AT
onde ¢ é a velocidade da luz no véicuo, n é o indice de refracdo do meio (podendo
ser ndo-homogéneo) e v é a velocidade de propagagao da luz no meio.

O principio de Fermat diz, também, que a distancia (s) éptica deve ser

minima, o resultado apresentado em (2.4) nos permite calcular essa distancia

percorrida entre os pontos mencionados.

— dl — \/dil? + d dZ

onde A é o ponto inicial da trajetoria e B é o ponto final da trajetoria.
Observando o resultado apresentado em (2.5), nota-se que nem sempre o

caminho descrito com a menor distancia fisica é o menor caminho éptico, a luz pode

se propagar em curvas se o meio apresentar uma variacao no indice de refracao. A

Figura 3 ilustra esta situacao.
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Figura 3 — Ilustragdo do principio de Fermat(ZILIO, 2009). O caminho da luz
percorre a menor distancia 6ptica a qual é medida com a equacao 2.5.

Com isso, o principio de Fermat pode ser observado em diversas situacoes,
tais como: quando luz sofre uma reflexao em espelhos, observa-se que, se o indice
de refragao apresentado pelo meio de propagacao for constante, isto implica que o
menor caminho fisico correspondera ao menor caminho 6ptico. Isto deve-se pelo
fato que o dngulo de incidéncia é igual ao angulo de reflexdo. Assim também como
a equacao da lei de Snell é uma consequéncia que foi deduzida a partir do principio
de Fermat (HOUCK; BROCK; CHUANG, 2003). E este principio pode ser aplicado

para meios que apresentam um indice de refracao que nao seja constante.

2.3 Invariancia do Principio de Fermat Sobre Transformagoes Conformes

Os procedimentos apresentados na dedugao, restringem-se a tranformagoes
em 2D que sdo invariantes no tempo, ou seja, o meio depende apenas de coordenadas
espaciais.

O Principio de Fermat é invariante sob transformacodes de coordenadas
conformes (LEONHARDT; PHILBIN, 2012). Dados (x, y) como espaco original, a
transformagao das coordenadas entre o espago original (x, y) e o espago transformado

(z',y') pode ser representada por: 2’ = fi(z,y,2) e ¥ = folz,y,2). Assim, o
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Principio de Fermat serd invariante sob transformacoes de coordenadas se e somente

se:

s = /m/de +dy? = /n’\/dx’2 + dy" (2.6)

onde n é o indice de refracao do sistema original e n’ o indice de refragao do sistema

transformado. Com isso, podemos escrever que:

,  or or’
;oY 9y’
e 9.
dy e dx + Dy dy (2.8)

Elevando ao quadrado as equagoes (2.7) e (2.8), somando-as membro a
membro e aplicando a condi¢ao de Cauchy-Riemann que diz que: Se a derivada
de f'(z9) de uma funcao f = 2’ + iy existe num ponto do conjunto dos niimeros
complexos, entao as derivadas parciais em relacao as variaveis x e y, também existem

neste ponto e satisfazem as condigdes de Cauchy-Riemann (SHILOV; SILVERMAN

et al., 1996) ( %ﬁl = %—Z )e( %—”Z = —%—Z ), tem-se:
oz’ 2 o' 2
dz’? + dy” = [<32> + (&i) ] (da? + dy?) (2.9)

Desta forma a equagao (2.6) é valida, e verifica-se que o principio de Fermat
¢ invariante sob transformagoes conformes. Porém, para garantir esta invariancia,

temos a seguinte relacao entre os indices dos meios (original e transformado):

2
2 n

= (2.10)
(%) + (%)

O principio de Fermat, permite deduzir o indice de refracao que controla a

luz de acordo com geometria de uma transformacao de coordenadas conforme, isto



29

é, se um meio possui este indice de refracao (2.10), entao as ondas eletromagnéticas
propagam-se conforme a geometria da transformacao de coordenadas.

Vale ressaltar que o indice de refragao apresentado na equagao (2.10),
também pode ser obtido através da equacao de Helmholtz, ou seja, abordagem
feita pela QCTO uma vez que em meios nao homogéneos, o principio de Fermat
indica que a luz percorre caminhos curvos e pode ser empregado para projetos de
dispositivos 6pticos.

O proximo Capitulo apresenta a deducao da equagao (2.10) baseando-se na
equacao de Helmholtz para propagacao eletromagnética com transformacoes de
coordenadas quase-conforme (QCTO). Também, seré evidenciada a aproximacao
adotada na QCTO para a deducao da equagao (2.10) a qual é objeto de estudo
deste trabalho.



30

3 Equacao de Helmholtz

A equagao de Helmholtz é obtida a partir de um tratamento algébrico das
equacoes de Maxwell. Até entao, esta equagao é valida para meios lineares, homogé-
neos e isotropicos em uma regiao isenta de cargas (p = 0) (ROZZI; MONGIARDO,
1996; RIBEIRO, 2004).

A partir das equacoes de Maxwell, se a permeabilidade magnética e a
permissividade elétrica (4’ e €') nao forem constantes,observa-se que nao serd
possivel deduzir a equagdo de Helmholtz. Ondo (i e €’) correspondem ao meio
nao-homogéneo. Embora nao seja possivel deduzir a equacao de Helmholtz a partir
das equagoes de Maxwell, o que se pretende mostrar com este trabalho é que a
equacao de Helmholtz continua sendo valida para o modo TE com um perfil de
indice de refragao em 2D obtido da QCTO por extrusao na direcao z.

Com a aplicagdo do mapeamento quase-conforme na transformada optica,
observa-se que a equacao de Helmholtz nao é exclusiva para meios homogéneos. O
tratamento algébrico a ser apresentado, demonstra que a equacdo de Helmholtz
é aplicavel para a componente E, do campo elétrico do modo TE em meios nao-

homogéneos em 2D e extrudado na direcao z.

3.1 Algumas Aplicacoes da Equacao de Helmholtz

A equacgao de Helmholtz tem diversas aplicagoes para solucionar problemas
lineares relacionados a propagacao das ondas harmonicas, tais como: ondas elasticas,
fenomenos eletromagnéticos, ondas acusticas e interagao fluido-sélido entre outras
(MOMANI; ABUASAD, 2006). Para cada aplica¢do a equagao pode ser utilizada
em problemas direitos ou inversos, por meio de solugdes numéricas (MOMANTI;

ABUASAD, 2006). Além disso, a abordagem da transformada éptica quase-conforme
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é generalizada para as situagoes fisicas acima mencionadas. O comportamento dos
fenomenos fisicos é caracterizado pelas suas propriedades e pelas suas caracteristicas

internas (CHAGAS, 2013).

3.2 FEquacgao de Helmholtz para um meto Homogéneo

3.2.1 Relagoes Constitutivas das equagdes de Maxwell

As relagoes constitutivas ou leis de comportamento, exprimem as propri-
edades dos materiais, as condigoes de transmissao de um meio para outro e as

condigoes de contorno. A seguir sao apresentadas essas relagdes constitutivas:

—

B=puH, D=¢E e J=0F (3.1)

A partir das equagdes de Maxwell, pode-se demonstrar que, para um dado
meio homogéneo, sem cargas, e sem correntes (CORSON; LORRAIN, ; JACKSON,
1999):

— — a — =l — - 8 —
Vx E= —§B e V x B = poJ + uoean (3.2)
VxVxE:——(ng) (3.3)
V(V-E) =V (VE) = —2 (V x B) (3.4)
ot
V2E -V(V-E) = 9 (V x B) (3.5)
ot

Vi (v B =2 (Wu uE) (53.6)
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Para meio sem carga e sem corrente, tem-se:

ﬁ-E:ﬁ-(D)zlv-ﬁzp:o e J=0 (3.7)
€

L9 9 -
2p

Assim chega-se a seguinte equacao:

=

- 92 -, 92
VEE — ot B =0 (V2 — pocos | E =0 (3.9)

A equagao de onda para um escalar 1 qualquer (representando qualquer

componente de E ou H ) é:

2 02
(V - ,ueat2> =0 (3.10)

, N ~ 2 . .
Como a onda é harmoénica no tempo, entao tem-se que % = (iw)?, assim:

{V2 - ,ue(z'w)ﬂ Y=0— {VQ + uewﬂ =0 (3.11)

Para = g e € = €, €y, obtém-se a seguinte relagao:

1 1 2

Vi e e &

Logo:

2
2, W oo _

(724 5507 o) =0 (313)

onde ¥ (z,y) é uma componente de campo elétrico (Ex, Ey ou Ez) ou magnético

(Hz, Hy ou Hz), n = \/é, 1, € o indice de refragdo homogéneo de um dispositivo

eletromagnético, como um guia de onda, e w ¢é frequéncia da onda eletromagnética.
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3.8 Invariancia da Equacao de Helmholtz sob Transformagoes Conformes

O comportamento das ondas eletromagnéticas é governado pelas solugoes das
equagoes de Maxwell, para este trabalho, foram consideradas algumas simplificacoes
como meio homogéneo, isotrépico, ndo condutor e sem cargas (RIBEIRO, 2008).
Da mesma forma que o principio de Fermat é invariante, a equacao de Helmholtz
também ¢é invariante sob transformagoes de coordenadas conforme. Serd apresentado
uma demonstracao desta invaridncia usando analise complexa (LEONHARDT;

PHILBIN, 2012). Considerando a seguinte transformagao de coordenadas:

z=x+1y e w=2a+1iy (3.14)

Logo,
w(z) =w(z+iy) =2 + iy (3.15)

Note que na equagao (3.15) a parte real representa o eixo das abcissas e a
parte imaginaria representa o eixo das ordenadas. Adotando z = x 4+ iy; 2 = x — iy

e aplicando a regra de derivacao por cadeia, tem-se:

9 _0:0 00 _0 0
or 0x0z O0x0z 0z 0%
0 _0920 029 .0 .0
oy Oydz Oyodz 0z 0%

(3.16)

(3.17)

Das equagoes (3.16) e (3.17), demonstra-se que:

0 1[0 o, 0 10 .0
az_2<ax_zay> ¢ afz(ax“ay) (3.18)

Usando a equagao (3.18), pode se escrever o Laplaciano da seguinte forma:

® @ (o oa\[(o o &
2 _ — ; —i— | =4 1
V=02 T op (83: * Z@y) (835 Z@y) 9:0z (3.19)
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Analogamente, da equacao (3.19), o Laplaciano do sistema transformado

pode ser calculado como:

0? 0? ) 0 0 0 0?
12 — — _ y [ S = 4 2
VE= 00 Ty <8x’ * Zay’> (89&’ Zay) FwOT (3:20)
Determinado o diferencial de w e w para as transformacoes conformes, onde
% = aa—;” = 0, tem-se:
ow ow
- = U= —O0z 21
ow o 0z e Jw 5 0z (3.21)

Associando as equagoes (3.19), (3.20) e (3.21), tem-se:

2

_ Owow 9 |dw G (3.22)

=49, 95 owow |z

A expressao (3.22) demonstra que a equagao de Helmholtz é invariante sobre

v?

transformacoes de coordenadas conformes, pois o Laplaciano (V?) mantém a sua
forma no sistema transformado, exceto se for multiplicado por um escalar. Fazendo
uma substituigdo da equacao (3.22) na equacao (3.13), chega-se, assim, na equagao

do indice de refracao do sistema transformado,

,_n_ n
w

2l @)+ ()

Em (3.22), demonstra que a equagao de Helmholtz é invariante sobre trans-

(3.23)

z

formagoes de coordenadas conformes em duas dimensdes (2D), as quais podem ser
concisamente enunciadas com fungdes complexas na forma w = f(z) = 2/ + /i

com z = x + yi. Neste caso, o operador Laplaciano antes (V?) e depois (V'?)
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2
V2. Assim, a

w
0z

da transformacao de coordenadas sao relacionados por V? =

equacgao de Helmholtz, apds uma transformacao de coordenadas conforme, torna-se:

2 2
w n

12

V+02

P (2 y) =0 (3.24)
0z

Como os operadores V e V/ atuam sobre um mesmo operando , e com o
célculo diferencial, tem-se que (z,y) = (2, y).

Para o projeto de dispositivos 6pticos em 3D com a TO quase-conforme,
considera-se que um meio 6ptico possui o indice de refracdo em 2D, que pode ser
extrudado na diregao z (KUNDTZ; SMITH, 2010; LANDY; KUNDTZ; SMITH,
2010; MA; CUI, 2010), dado pela equagao (3.23).

Além do indice dado por (3.23), é considerado que a equagao de Helmholtz
em (3.24) é valida para um meio ndo-homogéneo, ou seja, com indice n’ de (3.23).
Neste caso, a solugdo da equacao (3.24) pode ser obtida tomando a solugao da
expressao (3.24) e usando o mapeamento z — w para reposicionar as componentes
de campo uma vez que ¥'(2',y") = ¥ (x,y). Portanto, a QCTO utiliza o indice de
refragdo n’ para deslocar os campos do ponto z,y para os pontos z’, Yy’ mantendo a
magnitude dos campos.

Em outras palavras, a equacao de Helmholtz em uma transformacao con-
forme, com meio nao-homogéneo, pode ser interpretada como a equacao de Helmholtz
no sistema retangular com indice de refracao homogeneo. Esta interpretacao per-
mite a definicdo do indice de refracdo n’, o qual leva ao controle da propagacao
eletromagnética com o mapeamento z — w, preservando a intensidade de campo
em cada ponto deste mapeamento. A Figura 4 ilustra o mapeamento da QCTO na
propagacao dos campos elétrico e magnético se a equagao de Helmholtz for valida

para meios nao homogéneos.
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Efeito da QCTO ,f""}x.

L / /-’ N

l
X

Figura 4 — Efeito da QCTO. O vetor campo ¢ transladado conforme a transformacao
de coordenadas mantendo sua magnitude.

Neste contexto, é evidenciado a aproximagao adotada na QCTO devido
ao uso da equagao de Helmholtz em um meio nao-homogéneo como ponto de
partida para a definicdo do indice de refracdo n’ e a deducdo do seu efeito na
propagacao da onda eletromagnética com a transformagao z — w conjuntamente
com a preservacao da intensidade do campo. As préximas sec¢oes realizam um estudo
sobre a validade da QCTO, particularmente, sobre as componentes transversal

elétrica (TE) e transversal magnética (TM).
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3.4 Dedugio da Equagdio de Helmholtz para i/ e € Nao-Homogéneos

As equagoes de ondas deduzidas regem o comportamento dos campos ele-
tromagnéticos num meio linear e nao-homogéneo, no qual a densidade de carga e
de corrente sao nulas. Assim, das equacoes de Maxwell, na auséncia de cargas e

correntes, demonstra-se que:

VxB=-2B ¢ VxH=2D (3.25)
VXVXE:—Q<VX§) (3.26)
ot
V(V-E)-V-(VE)= 9 (V x B) (3.27)
ot
2 il 0 I 77
VEE—VV B =2V x (uH) (3.28)

Aplicando as propiedades do calculo vetorial para o membro direito da equacgao

(3.28), tem-se:

]l
|

<

<
el
I

V2 ' (V x H) — =(H x V') (3.29)

. ﬁ 9 0~ 0 -
2717 . 2 _ /
VEE =NV E =l 5 (5.D) = = (H x Vi) (3.30)
2 o X — (S 7 /
VE-VV-E=yp at(e 8tE) 625(H x V') (3.31)

VE-VV-E=pd—5 — = (Hx V) (3.32)
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Obtencao da equacao de Helmholtz para o campo magnético.

— 8 —
VXVXH:a<VxD) (3.33)
(V- H) - V- (VH) = 2 (V x D) (3.34)
ot
2 17 7 9 I
—V2H +VV-H=—V x ({E) (3.35)

ot

Aplicando as propiedades do calculo vetorial para o membro direito da equacgao

(3.35), tem-se:

~V?H+VV-H= Qe’(v x E) — Q(E x V') (3.36)
ot ot
A v . —J (T _ /
V'H+VV - -H=¢ 875(875 ) at(E x Ve') (3.37)
- - o ,0 = 0 =
%72 . N e o _ /
V'H+VV-H 1] at(e 8tH) 8t(E x Ve') (3.38)

Logo, tem-se a equacao de onda para o campo magnético

. . OPH 9, -
V2H -VV-H = ¢ + a(E x Ve') (3.39)

As equagoes (3.32) e (3.39) demonstram que a equagao de Helmholtz nao
é valida para os campos EeH. Assim, o efeito que seria obtido pela QCTO na
propagacao de E e H nao é valido quando n' = /é'u’ e n’ é dado por (2.10).

Embora os efeitos da QCTO nao sejam validos, pode-se demonstrar que,
sobre certas circunstancias, a propaga¢ao dos modos TE e TM seguem a geometria

da transformacao de coordenadas. As proximas segoes apresentam estas situagoes.
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3.4.1 Meios com permissividade elétrica nao homogénea e permeabilidade magné-
tica constante e igual a permeabilidade magnética no vacuo.

O indice de refracao n’ dado em (2.10) pode ser escrito como n' = /€.
Para facilitar a fabricagdo de um meio projetado com a QCTO, pode-se considerar
o meio sem resposta magnética. Neste caso para i/ = 1 tem-se ¢ = n/?, assim a
equagao (3.32) se transforma para:
V?E -VV-E = ;/e’aiE (3.40)
ot?
A simplicagao apresentada em (3.40) nao é suficiente para admitir que o
campo E satisfaz a equacao de Helmholtz devido a presenga do termo VV - E.
Para o caso particular onde o indice de refracao em 3D ¢ obtido pela extrusao
na diregao z do perfil de indice n’ = /€. em (2.10), entdo Ve, = (ex, ey,0). Além

disso,

: (3.41)

A equagao (3.41) aplicada para a componente TE, ou seja, E = (0,0, E,)
em conjunto com o fato Ve, = (ex,ey,0) implica que V - E = 0. Portanto, a
equacao (3.40), para um meio sem resposta magnética, transforma-se na equacao
de Helmholtz para o campo E, do modo TE.

Portanto, os efeitos previstos na propagacao do campo quando o indice n’

em (2.10), extrudado na dire¢ao z, é utilizado, ou seja, mapeamento de acordo com
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a transformacao de coordenadas e preservagao da magnitude sao mantidos para a
componente F, do modo TE.

As componentes H, e H, envolvidas no modo TE também respeitam a
transformacao de coordenadas devido as equagoes de Maxwell. Por outro lado, a
magnitude destes campos nao é preservada, pois, neste caso, a equagao de Helmholtz
nao é atendida como indicado por (3.39). Todavia, a preservacao da magnitude do
campo elétrico é de suma importancia, porém a magnetude do magnético nao é
critica para a maioria dos projetos de dispositivos opticos.

Em conclusao, a QCTO é valida para o controle da propagacdao do modo TE.
Para o campo TM, no entanto, ndo é garantido os efeitos da QCTO, uma vez que
a equacao de Helmholtz nao se aplica a nenhuma das componentes H.,, F, e E),
quando n’ = /€. Caso o gradiente do indice de refracio possa ser desprezado em
um determinado projeto com a QCTO, os efeitos da QCTO na propagacao serao
validos também no modo TM, pois as expressoes em (3.32) e (3.39) se aproximarao
da equacao de Helmholtz.

A préxima secao ilustra um caso analogo, ou seja, quando a permeabilidade

magnética nao é constante e a permissividade elétrica é constante.

3.4.2 Meios com permeabilidade magnética nao homogénea e permissividade
elétrica constante e igual a permissividade elétrica no vacuo.

Quando a permissividade elétrica é constante,(¢’ = €y) a permeabilidade

magnética é (1 = n'?), assim a equacio (3.39) se torna-se:

, ,0°H

5 = .
V'H—-VV-H='e 5

(3.42)
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A equagdo (3.42) nao possui o formato da equagdo de Helmholtz devido a
presenca do termo VV - H. Considerando que o indice de refracao esta em 2D e

extrudado na dire¢ao z entao Ve, = (ex,ey,0). Assim,

H-Vi, (3.43)

A equagao (3.43) aplicada para a componente TM, ou seja, H= (0,0,Hz)
em conjunto com o fato V! = (hz, hy,0) leva a V - H = 0. Deste modo, a equacio
(3.42), para um meio com €' = ¢y, transforma-se na equagao de Helmholtz para o
campo Hz do modo TM.

Assim, os efeitos da QCTO sao vélidos na propagacao da componente de
campo H quando o indice n’ em (2.10), extrudado na diregdo z, é utilizado e €. = €.
As componentes Fx e Ey do modo TM também respeitam a transformacao de
coordenadas devido as equacoes de Maxwell. Todavia a magnitude destes campos
nao é preservada, pois, neste caso, a equagao de Helmholtz nao é atendida como
indicado por (3.32).

O proximo Capitulo apresenta os resultados numéricos os quais confirmam

os efeitos nos campos do modo TE e modo TM anteriormente mencionados.
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4 Resultados

Simulagoes numéricas foram realizadas para comprovar os resultados tedricos
previstos no Capitulo 3 para os modos TE e TM em um perfil de indice em 2D
obtidos da extrusao na direcao z.

Neste sentido, foram considerados dois exemplos de guias de onda. O primeiro
¢ um guia de onda curvo de 90° com um elevado gradiente de indice de refragao, o
qual ocorre no centro da curva, com a finalidade de evidénciar o efeito dos termos
que nao pertencem a equagao de Helmholtz nas equagoes 3.32 e 3.39. O segundo é
um guia de onda curvo em S com fator de expansao na saida de 50%. A técnica
apresentada em (JUNQUEIRA; GABRIELLI; SPADOTI, 2014) foi empregada no
projeto com QCTO dos guias de onda em estudo. A figura 5 apresenta o indice de

refragdo para os guias de onda estudados.

13,5

2

Figura 5 — Exemplos de guias de onda estudados. a) Perfil do indice de refragao do
guia de onda curvo de 90°. b) Perfil do indice de refracao do guia de
onda curvo S com expansao de 50%.
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Assim, dois cenarios foram simulados para demonstrar os efeitos na propacao
nos modos TE e TM em ambos exemplos de guia de onda conforme descrito nas

secoes seguintes.

4.1  Cendrio 1 - Permissividade elétrica nao homogénea e Permeabilidade magné-
tica constante

Conforme descrito teoricamente na se¢ao 3.4.1, o indice de refracdo dado em
(2.10) é capaz de controlar a propagacio do modo TE quando €. = n? e ' = py.
Neste caso, o campo F, segue a geometria da transformacao de coordenadas
mantendo sua magnitude enquanto os campos H, e H, seguem a geometria da
transformacao sem manter sua magnitude.

A Figura 6 ilustra o resultado da simulagdao para as componentes de campo
E., H, e H, do modo TE. O comprimento de onda utilizado foi A = 3100um. Esta
figura 6a) demonstra que o campo elétrico F, segue a geometria da transformacao de
coordendas e simultaneamente mantém sua magnitude, ou seja, o resultado previsto
pela QCTO. Além disso, a figura 6b) e ¢) indicam que os campos magnéticos H, e
H, acompanham o campo elétrico E, e, portanto, acompanham a geometria da
transformacao de coordenadas, todavia, neste caso sem manter a magnitude do
campo.

A figura 7 apresenta o resultado para o mdédulo do campo elétrico |E,|
e do modulo do campo magnético |H|. Esta figura demonstra novamente que o
campo Ez percorre a geometria da transformacao de coordenadas mantendo sua
magnitude. Os campos H, e H, também percorrem a geometria da transformacao,
contudo, nao ha a preservagao da intensidade do campo.

A figura 7 também enfatiza o efeito do elevado gradiente de indice na

propagacao do campo magnético H ou seja, a modificacdo da magnitude do campo
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Figura 6 — Simulagao das componentes de campo do modo TE nos guias de onda
sem transformacao, guia de onda curvo de 90° e guia de onda curvo em
S com expansao de 50% respectivamente. a) Campo E, normalizado; b)
Campo H, normalizado; ¢) Campo H, normalizado.
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b)

Figura 7 — Simulacao dos componentes de campo do modo TE nos guias de onda
sem transformacao, guia de onda curvo de 90° e guia de onda curvo em
S com expansao de 50% respectivamente. a) Norma do campo elétrico

|E |; b) Norma do campo magnético |H|.

nesta regiao com relagao ao guia original. Nota-se também que a magnitude do

campo elétrico E nao se modifica em relacao ao guia original.

4.2 Cendrio 2 - Permeabilidade magnética nao homogénea e permissividade elétrica
constante

Quando a permeabilidade magnética é dada por (1. = n'?) e a permissividade
g Ho

elétrica é constante (€' = ¢), a QCTO é valida para a componente H, do campo
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magnético, e os campos elétricos associados, E, e E,, acompanham H,. Estes
resultados tedricos sao apresentados na secao 3.4.2.

A figura 8 ilustra os campos H., F, e E, do modo TM. Nesta figura
demonstra-se que o campo magnético H, se propaga conforme a geometria da
transformacao de coordenadas mantendo sua magnitude, deste modo atendendo
ao previsto pela QCTO. Ja os campos elétricos E, e E, se propagam conforme a
geometria da transformacao de coordenadas porém sem manter sua magnitude.

A Figura 9 apresenta as normas dos campos elétricos e magnéticos. Nesta
Figura ¢ confirmado o efeito do perfil indice de refragio quando ( p. = n’? e
¢ = €9) no modo TM, ou seja, a magnitude do campo magnético H é mantida e
a magnitude do campo elétrico F nao é mantida, principamente nas regioes de
elevado gradiente de indice de refracdo devido aos termos que nao pertencem a
equagao de Helmholtz na equacao (3.32).

Em todas as simulacoes realizadas, houve conservacao de energia, ou seja,
o fluxo de poténcia medido pelo vetor de Poynting é mantida na entrada e na
saida. Nos casos onde as propriedades do meio se modificam na saida ou ocorre

uma expancao de 50%, os campos E e H se modificam de modo que o vetor de

Poynting é mantido.
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Figura 8 — Simulacao das componentes de campo do modo TM nos guias de onda

sem transformacao, guia de onda curvo de 90° e guia de onda curvo em
S com expansao de 50% respectivamente. a) Campo E, normalizado; b)
Campo H, normalizado; ¢) Campo H, normalizado.
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L.

z

b)

Figura 9 — Simulagdo dos componentes de campo do modo TM nos guias de onda
sem transformacao, guia de onda curvo de 90° e guia de onda curvo em S
com expansao de 50% respectivamente. a) Norma do campo magnético

]ff |; b) Norma do campo elético |E’ |.



49

5 Conclusoes Finais

Este trabalho abordou o efeito da aproximagao adotada na QCTO, ou
seja, o uso da equacao de Helmholtz em meios nao-homogeneos na deducao das
propriedades de dispositivos eletromagnéticos projetados com a QCTO e seus
efeitos na propagacao de ondas eletromagnéticas. Foram investigados os efeitos
dessa aproximacao para as componentes de campos F e H.

Caso o meio 6ptico definido pela QCTO seja sem resposta magnética e
obtido por uma extrusdao de um indice em 2D, foi demonstrado que a equagao
de Helmholtz é valida para a componente F, do campo elétrico no modo TE.
Portanto, os efeitos previstos pela QCTO na propagacao desta componente de
campo sao validos, ou seja, o campo se propaga conforme a transformacgao de
coordenadas e mantém sua magnitude. Embora para as componentes H, e H, do
modo TE a equacao de Helmholtz nao seja valida, estas componentes de campo
também acompanham a geometria da transformacao devido as equagoes de Maxwell
preservar em sua magnitude. No modo TM nenhuma das componentes de campo
sao descritas pela equacao de Helmholtz e, consequentemente, os efeitos previstos
pela QCTO nao sao aplicaveis para as componentes de campo F,, E, e H,, exceto
se o gradiente do indice de refracao for desprezivel.

Por fim, pode-se afirmar que a QCTO em 2D é plenamente vélida para o
projeto de dispositivos eletromagnéticos, sem resposta magnética, que atuam sobre
o modo TE. No caso do modo TM, nao é possivel afirmar que a QCTO controla a
propagacao da onda eletromagnética conforme a geometria da transformagao de
coordendas uma vez que a equagao de Helmholtz nao ¢ atendida para os campos E,,
E, e H,. Todavia, caso o gradiente do indice de refracao seja pequeno comparado
com o comprimento de onda, o efeito da QCTO se aproxima ao definido pela

transformacao de coordenada para os campos do modo TM.
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Trabalhos Futuros

Algumas sugestoes para trabalhos futuros sao:

Estudo da validade da QCTO em 3D.

Novos estudos e aplicagoes da QCTO. Como a energia associada a cada um
dos campos.

Estudos sobre a aplicagdo da TO em meios nao Lineares.

Estudos de novos métodos e melhorias nos métodos existentes para reducao
da anisotropia.

Analise do Comportamento dos campos elétrico e magnético para um indice

de refragao definido pelo produto de p e €, com ambos € e p variavel.
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