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Resumo

Nesta dissertacao classificaremos os campos Hamiltonianos quadraticos planares e
determinaremos os seus possiveis retratos de fase globais no disco de Poincaré. Para tanto,
apresentaremos uma classificacao das formas ciibicas homogéneas em duas variaveis e,
posteriormente, exibiremos uma classificagao destes campos Hamiltonianos em 32 familias
de campos que dependem de no maximo 4 parametros. Além disso, para determinar o
retrato de fase global destes campos utilizamos técnicas como Blow-Up, Compactificacao

de Poincaré e o Teorema dos Pontos Singulares Nilpotentes.

Palavras—chave: Equacoes Diferenciais, Sistemas Hamiltonianos, Retrato de Fase Glo-

bal, Compactificacao de Poincaré.
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Abstract

In this dissertation we will classified the quadratic Hamiltonian vector fields and
determine their possible global phase portrait in the Poincaré disk. We will present a
classification of the homogeneous cubic forms in two variables and then we reduce the
study of the quadratic Hamiltonians vector fields to 32 normal forms depending at most
on 4 parameters. Moreover, to determine these global phase portraits we use techniques
such as Blow-Up, Poincaré compactification of polynomial vector fields and the study of

local behavior at a nilpotent singular point.

Keywords: Differential Equations, Hamiltonian Systems, Global Phase Portrait, Poin-

caré Compactification.
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Introducao

A teoria qualitativa das equagoes diferenciais ordinarias tem por objetivo a investiga-
¢ao de propriedades inerentes as solucoes das equacoes que definem o problema, sem se
preocupar com as possiveis expressoes que tais solugoes venham a ter. Um dos problemas
pertencentes a essa teoria no plano é o de representar, para uma dada familia de sistemas
diferenciais, a classificacao topologica global de seus retratos de fase. O pioneiro no es-
tudo dos retratos de fase de um campo vetorial foi Jules Henri Poincaré [19], encontrando
a primeira motivagao em problemas de mecéanica celeste, com particular atencao para a
estabilidade do sistema solar.

Lawrence Markus [15] foi o primeiro a tentar uma classificacao de sistemas diferenciais
quadraticos homogéneos planares por meio de algebras nao associativas. No entanto, a
abordagem de Markus nao foi muito satisfatéria no sentido em que sua classificacao nao
correspondia exatamente & de sistemas diferenciais, resultando em algumas duplicacoes
e omissoes. Vulpe [21] forneceu todos os retratos de fase globais de sistemas diferenciais
polinomiais quadréaticos com um centro. Vulpe também forneceu alguns resultados parci-
ais para os centros de sistemas polinomiais planares de graus maiores que dois. Em 1994,
J.C Artés e J. Llibre [I] estudaram todos os retratos de fase globais de campos vetoriais
Hamiltonianos quadraticos planares. Recentemente, Colak, Llibre e Valls em [6, [7, [8, @]
forneceram os retratos da fase globais no disco de Poincaré de todos os sistemas Hamil-
tonianos polinomiais planares tendo somente termos lineares e ciibicos homogéneos, com
um centro do tipo linear ou um centro do tipo nilpotente na origem, juntamente com
seus diagramas de bifurcagdo. Sob um outro ponto de vista, Dias, Llibre e Valls [11]

classificaram os retratos de fase globais de sistemas Hamiltonianos polinomiais planares



de grau 3 com Zy—simetria e centros nilpotentes. Para sistemas diferenciais polinomiais
da forma linear e nao-linear homogéneos de grau superior a trés, os centros na origem
nao sao caracterizados, mas existem resultados parciais para os sistemas de grau quatro
e cinco com centros do tipo lineares, veja por exemplo [4] e [5]. Alguns resultados para
graus maiores sdo conhecidos, por exemplo em [14].

Esta dissertacao tem como propésito fornecer todos os retratos de fase globais dos
campos Hamiltonianos quadraticos planares, cuja principal motivagao é proveniente do
artigo de J.C Artés e J. Llibre [I]. Mais precisamente, iremos nos dedicar a provar o

seguinte teorema.

Teorema 0.1. Seja X um campo vetorial Hamiltoniano quadrdtico planar. O retrato
de fase global de X ¢€ topologicamente equivalente a uma das 28 configuragoes dadas na
Figura [2.1.  Além disso, cada uma das configuragoes da Figura é realizdvel por um

campo vetorial Hamiltoniano quadrdtico planar.

O problema de determinar os possiveis retratos de fase globais de um campo Ha-
miltoniano quadrético planar se torna dificil a partir do momento em que o nimero de
coeficientes independentes encontrados para este tipo de campo é grande. Desta forma,
através de mudangas de coordenadas lineares e reescalonamento no tempo, iremos classi-
ficar um campo Hamiltoniano quadratico planar em 32 familias de campos que dependem
de no méaximo 4 parametros independentes.

O software P/ [3] foi utilizado nesta dissertagdo para auxiliar na determinagao dos
retratos de fase globais no disco de Poincaré. Entretanto, evidenciamos uma grande
quantidade de informagao sobre os pontos singulares, explicitando, dentro do possivel, a
construcao dos retratos de fase destes campos no disco de Poincaré, sem abrir mao da
teoria que embasa a construcao.

Nesta dissertagao temos o texto organizado da seguinte forma. Comegamos o Capitulo
dando definicoes e resultados importantes sobre sistemas diferenciais nao lineares tais
como o Teorema do Fluxo Tubular e o Teorema de Hartman-Grobman. Estudaremos
posteriormente a estrutura local de singularidades hiperboélicas e nilpotentes. Faremos

uma breve introducao sobre a técnica do blow-up, que é uma importante ferramenta que



permite o estudo de singularidades linearmente nulas, e encerramos este capitulo apresen-
tando a compactificagao de Poincaré, que é utilizada para o estudo do comportamento no
infinito de campos polinomiais. No Capitulo [2 apresentaremos alguns conceitos importan-
tes sobre campos Hamiltonianos quadraticos planares e reduzimos o estudo dos campos
de vetores dos sistemas quadraticos Hamiltonianos para 32 familias dependendo de no
maximo 4 parametros. Finalmente, no Capitulo [3|iremos dedicar & prova do Teorema

descrevendo os possiveis retratos de fase globais destas 32 familias de campos.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Sistemas Diferenciais nao Lineares

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos basicos e resultados importantes de

sistemas diferenciais nao lineares que serao utilizados ao longo desta dissertacao.

1.1.1 Campos Vetoriais e Fluxos

Seja U um subconjunto aberto do R%2. Um campo de vetores polinomial X =
(P, Q) definido em U é uma aplicagdo que associa para cada ponto (z,y) € U um vetor
X(z,y) = (P(z,y),Q(z,y)) em R?, onde

P(z,y) = Z aa'y’,  Q(z,y) = Z bija'y’
i+j=0 i+j=0

sao polinomios em duas variaveis.

Definicao 1.1. O sistema
&= P(x,y)

= Q(z,y)
é chamado de sistema diferencial associado ao campo de vetores X = (P, Q), onde (x,y) €

Uu.

(1.1)

Salvo quando mencionarmos o contrario, X sera o campo de vetores definido acima.
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Definicao 1.2. Considere p € U um ponto dado, dizemos que p ¢ um ponto regular de

X se X(p) # (0,0); p € uma singularidade ou equilibrio de X se X (p) = (0,0).

Definicao 1.3. Um campo vetorial de classe C", r > 1, em U, é uma aplica¢ao

X U — R? de classe C".

Definicao 1.4. O sistema
T =X(x) (1.2)
€ chamado de sistema diferencial associado ao campo de vetores X. As solugoes

desta equagao, isto €, as aplicagoes diferencidveis ¢ : I — U (I C R) tais que

#(6) = “2(1) = X (o)

para todo t € I, sao chamadas trajetorias ou curvas integrais de X'.

Definicao 1.5. A aplicagio ¢ : Q@ — U, onde Q = {(z,t) :x € U,t € J,} e J, €0

intervalo mazimal da solugao que passa por x, chama-se fluxo gerado por X.

Definicao 1.6. O conjunto v, = {¢(p,t) : t € J,}, isto é, a imagem da curva integral de
X pelo ponto p, chama-se é6rbita de X pelo ponto p.

Uma vez que dispomos de um recurso para a representacao de um campo vetorial,
seu retrato de fase, devemos procurar meios para comparar duas representagoes e dizer
quando sdo equivalentes (possuem as mesmas propriedades essenciais). Introduzimos a
seguir a no¢ao de equivaléncia topologica entre dois campos vetoriais, as quais permitem

comparar seus retratos de fase.

Definicao 1.7. Sejam ¢ : Q1 — R? e ¢y : Qo — R? 0s fluzos gerados pelos campos
XU — R? e Xy : Uy — R2, respectivamente. Dizemos que X; € topologicamente
equivalente (resp. C"-equivalente) a Xy quando existe um homeomorfismo (resp. um
difeomorfismo de classe C" ) h : Uy — Uy que leva drbita de Xy em orbita de Xy preservando

ou revertendo a orientacao.

Observe que esta definicao estabelece uma relagao de equivaléncia entre campos defi-
nidos em abertos de R%. O homeomorfismo h chama-se equivaléncia topolégica (resp.

diferenciavel) entre X e As.



Definicao 1.8. Sejam ¢ : Q1 — R? e ¢y : Qo — R? 0s fluzos gerados pelos campos
XU — R? e Xy : Uy — R?, respectivamente. Dizemos que X; ¢ topologicamente
conjugado (resp. C"-conjugado) a X; quando existe um homeomorfismo (resp. um
difeomorfismo de classe C") h : Uy — Uy tal que h(pi(t,p)) = @a(t, h(p)), para todo
t € R epe R% O homeomorfismo h chama-se conjugagao topolégica (resp. C7-

conjugacgao) entre X} e Xj.

A relagao de conjugagao é também uma relacao de equivaléncia entre campos definidos
em abertos de R%. E claro que toda conjugagao é uma equivaléncia. O teorema a seguir
diz que, localmente, em torno de um ponto regular, todo campo se comporta como um

campo constante.

Teorema 1.1. (Fluxo Tubular) Sejam X e p € R* um ponto reqular de X. Entio
existe um difeomorfismo que conjuga X em uma vizinhanga de p com o campo constante

Y = (1,0) restrito a uma vizinhan¢a da origem (0,0).

A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [20)].

1.1.2 Estrutura Local dos Pontos Singulares

Tendo em vista o Teorema do Fluxo Tubular, podemos considerar satisfatorio o conhe-
cimento qualitativo local das 6rbitas de um campo vetorial em torno de pontos regulares,
sendo que existe apenas uma classe de conjugacao diferenciavel local. Por outro lado, se
p ¢ uma singularidade, a situacao ¢ bem mais complexa. Mesmo nos sistemas lineares jé

se apresentam varias classes diferentes de conjugagao diferenciavel.

Definicao 1.9. Seja p um ponto singular do campo vetorial polinomial X = (P,Q).

Dizemos que

¢ a matriz Jacobiana do campo X no ponto singular p, D(p) = P.(p)Qy(p) —P,(p)Q.(p)

¢ o determinante da matriz Jacobiana e T(p) = P,(p) + Qy(p) € o trago da matriz



Jacobiana. Assim, os autovalores da matriz Jacobiana no ponto p satisfazem
A — T(p)\ + D(p) = 0

e sao dados por

M= (T) = VA) e d==(Tp) +VA),

N —
N | —

onde A = T(p)? — 4D(p).

Desta forma, podemos obter um pouco de informagao sobre o ponto p a partir de T(p) e
D(p), sem calcular os autovalores da matriz Jacobiana:

Dizemos que p € elementar se D(p) # 0.

Dizemos que p é semi-elementar se D(p) =0 e T(p) # 0.

Dizemos que p é nilpotente se D(p) = T(p) = 0 mas J(p) nao € a matriz nula.
Dizemos que p € linearmente nulo se J(p) é a matriz nula.

Dizemos que p € degenerado se for uma singularidade nilpotente ou linearmente nulo.

Dizemos que p é hiperbélico se a parte real de cada autovalor de J(p) for nao nula.
Agora vamos definir os tipos de pontos singulares hiperbolicos a partir do D(p) e T'(p).

Definigao 1.10. Um ponto singular hiperbdlico p de X é chamado de um né se D(p) > 0

e A>0. SeT(p) <0, p é dito ser um né atrator e se T'(p) > 0, um nd repulsor.

Definigao 1.11. Um ponto singular hiperbolico p de X é chamado de um sela se D(p) <
0.

Definigao 1.12. Um ponto singular hiperbolico p de X € chamado de um foco se D(p) > 0
e A <0. SeT(p) <0 temos que p é um foco atrator, se T'(p) > 0 temos que p é um

foco repulsor.

Definicao 1.13. Um ponto singular hiperbolico p de X é chamado de um centro se

T(p) =0 < D(p).

O teorema a seguir garante que o comportamento numa vizinhanga de um ponto

singular hiperboélico é sempre modelado pelo comportamento da parte linear.



Teorema 1.2. (Hartman-Grobman) Sejam X : U — R?* um campo vetorial no aberto
U C R? e p um ponto singular hiperbélico. Entdo, existem vizinhancas V dep emU e W

de 0 em R? tais que X‘V € topologicamente conjugado a DX(p)‘W.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [20].

1.1.3 Pontos Singularidades Nilpotentes

O teorema a seguir é um resultado especifico e muito ttil para determinar o compor-

tamento local numa vizinhanga de um ponto singular nilpotente.

Teorema 1.3. (Pontos Singulares Nilpotentes) Seja (0,0) um ponto singular isolado
do campo vetorial X dado por

& =y+ Alz,y),

y = B(z,y),

onde A e B sao fungoes analiticas em uma vizinhanga de (0,0) com seus desenvolvimentos

(1.3)

de Taylor, comegando, pelo menos, com termos quadrdticos em x e y. Sejay = f(x)
uma solugao da equagao y + A(x,y) = 0 numa vizinhanga de (0,0), e considere F(z) =

B(z, f(x)) e G(x) = (0A/0x + 0B/0y)(x, f(x)). As sequintes condigdes sao satisfeitas:
1) Se F(x) = G(x) = 0, entao o retrato de fase de X é como na Figura|l.la.

2) Se F(z) =0 e G(z) = bx™ + o(x™), onde o(z") sao termos de ordem superior, com

neN, n>1eb#0, entao o retrato de fase de X é como na Figura[I.1b ou c.
3) SeG(z) =0 e F(x) =ax™ +o(z™) comm €N, m>1ea#0, entio

i) Se m for impar, entio a origem serd uma sela de X se a > 0 como na Figura

[Z.1d, ou um centro ou foco se a <0 como na Figura[I.le-g;

ii) Se m for par, entdo a origem serd uma cispide de X como na Figura .

4) Se F(z) = az™ + o(z™) e G(x) = bax™ 4+ o(z™) com m,n € N, myn >1,a#0 e
b +# 0, entao

i) Sem € par e



il) m < 2n+1, entao a origem serd uma cuspide de X como na Figura ;
i2) m > 2n+ 1, entdo a origem serd uma sela-ndé de X como na Figura|l.1ji
ou J;
ii) Sem € impar e a > 0, entiao a origem serd uma sela de X como na Figura
. 1id;
iii) Se m € impar, a <0 e
iiil) oum <2n+1, oum=2n+1 eb>+4a(n+1) <0, entdo a origem serd
um centro ou foco de X como na Figura[l.1e-g;
iii2) n € fmpar e oum >2n+1, oum =2n+1 e b* +4a(n + 1) > 0, entdio o
retrato de fase da origem de X consiste de um setor hiperbolico e um setor
eliptico como na Figura (1. 1k;
iii3) n é par e oum >2n+1, oum =2n+1 e b®> +4a(n+1) > 0, entdo a
origem serd um no de X como na Figura l-m. O no serd atrator se

b > 0 e repulsor se b < 0.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [12].
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Figura 1.1: Retrato de fase local dos pontos singulares nilpotentes.

1.2 A Técnica de Blow-Up

Nas secoes e estudamos a estrutura local das singularidades hiperbolicas
e nilpotentes. Ja as singularidades linearmente nulas sao bem mais complicadas. Temos
que estudé-las caso a caso e a técnica de blow-up, que serd apresentada nesta se¢ao, é
uma ferramenta que permite esse estudo. Para mais detalhes ver por exemplo [12] [13].

A técnica consiste em “explodir” a singularidade por meio de uma mudanca de varia-
veis, que nao é um difeomorfismo, levando a singularidade para todo o eixo y. Apos a
mudanca de coordenadas, cancelamos fatores em comum no campo, e entao o novo campo
apresenta novas singularidades, no eixo y, que serao mais simples que a singularidade ori-

ginal. Se essas novas singularidades forem linearmente nulas, repete-se o processo até
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obtermos singularidades elementares. As mudancas de varidveis que usaremos serao

T:R?> — R?
(1.4)
(z,y) = (u,w)

tal que :
e na direcao r, r = u e y = uw;
e na direcao y, r = uw e y = w.

Ao longo desta secao, tomaremos X : R? — R? como um campo de vetores polinomial

com uma singularidade na origem, ou seja,

com P(0,0) = Q(0,0) = 0.

Proposicao 1.1. Seja X : R? — R? como em , entao o campo apos a mudanga de
coordenadas T como em , tem a sequinte exrpressao

e na direcdo x,

= P(u,uw),
~ Q(u, uw) — wP(u, uw) (1.6)

U )
e na diregao vy,
i P(uw,w) — uQ(uw, w)
w ’ (1.7)
w = Q(uw,w).

Demonstracao. Mostraremos apenas a expressao para a direcao x, ja que na direcao
y a demonstracao é analoga. Temos que © = u e y = uw. Logo, T = 4 e § = Gw + uw.
Como & = P(z,y), segue que @ = P(u,uw). Como w = (¢ — ww)/u e y = Q(z,y), segue
que

Q(u, vw) — wP(u, uw)

w = ,
u

como queriamos.
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As seguintes proposi¢oes mostrarao algumas propriedades dessas mudangas de varia-

veis.

Proposicao 1.2. Seja T como em , entao na direcao x valem as sequintes afirma-

COEes:
(i) T transforma a origem na reta u = 0,

(ii) a reta y = ax com excegao da origem € levada na reta w = a, com exce¢io da reta

u =0,
(iii) primeiro quadrante € levado no primeiro quadrante,
(iv) o quarto quadrante € levado no quarto quadrante,
(v) o sequndo quadrante € levado no terceiro quadrante,
(vi) o terceiro quadrante € levado no sequndo quadrante.

Demonstragao. (i) Os pontos os quais a origem é levada satisfaz o sistema

u =0,
uw = 0.
cuja solucao ¢é a reta u = 0.
(ii) O conjunto de pontos y = az ¢ levado em
uw = au.

Se x # 0, entao u # 0, dai

como queriamos.

(iii) Se z > 0 ey > 0, entdo u > 0 e w > 0 e portanto o primeiro quadrante é levado
no primeiro quadrante.

(iv) Sexz >0 ey <0, entdo u > 0 e w < 0 e portanto o quarto quadrante é levado no
quarto quadrante.

(V) Sex <0ey >0, entdo u < 0 e w < 0 e portanto o segundo quadrante é levado

no terceiro quadrante.
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(vi) Sez < 0ey <0, entdo u < 0ew >0 e portanto o terceiro quadrante é levado
no segundo quadrante.

Proposicao 1.3. Seja T' como em , entao na direcao y valem as sequintes afirma-

coes:
(i) T transforma a origem na reta w = 0,

(ii) a reta x = by com excegao da origem € levada na reta uw = b, com excegio da reta

w =0,
(iii) o primeiro quadrante € levado no primeiro quadrante,
(iv) o quarto quadrante é levado no terceiro quadrante,
(v) o sequndo quadrante € levado no sequndo quadrante,
(vi) o terceiro quadrante € levado no quarto quadrante.

Demonstracao. A demonstracao da Proposicao ¢ analoga a da Proposicao |

1.3 A Compactificacao de Poincaré

Nesta secao apresentaremos a compactificagao de Poincaré, que é utilizada para o
estudo do comportamento no infinito de campos polinomiais e nao somente em vizinhancas
de pontos singulares. Para isso, faremos uso da projecao central, que tem a vantagem de
que as singularidades no infinito estao ao longo do equador da esfera de Poincaré. Assim,
o comportamento de trajetorias “longe” da origem poderé ser entendido através do estudo

de trajetorias proximas de “pontos no infinito”, isto €, no equador da esfera de Poincaré.

Definigao 1.14. Definimos o grau de X = (P, Q) como sendo o nimero

d(X) = max{grau P, grau Q}.
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Considere a esfera
S = {(y1, 0, 43) € R 1 wi + 5 +y5 =1},
a qual chamaremos de Esfera de Poincaré, e o plano

T‘]DNS2 = {(Zl'l,l‘g,l'g) S R3 X3 = 1}

que é tangente a esfera S? em Py = (0,0,1). Nesta secdo convencionaremos que as

coordenadas y; se referirdo a esfera S* e as coordenadas z; ao plano Tp,S?, i = 1,2, 3.

Definicao 1.15. Definiremos

Hy ={(y1,92,y3) €S*: y3 > 0}

como sendo o hemisfério norte,

H_ = {(y17y27y3> € SQ *Ys < 0}

como sendo hemisfério sul e

Sl - {(y17y27y3> S SQ ‘Y3 = O}
como sendo o equador.

A compactificacao de Poincaré de X consiste em fazer duas copias do fluxo de X', uma
sobre H, e outra sobre H_, usando a projegao central. Para isso, consideremos uma reta

L(t) que une a origem a um ponto do Tp,S?,
L(t) = (0,0,0) + t(l’l,f]?g, 1) = t(.ﬁEl,.TQ, 1), t e R.

Esta reta intercepta a esfera S? em dois pontos, um no hemisfério norte e o outro no
hemisfério sul. Ver Figura [I.2]
Agora, considerando a projegao do campo vetorial X de R?* ~ Tp,S* para S?* dada

pelas projecoes centrais, temos dois difeomorfismos

ff:TpS* - H, e f :TpS*— H_,
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Figura 1.2: Projegao central.

isto &, fT(p) (resp.f (p)) € a intersecgao da reta que passa pelo ponto p = (xy,x2,1)
ligando a origem com o hemisfério norte (resp. sul) de S?, cujas expressoes sio dadas por

(xla T2, 1)

A(x) 7’

[y, 29,1) = M e f(xy,m9,1)=—

A(z)
onde A(x) = /a? + a3 + 1.

Sem perda de generalidade, podemos considerar o campo & definido no plano tangente
a esfera, isto é, X : Tp S* — Tp S? e, assim, é possivel definir um novo campo em S%. O

campo X induzido em S?, a partir de X, através dos difeomorfismos f* e f~ sera dado

por
X(y) = Df* (@)X(z) se y=ft(x)e H'
e
X(y) = Df (0)X(x) se y=f (a)eH,
respectivamente.

Destacamos que X é um campo vetorial em S? \ S, que é tangente a esfera. Para
estudar o comportamento assintotico das 6rbitas nao limitadas de X analisando X, é
necessério estender X para o equador S! obtendo, assim, um campo na esfera.

O estudo de X em uma vizinhanca do equador nos dara informacoes sobre o com-

portamento do campo X no infinito. Entretanto, nem sempre é possivel estender X ao
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equador. Veremos adiante que, quando X for um campo polinomial, podemos estender
X analiticamente ao equador. Antes de estudar a extensao de X ao equador, vamos esco-
lher um sistema de coordenadas conveniente para S? e calcular a expressio de X nessas
coordenadas.

Para S? usaremos seis cartas locais dadas por
Up={y Sy >0}, Vi={yeS :y, <0},

para k = 1,2,3. As aplicacoes locais correspondentes sao dadas por ¢y : U, — R? e
Yy Vi, = R? e definidas como
Ym Yn
o) = —untn) = (22.22)),
param <nem,n # k.
Queremos agora encontrar a expressao do campo na carta local (Uy, ¢1). Seja y €
U NH,, entaoy = f(z), z € Tp,S* e

(@10 1)) = (7 (@) = 0 (5 5 )

- (A]Z:) A( g A@ Ax(f ))

. i) 1
N $1’x’1 ’

Portanto ¢;(z1,x9,1) = (u,v), onde u = x3/x; e v = 1/x1. Observe que como

y € Uy N Hy, entdo x; # 0. Como X(y) = Df*(z)X(z) quando y = f*(x) segue que

D1 (y)X(y) = Déi(y) o DfF ()X (2)
= D(¢10 f7)(x)X ().

(1.8)

Seja X (y)‘Ul n, denotando o sistema de coordenadas definido como D¢y ()X (y) e,

portanto, segue da equagao (|1.8) que

—T2 1

v 2 1 P(x1,22)
), =P I@X@ =) (Q( ))
?% L1, T2 (1_9)

1
=3 (—zoP(x1,22) + 1Q (21, 22), —P(x1, 22)) .
1
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Esta é a expressio de X em U; N H, nas coordenadas ¢1. Vamos colocé-las em funcéo
de u e v para facilitar a analise. Usando que x; = 1/v, 29 = u/v e substituindo em (|1.9)),

temos

X(y)

1 1 1
UinH+ v v Vv

Em geral, X nao permanece limitado quando nos aproximamos de S'. Mas, se multi-

plicarmos o campo por um fator p(y) = yg_l, onde d é o grau do campo X, a extensao se

torna possivel. Entao,

1 Udfl

P ) = Ky = BT

onde z = (u,v). Assim pX nas coordenadas (u,v) é dado por

o= g (e (55 e (1) (05)
v? 1 u 1 wu 1 u
= AT (‘“P (575) T (5’ 5) P (5’ 5>) |

Logo, ([1.10) ¢ a expressdo do campo em U; \ S'. Verifica-se, facilmente que se y €
U, N H_, obtém-se a mesma expressao.

Faremos algumas consideracoes a respeito do que foi visto. Inicialmente observamos
que os pontos do equador S' N U; sao representados por v = 0 nas coordenadas ¢,. Por
outro lado, estes pontos correspondem ao infinito do plano Tp,S?. Observe também, que

¢ possivel fazer v = 0 na expressao (|1.10)), resultando em

p.)?(u, 0) = (—uad + bd, 0),
onde ag e by sao os termos de maior grau em P e (), respectivamente. Na expressao de
p.X (u,0) temos a segunda componente do vetor igual a zero. Isto significa que o vetor
p.?? (u,0) é tangente ao equador quando olhado na esfera S*. Podemos concluir entao que
o equador S N U; é invariante pelo campo p.f( . Nao é dificil remover o fator ———— de

A(z)d1
1} por uma parametrizacao do tempo. Assim, a expressao para o campo p.X~ na carta
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local (Uy, ¢1) é dada por
1 1
= v? |:—UP (—,E) +Q (—, ?—L)] )
v v
(1.11)
Podemos calcular analogamente, a expressao do campo p.f( na carta (Us, ¢o) que sera
1 1
)
v’ v v’ v (1.12)
)= —v

Finalmente a expressao do campo p.X na carta (Us, ¢3) é dada por

dada por

= P(u,v),

0= Q(u,v).

(1.13)

Observagao 1.1. As expressoes para p.X nas cartas (Vi, 1), (Va,12) e (Vs,1b3) terdo, res-

pectivamente, as mesmas expressoes que ([1.11), (1.12)) e (1.13)) multiplicadas por (—1)3~1.

Observe que o fator (—1)! desempenha um papel fundamental no estudo das estabilida-
des das singularidades em S'. Assim, para conhecermos o comportamento dos pontos do

infinito, basta olharmos as cartas (Uy, ¢1) e (Ua, ¢2).

Proposicao 1.4. Seja X um campo polinomial em R? de grau d. Seja p : S* — R,
ply) = 337t e seja X o campo induzido em S? \'S' através de f* e f~ como definido

acima. Entao p.X pode ser estendido a um campo analitico de S* com equador invariante.

Demonstra¢do. Vimos acima que as expressoes de p.X nas cartas (U, ¢1), (Vi,11), (U, ¢2)
e (Va,19) s@o dadas por (1.11]) e , respectivamente, onde podemos ainda multipli-
car pelo fator (—1)471 quando for o caso. Vé-se que as expressdes (1.11) e (1.12) sao

perfeitamente definidas para v = 0, isto é, no equador S! e, como tais expressoes sao

analiticas, podemos estendé-las analiticamente ao equador. Fazendo v = 0 em ([1.11)) e
(1.12) obtemos respectivamente

pX (u,0) = (—uaqg + bg,0) e pX(u,0) = (aq,0)
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e concluimos que o equador seréd invariante por X. |

Definigao 1.16. O campo vetorial estendido na esfera S pelas cartas locais (Uy, dr) e

(Vk,¥), chama-se compactificagao de Poincaré de X' e serd indicado por P(X).

O teorema a seguir serda importante para determinar o possivel nimero de pontos

singulares finitos e seus respectivos retratos de fase na esfera de Poincaré.

Teorema 1.4. ( Poincaré-Hopf na esfera) Todo campo na esfera S* com um nimero

finito de pontos singulares, tem como 2 a soma de seus indices.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [12].
No que segue veremos como caracterizar os retratos de fase globais no disco de Poincaré

de sistemas diferenciais polinomiais.

Definicao 1.17. Dizemos que dois campos vetoriais polinomiais X e Y sao topologica-
mente equivalentes se existir um homeomorfismo em S? preservando o infinito S' e levando
orbitas do fluzo induzido em P(X) em drbitas do fluzo induzido em P(Y), preservando

ou invertendo simultaneamente o sentido de todas as orbitas.

Denotamos por S(P(X)) o conjunto formado por todas as separatrizes de P(X'). Cada
componente conexa de S*\S(P(X)) ¢ chamada de regiao candnica de P(X). A unido
de S(P(X)) com uma solugao escolhida (representante) de cada regido canonica sera

chamada de configuragao de separatriz.

Definigao 1.18. Dizemos que S(P(X)) e S(P(Y)) sao equivalentes se existir um home-
omorfismo em S* preservando o infinito S' e levando drbitas de S(P(X)) em drbitas de

S(P(Y)), preservando ou invertendo simultaneamente o sentido de todas as orbitas.
O seguinte teorema ¢ devido a Markus [16], Neumann [I7] e Peixoto [18].

Teorema 1.5. Os retratos de fase no disco de Poincaré de dois sistemas diferenciais
polinomiais compactificados P(X) e P(Y), com pontos singulares isolados, sao topolo-
gicamente equivalente se, e somente se, suas configuragoes de separatrizes S(P(X)) e

S(P(Y)) sao topologicamente equivalentes.
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1.4 O Indice de um Ponto Singular

Mencionamos, sem entrar em muitos detalhes, os conceitos de indice e setores de um
ponto singular. Chamamos de setor eliptico, setor parabdlico e setor hiperbdlico
um setor que ¢ topologicamente equivalente ao setor mostrado na Figura (1), (2) e

(3), respectivamente. Usaremos o conceito de setor no Teorema [1.6]

setor hiperbdlico

separatriz separatriz

setor eliptico setor parabdlico

oy (2) 3

Figura 1.3: Setores de um ponto singular.

Uma separatriz de um campo vetorial P(X) no disco de Poincaré pode ser:
e todas as orbitas de P(X) que estao no bordo S' do disco de Poincaré,

e todos os pontos singulares finitos de P(X),

e todos os ciclos limites de P(X),

e todas as separatrizes de setores hiperboélicos dos pontos singulares finitos e infinitos

de P(X).

Diz-se que um campo vetorial tem a propriedade da decomposigao setorial finita
em um ponto singular p se p € um centro, foco ou um né, ou tem uma vizinhanca que con-
siste em uma uniao finita de setores parabolicos, setores hiperbolicos ou setores elipticos.
Observamos que todos os pontos singulares isolados de um sistema diferencial polinomial
satisfazem a propriedade de decomposicao setorial finita. Em alguns casos mais complica-
dos podemos ter um ntmero infinito de setores, com um tnico ponto singular. Para mais
detalhes ver pagina 17 de [12]. De agora em diante assumiremos apenas pontos singulares

isolados com um numero finito de setores.
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O indice de um ponto singular pode ser facilmente calculado usando a férmula do
indice de Bendixson, que leva em conta os setores parabolicos, os setores hiperbodlicos e

os setores elipticos de um ponto singular.

Teorema 1.6. (Férmula do Indice de Bendixson) Seja p um ponto singular isolado
tendo a propriedade de decomposi¢ao setorial finita. Denote por e, h e p o nimero de
setores elipticos, setores hiperbolicos e setores parabolicos, respectivamente. Entao o indice

dep é
(e —h)

ind(p) = ~—

+ 1

Proposicao 1.5. O indice de uma sela, um centro e uma cispide € -1,1 e 0, respectiva-

mente.

A demonstracao do Teorema e da Proposicao podem ser encontradas em [12].

Definicao 1.19. Uma sela hiperbolica com um lago e um centro dentro deste laco, como

na Figura[1.j], é chamada de loop.

Figura 1.4: Um loop.



Capitulo 2

Sistemas Hamiltonianos Quadraticos

Como ja dissemos na introdugao, o objetivo desta dissertagao é obter uma classificagao
dos sistemas Hamiltonianos quadraticos planares. Até o final desta dissertacao iremos nos

dedicar a provar o seguinte teorema.

Teorema 2.1. Seja X' um campo vetorial Hamiltoniano quadrdtico planar. O retrato
de fase global de X ¢€ topologicamente equivalente a uma das 28 configuragoes dadas na
Figura [2.1. Além disso, cada uma das configuragoes da Figura ¢ realizavel por um

campo vetorial Hamiltoniano quadrdtico planar.

Para provar este teorema, através de mudancas de coordenadas lineares e reescalona-
mento no tempo, iremos primeiramente classificar um campo Hamiltoniano quadratico
planar em apenas quatro familias de campos Hamiltonianos e, consequentemente, restrin-

gir nosso estudo do retrato de fase global apenas para essas quatro familias de sistemas.

22
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2.1 Definicoes Preliminares

Apresentaremos nesta sec¢ao alguns conceitos importantes sobre sistema Hamiltonianos

que utilizaremos ao longo desta dissertacao.

Definigao 2.1. Um sistema Hamiltoniano em R? (ou sistema Hamiltoniano planar)

€ um sistema da forma

. OH
T = —
oy’
2.1
o 2.)
y_ ax7

onde H : R? — R ¢ uma funcdio de classe C*° chamada funcio Hamiltoniana.

Proposicao 2.1. Para um sistema Hamiltoniano planar, H é constante ao longo de cada
solugao do sistema . Ou seja, as solugoes do sistema Hamiltoniano estao sobre suas

curvas de nivel.

Observacao 2.1. Iremos considerar em toda esta dissertacio a funcao Hamiltoniana

H :R? = R como sendo um polinémio de grau trés dado por
H(z,y) = ago + a10T + a1y + a2’ + anzy + agy”® + asr® + anz’y + apzy® + agsy®
onde a;; € R. O sistema Hamiltoniano associado a fungao H € dado por

&= ag1 + an® + 2apy + agx? + 2a122y + 3agzy?, (2.2)

¥ = — (a0 + 2a20x + a1y + 3aspr? + 2axzy + ar2y?).

Diremos que o sistema Hamiltoniano ¢ um sistema Hamiltoniano quadratico
planar. Além disso, o sistema possui 9 coeficientes independentes, o que dificulta
seu estudo. Na proxima segao vamos apresentar alguns resultados que irao ajudar a reduzir

esse numero de coeficientes.

A seguir apresentaremos alguns resultados basicos, porém importantes, sobre sistemas

Hamiltonianos quadraticos planares que utilizaremos no decorrer desta dissertacao.

Proposicao 2.2. Seja p um ponto singular isolado de um sistema Hamiltoniano quadrd-

tico planar. Entao:
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(1) O trago da matriz Jacobiana do sistema no ponto p € zero;
(2) Se p € elementar, entdo p é ou uma sela ou um centro;

(3) O ponto singular p nao pode ser semi-elementar;

(4) Se p € nilpotente, entdo p é uma sela ou uma cispide.

Demonstragdo. Seja p = (p1,p2) € R? um ponto singular isolado do sistema (2.2)). Se
p = (0,0) entao temos que ag; = ayp = 0, caso contrario, com uma transla¢do podemos
levar o ponto p para a origem e, renomeando os parametros de forma conveniente, o

sistema ([2.2)) se escreve como

T = P(x,y) = anz + 2any + anr* + 2a107y + 3agsy?,

(2.3)
Y= Q(z,y) = —(2a20 + any + 3azr® 4+ 2ax1xy + ar2y?),
com a;; € R. A matriz Jacobiana do sistema (2.3) no ponto p = (0,0) ¢ dada por
a1l 2a02
T(p) = | (2.4)
—2a3 —a

Note que o trago da matriz é zero e, portanto, o item (1) esta provado. Os itens
(2) e (3) seguem diretamente das Definigoes ~[L.13] Para provar o item (4) vamos
utilizar o Teorema (Teorema dos Pontos Singulares Nilpotentes). Para isso,
considere a matriz Jacobiana . Dividiremos este estudo em 2 casos, a saber; a;; # 0
eay; =0.

Caso a;; # 0.

Como p é um ponto singular nilpotente, entao ags # 0 e asy # 0. Além disto, temos
que D(p) = dagazy — a?; = 0, ou seja, ayy = a}/4agy. Para utilizar o Teorema

considere a seguinte transformacao linear
L:R* — R?

e (2o 2 ) e
) 2 )

a1l arp

e considere o novo campo definido por

(Pl(x7y)a Ql(xvy)) = L_1<P(L($,y),Q(L(ZL',y>))
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Este sistema se escreve como

T = Pl(xay) :y+A(Iay)7

(2.6)
y - Ql(x’y) = B(l‘,y),
onde
4 12a; 12a? 4 24q2
A(a:,y) = (_ o + Ap2a21 . a022a30>:€2 B Cl(fagoyg i ( aozagl B a%2a30)x
aiy all CLH all a/ll
e
3aosat 12a2,a 12a2,a Qa0
B(z,y) = (_ % + 3ar1a12 — 6agrag + —2—— 30>x2 + < %2 0 _ 0; 21 e
ap2 a11 a3, a2,
8agsa 24a2,a
+(2a12 - ek + 022 30)1‘y
@11 afy

Utilizando a notacao do Teorema [1.3] temos que

F(z) = Cz®+ Dz* +o(z*) e G(x) =0,

2
3agsa? 12a2,a 2 dagsa 12a2,a
11 52030 02021 02030
C = ( — ——— +3ai1a12 — 6agzaz; + ———— e D=—(a2— + 5 .
2a02 ai ail any

an

Dai, se C' # 0 entao p é um ponto singular do tipo ctuspide. Suponha agora que C' = 0
e D # 0 entao, p é um ponto singular do tipo sela. Finalmente, se C' = D = 0 entao os
coeficientes de 22 em se anulam e assim temos uma reta de pontos singulares, ou
seja, o ponto p nao é um ponto singular isolado. Como por hipotese p é um ponto singular
isolado, este caso ndo pode ocorrer. Desta forma esta provado o item (4) no caso em que
ay # 0.

Caso a; = 0.

Novamente, como p é um ponto singular nilpotente entao, sem perda de generalidade,

podemos assumir que age # 0 e agy = 0. Sendo assim, o sistema ([2.3]), apos fatorado por

2@027 Se€ escreve coimo

i =y+ A(r,y), @7)
y = B(z,y),
com,
2 2 2 2
a1x” + 2a122y + 3agzy 3azor” + 2a211y + a2y
o2 Qo2
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Novamente utilizando a notacao do Teorema temos que

Baso 5 | @3 3 1203 4
F(z) = - 20302y 1,5 G120 G(z) = 0.
(x) 2a02x + 2a(2)2x S, e G(z)

Portanto, se azy # 0 entao p é um ponto singular do tipo ctspide. Por outro lado, se
azp = 0 e ag; # 0 entao p é um ponto singular do tipo sela. Por fim, se azy = as; = 0
novamente o sistema (2.7) tem uma reta de pontos singulares. Portanto esta provado o

item (4) para o caso em que aj; = 0.

2.2 Classificacao das Formas Ctibicas de RR?

Apresentaremos a seguir uma classificacao das ctibicas homogéneas em duas varidveis,
cuja importancia serd fundamental para a classificacao dos sistemas Hamiltonianos qua-
draticos planares. A classificacao, que serd via isomorfismo linear, é realizada devido as

possiveis raizes de um polinomio de grau 3 sobre R. Para mais detalhes ver [10].

Teorema 2.2. (Classificagdo das Formas Cubicas de R?) Seja f um polindmio
homogéneo nao nulo de grau 3 em R [z, y]. Entao existe uma mudanga de coordenadas T

de R? tal que f o1 serd uma das cinco formas cibicas de R? a sequir

3 2 3 2 3., .3
T, Yy, r =Ty, Tty

e essas formas sao unicamente determinados por f.
Demonstracao. Seja f # 0 um polindmio homogéneo de grau 3 em R [z, y], ou seja
f(z,y) = ay® + bry* + ca’y + da®.

Primeiramente, podemos supor que a # 0, ou seja, o coeficiente de y* em f(x,y) é sempre

nao nulo. De fato,

e Sea =0ced+# 0 entdao basta tomar a mudanca de coordenadas T' : R? — R?,

T(z,y) = (y,x), de forma que

(foT)(z,y) = dy* + bx*y + cvy, com d # 0.
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e Sea=d=0,com f # 0, entao b # 0 ou ¢ # 0. Suponha que b # 0, entao tomemos
T(z,y) = (z + Ay,y). Logo,

(f o T)(w,y) = (cA* + bA)y* + (b+ 2eA\)zy? + cx’y.

Como b # 0 temos que existe um g € R tal que @ = cA3 +b),. Portanto, podemos supor
que f(x,y) = ay® + bxy* + cxy + dx3 com a # 0.

Dividindo f por z? temos

f(z,y) W\° L (v\ . (v
’ :a<—) +b(—) +c(—)+d:at3+bt2+0t—l—d,

3 T T z

onde t = y/x. Agora vamos analisar a equagao
at® + bt* + ct +d = 0.
Pelo Teorema Fundamental da Algebra, existem t(,t; e to € C tais que
at> +bt* +ct +d = a(t —to)(t — 1) (t — ta),

assim,

fley) [y y y _aly — tox)(y — tiz)(y — tax)
=a ——to ——tl ——tg = .
x3 x x x x3
Portanto, para = # 0, temos f(x,y) = a(y — tox)(y — t12)(y — tax).

Caso exista um ponto da forma (0, ) tal que f(0,yo) # ays temos por continuidade
que f(z,y) # a(y — tox)(y — t12)(y — tax) para (x,y) numa vizinhanga de (0,yp). Isto é

falso pois nesta vizinhanga temos = # 0. Portanto,

f(z,y) = aly = tox)(y — hix)(y — to2)

para todo (z,y) € R.
Agora, vamos utilizar a decomposicao anterior, discutindo as quatro possibilidades
para as raizes tg,t; € 5.

Caso 1. Seja tg uma raiz de multiplicidade 3. Escrevemos,

flz,y) = aly — tow)?,
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onde a # 0. Consideremos a mudanca de coordenadas T'(X,Y) = (Y, X +¢,Y). Logo,
(foT)(X,Y) =a(X +tY —tYV)* = aX?.
Tomando L(X',Y") = (X'//a,Y’), temos
(foToL)(X'Y')=X".

Portanto, para ty € R de multiplicidade 3, existe uma mudanca de coordenadas 7, tal

que, for(x,y) =23

Caso 2. Sejam tg e t; raizes reais com ty # t1 e t; de multiplicidade 2. Neste caso,
f(z,y) = aly — tox)(y — t12)*.
Consideremos a mudanga de coordenadas T'(X,Y) = (X + Y, 64X +t,Y). Logo,
(foT)(X,Y) =a(t, —t)> XY™
Tomando L(X',Y") = (X'/a(t; — t)3,Y’), temos
(foToL)(X'Y')=X'Y"

Portanto, para tg,t; € R, ty # t; e t; de multiplicidade 2, existe uma mudanca de
coordenadas 7, tal que, f o 7(z,y) = 2y

Caso 3. Sejam tg,t; e ty raizes reais distintas. Neste caso,

f(z,y) = aly — tox)(y — tiz)(y — ta).

Consideremos a mudanca de coordenadas

to—t to —t
T(X,Y) = (X+ S S E IY).
1—t2 b1 — 1o
Logo,
(to —t1)*(t2 — t0)”
ta — 11 '

(foT)(X,)Y)=AXY(X -Y), com A=a

Tomando L(X'Y') = (X' —Y")/2,(X'+Y")/2), temos

(foToL)(X'Y') = %(Y’?’ —Y'X").
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Finalmente, tomando H(X”,Y") = <\3/§Y”, {’/%X”), temos
(f oTol o H)(X”,Y”) — X//3 _ X”Y”2.

Portanto, para tg, t; e t, raizes reais distintas, existe uma mudanga de coordenadas 7, tal

que, for7(x,y) =23 — zy?
Caso /. Sejam ty uma raiz real, t; = z e ty = Z raizes complexas conjugadas. Neste
caso,
fa,y) = aly — tox)(y — z2)(y — 2x).

Fazendo Q(x,y) = (y — zx)(y — Zz) temos

f(@,y) = aly — tox)Q(,y).
Suponha que ¢y # 0 e considere a mudanga de coordenadas T'(X,Y) = ((Y — X)/to,Y).
Logo,
(f e T)X,Y) = aXQ'(X,Y),
onde Q'(X,Y) = Q((Y — X)/to,Y). Note que as raizes de Q'(X,Y) =0, 21 = ag + bai e
29 = z; também sao complexas conjugadas. Assim podemos reescrever
Q(X,Y) =Y? =20, XY + (a5 +b3)X?, by #0.

Tomando L(X',Y") = ((1/b2) X', (az/ba) X' +Y"), temos
a
by
Finalmente, tomando H (X", Y") = (pX", pY"), onde p = /by /a, temos

(foToL)(XY')=—X'(X"?4+Y").
(fOTOLO H)(XH,Y”) — X//(X//2 +Y,,2).

Portanto, para t; raiz real e z e Z raizes complexas conjugadas, existe uma mudanca de

coordenadas 7, tal que, fo7(z,y) = 23 + xy°.

|
Observagao 2.2. As cibicas 2 + y> e a2 + xy* sao equivalentes. De fato,
3 3 3
_l’_
- 3y = (5) +1=t+1
Y Y

A equagdo t2 +1 = 0 tem uma raiz real e 2 complezas conjugadas. Logo, pelo caso 4 do

Teorema|2.2, o resultado seque.
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2.3 Uma Classificacao de Sistemas Hamiltonianos Qua-
draticos Planares

Considere dois polindmios relacionados através de uma mudanca de coordenadas F'.
O teorema a seguir mostra que os seus respectivos campos Hamiltonianos também estao

relacionados. Mais do que isso, esta relagao também depende da mudanca de coordenadas

F.

Teorema 2.3. Seja F : R? — R?, F(x,y) = (ax +by+ ey, cx +dy+e3), uma mudanga de
coordenadas afim. A menos de uma multiplicacao por escalar, F' leva campo Hamiltoniano

em campo Hamiltoniano. Mais especificamente, se H : R? — R é uma funcao diferencidvel

e H:R2 = R ¢ definida por H= H o F~!, entdo

OH OH\ _ 1 5
oy’ dxr ) ad—be

onde X = JF(OH/dy, —0H/0x), com (x,y) = F~Y(z1,y1) e JF a matriz Jacobiana de
F.

Demonstracao. Note primeiramente que

1

F71<xlay1) = ad = be

( —dey + bey + dxy — byy, ce; — aeqg — cxy + ayl).

Pela regra da cadeia, segue que

ad — bc ox dy Ox dy
0H

B 1 a b 8_3/

~ ad—be c d OH
or

1 0OH OH

" ad—be (3_y’ _%>

— 1 %

~ ad — b

Portanto, o resultado segue. |
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O teorema a seguir classifica os campos Hamiltonianos quadraticos planares em quatro

familias de campos.

Teorema 2.4. Seja X um campo vetorial Hamiltoniano quadrdtico planar. Entio X é

topologicamente equivalente a um dos quatro campos vetoriais Hamiltonianos:

X = (a+bx+cy,p—ax—by—2°);

Xy = (a+bx+cy+2® B—ar— by —2zy);

X; = (a+bxr+cy— 2wy, B —ax — by — 32° + y°);
Xy, = (a+br+cy+y? B —ax—by—z%).

Além disso, se X tem (respectivamente, nao tem) pontos singulares finitos, entao podemos

assumir que o + 32 = 0 (respectivamente, o + % #0).

Demonstracao. Se X = (0H/Jy, —0H /0Ox), entdo denote por H;, i = 1,2,3, o polinémio
homogéneo de grau i tal que H = H; + Hy + Hjz. Pelo Teorema 2.2 qualquer polinémio
homogéneo de grau 3 de duas variaveis é equivalente a um dos seguintes polindmios: 0,
23/3, 2y, v(2? — y?) e (2® + y3)/3. Como X é um campo vetorial quadratico podemos
omitir o polinémio nulo. Além disso, pelo Teorema [2.3] essa mudanga de coordenadas
leva campo vetorial Hamiltoniano em campo vetorial Hamiltoniano. Portanto, a primeira
parte deste teorema estd provado. Além disso, se X tem algum ponto singular finito
entao, com uma translagao, podemos mové-lo para a origem e portanto podemos assumir
que o + % = 0.

|

O lema a seguir divide cada uma das quatro familias obtidas no Teorema [2.4] em
quatro novas subfamilias, mas com a diferenca de termos o nimero de parametros em

cada subfamilia reduzido.

Lema 2.1. Seja X um dos quatro campos dados no Teorema|2.4. Entao X € topologica-
mente equivalente ao mesmo campo vetorial com oua=b=c=0, oub=c=0¢e¢a=1,

oub=0ec=1, oub=1.



34

Demonstracao. Mostraremos este lema para o campo X do Teorerna com o+ 3% = 0.
A prova para os demais casos segue de forma anéloga.

Considere o sistema
T =bx + cy,
X = (2.8)
Y = —ar — by — 2%
Caso 1. Se b # 0 entao por uma mudanga de coordenadas e um reescalonamento no
tempo da forma

r—aX, y—BY, t— T, (2.9)

com a = b% f=10%ey=1/b, o sistema (2.8)) se escreve como

X = X +¢v, 210,
2.10
Y:J%_Y—X%

Obtemos assim a primeira subfamilia do sistema ([2.8)).
Caso 2. Se b =0 e ¢ # 0 entao por uma mudanca de coordenadas e um reescalona-

mento no tempo como em (2.9) com o =1, 8 =1/1/|c[ e v = 1/+/]¢], o sistema (2.8) se

escreve como
X =Y,

Y = —aX — X2
Obtemos assim a segunda subfamilia para o sistema .
Caso 3. Seb =c¢c = 0-¢e a # 0 entao por uma mudanca de coordenadas e um
reescalonamento no tempo como em com o = a e B = a’y, o sistema se escreve

como

X =0,
Y =-X-X2
Obtemos assim a terceira subfamilia para o sistema ([2.8)).

Caso 4. Se a = b = ¢ = 0 entao trivialmente o sistema ({2.8)) se escreve como

X =0,
Y = -X2,

concluindo assim todas as possibilidades de subfamilias para o sistema (2.8)).



Capitulo 3

Retratos de Fase Globais de Sistemas

Hamiltonianos Quadraticos Planares

Neste capitulo vamos nos dedicar & prova do Teorema [2.1] Para isso, utilizaremos
a classificacao dos campos Hamiltonianos que obtivemos no Teorema e a reducao
de parametros que mostramos no Lema [2.1] Além disto, vamos utilizar constantemente
as ferramentas apresentadas no Capitulo [I] como por exemplo a Compactificagdo de
Poincaré, a técnica do blow-up e o Teorema dos Pontos Singulares Nilpotentes.

Apresentaremos este capitulo em cinco se¢oes. Nas segoes 3.2 e vamos
estudar os retratos de fase globais de cada um dos quatro campos do Teorema no caso
em que a? + 32 = 0. J4 na secao , vamos estudar os retratos de fase globais de cada

um dos quatro campos do Teorema no caso em que o + 32 # 0.

3.1 Sistema X} com o? + 3° =0

Iniciaremos esta secao estudando os pontos singulares no infinito do sistema

T =bx + cy,
X, = Y (3.1)

Y= —ar — by — x?,

e posteriormente, estudaremos os pontos singulares finitos e os possiveis retratos de fase

globais.

35
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Pontos singulares infinitos

Utilizando ((1.11]), o sistema (3.1)) na carta local (Uy, ¢1) se escreve como

= —1—v(a+ 2bu + cu?),
( ) (3.2)
0= —v*(b+ cu).

Quando v = 0 nao ha pontos singulares na carta local (Uy, ¢1). Na carta local (Us, ¢2),

usando ((1.12)), o sistema (3.1]) se escreve como

= u3 4+ v(c+ 2bu + au?),
( ) (3.3)

0 = v(u® + bv + auw).

Quando v = 0 a origem ¢é o unico ponto singular do sistema (3.3). A matriz Jacobiana do
sistema (3.3 na origem é dada por

C

00

7(0,0) =

Se ¢ # 0 entao, por uma mudanca de coordenadas e um reescalonamento no tempo,
podemos considerar ¢ = 1. Neste caso, a origem é um ponto singular nilpotente. Utili-
zando o Teorema (Teorema dos Pontos Singulares Nilpotentes) obtemos que a
origem da carta local (Us, ¢2) € um no6 repulsor. Mais especificamente obtemos, de acordo
com a notagio do Teorema[l.3| que F(u) = —u® + o(uf) e G(u) = 4u? + o(u?). Portanto,
o retrato de fase local desta singularidade é dada pela Figura (m).

Se ¢ = 0 a origem é um ponto singular linearmente nulo. Neste caso, precisamos
utilizar a técnica do blow-up para descrever a dinamica local neste ponto.

Blow-up no sistema na dire¢ao u

Realizando um blow-up direcional (u,v) — (u,w), com w = v/u, no sistema

obtemos o sistema
u = u*(u + 20w + auw),

W = —buw?.
Eliminando o fator comum u obtemos um novo sistema dado por

U = u(u + 2bw + avw),

w = —bw-.
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Quando u = 0, a origem é o unico ponto singular do sistema (3.4). Dividiremos nosso
estudo em dois casos, a saber; b=0e¢e b # 0.

Se b = 0 entdo o sistema (3.4)) se escreve como

= u?(1 + aw),
( ) (3.5)
w = 0.

Note que temos duas possibilidades para o retrato de fase local:

e Se a = 0 entao temos a reta u = 0 de pontos singulares. Além disso, o campo em

todos os quadrantes aponta para o sentido leste como mostra a Figura (1).

e Se a # 0 entao através de uma mudanga de coordenadas podemos considerar a = 1
e neste caso, temos as retas u = 0 e w = —1 de pontos singulares. Além disso, o

campo aponta para o leste se w > —1 ou para o oeste se w < —1 como mostra a

Figura 3.1 (2).

w w
— —_— _— e
u u
—_— —_—
-1
—_— —_—
-« -

(1) (2)

Figura 3.1: Campo proximo a origem do sistema (3.5). Na Figura (1) a = b = 0. Na
Figura (2) a#0e b= 0.

Se b # 0 entao sera necessario fazer um blow-up no sistema (i3.4]).
Blow-up no sistema com b # 0 na direcao u
Realizando um blow-up direcional (u,w) — (u, z), com z = w/u, no sistema (3.4) com

b # 0 obtemos o sistema
o= u*(1+ 2bz + auz),

Z = —uz(l+ 3bz + auz).



38

Eliminando o fator comum u obtemos o sistema

U = u(l+ 2bz + auz),
(3.6)
z=—2z(1+3bz + auz).

Como b # 0 entao, através de uma mudanca de coordenadas, podemos considerar
b =1 e neste caso, quando v = 0 temos a origem e (0, —1/3) como pontos singulares do

sistema (3.6). A matriz Jacobiana do sistema (3.6) em cada ponto singular é dada por

10 1 5 0
J(0,0) - [§ J O,—— =
0 —1 3 1

©ole

e neste caso, a origem ¢ um ponto singular do tipo sela e (0, —1/3) um ponto singular do
tipo no6 repulsor.

Blow-up no sistema com b # 0 na diregao w
Realizando um blow-up direcional (u,w) +— (z,w), com z = u/w, no sistema com

b # 0 obtemos, depois de eliminar o fator comum w, o sistema

Z=2(3b+ z + awz), (3.7)

w = —bw.

Como b # 0 entao podemos considerar b = 1 e, neste caso, temos que estudar apenas
a estabilidade da origem. Quando w = 0 temos que a origem é ponto singular para o

sistema (3.7). A matriz Jacobiana do sistema (3.7 na origem é dada por

3 0
J(0,0) = ,
0 -1

ou seja, a origem é um ponto singular do tipo sela.
Blow-up no sistema na diregao v
Realizando um blow-up direcional (u,v) — (w,v), com w = wu/v, no sistema (3.3]) obte-

mos, depois de eliminar o fator comum v, o sistema

w = bw,

0 =v(b+vw(a+ w)).
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Quando v = 0, basta apenas estudar a estabilidade na origem. A matriz Jacobiana do

sistema (3.8) na origem é dada por

0
0 b

J(0,0) =

Neste caso, se b # 0 entao podemos considerar b = 1 e portanto, a origem é um ponto
singular do tipo noé repulsor. Se b = 0 entao o sistema (3.8)) se escreve como
w =0,

(3.9)
v = v*w(a + w).

Dai temos duas possibilidades para o retrato de fase local da origem no sistema (3.9)):

e Se a = (0 entao temos as retas w = 0 e v = 0 de pontos singulares. Além disso,
o campo associado ao sistema (3.9 em todos os quadrantes aponta para o sentido

norte, como mostra a Figura (1).

e Se a # 0 entdao podemos considerar a = 1 e neste caso, temos as retas w = 0,
w = —1 e v = 0 de pontos singulares. Além disso, o campo associado ao sistema
no primeiro e quarto quadrante aponta para o sentido norte e, no segundo e
terceiro quadrante aponta para o sentido sul se —1 < w < 0 ou para o sentido norte

se w < —1, como mostra a Figura (2).

(1) (2)

Figura 3.2: Campo proximo a origem do sistema (3.9). Na Figura (1) a = b = 0. Na
Figura (2) a #0 e b= 0.
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Finalmente, voltando com as mudancas de variaveis em cada caso, até o sistema (3.3),

como mostram as Figuras [3.3] e [3.4] temos o retrato de fase local da origem na carta

(U2, ¢2).

w v w v
> > A Y A
u w u w
T
A -1 Y A
( Sistema (3.5) Sistema (3.9) ) ( Sistema (3.5) Sistema (3.9) )
w U w 1
A A
” w Uu - w
Y 1 1
Sistema (3.5) com Sisterna (3.9) com Sistema (3.5) com Sistema (3.9) com
o fator comum o fator comum v o fator comumu o fator comum v
w v w v
u w u w
( v ) ( v >
U u
Sistema (3.3) Sistema (3.3)
(1) (2)

Figura 3.3: Blow-up na origem da carta (Us, ¢5). Na Figura I a = b = ¢ = 0. Na Figura
[MTa#0eb=c=0.
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Figura 3.4: Blow-up na origem da carta (Us, ¢2). Na Figura IIl ¢ =0e b # 0.
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Em resumo, temos a Tabela [3.1]

Retrato de fase local no infinito

Parametros Carta (Uy, ¢1) Carta (Us, ¢o)

c#0 nao existem pontos singulares | Figura [1.1{ (m)

c=0|b=0|a=0 | nao existem pontos singulares | Figura [3.3| (1

(1)
a # 0 | nao existem pontos singulares | Figura|3.3|(2)
(3)

b+#0 nao existem pontos singulares | Figura|3.4| (3

Tabela 3.1: Retrato de fase local no infinito do sistema ((3.1]).

Pontos singulares finitos e retrato de fase global
Vamos estudar agora os pontos singulares finitos e os possiveis retratos de fase globais

do sistema X provando o seguinte teorema.

Teorema 3.1. Considere o campo Hamiltoniano Xy = (bx + cy, —ax — by — x?). Entao,
(1) Sea=b=c=0, o campo X} tem o retrato de fase 1 na Figura '
(2) Seb=c=0ea+#0, o campo X; tem o retrato de fase 2 na Figura '

(3) Seb=0ec#0, o campo Xy tem o retrato de fase 3 na Figum sea=20, e/ se
a#0;

(4) Se b # 0 o campo Xy tem o retrato de fase 5 na Figum sec=0,3sec#0ce
ac=1,e4sec#0 eac#1.

Demonstragao. (1) Se a = b = ¢ =0 entao o sistema X se escreve como

(3.10)

Neste caso, temos a reta x = 0 de pontos singulares finitos. Além disso, o campo

associado ao sistema (3.10]), em todos os quadrantes vai para o sentido sul, como mostra

a Figura [3.5
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Figura 3.5: Campo de vetores do sistema ([3.10]) proximo a origem.

Portanto, observando os pontos singulares infinitos apresentados na Tabela |3.1] junta-
mente com o Teorema (Teorema do Fluxo Tubular), segue que o sistema (3.10) é

topologicamente equivalente ao retrato de fase 1 da Figura 2.1}

(2) Se b =c =0 e a # 0 entao, pelo Lema , podemos assumir que a = 1. Segue

que o sistema X se escreve como

z =0,
(3.11)
y=—x—a°
Neste caso, temos as retas x = 0 e x = —1 de pontos singulares finitos. Além disso, o
campo associado ao sistema ([3.11]), no primeiro e quarto quadrante aponta para a dire¢ao

sul, e no segundo e terceiro quadrante o campo aponta para a diregao norte quando

—1 < x < 0 e aponta para a diregao sul quando x < —1, como mostra a Figura [3.6]

Y

Figura 3.6: Campo de vetores do sistema (3.11)) proximo & origem.

Portanto, segue do Teorema e da Tabela , que o sistema (3.11]) é topologicamente

equivalente ao retrato de fase 2 da Figura [2.1]
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(3) Suponha que b = 0 e ¢ # 0 entao, pelo Lema podemos assumir que ¢ = 1. Dai
o sistema X se escreve como
T =y,

(3.12)

= —axr — .

Neste caso, os possiveis pontos singulares finitos do sistema (3.12]) sao
Po = (0,0) € P1 = (—CL,O).

Dividiremos este estudo em 2 casos, a saber; a =0 e a # 0.

Se a = 0 entao Py = Py é o tinico ponto singular finito. A matriz Jacobiana do sistema

(3.12) em Py é dada por
01

J(Po) = :
0 0
ou seja, Py é um ponto singular nilpotente. Utilizando o Teorema [I.3] obtemos que Pg é
uma cuspide. Mais especificamente obtemos, de acordo com a notacao do Teorema [1.3
que F(z) = —z%+ o(23) e G(z) = 0. Portanto, o retrato de fase local desta singularidade
é dada pela Figura (h). Observando a Tabela [3.1] obtemos que o sistema ([3.12) ¢
topologicamente equivalente ao retrato de fase 3 da Figura [2.1]

Se a # 0 entao Py e Py sao os tinicos pontos singulares finitos. A matriz Jacobiana do

sistema ([3.12)) em cada ponto singular é dada por

0 1 01
J(P()) = (S J(Pl) =
—a 0 a 0
e com determinantes dados por D(Py) = a e D(P1) = —a, respectivamente. Sendo assim,

se a > 0, Py é um ponto singular do tipo centro e P; um ponto singular do tipo sela e,
se a < 0 temos o oposto. Em qualquer caso, observando a Tabela [3.1] obtemos que o

sistema ([3.12)) é topologicamente equivalente ao retrato de fase 4 da Figura

(4) Suponha que b # 0 entao, pelo Lema [2.1] podemos assumir que b = 1. Segue que

o sistema X} se escreve como

T =+ cy, (3.13)

Y= —ar —y — 1°
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Neste caso, os possiveis pontos singulares finitos do sistema (3.13]) sao

1— -1
Py =(0,0) e PIZ( ac’ —gac)

C C

Dividiremos este estudo em dois casos, a saber; c =0 e ¢ # 0.
Se ¢ = 0 entao Py é o tnico ponto singular finito. A matriz Jacobiana do sistema

(3.13) em Py é dada por
1 0
J<P 0) = )
—a —1
ou seja, Py é um ponto singular do tipo sela. Portanto, observando a Tabela temos
que o sistema (3.13]) é topologicamente equivalente ao retrato de fase 5 da Figura Um
exemplo deste retrato de fase pode ser obtido quando a = 0.

Se ¢ # 0 entao Py e P; sao os pontos singulares finitos. Quando ac = 1 temos que

Py = P; e, neste caso, a matriz Jacobiana do sistema (3.13|) em Py é dada por

1 c
J(Po) =

—a —1

Como D(Py) =0 e J(Py) nao ¢ a matriz nula entdo, Py ¢ um ponto singular nilpotente.
Utilizando o Teorema [I.3] obtemos que Py é uma caspide. Mais especificamente obtemos,
de acordo com a notagdo do Teorema [1.3| que F(z) = c*2? + o(2?®) e G(x) = 0. Assim, o
retrato de fase local desta singularidade é dada pela Figura (h). Portanto, observando
a Tabela , o sistema é topologicamente equivalente ao retrato de fase 3 da Figura
Um exemplo deste retrato de fase pode ser obtido quando a = 1/4 e ¢ = 4.

Suponha agora que ac # 1, entao Py e Py s@o os tnicos pontos singulares finitos. A

matriz Jacobiana do sistema (3.13]) em cada ponto é dada por

1 ¢ 1 c
J(Po) = e J(P1)=1| qc-2 ’
c
e com determinantes dados por D(Py) = —1 4+ ac e D(P;) = 1 — ac, respectivamente.

Sendo assim, se ac > 1 entao Py é um ponto singular do tipo centro e P; um ponto

singular do tipo sela e, se ac < 1 temos o oposto. Em qualquer caso, observando a Tabela
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obtemos finalmente que o sistema (3.13)) é topologicamente equivalente ao retrato de
fase 4 da Figura Um exemplo deste retrato de fase pode ser obtido quando a =1 e
c=4.

3.2 Sistema X, com o? + 3? =0

Iniciaremos esta secao estudando os pontos singulares no infinito do sistema

i = br + cy + 22,
Xy = (3.14)
y = —ax — by — 2xy,
e posteriormente, estudaremos os pontos singulares finitos e os respectivos retratos de fase
globais.

Pontos singulares infinitos

Na carta local (Uy, ¢1) o sistema (3.14]) se escreve como

= —3u—v(a+ cu®+ 2bu),
(3.15)
0= —v(1l4bv+ cuv).

Quando v = 0 a origem é o unico ponto singular do sistema (3.15)). A matriz Jacobiana
do sistema ([3.15)) na origem é dada por

-3 —a

0 -1

7(0,0) =

Neste caso, a origem é um ponto singular do tipo né atrator na carta local (U, ¢1). Na

carta local (Us, ¢2) o sistema (3.14)) se escreve como

w = 3u® + v(c+ 2bu + au?),
(3.16)
0 =v(bv + u(2 + av)).

Quando v = 0 a origem é o unico ponto singular do sistema (3.16)). A matriz Jacobiana
do sistema ([3.16) na origem é dada por

7(0,0) =
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Se ¢ # 0 entao podemos considerar ¢ = 1. Neste caso, a origem é um ponto singular
nilpotente. Utilizando o Teorema obtemos que a origem da carta local (U, ¢7) consiste
de um setor hiperbolico e um setor eliptico. Mais especificamente obtemos, de acordo com
a notagio do Teorema [1.3] que F(u) = —6u® + o(u*) e G(u) = 8u + o(u?). Portanto, o
retrato de fase local desta singularidade ¢ dada pela Figura (k).

Se ¢ = 0 a origem ¢ um ponto singular linearmente nulo. Neste caso, precisamos
utilizar a técnica do blow-up para descrever a dindmica local neste ponto.

Blow-up no sistema na direcao u

Realizando um blow-up direcional (u,v) — (u,w), com w = v/u, no sistema

obtemos, depois de eliminar o fator comum u, o sistema

U= u(3 + 2bw + auw), (3.17)

w = —w(l+ bw).
Quando u = 0 temos duas possibilidades, a saber; b=0e b #£ 0.

Se b = 0 entao a origem é o tnico ponto singular do sistema e este é do tipo
sela. Se b # 0 entao podemos assumir que b = 1, dai temos dois pontos singulares. A
origem que é um ponto singular do tipo sela e (0, —1), que é um ponto singular do tipo
no6 repulsor.

Blow-up no sistema (3.16) na direcao v

Realizando um blow-up direcional (u,v) — (w,v), com w = u/v, no sistema

obtemos, depois de eliminar o fator comum v, o sistema

w=w(b+ w), (3.18)
v =v(b+ w2+ av)).
Quando v = 0 temos que estudar apenas a estabilidade na origem do sistema .
Assim temos duas possibilidades, a saber; b # 0 e b = 0.
Se b # 0 entao podemos assumir que b = 1, e neste caso a origem é um ponto singular
do tipo sela. Se b = 0 entao a origem é um ponto singular linearmente nulo. Neste caso,

é necessario realizar um blow-up no sistema (i3.18]).
Blow-up no sistema com b =0 na direcao w
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Realizando um blow-up direcional (w,v) — (w,z), com z = v/w, no sistema (3.18)

com b = 0 obtemos, depois de eliminar o fator comum w, o sistema

w = w,
(3.19)
Z=z(1+ awz).
Quando w = 0 a origem é o tnico ponto singular do sistema (3.19) e este é do tipo no6
repulsor.
Blow-up no sistema com b =0 na diregcao v

Realizando um blow-up direcional (w,v) +— (z,v), com z = w/v, no sistema (3.18)

com b = 0 obtemos, depois de eliminar os fatores comum v e z, o sistema

2_3 ) T;jf a)v)’ (3.20)

Quando v = 0 basta apenas estudar a estabilidade da origem do sistema (3.19)). Neste
caso, a origem é um ponto singular do sistema (3.19)) do tipo sela.
Finalmente, voltando com as mudangas de variaveis até o sistema ([3.16|) em cada caso,

temos o retrato de fase local da origem na carta (Us, ¢2), como mostra a Figura .

v U

Uu u

(1) (2)

Figura 3.7: Retrato de fase local da origem na carta (Us, ¢2). Na Figura (1) b = ¢ = 0.
Na Figura (2) c=0e b # 0.

Em resumo, temos a Tabela [3.2]
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Retrato de fase local no infinito

Parametros | A origem da carta (U, ¢1) | A origem da carta (Us, ¢2)
c#0 n6 atrator Figura [1.1] (k)
c=0]b=0 noé atrator Figura|3.7| (1)
b#0 no atrator Figura 3.7/ (2)

Tabela 3.2: Retrato de fase local no infinito do sistema (3.14)).

Pontos singulares finitos e retrato de fase global
Vamos estudar agora os pontos singulares finitos e os possiveis retratos de fase globais

do sistema X, provando o seguinte teorema.

Teorema 3.2. Considere o campo Hamiltoniano Xy = (bx + cy + 2%, —ax — by — 2zy).

Entao,

(1) Sea=b=c=0, o campo X, tem o retrato de fase 6 na Figura[2.1;
(2) Seb=c=0ea#0, ocampo X, tem o retrato de fase 6 na Figura[2.1];

(3) Seb=0ec#0, o campo Xy tem o retrato de fase 7 na Fz'gum sea <0, e8se

a>0;
(4) Seb#0 o campo Xy tem os sequintes retrato de fase na Figura[2.]]

9sec=0ea#0;

10sec=0ea=0;

8sec#0ea=0;

11 seac>1,ouc#0,a#0;ac<1el+8ac>0;
12seac=1, oul+8ac=0; e

7 se 1+ 8ac < 0.
Demonstracgao. (1) Se a =b = ¢ =0 entao o sistema X, se escreve como
T =2z,

(3.21)
Y = —2xy.
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Neste caso, temos a reta x = 0 de pontos singulares finitos. Além disso, o campo associado

ao sistema ([3.21)) proximo a origem ¢ mostrado na Figura [3.§|

Y

P B
I

Figura 3.8: Campo do sistema (3.21)) proximo a origem.

Portanto, segue do Teorema e da Tabela , que o sistema (3.21]) é topologicamente
equivalente ao retrato de fase 6 da Figura 2.1

(2) Se b=c =0 e a0 entao o sistema X, se escreve como

i = 22,
(3.22)
y=—x—2xy.
Neste caso, temos a reta x = 0 de pontos singulares finitos. Além disso, o campo associado
ao sistema ([3.21)) proximo a origem é mostrado na Figura .

Y

/ N

- N
> 2 5

N
\ S

Figura 3.9: Campo do sistema ((3.22)) proximo a origem.

Portanto, segue do Teorema e da Tabela , que o sistema (3.22)) é topologicamente
equivalente ao retrato de fase 6 da Figura [2.1]
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(3) Suponha que b = 0 e ¢ # 0 ent@o o sistema X se escreve como

&=y + 2%
Y (3.23)
Yy = —ax — 2xy.

Neste caso, os possiveis pontos singulares finitos do sistema (3.23]) sao

Py = (0,0), Plz(—\\%,—g> e sz(%,—g).

Iremos considerar as seguintes possibilidades, a =0, a <0 e a > 0.
Se a = 0 entdo Py = P; = Py é o tnico ponto singular finito do sistema (3.23]). A

matriz Jacobiana do sistema (3.23|) em Py é dada por

01
J(Po) = ,
0 0

ou seja, Py ¢ um ponto singular nilpotente. Utilizando o Teorema obtemos que Py ¢é
uma sela. Portanto, observando a Tabela o sistema ((3.23)) é topologicamente equiva-
lente ao retrato de fase 7 da Figura [2.1]

Se a < 0 entao Py € o tinico ponto singular finito do sistema . A matriz Jacobiana

do sistema (3.23) em P, é dada por

0 1
J(Po) = .
—a

Como D(Py) = a < 0, segue que Py é um ponto singular do tipo sela. Portanto, ob-
servando a Tabela concluimos que, neste caso, o sistema ¢ topologicamente
equivalente ao retrato de fase 7 da Figura Um exemplo deste retrato de fase pode ser
obtido quando a = —1.

Se a > 0 entao temos trés pontos singulares finitos distintos, Py, P; e Py. Neste caso,

a matriz Jacobiana do sistema ((3.23) em cada um desses pontos singulares é dada por

0 1 —V2+v/a 1 V2/a 1
J(PO):(_a 0): J<P1):< 0\[ \/5\/&> e J(P2):< Of —\/5\/5>7

respectivamente. Como D(Pg) = a > 0 entao Py ¢ um ponto singular do tipo centro. Ja

os pontos P; e P, sao pontos singulares do tipo sela. Portanto, observando a Tabela
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o sistema (3.23)) é topologicamente equivalente ao retrato de fase 8 da Figura . Um

exemplo deste retrato de fase pode ser obtido quando a = 1.

(4) Suponha que b # 0 entao o sistema X» se escreve como

i =x+cy+a?
Y (3.24)
Yy =—axr —y —2xy.

Neste caso, os possiveis pontos singulares finitos do sistema (3.24]) sdo dados por

| 1 — 4ac — /T 8ac
Py = (0,0), P, = (Z(_?’_ V1 8ac), — 2 - + “C)
C

1 1—-14 v1+8
P, = <Z(—3+\/1+8ac), ac—; il ac).
c
Consideremos as seguintes possibilidades, ¢ = 0 e ¢ # 0.
Se ¢ = 0 entao temos que Py e P; = Py = (—1, —a) s@o os tnicos pontos singulares
finitos do sistema (3.24)). A matriz Jacobiana do sistema (3.24)) em cada um destes pontos

é dada por

1 0 -1 0

J(PO) = e J(P1> =

—a —1 a 1
Neste caso, Py e Py sao pontos singulares do tipo sela. Portanto, observando a Tabela
o sistema ([3.24]) é topologicamente equivalente ao retrato de fase 9, se a # 0, ou 10,
se a = 0, da Figura . (Para mais detalhes de como encontrar o valor do paradmetro
a = 0 ver Observagao no final da demonstragao deste teorema.)

Consideremos agora o caso ¢ # 0. Neste caso a matriz Jacobiana do sistema ((3.24))

em Py é dada por

1 c
J(Po) = '
_a —

Como D(Pgy) = ac — 1, entao temos que:

e Se a = 0 entao Py é um ponto singular do tipo sela. Neste caso, além de Py,

temos também os pontos singulares Py = (—1,0) e Py = (—1/2,1/4c¢), com a matriz
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Jacobiana em cada ponto dada por
J(Pl) = (§ J(Pg) =

Como D(Py) = —1 e D(Py) = 1/2 entdo P; ¢ um ponto singular do tipo sela e Py
é um ponto singular do tipo centro. Portanto, observando a Tabela [3.2] o sistema
(13.24]) é topologicamente equivalente ao retrato de fase 8 da Figura . Um exemplo

deste retrato de fase pode ser atingido quando ¢ = 1.

Se ac = 1 entao Py é um ponto singular nilpotente. Neste caso, utilizando o Teorema
[1.3] Py ¢ uma cuspide. Além disso, temos o ponto singular Py = Py = (—3/2,3/4c¢),

cuja matriz Jacobiana é dada por

-2 c
J(P1) = .
-5 2
Como D(P;) = —3/2 entdo Py ¢ um ponto singular do tipo sela. Portanto, obser-

vando a Tabela , o sistema (3.24]) é topologicamente equivalente ao retrato de
fase 12 da Figura 2.1 Um exemplo deste retrato de fase pode ser atingido quando
a=1/2ec=2.

Se ac > 1 entao Py é um ponto singular do tipo centro. Neste caso, como 1+8ac > 0,

temos além de Py os pontos singulares P; e P,. A matriz Jacobiana no ponto Py é

dada por
P 1+ 3(—=3— 1+ 8ac) c
1 =
—q — Ieeviitee 1 4 134 /T + 8ac)
Como

1 3
D(Py) = _(Z + 2ac + Z\/l + 8ac> <0,

segue que P; é um ponto singular do tipo sela.

Por outro lado, a matriz Jacobiana no ponto Py ¢ dada por

1+ 3(=3+ 1+ 8ac) c

J(P2) =
—q — Iectviitec 1 4 13— /T +8ac)
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Como

1 3
D(Py) = i 2ac + Z\/l + 8ac.

e ac > 1, segue que, D(Py) < 0 e assim, Py é um ponto singular do tipo sela.
Portanto, observando a Tabela , o sistema ([3.24]) é topologicamente equivalente
ao retrato de fase 11 da Figura [2.1. Um exemplo deste retrato de fase pode ser

atingido quando a =1 e ¢ = 3.

Se ac < 1 entao Py é um ponto singular do tipo sela. Neste caso, se 1 + 8ac > 0,
temos além de Pj os pontos singulares P; e P5. Com uma analise bem semelhante
ao caso anterior (ac > 1) temos que, P; é um ponto singular do tipo sela e Py é um
ponto singular do tipo centro. Portanto, observando a Tabela|3.2} o sistema ([3.24]) é
topologicamente equivalente ao retrato de fase 11 da Figura 2.1} Um exemplo deste

retrato de fase pode ser atingido quando a = ¢ = 1/2.

Por outro lado, se 1 + 8ac < 0 entao Py é o tnico ponto singular finito do sistema

(3:24) e, neste caso, observando a Tabela [3.2] o sistema (3.24)) ¢ topologicamente
equivalente ao retrato de fase 7 da Figura 2.1l Um exemplo deste retrato de fase

pode ser atingido quando a = —1/7 e ¢ = 1.
Finalmente, se 1+ 8ac = 0 entao Py e Py = Py = (—3/4, (1 —4ac)/8c) sao os unicos
pontos singulares finitos do sistema (3.24]). A matriz Jacobiana do sistema (3.24))

no ponto P; é dada por

N[

Como D(P;) = 0 entdo P; é um ponto singular nilpotente. Utilizando o Teorema
temos que P; é um ponto singular do tipo cuspide. Portanto, observando a
Tabela o sistema é topologicamente equivalente ao retrato de fase 12 da
Figura . Um exemplo deste retrato de fase pode ser atingido quando a = —1/8

ec=1.
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Observagao 3.1. Uma maneira de encontrar o valor a = 0 em (4) no Teorema é
encontrarmos as conexoes de selas da integral primeira H, onde H € a fung¢ao Hamiltoni-
ana associada ao sistema . Primeiramente calculamos as selas para o sistema, em
sequida avaliamos H nesses pontos e igualamos os resultados, obtendo assim o valor de a
esperado. Mais especificamente, a integral primeira do sistema com ¢ =0 € dada
por

2

azr
H(x,y) = - + 22y + bay.

Nao é dificil ver que os pontos de sela de H sao (0,0) e (=1, —a) e, além disso,
a
H(0,00=0 ¢ H(-l,—a)=73.

lgualando os resultados obtemos a equagao

cuja rarz € a = 0.

3.3 Sistema X3 com o? + 3% =0

Iniciaremos esta se¢ao estudando os pontos singulares no infinito do sistema

T = bx + cy — 2xy, (3.25)

2
Y= —ax—by—3x2+y2,

e posteriormente, estudaremos os pontos singulares finitos e os possiveis retratos de fase
globais.
Pontos singulares infinitos

Na carta local (Uy, ¢1) o sistema (3.25|) se escreve como

= —3+ 3u? — v(a + 2bu + cu?),
0= —v(bv + u(—2+ cv)).

Quando v = 0 temos dois pontos singulares, (1,0) e (—1,0). O ponto (1,0) é um ponto

singular do tipo né repulsor e o ponto (—1,0) é um ponto singular do tipo no6 atrator. Na
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carta local (Us, ¢9) o sistema se escreve como

o = 3u(u? — 1) + v(c + au?® 4 2bu),

v =v(=1+ 3u® + bv + auv).
Neste caso, estudaremos apenas a estabilidade da origem na carta local (Us, ¢3), pois os
outros pontos ja foram estudados na carta local (U, ¢1). E facil ver que, a origem é um

ponto singular do tipo no6 atrator. Em resumo, temos a Tabela [3.3]

Pontos Singulares no infinito

Carta (U, ¢1) Carta (Us, ¢2)

(1,0) no6 repulsor | (0,0) no atrator

(—1,0) no atrator

Tabela 3.3: Pontos singulares no infinito do sistema (3.25]).

Pontos singulares finitos e retrato de fase global

A expressao explicita para os pontos singulares finitos do sistema X3, em particular
para o caso em que b # 0, torna dificil uma analise tanto de suas existéncias quanto de seus
retratos de fase globais. Por esta razao, tomaremos uma abordagem diferente para estudar
os pontos singulares finitos do sistema A’5. Primeiro encontraremos o nimero méximo de
pontos singulares finitos permitidos para este sistema. Em seguida, usando o Teorema [1.6
(Férmula do Indice de Bendixson), contaremos os indices dos pontos singulares no
infinito do sistema sobre a esfera de Poincaré. O préximo passo é determinar o nimero
possivel e o retrato de fase local dos pontos singulares finitos deste sistema usando o
Teorema (Teorema de Poincaré-Hopf na Esfera).

O sistema A3 quando b # 0 se escreve como

T =x+cy—2xy,
(3.26)
= —ar —y — 3x° + >
Primeiramente encontraremos o niimero maximo de pontos singulares finitos do sis-
tema ((3.26]). Para isso calculamos o resultante de & e § com respeito a variavel x, elimi-

nando o fator comum ¥, obtemos a ctibica

C = —4y® +8y* + (3¢ + 2ac — 5)y + 1 — ac.
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O discriminante desta ctbica é D = 16¢%S, onde
S = —(—8ca® — (36¢* + 1)a® + 6¢(4 — 9¢?)a + 3(1 + 33¢2 — 9c*)).

Quando ¢ # 0, o sinal de D é determinado pelo sinal da curva §. Sabemos que se D > 0
entao a cubica C tem 3 raizes reais, se D < 0 a cubica C tem apenas uma raiz real.
Concluimos desta forma que, para parametros (c,a) tais que D > 0 (¢ # 0) o sistema
tem além da origem mais 3 pontos singulares. Por outro lado, quando D < 0

(c # 0) o sistema ([3.26]) tem além da origem apenas mais um ponto singular. Ver Figura
0. 10

Figura 3.10: Curva S. Na regido ) o sistema (3.26) tem além da origem mais 3 pontos
singulares. Na regiao (D o sistema ([3.26) tem além da origem mais 1 ponto singular.

Uma possivel maneira de encontrar as curvas de bifurcacoes deste sistema é calculando
o discriminante da funcao Hamiltoniana
2 2

ax c
H(as,y):x?’%—T—l—my—xyz—l—%th, (3.27)

com h € R, associada ao sistema ((3.26)). Mais especificamente, calculando o discriminante

da funcao (3.27)) com relacao a variavel y, o resultado serd um polinémio na variavel x,
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calculando o discriminante deste novo polindmio com relacao a variavel x e, finalmente,

calculando o discriminante deste Gltimo com relagao a h obtemos as 7 curvas abaixo e o

diagrama de bifurcacdo do sistema (3.26)), que ¢ mostrado na Figura m

C
Cao
Cs
Cy
Cs
Co
Cr

c=0,

a—3c—2=0,

a—3c+2=0,

a+c—2=0, (3.28)
a+c+2=0,

ac—1=0,

—8ca® — (36¢* + 1)a® + 6¢(4 — 9c*)a + 3(1 + 33¢* — 9c*) = 0.

Observagao 3.2. Nas curvas Cy, Cy, Cs, Cy e Cs obtemos as conexdes de selas do sistema

3.20). Por outro lado, nas curvas Cg e C; obtemos as bifurcagoes locais, ou seja, onde o

nimero de pontos singulares do sistema é alterado.
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Figura 3.11: Diagrama de bifurcagao do sistema (3.26]).

Note que o diagrama de bifurcacao do sistema é simétrico com respeito a origem.
Assim podemos considerar mais uma curva, a saber; Cg : a + ¢ = 0, desta forma basta
estudar apenas o caso em que Cg > 0. Obtemos assim o diagrama de bifurcac¢ao com cada
uma das regioes limitadas pelas curvas C;, 1 = 1, ..., 8, como mostra a Figura Além

disso, considere as curvas L; ; que divide as regioes R; e R;, definidas por
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Lio={(c,a) €eR?:C3=0, c>1},
Lig={(c,a) ER?*:Cy =0, c>1/3},
Liio={(c,a) eR?*:Ce =0, 1/3<c<1},
Loz = {(c,a) €eR?*:Cs =0, c>1},
Lys={(c,a) €ER?:Cy =0, c>1},
Lys={(c,a) eR?*:C; =0, Cg>0, c>1},
Lsg={(c,a) eR*:C; =0, 0<a<+V3}

Lsii = {(c,a) €R?*:C; =0, Cg>0, 0<c<l1},

Ler={(c,;a) eR?: Cy4 =0, —7—-4V3<c<—T+4V3},

(,a)eR%2:Cr =0, Cg>0, —1/9<¢<0, 5/3<a<+3},
Leis={(c,a) eR?:C; =0, Cg>0, —1/9<c<—-T+4V3, 5/3<a<9—4V3},
Leis = {(c,a) eR?: Cr =0, Cg>0, —T7—4V3<c<—\/37+14V7},

(c,a) eR?:Cr =0, Cg>0, —7+4/3<c<0, a>9—4V3},

(c,a) eR?:Cr =0, Cg>0, c<—7—4V3},

Lgo = {(c,a) €eR*: Cs =0, 0<c<1/3},

Lg,10 ={

Lg1a = {

c,a) ER*:Cy =0, 0<c<1/3},
c,a) €ER?*:Cy =0, a>2},
c,a) ER*:Cy=0, 0<c<l1},

c,a) eR?:C1 =0, V3<ec<?2},

(
(
{
Lip2 = {
{
{(c,a) eR?: Cy =0, —T+4V3<c<0},
{

(c,a)
(¢, a)
(c,a) ER?:Cy =0, —1/9<c<0},
(c,a)
(c,a) eR?:Cy =0, ¢<—7—4V3}.

Finalmente as coordenadas dos pontos de interseccao das curvas C;, ¢ = 1,...,7, tal

que Cg > 0, sao faceis de encontrar e sao dadas por

15 1
=2 Pog=(-,3
973) 2,6 (37 >
(0

,2)  Pir=(0,V3)

Pys— (1,1) P2,7( _

P4,7:|::(—7I|I\/4_8,9:F\/4_8) Py, =

onde P; ; ¢ o ponto na intersecgao da curva C; com a curva C;.
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Figura 3.12: Regioes R;, curvas L; ; e pontos P; ; do diagrama de bifurcacao do sistema

(3.26).

As duas proposicoes a seguir nos mostram que os pontos singulares degenerados do

sistema (3.26)), se existirem, s@o nilpotentes e pertencem as curvas Cg ou Cs.

Proposicao 3.1. Os pontos singulares degenerados do sistema , se existirem, ocor-
rem quando os pardmetros a e c¢ pertencem as curvas Cg ou Cr. Além disso, existe no

mdzimo um ponto singular degenerado.

Demonstrag¢ao. Considere os dois polindémios de ([3.26) juntamente com o determinante

da matriz Jacobiana do sistema (3.26)) que é dado por

D= (1-2y)(—1+2y)— (c—2z)(—a— 62).



62

Calculando a base de Groebner desses 3 polinémios obtemos um conjunto de 5 polindémios.
[gualando esses 5 polinomios a zero vemos que existe no méximo uma solucao deste
sistema, isto é, existe no maximo um ponto degenerado. O primeiro desses polinémios é
dado por

(ac —1)? (—8ca® — (36¢* + 1)a* + 6¢(4 — 9¢*)a + 3(1 + 33¢* — 9¢*)) = 0.

S—— ~~
C6 C7

Assim, os pontos degenerados ocorrem nas curvas Cg ou C7. Ver Figura [3.11]

Proposicao 3.2. Seja p um ponto singular isolado do sistema . Se p € degenerado,

entao p € nilpotente.

Demonstragao. Seja p = (xg,yo) um ponto singular degenerado do sistema (3.26)) e supo-

nha que p seja linearmente nulo. Entao p satisfaz as equagoes

To + cyo — 2x9yo = 0,
0 Yo 0Yo (3.29>

—azo — Yo — 3x3 +y3 = 0.
Além disso, a matriz Jacobiana do sistema (3.26) no ponto p ¢ dada por

1 — 2y, c— 2z
J(p) = . (3.30)
—a—6xyg —14 2y

Como p ¢é linearmente nulo, temos que J(p) é a matriz nula. Assim em particular temos
que yo = 1/2. Substituindo este valor de yo em obtemos que ¢ = 0. De temos
que o = 0 e, novamente de obtemos que yp = 0 ou yy = 1, que é um absurdo.
Portanto, o ponto p é nilpotente.

Vamos estudar agora os pontos singulares finitos e os possiveis retratos de fase globais

do sistema A5 provando o seguinte teorema.

Teorema 3.3. Considere o campo Hamiltoniano X3 = (bx+cy—2xy, —ax —by—3z*+y?).

Entao,
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(1) Sea=b=c=0, o campo X5 tem o retrato de fase 13 na Figura '
(2) Seb=c=0¢€ea+#0, o campo X3 tem o retrato de fase 14 na Figura '
(3) Seb=0 ec#0, o campo Xy tem os sequintes retrato de fase

15 sea=0;
16se0<a<3oul>a>-—1;
17sea =3 oua=—1;
18 se3<a ou—1>a>-3/2;
14 se a < —3/2.
(4) Se b # 0 entao temos o diagrama de bifurcag¢ao dado pela Figura . Além disso,
o campo X3 tem os sequintes retratos de fase
15 se (c,a) € {P17, Pag, Pyi7a}:
14 se (c,a) € {Ps4, Po7, Rs, Re, R7};
19 se (c,a) € {Lsg, Lo 7};
20 se (c,a) € {L4,5, Ls 11, Le 12, L 135 L7 14, L7 15, L 165 La,3, L 10, Ls,g};
18 se (07 CL) S {L1,2, L3 4, L1011, Ls 14, L12,13};
16 se (C, a) € {L1,9, L34, Ln1,12, Ls 10, L15,16};
17 se (c,a) = Payy;

21 se (C7 CL) € {Rla RQa R3a R47 RS) R97 RlOa Rlla R127 R137 R14a R157 RIG}'
Demonstracao. (1) Se a =b = ¢ =0 entdo o sistema X3 se escreve como

T = —2xy,
(3.31)
y = —3x% + 2.
Neste caso, o sistema (3.31)) tem apenas um ponto singular finito, a origem, que é um

ponto singular linearmente nulo. Portanto, precisamos utilizar a técnica do blow-up para

descrever a dinamica local neste ponto.
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Blow-up no sistema na direcao x
Realizando um blow-up direcional (x,y) — (x,w), com w = y/x, no sistema (3.31))

obtemos, depois de eliminar o fator comum =z, o sistema

T = —2zw,
(3.32)
w = 3(w? —1).
Quando z = 0 o sistema (3.32)) tém dois pontos singulares, (0,1) e (0, —1), que sdo ambos
pontos singulares do tipo sela.
Blow-up no sistema na dire¢ao y

Realizando um blow-up direcional (x,y) — (z,y), com z = z/y, no sistema (3.31)

obtemos, depois de eliminar o fator comum vy, o sistema
2 =3z2(22-1),
v =1y(1—32%).

Neste caso, basta apenas estudar a estabilidade na origem do sistema (3.33), que é um

(3.33)

ponto singular do tipo sela. Voltando com as mudangas de variaveis, até o sistema ((3.31)),

temos o retrato de fase local da origem, como mostra a Figura [3.13]

N

//7“\

Figura 3.13: Retrato de fase local na origem do sistema ((3.31]).

Portanto, observando a Tabela , obtemos que o sistema (3.31)) é topologicamente

equivalente ao retrato de fase 13 da Figura [2.1]

(2) Se b=c=0e a # 0 entao o sistema X3 se escreve como

T = —2zy,
Y (3.34)

y=—z— 32>+ y*
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Neste caso temos dois pontos singulares finitos do sistema (3.34)

1
P[):(0,0) e Plz(—g,O)

O ponto P; é um ponto singular do tipo sela. Ja o ponto Py é um ponto singular nilpotente.
Segue do Teorema [I.3] que Py é um ponto singular do tipo sela. Portanto, observando a,
Tabela , obtemos que o sistema ((3.34)) é topologicamente equivalente ao retrato de fase
14 da Figura 2.1}

(3) Se b =0 e ¢ # 0 entdo o sistema X3 se escreve como

T =y — 2y,
Y = —axr — 3z% + 9% (839)

Neste caso, os possiveis pontos singulares finitos do sistema (3.35)) sao

11 11
Py = (0,0), P1:<— ——\/3+2a), P2:(§,—\/3+2a) e P3:<—§,0).

27 2 2

Sendo assim :

Se a < —3/2 entao Py e P3 sdo os pontos singulares do sistema ({3.35));

Se a = —3/2 entao Py e P; = Py = P3 séo os pontos singulares do sistema (3.35);

e Se a =0 entao Py = P35, P; e P5 sdao os pontos singulares do sistema (3.35));

Se —3/2 < a < 0 ou a > 0 entao Py, Py, Py e P3 s@o pontos singulares do sistema

(3.35).

O determinante da matriz Jacobiana em cada um destes pontos é dado por

D(Py) =a, D(Py)=D(P))=—3—2a e D(Py)=— (%)

Observacao 3.3. A fim de descrever os retratos de fase globais do sistema necessi-
tamos descobrir as possiveis conexoes de sela. Afirmamos que para valores de pardmetros
a = —1 e a = 3 obtemos conexoes de sela da integral primeira H, onde H € a funcgao

Hamiltoniana associada ao sistema . Primeiramente calculamos as selas para o
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sistema, em sequida avaliamos H messes pontos e igualamos os resultados, obtendo assim

-

os valores de a esperados. Mais especificamente, a integral primeira do sistema é

dada por
2
+ by — xy® + %

ax?

H(z,y) =%+ 5

Nao ¢ dificil ver que os pontos de sela de H sdo

Py e P3, se a<—=

3
P(), P17 e Pg, se —§<(I<0,
Py, Py, e P35, se a>0,

e, além disso,

1+a a’
H(Py) =<
¢ H(Py) =5

H(Py) =0, H(P)=H(P)=

Igualando os resultados obtidos acima temos as sequintes equagoes

1+a a’ a® 1+a
—0 Z -0 z_ =0
8 Y © B s
cujas raizes sao a = —1, a =0 e a = —3/2 (raiz dupla) ou a = 3, respectivamente.

Em resumo, temos a Tabela |3.4] com a estabilidade de cada ponto singular do sistema

(3.35) e o retrato de fase global na Figura .

Parametro Py Py Ps P3 Retrato de fase
a< —% sela ndo é ponto singular | nao é ponto singular sela 14
a= —% sela sela =Py (sela) =P (sela) 14
—% <a< -1 sela sela sela centro 18
a=-—1 sela sela sela centro 17
-1<a<0 sela sela sela centro 16
a=0 cuspide sela sela = Po (cuspide) 15
0<a<3 centro sela sela sela 16
a=3 centro sela sela sela 17
a>3 centro sela sela sela 18

Tabela 3.4: Estabilidade dos pontos singulares finitos e os retratos de fase globais do

sistema (3.35)).
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(4) Se b # 0 entao o sistema Xj se escreve como

T=x+cy—2xy
’ (3.36)
= —ax —y — 322 + 1.
Neste caso, iremos descrever o retrato de fase global do sistema ([3.36)) com os parametros
a e c pertencentes as regioes e curvas mencionadas no comeco desta secao, ver Figura|3.12
Comecaremos estudando o retrato de fase global do sistema (3.36) quando (c,a) = P; ;.

Vamos estudar apenas o caso em que (¢, a) = P34, pois os outros casos seguem de forma

analoga. Quando (c,a) = P34 = (1,1), o sistema (3.36|) se escreve como

T=x+y—2xy,
v (3.37)

y=—x—y— 32+ 9>

Neste caso, o sistema tém dois pontos singulares finitos; Py = (0,0) e Py = (2/3,2).
O ponto P; é um ponto singular nilpotente e segue diretamente do Teorema [I.3] que Py
¢ um ponto singular do tipo sela. O ponto P, também é um ponto singular do tipo sela.
Sendo assim, observando a Tabela temos que o retrato de fase global do sistema
é topologicamente equivalente ao retrato de fase 14 da Figura 2.1 Em resumo, temos a
Tabela com cada um dos pontos P; ; e os respectivos retratos de fase, na Figura
do sistema para esses parametros.

Pontos Retrato de fase
P34, Par 14
Pog, P17, Pars 15
Psa 17

Tabela 3.5: Pontos P; ; do diagrama de bifurcagao do sistema (3.36)) com seus respectivos

retratos de fase globais.

Agora vamos descrever o retrato de fase global do sistema (3.36|) quando os parametros
a e ¢ pertencem as curvas L; j, ou as regides R; e R;, ver Figura [3.12 Como observamos
no comego da segao, os pontos singulares finitos do sistema (3.36|) sao complicados, porém

é facil ver que a origem é um ponto singular deste sistema cujo determinante da matriz
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Jacobiana é dado por D(0,0) = ac — 1. Desta forma, dividiremos nosso estudo em trés
casos.

Caso ac—1>0

Neste caso a origem é um centro (ind = 1). Os pontos singulares no infinito na
esfera de Poincaré sao dois nos hiperbolicos (ind = 1) na carta local (U, ¢1) e um no
hiperbolico (ind = 1) na carta local (Us, ¢2), ver Tabela (também temos os pontos
singulares correspondentes nas cartas locais (V1,11) e (Va,12) ). Logo, a soma dos indices
dos pontos singulares no infinito é 2 x (2 + 1) = 6. Portanto a soma dos indices dos
pontos singulares conhecidos ¢ 2 x 1 +6 = 8. Pelo Teorema [1.4] a soma dos indices
dos pontos singulares finitos desconhecidos tem que ser —6 e, pela Proposicao [3.2] nao
podemos ter pontos singulares linearmente nulos. Segue das Figuras e que o
sistema , para parametros nesta regiao, tem exatamente 3 pontos singulares. Assim,
a Unica possibilidade é termos 3 pontos singulares do tipo sela. Portanto, neste caso, o
sistema tem 4 pontos singulares, sendo que a origem é um ponto singular do tipo
centro e os outros 3 sao pontos singulares do tipo sela. Pela Observacao [3.2] as conexoes
de sela ocorrem quando os parametros a e ¢ pertencem as curvas L o e L 9. Neste caso, o
retrato de fase global é topologicamente equivalente ao 18 na Figura [2.1| para parametros
na curva L; o e 16 para parametros na curva L;g9. Um exemplo destes retratos de fase
podem ser obtidos por a =4, ¢ =2 (L) ea =38, ¢ =2 (L1y). Com pequenas variagoes
destes parametros obtemos que o retrato de fase global é topologicamente equivalente ao
21 na Figura [2.1] nas regioes Ry, Ry e Rg. Um resumo dos retratos de fase globais do

sistema (3.36)) em cada regidao e curva, quando ac — 1 > 0, é apresentado na Tabela .

Casoac—1>0

Regiao ou curva | Retrato de fase
Ri, R, Ry 21
Lio 18
Liyg 16

Tabela 3.6: Retrato de fase global do sistema (3.36]) quando ac — 1 > 0.
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Caso ac—1<0

Neste caso a origem ¢ uma sela (ind = —1). Os pontos singulares no infinito na esfera
de Poincaré sdo dois nos hiperbolicos (ind = 1) na carta local (Uy, ¢1) e um n6 hiperbdlico
(ind = 1) na carta local (Us, ¢s), ver Tabela (também temos os pontos singulares
correspondentes nas cartas locais (V1,11) e (Va,15) ). Logo, a soma dos indices dos pontos
singulares no infinito é 6. Desta forma a soma dos indices dos pontos singulares conhecidos
é 4. Pelo Teorema a soma dos indices dos pontos singulares finitos desconhecidos tem
que ser —2 e, pela Proposi¢ao [3.2] ndo podemos ter pontos singulares linearmente nulos.

Assim, temos as seguintes possibilidades para os pontos singulares finitos, além da origem:
(i) uma sela;
(ii) duas selas e um centro;
(iii) uma sela e uma cuspide.

Pela Proposigao sabemos que as cuspides ocorrem quando os parametros pertencem
as curvas Cg ou C;. Como neste caso estamos considerando ac — 1 < 0, temos que o caso

(iii) ocorre somente nas curvas

Lys, Lsii, Lei2, Leis, Lrua, Lrzis e L

que sao partes da curva C;. O retrato de fase global, para parametros pertencentes a qual-
quer uma destas curvas, é topologicamente equivalente ao 20 da Figura[2.1] Um exemplo
deste retrato de fase pode ser obtido quando a = 0 e ¢ = /(11 4 54/5)/6. Por pequenas
variagoes (adequadas) dos parametros sobre estas curvas obtemos o desaparecimento da
cuspide, desta forma, obtemos os outros dois casos: (i) que é o aparecimento de um loop,
ver Definicao , ou (ii) que é simplesmente o desaparecimento da cuspide. Segue dos
comentérios no comego desta segdo que para parametros (¢, a) tais que D > 0 (¢ # 0) o
sistema tem além da origem mais 3 pontos singulares e quando D < 0 (¢ # 0) o
sistema apresenta além da origem apenas mais um ponto singular. Desta forma,

observando as Figuras e|3.11], o caso (i) ocorre nas regides

Rs, R4, Rs, Rio, Rii, Ri2, Ris, Ru, Ris e Rus.
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O retrato de fase global em qualquer uma destas regides é topologicamente equivalente
ao 21 da Figura . Um exemplo deste retrato de fase é obtido quando a =2 e ¢ =1/4.

Por outro lado, o caso (ii) ocorre nas regioes
R5, RG (§] R7.

O retrato de fase global em qualquer uma destas regices é topologicamente equivalente
ao 14 da Figura[2.I] Um exemplo deste retrato de fase pode ser obtido quando a =5 e
c=—1/4.

Nas regioes descritas acima nao obtemos mais variacoes dos pontos singulares do sistema
(3.36) (tanto na quantidade quanto na estabilidade). Desta forma, as tnicas alteragdes
topologicas dos retratos de fase globais sao as conexdes de selas. Quando D < 0 obtemos
somente as curvas

L576 € L677.

O retrato de fase global nestes dois casos é topologicamente equivalente ao 19 da Figura
Um exemplo deste retrato de fase pode ser obtido quando a = 1/5 e ¢ = 0. Quando
D > 0 obtemos duas possiveis conexoes de selas. Uma delas ocorre quando os parametros

(¢,a) pertencem a uma das seguintes curvas

L3,4, L10,11, L8,14 € L12,13-

O retrato de fase global do sistema ([3.36]) para pardmetros nestas curvas é topologicamente
equivalente ao 18 da Figura[2.1] Um exemplo deste retrato de fase pode ser obtido quando
a = 5 e ¢ = 0. Finalmente, a outra possivel conexao de sela é encontrada quando os

parametros (¢, a) pertencem a uma das seguintes curvas

L13,147 L11,12, L8,10 € L15,16-

O retrato de fase global do sistema ([3.36]) para pardmetros nestas curvas é topologicamente
equivalente ao 16 da Figura[2.1] Um exemplo deste retrato de fase pode ser obtido quando
a =13/7 e ¢c = 0. Um resumo dos retratos de fase globais do sistema (3.36)) em cada

regiao e curva, quando ac — 1 < 0, é apresentado na Tabela |3.7]
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Caso ac—1 <0
Regiao ou curva Retrato de fase
Rs, Ra , Rs; Rio, Ri1, Ria, Ras, Rug, Rus, Ras 21
L34, Lioa1, Lsia, Lazas 18
Las, Lsa1, Le 2, Leas, Lria, Lras, Le e 20
Rs, Re, R7 14
Ls6, Lo 7 19
L1314, L1112, Lg 10, Lis 16 16

Tabela 3.7: Retrato de fase global do sistema ([3.36)) quando ac — 1 < 0.

Casoac—1=0
Observamos primeiramente que para parametros (¢, a) tais que ac — 1 = 0 estamos

exatamente sobre a curva Cg. Podemos decompor a curva Cg da seguinte forma:
Ce = Loz ULj10ULsg U{P54,Pag}.

Os pontos P34 e Pyg ja foram estudados (ver Tabela [3.5). Concentramos nossos estudos
nas curvas L2,3, Ll,lO e Lg,g.

Neste caso a origem é um ponto singular nilpotente e pelo Teorema a origem é
uma cuspide. Como ¢ # 0 entdo podemos assumir que a = 1/c e assim o sistema

Se escreve como

T=x+cy—2xy,

1 (3.38)
y=——x—y—3z>+1°

c

Os pontos singulares, além da origem, do sistema (3.38)) sdo dados explicitamente por

1-3c2+V1 2 1 1-3c2-V1 2 1
P1:<— 3¢ _gc +3C’1_§ 1+302) € P2:(— 3 6c +3C)1+§ 1+362>

O determinante da matriz Jacobiana do sistema (3.38)) no ponto P; é dado por

D(Py) = € ((1 +3) + V1 +33(1 - 902)).

EE
Com um pouco de célculo mostra-se que D(P;) < 0 para todo ¢ € R e D(P;) = 0 quando
¢ = £1. Portanto, o ponto P; é um ponto singular do tipo sela, exceto quando ¢ = +1.

O caso em que ¢ = +1 ja foi estudado anteriormente (ver Tabela .
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O determinante da matriz Jacobiana do sistema (3.38)) no ponto Py é dado por
1
D(Py) =~ ((1 +3) + V1 +33(9¢ - 1)).
c

Novamente é facil ver que D(P3) < 0 para todo ¢ € R. Entdao P, é um ponto singular
do tipo sela. Portanto, observando a Tabela , o sistema (3.36)) é topologicamente
equivalente ao retrato de fase 20 da Figura 2.1} Um resumo dos retratos de fase globais

do sistema ([3.36)) em cada curva, quando ac — 1 = 0, é apresentado na Tabela .

Casoac—1=0

Curva Retrato de fase

Los, Lio, Lag 20

Tabela 3.8: Retrato de fase global do sistema ([3.36)) quando ac — 1 = 0.

3.4 Sistema X; com o+ 3?> =0

Nesta secao apresentaremos os possiveis retratos de fase globais do sistema

& =bx + cy + y?,
P vy (3.39)

= —ax — by — 2%

Os calculos para este caso seguem de forma completamente andloga aos da secao
anterior, assim, usaremos as mesmas notacoes apresentadas ali. Iniciaremos esta secao
estudando os pontos singulares no infinito do sistema .

Pontos singulares infinitos

Na carta local (U, ¢1) o sistema (3.39)) se escreve como

i =—1—u®—v(a+ 2bu+ cu?),
(3.40)
0= —v(u® + bv + cuv).
Quando v = 0 apenas o ponto (—1,0) é ponto singular do sistema (3.40). Além disso,

(—1,0) é um ponto do tipo no atrator. Na carta local (Us, ¢2) o sistema (3.39)) se escreve
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como
w=1+u®+v(c+ 2bu+ au?),
(3.41)
0 = v(u® + bv + auv).
Neste caso, a origem nao ¢ um ponto singular do sistema (3.41). Portanto, ndo temos

pontos singulares na carta local (Us, ¢2). Em resumo, temos a Tabela .

Pontos singulares no infinito

Carta (Uy, ¢1) Carta (Us, ¢)

(—1,0) noé atrator | ndo existem pontos singulares

Tabela 3.9: Pontos singulares no infinito do sistema (3.39)).

Pontos singulares finitos e retrato de fase global

Novamente a expressao explicita para os pontos singulares finitos do sistema X, em
particular para o caso em que b # 0, é complicada. Por esta razao, tomaremos a mesma
abordagem adotada na secao anterior para estudar os pontos singulares finitos. O sistema

X, quando b # 0 se escreve como

T =x+cy+y?
vy (3.42)
= —ax —y — .

Primeiramente encontraremos o ntiimero méaximo de pontos singulares finitos do sistema
(3.42). Para isso calculamos o resultante de & e y com respeito a varidvel z, eliminando

o fator comum ¥, obtemos a cubica
C=1+cy+2c’+y°—alc+y).
O discriminante desta cibica é
D = 4a® + a*c* + 18ac + 4¢® — 27.

Sabemos que se D > 0 entao a cubica C tem 3 raizes reais, se D < 0 a cubica C tem
apenas uma raiz real. Concluimos desta forma que, para parametros (¢, a) tais que D > 0

o sistema (3.42) tem além da origem mais 3 pontos singulares. Por outro lado, quando
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D < 0 o sistema (3.42)) tem além da origem apenas mais um ponto singular. Ver Figura
B.14.

®

Figura 3.14: Discriminante da ctibica C. Na regiao @) o sistema (3.42)) tem além da origem
mais 3 pontos singulares. Na regidao (D o sistema (3.42)) tem além da origem mais 1 ponto

singular.

Uma possivel maneira de encontrar as curvas de bifurcacoes deste sistema é calculando
o discriminante da funcao Hamiltoniana

®  ax? 3 cy?

i _r azr® vy 4
(z,y) I AR e (3.43)

com h € R, associada ao sistema ((3.42)). Mais especificamente, calculando o discriminante
da fungao (3.43) com relagao a variavel y, o resultado sera um polindmio na variavel x,
calculando o discriminante deste novo polindmio com relacao a variavel x e, finalmente,

calculando o discriminante deste tltimo com relagao a h obtemos as 4 curvas abaixo e o
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diagrama de bifurcagao do sistema (3.42)), que é mostrada na Figura m

Ci @ a—c=0,
Cy @ a+c—2=0, (3.44)
Cs : ac—1=0,

Cy @ 4a®+ a®? + 18ac+ 4c¢® — 27 = 0.

Observacao 3.4. Nas curvas C; e Cy obtemos as conexoes de selas do sistema .
Por outro lado, nas curvas Csz e Cy obtemos as bifurcagoes locais, ou seja, onde o nimero

de pontos singulares do sistema € alterado.

Figura 3.15: Diagrama de bifurcagao do sistema ([3.42)).

Note que o diagrama de bifurcagao do sistema (3.42)) é simétrico com respeito a ori-
gem, assim basta estudar apenas o caso em que C; > 0. Obtemos assim o diagrama de

bifurcagao com cada uma das regioes limitadas pelas curvas C;, ¢« = 1, ..., 4, como mostra
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a Figura|3.15] Além disso, considere as curvas L; ; que divide as regioes R; e R, definidas

por

{(c,a)
{(c,a)

Lsg={(c,a) ER*:Cy =0, c<1, a>1},
{(c,a) eR*: C3=0, c< —1},
{(c,a)

c,a) ER*:Cy=0, C; >0, c<-3, a< -3},

Finalmente as coordenadas dos pontos de interseccao das curvas C;, i = 1,...,7, tal

que Cg > 0, sao faceis de encontrar e sao dadas por
P273 = (1, 1), P1’3 = (—1, —1> (§] P174 = <—3, —3),

onde P; ; ¢ o ponto na intersecgao da curva C; com a curva C;.
As duas proposicoes a seguir nos mostram que os pontos singulares degenerados do

sistema ((3.42)), se existirem, sdo nilpotentes e pertencem as curvas Cs ou Cy.

Proposicao 3.3. Os pontos singulares degenerados do sistema , se existirem, ocor-
rem quando os pardmetros a e c pertencem as curvas Cs ou Cy. Além disso, existe no

mazximo um ponto singular degenerado.
Demonstragao. A demonstragao é semelhante a da Proposigao [3.1] ]

Proposicao 3.4. Seja p um ponto singular isolado do sistema . Entao se p €

degenerado entao p nilpotente.

Demonstracao. A demonstracao é semelhante a da Proposicao (3.2

Vamos estudar agora os pontos singulares finitos e os possiveis retratos de fase globais

do sistema A&, provando o seguinte teorema.
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Teorema 3.4. Considere o campo Hamiltoniano quadrdtico X, = (bx + cy + y*, —ax —

by — x?). Entdo,
(1) Sea=b=c=0, o campo X, tem o retrato de fase 3;
(2) Seb=c=0ea+#0, o campo Xy tem o retrato de fase 22;

(3) Seb=0ec#0, o campo X, tem o retrato de fase 22 se a =0, 23 se a = £1, e 24
sea#0, 1, -1;

(4) Se b # 0 entao temos o diagrama de bifurca¢io dado pela Figura . Além disso,
o campo X, tem os retratos de fase
4 se (c,a) € {Pas, P14, Ry, R5};
23 se (c,a) € {Ly, Lg, Lo g};
24 se (c,a) € {R1, Rs, R3, Rg};
25 se (c,a) € {Lsg, L34, L12};
3 se (c,a) € {Pi3, Lys}.

Demonstracao. A demonstracao segue de forma completamente analoga ao do Teorema

3.3 e por sua extensao decidimos omiti-la aqui.

3.5 Sistema X}, i € {1,2,3,4}, com o + 3* # 0

Vamos estudar agora os retratos de fase globais de cada um dos quatro campos do
Teorema no caso em que o + 32 # 0. No Teorema vimos que se um dos quatro
campos Hamiltonianos X;, i € {1,2,3,4}, com o? + 3% # 0, tem pelo menos um ponto
singular finito entao podemos assumir que o>+ 3% = 0. Sendo assim, basta apenas estudar
os retratos de fase globais de cada um dos campos X; quando nao temos pontos singulares

finitos. Apresentaremos a seguir alguns resultados que facilitardo este estudo.

Teorema 3.5. Para o campo Xy, com o? + 3% # 0, temos que:
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(a) Os pontos singulares no infinito sao 0s mesmos que os do campo Xy, com o*+3? = 0;

(b) Se ¢ # 0 entao o retrato de fase local de qualquer ponto singular no infinito serd o

mesmo que o do campo Xy, com o + % = 0.
Demonstracao. (a) Considere o sistema

T =a+br+cy,
X = Y (3.45)

y=p0—ax—by— z*
Na carta local (Uy, ¢1) o sistema (3.45|) se escreve como

= —1—v(a+ 2bu+ cu® + auv + fv),
v =—v3(b+ cu+ av).

Quando v = 0 nao temos pontos singulares. Na carta local (Us, ¢5) o sistema (3.45)) se

escreve como
u=u®+v(c+ av+u(2b + au — pv)),

v = v(u? + auv + v(b — Bv)).
Quando v = 0 a origem é um ponto singular. Portanto, os pontos singulares das cartas
locais na compactificacao de Poincaré do campo X, com o? + 3% # 0, sao independentes
de o e .
(b) Pelo item (a), o tnico ponto singular no infinito do campo X}, com o? + 3% # 0,

é a origem da carta local (Us, ¢2) que tem a matriz Jacobiana dada por

Cc

0 0

J(0,0) =

Se ¢ # 0 entao a origem é um ponto singular nilpotente. Pelo Teorema [1.3] a origem é

um no atrator, e este independe de a e 5.

Veremos mais adiante que se ¢ = 0 entao o retrato de fase local dos pontos singulares

no infinito sao distintos para o campo X; quando o + 5% =0 e o? + 52 # 0.

Teorema 3.6. Para o campo Xy, com o? + 3% # 0, temos que:
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(a) Os pontos singulares no infinito sao 0s mesmos que 0s do campo X, com o*+3? = 0;

(b) Se ¢ # 0 entao o retrato de fase local de qualquer ponto singular no infinito serd o

mesmo que o do campo Xy, com o® + 32 = 0;
(c) Sec#0 entiao o campo Xy tem pelo menos um ponto singular finito.

Demonstracao. (a) De forma semelhante a demonstragdo do item (a) do Teorema
mostramos que a origem das cartas locais (U, ¢1) e (Us, ¢2) do campo X», com a?+ 32 # 0,
sao os unicos pontos singulares no infinito, e estes independem de «a e .

(b) Pelo item (a), os tinicos pontos singulares no infinito do campo X;, com a?+ 32 # 0,
sao as origens das cartas locais (Uy, ¢1) e (Us, ¢2). A matriz Jacobiana na origem da carta

local (Ui, ¢1) ¢ dada por

-3 —a
J(0,0) = ,
0 -1
ou seja, a origem é um ponto singular do tipo n6 atrator e este independe de « e . Por

outro lado, a matriz Jacobiana na origem da carta local (Us, ¢2) ¢ dada por

0 c
J(0,0) = ,
00

neste caso, se ¢ # 0, a origem é um ponto singular nilpotente. Pelo Teorema (1.3, a
origem consiste de um setor hiperbélico e um setor eliptico, como na Figura (k), e este
independe de a e (.

(c) Pelo item (b), os pontos singulares no infinito sdo, a origem na carta local (U, ¢1)
que é um no6 (ind = 1) e a origem da carta local (Us, ¢2) que tem o retrato de fase local
formada por um setor hiperbélico e um setor eliptico. Logo, pelo Teorema (Férmula
do Indice de Bendixson), a origem da carta local (Us, $;) tem indice 1. Contudo, a
soma dos indices dos pontos singulares no infinito é 4. Pelo Teorema [1.4] a soma dos
indices dos pontos singulares finitos tem que ser —2. Portanto, existe pelo menos um

ponto singular finito no sistema X;, com a? + 3% # 0.
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Veremos mais adiante que se ¢ = 0 entao o retrato de fase local dos pontos singulares

no infinito sao distintos para o campo X, quando o + 52 =0 e o? + 32 # 0.
Teorema 3.7. Para o campo X5, com o? + 3% # 0, temos que:
(a) Os pontos singulares no infinito sao 0os mesmos que os do campo Xs, com a?+ 5% = 0;

(b) O retrato de fase local de qualquer ponto singular no infinito serd o mesmo que o do

campo X3, com o + 32 = 0;
(¢) O campo X3 tem pelo menos um ponto singular finito.
Demonstracao. A demonstracao é semelhante a do Teorema [3.6] |

Observagao 3.5. O Teorema [3.7 nos diz que os possiveis retratos de fase globais do
campo Xz, com o + % # 0, sdo idénticos aos do campo X3, com o + 3? = 0, o0s quais

ja foram classificados no Teorema[5.3.
Teorema 3.8. Para o campo X, com a? + 3> # 0, temos que:
(a) Os pontos singulares no infinito sio os mesmos que a do campo X,, com o>+ 3? = 0;

(b) O retrato de fase local de qualquer ponto singular no infinito serd o mesmo que a do

campo Xy, com o + 3% = 0.
Demonstracao. A demonstracao é semelhante a do Teorema [3.5] |

Nos Teoremas [3.9] B.10] e iremos estudar os possiveis retratos de fase globais dos
campos A, Xy e Xy que nao possuem pontos singulares finitos. Segue da Observacgao [3.5

que o campo X3 com o + 3?2 # 0 nao precisa ser estudado.

Teorema 3.9. Considere o campo Hamiltoniano X, = (a+bx+cy, 3—ax —by—1?), com
a?+ 82 # 0. Entao o campo X, ndo tem pontos singulares finitos se uma das condigoes

a sequir for satisfeita.
(1) Sea=b=c=0ceoua#0oua=0e¢f<0;

(2) Seb=c=0,a#0coua#0oua=0e¢ef<—1/4;
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(3) Seb=0,c#0 ea’+48 <0;
(4) Seb#0,c#0 e (1—ac)*+4c(a+4cB) < 0.

Além disso, o retrato de fase global em cada caso € topologicamente equivalente ao retrato

de fase 26 da Figura[2.1]

Demonstra¢ao. Primeiro vamos impor condigoes para que o sistema

T=a+br+cy,
X = Y (3.46)

V=B —ax — by — 22,
nao tenha pontos singulares finitos e, posteriormente, estudaremos os pontos singulares

no infinito e o retrato de fase global deste sistema.

(1) Se a = b= c =0 entao o sistema (3.46)) se escreve como

T =q,
(3.47)
= — >
Neste caso, para que o sistema (3.47)) ndo tenha pontos singulares finitos basta que a # 0

ou, se a = 0 entao S < 0.

(2) Se b=c=0e¢ a0 entao o sistema (3.46) se escreve como

T = q,
(3.48)

) =P8—x— 2

Se a # 0 entao obviamente nao temos pontos singulares finitos. Por outro lado, se o = 0

entdo (zo, o) € R? é um ponto singular finito se yy € R e z, satisfaz a igualdade
6 — XTo — x% - 07

ou seja, se

Portanto, para que o sistema ([3.48]) ndo tenha pontos singulares finitos basta que a # 0

ou, se « = 0 entao 5 < —1/4.
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(3) Se b =0 e ¢ # 0 entdo o sistema (3.46) se escreve como

T=a+y,
Y (3.49)

y=p—axr— 2>
Sendo assim, (g, %) € R? é um ponto singular finito do sistema ([3.49) se g e yo satisfi-
zerem as igualdades

Yo+a=0 e B—axo—xgzo,

ou seja, se Yp = —Q €

1
xoz—(ai a2—|—4ﬁ>.

(\V]

Neste caso, para que o sistema ((3.49) nao tenha pontos singulares finitos basta que a? +

45 < 0.
(4) Se b # 0 entao o sistema ([3.46]) se escreve como

T=a+z+cy, (3.50)

y=p8—ar—y— 1>

Dessa forma, (g, 0) € R? é um ponto singular finito do sistema (3.50) se zq e yo satisfi-

zerem as igualdades

at+zo+ey=0 e B—arg—1yo—x5=0. (3.51)

Neste caso temos duas possibilidades, a saber; ¢ # 0 e ¢ = 0.

Se ¢ # 0 entdo segue das equagdes (3.51]) que

_ % — 9%+ \/(lfac)2i4c(a+4c,8)

:l—ac:F\/(l—ac)2+4c(a+4cﬁ) . a

€T ==
0 9% Yo

2c
Logo, para que o sistema (3.50) nao tenha pontos singulares finitos basta que
(1 —ac)® + 4c(a + 4ep) < 0.

Se ¢ = 0 ent@o da primeira igualdade de (3.51) temos que zy = —a. Substituindo na

segunda igualdade de (3.51]) segue que

Yo = f — aoe — .
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Como o? + 32 # 0 entdo, neste caso, vai existir pelo menos um ponto singular finito para

o sistema ((3.50)).

Concluimos assim a prova da primeira parte do Teorema |3.9

Veremos agora que os retratos de fase globais de todos estes casos sao topologicamente
equivalentes ao retrato de fase 26 da Figura 2.1}

Retrato de fase global

Vamos estudar agora o retrato de fase global do sistema com as hipoteses obtidas
de nao termos pontos singulares finitos. Neste caso, basta estudarmos os pontos singulares
no infinito do sistema . Se ¢ # 0 segue do Teorema que o retrato de fase local de
qualquer ponto singular no infinito é o mesmo que a do campo X}, com o? + 32 = 0, que
ja foi estudado anteriormente. Por outro lado, se ¢ = 0 basta estudarmos a estabilidade
dos pontos singulares no infinito, que pelo Teorema (a) sabemos que sdo os mesmos
pontos singulares do campo X} com o? + 32 = 0. Além disso, se ¢ = 0 devemos ter b = 0
(caso (1) e (2) do Teorema [3.9). Sendo assim, o sistema se escreve como

T =q,

(3.52)
y=p8—ar—2°

Na carta local (Uy, ¢1) nao ha pontos singulares. Na carta local (Us, ¢2) o sistema

se escreve como
U = u® + v(au® + av — Puv), (3.53)
v = v(u? + auv — fv?).
Quando v = 0 a origem ¢é o tnico ponto singular do sistema e ¢ linearmente nulo.
Neste caso, precisamos utilizar a técnica do blow-up para descrever a dindmica local neste
ponto.
Blow-up no sistema na direcao u

Realizando o blow-up direcional (u,v) +— (u,w), com w = v/u, no sistema (3.53))

obtemos, depois de eliminar o fator comum u, o sistema

o = u(u + auw + aw? — fuw?), (3.54)

W= —aw?.
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Quando v = 0 a origem é o tinico ponto singular do sistema e é linearmente nulo.
Portanto, é necessario realizar um blow-up no sistema .

Blow-up no sistema na direcdo v

Realizando o blow-up direcional (u,v) — (z,v), com z = u/v, no sistema

obtemos, depois de eliminar o fator comum v, o sistema

z = q,
(3.55)
v =v(az+2* = B).
Como « # 0 entao quando v = 0 nao temos pontos singulares no sistema ((3.55]).
Blow-up no sistema (3.54)) na direcao u
Realizando um blow-up direcional (u,w) +— (u,z), com z = w/u, no sistema (3.54)

obtemos, depois de eliminar o fator comum u, o sistema

= u(l + auz + auz? — Bu?z?),
( puz’) (3.56)
2= —2(1+ auz + 20uz? — Bu?2?).

Quando u = 0 a origem ¢é o tnico ponto singular do sistema (3.56)) e é do tipo sela.
Blow-up no sistema na direcao w
Realizando um blow-up direcional (u,w) +— (z,w), com z = u/w, no sistema ([3.54))

obtemos, depois de eliminar o fator comum w, o sistema

z = 2(z + awz + 2aw — fuw?z), (3.57)

W= —aw?.

Quando w = 0 a origem é o tnico ponto singular do sistema e é linearmente nulo.
Portanto, é necessario realizar mais um blow-up no sistema .

Blow-up no sistema na direcao z

Realizando um blow-up direcional (z,w) +— (z,t), com t = w/z, no sistema (3.57)

obtemos, depois de eliminar o fator comum z, o sistema
2= z2(1+ atz + 2at — ft?2?),
) ( ) (3.58)
t = —t(1+ atz + 3at — Bt?2?).

Quando z = 0 temos dois pontos singulares no sistema (3.58)), a origem que ¢ uma sela e

(0, —1/3c) que é um no6 repulsor.
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Blow-up no sistema na diregcao w
Realizando um blow-up direcional (z,w) — (t,w), com t = z/w, no sistema (3.57)

obtemos, depois de eliminar o fator comum w, o sistema

t =t(t + atw + 3a — ftw?), (3.59)

W= —Quw.

Quando w = 0 basta analisar apenas a estabilidade na origem do sistema , que é
um ponto singular do tipo sela.

Voltando com as mudangas de variaveis, até o sistema (3.53)), temos o retrato de fase
local da origem na carta local (Us, ¢2), que é mostrada na Figura m Portanto, o sistema
seré topologicamente equivalente ao retrato de fase 26 da Figura . Um exemplo

deste retrato de fase pode ser obtido quandoa =b=c=p=0ea=1.

(

o

U

\

Figura 3.16: Retrato de fase local da origem na carta (Us, ¢2).

Teorema 3.10. Considere o campo Hamiltoniano Xy = (a+br+cy+z?, B—axr—by—2zy),
com o+ 3% £ 0. Entdo o campo Xo nao tem pontos singulares finitos se uma das condigoes

a sequir for satisfeita.
(1) Sea=b=c=0ceoua>0oua=0e¢f#0;
(2) Seb=c=0,a#0ecoua>0oua=0cep#0;

(3) Seb#0,c=0coua>1/4oua=1/4¢p # —a/2.
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Além disso, o retrato de fase global em cada caso € topologicamente equivalente ao retrato
de fase 27 da Figura[2.1] exceto nos casos (1) e (2) quando o = 0 e no caso (3) quando
a =1/4 em que o retrato de fase é topologicamente equivalente ao retrato o 28 da Figura

Demonstracao. Primeiro vamos impor condigoes para que o sistema

T =a+ by +cy+ 22
X, = ’ (3.60)
y =0 —axr — by — 2xy,
nao tenha pontos singulares finitos e, posteriormente, estudaremos os pontos singulares
no infinito e o retrato de fase global deste sistema.

(1) Se a = b = ¢ = 0 entdo o sistema ([3.60) se escreve como

T =+ 22
(3.61)
y=p—2xy.
Sendo assim, (o, yo) € R? é um ponto singular finito do sistema (3.61)) se zq e yo satisfi-
zerem as igualdades

oz—l—xg:() e [ —2xyo=0.

Se a > 0 obviamente nao temos pontos singulares finitos. Suponha que o = 0, segue
da primeira igualdade que o = 0, sendo assim, S = 0 na segunda igualdade. Absurdo
pois o + 32 = 0. Portanto, para que o sistema nao tenha pontos singulares finitos
basta que a >0 oua=0e g #0.

(2) Se b=c=0 e a#0 entao o sistema (3.60) se escreve como

T =a+ 22
(3.62)
y=p—x—2zy.
Neste caso, de forma anéloga ao item (1), para que o sistema ((3.62]) ndo tenha pontos
singulares finitos basta que a >0oua=0e #0 .
(3) Se b # 0 entdo, pelo Teorema (c), basta estudar apenas o caso em que ¢ = 0.

Dessa forma, o sistema ([3.60|) se escreve como

i=a+x+ 2%

(3.63)
y=p0—axr—y—2xy.
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Sendo assim, (zg, 1) € R? é um ponto singular finito do sistema (3.63)) se o e yo

satisfizerem as igualdades

a+x0+ 35 = <xo+%)2+ <a—i> =0 e [ —axy—1yo— 2z0yo = 0.
Da primeira igualdade é facil ver que se @ > 1/4 entdo nao temos pontos singulares finitos.
Por outro lado, se a = 1/4 entao o = —1/2. Substituindo zy na segunda igualdade temos
que 5+ a/2 = 0. Portanto, para que o sistema nao tenha pontos singulares finitos
basta que a > 1/4oua=1/4¢e f # —a/2.

Concluimos assim a prova da primeira parte do Teorema [3.10] Veremos agora que os
retratos de fase globais de todos estes casos sao topologicamente equivalentes ao retrato
de fase 27 da Figura [2.1] exceto nos casos (1) e (2) quando @ = 0 e no caso (3) quando
o = 1/4 em que o retrato de fase sera o 28 da Figura 2.1]

Retrato de fase global

Vamos estudar agora o retrato de fase global do sistema , com a hipotese de nao
termos pontos singulares finitos. Neste caso, pelo Teorema (c), basta apenas estudar
a estabilidade dos pontos singulares no infinito do sistema quando ¢ = 0, que sao

os mesmos pontos singulares do sistema X, com a? 4+ 32 = 0. Sendo assim, o sistema

(3.60), com ¢ = 0, se escreve como

T =a+br+ 1%
(3.64)

y=p0—ar— by — 2xy.
Escrevendo o sistema ([3.64]) na carta local (Uy, ¢1) é facil ver que a origem é um ponto
singular do tipo no atrator. Na carta local (Us, ¢) o sistema (3.64)) se escreve como
= 3u? + v(av + u(2b + au — pv)),
(aw +uf ) 565)
0 =v(u(2+ av) +v(b— Pv)).
Quando v = 0 a origem é o tnico ponto singular do sistema (3.65)) e é linearmente nulo.
Neste caso, novamente precisamos utilizar a técnica do blow-up para descrever a dinamica

local neste ponto.

Blow-up no sistema na direcao u
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Realizando um blow-up direcional (u,v) +— (u,w), com w = v/u, no sistema (3.65)

obtemos, depois de eliminar o fator comum u, o sistema

i = u(3 + 2bw + auw + aw? — Pfuw?), (3.66)

w = —w(l+bw + aw?).
Quando u = 0 os possiveis pontos singulares do sistema (3.66)) sao

—b—\/b2—4a> e P (0 —b+\/62—4a)
2 =10, )

2x 2x

PO = (070)7 Pl = (07
Temos as seguintes possibilidades:

e Se a > b?/4 entdo é facil ver que Py é o tinico ponto singular do sistema (3.66]) e

este é do tipo sela;

e Se a = b?*/4 entao Py e P; = Py = (0,—2/b) sdo os tnicos pontos singulares do
sistema . Além disso, assumindo sem perda de generalidade que b = 1 e
consequentemente o = 1/4, temos que Py é um ponto singular do tipo sela e Py é
um ponto singular linearmente nulo. Neste caso, seré necessario realizar um Blow-up

no ponto P;.

Blow-up no sistema na direcao u no ponto P,

Através de uma mudanca de variaveis, levamos o ponto P; para a origem e em se-
guida realizamos um blow-up direcional (u,w) +— (u, 2), com z = w/u, no sistema
obtemos, depois de eliminar o fator comum u, o sistema

i = —qu(a(8 — 4uz) + 163 + uz?(—1 + 4pu) — 4z(1 + 4pu)), (3.67)
Z=1z(a(4 — 2uz) + 86 + uz®(—1 + 26u) — z(1 + 8fu)).

Quando u = 0 os possiveis pontos singulares do sistema (3.67)) sao
PO = (070) € P3 = (074(a+26>>

Como « = 1/4 entao 8 # —a/2, ou seja, 4(a + 26) # 0. Além disso, o determinante da

matriz Jacobiana em cada ponto singular é dado por

D(Pg) = D(P3) = —4(a +26)*.
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Portanto Py e P3 sao pontos singulares do tipo sela, sendo que a posi¢ao no eixo z de
cada ponto depende do sinal do parametro .

Blow-up no sistema na direcdo w no ponto P,

Através de uma mudanca de variaveis, levamos o ponto P; para a origem e em seguida
realizamos um blow-up direcional (u,w) — (z,w), com z = u/w, no sistema (3.66)

obtemos, depois de eliminar o fator comum w, o sistema

z= —%z(—l+4az+852—|—25w22—w(1+2a2+852))7 (3.68)

W= —1w(-2+w).

Neste caso é simples ver que a origem é um ponto singular do tipo né repulsor. Portanto,
terminamos aqui de analisar a estabilidade do ponto P;. Voltando com as mudanca de
variaveis até o sistema (3.66]) temos o seguinte retrato de fase local do ponto Py, como

mostra a Figura (3.17]

W

D
N

Figura 3.17: Retrato de fase local no ponto P; do sistema (3.66)).

Blow-up no sistema na direcdao v
Realizando um blow-up direcional (u,v) — (w,v), com w = u/v, no sistema (3.65)

obtemos, depois de eliminar o fator comum v, o sistema

w = bw + w? + «,
(3.69)
v=0v(b+ (2 + av)w — [v).
Quando v = 0 basta apenas estudar a estabilidade da origem do sistema (3.69). Note que

se o # 0 entao nao temos pontos singulares. Se v = 0 entao a origem é ponto singular.

Além disso, se b # 0 entdo a > 1/4, como o = 0 entdo a unica possibilidade é b = 0.
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Neste caso, a origem é um ponto linearmente nulo e, portanto, serd necessario realizar
mais um blow-up no sistema ((3.69)).

Blow-up no sistema na direcdo w

Realizando um blow-up direcional (w,v) — (w,z), com z = v/w, no sistema

com o = b = 0, obtemos, depois de eliminar o fator comum w, o sistema

w = w,
(3.70)
zZ=z(14 awz — Bz).

Quando w = 0 temos dois pontos singulares que sao

Py (0,0) o Plz(o,%)

Como o = 0 entao 3 # 0, pois a® + 2 # 0. Além disso, Py e P; sao ambos pontos
singulares do tipo sela.

Blow-up no sistema na dire¢cao v

Realizando um blow-up direcional (w,v) + (z,v), com z = w/v, no sistema (3.69)

com o = b = 0, obtemos, depois de eliminar o fator comum v, o sistema

Z=—z(z+avz — f),
b= (2 + av)z - B).

(3.71)

Quando v = 0 basta apenas estudar a estabilidade da origem do sistema (3.71]). A matriz

Jacobiana na origem ¢ dada por

30
0 —p

J(0,0) =

e neste caso, como 3 # 0 entao a origem é um ponto singular do tipo sela. Voltando com
as mudanca de variaveis até o sistema ([3.69)), temos o seguinte retrato de fase local da

origem, como mostra a Figura [3.19]



U

w

N

Figura 3.18: Retrato de fase local na origem do sistema ((3.69)).

Finalmente, voltando com as mudanga de variaveis em cada caso, até o sistema (3.65]),

temos o retrato de fase local da origem na carta local (Us, ¢2), como mostra a Figuram

Figura 3.19: Retrato de fase local da origem na carta (Us, ¢2). Na Figura (1) o = 0 ou

v

u

N — |
/V/'\

(1) (2)

a=1/4. Na Figura (2) 0 < a < 1/4 oua > 1/4.

Em resumo, temos a Tabela

Pontos singulares no infinito
Parametros A origem da carta (U, ¢1) | A origem da carta (Us, ¢2)
c=0]b=0 a=0 no6 atrator Figura[3.19 (1)
<a<i noé atrator Figura [3.19 (2)
b=1 o= no6 atrator Figura [3.19) (1)
o> 1 no6 atrator Figura [3.19 (2)

Tabela 3.10: Pontos singulares no infinito do sistema (|3.60)).
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Portanto, observando a Tabela o retrato de fase global do sistema é to-
pologicamente equivalente ao retrato de fase 27 da Figura [2.1] exceto nos casos em que
b=c=0ea=0oub=1,¢c=0ea=1/4, pois o retrato de fase é topologicamente
equivalente ao retrato de fase 28 da Figura 2.1l Um exemplo destes retratos de fase sdo
obtidos quando a = b=c = =0e o = 1 (retrato de fase 27), a =b=c=a =0¢e
f =1 (retrato de fase 28).

|

Teorema 3.11. Considere o campo Hamiltoniano Xy = (a+bx+cy+y?, f—ax—by—1z?),
com o+ 3% # 0. Entao o campo X, nao tém pontos singulares finitos se uma das condigoes

a sequir for satisfeita.

(1) Sea=b=c=0eoua>0oupf<O0.

(2) Seb=c=0,a#0coua>0oupf<—1/4.
(3) Seb=0,c#£0eoua>1/4o0upB <—a*/4.

(4) Seb #0 e a equagio —2cy® —y* +y*(a—c? —2a)+aa—a*+y(—1+ac—2ca)+ =0

nao tenha raiz real.

Além disso, o retrato de fase global em cada caso € topologicamente equivalentes ao retrato

de fase 26 da Figura|2.1].

Demonstracao. A demonstracao da primeira parte do Teorema [3.11] é similar a prova do
Teorema [3.10] e omitiremos aqui. Pelo Teorema [3.8], os pontos singulares no infinito e seus
respectivos retratos de fase locais sdo os mesmos que a do campo X, com o? + 32 = 0.
Portanto, o retrato de fase global em cada caso é topologicamente equivalente ao retrato
de fase 26 da Figura 2.1l Um exemplo deste retrato de fase pode ser obtido quando
a=b=c=pf=0ea=1.



Conclusoes

Nesta dissertacao classificamos os campos Hamiltonianos quadraticos planares e encon-
tramos todos os retratos de fase globais no disco de Poincaré, via conjugacao topologica
preservando ou revertendo o tempo. Para tanto, reduzimos o ntmero de parametros
desde tipo de campo e estudamos 32 familias de campos que dependem de no méximo 4

parametros, facilitando assim a determinacao dos retratos de fase globais.
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