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”You must follow me carefully. I shall have to controvert
one or two ideas that are almost universally accepted.
The geometry, for instance, they taught you at school is
founded on a misconception.”

H.G. Wells, The Time Machine



Resumo

Neste trabalho estudamos algumas propriedades da variedade Lorentziana (n + 1)-dimensional M munida

da métrica intrinsecamente e espacialmente plana
n
g=—eXdt’ +a(t)® ) dijda'da’,
ij

onde ¢ : M — R é uma funcdo suave arbitraria. Como aplicagdes finais, determinamos o comportamento
das geodésicas proximas a y(7) = (t(7), Zp), sendo esta uma curva de pontos criticos de ¢, nos casos em

26 _
que ¢ constante € 5; =

Palavras—chave: Variedade Lorentziana, simetria intrinseca, desvio geodésico, Equacdes de Jacobi



Abstract

In this work we study some properties of the Lorentzian (n + 1)-dimensional manifold M with the intrinsi-

cally and spatially flat metric

g= —eae? + a(t)2 Z 6ijdacidxj,
ij

where ¢ : M — R is an arbitrary differentiable function. As final applications, we determine the behavior

of geodesics near y(7) = (t(7), Zo), which is a critical point curve of ¢, in the cases ¢ constant and % =0.

Keywords: Lorentzian Manifold, Intrinsic symmetry, geodesic deviation, Jacobi Equations
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Introducao

Neste trabalho temos por objetivo geral estudarmos algumas propriedades de variedades Lorentzianas folhe-
adas por secdes espaciais planas. De forma mais especifica, consideramos a variedade (n + 1)-dimensional
M munida da métrica

g = —e2%dt? + a(t)? Z Sijda'dx?
ij

onde ¢ : M — R é uma funcdo suave arbitraria. Trata-se de um exemplo bastante relevante do que
tem sido chamado de "Espacos-tempos com simetria intrinseca"[?]. Nosso objetivo final € determinar o
comportamento das geodésicas proximas a também geodésica v(7) = (¢(7), Zy), sendo esta uma curva de
pontos criticos de ¢, i.e., 9;¢(y(7)) = O paratodoTei = 1,...,n.

Esta dissertacdo nao pretende apresentar uma abordagem exaustiva da geometria Lorentziana, tdo pouco
ela apresenta aplicagdes a fisica. Trata-se de um texto escrito no formato usual aos matematicos e ndo requer
nenhum pré-requisito das teorias fisicas associadas com a relatividade. Assumimos que o leitor tenha um
conhecimento basico de dlgebra tensorial e calculo em variedades. Recomendamos como introdu¢io aos
tensores e variedades Tu [13]]. Para mais detalhes sobre geometria Riemanniana e semi-Riemanniana, veja
Lee [5] e O’ Neill [10].

No capitulo 1 serdo apresentadas conceitos bdsicos de geometria semi-Riemanniana. Comec¢amos de-
finindo um produto escalar arbitrario, onde ao contrdrio da geometria Riemanniana, o produto de vetores
nio-nulos pode ser zero. Isto tem consequéncia nas propriedades dos complementos ortogonais, que nem
sempre sdo disjuntos. Um outra consequéncia é que uma geodésica nem sempre é uma curva minimizante,
como na geometria Riemanniana. A maior parte das definicdes e teoremas desse capitulo seguem com algu-
mas modifica¢des o texto [[LO]. A convengdo de sinais no tensor de curvatura, Ricci, etc, seguem as mesmas
adotadas por Wheeler [9].

No capitulo 2 sdo calculados as componentes da geometria de M, que como veremos, é folheada por
hirperficies planas que sdo totalmente umbilicas. Ele servird como referéncia para consulta posterior no
capitulo 3.

O capitulo 3 é uma continuacio do segundo. Nele serdo estudadas geodésicas formadas por pontos criti-
cos de ¢. e as equagdes de Jacobi (desvio geodésico) ao longo delas. Essas equagdes, que foram calculadas

no capitulo 2, agora assumem uma forma mais simples, chamada de equacgao de Hill [7]. Como principal



contribuicdo deste trabalho, elas s@o estudadas nos contextos em que ¢ é constante e quando ela € estética
(% = 0). O primeiro caso, embora bastante usual na literatura da Relatividade Geral, ndo é frequentemente
encontrado. J4 o estudo do caso estético € aparentemente inédito, consistindo no principal resultado dessa

dissertacao.



Capitulo 1

Introducao as Variedades

Semi-Riemannianas

Neste capitulo assumimos que o leitor tenha um conhecimento bisico em 4lgebra tensorial e cdlculo em
variedades (veja O’Neill [10]], capitulos 1 e 2, e para uma abordagem mais completa [[13]]). Ao longo deste
trabalho usaremos letras gregas (u, v, . . .) para indices variando de 0 a nn e letras latinas (7, 7, . . .) para indices

variando de 1 a n.

1.1 Produto Escalar

Nesta secdo V representa um espago vetorial n-dimensional e g uma forma bilinear em V. A matrizn X n
cujas as entradas sdo g;; = g(e;, ej) é chamada matriz de g relativa a uma base {eq,...,e,} de V. Em

coordenadas
glu,v) = g(O_ule;, Y vley) =) giyuin’.
i j ij
Definicao 1.1. g é chamada produto escalar quando ela é simétrica e ndo-degenerada, isto é,
e g(u,v) = g(v,u) para todo u,v € V.
e Se g(u,v) = 0 para todo u, entdo v = 0.

Esta definicdo é uma generalizacdo do conceito de produto interno visto num curso elementar de dlgebra

linear, onde definimos g como uma forma bilinear simétrica e positiva-definida, isto &,
e Se v # 0 entdo g(v,v) > 0.

Todo produto interno é um produto escalar, pois esta dltima condi¢do implica em sua ndo-degenerescéncia.
Assim como na dlgebra elementar temos o espago com produto interno, um espago vetorial de dimensdo

finita V' com um produto escalar g serd chamado de espaco com produto escalar.



O exemplo candnico de espaco com produto interno € dado pelo Espago Euclidiano R™ com produto

interno ¢ definido como

d(u,v) ::u-vzz dij ulv? (1.1)
ij
sendo
1 sei=j
5@‘ =
0 sei#j

Nem todo produto escalar € um produto interno, pois ele pode ser indefinido, isto €,
e existe v # 0 tal que g(v,v) = 0.

Como exemplo, tome o caso do espago de Minkowski (R"*1, 1), onde

n(u,v) = Z N uH'v” = —u¥ + Z 0ij ulod. (1.2)
" —

ij
com
-1 sep=v=20
Mw =41 sepu=v=#0
0 se pu# v

Note que o produto de Minkowski nio & positivo definido, pois tomando v € R™*! tal v° = 1 e v* = 0 para
i > 0, temos n(v,v) = —1 < 0, apesar de v ser ndo-nulo e 7 ndo-degenerada. Nem sempre é facil provar

que uma forma bilinear é ndo degenerada usando a defini¢do. O lema a seguir € bem ttil neste caso.

Lema 1.1. Uma forma bilinear qualquer g é um produto escalar se e somente se a sua matriz relativa a

uma base é simétrica e invertivel.

Demonstragcdo. Sejaey,. .., e, uma base para V' e g um produto escalar. Se v € V, entdo g(u,v) = 0 para
todo v € V se e somente se g(u,e;) = 0 parai = 1,...,n. Desde que g é simétrica, entdo sua matriz é

também simétrica e,
g(u,e;) = g(z wej,e) = Zgijuj =0.
Portanto, g é degenerada se e somente se as as colunas (ou linhas) de (g;;) forem linearmente dependentes,

o equivale a dizer que det(g;;) = 0 e que g é ndo-invertivel. O

Dois vetores u,v € V sdo ortogonais se g(u,v) = 0. Um vetor v é ortogonal a subconjunto U de V'
quando g(v,u) = 0 paratodo u € U. O conjunto de todos vetores ortogonais a U em V' é chamado conjunto
ortogonal U, representado pela notagio U~. Pela possibilidade de g(v, v) ser negativa, a norma ||v|| de um

1/2

vetor serd definida como |g(v,v)|*/*. Um vetor unitdrio u é um vetor de norma 1, isto é, g(u,u) = +1.

Um conjunto de vetores unitdrios ortogonais entre si € chamado ortonormal, e para n = dim V, qualquer

10



conjunto de n vetores ortonormais em V' € uma base para V. A matriz de g relativa a uma base ortonormal

e1,...,e, de V é diagonal; e de fato,
g(ei,e;) = dije;, onde g = g(ej,e;) = 1. (1.3)

Por conveniéncia, os vetores e; de uma base ortonormal serdo ordenados de maneira que os de sinal negativo

(se existirem) apare¢cam primeiro em uma sequéncia chamada assinatura: (£1,...,&p).

Teorema 1.1 (Lei da Inércia de Sylvester). Todo espaco V' com produto escalar g possui uma base orto-

normal. Sua assinatura é invariante pela escolha de base.

Demonstra¢do. Como g é ndo-degenerada entdo existe um vetor v € V' tal que g(v,v) # 0. Logo ﬁ é um

vetor unitdrio. Temos que g restrita ao complemento ortogonal de v, [v]* = {u € V| g(u,v) = 0}, que tem

codimensdo 1 em V, também € ndo-degenerada. Por inducdo, existe uma base unitdria de V. Pelo algoritmo

de Gram-Schmidt, qualquer conjunto L.I. vy, ... v com k < dim V'

U1
€1 = —
|v1]
N g(va, e1)eq
g =
[vg — e1 g(v2, e1)eq|
on_ U3 EL g(v2,e1)er — €2 g(va, e2)ea
3 =
lv3 — €1 g(va2, e1)er — €2 g(v2, e2)ea|
vk — > €5 9(vk, €5)€;
€L —
vk — 22, €59(vk, €5)ej]|
onde ¢; = g(ej, ej) = %1, dd origem a um conjunto ortonormal ey, . . ., e;, que também é L.I. Se k = n =
dim V' temos uma base ortonormal de V' [1]]. Sua assinatura é (¢1, . ..,&,). Para a unicidade da assinatura,
veja lemma 2.26 da referéncia [10]. ]

Definicao 1.2. Seja V um espaco com produto escalar g. O indice de g, escrito ind g é o valor mdximo da
dimensdo de um subespaco W C V no qual g é negativa definida, isto é, g(v,v) < 0 para todo v € W ndo

nulo.

O indice depende somente de g e ndo do subespagco W C V onde g é negativa definida, o que é
uma consequéncia da Lei da inércia de Sylvester (Veja o teorema [l.1|acima). De fato, para qualquer base
€1, ...,en de V o ndmero de sinais negativos na assinatura (¢1, . ..,&,) é igual aind g.

Obviamente 0 < indg < dim V. Ainda, indg = 0 se e somente se g(v,v) > 0 paratodo v € V,
ou seja, g € definida positiva. Um espago vetorial V' com produto escalar g no qual ind g = 0 € chamado
espaco Euclidiano, e se ind g = 1 ele é chamado espaco de Minkowski. Estas nomenclaturas se justificam
uma vez que pelo teorema [I.T| em uma representagdo por uma base ortonormal, eles sdo identificados com

seus respectivos exemplos candnicos.
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1.2 Relagoes causais em um espaco de Minkowski

Definicao 1.3. Seja V um espaco de Minkowski com produto escalar g. Entdo um vetor v € V' é chamado
e tipo-espago se g(v,v) > 0 ouv = 0,
e tipo-luz se g(v,v) = 0ewv # 0.
e tipo-tempo se g(v,v) < 0,

Exemplo 1.1. Seja R? um espaco de Minkowski com a base ortonormal candnica. Dado um vetor v € R?,

V0| = |vl| tipo-espago se

temos g(v,v) = —|v°2 + |[v1]%. v é um vetor tipo-luz se g(v,v) = 0, isto é,

[v0| < |v!] e tipo-tempo se [0 > |v!].

O conjunto de todos vetores tipo-luz em V' € chamado cone de luz. O tipo de cada vetor v € V &

chamado carater causal de v. Essas mesmas categorias também se aplicam a subespacgos de V.

Definicao 1.4. Seja W um subespago de um espagco de Minkowski V' com produto escalar g. Entdo W é

chamado:
e tipo-espago, se glw € ndo-degenerado e ind gl = 0 (positivo-definido);
o tipo-luz, se g|w € degenerado (det gy = 0);
e tipo-tempo, se g|w € ndo-degenerado ind gy = 1;

Um subespago onde o produto escalar é ndo-degenerado serd chamado de subespago ndo-degenerado.
Ele serd chamado de plano ndo-degenerado se for bidimensional. As vezes é conveniente usar a notagdo

ind W ao invés de ind g|y para o indice da métrica em .

Lema 1.2. Se W é um subespaco de um espaco de Minkowski V., entdo
(a) dim W + dim W+ = dim V,

(b) (WH)*t=W.

(c) Se W é ndo-degenerado vale também a identidade

ind W + ind W+ = ind V. (1.4)

Demonstragdo. Veja lema 2.22 da referéncia [10]]. O
Lema 1.3. Sdo equivalentes as seguintes afirmagdes para um subespaco W de V' :
(a) W é ndo-degenerado;

12



(b) Wté ndo-degenerado;
(c) Wn W+ ={0};
(d)V=Waewt.

Demonstra¢do. W é degenerado se, e somente se, existe um v € W tal que g(v,u) = 0 para todo u € W,
isto é, v € W, o que equivale a W N W+ # {0}. O mesmo argumento vale para W, uma vez que
W = (WL)L, como Visto no lema Assim provamos a equivaléncia entre (a), (b) e (c).

Combinando a identidade entre dois espagos vetoriais quaisquer, que para W e W é representada por

dim(W + W) + dim(W n W) = dim W + dim W+, (1.5)

com o lema[[.2]temos:
dim(W + W) + dim(W N W) = dimV (1.6)
Logo W + W+ =V se e somente se W N W, = {0}. Isto prova a equivaléncia entre (c) e (d). O

O cardter causal de um vetor v é o mesmo de [v], 0 espago gerado por v.

Lema 1.4. Se v é um vetor tipo-tempo em um espago de Minkowski, entdo o subespago v é tipo-espaco e

V =[v] ®vt.

Demonstragdo. O subespaco [v] gerado por um vetor tipo-tempo v é subespago tipo-tempo, que por defini-
¢do é também nao-degenerado. Pelo lema vt é também nao-degenerado e V = [v] @ vt. A conclusio

segue de 1 = ind V = ind[v] + ind v+ = 1 + ind v+, isto é, ind v+ = 0. O
Teorema 1.2. Seja W um subespaco de um espago de Minkowski V. Entdo:

(a) W é tipo-tempo se e somente se W=+ ¢é tipo-espago.

(b) W é tipo-luz se e somente se W+ é tipo-luz.

Demonstragdo. (a) Seja W um subespaco nio-degenerado de V, entdo V = W @ W, Se W é tipo-tempo
entdo existe um vetor v € W tal que g(v,v) < 0. Como [v] C W é tipo-tempo entio W+ C [v]*, é

tipo-espaco pelo lema A reciproca também é verdadeira se usarmos W no lugar de 1.

(b) A segunda afirmagéo sai diretamente do lema[I.3]

13



1.3 Variedades Lorentzianas

Definicao 1.5. Seja M uma variedade suave e g um campo tensorial 2-covariante em M, tal que
e g induz um produto escalar em T;,M para todo p € M.
e o indice do produto escalar induzido em T,,M por g é independente de p.

Entdo M ¢é chamada variedade Semi-Riemannina (ou Pseudo-Riemanniana)
Além disso, M é chamada Riemanniana quando ind g = 0 e Lorentziana quando ind g = 1.

Definicao 1.6. Sejam V' e W dois espacos vetoriais com produto interno g e h. Uma aplicacdo linear

bijetora T : V- — W é uma isometria linear quando h(Tw, Tv) = g(u,v) para todo u,v € V.

Todo espago vetorial finito com produto escalar de indice ind g = 0 (Riemanniano) € isométrico ao
espaco Euclidiano. J4 todo espago vetorial finito com produto escalar de indice ind g = 1 (Lorentziano) é

isométrico ao espaco de Minkowski.

Definicao 1.7. Uma aplicagdo suave ¢ : M — N de variedades semi-Riemannianas é uma isometria local

se para cada aplicagdo suave d¢ : T, M — Ty, N é uma isometria linear.

Definicao 1.8. Sejam M e N variedades semi-Riemannianas com métricas gy e gn. Uma isometria de M

a N é um difeomorfismo ¢ : M — N que preserva a métrica, isto é, $*gn = g, onde para u,v € T, M

(@7gn), (u,v) == (N ) p(p) (dPpu, ddpv). (1.7)

Neste caso dizemos que M e N sdo isométricas.

1.4 Conexoes

A partir de agora utilizaremos as seguintes nomenclaturas:
e F(M) para o espago de fungdes suaves de M em R;

e X (M) para o espago de campos vetoriais em M ;

[X, Y] representa o comutador , ou colchete de Lie, entre os campos vetoriais X e Y.

Para X € X(M)e f € §(M), X[ :=df - X.

g a partir de agora sera definida como um campo tensorial 2-covariante em M.

Definicdo 1.9. Uma conexdo NV em uma variedade suave M é uma funcido V : X(M) x X(M) — X(M)

tal que

14



(D1) é linear sobre §(M) em X: para f € F(M)

ny1+y2X = nylX + VY2X. (1.8)

(D2) é linear sobre RemY: paraa € R

Vy (aX1 + X2) = aVy X1 + Vy Xo (1.9)

(D3) Vale a regra de Leibnitz: para f € F(M)

Vx(fY) = fVxY + (X[)Y (1.10)

V xY é chamada derivada covariante de Y com respeito a X para a conexao V. Os axiomas (D1) e (D3)
mostram que, para Y € X(M), X — VxY é um campo tensorial 1-covariante em M, mas Y — VxY

ndo € campo tensorial.
Teorema 1.3. Em uma variedade semi-Riemanniana M existe uma tinica conexdo V tal que
(D4) [X,Y]=VxY —-VyX, e
(DS) Xg(Y,Z) = g(VxY,2Z) +9(Y,Vx 2]
paratodo X,Y,7Z € X(M). V é chamada conexdo de Levi-Civita de M, e é caracterizada pela formula de
Koszul
29(VxY. Z) = Xg(Y, Z)+Y g(Z, X) = Zg(X,Y) = g(Y,[X, Z)) — g(Z,[Y, X]) + 9(X, [Z,Y]). (L.11)
Os axiomas (D4) e (DS5) sdo chamados axiomas de simetria e compatibilidade.

Demonstracdo. a) Existéncia: Dados X, Y € X(M), defina V xY como sendo o tinico campo vetorial que
satisfaz a equagdo (1.11) para qualquer Z € X(M). E uma verificacdo direta mostrar que VxY assim

definido satisfaz as condi¢des (D1), (D2), (D3), (D4) e (D5), ou seja, V é uma conexdo de Levi-Civita

b) Férmula de Koszul: Seja agora V uma conexdo de Levi-Civita qualquer e tome X,Y,Z € X(M).

Escreva a equagdo de compatibilidade trés vezes com X, Y, Z permutando ciclicamente
Xg(Y,2)=g(VxY,Z) +g(Y,VxZ)

Y9(Z,X)=9(VyZ,X)+9(Z,VyX)
Zg(X7 Y) = g(VZX,Y) +g(Xa VZY)

"Isto equivale a Vxg = 0, pois (Vxg)(Y, Z) = Vx(g(Y, Z2)) — 9(VxY, Z) — g(Y,Vx Z).

15



Usando a condic¢do de simetria no dltimo termo em cada linha, isto pode ser reescrito como
Xg(Y,2) = g(VxY, Z) + g(Y, V2 X) + g(Y, [X, Z])

Adicionando as primeiras duas destas equacdes e subtraindo a terceira, nés obtemos:
Xg(Y7 Z)+Yg(Z¢ X)_Zg(Xa Y) = QQ(VXY, Z)—I—g(Y, [X7 Z])"'g(zv [Y7 X])_g(Xa [Z7 YD (112)
Finalmente, isolando ¢(V xY, Z), nés conseguimos

1
9(VxY, 2) = S(Xg(Y, 2) + Yg(Z, X) = Zg(X.Y) — g(Y. [X, Z]) — g(Z, [V, X]) + (X, [Z,Y])).
(1.13)
O que mostra que qualquer conexao de Levi-Civita satisfaz a férmula de Koszul (1.11J).

¢) Unicidade: sejam duas conexdes V e V satisfazendo as propriedades de compatibilidade e simetria. Pelo

item anterior elas satisfazem a férmula de Kozsul (I.11). Substituindo e subtraindo ambas nesta férmula:
9(VxY,Z)—g(VxY,Z) = 0= g(VxY — VxY,Z) =0 (1.14)
para todo Z € X(M ). Como a métrica é ndo-degenerada temos:

VxY —VyY =0=VyY =VyY (1.15)

para todos X,Y € X(M), o que equivale a dizer que V = V.
O

As derivadas covariantes ao longo dos campos J;, serdo também escritas com a notagdo Vy, ou V,,.

Onde para cada p € M os vetores d,, formam uma base para 7, M.

Definiciio 1.10. Seja 20, . .., 2™ um sistema de coordenadas em uma vizinhanca U em uma variedade semi-
Riemanniana M e V uma conexdo de Levi-Civita em M. Os simbolos de Christoffel para este sistema de

coordenadas sdo as fungoes reais F;}V em U tais que
Vo = Th,0n (1.16)
A
Pela simetria de V temos:
[0y, 00 = V.0, — V0,0,

= 2_Thudx =3 _Tu,05
A A

= (T3, —T17,)0
A
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Como [0, 0,] = OEI, segue que

A A
I, =17, (1.17)
Proposicdo 1.1. Para um sistema de coordenadas °, . .., x" em U, os simbolos de Christoffel sdo dados
por
1
Loy = 5 20" (Oude + 0uGs — Oog) (1.18)

Demonstragdo. Seja Oy, ... 0, uma base ortogonal para T, M. O colchete de Lie para quaisquer J,, , 9, €
Oy nesta base é nulo: [0, 0] = [0y, 0] = [05,0,] = 0. Assim férmula de Koszul para g(V,0,,05)

acaba ficando:

Qg(vuazu (90—) = aug(aua 80) + &,g(&,, a,lt) - 80’9(8u7 dy)

2 Z F;}\uzg)\a = 8ugl/a + augau - aag;w
A

1
1“21, 9 Z 9 (Ougvo + Oudon — o)

1.5 Derivada Covariante ao longo de uma Curva e Parametro Afim

A partir de agora (M, g) é uma variedade semi-Riemanniana e V é sua conexdo de Levi-Civita.

Definicao 1.11. Uma curva v em uma variedade M é uma sub-variedade imersa de dimensdo 1. Uma
parametrizacdo de vy, ou simplesmente curva parametrizada, é uma aplicacdo suave v : I — M, sendo 1

um intervalo da reta real. E]

Um campo vetorial X tangente a uma curva parametrizada v : I — M € uma aplicacdo suave que
associa cada ponto 7 € [ a um vetor X, ;) € T ;) M. O conjunto de todos os campos vetoriais em 7y ¢
escrito X(7y), que é um médulo sobre §(7). Chamamos vetor velocidade o campo vetorial tangente a curva
parametrizada v dado pela sua derivada 4. Uma curva v em M ¢é tipo-espaco se todos os seus vetores
velocidade + sdo tipo-espaco, independentemente da parametrizacdo escolhida. O mesmo acontece para

curvas tipo-tempo e tipo-luz.

Proposicao 1.2. Seja M uma variedade semi-Riemanniana e seja V uma conexdo em M. Para toda curva

parametrizada ~y : I — M, a conexdo determina um tinico operador V5 : X(y) — X(v) tal que

. 92 a2
%[0, 0,] = 0 pois para qualquer ¢ € F(M) temos % =22
30 ntervalo I pode ser aberto, fechado ou semi-aberto. Em cada caso + deve ser continua nestes intervalos e diferencidvel no

interior destes mesmos intervalos.
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(D’1) é linear sobre R, isto é, para a € R:

Vi(aX +Y) = aVyX + VsY (1.19)

(D’3) vale a regra de Leibniz, isto é, para f € F(I)

Vi(fX)=LX + fviX (1.20)

(D’5) V4 é compativel com a métrica:
A derivada covariante em relacdo ao vetor velocidade de ~(7) serd representada V5 ou V.. Em um

sistema de coordenadas x°, ..., z™ a derivada covariante de um campo vetorial X € X(y) ao longo de ~y

com relacdo a parametrizagdo (1) é

ViX =Y (dXU + ZF" X”) Dy (1.22)

[

Sua acelerac@o € a derivada covariante 7 := V4, que existe pela proposi¢ao

Defini¢do 1.12. Uma parametrizagdo de uma curva ~y ndo-nula, isto é, g(,) # 0, é dita ser afim quando

a aceleragdo é perpendicular a velocidade, isto é, g(V+7,7) = 0.

Exemplo 1.2. Sejam y(t) = (cos(t), sen(t)) e y1(t) = (cos(t?), sen(t?)) duas parametrizacées do circulo
unitdrio em (R?,§). As suas derivadas sio (t) = (—sen(t), cos(t)) e 41 (t) = (—2t-sen(t?), 2t - cos(t?)),
respectivamente. E facil ver que 5(%,%) = 1 e §(y1,71) = 4t2. Apenas a primeira é uma parametrizacdo

Clﬁm, pOiS 5(V’Y’77 7) =0e 5(V’Y'1715 ’71) =1L
Proposicao 1.3. Toda curva ndo-nula admite um parametrizacdo afim.

Demonstracdo. Sejam +(t) uma parametrizacdo qualquer e 1(s) uma parametriza¢do afim tal que t =

h(s). Pela regra da cadeia temos:

d(yoh) dydt

. °or / - .
N s MW=
A aceleracdo de vy é
’Yl = Vﬁ’Y’l

= vu"y(u"Y)

= u[Vy(u)y + uVy ()]

—ud—u + u?

dtv y

18



O produto g da velocidade e aceleragdo de ~y é

N du
g(v1,71) = g(u?, uZ Y %)
du . . .
= u' o g(%,9) +ug(4,4)

du . . ..
= w*[9(3,) + ug(9,9)]
Por 7 (s) ser uma parametrizagdo afim, isto é g(y1,1) = 0, temos para o de caso em que 7y seja ndo-nula:

du  g(¥,7%)
— =0 1.23
it ot9)" (123

sendo g(¥,%) # 0. Aqui temos equacéo diferencial linear homogénea cuja solugéo é:

(4,%)
u=ce ) iEH (1.24)
Mas u = gt € assim
[ el gy
s=a+b [ e sGNTdt (1.25)
O

Proposicao 1.4. Se t e s sdo pardmetros afim de uma mesma curva ndo-nula entdo existem a,b € R tais
que

s=a-+bt (1.26)

Demonstracdo. Supondo na equacio que (t) seja uma parametriza¢do afim temos, ja que g(¥,%) = O:

9(3,%)
s :a+b/efg<w>‘“dt:a+b/e0dt:a+bt.

Obs 1.1. Uma parametrizacdo de uma curva tipo-luz é dita ser afim quando sua aceleracdo é nula.

1.6 Equacoes Geodésicas

Um campo vetorial X em uma curva v é chamado campo paralelo quando V;X = 0. (Algumas vezes
usaremos a notagdo X' para V5 .X.) Em coordenadas, X ¢ paralelo se, e somente se, satisfaz o sistema de

EDO’s[]

dX" . ,
+ erﬁx =0. (1.27)

Pelo teorema da existéncia e unicidade dessas EDQO’s (ver [2]]), temos:

*Equagdes Diferénciais Ordinarias.
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Proposicio 1.5. Dada uma curva~y : I — M, sejaa € I ev € T4 (M). Entdo existe um inico campo

vetorial paralelo X em ~ tal que X (a) = v.

Esta proposi¢do déd origem a uma fungdo chamada transporte paralelo ao longo de v de p = 7(a) a
q=(b):
P(y) : T,M — Ty M. (1.28)

que leva v = X (a) para X (b), onde X é tinico campo vetorial definido na proposi¢do

Definicao 1.13. Uma geodésica é uma curva -y tal que, para cada uma de suas parametrizacoesy : I — M,
existe k : I — R suave tal que

Vi = k7. (1.29)
Teorema 1.4. Seja 2°, ..., x" um sistema de coordenadas em um aberto U C M. Uma curva vy em U ¢é
uma geodésica de M se e somente se suas funcdes coordenadas x* satisfazem as equacdo geodésicas:

A2z dzt dx¥ dz™
- = K—— 1.30
dr2 + %; W dr -V dr ( )

Demonstragdo.
. dx?
V»'y’}/ = V»‘Y < 7dT 8,/)
Z dx” dxz”

>z dx” dz*
=2 g Ot 2 g

RN dzt dx¥
= E — E [ e b5 N
S <d72 +/w wodr d7'> A

. A
Mas V54 = >, /{dd%a,\, portanto

d?a? \ dzt dz¥ da?
halhedl ™ —
dr? + %; wiar dr . dr

O]

O lema a seguir € mais uma consequéncia direta do teorema da existéncia e unicidade das EDO’s (ver

[2D.

Proposicao 1.6. Se v € T}, M entdo existe um intervalo I centrado em 0 e uma vinica geodésica~y : I — M

tal que y(0) = p e (0) = v.
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Lema 1.5. Em uma geodésica, L = g(,%) tem a forma
L = Loe?/ st (1.31)
L é constante e k(t) = 0 quando t é um pardmetro afim.

Demonstracdo. A derivada de L é

dL d . o . ..
= %(9(%7)) =29(%.%) = 29(%, £¥) = 2rg(%, ) = 2K L.

Assim chega-se uma equacao linear % = 2k L cuja solucdo é
L = Loe?J vt (1.32)

Se t é um pardmetro afim g(7, k) = 0 e por isso

dL

AL _ o,
= kg(¥,%) =0

Daf € f4cil ver que a que a solucdo de % ¢ uma constante. Seja v uma geodésica com pardmetro afim
0=9(Vs¥,9) = 9%, 9) = s9(7,7)
Como g(7, ) é constante entdo (t) = 0. O

Se v é uma geodésica com pardmetro afim, entéo g(%, ) € igual a uma constante L. Por isso se um vetor
velocidade em um ponto p de y é tipo-espago, entdo todos os demais vetores velocidade sdo tipo-espaco na
mesma curva. Assim podemos classificar todas as geodésicas em M conforme o cardter causal de seus

campos de velocidades:

e Se L > 0 entdo v € uma curva tipo-espaco ;
e Se L < 0 entdo «y € uma curva tipo-tempo;

e Se L = 0 entdo «y € uma curva tipo-luz.

Repare que para geodésicas estas trés classes sdo disjuntas.

1.7 Curvatura

1.7.1 Tensor de Curvatura
Lema 1.6. Seja M uma variedade semi-Riemanniana com conexdo de Levi-Civita V. A fungdo
R:X(M)xX(M)xX(M)— X(M) (1.33)

definida como

R(X,Y)Z = [Vx,Vy]Z - Vx| Z (1.34)

é um campo tensorial de ordem (3,1) em M chamado tensor de curvatura de M.
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Demonstracdo. Basta provar que R é §(M)-linear em X,Y e Z. Para tal, tome f € F(M):

R(X, Y1+ Y2)Z = [Vx,Vyi4v]Z = Vix vi4v,) Z
= [Vx,Vyl]Z + [Vx,VYQ]Z — V[X’yﬂZ — V[X,YQ]Z
=R(X,Y1)Z + R(X,Y2)Z,

mas [X, fY] = (Xf)Y + f[X, Y], logo

R(X, fY)Z = [Vx, fVy]Z = Vx, i Z
= ((VxHVy + fIVx, VYD) Z = Vx pyy+fixy) Z
= (XNHVYZ+ fIVx,Vy]Z = (X[)VyZ — [V xyZ
= fIVx,Vy]Z - fVixv|Z
= fR(X,Y)Z.

Como R(X,Y’) é um campo tensorial anti-simétrico, entdo
R(X,Y)Z = [Vx,Vy|Z —=Vixy1Z

=—[Vy,Vx]Z + Vyx)Z
— _R(Y,X)Z,

logo podemos provar que R é §F(M)-linear em X

R(X1+ fX2,Y)Z = —R(Y, X1 + fX2)Z
= —R(Y,X1)Z — fR(Y,X2)Z
= R(X1,Y)Z + fR(X5,Y)Z.
Agora provaremos a §(M )-linearidade em Z
R(X,Y)(fZ) = [Vx,Vy](fZ) = Vixy|([Z)

=(Vx, V¥l Z + fIVx,Vy|Z = (Vixy1f)Z - [VixyvZ

= ([X7 Y]f)Z + f[vavY]Z - ([Xv Y]f)Z - fv[X,Y]Z

= flVx,Vy|Z = fVixv|Z

— fR(X,Y)Z.

O]

Proposicao 1.7. Seja M uma variedade semi-Riemanniana. As componentes do tensor de curvatura sdo

A A A A A
lep - 8’/Fup B 0PFW + § :FUVFZ/) B FUPFZV (1.35)
g
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Demonstragdo. Seja {0y, ..., 0, } uma base ortonormal para 7}, M. Pela multi-linearidade de R (Lema

temos:

R(X,Y)Z=R(>_X"9,,» Y"0,)> Z°0,
B v p

= X'YYZPR(y,0,)0p.

pvp

Sabemos que [0,,, 0,] = 0, logo pela defini¢do o tensor de curvatura (Lema temos:

R(auv 8,,)8,) = Wu’ v,,]ap - v[au,au]ap
=V, (V.,0,) — Vu(V,.0,)

=V, (Z rg@,) -V, (Z rgpao>
= Z Vu( v,(I9, aa)
Z 0L, 05 +T9,(V,u05) — (0,15,)95 — T9,(V,0s)
= (0T, = 0,T5,)05 + > _T7,(Vuds) — T,(V,05)
= (0T, — 0,T5,)05 + > rgp(z 000 —T9,0> T),0n
o o A

= (0T, — 0,19,)05 + Y (5 rA —T9,I,)05

vp© po wp™ vo
Fazendo o = )\ na primeira soma:

vpt po pp* vo

= (L5, — 0,T),)0x+ Y (L5, T, —T9,T7,)0
A

-y (mp D AT >) oy
A o

Como R em coordenadas é R(9),,0,)9, = R, 0, entdo

pvp
Wﬂ =0y FA 6’/1_‘/);0 + Z szl“fw - FZPF{EU)

Proposicao 1.8 (Relacdes de Bianchi). Se X,Y, Z, U,V € X(M), entdo

(a) R(X,Y) =—R(Y,X),

(b) R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z, X)Y =0,

(c) g(R(X,Y)U,V) = —g(R(X,Y)V,U),
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(d) g(R(X,Y)U,V) = g(R(U,V)X,Y),
Demonstragdo. (a) Ja provamos no lema 1.6
(b) Segue direto da defini¢do do tensor de curvatura e da identidade de Jacobi para o colchete de Lie.

(¢) Sabemos pelo Axioma (D5) (proposigﬁo que g(VxY,Y) = %X g(Y,Y). Assim usando o lema

temos:

9(R(X,Y)Z,Z) = g(Vx(VvZ),Z) — g(Vy(VxZ),Z) — (Vx| Z, Z)
= Xg(Vy 2, Z) — g(Vy Z,VxZ) — Yg(VxZ, Z) + g(Vx 2, Vy Z) — %[x, Y]g(Z, 7)
. %XYg(Z, ) - %ng(z, 7) - %[X, Y19(Z,Z) = 0
= JIX.Y](2,2) — §[X.Y]o(Z,2) = 0

Utilizando o resultado acima temos:

JRX,YV)U+V,U+V)=0= g(R(X,Y)U,V) = —g(R(X,Y)V,U) (1.36)

(d) Utiliza-se o0 mesmo argumento do item anterior.

O

As vezes é conveniente trabalhar com o tensor de curvatura R através do tensor 4-covariante .} BE]cujas

coordenadas sdo

R)\,uup = Zg)\aRZW)- (1.37)

Coroléario 1.1. As relagées de Bianchi para R em coordenadas sdo

(a) Ry, =—Ryp,
(b) Ry, + R}, + R, =0

(c) R)xuup = _Ru)\yp
(d) R)\uup = _R)\,upu
(e) R)\;wp = Rl/p)\,u

(f) R)\w/p + R;U/)\p + RV)‘NP = 0.

3 As setas indicam levantamento 1 e abaixamento J. de indice. Para mais detalhes ver [10] pagina 81.
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Além disso vale

R)\)\Vp = R)\uuu =0 (1.38)

R _o (1.39)

Ny

Qualquer soma de tré€s componentes do tensor curvatura obtidos através da permutacao ciclica de trés indices

¢ igual a zero.

1.7.2 Tensor de Ricci

Definiciio 1.14. Seja R o tensor de curvatura de M. O tensor de Ricci Ric de M é a contragio C3(R) €

g

(M )ﬂcujos componentes relativos a um sistema de coordenadas sdo Ry, =) Rl

Uma consequéncia imediata das propriedades do tensor de curvatura é:

Proposicio 1.9. O tensor de Ricci é simétrico, isto é, R, = Ry,.

1.7.3 Curvatura Escalar

Defini¢ao 1.15. A curvatura escalar S de M é a contragdo Ci Ric € F(M) de seu tensor de Ricci. Em

coordenadas

S=> ¢"™Ru =Y ¢"R, (1.40)
uv

pvo
1.7.4 Tensor de Einstein

Definiciao 1.16. O fensor de Einstein em uma variedade M com métrica g é

1
G = Ric _595' (1.41)
Em coordenadas,
1
G = Ry — 59,“,5. (1.42)

1.7.5 Curvatura Seccional

Seja IT um subespago bidimensional de T, M. Para vetores linearmente independentes X, Y" € II definimos
QX,Y) = g(X, X)g(Y.Y) — g(X,Y)% (1.43)

Pelo lema IT é um plano ndo-degenerado se e somente se o determinante da matriz associada g|r for

nao-nulo, isto &, se Q(X,Y’) # 0 para qualquer base { X, Y} de II.

®A notacdo C5 (R) significa contragdo do primeiro fndice contravariante com o segundo indice covariante. (ver [10] pagina 40)
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Lema 1.7. Seja II um plano tangente ndo-degenerado a M em p. O valor

g(R(X,Y)X,Y)
QX,Y)

K(X,Y)= (1.44)
chamado curvatura seccional de 11, ¢ independente da escolha da base X,Y para Il.

Se M € bidimensional, T}, M € o tnico plano tangente em p. Neste caso a curvatura seccional K se torna

uma funcdo de M em R, chamada curvatura Gaussiana de M. (ver[3]])

Proposicao 1.10. Seja M uma superficie de métrica Lorentziana (ou Riemanniana) representada em um

sistema de coordenadas ortogonais ds®> = +Edu?+Gdv?. A curvatura Gaussiana de M num ponto p € M

—1 o ( 1 9G\ 8 ( 1 OE
Kp)=——= |t |l—=5 |t | =5 1.45
®) 2\/EG( Bu (\/EG 8u>+8v (x/EG 81})) (1.45)

é

Exemplo 1.3. Seja uma superficie Lorentziana M? de métrica ds*> = —e??(®t) q¢2 +a(t)?dz?. A curvatura
Gaussiana de M em p é dada para E = €*?, G = a® e VEG = ae® por

+

K0 =575 (=5 (A= %) + & (%))
-1 2a da 0 [2e* 0¢
- 2ae¢< <ae¢ dt) Oz (ae¢8:c>>
10 < d)da) 10 <e¢0gb)
ae? Ot dt ae? Oz \ a Oz
1 _.0¢p da _.d%a 1 19J0) e? 92¢
:aeas(‘e “ord T C ¢dt2)‘ae¢<a (&r) +aax2>

o (0bda Pa\_ 1 [(08V,
a ot dt  dt? a? oz 0z2

e 2 (d?a  dpda 1 (0% [0¢)\>
K = (dt_atdt>_<a+<8m> ' 0

Uma variedade semi-Riemanniana M para a qual o tensor de curvatura R é zero em todos os pontos

oz

Portanto

é chamada plana. Uma proposi¢do bem conhecida da geometria semi-Riemanniana nos diz que isto é

equivalente a curvatura seccional nula [[10]:

Proposicio 1.11. K (IT) = 0 para todo plano ndo-degenerado em T, M, se, e somente se, R(X,Y)Z =0
para todo X,Y,Z € T, M.

No capitulo seguinte utilizaremos uma nog¢do de subvariedade plana importante para os nossos objetivos:

Definicdo 1.17. Uma variedade Lorentziana (M, g) é espacialmente plana quando para cada p € M existir
um aberto U C M, um intervalo aberto da reta real I , uma variedade ¥ e um difeomorfismo ) : U — [ XX

tais que g\, € uma métrica Riemanniana de curvatura nula em ¥, := p({t} x X) C M.
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1.8 Segunda Forma Fundamental

Uma hiperficie ndo-degenerada X é uma subvariedade de codimensdo 1 em M. Se ela € orientada, entdo é
possivel definir globalmente um campo normal a ela. Neste caso, escolhendo a dire¢do normal representada

pelo campo unitdrio Z, definimos:

Definicao 1.18. Em uma hiperficie ndo-degenerada Y contida em uma variedade Lorentziana M, a segunda

forma fundamental é o campo tensorial 2-covariante definido ao longo de Y. por
I(X,Y)=—-¢g(VxZY). 1.47)

Definicao 1.19. Em uma hiperficie ndo-degenerada e orientada Y. de uma variedade Lorentziana M com

campo normal Z, um ponto p € X C M é umbilico quando existir uma constante ky tal que
IL,(X,Y) = kpgp(X,Y) para todo X, Y € T ¥. (1.48)

A hiperficie 3. é totalmente umbilica quando todos os seus pontos forem umbilicos, isto é, quando p — k,,

definir uma fungdo suave r : 2 — R.

1.9 Campos de Jacobi

Definicao 1.20. Uma variagdo de um segmento de curva vy : |a,b] — M é uma aplicagdo suave
x: [a,b] X (=0,0) — M, (1.49)
tal que y(u) = x(u, 0) para todo u € |a, b].
x é composta por duas familias de curvas parametrizadas, chamadas:
e Longitudinais para u — x(u, v,) com v, fixado;
e Transversais para v — x(u,, v) com u, fixado.

A curva longitudinal y(u) = z(u, 0) é chamada curva base de x. O vetor velocidade ao longo de cada uma

dessas curvas € respectivamente:

ozt ozt : dxt
Ly — %8,“ Ty — Wﬁﬂ e 7= Z ?aﬂ (150)
I I Iz
Proposicao 1.12. Se x é uma variacdo entdo:
ViauTy = Vg, Ty (1.51)
e se Z é um campo vetorial em x, entdo

[Vmu,va]Z == R(ZEU,ZL‘U)Z. (1.52)
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Demonstracado.

oxH oxY ox” oxH
bl = aﬂ( aﬁ”) "2 aﬁu(u aﬂ)
B Z oxH o, + oxY 0 B ox” oxH 5+ ozt 0
ou 8:6“81} ov OxtoxY ov \ dxvou ¥ ou OxYOxH
ox* ox¥ 8:5” oxH

ou 8:1:“81} v dxvou "

=0

Pela simetria de V temos:

VauTo — Va, Ty = [Ty, Ty] =0, (1.53)

o que implica

VazuTy = Vg, Ty (1.54)

A segunda equacdo sai diretamente da defini¢do do tensor de curvatura:
R(xy,29)Z = [V, Va,1Z — V[%M]Z =[Va,, Va,|Z (1.55)
O

O campo vetorial J em ~ formado pelo vetores velocidade x,, de cada curva transversal passando por
~ € chamado campo variacional. Se toda curva longitudinal de = € geodésica, x é chamada familia de

geodésicas.

Definicao 1.21. Se v é uma geodésica, um campo vetorial J em ~y que satisfaz a equagdo diferencial de

Jacobi V%J + R(%, J)% = 0 € chamado campo de Jacobi.

SejaJ =)\ J A9\ em um sistema de coordenadas z°, ... z" para um aberto U contendo um segui-

mento de . Assim
ViJ = —R(%,J)¥
dx* dxP
2 A _ v
v <Z J 3A) =R ( T w2 a”) e
A iz v p
Os campos 0y, . . . Oy, sdo paralelos (V50 = 0) logo

dJ> dzt _, dxP



Como 0y, ... d, sdo L.I. temos:

d2J A d d P
ry 4 pdet (1.56)
mrp dT dr
pvp
Portanto
d2 J A y  dxt dxP
+D Ry =0} (1.57)
pvp
Lema 1.8. O campo variacional de uma familia de geodésicas é um campo de Jacobi.
Demonstracdo. Seja x uma familia de geodésicas, J = x, €y = xy,
R(J:Ua xv)SUu = [Vﬂfua vIv]J"U
= qu (vaxu) - va (Vmuxu)
=V, (Va,2v)
= V?Euxv
O

Lema 1.9. Seja v uma geodésica com ~(0) = p, e seja uw,w € T,M. Entdo existe um vinico campo de
Jacobi J em ~ tal que J(0) = ue J'(0) = w. Além disto, o conjunto de todos campos de Jacobi em ~y forma

um espaco vetorial de dimensdo 2n + 2.

Demonstra¢do. Consequéncia direta do teorema da existéncia e unicidade de um sistema de EDO’s lineares

[2]]. U

Um campo vetorial J em uma curva parametrizada v : I — M & tangente a v se J = f+ para algum

f € §(I) e perpendicular a «y se g(J,%) = 0.

Lema 1.10. Seja J um campo tangente a uma geodésica vy. As afirmacdes a seguir sdo equivalentes:
(a) J é um campo de Jacobi
(b) J" =0
(c) J(s) = (as+ b)Y (s) para todo s.

Demonstracdo. Seja J = f+. Se ele é um campo de Jacobi

J" = R(J,3)% = R(f3,4)7 = fR(3, %)% = 0. (1.58)

Se J” = 0 entdo

J"+ R(¥,J)y =0+ fR(3,%)y=0+0=0, (1.59)
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implicando (a). Agora, utilizando um pardmetro afim para a geodésica,

. af . d’f .
VE(f4) = Vs (dsv) =27 (1.60)
Como J” = 0 e+ # 0 entdo % = 0. Portanto vale (c):
f(s) = As+ B. (1.61)

De maneira inversa, se assumimos (c), derivando duas vezes J(s) = (as+b)7/(s) temos novamente (a). []

Se v é uma geodésica, entdo J L ~ implica J' L v, pois %g(J, 4) = g(J’,%). O mesmo vale se J for

tangente a .

Lema 1.11. Seja J um campo de Jacobi em uma geodésica ~y(s) parametrizada por um pardmetro afim s.

Sdo equivalentes:
(a) J L
(b) Existem ~y(a) # v(b) tal que J(a) L ye J(b) L ~;
(c) Existe a tal que J(a) L vy e J'(a) L 7.
Demonstragdo. Tomando um parametro afim s da geodésica, temos:
i=9(1.4) = fa(J'4) = 9(J".4) = g(R(IAW, H) = 0. (1.62)

Logo
g(J,5) =As+B e g(J',5) = A. (1.63)

Se J L 7 em todos pontos do dominio de y entdo existem dois pontos y(a) # ~(b) tais que J(a) L v e
J(b) L . Em contrapartida, se existe y(a) # ~(b) tal que J(a) L v e J(b) L  entéo:

Aa+B=0e Ab+B=0 (1.64)

o sistema possui uma unica solugdo A = B = 0 quando a # b. Logo J L ~ em todos os pontos, mostrando
que (a) e (b) sdo equivalentes. Como .J L ~ implica J’ L ~, entdo existe um ponto do dominio de ~y tal que

J(a) L veJ(a) L ~.De maneira inversa, se existe um a tal que J(a) L vy e J'(a) L 7 entdo:
Aa+B=0e A=0. (1.65)

este sistema possui uma tnica solu¢do A = B = 0 para qualquer valor de a. Logo J L +, provando assim

a equivaléncia entre (a) e (c). ]

30



Se g(¥,9) # 0, entdo para cada espago tangente temos T, M = [§] © 4L, isto é, J em ~ tem uma

tinica expressdo J = J+ + J ", onde J' é tangente a vy e J é perpendicular a . Além disso, pelos lemas

e (J/)T — (JT)/ e (J/)J_ — (JJ_)/'

Lema 1.12. Seja J um campo vetorial em uma geodésica ~y tal que g(y,%) # 0. J é um campo de Jacobi

se e somente se ambos J ' e J* sdo campos de Jacobi.
Demonstracdo. Seja J um campo de Jacobi:
0=J"+ R0, J)y = (I +J) +RE, -+ )y = (D) + R, JHDY (1.66)

pois todo J | é um campo de Jacobi (lemd1.10). Se J " e J* sdo solucdes da equagio Jacobi, que & linear

homogénea, J ' 4 J+ também é. O

Defini¢ao 1.22. Dois pontos p = ~y(a) e ¢ = y(b), com a # b, em uma geodésica ~y sdo conjugados ao

longo de ~y se existe um campo de Jacobi ndo-nulo J em ~y tal que J(p) =0e J(q) = 0.

E ficil ver que o campo vetorial .JJ na defini¢do acima é trivialmente ortogonal a geodésica v em p e g.

Pelo lema[I.T1] J € ortogonal a v em todos pontos de seu dominio.

1.10 Operadores Diferenciais na Geometria Lorentziana

No que se segue, M ¢ uma variedade (n + 1)-dimensional com métrica Lorentziana g.

1.10.1 Gradiente

Defini¢ao 1.23. O gradiente V f de uma funcdo f € F(M) é o campo vetorial metricamente equivalente

ao diferencial df € X*(M), isto é, V f =11 (d f). Em coordenadas, df = > 887’;(1:):“, logo

9
vi=> gﬂ”ﬁay. (1.67)
j15%

1.10.2 Divergéncia
Se X é um campo vetorial, entdo a divergéncia de X € a fungdo div : X(M) — F(X) definida como
div X = CH(VX) € §(M). Em coordenadas:

oxXH
div(X) =YV, X# = o+ S e XV, (1.68)
u W pv
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1.10.3 Hessiano

Definicao 1.24. O Hessiano de uma func¢ao f € §(M) é a segunda derivada covariant{]
H/ (X,Y)=XYf— (VxY)/f.
Lema 1.13. O Hessiano de uma func¢do f € (M) é um campo tensorial (0,2) simétrico tal que
H/(X,Y) = g(Vx(V/),Y).
Demonstragdo. Ver lema 3.49 [10].

Pela multilinearidade de H’ temos:
HA(X,Y)=H/ (Y X"9,,» Y"0,)=> X"YH'(0,,0,),
o v v

sendo seus coeficientes dados por

Hf(aw 8u) of . ZP)\ of
A

= rrdY B G

1.10.4 d’Alembertiano

Defini¢ao 1.25. O d’Alembertiano Of de uma funcdo f € §F(M) é a divergéncia do seu gradiente:

Of = div(Vf).

(1.69)

(1.70)

(1.71)

(1.72)

(1.73)

O d’Alembertiano também pode ser definido como o g-trago do operador Hessiano [1f = tr, H/, isto

é, é a contragio [If = (C 1) H/ . Em coordenadas:

Of =) g™ VuVuf =) g™ & -y T, 9f
" prv " OxHoxY S M ogA |-

TH(X,Y) = (Vydf)(X) = Vy (df (X)) - df (Vv X).
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Capitulo 2

Variedades Lorentzianas Espacialmente

Planas

Neste capitulo nosso objetivo principal é estudar um pouco da geometria das geodésicas em um exemplo
bastante genérico de uma (n + 1)-variedade Lorentziana espacialmente plana e totalmente umbilica. Tal

variedade sera representada simplesmente por M sera defininida como:

e Ela serd dada em coordenadas 2°, . .., ™ adaptadas as hiperficies planas pela métrica
g=—e*dt’> +a(t)® ) 6;da‘dal 2.1)
]

onde, por questio de conveniéncia, representamos z" por t, a(t) # 0 paratodot € Re ¢ =

d(t,xt, ... ™).

e M :=1 x X, sendo I um intervalo aberto da reta real ¢ >, := {¢} x ¥ uma hiperficie Riemanniana

para cada t € I, cuja a métrica é dada por g; = a(t)? > Siidatdal.
E fécil ver que as hiperficies Riemannianas Y; possuem curvatura nula, e que por isso M é chamada
espacialmente plana. Mais a frente mostraremos que elas sdo totalmente umbilicas.
2.1 Componentes da Geometria de M

Os coeficientes de da métrica g formam uma matriz diagonal com goy = —e?? e gij = a2(5ij. E facil ver

que os coeficientes inversa de g sdo g'0 = —e 2% e g¥l = 2%,

2.1.1 Simbolos de Christoffell de M

Os simbolos de Christoffell de M nas coordenadas (2.1)) sdo:
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(a) Tk =0 e2® 9¢ _, . o _ 00
ij (c) FISO — T@gkj (e) I’Ou = op
1da da
E_ L k 0 — 4020 iy
(b) I'y; = T (5j (d) I'j; = ae 7 ij
Como g e g~ ! sdo diagonais a notaciio de soma desaparece:

1
F,ﬁu = igAA(auguA + &Jgu)\ - 5,\&“/)
(a) Ffj = T}ﬂékk(éjk&(ﬁ) + 5Z-k8j(a2) — 5ij8k(a2)) =0.
(b)
[
To; =38 (Oogjr + Ojgor — Okgoj)

1 0
= @5%@(&2%)

R s da
= 2a26 <2adt63 >

_ lda gy
adt?

(©)

1
Ty = §gkk(3og0k + 9o8ok — Ok8oo)

= 5,29 (‘w<‘62¢>>

_ L ki (52099
_2a26 <2e okl

= ﬁ % 5k
a? OzJ

(d)

1
Y = §g00(aigj0 + 0jgi0 — Jogij)

_ L ey (0 ac
_—26 < 3t<a 513)
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(e

1
Fg,u = igoo(aoguo + augOO - aOgO,u)

_ 10 0

a 26 81‘“( )

L s o 20 00
=3¢ ( 2e Dk

_ 99

- Qxt

2.1.2 Tensor de Curvatura

Em uma variedade M nas coordenadas (2.1]) os coeficientes do tensor de curvatura se apresentam em apenas

trés casos nao-triviais:

. da 2 .

_o.da [ 0¢ 0
0o _ 26 o .
(0) iy = ac dt (8xk i oxJ 5Zk)

2 2
© R :ae—2¢<“_d@a¢>5 % 99 99

i0j dti2  dt ot ) 7 oxidxd  Oxt Oz

Ja que em M a métrica g;; = 0 para ¢ # j entdo:

Ryup = g)\)\Ril\,yp (2.3)

Aplicando as relacdes de Bianchi [I.T|temos trés casos ndo-triviais:
(a) Nenhum indice € nulo.
(b) Ro;jk, se pelo menos um dos indices € igual a zero,pois:

® Riojr = —Roijk

® Rijor = Rokij

o Rijro = —Rokij
(¢) Roioj, se além do primeiro indice outro indice for igual a zero pois:

® Rpoij =0

* Roijo = —Roioj

No item (b) € ficil ver que para mais de dois indices iguais a zero R, = 0. Assim, para cada um dos trés
casos listados acima, temos:
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(a)
jkl 3l~cF1] alF;cj + Fi:or?j - Fforgg‘ + Z F?csrlsj — T, b
S

= Fi:()r?j - Fliorgj
lda _g4da.  lda_ _,,da

5
dt

(b)
RYy = 0;T%; — 0kT9; + T9T +Zr 9.
= ;T — akr?i + F?OFki - FgoF“
0 _gpda 0 _ggda 8(15 _2¢da 09 _y4da
= 90 <ae dat 5’“) Dk (ae a7t ) T gag e ki T ke g%
a 0¢ _9pda O¢ _9pda O¢ _opda O¢
— 9 040 00 s pda 09 5 2¢ 4 Z
dt B3 % dt 92k dt 9270 dt 9z
_ o280 00 5 2900 00
dt 0z " dt Ozk ™"
_ayda (99 5 o y
dt \ 9z OxJ
(©)

RY; = 80T, — 9;T0; + Tool'%; — ThIg; + Z o, — T3

= 80F2z‘ — 9;Tg; + FBOF% - F?orm - Z 9 3510

— g <a —2¢ da ) _ i <8¢> a¢ _2¢da (9(;5 a¢

a1 %) " aw \aw ) T e 0ji =

ot dt 7" O Ozt
_ Z _2¢da . 1 da(s
dt % adt "

O [ gpda . 0% gy da ¢ 06 00 o4 (da 2 e
_8t<ae dt) e T AR = i dt ZS:‘SJS‘SZ‘

_ da d o da 0@ 82¢
2¢ y 2077 7F s
<dt> Oy e b = dt 0t~ Baioe
gy da 8o 06 06 o, (da\?
20 4 _Y¥Y 2¢ .
M T L s <dt> &
_ g2 ®ag o opdadd. 06 06 94
de2 ™" dt ot 7' 9230r'  OaI Ox

-2 (Pa _dadeN o 96 96 96
A2 dt ot ) Y Oxidxi Ot Oz
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Os coeficientes da contragdo de R com a métrica[2.1]sdo:

a® [da\?
(@ Rijp = o7 <dt> (03651 — 0irdjk)

 da (09 26
(b) Roiji = a ((%Jﬁik - W5ij>

 (dadé da 0 [ OP0 09 99
(¢) Roioj =a (dté?t - dt2> dij +e 500t T Bl i

2.1.3 Tensor de Ricci

O tensor de Ricci em uma variedade M nas coordenadas (2.1)) é:

a (d?a dadp n—1[da\? 924 ¢ O
(a>Rw‘—ez¢<‘dtaﬁ <cit>>6”_8:niaxi_8xic%cj

dt? a
_(a-1)do 0y
(b) Hoj = dt Ozd
~n (dadg d’a e2® 0% Iolo} 2
© R =7 (dt&t B dtQ) + 2§ o2 <axk>
pois:

(a)
Rij = Ry, + Y _ Rl
k

d’a  da ¢ da
—qge 2|22 _ 2T 2 20 [ 22
ac ( a2~ dt ot ) U pridei | 9ri dwi | < dt )

_a (da_dadd n—1(da\*\ P 09 09
Coe20 \ dt2 dt Ot a Y 9xtdxd Ozt Ozl
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(b)
Roj = Z Rlockj
k

- Z gkkgOOngj
B ge—20%0 da
Z i
=2
k

adt

1da d¢p 0

T adt 83:3 OxJ
n-tdods
dt OxJ

9¢

k

0¢
(Ws

L 00 _ 09

(

99
dak

)

1da

%)

a
(©)
Roo =Y Rio
k
= ngkgOORg()k
_ Z 7616]{: _2¢ d2a da agb
dt2  dt ot
B da 0¢\ 0%¢
- %:a< dt8t>5k+a2 <3k2
e2? 9%
“2(aaw) @

oxk?

da
dt?

dad¢ d%a

dt ot dt?

_n

a
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9¢

ok

99
oxk

o)

32¢ _
Oxkoxk

aqs) )W

oxk

d¢ 9o

ozk Oxk

)
i
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2.1.4 Curvatura Escalar

A curvatura escalar em uma variedade M nas coordenadas (2.1J) é:

S = Z g R,
n2

1 -
-2
—e ¢R00+a2§ 5 Ryj

ij

0 dad$ da + 62¢
dat ot~ di? axz 63:’
e 2 [ d%a da ¢ 5 0%¢ 0¢p 0o
a? (adt2 ~Yat ot + ) Zj Ca? Z (8:1:1(9:63 8a:i8$j>
_m%f@_@@_L; W¢
o dt2  dt ot a2 e~ i’

(e (fa_dago 1 (aa
a dt? dt Ot dt

) 2 Y ot (50)
Portanto

da 2

dt

2 9 9% 06 \?
) -2 8xi2+<3xi> ) (2.4)

g 2n <d2a da&b) n(n —1)

T ae20 \ 42 dt ot + a2e2¢

2.1.5 Tensor de Einstein

O tensor de Einstein numa variedade M nas coordenadas (2.)) é:

(@) Goj = Ro;
_n(n—1) (da 2
(b) Goo = —5 57— <dt)

~_[a(l—n) d2a_da3¢ ~(n=1)(n—-2) (da 2) 5,5 — 0%¢ 09 0¢
© Gy = < e2¢ <dtz dtat> 2¢2¢ (dt> + A4+ V9l ) dzidxi  dr' DI

pois:

(@) Goj = Roj — 380;S = Ro;
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(b)

1
Goo = Roo — 5%005

o (1 ey (a0
a \ dt Ot dt? a2 (995@
+§fzgsi_@@ n(n—1) W¢ 99 \*

2 \ae2® \ dt2 dt ot a262¢ 2 ozt

_n(dads dlay e 3%

a \ dt Ot dt? a2 (")xk
@i_@%_gM—Uﬁﬂ_ﬁi o (90’
dt?2  dt Ot 2a? dt a? - Oxi? ox’

- ““352 L)

(©)

Gij = Rz’j — %aQ(SijS
_ o (Pa_dadp n—1(da\*\ o Po 09 0
e\ dt2 dt Ot a dt Y pxidxd  Oxt Oxd
_aj(sij 2777' @_@% +M @2_328%1)24'_ %2
2 ae?® \ dt?2  dt Ot a2e2?  \ dt a? —~ Oxk Ok
- * @_@% 5H+L_1 @25,_&_%%
20 \dt2 dt ot ) ¥ e2d \ dt Y 0xioxd Oxt Oxd
2 o 2 2 2
Lan (P dads) o nln=1) (da)?o o S 00 (06
e20 \ dt?2  dt Ot 2e2¢ dt - Ok Ok

_a(l-n) (da _dadg) . (n-1)(n-2) (da 25“_ 0% 09 09
T e20 a2 dt ot ) ¥ 2e2¢ dt Y 9xidzd  Oxt Ol

%¢ 9\’
+(5z]2 <8$k)
fa(l=n) (d*a dad¢ (n—1)(n—2) (da\? 0%¢ o \? -
(= (5-4)-oen (s S (o) )

P 96 99
O0xidxi  Oxt Ox

2.1.6 Gradiente

Em uma variedade M nas coordenadas (2.1) o gradiente (I.10.1)) de f ¢é

_ 8f 8f
V= 20 .
f== 875 ozt 0 2:5)
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2.1.7 Divergéncia

Em uma variedade M nas coordenadas (2.1)), a divergéncia (1.10.2) de X:

div(X) = 8 , +Zr X”+ZF0XO+ZFZ X7
x
1da
o XV Iathaned z
Z ﬁx“ O:UV +Z a dt 0 X
axH 9 1 da _,
= —X L
Z OxH + ox M a dt 26
Portanto
) _nda OXH 8¢

2.1.8 Hessiano

Em uma variedade M nas coordenadas (2.1), os coeficientes de H/ (1.10.3) sdo

of
f — _
H (aPL?aV) 8.1'”83’:” (v 6 )f
of
A —_—
(93:“83:" Z MY Oz
_or o of r* of
- QzHdx L ot Z HY Ok
(a) Casop=0ev =0:
of g Of
(80’ ao) axoaxo 00 8t Z]‘—‘OO%
_9f 999f 3 ﬁ%ﬁ
ot2 Ot ot - a? Oxk oxk
of _0¢0f ¥ 3 99 Of
ot2 ot ot a? - oz Oxk
(b) Casou # Oouv #0:
of of of
! N — _ 10 k
0%, 00) = 5rog, ~ Toigy ZFO’axk
B of ng(?f Zlda ,ﬂaf
T otoxt 02t Ot adt Oxk
_op 0o 1oy
T otdrt Ozt Ot a dt Oxt
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(c) Casopu #0ev #£0:

of of r* of
H/(9;,9y) = oridzl i ot Z U Pk

of _2¢dag

= orior ¢ dt otV

Portanto

H (X,V) =) X"V H/(9,,0,)

%
8f wy v a¢ 8f 8¢ 87]0 0v-0
" 8£U“8£UVX Y (815 ot a2 Z oxk 83:’“) X

00 0f | 1da 0f \ ovi | yiyty _ go-2000f
_ we i ) 7 _ ZXY]
Z(@w’ ot adt@:ﬁ)(XY XY —ae Zé]

No casode X =Y e f ser a propria fungdo ¢ definida na métrica[2.1|temos a seguinte forma quadritica:

H?(X, X) = > 8x(zngXﬂX”— (( ) oz <8x’> ) 0)2

09 1lda 7 _2¢da ¢
2<8t adt) 233:17Z dt atz

2.1.9 d’Alembertiano

Em uma variedade M nas coordenadas o d’Alembertiano (1.10.4) de f é:
O f of
— _o 20 LS >\ s ’Lj )\
of ¢ (8752 Z)\: 009 )‘> + a? Z <8I18$] L5 ox™
*f ro 9f r Of 0 9f
o=+ — 59 o
o2 Ty Z 05k ) T 2 Z axzaxa Dt

62f Ao Of e2¢ 8(15 af da . Of
— _,2¢ _ZrE) oki 2L il 54 2075 “J
e <8t2 ot ot Z A e Z ( duioxt "tV at)

—2¢ da 0f
ij
a dt ot 25 %

f 000 06 of
w‘a@%w;W%¢ﬁ

0%f  060f ndadf 00 0f | J
w‘mm+mmJ wz< >'

ox' axz i

Portanto

o (O*f  0O0f ndadf 1 00 0f  0°f
=<2 " aor Temar) T @ o : 2.
- ‘ <6t2 ot ot + a dt 6t> * a? ; <8£L'1 ot + 81‘22> (2.8)
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No caso de f a fungédo ¢

oy (020 (06\? ndado 1 o6 \? 029
_ _ 22 [ Y¥ ihetald -
Ho = —e <8t2 <8t> taaa )t Z: (aﬂ) e (2.9)

2.2 Segunda Forma Fundamental

Teorema 2.1. As hiperficies 3y em uma variedade M sdo totalmente umbilicas.

Demonstracdo. Em uma variedade M nas coordenadas aptadas a métrica (2.1), seja e~ ?9y um campo ve-
torial unitério tipo-tempo ortogonal a uma hiperficie Riemanniana ¥, de métrica g; = (a(t,))? > (dat)2,

Logo, para um par de vetores tangentes a >; temos:

I(X,Y) = —g(Vx (e %d),Y)
==Y X'Yig(Vi(e ®dp), ;)
ij

=-) X'vig (—e_¢8igb00 +e > Tk, aj>
i k

= — Z Xinef(z)I%igjj
tj

— adt’
ij
= —ae*‘ﬁ@ Z XY
dt -
Portanto
(X,Y) = et da (X,Y) (2.10)
9 - a dt gt ’ .
Assim, provamos que Y; ¢ uma hiperficie totalmente umbilica. O

2.3 Equacoes Geodésicas

2.3.1 Observacoes sobre a nomenclatura

(a) Ao longo do texto adotaremos a seguinte convencao para os operadores diferenciais definidos em

um espaco euclidiano de dimensao n:

- )
Q) Yo =5, 000
. 9d\ 2
Qi) [Vol* =3, (afi)
82
(i) Ag=Y, 22
ox’

43



9¢ wivi
0 Qaidad

(v) B (u,0) = 3

(b) Seja (v!,...,0") = (%, e %) , 0 vetor velocidade euclidiana e

9 dai\”
v :Z o 2.11)

o quadrado da sua norma.
(c) Fazendo 8 = dr
P () _dd ()
dr2 ~ dr \dr) ~ drdt \dr

dzt - dt dzt dzxt

dr — dr dt ~ " dt

d?zt d da dt d ﬁdwi _pl d de dj dx' + g2 d*a
a2 dr \dr ) drdt \dr dt dt dt dt dt dt2

(e) A derivadade ¢ oy é:

(d) Pelaregra da cadeia temos:

dp 0o dt ¢ dx'
— : 2.12
dr — otdr - Ox* dr 2.12)
Assim 4
d¢ dt — 0¢ dt 0¢ dx* dt
- — 2.13
dt dr — Ot dr * - Ox* dt dr @.13)
implica:
d¢ dxt  d¢p 0
. =— - = 2.14
Ox* dt dt ot ( )
Usaremos a notagio V¢(v) para
2.3.2 O Sistema de Equacoes Geodésicas
Sejay(7) = (2°(7),...,2" (7)) uma geodésica com parametro afim 7 em uma variedade M nas coordena-
das (2.1)). As equacdes geodésicas de v sdo da forma:
d%a? dx dx’ da” da’ dal
—— +T% | = 2) T3 rX—— =0 2.15
d72+00( T)Jrz“’d dr Z,Zj”deT 1)
Multiplicando a equagio por 372 e reescrevendo temos:
1 d2 i A0, ]
B ar +F00+2ZF v —|—Zfijvv =0 (2.16)

A equagio cai em dois casos:
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(a) Equacdo Geodésica Temporal (A = 0):

1d3 . o
BE + Fgo + 221—‘?0’01 + ngjvl’l}] =0

;Cflf+8<f>+ Z (5 o' =0,
mas d‘f = 99 _ ¥¢(v), portanto:
148 i’ 2600 o _
st +Vo(v) +ac 2ot =0 (2.17)

(b) Equagoes Geodésicas Espaciais (A # 0):

143
Bt ’“+—+F00+22F v’+ZF"‘v’zﬂ_0

— 6’ 2 6 =
Bar’ +5 =L + Z
1d ok €20 09 2d
ag o + % % L 28k .
8 at’ dt a® Or adt’
Portanto
dv* 1dB8  2da\ , €** 0¢
Bl it N s} 2.18
+<6dt+ dt)” a2 Oz (2-18)
Multiplicando a cada equagdo espacial mPor v* e depois somando todas elas resulta
1d k\2 1 dﬁ 2da kN2 3¢ k
—— —— — =0
2dtzk:(v)+(ﬁdt+ @t Z(”)+ ok
dv 1dg  2da\ , 62 -
N v/ -
(5 i a dt) vz Vo)
Isolando 3 d—f na equagio temporal m e depois substituindo na equagdo acima, obtemos:
dv d¢p = _gpda o  2da e2¢
— i - — -—— — 2.1
vdt+< i Vo(v) — ae al o) + V¢( ) = (2.19)
Multiplicando este resultado por v~2 obtemos:
ldv d¢o = a’v>’1da  2da  €** -
- - - -t -+ = =0. 2.20
vdt dt Vélv) e2¢ a dt * a dt + a2v? Vo(v) =0 (2.20)

Sejaw = ¢ assim:
1dv _a d [ ew
vdt  ePwdt \ a

_ldw ad e?
“wdt Tea <>

ldw a [e® dqﬁ e? da
wdt  e? < a dt a2 dt>
ldw d¢ 1da

wdt Tdt adl
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Substituindo este resultado na equacdo [2.20|temos:

ldw dp 1da dop = w?da  2da 1 =

—_t - —_—— - — — —_—t -+ — =0. 2.21
wd Tat Taa @ VW T e T Ve =0 @21
Reescrevendo este resultado temos:
1 dw 1 - 1da
—— 4+ (= -1 1—w?)=— =0. 222
wdt+(w2 )vmw+w w) 1% 2.22)
Dividindo por (1 — w?) e usando[2.14}
1 dw 1 (d¢p 0O¢ 1da
—_— —_ = —— =0. 2.23
w(l —w?) @ Wt (dt 8t)+adt (223)

2.4 Campos de Jacobi

Seja v uma geodésica qualquer com pardmetro afim num aberto U de uma variedade M nas coordenadas

(2.1). A equagdo de Jacobi cai em dois casos:

24.1 Equacao de Jacobi Temporal (A = 0)

d2J° o dxtdal o dxtda® o dxtdx®
dr2 + ;Rw] dr dr ——J + ZJRUO dr dr JJ + ZRUk dr dr J] =0 (224)
Multiplicando a equagio por 372 (verd):
1 d?J° .
+ ZRzoﬂ w0~ Z Ripv' 7+ RYv'vF 7 =0 (2.25)

B2d2

ijk

Substituindo a equagdo [2.25| pelos valores do tensor de curvatura[2.1.2}

2 70 2
1 M+Z<C(SU—M—8¢8¢> vivd JO
ij

B2 dr?
0%¢ 0¢ 0¢ y ¢ S
— i T A T T A i + B z ~Ug ! I = ’ 22
Z (Cd] 0x'dxd  Oxt 8:):J> T Z (8 kO 8:):J6k) vorJ? =0, (226)
onde

. , . da\?
(@) Riy = A(0j0; — 6j05), A=e"? ()

0 0 d
(b) ka (8;1;51‘1‘ - a;ﬁ]@k) , B= a2

0%¢ 0o 0¢ —2% d’a  dad¢
© Rio; = C0% = 557 ~ puioe €= ( )

d2  dt ot
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Reescrevendo a equagio [2.26}

1 d2.J0 9 0 A
7 dr? + Cv=J" — 4 920270V J
i T i { ad)
_CZ J+Z@l@] (Z )( Ozl )
+B< ai) ) ’Ji>—BvQZ§§Jj=0 (2.27)
J
Portanto

1 d%2J° ) ¢ d¢ i 0
@W+ Cv” = driow ari " J
i 7

09 i BS99 5i _
+<¢ L Bv)%:aij =0 (2.28)

2.4.2 Equacao de Jacobi Espacial (\ # 0)

d?Ji dx® da® dz? dz® 0 dx’ dx
dr2+ZR0ﬂ“d dr JHZ B0 g ar Z Mg ar

dzx? da: dz? dx dxd d:c
+ZR00] dr d ZROJO dr d Z Gkl 7 dr d —O (2.29)

Multiplicando a equacio por a?3~2 e depois aplicando as propriedades de Bianchi

CL2 dQJz
7 Jk jk
— ) Roiojv’ J° + Z Roioj? + 3 Rivio'JF =0 (2.30)
J Jkl

Multiplicando a equagao por —e~2¢:

&2J
%%W - Zkaka] + ZRO Wik JO — ZRkaJJk

- ZRZoJWO + ZRzoJﬂ —a’e Y R wvlIF =0 (231)
Jjkl
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Substituindo a equagdo[2.3T| pelos valores do tensor de curvatura[2.1.2}
2 711
2¢ad‘]_ 8¢ - 8(25 k] _8¢) J k70
32 dr2 ;B <8xk’5w 9d Oik J +ZB 51“ pIe 5@ v J

o¢ k %¢  9¢ 99
_Z ( O 16 )U ’ _Z (C% T 02i0xi  Oxidwi )" 7

J

2 .
+) (C(sij __9¢ 9999 ) —a’e Y " A (6485 — 0j) v TP =0 (2.32)
J

0ri0xi  Oxi OxJ C
Jkl

Reescrevendo a equagio[2.32}

2 711
290”2 iN~ 9 kL BiSY92 5 BN 92 i 599250
gz~ B Zaxk” + Bu Zaxj‘] + B0y oSl = B St
% 3(;5 j 3(;5 777 0 0 j 0 8¢
—BJ'Y v+ By ZJ C’vJ—i—JZaZa]j Zax]
+CJ - > ¢ / — a2 2 AT + e 2P Au' VI =0. (2.33)
- 83:’83:3 8:1:’ 83:3 -
J J
Portanto
2 71
e 20 ;2 CZTJQ + (a2ez¢Av2 +C-2B Z gjjvj) J*
J
3¢ 3¢ 02 v
+ (B V2 g T By — v +Z 8:618333 azﬂ 3x3
+ <Bg¢l + aze%Avi) Zijj
a

J

82¢)
B Z axlaxf

+ < ' 8:ﬂ> Z o =0 (234
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Capitulo 3

Consideracoes sobre a Geometria de M

Neste capitulo analisaremos equagdes de Jacobi em geodésicas na variedade M, em especial daremos aten-

¢do aquelas que passam por pontos criticos de ¢.

3.1 Pontos Criticos

3.1.1 Pontos Criticos em uma Variedade

O estudo dos pontos criticos de uma funcao real definida em variedade ¢ um assunto extenso e com apli-
cacdes em diversas dreas, como por exemplo, a Topologia Diferencial, chamada Teoria de Morse (ver
[4]],pagina 226), que estd longe do escopo dessa dissertacdo. Nesta se¢do recordaremos apenas alguns de

seus conceitos elementares que serdo utilizados ao longo do capitulo.

Definicao 3.1. Seja f : M — R uma fungdo diferencidvel. Dizemos que ela possui um ponto criticop € M
quando df (p) = 0. Esse ponto é chamado nédo-degenerado quando o Hessiano Hf (p) é uma forma bilinear

ndo degenerada.

Além disto, as defini¢des de ponto de maximo local ou minimo local ou sela de f sdo as mesmas de uma

funcdo definida em um aberto de R™(ver [6] sec¢do 3.8).

Teorema 3.1. Seja f : U — R uma funcdo diferencidvel num aberto U C M. Todo ponto critico ndo-
degenerado p € U é um ponto critico isolado, isto é, existe uma vizinhanca em torno de p onde ele é o tinico

ponto critico.

Teorema 3.2. Seja f : U — R uma funcdo diferencidvel e p € U um ponto critico ndo-degenerado de f no

aberto U C M.
(a) se HY (p) é positiva-definida, entdo p é minimo local;
(b) se H'(p) é negativa-definida, entdo p é mdximo local;
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(c) se H' (p) é indefinida, entdo p é ponto de sela.

Demonstracdo. Este € um teorema local que pode ser demonstrado em um sistema de coordenadas qualquer
em torno de p. Assim as demonstragdes sdo as mesmas da andlise em R"™. Veja a referéncia [[6], teorema

3.5. O

Passando agora para o contexto Riemanniano, seja (3, g) uma n-variedade Riemanniana e f € §(X).
Neste caso, p € um ponto critico de f se, e somente se, V f(p) = 0. Além disto, podemos passar a Hessiana

em p ao status de operador linear em 7},% mediante o levantamento de um de seus indices pela métrica g,:
Tl ke
H; (p) ==Y ¢ (H (p))s: -
‘

Como HY (p) é simétrica, entdo o operador H(p) é auto-adjunto no espago vetorial T,% com produto interno
gp» 0 que implica que todos os seus autovalores sdo reais. O indice do ponto critico isolado p € o nimero de

autovalores negativos de H(p). Sendo assim, as afirmag¢des do teorema podem ser expressas na forma:
(a) p € minimo local se, e somente se, o indice de p € 0.
(b) p é maximo local se, e somente se, o indice de p é n = dim X.

(c) pé ponto de sela se, e somente se, o indice de p estd entre 1 e n — 1.

3.1.2 Pontos Criticos ao Longo de Folhas Espaciais

Consideremos agora a variedade Lorentziana (n + 1)-dimensional M = I x ¥ com métrica g, sendo I um
intervalo aberto da reta real, >y :=t X X e g; a restricdo de g a >4, que assumiremos ser Riemanniana, i.e.,

> € hiperficie tipo espago para cadat € I.

Definicao 3.2. Dado f : M — R uma funcdo suave, diremos que uma curvay C M é uma curva de pontos

criticos tipo-espago de | quando ocorrer o seguinte:
(a) 7y € curva tipo-tempo e para cada t € I, existe um tinico p = y(t) € v N 2.

(b) p = ~(t) é ponto critico isolado de f restrita a .

3.2 Analise das curvas de Pontos Criticos de ¢ em M

Nesta se¢do estaremos interessados nas curvas de pontos criticos de ¢ : M — R, a fun¢éo definida na parte
temporal da métrica[2.1] O operador Hessiano (2.7) de ¢ no ponto critico p serd esséncial ao estudarmos as

eqaugdes de Jacobi ao longo dessas curvas.
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3.2.1 Curvas de pontos criticos de » em M

Estaremos interessados no caso em que <y seja uma curva de pontos criticos de ¢, conforme definida na
subse¢do[3.1.2]
Teorema 3.3. Seja v uma curva de pontos criticos em M ortogonal as hiperficies ¥’s, i.e., para cadap €

temos I,y normal a hiperficie plana tipo-espago que passa por este ponto. Entdo ela é uma geodésica tipo-

tempo, se e somente se,

t=kim+ ko 3.1
onde k1 e ko sdo constantes arbitrdrias.

Demonstragcdo. Seja y uma curva de pontos criticos numa (n -+ 1)-variedade M ortogonal a 33;. E facil ver

que ¥ = B0y e que
VT(IBaO) = VT(B&))
dp
= an + 5 Zkzrlgoak

dp e2® 0¢ .
= —0, 2 ———¢6kig
dr " +h Zk: a? O’ b
Como v € uma curva de pontos criticos espaciais temos
dp

V. (B0y) = %90 (3.2)

Assim 7 € uma geodésica somente quando % = 0. Resolvendo |i temos

t =kt + ko (3.3)

onde kj e e ko sdo constantes arbitrarias. O

3.2.2 Campos de Jacobi ao longo das curvas de pontos criticos de ¢

Nesta se¢do queremos entender como que as geodésicas préximas a uma geodésica de pontos criticos se

comporta. Para tal, estudamos as equagoes de Jacobi (desvio geodésico).

Teorema 3.4. Seja v uma curva geodésica tipo-tempo que é uma curva de pontos criticos de ¢ em M. Nas
coordenadas adaptadas onde g toma a forma da equagdo (2.1), temos que mediante uma parametrizagdo

afim T, o campo de Jacobi ao longo de v é dado:

o explicitamente pela funcdo J 0 — ¢17 + ¢9, onde c; e ¢y s@o constantes arbitrdrias,

e ¢ pela equacdo de Jacobi espacial

2 1 i 2 ) 2¢ . 2 )
d*J' _9¢dJ' 1 <da_da8d>> JZ+€TZ§7”€L¢,J] — 0. (3.4)

dt? ot dt a \ dt? dt Ot o OxkOxi
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Demonstra¢do. Assumindov = 0e §¢> = 0 na equacdo de Jacobi temporal temos:

1 d2Jjo

?Tﬁ =0=J" = CoT + c3 (3.5)
As equagdes de Jacobi espaciais[2.34] ficam:
1 d2.Jt e2¢ ; 2(;5 82¢
Ear 2l ooz =0 (36
Como '
1dJ d2JZ 71 dpdJ’
B2 dr? Bdt dt-
© 2
d“a da d¢
_ 20 (20 aaop
¢ =ac (dt2 dt &e) :
entao . ' ) 2 )
d“J" dodJ' 1 (d?a dadop\ _, e . 0%
- === '+ = 5 JI = 3.7
dt?2 dt dt a <dt2 dt dt> T %: Dk oz 7
Note que ao longo dessa geodésica (fif = % O

TomE agora H (t) a matriz n X n que representa a parte espacial da matriz hessiana de ¢ em (¢, Zy), i.e

- Py
-3 . o

Assuma agora que J(¢) seja um autovetor de H (¢) correspondendo ao autovalor A(#):

0%¢

ik )

Ek 0 g = M (3.9)
J

Assim o sistema de EDO’s linares (3.4) toma a forma

2 1i i 2 2¢ )
@ aa @ ww )0 @10
Podemos eliminar o segundo termo da equagéo [3.10] fazendo
Ji = e390)y (3.11)
(ver [7] pagina 51), obtendo
d;z: + Q)Y =0, (3.12)

onde

€29
> 50 o) ToaE o m e T a M) (3.13)

19%¢ 06\? 1d%a 1dado
) = _< ) ad? " adt ot
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3.2.3 O Caso constante

Teorema 3.5. Seja v uma geodésica tipo-tempo em M e assuma que ¢ seja uma fungdo constante. Nas
coordenadas adaptadas onde g toma a forma da equagdo (2.1), temos por meio de uma parametrizagéo

afim T, as componentes espaciais de um campo de Jacobi ao longo de vy satisfazem

) t
J'(t)=al) | k ——ds+k 3.14
0 =att) (i [ it ka). 619
onde kq e ko sdo constantes arbitrdrias.

Em particular, ndo existem pontos conjugados ao longo de .

Demonstracdo. No caso de ¢ ser uma funcdo constante temos que a equagao (3.4) toma a forma

d?Jt 1d%a
———=J'= 3.15
dt?>  a dt? S =9, (3.15)
o que é uma equacdo de Hill [[7]. Resolvendo-a:
2J dPa
— ——=J'=0
Car T ar
dJ*  da
——J'=k
“at T dt !

) tq
J'=a <k1/ 2d8—|—k‘2>
o a

Se em um ponto v(0) = p temos as condi¢des iniciais J*(0) = 0 e % = u’ # 0 entdo

JH(t) = apu’al(t) /Dt (1(13)2d3 (3.16)
como a # 0 para todo ¢t € R. Se y(t) = ¢ é um ponto conjugado a p entdo:
b1
/0 st =0 (3.17)
A integral acima é sempre positiva, o que implica na inexisténcia de pontos conjugados. O

3.2.4 O Caso Estatico

8¢ ~ . . . . .
No caso de ; = 0, as equagdes de Jacobi espaciais assumem a seguinte forma:

P 1da 6%25* 82¢

a? Oxk0xd

a2 adt? a2 77 =0. G198

gk
Na direcdo de um autovetor Y da parte espacial da Hessiana correspondente ao autovalor constante A,

e 02 ; ; L % A .
> ik 5“‘“%}” = A\Y", notando que % = 0 implica % =0e % = 0, temos uma dinamica especial

J(t) que se mantém na mesma direcdo Y, pois
d?Jt 1d%a ; e*)\

TR ' =0. (3.19)

53



Assim podemos definir a constante 6 e a fungdo real b(¢) por

0=e*@) N e Jt)=bt)Y, (3.20)
sendo que
d?b
— +0\(t)b=0 3.21
2T A(1) (3.21)
onde
1d%a 6
O,(t) = — 3.22
A1) adt?  a? (3-22)
De forma geral, é imediato ver que:
Lema 3.1. Seja v uma curva de pontos criticos de ¢ em M, que é uma geodésica tipo-tempo e El, e En
uma base de autovetores da parte espacial da Hessiana ao longo desses pontos. Temos que J (t) éa
parte espacial de um campo de Jacobi ao longo de ~y se, e somente se, existem fungdes by(t), ..., by(t
satisfazendo a equagdo ,
d*b; .
d#+@M®QZOZ:L“wm (3.23)

onde \; é o autovalor associado ao autovetor E;, e

—

J(t) =by() EL + ... 4 by(t) E, . (3.24)

Agora, para o estudo dos pontos conjugados de -, basta estudarmos os diferentes comportamentos da

funcdo ©,(¢). Para tal, nos serd util o seguinte lema, demonstrado na referéncia [5]], Cap. 11:

Lema 3.2. (Teorema da Comparacdo de Sturm) Suponha que w and v sejam fungées diferencidveis em

(0,T) e continuas em [0,T] comu > 0 em (0,T). Se elas satisfazem

ii(t) + a(t)u(t) = 0 (3.25)
(1) + a(t)o(t) > 0 (3.26)

comu(0) =v(0) =0eu(0) =0(0) > 0, para alguma fungdo continua « : [0,T] — R, entdo
v(t) >wu(t) em [0,T]. (3.27)
Para o caso de O(¢) positivo, temos:

Teorema 3.6. Seja v uma curva de pontos criticos de ¢ em M que é também uma geodésica tipo-tempo.
Suponha que exista um autovalor A da parte espacial da Hessiana ao longo de v e uma constante w > 0 tal

que ©(t) > w? para todo t € |0, T|. Entdo, existe um ponto conjugado de vy entre os instantes 0 e .

54



Demonstracdo. Tome o campo de Jacobi, dado pela equacio % + O, (t)b = 0, com parte temporal nula,
JY = 0, garantida pelo teorema ll e com a parte espacial na direcdo do autovetor Y, conforme na
equagdo (3.20). Dada uma equagio i + w?v = 0 com as condi¢des v(0) = 0 e 9(0) > 0, cuja solugio é

v(t) = 2(0) sen(wt), temos

— #0)
O<t<l = o{t)>0 e #+0r\0>i+wiv=0. (3.28)
w

Agora assuma que condigdes iniciais b(0) = v(0) e b(0) = ©(0). Assim, aplicando o Lema (3.2), conclui-
mos que

0<t<

T o o< < @i}o) sen(wt) . (3.29)

w
No caso t = Z temos b(t) = 0 o que implica na existéncia de pelo menos um ponto conjugado no intervalo
[0, Z]. O

Para © < 0 temos:

Teorema 3.7. Seja v uma curva de pontos criticos de ¢ em M que também é uma geodésica tipo-tempo.
Suponha que para qualquer autovalor \ da parte espacial da Hessiana ao longo de -y tenhamos © »(t) < 0

pata todo t > 0. Entdo ndo existe nenhum ponto conjugado de y na regido t > (.

Demonstragdo. Tome o campo de Jacobi J(¢), dado pela equagio %

+ O, (t)b; = 0, conforme no lema
e satisfazendo J(0) = 0. Sem perda de generalidade, a base de autovetores é escolhida de forma que
tenhamos b;(t) > 0 para todo i no intervalo (0, 7). E ficil ver que neste intervalo b; > b; + ©,b; = 0.
Tomando a equagdo ii(t) = 0 com condi¢des iniciais b;(0) = u(0) = 0 e b;(0) = @(0) > 0 temos pelo
Lema (3.2), que

bi(t) > u(t) = u(0)t para todo t € [0, 7]

Consequentemente, b;(t) # 0, e portanto néo ha ponto conjugado no intervalo [0, T]. O

3.3 Conclusao

Seja v uma curva de pontos criticos espaciais de ¢ em M que é também uma geodésica tipo-tempo e J a
parte espacial de um campo de Jacobi ao longo de . No caso de ‘?)—f = 0, as equacdes de Jacobi espaciais
(3.4) assumem a seguinte forma:

d2J0 1d%a .,  e* o 0% .

T ) T =0. 3.30

dt? a dt? + a? Zk: OxkoxI ( )

J

A partir desta equacdo chegamos a seguinte func¢io
1d%a 6

—— — 3.31
adt? a2 ( )

Ox(t) =
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onde 6 é uma constante da por § = e>? )\, sendo que \ um autovalor da hessiana da parte espacial da hessiana
de H?.

Esta func¢ao possui a seguinte propriedade:
e Para ©) > 0, existe pelo menos um ponto conjugado de y no intervalo [0, T].
e Para ©) < 0, ndo existem pontos conjugados de ~ na regido ¢t > 0.

onde w € uma constante positiva arbitraria.
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