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Being conscious is a torment.

The more we learn is the less we get. (Sensorium, EPICA)



Resumo

Neste trabalho apresentamos um método para construir superficies desenvolviveis con-
tendo uma dada curva como linha de curvatura e, em seguida, fazemos um estudo da
torcao total de linhas de curvatura fechadas de superficies em R® e construimos uma
superficie local suave contendo uma dada curva fechada com torcao total igual a um
multiplo inteiro de 27w como ciclo principal hiperbélico. Finalizamos o trabalho com um
estudo sobre o comportamento das linhas de curvatura préximas de um ponto umbilico

de uma superficie parametrizada.

Palavras—chave: Ciclos Principais Hiperbolicos, Equacoes Diferenciais Binarias, Linhas

de Curvatura, Tor¢ao Total.
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Abstract

In this paper we present a method for constructing developable surfaces containing a
given curve as a curvature line and then we study the total torsion of closed curvature
lines of surfaces in R? and construct a smooth local surface containing a given closed
curve with total torsion equal to an integer multiple of 27 as the hyperbolic main cycle.
We conclude the work with a study on the behavior of curvature lines near an umbilical

point of a parameterized surface.

Keywords: Hyperbolic Principal Cycles, Binary Differential Equations, Curvature Lines,

Total Torsion.
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Capitulo 1

Introducao

Um conceito muito importante em geometria diferencial é a nocao de curvatura prin-
cipal. De maneira sucinta, podemos elencar alguns pontos historicos de seu desenvolvi-
mento. Inicialmente, Euler [4] considerou as se¢oes planas de uma superficie e definiu as
curvas planas com curvaturas extremas, que receberam o nome de curvaturas principais
e as direcoes correspondentes foram chamadas de direcoes principais. Os pontos em que
as curvaturas principais eram idénticas receberam o nome de pontos umbilicos. J4 o con-
ceito de linha de curvatura foi introduzido por G. Monge [14] em seus estudos sobre o
elipsoide. Posteriormente, E. Dupin realizou trabalhos em sistemas triplamente ortogo-
nais, seguido por G. Darboux e seus trabalhos sobre as linhas de curvatura préoximas de
pontos umbilicos.

Mais recentemente C. Gutierrez e J. Sotomayor [10], [L1] se interessaram pela esta-
bilidade estrutural de linhas de curvatura. Nestes trabalhos, os autores introduziram o
conceito de configuragio principal de uma imersdo o : M — R3 de classe C",r > 4, de
uma superficie compacta e orientada M. Entendemos por configuracao principal a tripla
Po = {F1, F2,Us}, na qual U, é o conjunto dos pontos umbilicos e Fy, Fp sao as folhea-
¢oes principais de a. O objetivo inicial dos autores foi descrever o conceito de estabilidade
estrutural da configuracao principal P,. Além disso, eles forneceram uma caracterizagao
de uma classe ampla de imersoes que tivessem sua configuracao principal estavel.

Neste breve historico sobre o desenvolvimento do conceito de linhas de curvatura é



importante pontuar que este tema recebeu a ajuda de inimeros matematicos, que trouxe-
ram suas contribuicoes sobre superficies imersas em R? e em outros espacos geométricos
tais como a esfera, os espacos Euclidianos de dimensao superior, os espacos hiperboélicos,
as variedades Riemannianas, entre outros.

Destacamos agora uma classe de superficies conhecidas como superficies regradas, que
podem ser geradas pelo deslocamento de uma reta no espaco. Dentre estas superficies,
trabalhamos com as superficies desenvolviveis. As superficies desenvolviveis tém aplicacao
direta em indtstrias que utilizam couro, papel, chapas metélicas, entre outros. Mais
especificamente, para a obtencao de superficies desenvolviveis, variados métodos ja foram
estudados e, neste trabalho, exibimos o método apresentado em [13].

Um dos objetivos deste trabalho é construir superficies contendo uma curva dada como
linha de curvatura ou ciclo principal hiperbdlico. Esses estudos foram realizados como
os trabalhos [6], [13] e [16] o fazem. E importante destacar que estes trabalhos utilizam
fortemente o conceito de torcao total para demonstrar seus resultados e, por conseguinte,
este tema serd abordado de forma a clarear nossa compreensao sobre alguns resultados
classicos.

Dessa forma, este trabalho foi dividido em quatro capitulos, além da Introducao, de
modo a exibir resumidamente alguns resultados que discorrem sobre a relagao entre linhas
de curvatura, torcao total e construcao de superficies a partir de uma dada curva. Mais

especificamente, descrevemos alguns dos principais resultados desta dissertacao.
(1) A torgao total de uma linha de curvatura em um ovaloide em R? é zero;

(2) Se a torgao total de uma curva fechada é 2kw, k € Z, entao existe um toro em R3

contendo esta curva como linha de curvatura;

(3) Dada uma curva fechada nao circular com tor¢ao total 2k, k € Z, entdo existe uma

superficie local suave que contém a curva dada como ciclo principal hiperbélico.

A seguir, faremos uma breve apresentacao sobre o que cada capitulo deste trabalho

discorrera.



O Capitulo 2 contém uma sintese sobre a geometria diferencial de curvas e superficies
em R?, além de introduzir um método para a construcao de superficies desenvolviveis a
partir de uma dada curva. Os principais trabalhos utilizados nesta parte foram [3], [12]
e [13].

No Capitulo 3 discorremos sobre o conceito de torcao total. Apresentamos resultados
classicos de curvas fechadas na esfera, no ovaloide e no toro. O método de construcao de
superficies realizado no Capitulo 2 sera aproveitado em alguns resultados neste capitulo.
Apresentamos uma resposta para os resultados (1) e (2) destacados anteriormente. Em
seguida, finalizamos este capitulo com algumas generalizacoes acerca de torcao total de
curvas fechadas em R?. As referéncias principais foram [16] e [20].

Exibimos no Capitulo 4 alguns resultados sobre ciclos principais hiperbolicos, o expo-
ente de hiperbolicidade e a aplicagao de Poincaré. Finalizaremos este capitulo com uma
resposta para o resultado (3) apresentado anteriormente. Nossas referéncias principais
foram [10] e [11].

Finalmente, apresentamos no Capitulo 5 um resumo sobre equacoes diferenciais bina-
rias, levantamento de Lie-Cartan e pontos umbilicos Darbouxianos. Esta sintese é impor-
tante para o estudo do comportamento das linhas de curvatura em vizinhancas proximas

de um ponto umbilico. Os principais trabalhos utilizados aqui foram [2], [7] e [10].



Capitulo 2

Geometria Diferencial de Superficies

em R3

Neste capitulo, apresentamos um breve resumo de geometria diferencial de curvas e
superficies em R®. Inicialmente exibimos alguns conceitos sobre curvas em R? e algumas
de suas propriedades, em especial, o triedro de Frenet. Também discorremos sobre a
primeira e segunda formas fundamentais de superficies, bem como linhas de curvatura
e alguns resultados decorrentes. Posteriormente, apresentamos as superficies regradas.
Encerramos este capitulo com uma secao sobre superficies desenvolviveis, mais especifi-
camente, estudamos o seguinte problema: dada uma curva C' em R?, como construir uma
superficie desenvolvivel tendo C' como linha de curvatura?

Este estudo sera importante para a compreensao dos resultados que serao discutidos
nos capitulos seguintes. Ao longo deste trabalho os simbolos (.,.), |.| € X representarao o
produto interno, a norma e o produto vetorial usuais do R?, respectivamente. Além disso,
I denotara um intervalo aberto de R. As principais referéncias utilizadas neste capitulo

foram [3], [12] e [13].



2.1 Conceitos Iniciais

Nesta secao exibimos uma sintese sobre a geometria diferencial de curvas e superficies

em R3, definicoes e alguns resultados sobre linhas de curvatura.

2.1.1 Curvas em R3

Iniciamos nossas defini¢cbes com o conceito de curva parametrizada, conforme apresen-

tado a seguir.

Definicao 2.1.1. Uma curva parametrizada diferencidvel de R? é uma aplicacio
diferencidvel C : I — R3, de classe C™®, de um intervalo aberto I C R em R3. A varidvel
t € I é o pardmetro da curva e o subconjunto de R® formado pelo pontos C(t),t € I, é

o traco da curva.

Definigao 2.1.2. Seja C(t) = (x(t),y(t),2(t)),t € I C R, uma curva parametrizada

diferencidvel. O vetor tangente a C emt € I é o vetor

Além disso, a curva C' € regular se para todo t € I, tem-se C'(t) # 0, caso contrdrio a

curva C' € dita singular.

Definicao 2.1.3. Uma curva regular C : I — R? ¢é dita parametrizada pelo compri-
mento de arco se, para cada ty,t; € I com ty < ty, o comprimento de arco da curva C
de ty a ty for igual a t, — tg, isto €,
t1
/ C(0) dt = 1 — to.
to
Proposicao 2.1.1. Uma curva regular C' estd parametrizada pelo comprimento de arco

s se, e somente se, |C'(s)| =1, para todo s € 1.

Definicao 2.1.4. Seja C : I — R3 uma curva regular parametrizada pelo comprimento

de arco s. Definimos curvatura de C em s € I como sendo o nimero real

k(s) = 1C"(s)].



Definicao 2.1.5. Seja C : I — R3 uma curva reqular parametrizada pelo comprimento

de arco s, tal que k(s) # 0. O vetor

B C”(S)
") = )

€ denominado vetor normal a C em s. A reta normal a C em p € I € a reta que passa

pelo ponto C(p) e tem a dire¢ao do vetor normal n(p).
Denotando por ¢(s) o vetor unitario C’(s), temos que t(s) e n(s) sdo ortonormais e
t'(s) = k(s)n(s). (2.1)

Agora, podemos definir um terceiro vetor que, junto com t(s) e n(s), constituira uma

base ortonormal de R3.

Definicao 2.1.6. Seja C : I — R? uma curva reqular parametrizada pelo comprimento
de arco s, tal que k(s) # 0. O vetor binormal a C em s € I € dado pelo produto vetorial
entre t(s) e n(s), isto €,
b(s) =t(s) x n(s).
O referencial ortonormal {¢(s),n(s),b(s)} da curva C' em s € I recebe o0 nome de trie-
dro de Frenet. Como os vetores do triedro de Frenet formam um referencial ortonormal,

cada par destes vetores determina um plano, a saber:

(1) Plano gerado por n(s) e b(s): Plano Normal,
(2) Plano gerado por t(s) e n(s): Plano Osculador;

(3) Plano gerado por t(s) e b(s): Plano Retificante.

Podemos agora estudar as derivadas de cada vetor do triedro de Frenet comparando-os

com os elementos dessa base. Sendo assim, ao derivarmos b(s), obtemos que:
b (s) =t'(s) x n(s) + t(s) x n'(s)
=1t(s) x n'(s),
ou seja, b'(s) é ortogonal a t(s). Como |b(s)| = 1, segue que '(s) é ortogonal a b(s). Logo,

concluimos que b'(s) é paralelo a n(s), ou seja, b'(s) pode ser escrito como o produto de

n(s) por um numero real 7(s) para cada s € I, que serd definido a seguir:



Definigao 2.1.7. O ndmero real 7(s) definido por
V' (s) =—1(s)n(s) (2.2)
¢ denominado tor¢ao da curva em s.

Obtemos de (2.1)) e (2.2) que:

Em seguida, derivando n(s) = b(s) x t(s), obtemos
n'(s) =b'(s) x t(s) +b(s) x t'(s).

Substituindo os valores de ¢’ e b/, chegamos em

Consequentemente, se C' : [ — R? é uma curva regular parametrizada pelo comprimento
de arco s, temos que o triedro de Frenet definido por t(s) = C'(s), n(s) = C"(s)/|C"(s)|

e b(s) = t(s) x n(s) satisfaz as seguintes equagoes:
t(s) = k(s)n(s),

'(s) = —k(s
b(s) = —7(s

S

que sao denominadas férmulas de Frenet.

Finalizamos esta se¢ao com a definicao de curva fechada simples.

Definic¢do 2.1.8. Uma curva fechada é uma curva parametrizada reqular C' : [a, b] — R?

tal que C' e todas as suas derivadas coincidem em a e b, ou seja,
Cla)=C(b), C'a)=C'(b), C"(a)=C"(b)

e assim por diante. Além disso, diz-se que uma curva C é simples se ela nao possui

autointersegoes, isto é, se ti,ty € |a,b),t; # to, entdo C(t1) # C(ta).



2.1.2 Superficies em R?

Nesta se¢ao exibimos um resumo sobre a geometria diferencial de superficies em R3.
Para mais detalhes e demonstracoes dos teoremas e proposicoes apresentados aqui, reco-

mendamos [3] e [12].

Definicao 2.1.9. Um subconjunto S C R é uma superficie reqular se, para cada p € S,
existe uma vizinhanca V de p € R3 e uma aplicacdo X : U — VNS de um aberto U de
R? sobre V NS C R? tal que

(1) X ¢€ diferencidvel. Isto significa que se escrevermos
X(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(w,v)), (u,v) €U,

as fungoes x(u,v),y(u,v) e z(u,v) tém derivadas parciais continuas de todas as

ordens em U.
(2) X € um homeomorfismo.

(3) (Condigao de regularidade) Para todo q € U, a diferencial dX, : R* — R® € injetora.

A aplicagao X é chamada uma parametrizacao, ou carta, ou ainda sistema de
coordenadas (locais) em (uma vizinhanca de) p. A wvizinhangca VNS de p em S €

chamada uma vizinhanca coordenada.

Definicao 2.1.10. Seja S uma superficie reqular com uma parametrizacao X. FEntao,

firado um ponto (ug,vg) € U, as curvas
u— X (u,vg)
v = X (ug,v)
sGo chamadas curvas coordenadas de X em (ug,vp).

Proposicao 2.1.2. Seja p um ponto de uma superficie reqular S, e sejam X : U C R? —
SeY :V CR?— S duas parametrizagoes de S, tais que p € X (U)NY (V) =W. Entao

a mudanca de coordenadas

h=X"toY : Y '(W) = X'(W)



¢ um difeomorfismo, isto é, h € diferencidvel e tem uma inversa diferencidvel h™".

Definicao 2.1.11. Seja f : V C S — R uma funcao, definida em um subconjunto
aberto V' de uma superficie reqular S. Entao f é diferencidvel em p € V' se, para alguma

parametrizagio X : U CR? — S, com p € X(U) CV, a composicio
foX:UCR* =R

¢ diferencidvel em X~1(p). A funcao f € diferencidvel em V se é diferencidvel em todos

0s pontos de V.

Segue diretamente da Proposicao que a Definicao [2.1.11] nao depende da escolha

da parametrizagao X.

Definicao 2.1.12. Uma superficie parametrizada X : U C R? — R3 é uma aplicacio
diferencidvel X de um conjunto aberto U C R* em R3. O conjunto X (U) C R? é chamado
o trago de X. Além disso, X € regular se a diferencial dX, : R* — R?® ¢ injetora para

todo g € U. Um ponto p € U no qual dX, nao ¢ injetora é chamado um ponto singular

de X.

Proposicao 2.1.3. Seja X : U — R? uma superficie reqular parametrizada com q € U.

Entao existe uma vizinhanca V de ¢ em R? tal que X(V) C R® é uma superficie reqular.

Passamos agora a definicao do plano tangente a uma superficie S. Primeiramente,
entendemos por vetor tangente a S, em um ponto p € S, o vetor tangente C’'(0) de uma

curva parametrizada diferenciavel C': (—¢,¢) — S, com C(0) = p.
Proposicao 2.1.4. Seja X : U C R?2 — S uma parametrizacio de uma superficie reqular
S e seja g€ U. O subespaco vetorial de dimensao 2,

dX,(R* C R? (2.4)
coincide com o congunto de vetores tangentes a S em X(q).

E fécil ver que o plano dX,(IR?) definido em (2.4), que passa por X (q) = p niio depende

da parametrizagao X.

Definigao 2.1.13. O plano dX,(R?) C R* como em serd chamado de plano tan-
gente a S em X (q) = p e serd denotado por T,S.
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2.1.3 Linhas de Curvatura

O produto interno usual de R? induz em cada plano tangente 7,5 de uma superficie
regular S um produto interno de modo que, se wy, wy € T,S C R? entdo o produto interno
de wy e wy em p é 0 mesmo que em R3. A este produto interno, que é um forma bilinear

e simétrica, corresponde uma forma quadratica I, dada por

IL: T, — R

wo— (ww) = |w? >0,

no ponto p € S. Esta forma quadratica é chamada de primeira forma fundamental.
Considere agora
X: UcCcR® — S
(u,v)  +— X(u,v)
uma parametrizacao local de S. Seja p = X(up,v9) e w € T,5S. Entdo existe uma
curva regular C(t) = X(u(t),v(t)) € S tal que C(0) = p e C'(0) = w. Como
C'(0) = Xy (ug, vo)u'(0) + X, (ug, v9)v'(0), vemos que w é combinagao linear de X, (ug, vo)

e X, (ug,vp), isto &, { X, (uo,vo), Xy(uo, vo)} é uma base de T,,S.

Observacao 2.1.1. Com o objetivo de simplificar a notacdo, a partir deste momento
iremos omitir os pardmetros das funcoes X,, X,, u' e v', considerando que estas func¢oes

indicam seus valores em p.

Podemos escrever a primeira forma fundamental como
Ip(w) = (w,w)
- <qu/ + XUU/7 qu/ + va/> (25)
= E)?+ 2Fuv + G(v')?,
na qual

E=(X,X.,), F=(X,X,) e G=(X,,X,). (2.6)

Desta forma, E, F' e G sao funcoes suaves em U e serao chamadas de coeficientes da

primeira forma fundamental.
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Agora, considere uma parametrizacio X : U C R? — S de uma superficie regular S
em um ponto p € S. Podemos escolher, para cada ponto ¢ de X(U), um vetor normal

unitario N(q) dado por
Xy X X, (@)
T X, x X[

De maneira geral, se V' C S é um conjunto aberto em S e N : V — R? ¢ uma aplicacao

N(q)

diferenciavel que associa a cada ¢ € V um vetor normal unitario em ¢, dizemos que N ¢
um campo diferencidvel de vetores normais unitarios em V.

Dessa forma, considere a aplicagao

N:X(U)—§?
. XuxXU()
P X, x x|

sendo S? = {z € R? : |z| = 1}. Esta aplicacdo é denominada aplicacdo de Gauss, que

relaciona a cada ponto p € X (U) um vetor unitario e normal & superficie S em p.

Definicao 2.1.14. Dizemos que uma superficie reqular é orientdvel se ela admite um
campo diferencidvel de vetores normais unitdrios definido em toda a superficie. Desse

modo, a escolha de tal campo N € chamada de orientacao de S.

A diferencial dN, : T,S — T,S da aplicacao de Gauss ¢ uma aplicacao linear auto-

adjunta. Desta forma, podemos definir em 7,5 a forma quadrética dada por
I1,: T, — R
w = (dNp(w), w),

que é chamada de segunda forma fundamental de S em p.

Definicao 2.1.15. Sejam C uma curva regular em S passando por p € S, k a curvatura
de C em p e cos® = (n,N), tal que N é normal a superficie S e n é normal & curva C.

Denominamos curvatura normal o nimero k, = k cosf.

Como dN, é auto-adjunta, ha uma base ortonormal {ej,es} de 7,5 tal que
dNy(e1) = —kier e dNy(e2) = —koeo. Além disso, ki e ko (ky < k) sdo, respectiva-

mente, o minimo e o maximo de /], restrita ao circulo unitario em 7,S. Os nimeros k; e



12

ko sao chamados de curvaturas principais em p e as dire¢oes principais geradas pelos
vetores e; e e; sao chamados de diregoes principais em p.

As curvaturas principais em p permitem calcular a curvatura normal segundo uma
diregdo dada de T,S. De fato, se v € T,S e |v] = 1, como e; e ey formam uma base

ortonormal de 7,5, temos que
v = €1 Ccos ¢ + ey seng,

na qual ¢ é o angulo de e; a v na orientagao de 7,5. Mais especificamente, ki, ks e &, se

relacionam da seguinte maneira
ky,, = k1 cos® ¢ + ko sen’o. (2.7)
Esta relacao é conhecida como férmula de Euler.

Definicao 2.1.16. Se uma curva regular e conexa C' em S € tal que para todo p € C
a reta tangente a C em p € uma direcao principal em p, entao C' é chamada linha de

curvatura.

Definicao 2.1.17. Uma parametrizacio X de S em que as curvas coordenadas sao linhas

de curvatura € chamada de carta principal.

Proposicao 2.1.5 (Olinde Rodrigues). Uma condi¢do necessdria e suficiente para que

uma curva reqular e conexa C' em S seja uma linha de curvatura de S € que
N'(t) = A(t)C'(1),

para qualquer parametrizacao C(t) de C, em que N(t) = (N o C)(t) e A € uma fungéo

diferencidvel de t. Nesse caso, —\(t) € a curvatura (principal) seqgundo C'(t).

Teorema 2.1.1 (Teorema de Joachimsthal). Sejam Sy e Sy duas superficies requlares
em R? tal que Sy NSy = C ¢ uma curva reqular em que (N1 (C(t)), No(C(t))) € constante.
Aqui temos que Ny e Ny sao os vetores normais a C(s) em Sy e Sy, respectivamente.

Entao, C(t) é uma linha de curvatura de Sy se, e somente se, € linha de curvatura de Ss.
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Definicao 2.1.18. Sejap € S edN, : T,,S — T,S a diferencial da aplicagao de Gauss. O
determinante de dN, € chamado a curvatura Gaussiana de K de S em p. O negativo
da metade do traco de dN, é chamado a curvatura média de S em p. Em termos das
curvaturas principais k1 e ko podemos escrever

AN,) ki + ko
2 2

K =det(dN,)) = kik, e H= i
Definicao 2.1.19. Um ponto de uma superficie S é chamado
(a) Eliptico: se det(dN,) > 0;
(b) Hiperbolico: se det(dN,) < 0;
(¢) Parabdlico: se det(dN,) =0, com dN, # 0;
(d) Planar: se dN, = 0.

Definicao 2.1.20. Um ponto p € S ¢é denominado de ponto umbilico de S quando

k1= ko em p.

Proposicao 2.1.6. Um ponto p € S € umbilico se, e somente se, dN, for um multiplo

da identidade.

Considerando as Definigoes [2.1.18] e [2.1.20] temos que um ponto p é umbilico se, e

somente se, H?> — K = 0. Uma superficie na qual todos os pontos sao umbilicos é chamada

de totalmente umbilica.

Proposicao 2.1.7. Se todos os pontos de uma superficie conexa sao umbilicos, entao S

estd contida em um plano ou em uma esfera.

Iremos agora obter a segunda forma fundamental a partir de um sistema de coorde-
nadas. Para isso, considere X : U — S, p € S, w € T,5 e C(t) como os utilizados
no célculo dos coeficientes da primeira forma fundamental. Tomando N, = dN,(X,) e

N, = dN,(X,), temos que

dN,(w) = dN,(Xu' + X,v") = Nyu' + Ny’



14

Como N,, N, € T,,S, podemos escrever

Ny, = an X, + an X,,

(2.8)
Ny = a12 Xy + aX,
e, por conseguinte,
dN,(w) = (a1t + a120") Xy, + (an1u’ + agnv’)X,.
Deste modo, escrevendo os vetores de 7),S na base {X,, X,}, obtemos
' ai; a2 u’
dN, = (2.9)
U/ 21 Q929 U/

Assim, na base {X,, X,}, dN, é dada pela matriz (a;;), 7,j = 1,2. Por outro lado, a

segunda forma fundamental é dada por

I (w) = —(dN,(w), )
= —(Nu' + N, Xu' + X,0')
= ou)? + 2!+ g(v),
na qual
e =—(Nuy, Xu) = (N, Xuu),
==y, Xo) = (N, Xuw) = —(Ny, Xu), (2.10)
g = —(No Xy) = (N, Xon),
sendo que tais igualdades sao verdadeiras pois (N, X,) = (IV, X,) = 0. Desta forma, e,
f e g sao funcoes suaves em U e serdo denominadas coeficientes da segunda forma
fundamental.
Da definicao dos coeficientes da segunda forma fundamental e pelas equacoes e
(2.8), obtemos

—f =(Ny, X,) = anF + anG,
—f = (Ny, Xu) = a1l + an F,
—e = (Ny, Xy) = ann B+ ax F,
—g = (Ny, Xp) = a12F + a0G
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Estas relagoes podem ser resolvidas, de modo que

 fF -G _ gF - G

MTpc—rFr T EG-FY
(2.11)

el — fE _ fF—gE

g = ———— (g = ———.
T EG-FY 27 EG-F?
Aplicando as equagoes ([2.11]) nas defini¢oes de curvatura Gaussiana e média obtemos

que
eg — f? 1(eG —2fF + gF)
K=9"1  g--
EG_F? © 2 EG— F?

De acordo com a Proposicao [2.1.5] uma curva regular conexa C' C S, parametrizada

(2.12)

por C(t) = X (u(t),v(t)), ¢ uma linha de curvatura de S se, e somente se,
AN,(C'(1) = MO (8), (213)

em que A ¢ uma fungao real. Das equagoes (2.9), (2.11) e (2.13) vemos que C' ¢é uma linha

de curvatura se, e somente se,

fF_eGu/ gF_va’:)\u’
EG — F? EG — F? ’
eF'—fE , fF—gFE '\

EG-F" T EG-F"
Isolando A no sistema anterior, obtemos a equagao diferencial das linhas de curva-
tura
(fG — gF)(V')?* + (eG — gE)WV + (eF — fE)(u')* =0, (2.14)
que pode ser escrita na forma matricial como
(W)~ (u)?
det E F G = 0.
€ f g
Por meio da Proposicao vemos que o ponto p € S é umbilico se, e somente se,
a1 = a9 € ajs = ag; = 0. Segue das equacgoes em que tais condicoes sao satisfeitas
quando gF — eG = gF — fG = fE — eF = 0. Desse modo, um ponto p é umbilico se, e
somente se, os coeficientes da equacao se anulam simultaneamente em p.
Agora, usando o fato de que as direcoes principais sao ortogonais entre si, decorre a

seguinte proposicao:
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Proposicao 2.1.8. Seja X uma parametrizacao de uma superficie reqular S. As curvas
coordenadas de S sao linhas de curvatura se, e somente se, F' = f = 0. Neste caso, as

curvaturas principais sao dadas por

Proposicdo 2.1.9. Seja p € S um ponto nio umbdlico de S. E possivel parametrizar
uma vizinhanca de p de tal modo que as curvas coordenadas desta parametrizacao sejam

as linhas de curvatura de S, isto é, a parametriza¢cao é uma carta principal.

Com os resultados apresentados até aqui, podemos construir um triedro ortonormal
similar ao triedro de Frenet. Desse modo, seja C': I — S uma curva parametrizada pelo
comprimento de arco s e N(s) o vetor normal a uma superficie regular S. O referencial
ortonormal {t(s),v(s), N(s)}, no qual v(s) = N(s) x t(s), é denominado triedro de
Darboux.

Sabemos que (t(s),t(s)) = 1 e, portanto, (t'(s),t(s)) = 0. Desse modo t'(s) esta
contido no plano gerado por {v(s), N(s)}. De maneira aniloga, encontramos que v'(s)
esta contido no plano gerado por {N(s),t(s)} e N'(s) esta contido no plano gerado por

{t(s),v(s)}. Assim, podemos escrever

((s) = auls)ols) + as(s)N(s),
U(s) = bi(s)i(s) + ba(s)N(s), (2.15)
N'(s) = eils)t(s) + cals)o(s),

)
)

em que a; = a;(s),b; = bi(s) e ¢; = ¢;(s) sdo funcdes para i = 1,2. B facil ver que

Sabemos que t(s),v(s) e N(s) sdo vetores ortogonais e, portanto, temos que ao derivarmos
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(t(s),v(s)) obtemos que

(t'(s),v(s)) = — (t(s),0'(s))
= — (t(s), by (s)t(s) + ba(s)N(s))
= — bl(S).

Desse modo, de (2.15) segue que a1(s) = —bi(s). Analogamente, obtemos que
c1(s) = —as(s) e cas) = —ba(s).
A curvatura geodésica k, e a torcao geodésica 7, sao definidas como
ky(s) =ai(s) e T4(s) = ba(s).
Segue também da Defini¢ao que
kn(s) = as(s).

Desse modo, temos que as derivadas dos vetores do triedro {t(s),v(s), N(s)} satisfazem

as seguintes equacoes, chamadas de equagoes de Darboux:

t'(s) = ko(s)v(s) + knls)N(s),
V(s) = —hy(s)t(s) + Ty ()N (), 216)
N'(s) = —kn(s)t(s) — 14(s)v(s).

2.2 Superficies Regradas

As superficies regradas sao bem conhecidas na area de geometria diferencial e, por
conseguinte, apresentamos nesta se¢ao alguns resultados sobre estas superficies. Veja [3|
para mais detalhes.

Uma familia (diferenciavel) a 1-parametro de retas {C(¢), w(t)} é uma correspon-
déncia que associa a cada t € I um ponto C(t) € R? e um vetor w(t) € R3 w(t) # 0, tais
que ambos C(t) e w(t) sejam diferenciaveis em ¢. Para cada t € I, a reta L; passando por

C(t) e que é gerada por w(t) é chamada a reta da familia em ¢.
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Defini¢ao 2.2.1. Dada uma familia a 1-parametro de retas {C(t),w(t)}, a superficie
parametrizada

S(t,u) =C(t) +uw(t), tel, wueR, (2.17)

é chamada superficie regrada gerada pela familia {C(t),w(t)}. As retas Ly sao chama-

das as geratrizes, e a curva C(t) é denominada diretriz ou curva base da superficie

S.

2.2.1 Superficies Regradas Nao Cilindricas

As superficies regradas sao tais que, em alguns casos, a curva base ndo é tinica. Desse
modo, as superficies nao cilindricas sao especiais, visto que elas tém uma tnica diretriz

que contém as singularidades da superficie, a qual é chamada curva de estrigao.
Definicao 2.2.2. Uma superficie regrada é nao cilindrica se w'(t) # 0 para todo t € 1.

Salvo mencao em contrario, iremos supor que
S(t,u) = C(t) + vw(t)

é uma superficie regrada nao cilindrica com |w(t)| = 1,¢ € I. Observe que a suposigao

|w(t)| = 1 implica que (w(t),w’(t)) = 0 para todo t € I.

Lema 2.2.1. Seja f(t,u) = C(t) + uw(t) wma superficie regrada nao cilindrica Entao,
existe uma reparametrizacao de f, dada por g(s,v) = D(s) +vw(s), em que

(C'(s), w'(s))

W wis)

w
w

Definicao 2.2.3. A curva D dada no Lema ¢ chamada curva de estricao e seus

pontos sao chamados pontos centrais da superficie regrada.

Nao é dificil ver que a curva D nao depende da escolha da curva diretriz C' para a

superficie regrada f. Além disso, os eventuais pontos singulares da superficie regrada

g(s,u) = D(s) + vw(s) dada no Lema estao sobre a curva de estricao.
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Tomaremos agora a curva de estricado como a diretriz da superficie regrada e escreve-

remos a superficie da seguinte maneira
g(t,u) = D(t) + vw(t). (2.18)
Com essa escolha, temos que
g=D +w,g,=w e
g X gu = D' x w4+ uw' x w.
Como (w',w) =0 e (w', D) = 0, concluimos que D’ X w = \w' para alguma funcao
A = A(t). Assim,
190 X gul® = M +uw’ x w]* = N|w']? + u’|w'?
e, portanto,
19 X gu]® = (N2 + u?)|w'|%.

Segue-se que os eventuais pontos singulares da superficie regrada dada em (2.2.1)) encontram-
se ao longo da curva de estrigao u = 0, e eles ocorrem se, e somente se, A(t) = 0. Observe

também que

em que, (D', w,w’) é uma abreviacdo para (D' x w,w’).
Vamos agora calcular a curvatura Gaussiana da superficie em seus pontos
regulares. Como
git = D" + uw”(t)v Jtu = wla Guu = 07
temos, para os coeficientes da segunda forma fundamental

(gtvguagut) _ (D’,w7w’)
|9t X gul lg: X gu|

g=0, f=

el que
K_ eg—f2 - )\2‘w/’4 o )\2
T EG-F2 (R taw]f T (R u?)?

Isso mostra que, em pontos regulares, a curvatura Gaussiana K de uma superficie regrada

satisfaz K < 0, e é zero apenas ao longo das geratrizes que intersectam a curva de estrigao

em um ponto singular.
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Definicao 2.2.4. A funcao

(D'(s) x w(s), w'(s))

Me) =

¢ chamada de o pardmetro de distribui¢ao da superficie regrada g(s,v).

2.2.2 Superficies Desenvolviveis

As superficies desenvolviveis compdem uma classe especial de superficies regradas.
Neste trabalho elas serao importantes na proxima secao e no Capitulo 3. Nesse sentido,

apresentaremos algumas defini¢coes e resultados sobre tais superficies.

Definigao 2.2.5. Uma superficie regrada do tipo S(t,u) = C(t)+uw(t), tel, wu€eR,
gerada pela familia {C(t),w(t)} com |w(t)| =1, recebe o nome de superficie desenvol-

vivel se (w,w',C") = 0.

E importante destacar que (w,w’,C’) é uma abreviacdo para (w x w’,C’"). A fim de
encontrar uma interpretacdo geométrica para a condi¢ao (w,w’, C"), calculemos a curva-
tura Gaussiana K da superficie regrada desenvolvivel S(t,u) = C(t) + vw(t). Depois de

alguns célculos simples obtemos que:

(w,w', C")
=0 =——°-=0
g ¢ J="5xs. ’
e assim
_ 9= _,
- EG-F?2" 7

Temos, portanto, que em pontos regulares a curvatura Gaussiana de uma superficie de-
senvolvivel ¢ identicamente nula.
Um caso particular de superficie desenvolvivel e, portanto, de superficie regrada, é a

superficie tangente.
Definicao 2.2.6. Uma superficie tangente é uma superficie regrada da forma
S(t,u) = C(t) + ul'(t).

Observacao 2.2.1. Podemos distinguir trés casos, sem exaurir as possibilidades, de su-

perficies desenvolviveis X (t,v) = C(t) + vw(t):
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(1) Se w(t) x w'(t) =0, isto implica que w'(t) = 0. Dessa forma, w(t) é constante e a
superficie desenvolvivel é um cilindro sobre a curva obtida interceptando o cilindro

com um plano normal a w(t).

(2) Se w(t) x w'(t) # 0 para todo t € I, entdo w'(t) # 0 para todo t € I. Desse modo,
a superficie € nao-cilindrica. Assim, verificando a curva de estri¢gio D(s) obtemos

que o pardmetro de distribuicao € tal que

= 0. (2.19)

(2.1) Se D'(s) # 0 para todo t € I, seque de e do fato de que (D', w') =0 que w ¢

paralelo a D'. Logo, a superficie regrada é a superficie tangente de D.

(2.2) Se D'(s) = 0 para todo t € I, entio a curva de estricio é um ponto e a superficie

regrada € um cone tendo esse ponto como vértice.

2.3 Construcao de Superficies Desenvolviveis a Partir

de uma Linha de Curvatura

Nas secOes anteriores vimos alguns conceitos sobre linhas de curvatura e superficies
regradas, em especial, as superficies desenvolviveis. Nesta secao exibiremos uma maneira
de construir superficies desenvolviveis e que contenham uma dada curva como linha de
curvatura. O artigo base desta secdo é |13|. Consideraremos em toda esta se¢do C' como
sendo uma curva parametrizada diferenciavel. Por abuso de linguagem, denotaremos
C(t) como sendo uma parametrizacdo da curva C. Para iniciar nossos estudos, vejamos

a seguinte proposicao.

Proposigao 2.3.1. Seja C' uma curva contida em uma superficie S. Considere a super-
ficie dada por Si(t,u) = C(t) + uN(t), em que N €é o normal da superficie S ao longo
de C(t). Entdo, C ¢ linha de curvatura de S se, e somente se, Si é uma superficie

desenvolvivel.
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Demonstracao:

Seja C' uma linha de curvatura de S. Segue da Proposicao[2.1.5/que N'(t) = A(¢)C'(t),
em que A é uma fungao diferenciavel de t. Logo, (N(t), N'(t),C'(t)) = 0, ou seja, a
superficie regrada ¢ desenvolvivel de acordo com a Definigao [2.2.5

Por outro lado, se a superficie gerada pela familia {C(¢), N(t)} é desenvolvivel, en-
tao pela Defini¢ao segue que (N(t),N'(t),C'(t)) = 0 e, como (C'(t),N(t)) =0 e
(N'(t),N(t)) = 0, temos que C” é paralelo a N’. Novamente pela Proposigao obte-

mos que C' é linha de curvatura de S. |

A partir de agora, salvo casos especiais, a curva C nesta secdo é regular, suave e

parametrizada pelo comprimento de arco s € [.

Definicao 2.3.1. Seja C' uma curva com pardmetro s. A superficie normal de C é
dada por
Q(s,u) = C(s) + uN(s), (2.20)

em que

N(s) = cos(f)n(s) + sen(6)b(s),
0(s) = cos(0)b(s) — sen(f)n(s)
no qual 6 é o dngulo entre n e N e o0s vetores n e b pertencem ao triedro de Frenet.

Desse modo, N e ¥ sdo as rotacdes de n e b da curva C'(s) no plano normal. Veja a

Figura 2.1.

Observagao 2.3.1. Seja C' C S. Segue da Proposi¢ao que C' € linha de curvatura
de S se, e somente se, a superficie normal ) de C' ¢ desenvolvivel e N = N, em que N

€ o normal da superficie S.

Lema 2.3.1. Considere a superficie Q dada por Q(s,u) = C(s) + uN(s) tal como em
. A superficie QQ € desenvolvivel se, e somente se, 0'(s) = —7(s).

Demonstracgao:
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b(s)

V(s) \\ i(s)
-N(s)

Figura 2.1: O Triedro de Frenet e os vetores N(s) e 0(s).

Da Definicao Q) é desenvolvivel quando (C’, N, N') = 0. Desta forma,
(C'N,N)=0<« (t, cos(0)n+ sen(0)b, cos(d)n' —0" sen(8)n+ sen(0)v' + ¢’ cos(@)b) = 0.
Como (C’, N,N') = (C" x N, N'), segue que

(t, cos(0)n + sen(0)b, cos(0)n' — 6" sen(0)n + sen(0)b' + 6’ cos(0)b ) 0
<:><t x (cos(@)n + sen(0)b),cos(9)n’ — 6 sen(6)n + sen(9)b’ + ¢’ cos(f > =

Portanto, temos que

e}

< cos(0)b — sen(f)n, cos(0)(—kt + 7b) — 0" sen(f)n + sen(8)(—7b) + 6’ 005(9)b> =
<:)< cos(8)b — sen(f)n, —k cos(8)t + 6’ (cos(8)b — sen(f)n) + 7(cos(6)b — Sen(9)n)> =0

S0 +7=0

&0 =—1

Isto termina a prova do lema. |

Observacao 2.3.2. Segue do Lema que
0 = —/ 7(s) ds + 0y,
S0
de modo que sq € um valor inicial do comprimento de arco s. Em geral temos que sg = 0

e, portanto, 6y = 6(0).
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Apresentaremos agora um resultado descrito no comecgo da secao, ou seja, dada uma
curva C' queremos encontrar uma superficie desenvolvivel que contenha C' como linha de

curvatura.

Teorema 2.3.1. Dada uma curva C existe uma superficie desenvolvivel S = S(s,u),

sel,ueR, contendo C' como linha de curvatura.

Demonstragao:

Consideremos Q(s,u) a superficie normal de C, dada por
Q(s,u) = C(s) + ulN(s),

em que N(s) = cosf(s)n(s) + send(s)b(s). Escolha O(s) como na Observacio e
defina
v(s) = —0(s) = —(t(s) x N(s)) = N(s) x t(s).

Desse modo, podemos construir a seguinte superficie
S(s,u) = C(s) +uv(s).
Como C' = S(s,0) temos que C' esta contida na superficie S. Por outro lado,
(S5 x Sy) ‘u:() = ((C"(s) + uv'(s)) x v(s)) |u:0 =t(s) x v(s) = N(s).

Assim, Q(s,u) e S(s,u) possuem o mesmo vetor normal quando restritas a curva C(s).
Além disso, como 6 estd definido como na Observagao [2.3.2] entao segue do Lema [2.3.1
que Q(s,u) é desenvolvivel.

De acordo com a Proposicao , a superficie S(s,u) contém a curva C' e C' é uma

linha de curvatura de S(s,u). Finalmente, basta mostrarmos que a superficie S(s,u) é
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uma superficie desenvolvivel. Para isto, verificamos primeiramente que

V() = — (s
=~ ((cosBUsI(5) — (5 sends)h(s) — send(s) () — 0'5)cos(s)n(s)
:( —H(s) + 9'<s>n<s)) cos B(s) + <9’(s)b(s) 4 n’(s)) senfl(s)
:( — () — T(s>n(s>) cos B(s) + < — r(s)b(s) + 7(s)b(s) — k(s)t(s)) send(s)
— _ J(s) senf(s)i(s).

Com isso obtemos que

(C(),0(5), ¥(5)) = (1(3), N(5)  t(s), —k(s)1(5) sen(8)) = .

Do Lema [2.3.1] concluimos que S é desenvolvivel. |

O Teorema nao somente prova a existéncia de uma superficie desenvolvivel con-
tendo uma dada curva C' como linha de curvatura, mas também apresenta uma parametri-
zagao explicita da superficie. Convém observar aqui que as superficies desenvolviveis nao
sao unicas, ja que com a escolha de diferentes angulos 6, obtemos diferentes superficies.

A seguir, controlaremos a forma das superficies desenvolviveis pelos valores de 6(s).
Mais especificamente, os proximos trés teoremas nos dao condigoes suficientes e necessarias

para que a superficie desenvolvivel
S =8(s,u) =C(s) +uv(s) (2.21)

seja de um do trés tipos se superficies comentadas na Observacao [2.2.1] ou seja, cilindro,

cone ou tangente.

Teorema 2.3.2. A superficie desenvolvivel é um cilindro se, e somente se,
senf(s) = 0.

Demonstragao:
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Pelo item (1) da Observagao a superficie dada em ([2.21) é um cilindro se, e so-
mente se, v(s) xXv'(s) = 0. Segue da prova do Teorema que v'(s) = —k(s) send(s)t(s).
Logo,

(—C089 )+ send(s)n(s )) X (— k(s) sen@(s)t(s))
(s) send(s) cos 0(s)(b(s) x t(s)) + (—k(s) sen®d(s)(n(s) x t(s)))
() senf(s) cos O(s)n(s) + k(s) sen®6(s)b(s)

E(
k
=k(s) senf(s) (cos O(s)n(s) + sen@(s)b(s))
=k(s) senf(s)N(s).
Como N é um vetor unitario ndo nulo e k(s) > 0 para qualquer s, entao
v(s) x V'(s) =0 < k(s) senf(s)N(s) = 0 < senf(s) = 0.

concluindo a prova. |

Observacao 2.3.3. A condicao senf(s) =0 encontrada no Teorema é equivalente
af =0 oub =m. Contudo, em qualquer caso 8" = 0 e, portanto, 7 = 0 na Observacao

2.3.1. Deste modo, C' € uma curva plana.

Teorema 2.3.3. A superficie dada em é um cone se, e somente se, k(s) senf(s) =
ko senby, na qual ko = k(0) e 6y = 6(0).

Demonstragao:
Da Definicao temos que a curva de estricao da superficie dada em é
/ /
D(s) =C(s) — %v(s).
Portanto, segue do item (2) da Observagao que S(s,u) é um cone se, e somente se,
D'(s) = 0. Da expressao de v' obtida na prova do Teorema sabemos que v'(s) =
—k(s) sen(f(s))t(s). Com isso temos que
(C',v") (O, —k(s) senf(s)t(s)) 1

() k2(s) sen26(s) ~ k(s)senf(s)’
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Desde que k(s) > 0 e supondo senf(s) # 0, temos que

1

D(S) = O(S) + WU(S).

Derivando esta igualdade e fazendo alguns célculos segue que

k(s) senf(s)v'(s) — (K'(s) senf(s) + k(s)0'(s) cos O(s))v(s)
k2(s) sen?6(s)
i(s) k(s) senfl(s)v'(s)  (K'(s) senf(s) + k(s)¢'(s) cos0(s))v(s)
k2(s) sen2(s) k2(s) sen26(s)
(K'(s) senf(s) + k(s)0'(s) cos O(s))v(s)
k2(s) sen26(s) '

D'(s) =t(s) +

Logo, D'(s) = 0 se, e somente se, k'(s)senf(s) = —k(s)0'(s) cosf(s). Integrando esta

iltima equacao obtemos que

K (t) *0'(t) cosO(t)
/0 O /0 send(t) "

Assim, In(k(s)) — In(k(0)) = In( senfy) — In( send(s)). Segue que k(s) send(s) = kg senby,

concluindo a prova do teorema. |

Teorema 2.3.4. A superficie desenvolvivel dada em ¢ uma superficie tangente se,

e somente se, k(s) senf(s) # ko senfy, na qual ko = k(0) e 6(0) = 6.

Demonstragao:
Segue diretamente da prova do Teorema que k(s)sen(0(s)) # kosen(fy) se, e
somente se, D'(s) # 0. Além disso,

(D51, 006),/(9) = (FELE M ) 9,000 ) =0 (222

Por outro lado,

, , B k’(s)sen@(s)—k(s)@’(s)cos@(s)vS k() send(s)(s) ) —
O R e (), k(s)sent(50(5) ) '

Como v é unitario, segue que (v,v’) = 0. Isto juntamente com (2.22) e (2.23) implicam

que D’ é paralelo a v. Logo, concluimos a partir do item (2) da Observagao que a
superficie dada em ({2.21)) ¢ uma superficie tangente. |
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Observacao 2.3.4. Quando o pardmetro r da curva C(r) € arbitrdrio e ndo necessaria-
mente o comprimento de arco s, podemos construir a correspondente superficie desenvol-

vivel S = S(r,u) possuindo C(r) como linha de curvatura como
S =S(r,u) =C(r) + uv(r),

em que

v(r) = senf(r)n(r) — cosO(r)b(r) e 0O(r)= /T Tdr + 0.

Finalizamos esta secao apresentando um exemplo para cada tipo de superficie desen-

volvivel conforme Teoremas [2.3.2] [2.3.3] e [2.3.4l Iniciamos com uma superficie cilindrica.

Exemplo 2.3.1. Seja C' = C(r) a curva dada por
C(r)=(2r,r%2r — 2%, -1 <r < 1.

E fdcil verificar que 7(r) = 0 e, portanto, 0(r) é constante. Agora, iremos escrever os
vetores do triedro de Frenet para que, em sequida, consigamos apresentar a superficie de

acordo com . Desse modo, seque que
(L,r,1—2r)

t(r) = ,
(r) 5r2 —4r 4+ 2

n(r) = (=30r + 12, —6r + 6, —r — 2)
a V(2 + 5r2 —4r)
V6 V6 V6
blr) :(? e —7)-

Observemos que a curva C nao estd parametrizada pelo comprimento de arco e, desta

Y

maneira, a curvatura k(r) de C € dada por

_ 00 x ")
= TeE

Deste modo,

3 V6
24/(2 + 5r2 — 4r)3’
Seque que ko = k(0) = /3/4. A primeira superficie que construiremos € a cilindrica.

Para tal, devemos ter 0 = 0 ou 0 = w, de acordo com o Teorema [2.3.9. Sem perda de

k(r)

generalidade, utilizaremos 0 = 6y = 0 e, desse modo, obtemos os vetores

N(r) = cos(bp)n(r) + sen(6p)b(r) =n(r) e
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v(r) = N(r) x t(r) = =b(r).
Portanto, a superficie S(r,u) como em ¢ dada por

S(r,u) =C(r) + uv(r)

=C(r) — ub(r)
:(2r — %EU,TQ + ?u,% —2r? + ?),

em que —1 <r<1le—-1<wu<1. A Figura 2.2 ilustra S contendo a curva C' como linha

de curvalura.

Figura 2.2: Superficie Desenvolvivel (Cilindro) S(r,u) com a curva C como linha de curvatura.

No proximo exemplo ilustraremos uma superficie desenvolvivel (o cone) contendo uma

curva C' como linha de curvatura.
Exemplo 2.3.2. Considere a curva C(r) dada por
C(r) = (acos(r),asen(r),0), a>0, 0<r<2m.

Novamente depois de alguns cdlculos obtemos que

t(r) =(—asen(r),acos(r),0),

n(r) =(—cos(r), — sen(r),0),

b(r) =(0,0,1).
E facil ver que |t(r)| = a, k =1/a e 7 = 0 e, portanto, § é constante. Escolhendo a = 2

e =0y =m/4 seque que

N) = cos(Bm(r) + sen(aptr) = (=% costr). 2 sen(r). 7).
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e desta forma

A superficie desenvolvivel S(r,u) € tal que

S(r,u) = (2 cos(r) — ?u cos(r), V2 sen(r) — gu sen(r), —gu)

em que 0 < r < 2m e —1 < u < 1. Estas hipoteses satisfazem o Teorema (2.5.5. FEsta

superficie pode ser visualizada na Figura 2.3.

Figura 2.3: Superficie Desenvolvivel (Cone) S(r,u) com a curva C' como linha de curvatura.

Finalmente apresentaremos no proximo exemplo o caso de uma superficie tangente S

que contém uma curva C' como linha de curvatura.

Exemplo 2.3.3. Seja C(r) a curva parametrizada dada por
C(r) = (acos(r),asen(r),br), a>0, b#0, 0<r<2m.

Apds alguns cdlculos, € fdacil ver que

Hr) = (—asen(r),acos(r),b)
n(r) = (—cos(r), — sen(r), 0),
(b sen(r), —b COS(T) a)'
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Desta forma,

a b
CO=va+b k=rh g ¢ TS g
Portanto,
b
(9(7")_ 2+b27’+90

De acordo com o Teorema a superficie S(r,u) é uma superficie tangente. Além

disso, temos que os vetores N(r) e v(r) podem ser escritos, respectivamente, como

N(r) =cos(@)n(r) + sen(0)b(r)
b

:( — cos(f) cos(r) + JEI R
b a

Ve O
v(r) =N(r) x t(r)

sen(6) sen(r), — cos(f) sen(r)

sen(e)) e

b
:( — a—w cos(f) sen(r) — sen(f) cos(r), — sen(f) sen(r)

a

b
+ P P
*’a2+b2 ,/a2_|_b2
Se 0y = /3, temos que O(r) = (=b/(Va? + b?))r + /3. Escolhendo a = 2,b =1 obtemos

cos(e)) .

cos(#) cos(r), —

que a superficie é dada por:

S(r,u) =C(r) + uv(r)
= <2 cos(r) + u< —~ ? sen(r) sen(%gr + %) — Sen< —~ gr + g) COS('I’))7
2 sen(r) + u( - sen( = gr + g) sen(r) + ? cos(r) sen(\/?gr + %)) ,

ot

em que 0 <r <2me—1<wu<1. Tal superficie pode ser visualizada na Figura 2.J.
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Figura 2.4: Superficie Desenvolvivel (Tangente) S(r,u) com a curva C' como linha de curvatura.



Capitulo 3

Torcao Total de Linhas de Curvatura

Fechadas

Neste capitulo discorreremos sobre alguns resultados classicos acerca de torcao total de
curvas fechadas, bem como algumas generalizacoes que englobam linhas de curvatura. Os
resultados apresentados na secao 2.3 do Capitulo 2 serdo importantes para que possamos
compreender o que estd sendo exibido. As principais referéncias para este capitulo sao os

artigos [16] e [20].

3.1 O Conceito de Torcao Total e o Ovaloide

Iniciaremos esta secdao com a definicdo de torcao total de uma curva fechada em R3.
Posteriormente, apresentaremos um resultado sobre linhas de curvatura fechadas no ova-

loide.

Defini¢do 3.1.1. Seja C : [0,L] — R® uma curva reqular fechada em R3. A torg¢do

total da curva C € dada por
L
T = / 7(s)ds, (3.1)
0

na qual s e T sao o comprimento do arco e a tor¢ao de C, respectivamente.

E importante pontuar que Blaschke [1] propés 16 problemas sobre a geometria dife-

rencial de ovaloides e o primeiro deles é o seguinte:

33
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Problema 3.1.1. O que podemos dizer sobre as linhas de curvatura em um ovaloide?

O Teorema que veremos nesta secao fornece uma resposta parcial ao Problema

B.I1l

Observacao 3.1.1. E importante destacar que neste capitulo manteremos a notacio uti-
lizada no Capitulo 2, isto €, 0 é o dngulo entre os vetores n e N, que sdo 0s vetores
normais da curva dada C e de uma superficie reqular S, respectivamente. Além disso,
utilizaremos os vetores v e N do triedro de Darboux, assim como definido na se¢ao 2.1.

Finalmente, a curva C estard sempre parametrizada pelo comprimento de arco s.
A seguir apresentamos dois lemas que serao muito utilizados no decorrer do trabalho.

Lema 3.1.1. Seja C' uma curva reqular em uma superficie S. A tor¢ao geodésica T, de

C satisfaz a sequinte equacado

7(s) + 0'(s). (3.2)

e
—
»
N—
I
—

C\
—
»
N—
=
»
N—
~
Il

Demonstracao:
Seja C' C S uma curva regular. Consideremos o triedro de Darboux {¢,v, N} como

feito na Segao 2.1. Da Observacao [3.1.1| segue que
N(s) =cosf(s)n(s)+ send(s)b(s) (3.3)
no qual 6 é o angulo entre n e N. Com isso, temos que
v(s) = N(s) x t(s) = senf(s)n(s) — cosO(s)b(s). (3.4)

Como v'(s) = dv/ds e §'(s) = df/ds, podemos utilizar as equagoes de Darboux (2.16) e

obtemos diretamente que
7y = (V'(s), N(s)).

Em seguida, derivando a expressao dada em (3.4)) e utilizando as formulas de Frenet (2.3)
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obtemos que
7g(s) = (v'(s), N(s))
= < cos0(s)0'n(s) + send(s)( — k(s)t(s) + 7(s)b(s)) + senb(s)6'b(s)
+ cos0(s)T(s)n(s), cosB(s)n(s) + sen@(s)b(s)>

= cos® 0(s)0' + sen®d(s)7(s) + send(s)d + cos® O(s)7(s)

= (cos®0(s) + send(s))0'(s) + (cos® O(s) + sen’d(s))7(s)

=0'(s) + 7(s)
e temos, portanto,

7o(s) = 7(s) + 0'(s).

Temos assim demonstrado o lema. [ |

Lema 3.1.2. Seja C' uma curva reqular em uma superficie S. A curva C' € uma linha de

curvatura em S se, e somente se, a tor¢ao geodésica 7, de C' se anula.

Demonstragao:
Seja C' uma linha de curvatura em uma superficie S, entdao pela Proposicao 2.1.5,

temos N'(s) = —A(s)t(s) e, portanto, segue da terceira equacao de Darboux que

7y(s) = —(N'(s), v(s)) = (A(s)t(s), v(s)) = 0.

Por outro lado, se 7, = 0 segue das equacoes de Darboux (2.16) que N'(s) = —k,t(s).
Como N’(s) é um miltiplo de t(s), segue novamente pela Proposi¢ao 2.1.5 que C' é uma

linha de curvatura em S. [ |

Definicao 3.1.2. As superficies S C R® compactas, conexas e com curvatura Gaussiana

K > 0 recebemn o nome de ovaloides.

Estamos agora prontos para apresentar um dos principais teoremas do artigo [16].
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Teorema 3.1.1. A torcao total T de uma linha de curvatura fechada em um ovaloide é

ZETO.

Demonstragao:

Sejam S um ovaloide e C' : [0, L] — R? uma linha de curvatura fechada em S. Além
disso, consideremos C'(s) parametrizada pelo comprimento de arco s com k(s) # 0. Como
C ¢ uma linha de curvatura de S, segue do Lema [3.1.2) que 7, de C' é nula. Com isso,
segue do que 7(s) = —6'(s). Desse modo,

T = /0 7(s)ds = —/0 0'(s)ds = 6(0) — 6(L), (3.5)

em que 6 é o angulo entre n e N.

Como a curvatura Gaussiana K é positiva, entao as curvaturas principais k1 e ko de .S
tém o mesmo sinal. Sem perda de generalidade, podemos escolhé-las com sinal negativo,
assim o campo de vetores normal N(s) a S aponta para fora da superficie. Veja a Figura

3.1.
N

Figura 3.1: O Ovaloide.

Segue da formula de Euler (2.7) que
k, = k1 cos® ¢ + ko sen’o,

em que ¢ é o angulo entre e; e v em 7,5. Portanto, temos que k,(s) < 0. Além disso,
pela Definigao 2.1.15, temos que k, = kcosf(s). Como k(s) > 0 segue que cosf(s) < 0
e, portanto,

0(s) € (g + 2k, 37” + 2/m). (3.6)
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Em particular, como C' é fechada, temos que
C0)=C(L) e CW(0)=CM(L),
para k € N em que C%) = d*C/ds*. Consequentemente

10) =C'(0) = C'(L) = (L),

B C//(O) B C"(L) .
"0 =1eroy T o~

Disto segue que b(0) = b(L). Como S ¢ orientéavel, temos que N(0) = N(L). Portanto,

obtemos que

0(0) — (L) = 2k. (3.7)
Assim, combinando e concluimos que
6(0) — 6(L) = 0,

o que implica que 7' = 0 por (3.5). Logo, a demonstracao do teorema esté concluida. W

Sabemos que na esfera todo ponto é ponto umbilico e, de acordo com a Definicao
2.1.16, nao ha problema em entender uma curva formada por pontos umbilicos como uma
linha de curvatura. Assim, segue como corolario do Teorema [3.1.1| o resultado classico
devido a Geppert [9). E importante destacar que no Capitulo 4 temos que uma linha de
curvatura pode possuir pontos umbilicos, mas por motivos especiais, estudaremos curvas

que nao contém este tipo de ponto.

Teorema 3.1.2 (Teorema de Geppert). A torcao total de qualquer curva fechada na

esfera unitdria S* € zero.

3.2 Torcao Total de Linhas de Curvatura Fechadas

Nesta se¢ao daremos énfase no estudo da tor¢ao total sobre linhas de curvatura fe-
chadas de algumas superficies, em especial, sobre o toro. De maneira semelhante ao que
fizemos na sec¢ao anterior, se considerarmos em vez de um ovaloide uma superficie qualquer

em R3, temos o seguinte resultado.
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Teorema 3.2.1. Seja S uma superficie reqular em R3. Entdo, temos que a tor¢do total

de uma linha de curvatura fechada em S é km, em que k € um inteiro.

Demonstracao: Seja S uma superficie e C' uma linha de curvatura fechada de S. Se-

guindo as mesmas linhas da demonstracao do Teorema , obtemos que
T =06(0)—0(L).

Além disso, como C' é fechada, obtemos também que ¢(0) = ¢(L),n(0) = n(L) e b(0) =
b(L).
A partir de agora, como nao sabemos se a superficie S é orientavel, temos que N(0) =

+N(L). Desse modo, obtemos que
T=0(0)—-0(L) = km,

para algum inteiro k, como queriamos demonstrar. ]

Podemos pensar agora no problema inverso do Teorema [3.2.1] ou seja, dada uma curva
C com torcao total km existe uma superficie S contendo-a como linha de curvatura?

A resposta é SIM, e em [16] é apresentado o resultado para este problema. Iremos
enuncid-lo por uma questao de completude, uma vez que sua prova segue diretamente do

Teorema 2.3.1.

Teorema 3.2.2. Se a torcdo total de uma curva fechada C em R3 € kr, k € Z, entdo a

curva aparece como uma linha de curvatura em uma superficie.

Ainda em [16] os autores apresentam um teorema interessante sobre linhas de curvatura

no toro.

Teorema 3.2.3. Considere C uma curva fechada em R3. Se a torgdo total T da curva

C é2km, k € Z, entao existe um toro contendo C como linha de curvatura.

Demonstracao: Seja C' uma curva fechada com torcao total igual a 2kw. Considere a

seguinte superficie parametrizada S; com parametriza¢ao

S1 = S1(s,u) = C(s) +u(N(s) x t(s)), (3.8)
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na qual

N(s) = cos(f)n(s) + sen()b(s) e 6(s) = — /S 7(s) ds. (3.9)
Observe aqui que a superficie S7 é a superficie S construida Il((i]) Teorema 2.3.1 na secao
2.3. Segue que N(s) = N(s).

Construa agora a seguinte superficie parametrizada Sy dada por
Sy = Sy(s,u) = C(s) + 5(N(s) + cos(u) (N(s) x t(s)) + sen(u)N(s)), (3.10)

em que 0 <u <27, 0<s< Ledéuma constante. Explicitamente, temos que S, é dada

por

So(s,u) =C(s) + 5(N(5) + cos(u) (N (s) x t(s)) + sen(u)N(s))
=C(s) + 5(008(9(8))n(8) + sen(6(s))b(s) + cos(u)( sen(d(s))n(s)

— cos(0(s))b(s)) + sen(u)(cos(0(s))n(s) + sen(e(s))b(s))).
Por hipotese, a tor¢ao total de C' é T = 2k e, desse modo, segue de que
0(0) = — /OOT(S) ds=0 e O(L)=-— /OL 7(s)ds = —2kn. (3.11)
De e obtemos que Sy(0,u) = Sy(L,u). De fato,
S5(0,u) =C(0) + 5(]\/(0) + cos(u) (N(0) x ¢(0)) + Sen(u)N(O)>

=C(0) + 5(008(0)n(0) + sen(0)b(0) + cos(u) ( sen(0)n(0)
— cos(0)b(0)) + sen(u)( cos(0)n(0) + sen(O)b(O)))

=C(0) + 5(71(0) — cos(u)b(0) + Sen(u)n(O)).
Analogamente, obtemos para Ss(L, u) que

So(L,u) =C(L) + (5(N(L) + cos(u) (N(L) x t(L)) + sen(u)N(L))
=C(L)+9 ( cos(—2km)n(L) + sen(—2km)b(L) + cos(u)( sen(—2km)n(L)
— cos(—2km)b(L)) + sen(u)( cos(—2km)n(L) + sen(—ZkW)b(L)))

=C(L)+ 5(n(L) — cos(u)b(L) + Sen(u)n(L)).
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Sabemos que C(s) é fechada e, por conseguinte, C'(0) = C(L), n(0) = n(L) e b(0) =
b(L). Logo, temos que S3(0,u) = Sa(L,u). Desta forma, temos construido um tubo de
raio 0. Agora, é facil ver que S, é homeomorfo a um toro se S, é uma superficie regular.

A fim de facilitar a leitura usaremos a notacgao
P(s,u) = N(s) + cos(u) (N(s) x t(s)) + sen(u)N(s). (3.12)

Vamos agora mostrar explicitamente que Sy é uma superficie regular. As derivadas par-

ciais de Sy sao dadas por
Sa.(s,u) = t(s) + 6 Ps(s,u),
Sa, (s,u) = P, (s,u).
Segue que o produto vetorial de Sy, por Ss, é dado por
(Sa, x So,)(5,u) = 0t(s) x Py(s,u)+ 5 <PS(3, u) x P,(s, u)) = 0t(s) X Py(s,u)+6*A(s,u),

em que
A(s,u) = Py(s,u) x P,(s,u). (3.13)
Desse modo, segue que
|(Sa, x Sa,)(s,u)[* = 0% +25°(t(s) x Pu(s,u))A(s,u) + §*A%(s,u),
=42 (1 +26(t(s) x Py(s,u))A(s,u) + 62A*(s, u))
Segue das defini¢oes de P(s,u) e A(s,u) dadas em (3.12)) e (3.13), respectivamente, que
estas func¢oes sao limitadas, visto que dependem somente dos vetores do triedro de Frenet,

do triedro de Darboux e das fung¢des trigonométricas sen(u) e cos(u). Além disso, como

C' é uma curva fechada, existe um ¢ > 0 pequeno tal que
1
(82, 85,)(5, ) > 26° > 0

mostrando assim que Sy é uma superficie regular. Ainda, segue da Definicao 2.1.14 que S

uma superficie orientada. E facil ver agora que C esta sobre a superficie Sy com u = 37/2,

S, (s, %”) — ().

ou seja,
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Para finalizar a prova precisamos mostrar que C' é uma linha de curvatura em S,.

Como C' é uma curva em Sy para u = 37/2, temos que

5 (50 % 52|y = 515 x (8N x1(5)) = M)

o que implica que N(s) é o vetor normal de Sy ao longo de C(s). Como ja sabemos que
N(s) é o vetor normal de S; ao longo de C(s), segue que S; e Sy possuem angulo constante
ao longo de C(s). De acordo com o Teorema 2.1.1 (Joachimsthal), C' deve ser linha de

curvatura em Sy, uma vez que o ¢ em S;. Logo, a prova esta terminada. ]

A fim de ilustrarmos o Teorema [3.2.3] apresentamos a seguir um exemplo de um toro

gerado a partir de uma curva fechada, assim como esta feito na prova do Teorema [3.2.3]

Exemplo 3.2.1. Seja
C(t) = (cos(t), sen(t), sen?(t)), 0<t<2w

uma curve fechada. Nao € dificil verificar que

6 sen(t) cos(t)
m(t) = 12 cos*(t) — 12cos?(t) + 5

Apds alguns cdlculos, obtemos que a torgao total T € zero. Consequimos construir, com
o programa computacional Maple [18], uma superficie S = S(t,u) com 6 = 1/3 andloga a
que estd representada em (3.10}), porém como sua expressio é muito grande, optamos por

nao apresentd-la aqui. O toro que estd representado na Figura 3.2.

3.3 Algumas Generalizacoes sobre Tor¢ao Total

Existem na literatura algumas generalizagoes do Corolario Em particular, em

[17] Segre obteve que, para curvas esféricas com curvatura k # 0 em todo ponto, a seguinte

-
—ds = 0.
L

afirmacao ¢é verdadeira
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Figura 3.2: O Toro.

Além disso, se a formula anterior é verdadeira para qualquer curva fechada em uma super-
ficie, entdo a superficie é parte de uma esfera ou plano. Ademais, Wang [19] demonstrou

que, para qualquer curva esférica fechada C' vale que, para todo m € Z

/ kMrds = 0.
c

Mais recentemente, o conceito de torgao total (3.1)) foi ampliado por Pansonato-Costa
|[15] para curvas fechadas em variedades Riemannianas tridimensionais com curvatura
constante. Nesta secao estudaremos alguns resultados apresentados por S. Yin e D. Zheng

[20]. Vejamos alguns desses resultados.

Lema 3.3.1. Sejam C' uma linha de curvatura fechada, parametrizada pelo comprimento
de arco s, em uma superficie reqular orientada S e f uma funcao continua de periodo 2w

tal que
2
/ f(z) dx = 2k,
0
em que k € Z. Entao, temos que

L
/ fO)rds = 2km,
0

em que T € a tor¢do de C, 0 € o dngulo entre N e n e k é um inteiro positivo.
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Demonstracao: Sendo C' uma linha de curvatura, temos pelo Lema que 7, = 0
e do Lema obtemos que 7 = —6€’. Portanto, para uma funcdo f com as hipoteses

apresentadas no enunciado do lema, segue que

/OL F(0)rds = /OL £(0) (_d—ie>ds

A igualdade ¢ verificada, uma vez que C(0) = C(L) e O(L) = 0(0) + 2mm,m € Z. Isto

completa a prova. |

Vejamos agora o resultado principal desta segao.

Teorema 3.3.1. Seja C uma curva fechada parametrizada pelo comprimento de arco s

em uma esfera S* e f uma funcdo continua em R. Entdo seque que

L
/ Fkyrds = 0,
0
na qual k e T sao a curvatura e torcao da curva C, respectivamente.

Demonstracao:
Tendo em vista que (s) é o angulo entre N(s) e n(s) e C' ¢ uma curva em S?, temos
que

C(s) = (Rcos@(s))n(s) + (Rsenb(s))b(s),

em que R é o raio da esfera S?. Ao derivarmos essa igualdade em relacio a s e usando as

formulas de Frenet (2.3) temos que
C'(s) = t(s) =(—Rk(s) cos0(s))t(s) — (R senf(s)) (% + T(S))n(s)

+ (Rcos(s)) (3—3 + T(s>> b(s).
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Como o conjunto {t,n,b} é linearmente independente, segue em particular que
1+ Rk(s)cosf(s) =0.

Lembremos que toda curva na esfera é linha de curvatura. Deste modo, segue do
Lema [3.1.2 que 7 = —df/ds. Além disso, temos por hipotese que C' é uma curva fechada
esférica, logo C'(0) = C(L), 6(0) = 6(L). Assim, pelo Teorema e pela orientabilidade

da esfera obtemos que

ey = e L= I

Concluindo assim a prova do teorema. |



Capitulo 4

Ciclos Principais Hiperbolicos

Neste capitulo daremos énfase no comportamento das linhas de curvatura na vizi-
nhanca dos ciclos principais (linhas de curvatura fechadas). Ressaltamos que, neste
capitulo, uma linha de curvatura pode conter pontos umbilicos, assim como os traba-
lhos [6], [10] e [11] o fazem. Para tal, apresentaremos os conceitos de ciclo principal
hiperbolico e o expoente de hiperbolicidade, conceitos estes introduzidos pelos trabalhos
pioneiros de C. Gutierrez e J. Sotomayor [10] e [11]. O principal resultado deste capitulo
é o seguinte:

Dada uma curva fechada nao circular em R cuja torcao total é um inteiro mailtiplo
de 27, podemos construir uma superficie suave local que contenha esta curva como ciclo
principal hiperbolico.

Este resultado pode ser encontrado em [6]. Nesta dissertagao, este resultado é o

Teorema 4.3.2.

4.1 Ciclos Principais

Consideraremos nesta secao S como uma superficie regular orientada. Agora, seja
Us o conjunto dos pontos umbilicos de S. Assim, as linhas de curvatura em S\Us
podem ser agrupadas em duas folheagoes ortogonais unidimensionais que serao denotadas

por Fi = F1(S) e Fo = F2(S). Ao longo da primeira (resp. segunda), a curvatura normal

45
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k, atinge seu minimo k;(p) (resp. méaximo ko(p)). A tripla
Ps = {F1(5), F2(5), Us}

é chamada de configuracao principal de S. Para um estudo sobre a teoria qualitativa
de linhas de curvatura principais veja [§].

Consideremos agora os pontos P, P, € S e v um arco regular de uma linha de curva-
tura principal minima unindo P; e P;, ou seja, v € F;. Suponhamos que v estd orientada
de P, para Ps.

Sejam agora I';,T'y € Fo, isto é, ['1(s1) e ['5(s2) s@o linhas de curvatura principais
méaximas parametrizadas pelos comprimentos de arco s; e S, respectivamente. Assim,
temos que I'; = I'1(s1) e 'y = T's(s9) tais que I'1(0) = P, e I'3(0) = P,. Ademais, temos

a condicao de que I'; e I'y estao orientadas de modo que
61(P1) X GQ(PQ) = ]\/v(.Pl)7

61(P2) X GQ(PQ) = N(Pg),

em que N é uma orientacao de S e e; e ey sao campos de vetores tangentes unitarios as

linhas de curvatura minimas e maximas, respectivamente. Veja a Figura 4.1.

Figura 4.1: Linhas de curvatura de S
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As curvas integrais de e; e ey, denotadas por u e v, respectivamente, definem uma
carta principal (com parametros u,v) cujas coordenadas u = ug € v = vy sao linhas de
curvatura maxima e minima, respectivamente. Decorre da Proposicao 2.1.8 que, em uma
carta principal, os coeficientes F' e f das formas fundamentais sao nulos.

Definimos agora a aplicacao de transicao

7T2F1—>F2

P — 7(P)

na qual 7(P) é um ponto obtido pela evolugao de P € I'y através das linhas de curvatura

de Fi, proximo a v, conforme a Figura 4.2. Notemos que 7(P;) = P;.

Figura 4.2: Aplicacao de Transicao .

De maneira equivalente, podemos entender a aplicacao de transicao 7 como sendo:

m:I'y =1y

s1 = m(s1) =89 = (F;l omo F1> (s1).
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Observemos que se L é o comprimento de v, entao a aplicacao de transicao é dada por
s9 = m(s1) :/ T (s)| ds
0
S1
:/ VE(L,v)(L')? + 2F(L,v)L'v' + G(L,v)(v")? ds
0
:/ VG(L,v)(v')?ds
0
51 dv
= G(L,v)—d
| VETg s
:/ VG(L,v)dv.
0
Deste modo, segue que a aplicagao de transicao é dada por
Sy =7(s1) = / VG(L,v)dv. (4.1)
0

O teorema a seguir nos fornece a derivada da aplicacao de transicao em funcao das

curvaturas ki e ko.

Teorema 4.1.1. A derivada da aplicacao de transicao satisfaz a sequinte equacao
dko
= exp ( - / ) (4.2)
s1=0 Y k2 - kl

Seja ¢(u,v) uma parametrizagao principal de S com parametros u e v em uma vizi-

Demonstracao:

nhanca de 7 : [0, L] — S tal que
6(0,0) =P, $(L,0) =P,
¢(u,0) =, wel0,L],
¢(0,v) =T1(v), (L, v) =Ts(v).

Como G(u,v) = (¢, (u,v), p,(u,v)) temos que

G(0,v) =(¢(0, ), (0, v))
:‘¢v(o>v)|2

=lex(q)]* =1,
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para todo ¢ € I';. Em particular, G(0,v) = 1.
Sendo L o comprimento de 7y, temos que ao derivarmos a equacao dada em (4.1)
obtemos

— /G(L,0). (4.3)

Notemos primeiramente que
u=L u=L
Gu(u,0) / G.u(u,0)
“UW T du ) = d
P < /u:() 2G(“7 O) u) P u=0 G(U, O) !

et )

1
2
1
2
(m G(L,0) — In G(0, 0)>

=+v/G(L,0),

ou seja,

G(L,0) = exp ( / _;L % du). (4.4)

Desta forma, segue das equagoes (4.3) e (4.4) que

- = exp (/::L % du). (4.5)

Por outro lado, da Proposicao 2.1.5, vem que

. dSQ

" dsy

(0)

Ny, = —ki¢u, N, = —kooy, (4.6)

em que kq e ky sao as curvaturas minima e maxima, respectivamente.
Derivando a primeira equagao de (4.6) com respeito a v e a segunda equac¢ao com

respeito a u obtemos as seguintes igualdades
Nuv == <_k1>v¢u - k1¢uv7 Nvu = (_k2)u¢v - kQ(bvu- (47)
Como Ny, = Nyy € Qup = @y, segue de (4.7) que

(_kl)v¢u - k1¢uv - (_kQ)u¢v - k2¢vu-
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Desse modo, obtemos que

Buo = < kiki)};l ) bu — ( kiki)};l > o (4.8)

Como G = (¢y, ¢v), segue que Gy, = 2(Pyy, Py). Juntando esta informacao com (4.8)),

T = () () o) =2

obtemos que

isto é,
Gu (kQ)u
=— . 4.
2G ko — kq (4.9)
De (4.5)) e (4.9) segue que
dso =L G (u,0) = (k)
7(0) = — = ex (/ — " Cdu ) = ex / — S du |,
0= a2\l 2G(w,0) P\ se R hy
e, portanto,
d82 u=L (kQ)u ) ( u=L de
©'(0) = — = ex (/ — du | = ex —/ ,
0 =75, o P\ TRk P o Fo— T
como querfamos demonstrar. |

Agora, estamos em condicao de definir os ciclos principais hiperboélicos. Vejamos esses

conceitos.

Definicao 4.1.1. Uma linha de curvatura periodica recebe o nome de ciclo principal.
Além disso, dizemos que um ciclo principal € hiperbdlico quando a aplicacdo de retorno

de Poincaré é hiperbolica, ou seja, sua derivada é diferente de 1.

Seja v um ciclo principal minimo orientado de S. Deste modo, podemos entender a
aplicacao de retorno de Poincaré como sendo a aplicagao de transicao em que I'y = TI's.

Veja a Figura 4.3.

Definicao 4.1.2. Definimos o expoente de hiperbolicidade de v, n(vy), como sendo o

logaritmo natural da derivada da aplicacao de retorno em 0, isto €,

n=n(y) =n(0) = In (exp < _ [ de’_@kl)) _ A kj’_“?kl. (4.10)
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Figura 4.3: Aplicacdo de retorno de Poincaré.

Observacgao 4.1.1. Segue das Definigoes[{.1.1] e[f.1.9 que um ciclo principal vy é hiper-

bolico se, e somente se, n(vy) # 0.

Proposigao 4.1.1. Seja v um ciclo principal minimo orientado. As seguintes formulas

sao equivalentes:
dko / dky 1/ dH
- _ S = [ —, 4.11
e e o e o ) v, (4.11)

em que H = (k1 4+ ko) /2 e K = kqks.

Demonstracao: Segue diretamente da Defini¢ao que

()__/ dko
nfy_ ’YkQ_kl'

Assim, a segunda igualdade pode ser encontrada da seguinte forma

()__/ dks

__/d(k?2—k?1+k?1)
) k—k

__/dh+{ﬂa—ﬂm
.

ko — Ky

__/dm+a@—kg
Y ST,

= — — | In(ky — k
Ab—h (ks ”W

__/ dky
y—
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A terceira igualdade decorre do seguinte fato

dksy / dky >
() = — +( -
T](V) //yk;Q o kl ( ’y /{?2 o kl

__/dk:1+dk:2
T, Rk

Com isso obtemos que

(7) = 1/ dH
ey 2 ) VP - K i7a
em que dky + dko = 2dH e ky — ki = 24/ H? — K. Temos, portanto, o resultado que

queriamos. [ |

Observacao 4.1.2. Segue da Proposi¢ao [{.1.1] que o expoente de hiperbolicidade n nao
depende da carta escolhida, uma vez que este pode ser escrito em funcdo das curvaturas
principais ki e ko ou em funcdao da curvatura média H e Gaussiana K. Aqui fica expli-
cito a importincia de escolher uma linha de curvatura sem pontos umbilicos para que as
relagoes sobre o expoente de hiperbolicidade estejam bem definidas, uma vez que ky # ks

e, portanto, o denominador nao se anula. O mesmo se aplica ao Teorema[].3.1].

4.2 Ciclos Principais Hiperbolicos

Iniciaremos esta secao descrevendo uma parametrizacao muito adequada para analisar
ciclos principais. Ela recebe o nome de canaleta e foi introduzida em [11] e também foi
utilizada em [6] para estudar uma superficie local suave contendo uma dada curva C' como
ciclo principal hiperboélico.

Ainda, como usaremos em varios momentos o conceito de Curva de Frenet, apresen-

taremos este conceito a seguir.

Definicao 4.2.1. Uma curva simples, fechada, suave e reqular C C R com curvatura

k >0 € denominada curva de Frenet.

Seja C' = C(s) uma curva de Frenet de comprimento L. Considere o Triedro de Frenet
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{t,n,b} ao longo de C'. A superficie parametrizada

A(s)v?
2 6

=C(s) +v(N x T)(s) + (

em que C'(s) = t(s) = T(s), 0(s) = 0(s+ L), A(s) = A(s+ L), B(s) = B(s+ L), sao
funcoes de periodo L e suaves com respeito a s e tal que v é pequeno. Esta superficie

parametrizada é chamada de superficie canaleta e pode ser visualizada na Figura 4.4.

NxT C

Figura 4.4: Superficie canaleta.

Proposicao 4.2.1. A curva C' € a uniao de linhas de curvatura principais de a se, e

somente se,
L
7(s)+60'(s) =0, 6(0) =0, / T(s)ds = 2mm, m € Z. (4.13)
0

Além disso, para qualquer solugdo 0(s) da equagdio a superficie canaleta é uma
superficie reqular e orientada em uma vizinhanga de C. O conjunto umbilico de pontos

U, N C € definido pela equacao

A(s) — k(s)cosf(s) = 0. (4.14)
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Demonstracao:

A primeira parte da prova da proposicao é feita de modo anélogo ao que foi feito na
prova do Lema 4.2.2. Desse modo, C' é uma linha principal (unido de linhas principais
méximas e minimas e pontos umbilicos) se, e somente se, 7(s) + 6'(s) = 0.

Agora, para a segunda parte da demonstracao, podemos notar que, pela definicao da

superficie canaleta segue que
as(s,0) =1t(s) e au(s,0) =cosf(s)b(s) — senb(s)n(s)

sao linearmente independentes e entao, a, X a, é um vetor nao nulo. Desse modo, « é lo-
calmente uma superficie regular em uma vizinhanca de C' e, portanto, segue da Proposi¢cao
2.1.2 que a(s,v) é uma superficie regular.

Como a tor¢do total é um inteiro multiplo de 27 e 7(s) + 6'(s) = 0, segue que para
qualquer condicao inicial #(0) = 6, temos que «(s,v) define uma superficie orientada que
contém C' e sendo ela a unidao de linhas principais com os pontos umbilicos.

Vamos agora calcular o conjunto de pontos umbilicos da superficie canaleta restrita a
curva C. Supondo 7(s) + #'(s) = 0 podemos listar os coeficientes da primeira e segunda

forma fundamental de a(s, v)
E(s,v) =1 — 2k(s) senf(s)v
(6P serB(s) — ASIRCs) cos(s) o2 + OG),
F(s,v) :%A,(S)A(S)Ug + O(v4),
G(s,v) =1+ A(s)*v* + O(v?), (4.15)
e(s, v) =k(s) cos (s) — k(s) send(s) (k(s) cos0(s) + A(s))v +0(?),
£(5,0) =A'(s)0 + 00,

g(s,v) =A(s) + B(s)v + O(v?).

Segue que os coeficientes da equacao diferencial das linhas de curvatura principais sao



95

dadas por:
L(s,v) =(Fg — Gf)(s,v) = —A'(s)v + O(v?),
M(s,v) =(Eg — Ge)(s,v) = A(s) — k(s) cos 0(s)
+ (B(s) — A(8)k(s) senf(s) + senf cos 9k2(5)> v+ O(v?), (4.16)
N(s,v) =(Ef = Fe)(s,v) = A'(s)v + O(v*).

Os pontos umbilicos ao longo de C' sdo dados pelas solugoes de M(s,0) = A(s) —
k(s)cosf(s) = 0. Desta forma, o conjunto dos pontos umbilicos ¢ definido pela equagao

A(s) — k(s) cosf(s) = 0. Temos assim a prova do teorema. |

Observacao 4.2.1. A partir da superficie canaleta podemos considerar a sequinte familia
a um pardmetro de superficies oy,, parametrizada por:

gy (s,v) =C(s) + (cosby(s)b(s) — senby(s)n(s))v

+ (cos(s)n(s) + senfy(s)b(s)) (A(;)U + B<Z)U‘ + 0(04))

Em topologia a estrutura actma € conhecida como open book, isto €, é uma familia de

(4.17)

superficies folheando uma vizinhanga tubular V(C)\C' intersectando-se ao longo de C.
Para mais detalhes, veja [5] e |6]. Segue da Proposi¢ao do teorema de existén-
cia e unicidade de solugoes de equacoes diferenciais e também da dependéncia suave das

condigoes iniciais que para todo Oy fizado, a curva C' € um ciclo principal de oy, .

4.3 Ciclos Principais Hiperboélicos: Um Problema In-
Verso

Dando sequéncia ao que foi feito na tultima secao, temos da Observacao e da Pro-
posicao que C' & um ciclo principal de ay(s,v) para todo 6. Para resolver o problema
principal deste capitulo, precisamos de um valor de 6 de modo que ag,(s,0) ndo contenha
pontos umbilicos e, por conseguinte, que C' seja um ciclo principal hiperboélico. Nesse

sentido, exibiremos alguns resultados importantes para que esta situacao seja resolvida.
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Teorema 4.3.1. Considere a superficie parametrizada o, dada em tal que U, NC
(. Entao, C é um ciclo hiperbdlico principal de g, se, e somente se, o expoente de hiper-
bolicidade n € tal que

[t A'(s)
n(C) = /0 A(s) — k(s) cosf(s)

ds # 0. (4.18)

Demonstragao: Como por hipotese a curva C' nao possui pontos umbilicos e ja sabemos
que C' é um ciclo principal, basta calcularmos o expoente de hiperbolicidade de C. Depois

de alguns célculos obtemos que as curvaturas principais de C' sao dadas por:

k1(s) =k(s) cosb(s),
ka(s) =A(s).

De acordo com a Defini¢ao (4.1.1) e das curvaturas encontradas acima, segue que

L dk, L A(s)
n(c) = /0 ko — ky ds = /0 A(s) — k(s) cos(s) ds.

Demonstrando assim o teorema. [ ]

Finalmente estamos em condicao de demonstrar o principal resultado deste capitulo.

Teorema 4.3.2. Seja C uma curva de Frenet de comprimento L em R? tal que a torcdo

T nao € identicamente nula. Consideremos ainda que
L
/ 7(s)ds = 2mm,m € Z.
0

Entao, existe uma superficie local suave orientada contendo C' como ciclo principal hiper-

bolico.

Demonstragao:
Considere a superficie canaleta, «, dada em (4.12). Pela Proposi¢ao 4.2.1, C' é um

ciclo principal quando

0(s) = —7(s), 6(0) = by, /0 ~(s)ds = 2mr.



57

Tomando A(s) = (1 + cosf(s))k(s) e aproveitando os célculos dos coeficientes da equa-
cao diferencial das linhas de curvatura principais obtidas na prova da Proposicao [4.2.1]

obtemos que

L(s,0) =0, M(s,0)=Fk(s)>0 e N(s,0)=0.

Assim, U, (1 C = 0. Entdo, C' é uma linha principal fechada da superficie canaleta «.

Por outro lado, do Teorema [4.3.1] segue que C' é um ciclo hiperboélico se, e somente se,

/ Als cos@() ds #0.

Usando o valor de A(s) tomado obtemos que C' é um ciclo hiperbolico se, e somente se,

IR A'(s)
n = In(7'(0)) —/ A(s) — k(s )cosQ(S)

/L ((1+ cosf(s))k(s)) s
0 (1+c0s9 ))k(s) — k(s) cosf(s)

/L K'(s cos@( k(s ))’ds

/L ki / (cos e}f(&sz)fds))' i
{m } Lwds

R‘

0 k(s)
:/ (cos6(s)k(5))' 5o 4,
0 k(s)
Por hipotese temos que k(s) > 0, 7 ndo é identicamente nula e ainda ¢'(s) = —7(s). Logo,

cosf(s) = cos (eo _ /0 S T(S)dS)

nao é constante. Concluimos assim que k(s) cos6(s) ndo é constante.

Dividiremos a prova do teorema em duas partes. Primeiramente, se n(C) # 0 segue
diretamente do Teorema que C' é hiperbdlico e assim terminamos a prova do teorema.
Caso contrario, temos que k(s) cos#(s) ndo é constante, mas

L (cosO(s)k(s))
—— 2 ds=0.
0 k(s)

Neste caso, consideremos uma deformacao de o dada por

ac(s,v) = a(s,v) + ew

02<C059(5)n(5) + sen9<s)b(s)>,
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em que
/
a(s) = (k(s) cos 0(3)) :
Logo, C' ainda é um ciclo principal de a. e as curvaturas principais agora sao dadas por:
k1(s,0,€) =k(s) cosf(s),
ko(s,0,€) =A(s) + e(k(s) cosO(s)) = (1 + cosO(s))k(s) + e(k(s)cosb(s))".

Desse modo, pela Proposicao e Teorema segue que

B , L L ki (s,0,¢€) o L B (k(s)cosf(s)) .
n(€e) = In(m(0)) = /0 ko(s,0,€) — ki(s,0, e)d N /0 k(s) + e(k(s) cos 9(8))’d '

Derivando a equacao anterior com respeito a € e aplicando em ¢ = 0 segue que

G

Para terminarmos a prova do teorema, basta mostrarmos que esta ultima integral é dife-

_4d
de

(In(7c(0)))

7'(0)

rente de zero, ou seja, 7'(0) # 0. De fato, suponha que

/OL <(—k(83{jz>59(5))/)2ds = 0.

<(—k($) cos 9(8))’)2 _0

Logo, deveriamos ter

k(s)
e, portanto,
(—k(s)cosb(s))
=0,
k(s)
que é um absurdo, uma vez que (—k(s) cosf(s))’ nao é constante. |

O préximo corolario é um resultado direto do Teorema [4.3.2]

Corolario 4.3.1. Seja C uma curva de Frenet, planar ou esférica, com comprimento L
em R3. Entdo, existe uma superficie local suave orientada contendo C e a tendo como

ciclo principal hiperbdlico se, e somente se, C' nao € um circulo.

Demonstracgao:
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Consideremos primeiramente o caso em que a curva C' é uma curva planar. Nesta
situagao, podemos considerar, sem perda de generalidade, que C(s) = (z(s),y(s),0) com
curvatura k£ # 0. Considere o triedro de Frenet {t,n,z},z = (0,0,1) associado a C.
Qualquer superficie parametrizada o contendo C' como uma linha de curvatura principal

tem o vetor normal igual a
N = cosf(s)n(s) + senf(s)z.

Portanto,

N’ = —k(s) cos0(s)t(s) + 0'(— senf(s)n(s) + cosO(s)z).

Pela Proposigao 2.1.5, N' = —\(s)t(s) se, e somente se, §'(s) = 0, ou seja, 0(s) = 0y =
constante. Segue também da Proposicao 2.1.5 que uma curvatura principal é igual a
ki(s) = k(s)cos 6y . Pela Proposicao e o Teorema as curvaturas principais
nao podem ser constantes ao longo de um ciclo principal. Como a curvatura de uma
circunferéncia é constante, temos que a curvatura principal somente nao é constante caso
a curva C' nao seja uma circunferéncia.

A construcao da superficie local suave contendo C' como um ciclo hiperbélico principal
pode ser feito como na Proposicao 4.2.1 e no Teorema [4.3.2] No caso de curvas esféricas,
segue do Teorema 4.1.2 que qualquer curva fechada tem torcao total igual a zero e assim

a prova segue os mesmos passos do caso planar. Isto termina a prova. |



Capitulo 5
Equacoes Diferenciais Binarias

Neste capitulo apresentamos um estudo sobre Equacoes Diferenciais Binarias (EDB’s).
Destacamos especialmente o caso em que a func¢ao discriminante possui uma singularidade
do tipo Morse na origem. Este estudo sera feito usando o método do levantamento do
campo de dire¢oes a um campo no fibrado projetivo. Veja, por exemplo, [2]| para um
estudo sobre este tipo de levantamento. Estes resultados serao utilizados no estudo do
comportamento das linhas de curvatura de superficies em R3 proximos de pontos umbili-

cos. Para um estudo completo desse assunto veja, por exemplo, 7] e [10].

5.1 Equacoes Diferenciais Binarias

Uma Equagao Diferencial Implicita (EDI) é uma equacao da forma

dv
F =)=
<u7v7 du) 07

sendo F' uma funcao suave. Tais equacoes recebem o nome implicita para distingui-las
das equacoes diferenciais em que a derivada é dada explicitamente por uma funcao de u
e v, isto é
dv_ G(u,v).
du

Uma outra forma de escrever a equagao acima ¢é
a(u,v)dv 4 b(u,v)du = 0.

60
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Genericamente, esta Equagdo Diferencial Ordinaria (EDO) determina um campo de
direc¢oes, ou seja, uma direcao é relacionada com cada ponto do plano. Uma curva regular
¢ chamada de solugao da EDO se em cada um de seus pontos ela for tangente a diregao
dada. Os pontos tais que a e b se anulam simultaneamente sao chamados de pontos
singulares da EDO.

Uma EDI ¢ chamada de Equagado Diferencial Binaria (EDB) se existirem no ma-
ximo duas diregoes para cada ponto do plano. Neste trabalho, estudaremos as EDB’s da
forma

a(u, v)dv* + 2b(u, v)dvdu + c(u, v)du® = 0, (5.1)

em que a, b e ¢ sdo funcoes suaves em um aberto U C R?. Relacionamos com a equacao

(5.1) a fungao

§(u,v) = b*(u,v) — a(u,v)c(u,v),

chamada fungao discriminante da EDB, e o conjunto discriminante A = {(u,v) €

U:d(u,v) =0}.

Proposigao 5.1.1. A equagao (5.1) define um par de dire¢oes em cada ponto (u,v) € U
no qual 0(u,v) > 0 e nao existem diregées em pontos em que 6(u,v) < 0. Nos pontos de
A, em que as fungoes a, b e ¢ nao se anulam simultaneamente, o EDB (5.1)) define uma

unica direcao.

Demonstragao: Seja (ug,vg) € U. Podemos supor, sem perda de generalidade, que
a(ug,vg) # 0. Tome as constantes ag = a(ug, vg), by = b(ug, vy) € co = c(ug, vg) e construa

a seguinte equagao do segundo grau na variavel z
aoz® + 2byz + ¢y = 0. (5.2)

Se 0(up,vp) > 0, entdo 4b3 — 4agco > 0 e a equagdo (5.2) possui duas raizes reais
distintas, digamos z; e z3. A direcao dada por du =1 e dv = z; é solugao da EDB ([5.1))
em (ug,vp). Da mesma forma, a diregdo du = 1 e dv = 2z, é uma outra solugao de (5.1))
em (ug,vg). Logo, a EDB define duas diregoes em (ug, vp).

Se d(ug,v9) < 0, entdo 4b2 — 4agcy < 0 e a equagdo (5.2) ndo possui raizes reais.

Suponha que a EDB (5.1)) define uma diregao em (ug, vp), com du = u; e dv = v;. Logo
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uy # 0 ou vy # 0. Como a(ug,vy) # 0, temos que u; # 0, pois se u; = 0, entdo v; também
se anula, o que nao é possivel. Entao z = v /u; € solugao de , contrariando o fato de
que esta equacao nao possui solucoes reais. Assim, a EDB nao define nenhuma direcao
em (ug, vp).

Por fim, se §(ug,v9) = 0, entao 4b3 —dagcy = 0 e a equagao possui uma dnica raiz
real, digamos z;. A direcao dada por du = 1 e dv = z; é solucao de em (ug, vg), 0 que
garante a existéncia. Suponha que exista uma outra soluc¢ao du = uy e dv = vy para (|5.1))
em (ug,vp). Entao, como no caso anterior, u; # 0 e zo = vy /u; é solugdo da equagao do
segundo grau. Como as diregoes sao distintas, temos que 2o # 21, 0 que contradiz o fato

de (5.2)) ter uma tnica solu¢ao. Portanto, a EDB define uma tnica dire¢ao em (ug,vp). l

O conjunto discriminante juntamente com as direcoes definidas em cada ponto de U
sao chamados de configuracao da EDB (j5.1)). Duas equagoes diferenciais binarias sao ditas
topologicamente equivalentes, se existir um homeomorfismo local do plano que leva
a configuracao de uma delas na da outra, e sao chamadas de suavemente equivalen-
tes, quando a configuracao de uma ¢é levada na configuracao da outra por meio de uma
mudanca local de coordenadas e pela multiplicacao por uma funcao suave nao nula.

Ao longo deste capitulo consideramos o ponto de interesse como sendo a origem, isto é,
iremos analisar o comportamento das solugbes de (5.1) proximas do ponto
(0,0) € U. Consideraremos também U = R?, para simplificar a notagao.

Na proxima secao estudaremos a EDB quando as funcoes a, b e ¢ se anulam
simultaneamente na origem e a funcao discriminante possui uma singularidade de Morse

em (0,0). Este estudo sera feito através do levantamento do campo de diregoes.

5.2 Levantamento do Campo de Direcoes

O método do levantamento do campo de direcoes consiste em desdobrar a EDB em
uma EDO definida num espago mais complicado. Considere a EDB (5.1)) e o espaco

R2? x RP!, em que RP! representa o espaco projetivo. Tomando uma carta em RP!, dada
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por r = dv/du, consideramos localmente em R? a superficie
M = {(u,v,7) € R* x RP': P(u,v,r) = 0}, (5.3)

com P(u,v,r) = a(u,v)r? + 2b(u,v)r + c(u,v). Definimos a(u,v) = aju + agv + O(2),
b(u,v) = byu+byv+0(2) e c(u,v) = cru+cv+ O(2), sendo O(2) termos de ordem maior
do que ou igual a 2 nas variaveis u e v. Com isso, a superficie M contém o eixo projetivo
{0} x RP.

Poderfamos tomar a carta s = du/dv para RP! e obter a superficie
N ={(u,v,s) € R* x RP' : Q(u,v,s) =0},

sendo Q(u,v,s) = a(u,v) + 2b(u,v)s + c(u,v)s*, mas neste caso os resultados seriam
analogos.

Juntamente com a superficie M obtemos uma projecao natural
m: M — R?
(u,v,7) +— (u,v),

a qual sera utilizada adiante.
Proposicao 5.2.1. Valem as sequintes afirmacoes.

(1) A superficie M dada em (5.3) € suave em uma vizinhanga de {0} x RP" se, e somente

se, a funcdo discriminante 6 = b* — ac tem uma singularidade de Morse na origem.

(2) A projecio ™ : M — R? dada por (u,v,r) — (u,v) € um difeomorfismo local fora de

7 A), em que A € o conjunto discriminante.
Demonstracgao:

(1) A superficie M, em uma vizinhanga de {0} x RP, sera suave se, e somente se, 0 for
um valor regular de P em uma vizinhanga de {0} x RP!. A fungio P, = OP/0r = 2ar+2b
¢ identicamente nula em {0} x RP'. Assim, 0 deixa de ser valor regular de P em uma

vizinhanga de {0} x RP" se, e somente se,

oP oP
%(O, 0,7’) = CL17“2 +2b17"+01 (& %(0,0,T) = a2T2+262r+02
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forem simultaneamente nulas para algum r. A matriz resultante R destes dois polindmios

é dada por
a; 2by ¢ O
R as 2by ¢ O
0 a 2b; ¢
0 ag 2b; co
Logo,

det(R) =0 < (02a1 — cla2)2 — 4(62@1 — blag)(Cle — Clbg) = 0. (54)

Portanto, existe uma solu¢ao r dos dois polindémios se, e somente se, (5.4 é verdadeira.

Por outro lado, a funcao discriminante é dada por
§ =" —ac= (byu+ by + O(2))* — (a1u + asv + O(2))(c1u + cov + O(2)).
Depois de alguns célculos, resulta que
§ = (0® — cra1)u® + (2b1by — coay — crag)uv + (b3 — caas)v® + O(3). (5.5)

A funcao discriminante possui uma singularidade na origem, e esta singularidade seré de
Morse quando o determinante da matriz Hessiana de § nesse ponto, §(0,0), é diferente

de zero. Este determinante é dado por
det( §(0,0)) = 4(b3 — cra1) (b5 — caaz) — (2b1by — caa; — c1a9)?.
Fazendo algumas simplifica¢oes, concluimos que
det( §(0,0)) = 4(bsay; — brasz)(coby — c1b2) — (coa; — clag)Q.

Portanto, o determinante de §(0,0) é diferente de zero se, e somente se, a equagao
(5.4) nao é valida. Assim, a superficie M sera suave em uma vizinhanga de {0} x RP!

se, e somente se, 0 possui uma singularidade de Morse na origem.

(2) A projegao m nao é um difeomorfismo local nos pontos (u,v,r) em que P.(u,v,r) =

0, isto é, quando P = P, = 0 (P = 0, para que o ponto esteja na superficie M), isto quer
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dizer que o plano tangente & superficie M é vertical. Calculando o resultante de P e P,,

vemos que P = P, = 0 se, e somente se, b?> — ac = 0, que é precisamente 7 (A).

Assumindo que a superficie M é suave, podemos fazer a seguinte construcao. Em cada
ponto (u,v,7) € M tomamos uma direcdo tangente a M e cuja projecao esteja sobre a
reta que passa por (u,v) com diregdo r. De fato, seja 7 uma das dire¢oes definidas por
em (u,v). O plano que é paralelo ao eixo r e contém a reta que passa por (u,v) com
direcao r é chamado plano de contato. O plano tangente a M em (u,v,r) é diferente
do plano de contato sempre que P.(u,v,7) # 0. Quando isto ocorre, a intersec¢io destes
planos serd uma reta. Além disso, se P.(u,v,r) # 0, entdo isto também ocorrera para
todos os pontos em uma vizinhanga de (u,v,r). Assim, em uma vizinhanga de (u,v,r),
os planos de contato e os planos tangentes se interceptarao segundo retas, dando origem

a um campo de direcoes em M com as propriedades desejadas.

Definicao 5.2.1. Um campo vetorial £ sobre a superficie M é chamado de levantamento
da EDB (p.1)) se, e somente se, dn(y.(&) € um vetor de diregio r. Quando & é, além
disso, um campo tangente o superficie M, dizemos que £ é um levantamento adequado

sobre M.
Proposicao 5.2.2. Valem as sequintes afirmacoes

(1) O campo vetorial

0 0 0
é-:PT%—’_TPT%_(PM—i_TPU)E

é um levantamento adequado sobre M do campo bivaluado (5.1). Esse campo é

chamado de Campo de Lie-Cartan.

(2) O campo vetorial & tem genericamente um ou trés pontos de equilibrio em {0} x RP1.

Estes pontos sao do lipo no ou sela.

Demonstracao:
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(1) Seja

o .0 0
§=Ag-+Bo+ 0

um campo vetorial em M. O campo & é um levantamento adequado se ele for tangente &
superficie M e dm,,r)(§) € um vetor de direcao r. Como 7(u,v,7) = (u,v), segue que

0 0
d(u,v,r)ﬂ—(g) - A% + B%,

portanto r = B/A.
A condicao de tangéncia do campo £ em M é dada por AP, + rAP, + CP, = 0.

Tomando A = 1, obtemos

—(P,+1P,)
C=——>.
P,
Multiplicando o campo & por P, resulta que
0 0 0
=P—+rP.— — (P, +rP,)—.
¢ 8u+r ov (Putr >8r

(2) Os pontos de equilibrio do campo £ sao dados pelo anulamento de P, P, e P,+1P,.
Quando P = P, = 0, temos que b?> — ac = 0, e isto determina a imagem inversa de A pela
projegio m, que contém {0} x RP. Assim, os pontos de equilibrio do campo £ em {0} x
RP! sdo dados pelos zeros de (P,+1rP,) em {0} x RP!, ou seja, por (P,+1rP,)(0,0,7) = 0.

Esta equacao é uma ciibica em r dada por
O(r) = agr® + (2by + a1)r® + (2b1 + o)1 + c;.

Genericamente podemos escolher a;, b;, ¢;, com ¢ = 1,2, no conjunto aberto e denso
de RS, que é o complementar do conjunto definido pelo anulamento de ® e ® simultane-
amente, de forma que a cibica ® tenha uma ou trés raizes reais distintas.

Procuramos agora o tipo topolégico dos correspondentes pontos de equilibrio de &.
Para isto, é necessario analisar os autovalores da linearizacao de & nesses pontos. Seja rq

uma raiz da cibica ®. Escrevendo o campo & na forma de sistema, obtemos
u' = P. = 2ar + 2b,
§=14 v =rP. = 2ar® + 2br,
r"=—(P,+rP,)=—-9(r) .
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A linearizacao do campo £ em (0,0,71) é

2(&1T1+b1) 2(@27’1 +b2) 0
df(O, 07 Tl) - 27”1 (aﬂ”l + bl) 27’1(@27’1 + bg) 0
0 0 —®'(ry)

Os autovalores desta matriz sao
AM =0, =-9(r), M=a(m)= 2(a2r% + (ay + bo)ry + by).

Como 71 nao é uma raiz repetida de @, segue que ®’(r1) # 0, logo A2 # 0. Genericamente
a e ® ndo possuem raizes comuns, assim a(r;) # 0 e A3 # 0. Desta forma, se Ay - A\3 > 0,
temos que o ponto de equilibrio do campo é do tipo nd, e se Ay - A3 < 0, temos que o
equilibrio do campo é do tipo sela. Portanto, os pontos de equilibrio do campo & sobre

{0} x RP! sao do tipo no ou sela. |

Observacao 5.2.1.

(1) A projecao m das curvas integrais do campo & sao as solugoes da EDB (5.1), com
r=dv/du #0.

(2) Se considerarmos a carta afim em RP' com s = du/dv, as ideias e conclusoes seriam

andlogas e o campo vetorial dado por
) 0 0
n= SQS % + Qs% - (SQU + Qv)& (56)
seria um levantamento adequado sobre N.

As EDB’s aparecem em varios ramos da Matematica, em particular na geometria
diferencial de superficies. Na proxima secao iremos aplicar os resultados a respeito de
EDB, vistos anteriormente, para estudar o comportamento das linhas de curvatura de
superficies em R? proximas de um ponto umbilico. Mais detalhes podem ser encontrados

em [7] e [10].
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5.3 Linhas de Curvatura em Superficies em R? e Pontos
Umbilicos Darbouxianos

Seja S C R3 uma superficie e p € S um ponto umbilico. Tome z : U C R?> — S uma

parametrizacao de S, com z(0,0) = p, e considere a equagao das linhas de curvatura
(gF — fG)dv* + (gE — eQ)dudv + (fE — eF)du* = 0. (5.7)

Defina a = (gF — fG), 2b = (9E — eG) e ¢ = (fE — eF). Tome a superficie M, a
projecao m e o campo de Lie-Cartan £ relacionados com a equagao (5.7)), como construidos

na secao anterior.

Definicao 5.3.1. Seja p um ponto umbilico em uma superficie S e considere o cendrio
descrito acima. Diremos que p € um ponto umbilico Darbouxiano se ocorrem as duas

condigcoes a Sequir:
T: (Condigdo de Transversalidade) A superficie M ¢ suave em 7=1(0,0);

D: (Condicao do Discriminante) As singularidades do campo de Lie-Cartan sao hi-

perbolicas e sao dadas por um dos casos abaizo:

Dq: uma tnica sela, ou
Ds: um inico no e duas selas, ou

Dj: trés selas.

Os indices 1, 2 e 3 correspondem ao ntimero de selas do campo. A Figura 5.1 ilustra
o comportamento dos casos acima, sendo que Dq, Dy e D3 sao do tipo Lemon, Monstar
e Star, respectivamente.

Escrevendo uma superficie S na forma de Monge, Gutierrez e Sotomayor mostraram
em [11] que podemos relacionar as condigoes de Darboux com os coeficientes da parame-

trizacao de S.
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(a) Lemon (b) Monstar

(c) Star

Figura 5.1: Configuragao da EDB (5.1)) de acordo com sua classificagdo: Dy, Dy e Ds.

Teorema 5.3.1. Seja p € S um ponto umbilico. Transladando p para a origem e rea-

lizando algumas rotacoes, considere a carta de Monge o de S em uma vizinhanca de p

dada por

k b .
a(u,v) = (u, v, §(UQ +v?) + %u?’ + éuv2 + %vs + 0(4)) :

Suponhamos as sequintes condigoes:
T) bb—a)#0;

D) (&) -9¢+2<0;

Do) (&) +2>9>1,a#20;

D3) % < 1.
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Entao o comportamento das linhas de curvatura prorimas ao ponto umbilico p, nos casos

Dy, Dy e D3, sao do tipo Lemon, Monstar e Star, respectivamente.

Demonstracao: Calculando os coeficientes da primeira e segunda forma fundamental de

«, encontramos

E = 1+ (ku+gu2+ 202+ 0(3) )2,
F = (ku + 2u? 4+ L2 + 0(3)) (kv + buv + $v* + O(3) ),
G = 1+ (kv+buv+ £v2 4+ 0(3) )2,
e=k+au+02), f=w+0Q2), g=k+butcv+0(2).
Por , a equacao das linhas de curvatura é dada por
(—=bv + O(2))dv* + ((b —a)u+cv+ O(2))dudv + (bv + O(2))du? = 0. (5.8)
Associada a equacao diferencial binéria , consideremos a superficie
M = {(u,v,7): P(u,v,7) = (=bv + O(2))r* + ((b —a)u+cv+ O(2)>r

+(bv 4+ 0O(2)) = 0},

com r = dv/du, como em (5.3
Primeiramente verificaremos que a condicao T é equivalente & superficie M ser suave
em uma vizinhanga de {0} x RP!. Pela Proposicao [5.2.1} isto é equivalente a fungio

discriminante,
o(u,v) = ((b —a)u+ cv + 0(2)) —4(=bv+ O(2))(bv + O(2)),

ter uma singularidade de Morse na origem. De fato, a origem é uma singularidade de 9.

Além disso, o determinante da Hessiana desta funcao em (0,0) é dado por
4(b — a)*(c® + 4b*) — 4c*(b — a)® = 16b*(b — a)*.

Portanto, a funcao § é de Morse se, e somente se, b(b — a) # 0. Com isto, vemos que

a condigao T é equivalente a superficie M ser suave em {0} x RPL.
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Para estudar o comportamento das linhas de curvatura, consideremos o campo de
Lie-Cartan

¢E=P. ﬁ —H“Prg — (P, +TPU)§.
r

ou ov

Podemos escrever o campo vetorial £ na forma de sistema

W =P, ==2bur + (b—a)u+cv+ O(2)

£ = v =1rP, = 7‘( —2bur+ (b—a)u+cv+ 0(2)) (5.9)

r'=—(P,+rP,) =— ((b —a)r+r(=br* +cr+0b)+ O(l)) :

\

Os pontos de equilibrio do sistema (5.9) sdo dados por P = P. = P, +rP, = 0. As
equagoes P = P. = 0, nos fornecem os pontos (0,0,r) € {0} x RP'. Os pontos nos quais

P,+rP,=0em {0} x RP! sao dados por uma ciibica ¢ em r,
¢(r) = —(P, +1P,)(0,0,7) = —(b—a)r — r(—=br* + cr +b) = r(br* — cr +a — 2b) = 0.

As raizes desta ctibica sao
sendo

Portanto, quando A > 0, o sistema apresenta trés pontos de equilibrio, denotados por
Ey =1(0,0,0), FE.=(0,0,74), E_=1(0,0,7_).

As raizes da cubica ¢ representam as possiveis direcoes ao longo das quais as linhas de
curvatura podem se aproximar do ponto umbilico. Quando A < 0, o sistema tem apenas
Ey como ponto de equilibrio. Passamos agora ao estudo do tipo topologico destes pontos
de equilibrios. A linearizacao do campo vetorial ¢ dado em (5.9) no ponto (0,0,7), em

que r € {0,7_, 7, }, tem a forma

b—a c— 2br 0
D¢0,0,7) =1 (b—a)r (c—2br)r 0 : (5.10)
0 0 3br? —2cr +a — 2b
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Os autovalores da matriz em (5.10)) sao
M =0, X=30*=2cr+a—2b, 3= —2br*+cr+b—a.

Observe que como r é raiz da equagao cubica ¢(r) = r(br? — cr + a — 2b), podemos

simplificar a escrita dos autovalores Ay e A3 como
i. Se r # 0, entao

Xy = 3br2=2cr4+a—2b=br®> —cr +a— 204+2br*—cr = br? — er +br? = br’+2b—a.

TV
=0

=2b—a

A3 =20 +cr+b—a=—(br*—cr+a—2b)—br* —b=—b(r* +1).

- 7

—
=0
ii. Se r =0, entao

Xy = 3br2 — 2er + a—2b=a — 2b.
=0

N3 =—2br +cr +b—a=b—a.
=0

De agora em diante, assumiremos entdo tais simplificacoes de Ay e A\3. Surgem os

seguintes casos:

2
c a
Caso Dq: (A_(Q_b) _Z+2<O>'

Neste caso, a origem é a unica raiz real de ¢(r), ou seja, temos apenas Ey como
ponto de equilibrio. Os autovalores de DE(Ep) sao Ay = 0, Ay = a—2be A3 = b—a.
Para que tenhamos uma singularidade do tipo Dy, conforme a defini¢ao de ponto umbilico
Darbouxiano, é suficiente mostrar que os autovalores Ay e A3 tenham sinais opostos. Como

A < 0, segue que
a—2b
b

Portanto, (a — 2b) e b tém o mesmo sinal. Assim,

> 0.

N b—a b
23 _ - .
N a—2b T
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Segue, entao, que Fy é um ponto de equilibrio do tipo sela.

2
c a a
Caso Dy: (A=|—=) —=4+2>0, —>1, a#2b|.
? ( (2b> b b 7 )
Neste caso temos trés pontos de equilibrios. Dividimos este caso em dois sub-casos.
Primeiramente consideraremos

a
1< - <2.
b

E facil ver que Ey é um ponto de equilibrio do tipo né, pois

v oo 5 (5)

A_zza_%:b 4_9 B 4_9 -0
b b

porque 1 —a/b<0ea/b—2<0.

Para estudar a natureza dos pontos de equilibrio F, consideremos a razao
@ 2 @ 2
)\2_26_a+br2_b<2—5+7’)_(2—5+T’>
A3 =b(r2+1)  =b(r24+1) —(r2+1)

Portanto, E sao pontos de equilibrio do tipo sela, independentemente da escolha de r.

< 0.

No segundo sub-caso, consideraremos

2
a c
2<-<2 — ] .
<j<z+(5)

De modo analogo ao sub-caso anterior, ¢ facil ver que Ey é um ponto de equilibrio do tipo
sela, ou seja, A\3/Ay < 0. Estudaremos agora o tipo topoldgico dos pontos de equilibrio

E.. Novamente consideraremos a razao

L e ) (g

A3 —b(r2+1)  —b(r?+1) (241

Neste caso temos que o sinal da razao depende do valor de r e é dado pelo numerador,

ja que o denominador é sempre negativo, independentemente de r. Passamos assim a
estudar o sinal da expressio Np = 2 — a/b + r3. Substituindo o valor de 7L em Ny,

chegamos na seguinte equagao

Ni_migﬂ_z\/ﬁ(ﬂi;b).
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Como A > 0 os sinais de Ni seguem da expressao dentro dos parénteses. Assim,

supondo bc > 0, segue que N, é sempre positivo e o sinal N_ segue de

2 2
C C a C C C
N/ i (L R S L
2 \/(25) T (2b> 2

A desigualdade decorre do fato que 2 < a/b e a ultima igualdade segue pois estamos

_ S .

C JR—
2| 20

considerando bc > 0. Assim, temos que F, e E_ sao pontos de equilibrio do tipo sela
e no, respectivamente. De modo anélogo, supondo bc < 0, concluimos que F, e E_ sao

pontos de equilibrio do tipo no6 e sela, respectivamente.
a
Caso Ds: (Z < 1).

Neste caso temos 3 pontos de equilibrio e todos sao do tipo sela. De fato, a natureza
de Ej segue do sinal da razao

e (9

Ao a—2b (%_2>

porque 1 —a/b>0e a/b—2 < 0. O tipo topologico dos pontos de equilibrio F_ e F, é

dado pelo sinal da seguinte razao

a >OG,
&_2b_a+br2_b(2—g+7“2>_(2—E>+T2<O
A3 —b(r2+1)  —=b(rZ+1) —(r2+1) '

Uma interpretagao geométrica para a condicao 7' é dada pela proposicao a seguir.

Proposicao 5.3.1. Considere as curvas (9F — fG)(u,v) =0 e (¢E — eG)(u,v) = 0. A
intersecao delas define os pontos umbilicos. A condicdo de transversalidade T significa

que as curvas acima sao requlares e se encontram transversalmente em (0,0).

Demonstrac¢ao: Suponha que (¢F)(u,v) = (fG)(u,v) e (9F)(u,v) = (eG)(u,v). De
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acordo com as equagoes (2.12)), temos que

=e(G
~=
= _leG—2fF+'gE 12eG—-2fF eG— fF
2 EG — F?2 2 EG—-F? EG-F?
K o= 9=
EG — F?2

Assim,

EG—-F?) EG- F?
_ (eG—fF)* —(eg — f*)(EG — F?)
(EG — F2)?
_ —2eGfF +egF? + [PEG
B (EG — F2)2
=fG =gF
=~
—%GfF+¢gF F+ fEFG
(EG — F?)?

I :(eG—fF)2 eg — f?

=eGG
—2eGfF +efGF+ f Eg F
(EG — F?)?
—2eGfF +efGF + feGF
(EG — F?)?

=0.
Como (H?*—K)(u,v) = 0, temos que a intersecgiao das duas curvas serao pontos umbilicos.
Por outro lado, nos pontos umbilicos temos que os coeficientes da equagao se
anulam simultaneamente, em particular temos (¢F — fG)(u,v) =0e (9 —eG)(u,v) = 0.

Logo, os pontos umbilicos sao exatamente a interseccao das duas curvas.

Defina

N
—~
£
=

I

(gF — fG)(u,v) = by + O(2) = 0,
B(u,v) = (9F — eG)(u,v) = (b—a)u+cv+ O(2) = 0.

Temos



76

Assim, se valer a condicao 7', o determinante anterior seré diferente de 0. Logo, as linhas
da matriz acima nao se anulam e portanto as curvas sao regulares em (0,0). Além disto,
o determinante diferente de zero significa que seus vetores tangentes sao linearmente

independentes, ou seja, as curvas se encontram transversalmente em (0, 0).



Consideracoes Finais

Iniciamos nosso estudo com um método para construir superficies desenvolviveis a
partir de uma dada curva de modo que esta curva seja uma linha de curvatura da superficie
obtida. Este trabalho esta presente em [13].

Além disso, discorremos no Capitulo 3 sobre o conceito de torcao total bem como
resultados em linhas de curvatura fechadas contidas no ovaloide e no toro. Tamhbém
apresentamos algumas generalizagoes sobre curvas esféricas. Os trabalhos [16] e [20] focam
importantes nesse estudo.

Estudamos no Capitulo 4 sobre os ciclos principais hiperbolicos, o expoente de hiper-
bolicidade e também sobre a aplicacao de retorno de Poincaré. Apresentamos a parame-
trizagao denominada canaleta, que foi importante na construcao da superficie local suave
que continha uma dada curva como ciclo principal hiperbolico. O capitulo foi desenvolvido
por meio dos trabalhos 6] e [10].

Em seguida, finalizamos o trabalho exibindo um estudo sobre as EDB’s, o levantamento
de Lie-Cartan e a classificacao dos pontos umbilicos Darbouxianos Dy, Dy e Ds3. Os

trabalhos [7] e |10] foram importantes para que essa parte do trabalho fosse concluida.
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