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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é apresentar diferentes versoes do Teorema de
Poincaré-Bendixson. Apresentaremos a versao classica mais conhecida para campos veto-
riais suaves no plano, uma versao para campos vetoriais continuos no plano, uma versao
para campos vetoriais suaves por partes no plano e uma versao para campos vetoriais

continuos na garrafa de Klein.

Palavras—chave: Teorema de Poincaré-Bendixson, campos vetoriais suaves por partes,

garrafa de Klein.
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Abstract

The main objective of this work is to present different versions of the Poincaré-
Bendixson Theorem. We will present the well-known classical version for smooth vector
fields in the plane, a version for continuous vector fields in the plane, a version for pie-
cewise smooth vector fields in the plane, and a version for continuous vector fields on the

Klein bottle.

Keywords: Poincaré-Bendixson theorem, piecewise smooth vector fields, Klein bottle.
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Introducao

No estudo da Teoria Qualitativa das Equacoes Diferenciais ordindrias nao estamos
interessados em sua solucao numéria e sim em descobrir o comportamento do sistema a
longo prazo. Com esta finalidade, temos que investigar o conjunto limite das trajetorias
quando o tempo vai para infinito. O Teorema de Poincaré-Bendixson é um resultado
muito importante nesse estudo, pois ele estabelece para quais tipos de conjuntos limites
as trajetorias de um campo vetorial deve convergir.

Uma versao mais fraca do teorema para campos vetoriais no plano foi originalmente
concebida por Henri Poincaré, embora ele nao tenha chegado a uma demonstracao com-
pleta que foi posteriormente dada em 1901 por Ivan Bendixson.

Uma versao classica do Teorema de Poincaré-Bendixson diz que se a trajetéria de um
campo vetorial em R? estiver contida num conjunto compacto, entdo seu conjunto limite
serd uma orbita periodica, um ponto singular ou um grafico (veja [11]).

O objetivo do nosso trabalho é apresentar uma versao do Teorema de Poincaré-
Bendixson para campos vetoriais continuos no R?, tendo como referéncia principal [6];
uma versao para campos vetoriais suaves por partes, tendo como referéncia principal [1]
e uma versao para campos vetoriais continuos na garrafa de Klein, tendo como principal
referéncia [3].

No Capitulo 1, apresentamos os preliminares para campos vetoriais suaves no plano,
embasada em [11]|. Definimos o que é um campo vetorial C*, o que é uma solucdo para
um campo vetorial, enunciamos e demonstramos o Teorema de Existéncia e Unicidade
de solugoes. Apresentamos o Teorema do Fluxo Tubular e falamos da transformacao de

primeiro retorno de Poincaré.



No Capitulo 2, definimos os conjuntos a-limite e w-limite de uma 6rbita e mostramos
algumas propriedades destes conjuntos. Antes da demonstracao do teorema, enunciamos
o teorema da curva de Jordan e demonstramos alguns lemas usados na demonstragao do
teorema, e por fim apresentamos e demonstramos o Teorema de Poincaré-Bendixson para
campos vetoriais suaves no plano. Também embasado em [11].

O Capitulo 3 foi todo embasado na referéncia [6]. Apresentamos conceitos preliminares
da teoria de campos vetoriais continuos no plano, definimos o que é uma 6rbita injetiva
que é de grande importancia na demonstragao do teorema e apresentamos e demonstramos
o Teorema de Poincaré-Bendixson para campos vetoriais continuos no plano.

O Capitulo 4 aborda principios da teoria de campos de vetores suaves por partes no
plano, a principal referéncia deste capitulo é [1]. Apresentamos os conceitos basicos de
campos de vetores suaves por partes, onde temos uma regiao de descontinuidade S, cha-
mada de curva de separacao e nesta curva aparece regioes de costura, regioes de deslize,
regioes de escape e pontos de tangéncia. A versao do Teorema de Poincaré-Bendixon
apresentada nao leva em consideracao a regiao de deslize e escape. Apresentamos e de-
monstramos a versao do teorema e depois expomos um exemplo de um conjunto minimal
nao trivial, no caso onde aparece movimento de deslize no campo vetorial.

No Capitulo 5, apresentamos conceito bésicos da teoria de campos vetoriais continuos
em variedades, embasado na referéncia [2]. Assumimos alguns resultados da Topologia
Algébrica, estudamos os conjuntos a-limite e w-limite e suas propriedades; definimos
uma Orbita fracamente w-recorrente e uma oOrbita w-recorrente. E por fim, definimos um
campo vetorial dado por um recobrimento duplo orientado, definimos um levantamento e
estudamos suas propriedades que serao uteis na demonstracao do Teorema de Poincaré-
Bendixson na garrafa de Klein.

O Capitulo 6 tem como principal referéncia [3]; também assumimos alguns resultados
da Topologia Algébrica. Definimos curva de um lado e curva de dois lados. Apresentamos
o grupo fundamental de K?. Apresentamos e demonstramos duas versdes do Teorema de
Poincaré-Bendixson, uma onde a 6rbita é injetiva fracamente w-recorrente e outra versao

onde a 6rbita é injetiva nao fracamente w-recorrente.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos conceitos béasicos da Teoria Qualitativa das Equacgoes
Diferencias Ordinarias em campos vetoriais suaves no R". Os resultados apresentados

neste capitulo foram embasados na referéncia [11].

1.1 Conceitos basicos

Seja U um subconjunto aberto do espaco euclidiano R". Um campo vetorial de classe
Ck, k> 1, em U & uma aplicacio X : U C R® — R” de classe C*. Ao campo vetorial

X associamos a equacao diferencial
¥ = X(x). (1.1)

A equacao diferencial (1.1) é chamada de auténoma pois ela é independente da variavel

temporal .

Defini¢ao 1.1.1. Uma solug¢do para o sistema (1.1) é uma aplicagio diferencidvel ¢ :

I — U (I intervalo de R) tal que

%2(t) = X(e(0) (1.2

para todo t € I. FEstas solucoes sao chamadas de curvas integrais de X ou da equacao

diferencial (1.1).



Definicao 1.1.2. Um ponto p € U ¢é chamado de ponto singular ou ponto de equilibrio

de X se X(p) =0 e € chamado de ponto reqular de X se X(p) # 0.

Definig¢ao 1.1.3. Uma solug¢io ¢ : I — U da equagao diferencial (1.2) é chamada de
solucao maxrima ou solucao maximal em I, se para toda solucao em J, ¢ . J — U da
equacao diferencial (1.2), tal que I C J e ¢ = |y, tivermos I = J e, consequentemente,

@ =1). Neste caso, I é chamado de intervalo mdzimo ou maximal.

Um problema de Cauchy ou problema do valor inicial envolvendo a equacao diferencial

(1.1) é um problema da forma

(1.3)

com (s,z9) € R x U.

Uma solucao em [ do problema de Cauchy, é uma funcao ¢ : I — U satisfazendo a
Defini¢ao 1.1.4, e ainda, ¢(s) = .

A seguir apresentaremos o Teorema de Picard sobre condicoes de existéncia e unicidade

de solugdes do problema de Cauchy (1.3).

Teorema 1.1.1 (Teorema de Existéncia e Unicidade). Sejam U um conjunto aberto
em R" ¢ X : U — R™ um campo vetorial de classe C*, k > 1, em U. Para cada © € U
existe um intervalo aberto I, onde estd definida a iunica solugao mdrima p, do problema

de Cauchy (1.3).

Demonstracdo. Como X & um campo vetorial de classe C* em U, entio sabemos que X é
localmente lipschitziano em U, e ainda, se A C U, A compacto, entdo X |4 é lipschiziano
em A.

Sejaxg € U eV = B(xg,r) = {w € U : |w—x0| <7} C U uma bola fechada de raio r

e centrada em zy. Notemos que V' é compacto e podemos assumir as seguintes afirmacoes:
e existe um constante de Lipschiz K para X em V;

o | X(z)| <M emV;

r

1
i E} e seja I, = [—a, al.

e escolha a < min{



Vamos primeiro definir um sequéncia de fungoes ¢, ¢1, ..., ¢, de I,, em V. Entao
provaremos que essas funcoes convergem uniformemente para um funcao que satisfaz a
solugao de (1.3). E depois mostraremos que nao existe uma outra fungao desse tipo.

Seja @o(t) = xg, para t € I, defina

o) = ot / X(¢o(s))ds

b
oat) = ot / X(i1(s))ds

onlt) = ot / X(oni(s))ds

Como [t| < ae | X (x)| < M, segue que

lp1(t) — 2ol = /OX(xo)ds
= [#]IX (x0)]
< aM<r

desde que ¢ (t) € V para todo t € I,,. Assuma por inducdo que isso é vélido para n = j,
temos que

|05 (t) = wo| < @M <7
para todo t € I,, e entao
t
pralt) =+ [ X(ey(s))ds
0

desde que @;(s) € V para todo t € I,

Para n =7 + 1, temos que

ljr1(t) — x| = X(pj(s))ds

A
Ja
5
S
=
Va)

VAN
o\wo

=

ISH

VA




Assim [i4:1 (1)

— 20| <7 epj(t) € V para todo t € I,.

A seguir mostraremos que existe um constante L > 0, tal que para todo j > 0,

|0j1(t) — @;(t)] < (aK)L. (1.4)

Seja L o maximo de |y (t)—¢o(t)| sobre t € [—a, a]. Pelo que foi visto acima, L < Ma.

Segue que

|p2(t) = r ()]

IN

<

/Xgpl ds—/Xapo

/ X(pa(s) = X(puls))ds
[ o) - X

/O Klgr(s)) — ols)|ds
K|t|L
oK L.

Por indugao, suponha que vale (1.4) para n = j, entao

|5(t) =

Para n = j + 1, temos

lpjr1(t) — @;(t)]

() -

()] < (aK)",

IN

IN

<

pi-1(t)] < (K YL,

[ xtestonas = [ Xt

/ [X(5(5)) = X(py1(s))]ds
/ X(4(5) = X(pya(s)lds
/ Klpy(5) = pyo1(s)lds
/[(QK)] 'L]ds

0
K(aK)1Lt|
K(aK)'La

(aK) L.

Vn eVt e [—a,al.



Seja agora f = aK, de modo que S < 1, por suposicao. Dado qualquer ¢ > 0,

podemos escolher N grande o suficiente tal que, para m,n > N, tenhamos

oo

lon(t) — om(t)] = :{:|¢j+dt)—-¢j@)
éji@L
< ei

Logo ¢, ¢ uma sequéncia de Cauchy. Como C°(I,R") é um espago métrico completo na
norma uniforme, temos que C°(I,V) c C°(I,R"™) também é um espaco métrico completo,
assim, ¢,, converge uniformemente para uma funcao ¢ : I,, — V.

Agora tomando o limite em ambos os membros na expressao

G (t) = 20+ / X(ipn(s))ds

temos que
t
lim p,11(t) = zo+ lim [ X(¢n(s))ds
o) = a4 / lim X (i, (s))ds
0 n—oo

= w0+ [ X(elo)ds.

Portanto ¢ : I,, — V & solucao do problema de Cauchy (1.3).

Agora mostraremos que esta solugao ¢ unica.

Suponha ¢, : 1,0 — V sejam duas soluc¢oes de problema de Cauchy (1.3) onde,
como acima, I, seja o intervalo [—a, a]. Nos mostraremos que ¢(t) = ¥(t), Vt € I,.
Seja

C' = mazier, |(t) — ¥ (1)),



este maximo ¢é atingindo em algum ponto t; € I,,. Entao

¢ =lottn — vl = |[ = [ v
_ /Otl)(( ds—/X

< / X (6(5)) — X(0(5))lds
< | Kiots) - wtolas

_ / (s — (s)ds

— KOt

< aKC.

Dai C' < aKC, mas como aK < 1, isso é impossivel a menos que C' = 0. Portanto

o(t) = (t), Vt € L. n

Se o campo vetorial for apenas continuo nao é garantida a unicidade de solugoes, mas

o seguinte teorema nos garante a existéncia de solugoes.

Teorema 1.1.2 (Teorema de Peano). Sejam U um conjunto aberto, X : U C R" —
R™ wm campo vetorial continuo e p € U. Entao existe pelo menos uma curva integral de

X passando por p.

A demonstracao deste teorema pode ser vista em [6, p. 10|

Uma consequéncia importante do Teorema de Peano é o seguinte corolario.

Corolario 1.1.1. Seja X : U C R" — R" um campo vetorial continuo limitado por uma
constante C > 0 e seja K C U um conjunto compacto. Entdo existe « = a(C,K) > 0
com a propriedade de que, para todo p € K, qualquer curva integral de X passando por p

estd definida no intervalo [—a, a].

A demonstragao deste corolario pode ser vista em |6, p. 11]
A seguir apresentamos duas propriedades fundamentais equagoes diferenciais e defini-

mos o fluxo de um campo vetorial.

Teorema 1.1.3. Sejam U um conjunto aberto em R™ ¢ X : U — R" um campo vetorial

de classe C*, k> 1, em U. Seja I, o intervalo mdzimo onde a inica solu¢io p, de (1.8),



(a) (Propriedade de grupo) Se y = @,(s) e s € I, entao I, =1, —s={r—s:r e I},
0y (0) =y e @, (t) = p,(t+s) para todo t € I,.

(b) (Diferenciabilidade em relag¢io ds condigoes iniciais) O conjunto D = {(t,z) : x €
At € I} € aberto em R™™ e a aplicagio ¢ : D — R dada por p(t,x) = @,(t) é

de classe CF.

Definicao 1.1.4. A aplicacio ¢ : D — U € chamada de fluzo gerado pelo vetorial X,

ou simplesmente, fluzo gerado por X, ou ainda, fluzo local.

Definicéo 1.1.5. Sejam X : U C R® — R™ um campo vetorial de classe C* k> 1, em
Uey:D— U o fluro gerado por X. O conjunto v, = {p(t,p) € U : t € I}, isto é, a

imagem da curva integral de X pelo ponto p € U é chamado de orbita de X pelo ponto p.

Observe que g € 7, se, e somente se, 7, = ,. De fato, se ¢ € 7,, entao existe s € I,

tal que g = (s, p). Logo, pelo item (b) do Teorema 1.1.3

p(t,p) = ot (p(s,p))
— o(t+s,p), Vtel,=I,—s

Portanto, v, = {p(t,q) € U : t € I,} = v, E reciprocamente, se 7, = 7,, entao
q=¢(0,q) € v, =", isto &, ¢ € 7.

Este resultado define uma relagao de equivaléncia entre érbitas de um campo vetorial
X.

Assim, duas 6rbitas de X coincidem ou sao disjuntas e, portanto, o conjunto aberto

U € R" pode ser decomposto pelas orbitas de X, sendo que cada orbita pode ser:
1. biunivoca com um intervalo de R;
2. um ponto; ou
3. difeomorfa a um circulo;

correspondendo cada caso a uma das alternativas do Teorema 1.1.4 a seguir.
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Teorema 1.1.4. Sejam X : U C R® — R™ um campo vetorial de classe C* k> 1 em
U ey, : I, — U solugao mdzima tinica em I, do problema de Cauchy (1.3) com x € U.

Entao, verifica-se somente uma das sequintes alternativas:
(a) ¢, € injetora;
(b) I, =R e ¢, é constante;

(c) I, = R e ¢, € periddica, isto é, existe T € R, 7 > 0 tal que @, (t + 7) = . (t) para
todot € R e @, (t1) # pu(ta) se |t —ta] < 7.

No caso (b) {p} = 7,; a 6rbita chama-se ponto singular ; no caso (c) a 6rbita chama-se

fechada ou periddica .

1.2 O Teorema do Fluxo Tubular

Definicao 1.2.1. Sejam X; : Uy CR" — R" ¢ X5 : Uy C R" — R" campos vetoriais
de classe C* k > 1, nos abertos Uy e Uy do R", respectivamente, e ¢ : Dy — U, e

wo : D1 — Us 0 fluxos gerados por X, e Xo, respectivamente.

(a) Diremos que Xy € topologicamente conjugado a X, se existir um homeomorfismo

h: Uy — Us satisfazendo h(p1(t,x)) = pa(t, h(x)) para todo (t,x) € D;.

(b) Diremos que X, é C"-conjugado a Xs, se existir um difeomorfismo h : Uy — U, de

classe C", r > 1, em Uy, satisfazendo h(pi(t,x)) = pa(t, h(z)) para todo (t,x) € Dy.

Nestes casos tem-se necessariamente [1(z) = Iy(h(x)), onde I1(z) e Is(h(z)) denotam
os intervalos maximos das respectivas solucoes méaximas. O homeomorfismo A é chamado

de conjugagao topolégica (C"-conjugacao) entre X; e Xo.

Definicao 1.2.2. Sejam U C R" aberto, X : U — R" um campo wvetorial de classe

Ckk>1, emU e ACR"! aberto. Uma funcio

fr A — U

a — f(a)
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de classse C", r > 1, em A é chamada de segao transversal local de X (de classe C")
quando para todo a € A, Df(a)(R"1) e X(f(a)) geram o espaco R". Seja ¥ = f(A)
munido da topologia induzida por U. Se f : A — ¥ é um homeomorfismo, entio 3 €

uma secao transversal de X.

A ]Rnfl

A<

Figura 1.1: Secao transversal.

Decorre da definicao anterior, que uma secao transversal > de um campo vetorial X

é constituida apenas de pontos regulares de X.

Teorema 1.2.1 (Teorema do Fluxo Tubular). Sejam p € U um ponto regular do
campo vetorial X : U — R™ de classe C*, k> 1, em U e f : A — ¥ uma secdo
transversal local de X de classe C*, k > 1, em A, tal que f(p) =0 € A. Entdo existe
uma vizinhanca V de p em U e um difiomorfismo h : V — (—¢,¢) x B de classe C*,
k>1,emV, ondec >0 e B é uma bola aberta em R de centro na origem 0 = f~'(p)

tal que

(a) h(XNnV)={0} x B;

(b) h é uma C*-conjugag¢io entre X|y e o campo constante Y : (—e,€) x B — R",
Y =(1,0,0,...,0) € R™.

Corolario 1.2.1. Seja X uma secao transversal de X. Para todo ponto p € X existem
e = e(p) > 0, uma vizinhanga V de p em R™ e uma funcio 7 : V. — R de classe

C* k> 1, tais que 7(V N'X) = {0}. Além disto:
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(a) para todo q € V', a curva integral o(t,p) de X|v € definida e biunivoca em J, =

(—e+7(q),e +7(q));

(b) &(q) = ¢(7(q),q) € ¥ € o tnico ponto onde ¢(t,q)|s, intersecta a secao X. Em

particular, ¢ € SNV se, e somente se, 7(q) = 0;

(c) A funcao
&V — ¥nV
¢ — &) =»(7(q),q)
¢ de classe classe C* k > 1, e DE(q) : R™ — R™™! ¢ sobrejetora para todo q € V.
Mais ainda, DE(q)v = 0 se, e somente se, v é colinear com X (q), isto €, v = aX(q)

para algum o € R.

1.3 A transformacao de Poincaré

A transformacao de Poincaré 7 associada com uma o6rbita perioédica v de um campo
vetorial X é um difeomorfismo que descreve o comportamento qualitativo das o6rbitas de
X em um vizinhanca V' de ~.

Sejam U um conjunto aberto em R", X : U — R"™ um campo vetorial de classe C*,
k>1,emUep:D — U o fluxo gerado por X. Sejam também v = {p(t,p) € U :
0 <t < 79} uma orbita periodica ou fechada do campo vetorial X com periodo 7y € R,
To > 0, e X uma secao transversal de X em p.

Pela continuidade de fluxo gerado por X, ¢ : D — U, se ¢ € ¥ ¢é ponto suficiente-
mente proximo de p € X, entdo a trajetoria (¢, q) permanece proxima de v para todo
t em um intervalo compacto contendo [0, 79]. A transformac¢do de Poincaré 7 associada
com 7y é tal que m(q) é o primeiro ponto no qual ¢(t,q) retorna a se¢do transversal X.

Sendo ¥y C ¥ o dominio da transformacao de Poincaré , isto é, m : Xy — X, entao
p € X e m(p) = p, ou seja, p é ponto fixo ou periddico da transformagao de Poincaré.

Muitas propriedades do retrato de fase de X perto de v podem ser obtidas através
da andlise de m. Por exemplo as orbitas periddicas de X vizinhas de v correspondem a

pontos periodicos de m que sdo pontos ¢ € Xy para os quais 7" (q) = ¢ para algum n > 1.
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O comportamento assintético da orbitas de X em uma vizinhanca V C U, de v C U

também é descrito pela transformacao de Poincaré 7. Assim , se

lim 7"(q) = p, Vg € VN X, ¢ #p,

n—oo
entao
lim d(e(t, p), ) = 0,
—00
sendo

d(e(t,p),7) = inf{let,q) —r[: T €~}

Definicdo 1.3.1. Sejam U um aberto de R* e X : U — R? um campo vetorial de classe
C*. Uma drbita periddica v chama-se ciclo limite se existe uma vizinhanca V de v tal

que v € a unica orbita fechada de X que intersecta V.

Proposicao 1.3.1. Com as notagoes da definicao acima, existem apenas os sequintes

tipos de ciclos limite (diminuindo V' se necessdrio):

(a) Estdvel, quando tlim d(p(t,q),v) =0 para todo q € V;
—00

(b) Instdvel, quando tlim d(e(t,q),y) =0 para todo g € V;
——00

(c) Semi-estdvel, quando tlim d(e(t,q),v) = 0 para todo ¢ € V N FEztvy; e
—00
tlim d(p(t,q),v) =0 para todo ¢ € VN Int~y, ou o contrdrio.
——00



Capitulo 2

O Teorema de Poincaré-Bendixson para

campos vetoriais suaves no plano

Este capitulo ¢ dedicado a demonstracao do Teorema de Poincaré-Bendixson, que
nos permite entender qualitativamente o comportamento de 6rbitas de um campo planar
quando o tempo vai para o infinito e a semi-Orbita positiva (negativa) esta contida em

um subconjunto compacto do R?.

2.1 Conjuntos limites

Sejam U um subconjunto aberto do espago euclidiano R" ¢ X : U — R" um campo
vetorial de classe C*, k> 1, em U.
Seja ¢(t) = @(t,p) a curva integral de X passando pelo ponto p, definida no seu

intervalo méaximo I, = (7~ (p), 7" (p)). Se 77 (p) = +o0, define-se o conjunto
wp)={qeU:3{t,} comt, — +o0 e p(t,) — ¢, quando n — +o0}.
Analogamente, se 7~ (p) = —o0, define-se o conjunto
alp) ={qeU:3{t,} comt, — —o0 e ¢(t,) — q, quando n — +oo}.

Os conjuntos w(p) e «a(p) sao chamados, respectivamente, de conjunto w-limite e

conjunto a-limite de p.

14
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Observacao 2.1.1.

(a) Se p é um ponto singular de campo X, entio, a(p),w(p) = {p}, pois neste caso

©(t) = p para todo t € R.

(b) Se v, € a drbita de X pelo ponto p e q € ,, entao w(p) = w(q). De fato, se q € ,,
existe ¢ € R, tal que p(t,q) = p(t + ¢, p). Analogamente, a(p) = a(q).

Em virtude do item (b) desta observagao podemos definir

Defini¢ao 2.1.1. O conjunto w-limite de uma orbita 7, que denotamos por w(vy), € o
conjunto w(p) para qualquer p € v. O conjunto a-limite de uma orbita v, que denotaremos

por (), € o conjunto a(p), para qualquer p € 7.
Definicao 2.1.2.

(a) A semidrbita positiva de X passando por p e contida em 7, € o conjunto 7;{ =

{e(t,p) : t > 0}.

(b) A semidrbita negativa de X passando por p e contida em 7, € o conjunto Y =

{e(t,p) : t <0}

Teorema 2.1.1. Sejam X : U — R"™ um campo vetorial de classe C*, k > 1, definido
num aberto U C R" e ’y; (respectivamente, 7;) a semidrbita positiva (respectivamente, a
semidrbita negativa) do campo X pelo ponto p. Se 7;“ (respectivamente, %_) estd contida

num subconjunto compacto K C U, entao
(a) w(p) # 9 (respectivamente, a(p));
(b) w(p) € compacto (respectivamente, «(p));

(b) w(p) € invariante por X (respectivamente, a(p)), isto €, se q € w(p), entdo a curva

integral de X por q estd contida em w(p);
(d) w(p) € conexo (respctivamente, o(p)).

Demonstracao.
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(a) Para n = 1,2,3,..., defina t, = n e considere a sequéncia {¢(n,p)} no compacto
K. Existe entdo uma subsequéncia convergente {n;}, k = 1,2,3... tal que ¢(t,,,p)
converge para um ponto g € K. Seja tp = ng, temos entdo ¢(tx, p) — ¢ quando

k — +00, 0 que implica que ¢ € w(p). Portanto w(p) # .

(b) Temos que w(p) € v+(p) € K. Como w(p) estd contido em K compacto, basta

mostrar que w(p) é fechado.
Seja ¢, € w(p),n =1,2,3,..., tal que ¢, — ¢, quando n — +00, devemos mostrar
que q € w(p).

Como g, € w(p), existem t,, t; < ty < t3... onde
1
d(gp(tnap)7Qn)) < ﬁ, n = 1,2,3,

. : - €
Seja € > 0, existe ng € N tal que se n > ng entdo d(q,,q) < 35 M0 pode ser tomado

1
de tal forma que — < E.
Nno 2
Segue que
d(@(tn,p),q) < d(@(tn;p), qn) + d(gn; q)
- 1 ¢
n 2
I
2 2
= €

Portanto g € w(p) e assim w(p) é fechado.
(c) Seja g € w(p) e ¥(t,q) a trajetoria do campo X passando no ponto ¢ quando t = 0.
Um ponto desta trajetoria é da forma (7, q) = §.

Como ¢ € w(p) existe um sequéncia {t, } tal que ¢, — +o0 e (t,,p) — ¢ quando

n — +00.
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Seja s, = t, + 7 e como @(t, + T,p) = @(7, (tn, p)) segue que

lim ¢(s,,p) = lim @, +7,p)
n—-+00 n—-+o0o
= nhm+ <p(T cp(tn,p))

= (7, lim @(t,,p))
n—-+oo
= ¢(7,q)

)
Portanto ¢ € w(p) e w(p) é invariante por X.

(d) Suponha que w(p) nao seja conexo. Podemos encontrar conjuntos A e B fechados
em w(p), ndo vazios e disjuntos tais que w(p) = AU B. Note que A e B sao
conjuntos compactos e considere d > 0 a distancia entre A e B. Sejaa € Aeb € B,
entdo podemos tomar uma sequéncia {t,} tais que ¢(t,,p) — a, se n é impar e

©(t,,p) — b se n é par. Além disso, podemos construir {¢,} de forma que:

se n é impar d(¢(t,,p), A) < g

se n é par d(p(t,,p), A) > C—i
Para I,, = [t,,t,+1] e n impar a func¢do g(t) = d(p(t,p), A) é continua e g(t,) < g e
g(tns1) > g Segue do Teorema do valor intermediario que existe ¢ € (t,,t,41) tal
que

g(t;) = dlg(t;,p). 4) = 5.

Como w™(p) C K, entao existe uma subsequéncia convergente da sequéncia {o(t, p)}

que por simplicidade denotaremos por {o(t;,p)}. Seja

lim o(t,,p) = ¢

n—-+00
entdo q € w(p). Mas,
e ¢ ¢ A, pois se q € A, entao d(q, A) = 0;

e ¢ ¢ B, pois se ¢ € B, entao d(q, A) > d.
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O que contradiz o fato de ¢ € w(p) C AU B. Logo w(p) é conexo.

2.2 O Teorema de Poincaré-Bendixson

No que segue, vamos supor U um subconjunto aberto do R* e X um campo vetorial

de classe C*, k> 1, em U.

Teorema 2.2.1 (Teorema de Poincaré-Bendixson). Seja ¢(t) = ¢(t,p) uma curva
integral de X, definida para todo t > 0, tal que ’y; = {p(t,p) : t > 0} esteja contida
num conjunto compacto K C U. Suponha que o campo X possua um nimero finito de

singularidades em w(p). Entdo tém-se uma das sequintes alternativas:

(a) Se w(p) contém somente pontos regqulares, entdo w(p) € uma drbita periddica.

(b) Se w(p) contém pontos requlares e singulares, entao w(p) consiste de um conjunto de

orbitas, cada uma das quais tende a um desses pontos singulares quando t —» +o0.

(c) Se w(p) nao contém pontos regulares, entio w(p) é um ponto singular.

O fator essencial para a validade do Teorema de Poincaré-Bendixson é o fato que no R?
vale o Teorema da Curva de Jordan, o que nao valido no toro, nem nos espacos euclidianos

de dimensao maior que 2.

Teorema 2.2.2 (Teorema da Curva de Jordan). Se J € um curva fechada e simples
em R?, isto €, homeomorfa a S*, entio o conjunto R*\J possui duas componentes conezas,
uma limitada, denotada por IntJ e outra nao limitada, denotada por ExtJ, cuja fronteira

comum € J.

Demonstraremos o Teorema de Poincaré-Bendixson em uma sequéncia de lemas para

facilitar a prova.

Lema 2.2.1. Se p € ¥ Nw(y) é um ponto regular, sendo ¥ uma se¢ao transversal a X e
v =A{e(t)} uma orbita de X, entdo p pode ser expresso como limite de uma sequéncia de

pontos da drbita {p(t,)} sobre 3.
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Demonstragao. Suponhamos v = {¢(t)} = {¢(t,q)} ep € ¥Nw(7). Seja V um vizinhanca

tubular de p tal que X intersecta todas as o6rbitas de X com condicao inicial em V.

Como p € w(v), existe uma sequéncia {t,} tal que , — 400 e ¢(t,) — p quando

n — 4o e p(t,) € V para todo n > 1.

Para cada ¢ € V defina 7 : V. — R (7 é definida como no Corolario 1.2.1) , onde

©(1(q),q) € X, sendo 7(g) ¢ o menor valor (em modulo) tal que p(t,q) € 3.

Para cada n > 1, defina 7, = 7((,,)) = 7(¢,), onde ¢, = o(t,,) — p.

Defina p,, = ¢(tn, ¢,) € X. Como 7 é continua segue que

lim
n—-+o0o pn

lim (7, gn)

n—-+o0o

lim (7, ¢(tn))

n—-+00

ol lim 7, lm_o(7,)

n—-+00

p( lim 7(gn),p)
o(T(p ) p)
(0,p)

'

Figura 2.1: Ilustracao do Lema 2.2.1.

Como X é um campo definido em U C R?, uma secdo transversal ¥ de X é difeomorfa

a um intervalo de R. Podemos orientar >, o que implica uma ordem em . Faz sentido

com respeito a orientacao de X comparar p,q € X, ou seja, p > ¢, p < qou p = q.
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Lema 2.2.2. Seja ¥ um secao transversal a X contida em U. Se v é uma drbita de

X ep € XN, entao 7; = {p(t,p) : t > 0} intersecta ¥ numa sequéncia mondtona

DP1,P2y -5 Pny----

Demonstracao. Pelo Teorema do Fluxo Tubular os valores de ¢t > 0 tais que ¢(t,p) € 2
formam um conjunto discreto sobre R, logo enumeravel e ordenado. Seja D = {0 =, <
t1 <ty < ...} o conjunto dos valores de ¢, tais que p(t) € X, t > 0.

Seja p; = p. Defina, caso exista, po = ¢(t1,p). Indutivamente, podemos definir
Pn = @(tn-1,D)-

Se p1 = po, entao a orbita v é fechada de periodo 7 = 1 e a sequéncia p,, é constante.

Se p1 # po. Digamos, py > py, iremos mostrar que se existir ps, entao p3 > po.

Vamos orientar a se¢ao transversal como na Figura 2.2 (a). Como ¥ ¢é conexa e X ¢é
continua, segue que as 6rbitas de X intersectam a secao transversal numa mesma direcao,
digamos da esquerda para direita como na Figura 2.2 (b). Caso contrario, como X é
continuo existiria pelo menos um ponto z € ¥ com X (z) = 0 ou com a mesma dire¢ao de

Y., dai ¥ nao seria um secao transversal.

by z

(a) (b)

Figura 2.2: Orientacao da secao 3.

Considere a curva de Jordan J formada pelo arco [pi, p2], sobre a 6rbita ¢(t,p), t €
[to, t1] unido com o segmento pipz C X, como mostra a Figura 2.3.
Podemos afirmar que a curva ¢(t,p), t > t; permanece na regiao limitada por J. De

fato, se p(t,p), t > t; escapar da regido limitada por .J, entdo a orbita deve cortar J.

e Se isto ocorrer em um ponto de [py, po],, temos um contradi¢do com o Teorema de

Existéncia e Unicidade;
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—>

pz%

Figura 2.3: Curva de Jordan.

e Se a orbita ¢(t,p), t > t; escapar por Pipz, entdo esta reverte o sentido de fluxo

sobre Y , o que contradiz o Teorema do Fluxo Tubular.

Logo ¢(t,p) estd na regido limitada por J, e com isso ps > py > p;. Prosseguindo
desta forma p, 1 > p,, para todo n > 0.

Se ocorrer p; < pg, entao terfamos de modo analogo p,+1 < p,, paratodon >0. N

Figura 2.4: Ordenacdo da intersecdao de v+ com .

Lema 2.2.3. Se X ¢ uma se¢ao transversal ao campo X ep € U, entao ¥ intersecta w(p)

no mdximo em um ponto.

Demonstracao. Em virtude do lema anterior, o conjunto de pontos de 'y; em Y tem no
maximo um ponto limite, pois o mesmo forma um sequéncia mono6tona. Dai o resultado

segue do Lema 2.2.1. ]

Lema 2.2.4. Sejam p € U, com ’y; contida num compacto, e v uma orbita de X com

v € w(p). Sew(y) contém pontos regulares entio v € uma drbita fechada e w(p) = 7.
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Demonstragao. Seja g € w(y) um ponto regular, ¥, uma se¢ao transversal a X em g e V
uma vizinhanca tubular de q.

Como ¢ € w(7y), entdao pelo Lema 2.2.1 existe um sequéncia {t,} tal que ¢, — 400,
o(t,) — ¢, quando n — +00 e p(t,) € X, para todo n > 1. Como ¢(t,) € w(p) N2,
pelo Lema 2.2.3, w(p) intersecta ¥, em um tnico ponto, o que implica que a sequéncia
{¢(t,)} é constante e p(t,) — ¢ para todo n > 1. Logo v é uma orbita periddica.

Agora mostremos que v = w(p). Como w(p) é conexo e ndo vazio, basta mostrar que

o conjunto 7 é fechado e aberto em w(p).

e 7 é fechado, pois é a imagem por uma funcao continua de um intervalo fechado e

limitado.

e v & aberto, para isso vamos mostrar que abertos de v induzidos de R? coincidem

com aberto de w(p) induzidos de R?.

Seja p € v e V; uma vizinhanga tubular aberta de p. Mostremos que V; Ny =
Ve Nw(p).

Como v C w(p) entdo V; Ny C Vz Nw(p). Suponha que exista ¢ € V; Nw(p), mas
q ¢ V;N~. Em particular ¢ ¢ 7. Podemos usar o Teorema do Fluxo Tubular para
encontrar um ponto ¢(7(q),q) = ¢ € X; NV;. Como ¢ ¢ 7, entdo ¢ ¢ 7. Com
isso ¢ # p sdo pontos distintos de w(p) em Xj;, o que contradiz o Lema 2.2.3. Logo

Vs Ny =V;Nw(p). Portanto v é aberto em w(p), o que implica w(p) = 7.

Agora demonstraremos o Teorema de Poincaré-Bendixson.

Demonstracao.

(a) Se w(p) contém apenas pontos regulares e ¢ € w(p), entdo a orbita v, C w(p). Sendo
w(p) compacto resulta que w(y,) # . Decorre imediatamente do Lema 2.2.4 que

w(p) = 7, € uma orbita periddica.
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(b) Se w(p) contiver pontos regulares e singulares e seja ¢ ¢ um ponto regular de w(p)
e 7, C w(p), pelo Lema 2.2.4, a(v,) e w(y,) nao pode conter pontos regulares,
pois neste caso w(p) seria um o6rbita periédica e ndo conteria pontos singulares.
Logo a(v,) e w(v,) contém apenas pontos singulares. Por hipotese, o nimero de
singularidades do campo X ¢ finito, assim a(7,) e w(7,) sdo conjuntos discretos e

conexos. Portanto, a(7,) e w(v,) consistem de um tnico ponto singular.

(c) Se w(p) esta contido no conjunto pontos de singularidades de X e como o nimero
de singulares de X ¢é finito, entdo w(p) é um conjunto discreto e conexo. Logo w(p)

consiste de uma tnica singularidade de X.



Capitulo 3

O Teorema de Poincaré-Bendixson para

campos vetoriais continuos no plano

Neste capitulo apresentaremos os resultados basicos da Teoria Qualitativa das Equa-
coes Diferenciais Ordinérias em campos vetoriais continuos no R". Assim como, enunciare-
mos e demonstraremos o Teorema de Poincaré-Bendixson para campos vetoriais continuos
no plano, resultado este pouco encontrado na literatura. Os resultados desta se¢ao foram
embasados na referéncia [6].

Neste cenario usaremos alguns fatos que diferem daqueles que usamos para a teoria de
campos vetoriais suaves. Neste contexto a unidade de solu¢ao nao é garantida. Também
nao temos o Teorema do Fluxo Tubular, mas apresentaremos um forma alternativa de

substitui-lo.

3.1 Conceitos basicos para campos vetoriais continuos

no R"

Seja U um subconjunto aberto do espago euclidiano R". Um campo vetorial continuo
em U é uma aplicacdo X : U C R" — R" continua. Ao campo vetorial X associamos a
equacao diferencial

' = X(x). (3.1)
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A equagao diferencial (3.1) é chamada de auténoma, pois ela é independente da variavel

temporal t.

Defini¢ao 3.1.1. Uma solug¢do para o sistema (3.1) é uma aplicagio diferencidvel ¢ :

I — U (I intervalo de R) tal que

%20 = X(e(0) (3.)

para todo t € R. FEstas solugcoes sao chamadas de curvas integrais de X da equacao

diferencial (3.1).

Para campo vetorial continuo nao é garantida a unicidade de solugoes, mas como visto
no Capitulo 1 o Toerema de Peano garante a existéncia de solucoes.

O teorema a seguir nos diz que o intervalo maximal de existéncia de uma curva integral
de um campo vetorial continuo X é aberto e se —oo < 77 <t < 71T < 400, a imagem da

curva integral saird de qualquer subconjunto compacto do dominio do campo X.

Teorema 3.1.1. Sejam X : U C R" — R" wm campo vetorial continuo e ¢ uma
curva integral de X definida em algum intervalo. Entao ¢ pode ser continuada (como
curva integral) até um intervalo aberto mazimal. Além disso, se (17,77 for o intervalo
mazimal de existéncia de ¢ e 7T < 400 (respectivamente T~ > —00), entio ¢(t) tenderd
a fronteira de U quando t — 7" (respectivamente t —s 7 ), isto €, para todo compacto
K C U,existira um ¢ = ¢(K) > 0 tal que se t € [tt —e,7") (receptivamente t €
(17,7 +¢]), entao ¢(t) ¢ K

A demonstragao deste teorema pode ser vista em [6, p. 12].

Teorema 3.1.2. Seja { X, }nen um sequéncia de campos vetoriais continuos definidos no
aberto U C R" tal que X, — X, uniformemente, quando n — 0o, em subconjuntos
compactos de U. Para cada n € N, seja o, : (1, ,7.7) — U uma curva integral mdzima
de X,, passando por p, € U. Suponhamos que p, — p € U quando n — oo. FEntao

existe uma curva integral mdzima o(7~,7) — U de X passando por p e uma sequéncia

de inteiros positivos {ng tren satisfazendo

p(t) = lim oy, (1) (3.3)
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onde o limite vale uniformemente em intervalos compactos de (17, 77).

A demonstracao deste teorema pode ser vista em [6, p. 14].

Seja X : U C R" — R" um campo vetorial continuo. Pelo Teorema de Peano e
Teorema 3.1.1, para cada ponto p € U, existe um curva integral ¢, : [, — U de X
definida em algum intervalo maximal aberto I, que depende tanto da curva integral ¢,
como do ponto de partida p.

A imagem da curva integral ¢, é o conjunto v, = {¢,(t) : t € I,} a qual chamamos
de trajetdria ou orbita de X passando por p definida em I,. A definicao de semidrbita
positiva e a semiorbita negativa de X passando por p é a mesma dada na Defini¢ao 2.1.2.

Como a unicidade de trajetorias para campos vetoriais continuos nao é garantida,
entao elas podem se auto-intersectar ou se intersectar mutuamente. Se uma trajetoria se
auto-intersectar, entao ela naturalmente contera uma orbita periddica.

Na demonstragao do Teorema de Poincaré-Bendixson para campos vetoriais suaves no
plano usamos fortemente o fato da o6rbita nao se auto-intersectar; isto ocorre devido a
unidade de solucoes para campos vetoriais suaves. Como para campos vetoriais continuos
a unicidade nao é garantida, entdo definimos o conceito de uma o6rbita injetiva para
campos vetoriais continuos. Este conceito que serd usada na demonstracao do Teorema

de Poincaré-Bendixson para campos continuos.
Definicao 3.1.2. Uma trajetoria que nao se auto-intersecta serd dita injetiva.

Um ponto singular e uma trajetoria periddica sao exemplos de trajetorias nao injetiva.

3.2 O Teorema de Poincaré-Bendixson

Nesta se¢ao, enunciaremos e demonstraremos o Teorema de Poincaré-Bendixson para
campos vetoriais continuos no plano.

Seja U um subconjunto aberto do R" e X : U — R" um campo vetorial continuo.
Dada uma orbita v de X definida no intervalo maximal I, = (77 (), 77 (7)). Se 77 () =

~+00, define-se o conjunto

w(y)={qeU:3{t,} com t, — 400 e p(t,) — ¢, quando n — +00}.
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Analogamente, se 7~ () = —o0, define-se o conjunto
a(y)={qeU:3{t,} com t, — —o0 e p(t,) — ¢, quando n — +00}.

Os conjuntos w(y) e a(y) sdo chamados, respectivamente, de conjunto w-limite e
conjunto a-limite de 7.

O conjunto w-limite (respectivamente a-limite) de uma orbita v de X também serd
chamado de conjunto w-limite da semiorbita positiva 4" C ~ (respectivamente conjunto

a-limite da semiorbita negativa v~ C ) e serd denotado por w(y") (respectivamente
a(y7)).

Teorema 3.2.1. Sejam X : U C R" — R™ um campo vetorial continuo e v = {¢(t) :
t > 0} uma semidrbita positiva de X. Entdo w(y") € fechado. Se vt estiver contida num
")

subcongunto compacto de U, entdo w(y") € nao vazio, compacto e conexo.

A demonstracao deste teorema é analoga a demonstracao do Teorema 2.1.1 e também
pode ser vista na referéncia |6, p.145].

Note que, o Teorema 3.2.1 difere do Teorema 2.1.1 apenas pela questao do conjunto
w(7) nao ser invariante. Fato este que, ocorre devido a ndo unicidade de trajetorias para
campos vetoriais continuos. Mas, o seguinte teorema nos da um certo tipo de "invarian-

cia"para o conjunto w(7y).

Teorema 3.2.2. Sejam X : U C R" — R™ um campo vetorial continuo e v© = {p(t) :

t > 0} uma semidrbita positiva de X. Se p € w(y"), entdo X terd pelo menos uma
orbita 7y, passando por p satisfazendo vy, C w(y"). Além disso, se v" estiver contida num

subconjunto compacto de U, entdo vy, estard definida em (—o00,00) e [y, Ua(v,) Uw(v,)] C
w(y").
A demonstracao deste teorema pode ser vista na referéncia |6, p.145|.

Coroléario 3.2.1. Nas condi¢oes do Teorema 3.2.2, se w(y"1) consistir de um wnico ponto

p € U, entao p serd um ponto singular singular de X e tli::Ln () = p.
—+00

No que segue, vamos supor U um subconjunto aberto do R? e X um campo vetorial

continuo em U.
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Definicdo 3.2.1. Sejam U C R? aberto, X : U — R? um campo vetorial continuo, em

U e ACR aberto. Uma fungao

f: A — U

a — f(a)

de classse C", r > 1, em A é chamada de segao transversal local de X (de classe C")
quando para todo a € A, Df(a)(R) e X(f(a)) geram o espago R?. Seja ¥ = f(A) munido
da topologia induzida por U. Se f: A — 3 € um homeomorfismo, entao ¥ € uma secdo

transversal de X.

Como consequéncia da definicao anterior todo ponto da secao transversal ¥ é regular
e X nao ¢é tangente a qualquer orbita que o intersecta. E ainda, se p € U for um ponto
regular de X, entao existird um segmento transversal passando por p.

Note que, devido ao fato de X ser conexo e da continuidade do campo X, as trajetorias
de X cruzam a secao transversal ¥ sempre no mesmo sentido, digamos, da esquerda para
a direita (veja Figura 3.1). Caso contrario, como X é continuo existiria pelo menos um
ponto z € ¥ com X(z) =0, ou X(z) teria a mesma direcao do vetor tangente a ¥ e com

isso ¥ nao seria um secao transversal.

Figura 3.1: Trajetorias cruzando X.

Para campos vetoriais continuos ndo temos o Teorema do Fluxo Tubular (Teorema
1.2.1). Assim, o seguinte lema é uma forma de substitui-lo neste ambiente. Tal resultado

pode ser verificado na demonstracao do Teorema 4.1 de [6, p. 152].

Lema 3.2.1. Seja X : U — R? um campo vetorial continuo, temos:
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(a) Seja X uma secao transversal passando por um ponto p € U. Entao existem ¢ > 0
e uma vizinhanca V de p em R? tais que todas as trajetorias de X passando por

pontos de V' estao definidas em [—e, €] e intersectam X wma unica vez para |t| < e.

(b) Um arco de trajetoria fechado e limitado de X intersecta uma se¢do transversal no

mdzximo em um numero finito de pontos.
Demonstracao.

(a) Usaremos a aproximacao linear da solugao na demonstracao. Seja § > 0 arbitrario,
p € U e X uma secao transversal passando por p. Tome uma vizinhanca V' de p, tal
que V €V, pelo Corolario 1.1.1, existe um ¢ > 0 de forma que todas as trajetorias

v, de X passando por ¢ € V estejam definidas em [—¢, ].
Seja 7, uma trajetéria de X por p e r(t) = p +tX(p), como

|op(t) — (p+tX(p))|

lim = 0.
t—0 |t|
Se
t) — tX
[2lt) = (0 + LX) _ 5
|t]
entao

op(t) — (p+tX(p))| < [t]6.

Seja agora 7, uma trajetéria de X passando por ¢ € V e r(t) = ¢ +tX(p). Como ¢

é arbitrario podemos tomar 0 de forma que

lpg(t) — (¢ +tX (p))| < |t]0

para todo t € [—¢,¢].

Logo, para V suficientemente pequena -, intersecta X pelo menos uma vez, como as
trajetorias de X cruzam Y no mesmo sentido 7, intersecta X no méximo uma vez

se t € [—¢,¢].

(b) Segue de (a) que uma trajetoria intersecta ¥ em um conjunto discreto. Assim, para

um arco de trajetoria fechado e limitado segue que o conjunto é finito.
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Teorema 3.2.3 (Teorema de Poincaré-Bendixson). Seja X : U C R* — R? um
campo vetorial continuo e v* = {p(t) : t > 0} uma semidrbita positiva injetiva de X
contida num compacto K C U. Suponha que X possua um nidmero finito de singularidades

em w(y"). Entdo ocorre uma das sequintes alternativas:
(a) w(y") é um érbita periddica;
(b) w(y") € um ponto singular;

(c) w(y") € constituido de pontos singulares {p1, p, ..., pn} € de uma sequéncia (finita ou
infinita) de arcos de drbitas {p(t) : —0o < a_ <t < ay < oo} de X que ndo contém
pontos singulares, mas @(ay) = tlim o(t) (respectivamente p(a_) = tlim ©(t))

— 04 ——

existe e pertence ao conjunto {p1,pa,...,Dn}-

Observacao 3.2.1. Como a notagcao do Teorema 3.2.3, quando as condigoes iniciais
determinam solugoes inicas de X, entGo a_ = —00 € ay = 00, pois pi(t) = px € a tnica

solucao de X passando pelo ponto singular py.

Antes da demonstracao do teorema apresentaremos alguns resultados que facilitarao

a demonstracao do teorema.

Lema 3.2.2. Seja v4 = {¢(t) : t > 0} uma semidrbita positiva injetiva de um campo
vetorial continuo X : U C R? — R? e seja ¥ uma sec¢do transversal a X. Se vt N # @,

entiao v' intersectard X em uma sequéncia estritamente mondtona.

A demonstracao deste lema é andloga a feita no Lema 2.2.2, pois a semiorbita injetiva

nao se auto intersecta e nao reverte o sentido sobre X, pelo Lema 3.2.1.

Lema 3.2.3. Seja X : U C R* — R? e considere v, = {p(t) : t > 0} uma semidrbita
positiva injetiva de X contida num compacto K C U. FEntao uma se¢cao transversal X
intersecta w(vyy), no mdzimo, em um ponto.

)N X um ponto regular. Sabemos que w(y")

Demonstracao. Seja p € w(y é compacto,

assim pelo Lema 3.2.1 (b) w(y") intersecta 3 em um ntimero finito de pontos e do lema
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anterior 7 intersecta X em um sequéncia monétona. Logo conjunto de pontos de v em
¥ tem no maximo um ponto de acumulagdo. Dai w(y") N Y s6 poderd conter o ponto p

e o resultado segue. ]

Lema 3.2.4. Seja X : U C R* — R? e considere v = {¢(t) : t > 0} uma semidrbita
positiva injetiva de X contida num compacto K C U. Se w(y") contiver somente pontos

requlares, entdo w(y") serd uma orbita periddica.

Demonstracdo. Seja p € w(y") um ponto regular. Pelo Teorema 3.2.2, existe um orbita
7, de X passando por p, definida em R e satisfazendo 7, € w(y"). Além disso, w(y,) C
w(y), pois v esta contida num compacto K.

Note que pelo Teorema 3.2.1 w(v,) # &, pois w(y") & compacto. Seja ¢ € w(7y,),
entdo ¢ é um ponto regular, pois w(y") s6 contém pontos regulares. Considere uma segio
transversal >, passando por g.

Como ¢ € w(y,) C w(y"), entdo a orbita v, intersecta ¥, em infinitos pontos, estes
pontos que juntamente com ¢, pertencem a w(y"). Mas, pelo Lema 3.2.3 w(y") intersecta
¥4, Do maximo, em um ponto; logo estes pontos coincidem. Assim, existem ntmeros
positivos t; < ty tais que ¢ = ¢,(t1) = @p(t2). Dessa forma, X possui uma o6rbita
periddica 4 de periodo T =ty — t;, tal que P(t) = ¢,(t) para t € [t1,t2]. Como ¢, nao é
constante em nenhum intervalo (caso fosse seria um ponto singular), podemos supor que
@(ty) # @(t) para 0 <ty <t < 7.

) =3

e Afirmagao: w(y") = 7.

De fato, ja sabemos que ¥ C w(y™"), devemos mostrar que w(y") C 4. Suponha por

contradicao que w(y")\y # @. Como 7 C w(y™) *) & conexo, entao w(y")\7 tem

e w(y
um ponto de acumulagdo p € 7. Seja Xj; uma secao transversal passando por p. Como
toda vizinhanga de p contém pontos de w(y*)\7, pelo Teorema 3.2.2 existe um ponto
p« € w(y")\J e uma orbita 7,, C w(y") passando por p., definida em R, tal que ~,,
intersecta >;. Pelo Lema 3.2.3 o ponto de intersegao ¢é p.

Seja t o tempo tal que ¢, (t) = p e ¢,.(0) = p.. Considere o conjunto A = {t €
0,%] : ¢p.(t) € 4}. Como o conjunto A é fechado, existe um tempo minimo 7 € A, tal

que 0 <n <t
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Tome € > 0, assim 0 <n—ec <n <t Sejas=n—¢,comos¢& Ae p, (s)éum ponto
regular, existe uma secao transversal ¥, passando por ¢,,(s) que intersecta ¥ e 7,, em
dois pontos distintos (ver Figura 3.2). Assim, temos uma contradi¢do com o Lema 3.2.3.

Portanto w(y") = 7.

Figura 3.2: As secOes transversais >, e ;.

Corolario 3.2.2. Seja X : U C R* — R? e considere v, = {¢(t) : t > 0} uma semidrbita
positiva injetiva de X contida num compacto K C U. Se existir um trajetoria periodica

5 em w(y") consistindo somente de pontos requlares, entio w(y") = 7.
Demonstracao. Segue da afirmacao na demonstragao do teorema anterior. |

Corolario 3.2.3. Seja v um semidrbita positiva injetiva de um campo vetorial continuo
X :UCR? = R? esejapcw(yh) um ponto regular. Entdo existe uma vizinhanca V de

p em U tal que X possui um tunica drbita passando por p em w(y") NV,

Demonstragdo. Suponha p € w(y") NV e que exista duas orbitas distintas passando
por p € em w(y"). Seja ¥ uma secido transversal passando por p. Assim como feito
na demonstracao do teorema anterior uma pequena translacao em Y em um direcao
conveniente, ¢ uma secao transversal que intersecta ambas as 6rbitas passando por p em

pontos distintos em w(y"). Contradizendo o Lema 3.2.3. |
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Agora demonstraremos o Teorema de Poincaré-Bendixson (Teorema 3.2.3).

Demonstragdo. Se w(y™) contiver somente pontos regulares, entao pelo Lema 3.2.4 w(y™)

é uma orbita periodica.
)

Se w(y") nao contiver pontos regulares, entao w(y") contém somente pontos singula-

res, como X tem um niimero finito de pontos singulares em w(y") e w(y*) é um conjunto
")

conexo e discreto, temos que w(y") é um ponto singular.

Suponhamos agora que w(y") contenha pontos regulares e singulares. Pelo Teorema
)

3.2.2, para cada ponto regular p em w(y"), existe um 6rbita vy, de X passando por p

definida em R e satisfazendo 7, C w(y"). Prosseguindo, temos a seguinte afirmagcao:

e 7, contém arcos de orbitas {p(t) : —oo < a_ <t < ay < oo} de X que ndo contém
pontos singulares, mas ¢(ay) = tlim @(t) (respectivamente @(a_) = tlim (1))
—04 —

existe e pertence ao conjunto {pi, pa,...,Pn}-

Para demonstrar isto, iremos considerar somente a semidrbita positiva 7; C Yp, POIS

para a semiorbita negativa v, C 7, o argumento ¢ andlogo. Dai, podemos afirmar que:

e Para todo t > 0, t = a4, ¢,(ay) é um ponto singular para um tempo finito ou

infinito, ou seja, a; < 00 ou oy = 0.

De fato. Se ’y; s6 contém pontos regulares, procedendo como na demonstracao do
Lema 3.2.4 ’y;r contém um 6rbita periodica 7. Entao pelo Corolario 3.2.2, ¥ = w(y™"),
)

o que é uma contradicdo, pois por hipotese w(y™) contém pontos regulares e singulares.

Logo, 7; contém pontos singulares ou w(vj) consiste de pontos singulares, e como ele é
conexo, entdo w(7y,) ¢ um ponto singular.

Agora mostraremos que o conjunto dos arcos de 6rbitas contidos em w(y*) é enume-
ravel. Afirmamos que existe uma tnica ;" C w(y4) tal que v (ay) ¢ um singularidade.
De fato, caso exista uma outra orbita ”y; passando por p, entao pelos mesmos argumentos
usado na demonstracao do Lema 3.2.4 uma pequena translacao na secao transversal X

passando por p seria uma outra secao transversal intersectando %‘f e 7;{ em dois pontos

distintos. O que ¢ uma contradicao.
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Como 7" é injetiva e o nimero de singularidades em X ¢ finito, entdo existe um tempo
T tal que se t > T, onde (t) nao é ponto singular. Assim 4" nao contém nenhum dos
pontos singulares {p1, pa, ..., pn}. Além disso, se p € w(y™) for um ponto regular e ¥ uma
segao transversal passando por p, entdao ¢(t) # p para todo t > 0, pois 7" = {p(t) : t > 0}
intersecta ¥ em uma sequéncia monotona de pontos que tende a p, ou seja, o(t,) — p
quando n — co. Dessa forma v nao intersecta nenhum desses arcos contido em w(y"),
ou seja, v e w(y") nao tém pontos em comum.

Suponhamos por contradicdao, que o conjunto dos arcos de trajetérias contidos em
w(y") nao seja enumeravel. Como X tem um nimero finito de singularidades em w(y*),
entao existe um subconjunto nao enumeravel destes arcos que unem dois pontos singulares
p1 € po. A unido de qualquer um ou dois destes arcos forma um curva de Jordan. Como
existe no maximo um conjunto enumeravel de curvas de Jordan com pares de interiores
disjuntos. Entao existem uma curva de Jordan J formadas pelos arcos de orbitas J; e
Ja, tal que no interior de J existe um arco de orbita J, ligando p; e pe (veja Figura 3.3).
O que é uma contradicio, pois v nfo intersecta nem J; e nem .J,, assim nio ocorre a

Figura 3.3. Portanto, o conjunto dos arcos de orbitas contidos em w(y") é enumeravel.

V41 P2
J

Figura 3.3: Curva de Jordan J.

Teorema 3.2.4. Sejam X : U C R* — R? um campo vetorial continuo e v© = {p(t) :
t > 0} wma semidrbita positiva de X contida num conjunto compacto K C U. Entdo

w(y ™) contém uma drbita periddica ou um ponto singular.

Demonstragdo. Suponha que w(y") nao contenha pontos singulares. Seja p € w(y"), pelo
Teorema 3.2.2, existe um orbita v, de X passando por p, definida em R e satisfazendo

7 C w(y") e como 7' estd contida num compacto, temos ainda, w(v,) C w(y"). Se 7,
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for uma orbita injetiva, entdo w(7,) € uma orbita periodica 7, pelo Lema 3.2.4. Se v, nao
for injetiva, temos ¢,(t1) = ¢,(t2) para nimeros reis positivos t; < t,, entdo 7, contera
um orbita periodica 7 tal que @(t) = ¢,(t) para t € [t1,t2]. Logo em ambos os casos,

w(y") contera uma orbita periodica 7. |

Teorema 3.2.5. Sejam X : U C R? — R? um campo vetorial continuo e v uma orbita
periodica de X que nao contém pontos singulares. Se o interior de v estiver contido em

U, entao existird um ponto singular de X no interior de .

A demonstracao deste teorema pode ser vista em [6, p.151].



Capitulo 4

Campos vetorials suaves por partes

Campos vetoriais suaves por partes tornaram-se uma classe de sistemas comuns em
modelagem de problemas de Matemaética, Fisica ou Engenharia. Muitos autores contri-
buiram para o estudo de campos de vetores suaves por partes, principalmente Filippov.

Na primeira secao deste capitulo apresentaremos a teoria bésica de campos vetoriais
suaves por partes utilizando a convengao de Filippov que pode ser verificada em [4]. Na
segunda seg¢ao apresentaremos e demonstraremos um dos objetivos principais do trabalho
que é uma versao do Teorema de Poincaré-Bendizson para campos vetoriais suaves por
partes embasado na referéncia [1]. E na terceira secao apresentaremos um exemplo de
conjunto minimal nao trivial, onde é permitindo movimento de deslize no campo vetorial.

Neste capitulo utilizaremos a notagao I' para representar uma trajetoria global de um

campo vetorial.

4.1 Conceitos basicos

Seja V' C R? um conjunto aberto contendo a origem. Consideramos um subvariedade
de codimensdo 1, S de R* dado por S = f~*(0), onde f : V — R é um funcio suave
tendo 0 € R como um valor regular, ou seja, V f(p) # 0, para todo p € f~'(0). Chamamos

S a curva de separacao que divide o aberto V' em duas regioes
St={qgeV:f(q)>0teS ={qgeV: flg) <O}

36
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Assumimos que f(z,y) =y em uma vizinhanga proximo da origem.
Seja y o espaco do vetores C*, k> 1, em V C R? e Q 0 espaco dos campos de vetores

Z :V — R% Um campo de vetores suaves por partes é definido da seguinte forma:

2(q) = X(q), se f(q) € S_* 1)
Y(q), se f(qg) €S

onde, X = (X1, X,),Y = (Y1,Y2) € x.

As trajetorias de Z sao solugoes de ¢ = Z(¢) e Z é multi-valorado em pontos de S.
Para investigar a dinamica global do sistema (4.1) é essencial estudar o comportamento
qualitativo dos subsistemas determinados pelos campos de vetores X, Y e a dinamica
definida na regiao de descontinuidade S.

Considere a derivada de Lie X f(p) = (Vf(p), X(p)) e X'f(p) = (VX" f(p), X (p)),
i > 2. Onde (-,-) denota o produto interno usual em R?. Nés distinguimos no conjunto

S as seguintes regides de descontinuidades,
(i) S°C S éa regiao de costura se (X f(p))(Y f(p)) > 0 em S Ver Figura 4.1.
(ii) S° C S ¢é a regigo de escape se (X f(p)) >0e (Y f(p)) <0 em S° Ver Figura 4.2

(iii) S? C S ¢ a regido de deslize se (X f(0)) <0e (Y f(0)) >0 em S Ver Figura 4.3.

LLLL NN
W\

Figura 4.1: Regioes de costura.

Note que na regiao de costura temos,

(Xf()Yf(p)>0 = Xf(p)>0eYf(p)>0ouXf(p)<0eYf(p) <0
= (X(),Vf(p))>0e(Y(p),Vf(p))>0ou
(X(p), V() <0e(Y(p),VF(p) <0
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Figura 4.3: Regiao de deslize.

Sabemos que (X (p), Vf(p)) = |X(p)||[Vf(p)|cos (6 ¢ angulo entre os vetores X f(p)
e Vf(p)), ou seja, quem determina o sinal do produto interno entre os vetores é o cos-
seno do angulo formado por eles. Logo, se (X (p),Vf(p)) > 0, entdo 0 < 6 < g e se
(X(p),Vf(p) < 0, entao g < 6 < 7. Analogamente, vemos que o mesmo vale para o
angulo entre os vetores Y f(p) e V f(p).

Na regiao de escape temos,

Xf(p)>0eYf(p)<0 = (X(p),Vf(p)>0e(Y(p),Vfp) <0

assim, para os vetores X(p) e Vf(p) temos que 0 < 6 < g e para os vetores Y f(p) e
V f(p) temos que g < 6§ < 7. E caso contrario, teremos uma regiao de deslize.

O campo vetorial deslizante ou campo de Filippov associado a S € 2 é o campo do
vetor Z° tangente a S¢ e definido em ¢ € S por Z°(q) = m — ¢, sendo m um ponto do
segmento unindo ¢ + X (q) e ¢ + Y(q) tal que m — ¢ é tangente a S? (veja Figura 4.4).
Uma vez que ¢ € S%, entdo ¢ € S° para —Z e entdo podemos definir um campo vetorial
de escape em S¢ associado a Z para Z° = —(—Z)*. No que segue usaremos a notaciao Z°

para ambos 0s casos.

Definicao 4.1.1. Um ponto que q € S é chamado de S-reqular se (X f(q))(Y f(q)) > 0
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Sd
Figura 4.4: Campo deslizante.

ou (Xf(@)(Yf(q) <0 eZ%4¢q)#0. Caso contrdrio, é chamado de S-singular.

Definicao 4.1.2. Um ponto q € S tal que ZS(q) =0 € chamado de pseudo-equilibrio de
Z.

Definigao 4.1.3. Um ponto q € S tal que (X f(¢q))(Y f(q)) = 0 é chamado uma singula-
ridade tangencial ou ponto de tangéncia (q é um ponto tangéncia entre as trajetorias de

X e/ouY com S). O conjunto das singularidades tangenciais é denotado por S*.

Definicao 4.1.4. Seja W € v, dizemos que um inteiro positivo r € a ordem de contato da

trajetoria Ty, de W com S em p se W¥f(p) = 0, para todo k =0,....r —1 e W' f(p) # 0.

Defini¢ao 4.1.5. Seja W = X (respectivamente Y) dizemos que p € S € tangéncia
invisivel se a ordem de contato r de T'x (respectivamente Uy ) passando por p for par e
X"f(p) < 0 (respectivamente Y f(p) > 0). Por outro lado, dizemos que p € S € uma
tangéncia visivel se a ordem de contato r de I'x (respectivamente I'y ) passando por p for

par e X" f(p) > 0 (respectivamente Y f(p) < 0).

Em outras palavras se houver uma 6rbita do campo vetorial X (ou Y') atingindo p em
um tempo finito, entao essa tangéncia é chamada de tangéncia visivel para X (respecti-

vamente Y'). Caso contrario, chamamos uma tangéncia invisivel para X (respectivamente

Y).

Definicao 4.1.6. Uma singularidade tangencial p € S* € singular se p é uma tangéncia
invisivel para ambos X e Y. Por oulro lado, uma singularidade tangencial p € S* ¢

regular se nao for singular.



40

n

TIITT T

N

0

D

(6]

AN
>

(2 (h) ()

Figura 4.6: Casos onde ocorre tangéncia singular.

Observacao 4.1.1. Seja p em S e I'x (respectivamente I'y ) a trajetoria de X passando
por p. Considere V,, =V, U{p}UV,", onde V,- ={z e S:x<p}eV, ={zreS:2>p}
(> ou < de acordo a orientagio em S). Sejam a soma da ordem de contato das trajetdrias
I'x ey com S em p. E possivel dar wma caracterizacio do comportamento de Z €

em um vizinhanga de V), de p em termos de m.

De fato, se m ¢ impar, entao V- C S e V;f C S%U S¢ (ou vice-versa, dependendo da
orientacdo). Veja a Figura 4.5 | itens (a), (b), (f) e (g). Por outro se m é par temos trés

casos:
(i) V,\{p} esta contido em S, veja a Figura 4.6 e Figura 4.5, item (d);

(ii) V,\{p} esta contido em S¢ ou S¢ veja a Figura 4.5, itens (c), (h) e (i).
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(iii) V, C St e V.7 C 5¢ ou vice-versa, veja a Figura 4.5, item (e).
Definigao 4.1.7. Se W ¢é um campo de vetor, denotamos seus fluzos por pw (t,p). Assim,

%ww(t,p) = W(ewl(t,p)),
ow(to,p) = D

ondet € I = I(p,W) C R € o intervalo no qual a trajetdria passando por p € V estd
definida.

Definigao 4.1.8. A trajetdria local ¢z (t, p) para um campo de vetor suave por parte dado

por (4.1) é definida como:

(a) Parap e ST\S oup € S\S a trajetdria é dada por z(t, p) = ox(t,p) ou pz(t,p) =

vy (t,p), respectivamente, onde t € 1.

(b) Para p € S¢ tal que Xf(p) > 0 e Y f(p) > 0 e tomando o tempo t = ty em p, a
trajetoria € definida como @z(t,p) = @y(t,p) parat € IN{t < to} e pz(t,p) =
ox(t,p) parat € IN{t > to}. Para o caso X f(p) <0 e Y f(p) <0 a definicao é

andloga revertendo o tempo.

(c) Parap € S° e tomando o tempo t =ty em p, a trajetdria é definida como pz(t,p) =

wzs(t,p) set € IN{t <ty} e pz(t,p) é também @x(t,p) ou oy (t,p) ou pz.(t,p)

set e IN{t>ty}. Para o casop € S o definicio é andloga revertendo o tempo.

(d) Para p um ponto de tangéncia reqular e tomando o tempo t =ty em p, a trajetéria

é definida com ¢z(t,p) = ¢i(t,p) se t € IN{t < to} e pz(t,p) = pa(t,p) se
teIn{t>ty}, onde cada @1, p3 0u € x ou Yy 0U Pys.

(e) Para p um ponto de tangéncia singular a trajetoria é definida como ¢z = p para todo

teR.

Observacao 4.1.2. Note que, se p € S°U S ou p € uma tangéncia reqular a trajetoria

de Z passando por p pode ser ser escolhida de vdrias maneiras distintas.
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Definig¢ao 4.1.9. Uma trajetoria global T z(t,po) de Z € Q passando por p é a unido
Pz(t,po) = | J{vlt.p) 1t <t < tiga}
i€z
de trajetorias locais preservando a orientagdo v;(t,p;) e satisfazendo ~;(ti,p;) = p; e

Yi(tiv1, Pi) = Dit1-

Definicao 4.1.10. Uma trajetdria mdzima U, (t, po) € uma trajetdria global que nao pode
ser estendida a nenhuma outra trajetoria global unindo-se a trajetorias locais, ou seja,
se fz € uma trajetoria global contendo I'; entao fz = I'y. Neste caso, chamamos I =
(77 (po), 7" (po)) o intervalo mdzimo das solugées T'z, onde

7 (po) = lim &; e 77 (po) = lim ¢;.

——00 i——+00

Uma trajetéria méxima é uma trajetoria méaxima positiva (respectivamente negativa)
se 1 € N (respectivamente —i € N).

Note que o intervalo méximo de solu¢oes ndo pode cobrir o intervalo (—oo, +00), ou
(

seja, 77 (po) pode ser valores finitos.

Definigao 4.1.11. Dado T'(t,py) uma trajetéria mdzima. Se 7+ (py) = +oo (respectiva-

mente T~ (pg) = —o0) 0 conjunto:

(a) w(Tz(t,po)) ={q €V :3H{t,} satisfazendo T z(t,, po) — q com t, — 71 (po) quando n —

+00} € chamado conjunto w-limite de I'z(t, po).

(b) a(l'z(t,po)) ={q €V : Ht,} satisfazendo Qz(t,,po) — q com t,, — 7 (po) quando n —

—o0} € chamado conjunto a-limite de T'z(t, po).

(c) O conjunto w-limite (respectivamente a-limite) de um ponto p € a unido de conjuntos

w-limite (respectivamente a-limite) de trajetoria mdzima passando por p.

Exemplo 4.1.1. Considere a Figura 4.7. Observe que a 6rbita maxima que passa por
g € S nao é necessariamente tnica. De fato, note que ¢ € S¢, assim de acordo a Definicao
4.1.8 (c), a trajetoria local positiva de um ponto ¢ € S° pode ser obtida de trés formas,

ou seja, pz(t,q) pode ser igual a px(t,q), ¢y (t,q) ou pyzs(t,q), para um tempo t > to, to
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em ¢, assim ela pode oferecer trés caminhos distintos, a saber, I';, I'y e I'3. Claramente
o Teorema de Existéncia e Unicidade nao ¢ valido para o cenario de campos de vetores
suaves por partes. Além disso, o conjunto w-limite de I';, 7 = 1, 2, 3 &, respectivamente, um
foco, uma pseudo-equilibrio e um ciclo limite e, consequentemente, o conjunto w-limite do
ponto ¢, sendo a uniao desses objetos, nao é um conjunto conexo. Este fato nao é previsto
na teoria classica de campos vetoriais suaves. Note que se t < ty, entao a trajetoéria local
¢ dada por ¢zs(t,p), assim a orbita maxima I' ¢ tunica e conjunto o(I') = a(g) é um

conjunto conexo composto pelo pseudo-equilibrio p.

p q FQ

Figura 4.7: Nao unicidade de érbita passando por um ponto.

Definigao 4.1.12. Considere Z = (X,Y) € Q. Uma drbita mdzima fechada A é um:

(a) Pseudo-ciclo se ANS # & e nao contém nenhum equilibrio ou pseudo-equilibrio (ver

Figura 4.8);

(b) Pseudo-grifico se ANS # & e € a unido de equilibrio, pseudo-equilibrio e arcos de

orbitas de Z juntando esses pontos (ver Figura 4.9).

AN
N

Figura 4.8: Algumas possibilidades de pseudo-ciclo.

//
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NS

Figura 4.9: Algumas possibilidades de pseudo-grafico.

Definigao 4.1.13. Dois campos de vetores suaves por partes 7 = (X,Y) e 7 = ()?,}7)
pertencentes a §) definidos em conjuntos abertos U e U e com uma curva de separacao S
sao S-equivalentes se houver um homeomorfismo h : U — U preservando a orientacao
e que leva UNS em Un S, as orbitas de X restrita a U N ST & drbitas de X restrita a
Un ST, e as drbitas de Y restrita a U NS~ & drbitas de Y restrita a UN S,

Observacao 4.1.3. E importante notar que o foco costurado dado na Figura 4.6 pode
ser alcancando em um tempo finito, isto €, Ti(po) é finito nas definicoes anteriores. No
entanto, também existe focos costurados alcancando em tempo infinito. Além disso, ambos

0s focos sao S — equivalentes, entao limite de ambos coincidem.

Observacao 4.1.4. Nem um pseudo-grifico e nem um pseudo-ciclo pode ser alcancado

em tempo finito.

De fato, seja I' = I'(¢, p) um pseudo-ciclo contendo um ponto regular p, com t € Ir.
Suponha que p = T'(0, p). Entao existe um s6 tempo ¢ > 0, tal que o arco de trajetoria y
conectando p a p = I'(¢,p) pertence a I'. Dado uma vizinhanca V., de v, toda trajetoria
convergindo a ' gasta um tempo ¢ € (f — &, + €) em V,, com € um niimero real positivo
suficientemente pequeno. Seja agora uma trajetéria ['; e a sequéncia t,, tal que t,, — oo
e I'1(tn,q) — q € T', quando n — oo, entdo I'; deve retornar a vizinhanga V., para uma

infinidade de tempos. E assim obtemos o resultado. Para um pseudo-grafico é analogo.

Definicao 4.1.14. Um conjunto A C R? € Z-invariante, se para cada p € A e toda

trajetoria mdzima I z(t, p) passando por p se mantém I z(t,p) C A.

Definicdo 4.1.15. Um conjunto M C R? € um conjunto minimal para Z €  se:
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(a) M # @;

(b) M ¢é compacto;

(c) M é Z-invariante;

(d) M nao contém subconjunto proprio satisfazendo (a), (b) e (c).

Um conjunto minimal trivial € um ponto de equilibrio, um pseudo-equilibrio, um érbita

periodica ou um pseudo-ciclo.

Observagao 4.1.5. Observe que o pseudo-ciclo I' no centro da Figura 4.8 € o conjunto
a-limite de todas as trajetorias mdzrimas em uma vizinhanga dele, no entanto, I' nao é Z-
invariante de acordo com a Definicao 4.1.14. Como I' = S, note que todos os pontos de "
pertence a uma regiao de escape, assim para um ponto p € I' e uma trajetoria I'y, temos
que para um tempo t > to, to de p, pela Defini¢ao 4.1.8 (c), a trajetoria T'y(t, p) escapard
de T' e assim T'y(t,p) nao estd contido em I'. Este fato indica um aspecto distinto nao
previsto para a teoria classica sobre campos veloriais suaves, onde a-limite e w-limite sao

conjuntos invariantes.

4.2 0O Teorema de Poincaré-Bendixson

Esta segdo ¢ dedicada a versao do Teorema de Poincaré-Bendixson (Teorema 4.2.1) no
cenario de campos vetoriais suaves por partes, apresentando algumas consideracoes, bem

como sua demonstragao.

Teorema 4.2.1. Seja Z = (X,Y) € Q. Suponha que Z tenha trajetoria mdzima I z(t, p)
cuja trajetdria positiva T} (t,p) esteja contida num conjunto compacto K C V e Z nao
tem movimento de deslize em uma vizinhanca Z-invariante de K. Suponha também que
X eY tém um nidmero finito de pontos criticos em K e um niumero finito de pontos de
tangéncia em S. Entdo o conjunto w-limite w(L'z(t,p)) de U'z(t,p) € um dos sequintes

objetos:

(a) um equilibrio de X ou Y



46

(b) uma drbita periddica de X ou Y
(c) um grifico de X ouY;

(d) um pseudo-ciclo;

(e) um pseudo-grdfico;

(f) uma tangéncia singular.

Como consequéncia do Teorema 4.2.1, ja que a unicidade das orbitas e trajetorias que

passam por um ponto nao é alcancada, temos o seguinte corolario.

Corolario 4.2.1. Seja Z = (X,Y) € Q. Suponha que Z tenha trajetoria mdazima I z(t, p)
cuja trajetdria positiva T} (t,p) esteja contida num conjunto compacto K C V e Z nao
tem movimento de deslize em um vizinhanca Z-invariante de K. Suponha também que
X eY tém um numero finito de pontos criticos em K e um niumero finito de pontos de
tangéncia em S. Entdo o conjunto w-limite w(p) de um ponto p € V € um dos objetos

descritos nos itens (a), (b), (¢), (d), (e) e (f) ou uma unido deles.

O mesmo vale para o conjunto a-limite, revertendo o tempo.

Observe que o Teorema 4.2.1 leva em conta que o campo vetorial suave por partes
nao tem movimentos de deslize em um vizinhanca do conjunto compacto K. Fenémenos
novos e imprevisiveis poderiam ocorrer considerando o movimentos de deslize no conjunto
compacto K. Isso acontece por que nao é possivel garantir a exclusividade das trajetorias
nos pontos de deslize. Isso significa que nao podemos generalizar o Teorema de Poincaré-
Bendixson apresentado no Capitulo 2 sem assumir hipoteses extras. No entanto, no
conjunto K é permitido ter trajetoérias que sao tangentes a curva de separacao, o que as
leva & nao-unicidade em tais pontos. Assim, esse teorema nao considera apenas trajetorias
que cruzam transversalmente a curva de separagao, mas também as que a tangenciam. De
fato, considerando apenas as chegadas transversais, pode-se perceber que as trajetorias
podem nao retornar a curva de separacao, o que significa que elas nao estao confinadas em
um compacto ou se acumulam em algum objeto previsto pela versao cléssica do Teorema

de Poincaré-Bendixson.
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Agora faremos a demonstracao do Teorema 4.2.1, que leva em conta o a versao classica

do Teorema de Poincaré-Bendixson e da transformacao de primeiro retorno de Poincaré.

Demonstracao. Considere p € K C V e Vi um vizinhanca Z-invariante de K. Se existe
um tempo ty > 0 tal que a trajetoria maxima I'z(¢,p) passando por p nao colide com
S para t > ty, entao podemos aplicar o teorema cléssico de Poincaré-Bendixson para
concluir que dos trés casos (a), (b) e (c) ocorre.

Passemos agora a considerar o caso em que existe uma sequéncia {t;};,cy de tempos
positivos, com t; — 71 (py), tal que p; = I'z(t;,p) € S. Note que caso tal sequéncia nao
exista estamos exatamente no caso em que I'z(t,p) ¢ S para t > tg, isto &, ['z(t,p) € ST
ou I'z(t,p) € S, para todo t >ty que ja foi visto no paragrafo anterior.

A hipotese que Z nao tem pontos de deslize em Vi implica que X f(p;)Y f(p;) >0, o
que separa os pontos p; = I'z(¢;, p) nos seguintes conjuntos:

E, ={pi; p; ¢ uma tangéncia singular ou equilibrio de X ou Y'}

T, ={pi; ndo h& ambiguidade na escolha da trajetoria local p; e p; ¢ E,}.

N, ={pi; pi ¢ E, UT,}.

Note que pela Definicao 4.1.8 (e), E, tem no maximo um elemento p; e por hipotese
os pontos de tangéncia é finito, logo N, ¢ finito.

Se E, # @, entao {p} = 'z(t,p) = {p1} = w(p). Satisfazendo os itens (a) e/ou (f).

Caso contrario separamos a prova em dois casos: T, finito e T}, infinito.

Suponha que T}, é finito. Denotamos por n,, e t, o ntimero de elementos dos conjuntos
N, e T, respectivamente. De acordo com a Defini¢do 4.1.8 (d) uma trajetoria maxima
de Z por p; que pertence a N, pode seguir no maximo dois caminhos, pois Z nao tem
movimento de deslize em Vik. Vamos denotar por I';, o arco de I'z(t,p) conectando
dois pontos consecutivos p; € pi+1, © € N. Neste caso existe no maximo 2"? + ¢, arcos
[, de T'z(t,p). Como o tempo t; — 400 e os arcos I',, é finito, entdao em algum

momento as arcos [, intersecta S em algum ponto p;,;, assim existe um subconjunto

T cC{1,2,..,2" +t,} tal que

F:Urj

JET
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contém um Orbita fechada que intersecciona S, ou seja, um pseudo-ciclo contido em
I'z(t,p) e com a propriedade que I'z(t,p) visita cada arco I'; um namero infinitos de
vezes.

No que segue provaremos que w(I'z(t,p)) = I'. De fato, tome q € I', como I'z(t, p) deve
visitar cada arco I'; um nimero infinito de vezes, entdo existe uma sequéncia {t, }nen, tal
que T'z(t,,p) = ¢, quando t,, — +o0, logo T' C w(T'z(¢, p)).

Por outro lado, se o € w(I'z(t,p)), entdo existe uma sequéncia {si}reny em R com
s — T (po), tal que T'z(sp,p) = 71 e xp — xo. Além disso, como I'z(¢,p) também
é composto por um nimero finito de arcos I';,, e I'z(¢, p) ndo possui equilibrio, pois caso
isso ocorresse a trajetoria nao visitaria S infinitas vezes. Existem arcos I'; que contém
infinitos pontos wy, daf existe um subsequéncia {w, }jen de {7x} que visita alguns arcos
['; infinitas vezes. Como I' ¢ compacto a subsequéncia {z},} converge para algum ponto
de I, logo zp € I'. Portanto w(I'z(¢,p)) C T e w(I'z(¢,p)) ¢ um pseudo-ciclo, satisfazendo
o item (d) do teorema.

Agora suponha que T, é infinito. Neste caso, como I'z(¢,p) visita S infinitas vezes,
existe um ponto ¢ € S e uma subsequéncia {Z; }jen da sequéncia {t;};en que por simpli-

cidade chamaremos por {s;} tal que

lim ['(sj,p) =¢q (4.2)

j—+oo

desde que I'}(t,p) C K, K compacto. Note que ¢ € w(T'z(¢,p)) NS # &. Como o campo
vetorial Z nao tem movimento de deslize em Vi, obtemos que {¢} = E, ou ¢ € T}, ou
q € Ng.

Se {¢} = E,, entdo ¢ é uma tangéncia singular ou um ponto de equilibrio de X ou
Y. Se q é uma tangéncia singular, entao X e Y tém um ponto de tangéncia invisivel em
q. Como consequéncia, existe uma sequéncia de tempos {sz} em R com s, — 77 (py),
quando k — +oo tal que I'z(sk,p) € S e I'z(sk,p) = wx, e ainda, z, — ¢. Sendo
assim existe um pequena vizinhanca V, de ¢ tal que toda trajetéria de Z que comeca
em um ponto de V, converge para ¢, pois o limite ¢ tnico. Portanto w(I'z(¢,p)) = {q},
satisfazendo o item (e) do teorema (veja Figura 4.10).

Se ¢ é ponto de equilibrio de X ou Y, entao segue que o w(I'z(¢,p)) = ¢, ou seja, um
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ponto de equilibrio.

Figura 4.10: Caso de tangéncia singular em w(I'z(¢,p)) N S.

Na sequéncia separamos a andlise em dois casos: I'z(¢,q) contém equilibrio ou nao
contém equilibrio.

Considere o caso em que I'z (¢, ¢) ndo contém equilibrio. Se ¢ € N, entdo ¢ é tangéncia
visivel para X e Y. Assim, pela Definicao 4.1.8 ha duas escolhas possiveis para a trajetoria
local positiva de Z passando por ¢, sendo elas a trajetéria de X ou Y e pelo menos uma
delas é tal que esta contida em w(I'z(t, p)). Por continuidade, a trajetoria maxima 'z (¢, q)
que passa por ¢ contida em w(I'z(t,p)) deve retornar a uma vizinhanca V, de ¢ em S,
pois as trajetorias que passam por p e q estao proximas uma da outra.

Afirmamos que I'(t,q) NV, = {q}, ou seja, I'(t,q) é uma trajetoria fechada. De
fato, suponha que a trajetéoria que passa por ¢ nao retorna a g. Seja ¢ o ponto onde
ela retorna. Dai formamos uma curva de Jordan J formada pela unido do arco [g,q]s
de S com o arco [q,q|r,uq de I'z(t,q). Pela unicidade da trajetéria nos campos X e
Y, temos que a trajetoria T4 (t,q) e, consequentemente, T4 (t,p) entra em J e nao sai
intersectando (g, ¢]r, ¢ (ver Figura 4.11); também nao sai intersectando [g, g|s, pois caso
contrario reverteria o sentido do fluxo. Dessa forma, criamos um caixa de fluxo que
preserva a orientagdo contendo as trajetorias Tz (t,q) e Tz(t,p), na qual ndo retorna a
uma vizinhanga de ¢. O que é uma contradi¢ao. Portanto I'z(t, ¢) é fechada, ou seja, um
pseudo-ciclo e w(T'z(t,p)) = T'z(t, q). Satisfazendo o item (d) do teorema.

Se g € T}, entao estd claro que a trajetoria local que passa por ¢ é Gnica e afirmamos

que I'z(g,q) C w(T'z(t,p)), para € > 0, suficientemente pequeno.
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Figura 4.11: Curva de Jordan e vizinhanca de q.

De fato, temos que ¢ € w(I'z(t,p)), entdo existe um sequéncia {t,},en, com t, —>
7 (po), tal que T'z(t,,p) = 2, — ¢, quando n — +o0.

Defina a sequéncia s, = t, + ¢, com s, — 77 (py). Como

FZ(Snup) = FZ<tn + €,p) = Fz(e’f, FZ(tnap))

Segue que, por continuidade de I'z,

lim T'z(e,T7(tn,p)) = Lz(e, lm Tz(tn,p)) =Tz(e,q).

n—-+o0o

Dessa forma, a trajetoria méaxima 'z (¢, ¢) que passa por ¢ esta contida em w(I'z(t, p))
e deve retornar a uma vizinhanga V,, de ¢ em S, pois ¢ € w(I'z(¢,p)), e como a trajetoria
que passa por p deve voltar numa vizinhanca de ¢ infinitas vezes, entao por continuidade a
trajetoria que passa por ¢ também deve retornar numa vizinhanca de g, pois a trajetorias
que passam por p e ¢ estdo proximas uma da outra. E o novamente , pelo argumento da
curva de Jordan usado acima, podemos concluir que w(I'z(¢,p)) = I'z(¢,p) é um pseudo-
ciclo.

O caso restante é quando ['z(t,q) tem equilibrio em X ou Y. Neste caso, para o
ponto regular ¢ € w(I'z(¢,p)) considere a orbita local I'z(t, ) que estd em w(I'z(¢,p)). O
conjunto w(I'z(t, 7) ndo pode ser um o6rbita periodica ou um grafico contido em S ou S~
pois sabemos que ¢ € w(I'z(t,p)) NS e pela expressao (4.2) a orbita I'z(¢, p) deve visitar
qualquer vizinhanca V, infinitas vezes. Assim, a tnica opg¢ao ¢ que w(I'z(t,q)) = {2},
onde z; é um equilibrio de X ou Y, pois de outra forma, pelos argumentos dos paragrafos
anteriores, w(I'z(¢,q)) deve ser um pseudo-ciclo, o que contradiz o fato de I'z(t,q) ter

equilibrio em X ou Y.
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Similarmente, o conjunto a-limite o(I'z(¢, 7)) = {2,}, onde z; é também é um equi-
librio de X ou Y. Assim, com um ordenamento apropriado dos equilibrios z, k =
1,2,3,...,m (que podem ser distintos) e orbitas regulares Ty € w(T'z(¢,p)), k =1,2,3,...,m,
temos

Oé(Fk) = Zr € W(Fk) = Zk+1

para k = 1,2,3,...,m, onde z,,,1 = 2; (pois por hipdtese o nimero de pontos de equilibrio
¢ finito em K). Obtemos assim um pseudo-grafico A composto pelo equilibrio Zj e os
arcos I', conectando-os.

Sendo assim, segue que a trajetoria maxima I'z(¢,p) converge espirando em dire¢ao

de A, quando t,, — 77 (py), logo w(I'z(¢,p)) = A. E o teorema esta provado. |
Agora demonstraremos o Corolario 4.2.1.

Demonstracao. Seja p € V, pela Definicao 4.1.11 o conjunto w-limite do ponto p é a
uniao do conjunto w-limite de todas as trajetorias maximas que passam por p. Portanto

o resultado segue. ]

Exemplo 4.2.1. Considere a Figura 4.12. Notemos que ela representa um campo vetorial
suave por partes sem movimento de deslize em S, onde as conclusdes do Teorema 4.2.1 e
do Corolario 4.2.1 podem ser observadas. Desde que, a unicidade das trajetorias por p nao
é alcancada (nem para tempos futuros e nem para tempos passados) ambos os conjuntos
a-limite e w-limite de p sao conjuntos desconexos. O conjunto a-limite de p é a uniao do
foco a; com o ponto de tangéncia singular ay. O conjunto w-limite de p é a uniao da sela

wy com a oOrbita periodica I';.

4.3 Conjuntos minimais nao triviais

Ao permitirmos movimento de deslize em K para cada subconjunto N C S¢ U S¢
nao ha unicidade de solucoes. Para um ponto ¢ € N, tal que nao seja um pseudo-
equilibrio, existird muitas solucoes passando por ¢ quando o tempo vai para o futuro ou

para o passado (ver Figura 4.7). Por esta razao alguns fenémenos nao previstos na teoria
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Figura 4.12: Os conjuntos a-limite {ay, as} e w-limite {wy, 1} de p sdo desconexos.

classica de campos vetoriais suaves podem ocorrer. Em particular, nao pode ser possivel
estabelecer um versao do Teorema de Poincaré-Bendixson para este cenéario.

Nesta secao, apresentaremos um conjunto minimal nao trivial para um campo vetorial
suave por partes que tem interior nao vazio e nao se parece com um ciclo ou um equi-
librio. Ressaltamos que o conjunto minimal apresentado nesta secao ¢ exemplo de um
comportamento nao previsto no Teorema de Poincaré-Bendixson para campos vetoriais
suaves por partes, uma vez que estamos considerando regioes de deslize.

Exemplo 4.3.1. Considere Z = (X,Y) € Q, onde

X(ry) = (1,-20)
Y(z,y) = (—2,2z—42%)

S=f70) = {(z,y) €R* : y = 0}.

Com condigoes iniciais (z(0),y(0)) = (0,k4) e (z(0),y(0)) = (0,k_), para os campos X e
Y, respectivamente.

Resolvemos o sistema para o campo X temos

d x t
—I:1:>dx:dy:>/dx:/dt:>x—0:t—0:>x:t
dt 0 0

d Y ¢
d—? = 2r=dy=—2tdt= [ dy= / —2tdt = y—ky = —t*—0y =y = —t*+k, = y=—2"+k,.
ki 0

Resolvendo o sistema para o campo Y temos

d x t
d—f:—2:>d:p:—2dt:>/dx:/—2dt:>x—0:—2t+2-0:>x:—2t:>t:—%
0 0
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d d v t
d—gt’ = 2742 = d—i = 2(—20)—4(=2t) = dy = (—4t+3283)dt = [ dy = / (—4t+32t%)dt
ky 0

Sy—k = (2248 =y —k = 22+ 8" = y= 22 + 8" + k_
T\ 2 T\ 4 2 2t
:—2(——) 8(——) ks y=—2 42 4k
=y 5) + 5) th=y st

Sendo assim, a expressao algébrica da equagao paramétrica para curvas integrais de

X e Y sao dadas por

2 33'4

9 x
— k T
y=1r"+r ey 2+2+

respectivamente.

Agora faremos alguns calculos para analisar o retrato de fase do sistema. Segue que

Vi(z,y) = (0,1)

Xflx,y) = (0,1)-(1,—22) = —2z

Yf(z,y) = (0,1)-(=2,2z —42®) = 22 — 427
X2f(x,y) = (=2,0)-(1,—22) = —2

Yif(z,y) = (=2—122%0)-(—2,27 — 42°) = 4 — 242?

Para encontrar as regioes se costura, temos X f(x,y) - Y f(x,y) > 0, seque que
Xf(,Y) Y f(x,y) = (—2) - (22 — 42°) > 0,

dai
V2

2
8x4—2x2>02>x<—§0ux>7.

Para encontrar as regioes de escape, temos X f(z,y) > 0e Y f(z,y) < 0, seque que

—2r>0=2<0

V2 V2

—4:U3+23:<O:>—7<:I:<00u7<x

2
Logo, —g <z <0.

Para encontra as regioes de deslize, temos X f(z,y) < 0e Y f(z,y) > 0, segue que

2r<0=0<zx
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2 2
—4x3+2x>0:>x<—§0u0<x<\/7—

2
Logo, 0 < z < 5

Para encontrar os pontos de tangéncia do campo X, temos
Xflz,y) =0=>-20=0=2=0,

assim a origem é ponto de tangéncia do campo X e como X?f(0,0) = —2 < 0, segue a
origem ¢ um ponto de tangéncia invisivel para X.

Para encontrar os pontos de tangéncia do campo Y, temos

2 2
Yf(x7y):0:>_4x3+21’:0:>1’=—§Oux:()oux:§7

2 2
assim, os pontos de tangéncia sao (—\/7—, O), (0,0) e <§, 0).

Como Y?£(0,0) = —4 < 0, seque que a origem é ponto de tangéncia visivel de Y, e
2
2 2 2 2 2
y2f V2 ) Sy (V2 0) o (Y2 im0 enio [ Y20) e [ Y20
2 2 2 2 2
sao pontos de tangéncia invisivel de Y.
Considere agora as trajetorias particulares de X e Y para os casos onde kL = 1 e
k_ = 0, respectivamente. Assim a raizes da equacao da curva integral de X serao —1 e 1,

e da curva integral de Y serao —1, 0 e 1. Essas curvas delimitam uma regiao limitada do

plano que chamamos de A (ver Figura 4.13).

2 2
Denotamos os pontos p = (0,0), p_ = (—\/7_, O) epy = (%, O>.

Proposicao 4.3.1. Considere Z = (X,Y) € Q, onde

X(z,y) = (1,—22)
Y(z,y) = (=2,2v —42°)

O conjunto

€ um conjunto minimal para Z.
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Figura 4.13: Curvas integrais e pontos de tangéncia.

Demonstracao. Note que A # & e é compacto, pois é fechado e limitado. Mostremos que
A é Z-invariante. Pela Defini¢ao 4.1.8 em 0A\{p} temos unicidades de trajetorias, pois p
¢ ponto de tangéncia regular e os demais pontos da fronteira estao no campo X ou Y, ou
sao os pontos (—1,0) e (1,0) que sao pontos de costura. Note que uma trajetoria maxima
de qualquer ponto em A encontra p para algum tempo t*

Desde que p é um ponto de tangéncia visivel para Y e p € 95¢N 854, pela Definicao
4.1.8 (d), qualquer trajetoria que passa por p pode tomar trés caminhos, se @z(t,p) =
wzs(t,p), entdo a trajetoria fica contida na regido de escape ou deslize que esta entre
0s pontos p_ e p ou entre p e p,, respectivamente; se pz(t,p) = wx(t,p) ou wz(t,p) =
vy (t,p), entdo a trajetoria nao intersecta A devido a unicidade de trajetorias dos campos
X e Y. Assim a trajetoria permanece em A. Portanto A é Z- invariante.

Agora mostremos que A nao contém nenhum subconjunto proprio satisfazendo os itens
(a), (b) e (c) da Defini¢ao 4.1.15.

Dado p; e po em A a trajetéria maxima positiva por p; alcanca a regiao de deslize
entre p e p, e desliza para p. A trajetéria maxima negativa por ps alcanca a regidao de
escape entre p_ e p e desliza para p. Entao, existe uma trajetéria maxima conectando p;
e pa.

Seja agora A’ C A um conjunto Z-invariante. Dado ¢; € A’ e ¢o € A, ja que existe
uma trajetéria maxima conectando-os, concluimos que go € A’. Portanto, A"’ = A e A ¢é

um conjunto minimal. |



Capitulo 5

Campos vetorials continuos em

variedades

Neste capitulo definiremos campos vetoriais continuos em variedades e apresentare-
mos, para este contexto, os resultados locais provenientes da teoria de campos vetoriais
continuos. Estudaremos as propriedades dos conjuntos a-limite e w-limite. Definiremos
também um recobrimento duplo orientado entre variedades compactas bidimensionais e o
levantamento de um campo vetorial continuo por este recobrimento. E mostraremos que

as orbitas de um dado campo vetorial continuo estao relacionadas com o seu levantamento.

5.1 Conceitos basicos

Seja M um variedade de dimensao n, sem bordo e classe C*°. Para cada p € M, seja

T,M o espago de vetores tangentes a M em p e seja
TM ={(p,v,) :p€ M,v, € T,M},

o espago fibrado tangente de M.

Denotemos por my : TM — M a projegao dada por m(p, v,) = p.

Definicao 5.1.1. Um campo vetorial continuo em M é uma aplicacao X : M — T M
continua tal que T 0 X : M — M ¢€ a identidade, ou seja, X € uma aplicacao continua

que a cada ponto p € M associa um vetor X (p) € T,M.

o6
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Denotemos por Q(M) o espaco dos campos vetoriais continuos em M.

Definigao 5.1.2. Uma curva integral de X € Q(M) passando por p € M é uma aplicagio
@ : I — M de classe C'tal que p(0) =p e ¢'(t) = X (p(t)) para todo t € I, onde I é um

intervalo de R contendo a origem.

Numa carta local z : U ¢ M — R" de M, um campo vetorial de X € Q(M) é

representado pelo campo vetorial continuo z, : z(U) C R" — R" dado por

I*(X)(p) = dl’xfl(p) : X(:E_l(p)),p € l’(U),

onde dx e 7' denotam, respectivamente, as aplicacoes derivada e inversa da carta local
x. Diremos que z,(X) é a expressao de X na carta local z : U C M — R™.

Observe que se ¢ : I — U C M uma aplicacio de classe C*. Entdo ¢ serd curva
integral de X se, e somente se, z o : [ — x(U) C R" for um curva integral de z,(X).

De fato, por um lado temos que ¢ (t) = X (¢(t)). Seque que

[z(p®)) = = '

!
’

(¢(2)
(

)¢ (1)
t) -

(
X(p(1))

I
8
s

desde que, z(p(t)) =pepe x(U).

’

Por outro lado, temos que [x(¢(t))] = x.(X)(z(p(t))). Seque que

Usando o fato acima e o Teorema de Peano, podemos enunciar o seguinte resultado.

Teorema 5.1.1. Sejam X € Q(M) e p € M. Entao existe pelo menos um curva integral

de X passando por p.

Lema 5.1.1. Seja X € Q(M). Para cada ponto p € M, existem uma vizinhang¢a V C M
de p e um numero real o > 0 tais que todas as curvas integrais de X passando por um

dado ponto de V' estao definidas no intervalo [—a, .
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Demonstracao. Segue do Corolario 1.1.1 aplicado em uma expressao z*(X) de X, cuja
carta local z associada contém o ponto p no seu dominio. |

Lema 5.1.2. Sejam X € Q(M) e ¢ : I — M uma curva integral de X passando por
um ponto p € M. Fizemos ty € I e consideremos I = {teR:t+ty€I}. Entio a curva

¢ : I — M definida por p(t) = @(t +to) é uma curva integral de X passando por o(to).

Demonstracao. Tomando uma carta local z : U C M — R" de M e aplicando a regra

da cadeia, por um lado temos

por outro lado temos

A
—
~
N—
N—
Ja
A
—
~
+
~
)
N—
N—
Il
8
-~
—~
A
—~
~
SN—
SN—
Ja
Ay
S
~
SN—
SN—

(ot +10))]" = 2 (p(t + 1)) - ¢ (t +t0) = &'

Como [z(@(1))]" = [z(p(t + to))]', entdo 2'(5(t)) - F'(t) = ='(&(1)) - X(B(t)), o que
implica que @'(t) = X (@(t)). |

Definicao 5.1.3. Uma curva integral ¢ : I — M de X € Q(M) serd dita mdzima, se
para toda curva integral v : J — M de X, tal que I C J e ¢ = 9|7 tivermos [ = J e

consequentemente p = ). Neste caso, I serd chamado intervalo maximal de existéncia de

@Y.

Lema 5.1.3. Sejam X € Q(M) e ¢ uma curva integral mdzima de X. Se o intervalo
de existéncia de ¢ nao for todo o R, entao sua imagem nao estard contida em nenhum

subconjunto compacto de M.

Demonstracao. Seja ¢ um curva integral de X. Suponha que o intervalo maximal de
existéncia de ¢ seja (a,b) com b < +00. O argumento para o caso a > —oo é anélogo.
Suponha, por contradi¢ao, que ¢((a,b)) esteja contida num compacto K C M. Con-
sidere um sequéncia {t,}neny em (a,b), com t, — b, quando n — +o00. Como
©((a,b)) C K e K é compacto, entdo a sequéncia {y(t,)} possui um subsequéncia que
converge em K, que por simplicidade denotamos por {¢(t,)}, podemos supor que {¢(t,)}

converge para um ponto p € K.
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Sejam V' C M uma vizinhanca de p e a > 0 dados pelo Lema 5.1.1. Tome ny € N
tal que b —t,, < % e ¢(tn,) € V. Pelo lema todas as curvas integrais de X passando
por ¢(t,,) estdo definidas no intervalo (a, ). Pelo Lema 5.1.2, existe uma curva integral
o(t) = @(t+ty,,), ou seja, a curva integral ¢ pode ser estendida ao intervalo (a, t,, +«) D
(a,b). Mas isso contradiz o fato de (a,b) ser o intervalo maximo de solugao da curva

integral ¢. Logo segue o resultado. ]

Teorema 5.1.2. Seja M uma variedade compacta. FEntao as curvas integrais de X €

Q(M) estao definidas em R.

Demonstracao. Segue pela contra-positiva do lema anterior, pois sendo ¢ um curva in-
tegral médxima de X, se a imagem de qualquer curva integral estd contida no conjunto

compacto M, entao o intervalo de existéncia de ¢ é todo o R. |

Teorema 5.1.3. Seja {X,}nen € QM) uma sequéncia de campos vetoriais continuos
definidos em uma variedade compacta M tal que X, — X, uniformemente em M,
quando n — oo. Para cada n € N, seja p, : R — M uma curva inlegral de X,
passando por p, € M. Suponhamos que p, — p € M, quando n — oco. Entao existem
um curva integral ¢ : R — M de X passando por p e um sequéncia de inteiros positivos

{nk}ren satisfazendo

p(t) = Jim o, (1) (1)

onde o limite vale uniformemente em intervalos compactos de R.
Demonstracao. Primeiramente, mostremos que

(i) se x : U C M — R" for uma cartal local de M, entdo, para cada conjunto compacto
V C U, existirda um a > 0 tal que todas as curvas integrais de X e X,,, n € N,

passando por um dado ponto de V estao definidas no intervalo [—a, a].

De fato, sejam z,(X) e x.(X,) as expressoes de X e X,, n € N, na carta local
x:U C M — R, respectivamente.
Como x ¢ continua, considere z(V) C 2(U) um conjunto compacto, assim existe

um conjunto aberto W tal que x(V) ¢ W ¢ W C z(U). Note que W C M, logo é
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compacto. Sabemos que z.(X)(p) = dr,-1¢) - X(z7'(p)), p € x(U), dai . (X)(W) =
Az, -1 ) - X(z7YW)) e como X,, — X, uniformemente em M, quando n — oo e dz
¢ uniformemente continua no conjunto compacto X (x~*(W)), entdo z.(X,) — z.(X),
uniformemente em W, quando n — oo. Logo, existe C' > 0 tal que |7.(X)| < C e
12,(X,)| < O, n €N, em W, onde | - | ¢ a norma euclidiana em R™. Pelo Corolério 1.1.1,
existe um a > 0, independente de n, tal que todas as curvas integrais de x.(X) e x.(X,,)
passando por um dado ponto de z(V') estdo definidas no intervalo [—a, a]. Assim vale (i).

Seja agora {U,},en um cobertura aberta de M constituida por dominios de cartas
locais x,, : U, C M — R™. Tome uma cobertura aberta {V;,},en de M tal que V,, C U,,,

para todo n € N. Como M é compacta, {V,,},en possui um subcobertura finita, ou seja,

l
M=V
=1

Suf)onha que p € V7. Como p, — p, quando n — oo, podemos assumir que p, € Vi,
para todo n € N.

Iremos construir ¢ definida no intervalo [0, 00). A constru¢do no intervalo (—oo, 0] é
analoga.

Por (i), para cada i € {1,...,l}, existe a; > 0 tal que todas as curvas integrais de X e
X, n € N, passando por um dado ponto de V; estdo definidas no intervalo [—«;, o;]. Seja
a=min{o; :1=1,...,1}.

Aplicando o Teorema 3.1.2 aos campos x1,(X) e x1.(X,,), n € N, obtemos um sequén-
cia de inteiros positivos {ny}ren tal que p(t) = kh_)rgo ©n, (t) vale uniformemente em [0, o]
e ¢ é uma curva integral de X, passando por p. Se o ponto ¢(«) pertence a Vi, entdo
a sequéncia {ny},eny pode ser substituida por uma subsequéncia, que ainda denotaremos
por {ng tnen, tal que o p(t) = ]}1_{20 ©n, (t) vale uniformemente em [o, 2a e ¢ é uma curva
integral de X.

Podemos supor que este processo pode ser repetido j vezes, onde ¢(ma) € Vi param =
0,...,7—1ep(ja) ¢ Vi, pois caso, pelo Teorema 3.1.2 o teorema estaria demonstrado.
Sendo assim, sejam t; = ja e r € {2,...,1} tais que p(t;) € V.

Repetindo o argumento acima, obtemos ¢ definida no intervalo [t1,¢; + jia], onde

ot +ma) €V, param=0,...,51 — 1l e p(j1a) ¢ V.
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Repetindo novamente o argumento acima, obtemos ¢ definida no intervalo [ta, to+ jac],
onde ¢(ty +ma) € V,, param =0,...,j2 — 1 e p(jacx) ¢ V.

Consideremos t3 = ty + joa e prosseguindo desta forma, obtemos um sequéncia estri-
tamente crescente de nimeros reais {t, },ey € uma sequéncia de subsequéncia sucessivas

de inteiros

ny, < n, < N, <
Ng, < Moy, < Moy <

ng < ng < ng <

tais que o limite ¢(t) = klim ©n, (t) vale uniformemente em [0,,,], se ng = n,,, . Isto
—00
mostra que ¢ estd definida em [0, 00) e 0 método da diagonal de Cantor nos fornece um

sequéncia {ny }ren satisfazendo p(t) = klim ©n, (t). E o resultado segue. |
—00

A partir de agora nos restringiremos ao campos vetoriais continuos sobre variedades
bidimensionais compactas. Uma variedade bidimensional compacta é uma variedade bi-
dimensional, compacta, conexa e de classe C°. Exceto quando mencionado, assumiremos
que qualquer variedade compacta bidimensional é sem bordo.

Sejam M um variedade compacta bidimensional e X € Q(M). Pelo Teorema 5.1.2,
para cada ponto p € M, existe pelo menos uma curva integral ¢, : R — M de X. O
conjunto v, = {p,(t) : t € R} é a orbita ou trajetoria de X passando por p. A semiorbita
positiva de X passando por p e contida em 7, é o conjunto 7" = {@,(t) : t > 0} e a
semiorbita negativa é o conjunto v, = {@,(t) : t < 0}.

Uma subvariedade unidimensional > de M seré dita transversal ao campo vetorial X,
se nao contiver nenhuma singularidade de X e for transversal a cada orbita de X. Uma
transversal serd dita uma secao transversal se for homeomorfa a intervalo fechado e nao

degenerado de R.
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5.2 Conjuntos limites e recorréncia

Por abuso de linguagem a partir de agora usaremos a notacao - para representar uma
curva integral tanto como a orbita dada pela sua imagem, ou seja, a orbita v = {~(¢) :
t € R}.

Sejam M um variedade compacta bidimensional e X € Q(M). Dada uma orbita v de

X, define-se o conjunto
wy)={qe M:3{t,} comt, — 400 e y(t,) — ¢, quando n — +o0}.
Analogamente, define-se o conjunto
aly)={qe M :3{t,} com t, — —occ e y(t,) — ¢, quando n — +o0}.

Os conjuntos w(p) e «a(p) sdo chamados, respectivamente, de conjunto w-limite e
conjunto a-limite de 7.

O conjunto w-limite (respectivamente a-limite) de uma orbita v de X também serd
chamado de conjunto w-limite da semiorbita positiva v* C « (respectivamente conjunto

a-limite da semiorbita negativa 4~ C «y) e sera denotado por w(y') (respectivamente

a(y7)).

Proposigao 5.2.1. Sejam X € Q(M) e " = {v(t) : t > 0} wma semidrbita positiva de

X. Entao valem as sequintes propriedades:
(a) w(v") # 2;
(b) w(y") € compacto;
(c) w(y™) € conexo.
A demonstracao deste teorema é analoga a feita no Teorema 2.1.1.

Definigao 5.2.1. Sejam «y e 7 trajetorias de X € Q(M). Diremos que 5 é acompanhada

por vy (ou vy acompanha 7), se as sequintes condi¢oes forem satisfeitas:

(i) Existe uma sequéncia crescente {t, }nen de numeros reais, com lim t,, = co;
n—o0
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(ii) Para cada t € R, A(t) = lim (¢t +t,), onde o limite vale uniformemente em inter-
n—r00

valos compactos de R.

Notemos que para campos vetoriais continuos em variedades o conjunto w-limite nao é
invariante. O proximo resultado nos fornece um certo tipo de "invaridncia"para o conjunto

w-limite.

Proposicao 5.2.2. Sejam X € Q(M) e v uma drbita de X. Se p € w(7), entdo eziste

uma orbita 7y, de X passando por p e acompanhada por 7.

Demonstracao. Seja {t,}n,eny uma sequéncia crescente de nimeros reais com t, — oo e
v(t,) — p, quando n — oco. Defina p, = (t,) para cada n € N. Segue do Lema 5.1.2
que v, (t) = y(t +t,), t € R, é uma orbita de X passando pelo ponto p,. Usando o
Teorema 5.1.3, podemos tomar uma subsequéncia crescente {t,, }ren de {t,}nen € uma

orbita passando por p e satisfazendo
Yp(t) = Im y(t +t,,) ,t € R,
k—o00
onde o limite vale uniformemente em intervalos de R. Logo, segue o resultado. ]

Corolario 5.2.1. Nas condigoes da proposicdo acima. Se w(y) consistir de wm wnico

ponto p € M, entdao p € um ponto singular de X e tlim ~y(t) = p.
— 00

Demonstragao. Se w(7y) consiste de um tnico ponto p, entdo para a oOrbita v, passando
por p temos que 7,(t) = p para todo t € R, ou seja, p é um ponto singular. Logo
lim () = p. u
Definigao 5.2.2. Seja v uma drbita de X € Q(M). Diremos que y €

e fracamente w-recorrente (respectivamente fracamente a-recorrente), se existir p €
tal que p € w(7y) (respectivamente p € a(vy)). Nestas condicées, diremos também que

v € fracamente w-recorrente (respectivamente fracamente a-recorrente) no ponto p.

e fracamente recorrente, se for fracamente w-recorrente ou fracamente a-recorrente.
Se além disso, v C w(7), (respectivamente v C (7)), diremos que vy é w-recorrente

(respectivamente a-recorrente).
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e recorrente, se for w-recorrente ou a-recorrente.

Um ponto singular e uma o6rbita periddica sao orbitas recorrentes, ao qual, dizemos
que a orbita é recorrente trivial ou fracamente recorrente trivial.

A seguir, apresentaremos um exemplo de um campo vetorial continuo no toro 7?2 onde
a trajetoria é recorrente nao trivial.

Exemplo 5.2.1. Seja ¢ : R? — T? C R? definida por
o(u,v) = ((2 + cos 2mv) cos 2mu, (2 + cos 27v) sen 2wu, sen 27v).

O conjunto

T? = {(z,y,2) € R®: [(a® +4°)7 — 2> + 22 =1}

¢ obtido pela rotagao de circunferéncia
{(z,y) eR*: (z -2 +y* =1}

em torno do eixo z.

A aplicacdo ¢ é um difeomorfismo local que leva as retas horizontais de R? em paralelos
de T?, as retas verticais em meridianos e o quadrado [0, 1] x [0, 1] sobre T2, Além disso,
o(u,v) = ¢(u, ) se, e somente se, u —u =m e v —0 =n, onde m,n € Z.

Para cada a € R, consideremos o campo vetorial X, : R> — R? dado por
Xo(u,v) : (1,a).

Notemos que Y, = ¢, X, = dp o X, 0 ¢! esta bem definido e é um campo vetorial de
classe C™ em T?. As trajetorias de Y, sdo as imagens por ¢ das trajetorias de X,, sendo
estas as retas de inclinacdo a em R?

Mostremos que, para a racional, toda trajetoria de Y, é periddica e, para a irracional,
toda trajetoria de Y, é densa em T7.

Para cada ¢ € R, denote A, a reta de R? que passa pelo ponto (0,c¢) e tem inclinacao
a, isto &, A. = {(u,c+ au) : u € R}. Como ja observamos ¢(A.) ¢ uma trajetoria de Y.
Se a for racional, esta trajetoria serd periddica, para todo ¢ € R. De fato, se a = %, com

m,n € Z, entao (m,c—i— <%> m) € A.e p(m,c+n) =¢(0,c).
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Suponhamos agora, que a seja irracional e fixemos ¢ € R. Afirmamos que o conjunto

C ={ceR:¢A) = ¢#(A;)}. Considerando a afirmacao verdadeira, entao U A, é
ceC

densa em R?, sendo assim, P(As = ¢ <U Ac> é densa em T2 Logo, basta provarmos a

ceC
afirmacao.

Para mostrar que C' é denso em R é suficiente mostrar que o conjunto G = {ma +n :
m,n € Z} é denso em R, pois ¢ € C' se, e somente se, c — ¢ € G. Como G é um subgrupo
de (R, +), entdo ou G é denso ou G é discreto. Assim, resta mostrar que G nao é discreto.
De fato, para cada m € Z, existe n € Z, tal que u,, = ma + n pertence o intervalo [0, 1].
A sequéncia {u,, }men tem um ponto de acumulagao e, como a é irracional, seus elementos
sao distintos. Logo, G ¢é denso.

O campo Y, como acima é chamado campo racional ou irracional em 72 conforme a
seja racional ou irracional. Se a for racional, o conjunto w-limite de qualquer trajetoria é
ela propria. Se a for irracional, o conjunto w-limite de qualquer trajetéria é todo o toro
T2

Em 72 nio é possivel uma versao do Teorema de Poincaré-Bendixson, justamente pelo

fato de um curva de Jordan nao separar 72 em duas componentes conexas.

5.3 Campos vetoriais definidos por um recobrimento
duplo orientado

Nesta secao definiremos um recobrimento duplo orientado entre variedades compactas
bidimensionais e o levantamento de um campo vetorial continuo por este recobrimento.
Mostraremos que as 6rbitas de um campo vetorial continuo estao relacionadas com o seu

levantamento. Assumiremos alguns resultados que podem ser verificados na referéncia [8].

Definicao 5.3.1. Sejam M e M wvariedades compactas bidimensionais (com ou sem
bordo). Um recobrimento duplo orientado é uma aplica¢io w : M —s M de classe ct,

k > 1, com as sequintes propriedades:

(a) M é uma variedade orientada e M € uma variedade nao-orientdvel;
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(b) 7 é um difeomorfismo local;
(¢) Para cada p € M, a imagem inversa ©~ ' (p) contém exatamente dois pontos.

Segue da defini¢cao acima que para todo p € M, existe um aberto U, C M de p, tal
que 7 (U,) = U, UU, é a unido disjunto de dois abertos de ]\N/[, onde 7 : Uy — U e
T (72 — U sao difeomorfismos.

As vezes, por abuso de linguagem, podemos dizer que M & um recobrimento duplo
orientado de M.

Dada uma variedade compacta bidimensional M (com ou sem bordo). Denotemos por
id: M —s M a aplicacao identidade de M.

Seja o : M — M um involucdo (isto &, oo a = id) de classe C* que inverte a orien-
tagao de M e nio possui pontos fixos. Indicaremos por M /a a variedade quociente. Pela
Proposi¢ao (3) de [8, p. 241] a aplicagdo quociente II : M — ]Tj/oz ¢ um recobrimento
duplo orientado. Reciprocamente, o Corolario da Proposicao (6) de [8, p. 250| diz que

todo recobrimento duplo orientado é obtido da mesma maneira.

Corolario 5.3.1. Seja 7 : M —s M um recobrimento duplo orientado. Eriste uma unica
tnvolucao « : M — M de classe C* que inverte a orientacao de M tal que ToQ = T.
A involucdo o nao tem pontos fizos. Eriste um unico difeomorfismo & : ZTJ//a — M tal

que m: Eoll, onde 11 : M —s ]\7/04 € a aplicagao quociente.

A demonstracao pode ser vista em [8, p. 251].

A seguir apresentaremos alguns exemplos de um recobrimento duplo orientado.
Exemplo 5.3.1. A esfera S? é um recobrimento duplo orientado do plano projetivo P2,

De fato. Consideremos a aplicacio antipoda da esfera unitaria S%, a : S* — 52,
dada por

a(r) = —=,

a qual ndo tem pontos fixos. Como a é uma involucdo que inverte a orientacio de S?,
entdo IT : S — S?/a é um recobrimento duplo orientado no plano projetivo P? = S?/a.
Exemplo 5.3.2. O toro 77 é um recobrimento duplo orientado da garrafa de Klein K2

De fato. Seja 7% = S' x S', onde S* = {z € C : |z| = 1}. Consideremos a aplicacio
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o T? — T? definida por
a(z,w) = (z,w), z,w € S,

onde zZ é o complexo conjugado de z. Note que « é um involugao, pois a(a(z,w)) =
a(z,w) = (z,w). Além disso, inverte a orientacdo de T? e ndo possui pontos fixos.

Seja 2 € S' e facamos a identificacdo com z conforme a Figura 5.1 (a). Note que 2
forma angulo § com o eixo das ordenadas e Z forma um angulo —f. Representado S' como
o segmento [0, 1], onde 0 e 1 estao identificados pela involugao «, podemos identificar o
segmento conforme a Figura 5.1 (b) , para todo z € [0,1]. Como para w € [0, 1] nao
temos alteracdo, podemos representar T°/a pelo poligono da Figura 5.1 (c) , que é a
representacao poligonal da garrafa de Klein. Dai, vemos que a variedade quociente 72/«
é homeomorfa a K?. Assim, a aplicacdo quociente II : T2 — T2/« representa o toro

como recobrimento duplo orientado da garrafa de Klein.

(a) (b) (c)

Figura 5.1: Tlustracdo que T2 é um recobrimento duplo orientado de K?.

Exemplo 5.3.3. O cilindro é um recobrimento duplo orientado da faixa de Mdbius. De

fato. Consideremos a aplicacio a : S* x [—1,1] — S* x [~1, 1] definida por
a(z,t) = (—z, —t).

Note que a &€ um involugdo, pois a(a(z,t)) = a(—z, —t) = (z,w). Além disso, inverte a
orientacdo de S* x [—1,1] e ndo possui pontos fixos.

Considere a Figura 5.2 (a). Para todo 2z € S, temos a identificagio de z ~ —2z pela
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aplicagdo antipoda. Para todo ¢ € [0, 1] temos a identificagdo pela relagdo ¢t ~ —t. Sendo
assim obtemos a representacao poligonal da faixa de Mdbius, conforme Figura 5.2 (b).
Assim, a aplicacdo quociente IT : S* x [—1,1] — S* x [~1,1]/a representa o cilindro

como recobrimento duplo orientado da faixa de Mdbius.

4

(@) (b)

Figura 5.2: Ilustracao que o cilindro é um recobrimento duplo orientado da faixa de

Mobius..

Agora iremos definir campos vetoriais continuos a partir de um recobrimento duplo
orientado.

Seja w : M —3 M um recobrimento duplo orientado. Dado um campo vetorial
continuo X em M, podemos definir um campo vetorial continuo 7*(X) em M, denominado

levantamento de X, por

m(X)(p) = (dmy) ™" - X (7 (p)), p € M.

Fixemos p € M e consideremos 7 *(p) = {p,p}. Seja v : R — M uma curva integral
de X passando por p. Pelo Teorema Fundamental de Levantamento (veja |8, Proposigao
5, p. 147]), existe um tnico caminho de classe C*, 5 : R —» M satisfazendo 7(0) = p e
mToy =".

Derivando ambos os membros da igualdade m o 4 = v na variavel ¢, temos
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Como dms(t) é um isomorfismo e +'(t) = X (y(t)), segue que

Ft) = (dms(t) - X(v(1))

ou seja, ¥ (t) = 7*(X)(¥(t)). Portanto, ¥ é uma curva integral de 7*(X) passando por p.

Analogamente, existe um tnica curva integral ¥ : R — M de 7*(X) passando por p
e satisfazendo mo y = 7.

Dai, segue que 7 *(7) é a unido de duas trajetoria disjuntas de 7*(X), digamos 7 e 4
ou 7~ '(7y) é igual a 7, neste caso, 4 é uma reparametrizacio da curva 7. Assim concluimos
que a projecao o7y de uma trajetoria 4 de 7*(X) é uma trajetoria de X. Reciprocamente,
toda trajetoria de X é a projegao de, no maximo, duas trajetorias de 7*(X).

Com isso, podemos enunciar o seguinte resultado.

Lema 5.3.1. Sejam 7 : M —s M um recobrimento duplo orientado e (X)) € Q(M) 0
levantamento de X € Q(M). Sejam 7 uma trajetoria de n*(X) e v = mo 7 a trajetoria

correspondente de X. Entao as sequintes afirmacoes se verificam:

(i) v serd um ponto singular se, e somente se, 7 for um ponto singular;
(ii) v serd uma trajetoria injetiva se, e somente se, v for injetiva;

(iii) v serd uma trajetoria periddica se, e somente se, 5 for periddica.

Lema 5.3.2. Sejam 7 : M — M um recobrimento duplo orientado e m™(X) € Q(]Tj) 0
levantamento de X € Q(M). Sejam 7 uma trajetoria de 7*(X) e v = w o5 a trajetdria
correspondente de X. Entao m(w(¥)) = w(7y).

Demonstracao. Seja p € w(7). Tomemos uma sequéncia {t, },en de niimeros reais tal que

tn — 00 € §(tn) — P, quando n —s oo. Como 7 ¢ continua e (t,) = m(v(t,)), temos

lim 7(5(t,)) = 7(lim 7(t,)) = 7(p)

n—oo n—oo

ou seja,

lim ~(tn) = 7(p) € m(w(7))-

n—oo
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Mas

lim (t,) = p € w(7).

n—00
Logo, m(w(7)) C w(7)-

Seja agora p € w(7y). Tomemos um sequéncia {s, },en de nimeros reais tal que s, —
oo e ¥(s,) — p, quando n — oc.

Considere um aberto U C M tal que p € U e 7 1(U) = U, U 1727 onde U, e U,
sao abertos disjuntos de M e 7r|(7i : Uy — U um difeomorfismo, ¢ = 1,2. Suponha
que (s,) € U, para todo n € N. Dai, a sequéncia {J(s,)}neny possui um subsequéncia
{7(s;)}jen contida em Uy ou U.

Suponha que {¥(s;)} en esteja contida em U;. Como (7‘("[71)_1 : U — U, ¢ continua
e m(Y(sj)) = v(s;j), quando j — oo, temos

lim §(s;) = lim (7l5,)"" (v(s;)) = (xlg,) "' ( Him_(s)) = (7lz,) " (p) € w(7)

n—oo

Dai, 7 '(p) NU; € w(§). Assim p € m(w(7)). Portanto w(y) C 7(w(F)) e o resultado
segue. ]



Capitulo 6

O Teorema de Poincaré-Bendixson na

garrafa de Klein

Neste capitulo, na primeira secao apresentaremos os aspectos topologicos da garrafa de
Klein K? e alguns resultados auxiliares que serdo titeis na secdo seguinte. Na segunda secio
apresentaremos duas versoes do Teorema de Poincaré-Bendixson na garrafa de Klein, uma
onde a Orbita é injetiva fracamente w-recorrente e outra versao onde a orbita é injetiva

nao fracamente w-recorrente.

6.1 Aspectos topologicos

Nesta secao apresentaremos os aspectos topologicos da garrafa de Klein. Do qual,
precisamos do conhecimento de alguns resultados classicos da Topologia Algébrica. Como
nosso objetivo principal sao as versoes do Teorema de Poincaré-Bendixson na garrafa de
Klein, assumiremos tais resultados que podem ser verificados na referéncia [9].

Sejam M; e M, variedades compactas bidimensionais disjunta. Remova dois pequenos
discos abertos (isto é, homeomorfos {(x,y) € R* : 2° + ¢y* < 1}) em cada variedade
e, em seguida, cole ambos as variedades ao longo dos bordos que resultaram a remocao
dos discos. O espaco topologico formado ¢ uma variedade compacta bidimensional que é

chamada soma conexa de My e M, e denotada por M #Ms.

71
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Uma descricao mais precisa da soma conexa de M, e M, é: sejam Dy C My e Dy C M,
discos fechados (isto &, homeomorfos a {(z,y) € R* : 2> + y* < 1}). Denotemos por
M¢ o complementar do interior de D; em M;, i = 1,2. Se h : OM{ — OMj; for um
homeomorfismo do bordo de M; no bordo de My, entao M;#M, é o espaco quociente
de My U M obtido identificando-se os pontos p com h(p), para todo p € OM;. O tipo
da variedade M;#M, nao depende da escolha dos discos D; e Dy nem da escolha do
homeomorfismo h.

Na Figura 6.1 temos a soma conexa de dois toros T2

Figura 6.1: Soma conexa de dois toros (T*#17).

Note que, se M; e M, forem variedades orientaveis, entao M;# M, também sera ori-
entavel, enquanto que M;# M5 nao seré orientavel, se M; ou Ms nao for orientéavel.
Exemplo 6.1.1. A soma conexa de dois planos projetivos (P?#P?) é homeomorfa a
garrafa de Klein K2

De fato, usaremos a técnica de "cortar e colar"para fazer a demonstracao.

Podemos representar o plano projetivo pelo poligono da Figura 6.2.

a

O

a

Figura 6.2: Representacio de P?.

Agora procedemos de acordo com a Figura 6.3.

(1) Devemos recortar circulo em cada plano projetivo através de um vértice, nomeando de
c as fronteiras do interior destes circulo. Representamos o complemento do interior

dos circulo nos dois planos projetivos por triangulos.

(2) Identificamos os segmentos ¢, obtendo um quadrilatero.
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(3) Tragamos a diagonal d e fazemos um corte ao longo de d, obtendo novamente dois

triangulos.

(4) Agora, girarmos um dos triangulos 180° e identificamos os segmentos b, obtendo a

representacao poligonal da garrafa de Klein.

b

d 8 a a
@ : \a\ /\

Figura 6.3: A soma conexa de dois planos projetivos ¢ homeomorfa a garrafa de Klein.

Teorema 6.1.1. Toda variedade bidimensional compacta é homeomorfa a esfera, a soma

conexa de toros, ou a soma conexa de planos projetivos.

A demonstracao deste teorema pode ser verificada em |9, p. 10].
No caso orientéavel, a superficie € homeomorfa a esfera ou a soma conexa de toros. No

caso nao orientavel ¢ homeomorfa a soma conexa de planos projetivos.

Definicao 6.1.1. Seja M uma variedade compacta bidimensional. Uma triangulacao de
M € uma familia finita de tridngulos curvilineos (imagens difeomorfas de triangulos no
plano) que cobrem M, de tal modo que dois deles ou nao se intersectam, ou se intersectam

em um vértice em comum ou uma aresta em comum.
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Definicao 6.1.2. A caracteristica de Euler de uma variedade compacta bidimensional M
é dada pela forma

X(M)=v—a+f

onde v,a e f sao respectivamente o numero de vértices, arestas e faces de uma triangu-

lacao.

A caracteristica de Euler é um invariante topoldgico, isto é, depende somente da
superficie M e nao da triangulacao escolhida. Como veremos a seguir, o nimero (M)
identifica M a menos de homeomorfismos.

Exemplo 6.1.2. A seguir temos as caracteristicas de Euler da esfera, do toro e do plano

projetivo que podem ser verificadas em [9, p. 29]:
(i) x(8%) =2
(if) x(7%) =0
(iii) x(P?) =1
Proposicao 6.1.1. Sejam M; e M, variedades compactas bidimensionais disjuntas. En-
tao
X(Mi#Ms) = x (M) + x(Ma) — 2.

Demonstracao. Seja o nimero de vértice, arestas e faces de uma triangulacao de M; dado
por: {vy,aq, f1}. Analogamente para My: {vy, as, fo}.

As caracteristicas de Euler de M; e M, sao dadas por:

X(My)=vi —ay+ fre x(My) =vy —as + fo

Retirando uma face (interior de um triangulo) de cada superficie e identificando as
arestas e vértices das fronteiras obtemos M4 M.
Apos feita a soma conexa M;# Ms o ntimero de vértices, arestas e faces na triangulagao

da superficie resultante é dada por:

e v = vy + vy — 3: houve identificacao dos vértices de um triangulo de M; com um de

My;
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e a = a; + as — 3: houve identificacao das arestas de um triangulo de M; com um de
My;
o f = f1+ fo — 2: foram retiradas duas faces para ser feita a soma conexa.

Logo a caracteristica de Euler de M;# M, é dada por:
X(Mi#My) = v—a+f
= vy+ve—3—(a1+a—3)+ fi+ fo—2
= vy—a1+fitve—ay+ fo—3+3—2
= X(M) + x(M2) — 2
|

Proposicao 6.1.2. A caracteristica de Euler de uma variedade compacta bidimensional,

formada pela soma conexa de

(a) n toros, €2 —2n;

(b) n planos projetivos, é 2 — n;

(c) um plano projetivo e n toros, é 1 — 2n;
(d) um garrafa de Klein e n toros, é —2n.

Demonstracao. A demonstracao sera feita por inducao finita usando a proposi¢ao anterior

e o Exemplo 6.1.2.
(a) Consideremos M = T?# ... #T* a soma conexa de n toros, n > 1.
Sen =1, entdo x(M) = x(T?) =2—-2-1=0.
Suponhamos que a afirmagao é valida para n = j. Entao y(M) =2 — 2j.
Para n = j 4+ 1, temos
X(M) = x((T*#.. . #T*)#T?)
= X(T*# .. . #T%) +x(T?) -2
= 2-2j+0-2
= 2]
= 2-2(j+1).
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(b) Consideremos M = P?4 ...#P* a soma conexa de n planos projetivos, n > 1.
Sen =1, entdo (M) = x(P*) =2 —j = 1.
Suponhamos que a afirmagao é vélida para n = j. Entao xy(M) =2 — j.
Para n = j + 1, temos
X(M) = x((P*#...#P")#P?)
= X(P*#...#P%) + x(P?) -2
= 2-j+1-2
= —J+1
= 2-(j+1).
(c) Consideremos M = (T?#...#T*)#P? a soma conexa de n toros com um plano
projetivo, n > 1.
Sen =1, entdo x(M) = x(T*#P?) = x(T?) + x(P*) —2=0+1-2=1-2-1.
Suponhamos que a afirmagao é valida para n = j. Entao xy(M) =1 — 2j.
Para n = j + 1, temos
X(M) = X((T*#...#T*)#T*)#P?)
= (X(T*# ... #T°) +x(T%) - 2) + x(P?) - 2
— 2-2j40-2+1-2
— —1-2j
= 1-2(j+1).

(d) Consideremos M = (T?# ... #T*)#K? a soma conexa de n toros com uma garrafa
de Klein, n > 1.
Sen =1, entdo x(M) = Y(T*#K?) = x(T*) + x(K*) —=2=0+0-2=(-2) - 1.

Suponhamos que a afirmagao é valida para n = j. Entao xy(M) = —2j.
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Para n = j + 1, temos

X(M) = X((T?# ... #T*)#T*)#K?)
= (X(T*# .. #T%) + x(T?) = 2) + x(K?) — 2
= 2-2/40-2+0-2
— 92§92
= 23 +1).

Observacao 6.1.1. Podemos notar que a caracteristica de Euler de uma superficie orien-
tavel € sempre par, enquanto que a caracteristica de Euler de uma superficie nao orientdvel

pode ser par ou impar.

Assumindo que a caracteristica de Euler é um invariante topoldgico e usando Teorema

6.1.1 temos o seguinte importante resultado.

Teorema 6.1.2 (Teorema de Classificacdo de Variedades). Sejam M; e My vari-
edades compactas bidimensionais. FEntao My, e My sdo homeomorfas se, e somente se,

suas caracteristicas de Euler sao iguais e ambas sao orientdveis ou nao orientdveis.

A demonstragao pode ser vista em [9, p. 33].

O teorema acima reduz o problema de classificacao das variedades compactas bidimen-
sionais & determinacao da orientabilidade e da caracteristica de Euler, ambos problemas
soltiveis. Logo, o Teorema 6.1.1 caracteriza as possiveis variedades compactas bidimensi-
onais.

Uma variedade compacta bidimensional que ¢ a soma conexa de n toros ou n planos
projetivos é dita ser de género n. Em particular, a esfera é dita ser de género 0.

Temos a seguinte relacao entre o género g e a caracteristica y de uma variedade

compacta bidimensional

1
5(2 — X), no caso orientavel

2 — X, no caso nao orientavel.
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Prosseguimos agora a fim de apresentarmos um teorema de classificacao para varieda-
des compactas bidimensionais com bordo.

Seja M uma variedade compacta bidimensional com bordo e suponhamos que este
bordo tenha k& componentes, k& > 1. Cada componente do bordo é homeomorfa a um
circulo. Se tomarmos k discos fechados e colarmos o bordo do i-ésimo disco na i-ésima
componente do bordo de M obteremos um variedade compacta bidimensional M™. O tipo
de topologia de M™ depende somente do tipo de topologia de M. Porém, a reciproca nao
é tao obvia. O tipo de topologia de uma variedade com bordo M, depende somente do
numero de componentes de seu bordo e do tipo de topologia de M™ obtida ao colar um
disco fechado sobre cada componente do bordo. Estabelecemos este resultado através do

seguinte teorema.

Teorema 6.1.3. Sejam M, e M, variedades compactas bidimensionais com bordo. Su-
ponhamos que o seus bordos tenham o mesmo numero de componentes. FEntao M, e My
sao homeomorfas se, e somente se, as variedades M; e My, obtidas por colar um disco

fechado em cada uma das componentes do bordo sao homeomorfas.

A demonstragao deste teorema pode ser vista em [9, p. 37].

A caracteristica de Euler de uma variedade compacta bidimensional com bordo trian-
gulada ¢ definida exatamente da mesma forma para o caso de um variedade sem bordo.

Se comecamos com uma variedade compacta bidimensional M* (sem bordo) e re-
movermos dela o interior de k tridngulos disjuntos, obteremos uma variedade compacta

bidimensional com bordo M de forma que
V(M) = x(M*) — k. (6.1)

De fato. Seja o nimero de vértice, arestas e faces de uma triangulacao de M* dado
por: {v*,a*, f*}. Analogamente para M: {v,a, f}. As caracteristicas de Euler de M* e
M sao dadas por:

X(M*)=v"—a"+ ffex(M)=v—a+f

Como sao removidos o interior de k triangulos disjuntos de M™*, temos que v = v*,
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a=a"e f=f"—k. Dai

X(M) = v—a+f
X(M) = v'—a "+ f"—k
x(M) = x(M") -k
Assim, a caracteristica de Euler de M é determinada pela caracteristica de Euler de
M* e vice-versa. Usando esta relacao, juntamente com o Teorema 6.1.1, obtemos todas a
variedades compactas bidimensionais cujo bordo tem k& componentes. Note também que
M e M* sao ambas orientaveis ou ambas nao orientaveis. Logo, chegamos a um teorema

de classificacao para variedades compactas bidimensionais com bordo.

Teorema 6.1.4. Duas variedades compactas com bordo sdo homeomorfa se, e somente
se, elas tém o mesmo numero de componentes de bordo, sao ambas orientdveis ou nao

orientdveis e tém a mesma caracteristica de Euler.

A demonstracao pode ser vista em [9, p. 37|
Sejam My, My e My N My variedades compactas bidimensionais (com ou sem bordo).

Temos a seguinte propriedade com relagao a caracteristica de Euler:
X(My U Ms) = x(My) + x(Mz) — x(My N Ma). (6.2)

Definigcao 6.1.3. Consideremos uma curva fechada simples C' em uma variedade com-
pacta bidimensional M. Diremos que C ¢ de dois lados, se ela possuir uma vizinhanca

homeomorfa a um cilindro.

Definicao 6.1.4. Consideremos uma curva fechada simples C' em uma variedade com-
pacta bidimensional M. Diremos que C € de um lado, se ela possuir uma vizinhanga

homeomorfa a uma faixa de Mobius.

As curvas fechada simples na esfera S? ou no toro T? sdo exemplos de curvas de dois
lados.

Dadas um curva de dois lados C' sobre uma variedade compacta bidimensional M e um
vizinhanga N(C') de C' homeomorfa a um cilindro, entao N(C)\C tem duas componentes

conexas. Definimos os dois lados de C' como sendo estas componentes conexas.
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Lema 6.1.1. Seja C um curva fechada simples na garrafa de Klein K*. Se C for de dois

lados e K*\C for conexo entdo K*\C serd um cilindro.

Demonstracao. Sejam Vy e V) vizinhancas de C' homeomorfas a um cilindro e tais que

Vo C V1. Pela propriedade (6.2) temos que
X(K?) = x(K2\Vo) + x(V1) = x((K*\Vo) N V7).

Como y(K?) = 0 (pois K? ¢ homeomorfa a P#P2), x(V1) = x(S* x [0,1]) = 0 e
Y((KA\Vo)NV1) = x((S'x[0, 1])U(S*x[0,1])) = 0, segue que x(K*\Vp) = 0. Sendo K*\Vj
uma variedade compacta cujo bordo consiste de dois circulos, temos que y(K*\Vy) =
X(M*) — 2, o que implica que x(M*) = 2, ou seja, M* é homeomorfa a uma esfera,
assim y(K?\V) é orientavel, logo x(K*\V;) é um cilindro. Tome agora uma sequéncia

de vizinhanca {V'},ey tal que V't C V", dai ﬂ Vit = C, logo K*\C = U(KQ\VO”),
n=1 n=1
como V' é conexo para todo n, segue que K*\C' é conexo. Portanto K*\C ¢ um cilindro,

pois cada componente da uniao é um cilindro. |

Lema 6.1.2. Se C4, Cy e C5 forem trés curvas fechadas simples e disjuntas na garrafa

de Klein K?, entdao pelo menos uma das curvas serd de dois lados.

Demonstracao. Mostremos que se C' e Cy forem curvas de um lado, entao C3 serd neces-
sariamente um curva de dois lados.

Seja N(C;) um vizinhanca de C; em K? homeomorfa a uma faixa de Mdbius tal
que N(C;) N Cy) = @. Se colarmos um disco fechado no bordo de K*\N(C}) e usando a
formula (6.1), temos que x(K2\N(C})) = x(M*)—1, como x(K*\N(C})) = 0 implica que
x(M*) = 1. Usando o Teorema de Classificacdo das Variedades, obtemos que M* = P?,
ou seja, o plano projetivo.

Como C, é uma curva de um lado em P?, entdo podemos considerar um vizinhanca
N(Cy) de Oy em P? homeomorfa a faixa de Mobius tal que N(Cy) N C3 = @. Se co-
larmos um disco fechado no bordo de P*\N(C,) e usando a formula (6.1), temos que
X(P*\N(Cy)) = x(M*) — 1, como x(P*\N(Cs)) = 1 (pois P*\N(C3) é homeomorfo a

um disco) implica que x(M*) = 2. Usando o Teorema de Classificagdo das Variedades,
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obtemos que M* = 52, ou seja, a esfera. Como todas a curvas fechadas em S? sao de dois
lados e Cj esta contida em S?, entdo C5 é necessariamente de dois lados. E o resultado

segue. |

Na sequéncia, apresentaremos o grupo fundamental de K* que é denotado por 7, (K?).

Seja G o grupo gerado pelo homeomorfismos a : R? — R?, dado por a(u,v) =
(u+1,v), e B : R* — R? dado por B(u,v) = (—v,v+1). Como aff = fa™ ', o elementos
de G podem ser escritos sob a forma S™a”, onde m,n € Z. O espaco quociente R?/G &
a garrafa de Klein. Assim, o grupo fundamental de K2 ¢ isomorfo a G (veja [8, Exemplo
12, p. 208)).

A garrafa de Klein pode ser visualizada com o espaco obtido a partir de um quadrado

pela identificagao dos lados opostos como na Figura 6.4.

Figura 6.4: A garrafa de Klein K?.

Uma curva fechada simples que ndo é homotoépica a um ponto em K? representa um

dos seguintes elementos de m; (K?):
o, at, 5% 72 ou B, neZ.

A prova deste resultado pode ser vista em [5, Lema 2.3, p. 138].
A Figura 6.5 mostra como essas classes de homotopia podem ser representadas por

curvas fechadas simples.

/

[¢] B aff? Ba™ (n = —3)

Figura 6.5: Curvas representando classes de homotopia de m (K?).
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Observacgao 6.1.2. Seja j um elemento de m(K?), e seja J um curva fechada simples

representado j. Entdo K*\J terd

(a) duas componentes, se j =1 (um das quais é difeomorfa a um disco aberto);

(b) um componente difeomorfa a um cilindro, se j = o*';

(c) um componente difeomorfa a uma faiza de Mibius, se j = Ba™ ou j = ™ a™;

(d) duas componentes difeomorfas a uma faiza de Mébius, se j = B2

Este resultado pode ser visto em [5, p. 139].
Note que um curva fechada simples na garrafa de Klein sera de dois lados, se sua classe

de homotopia for o' ou f*2.

6.2 O Teorema de Poincaré-Bendixson

Nesta secao, chegamos a um dos objetivos principal do trabalho, apresentaremos uma
versao do Teorema de Poincaré-Bendixson na garrafa de Klein onde a orbita injetiva de
X € K? é fracamente w-recorrente e outra onde a oOrbita injetiva de X € K? nfo é

fracamente w-recorrente.

Definicao 6.2.1. Sejam M uma variedade compacta bidimensional e v um drbita de
X € Q(M) que intersecta uma segdao transversal ¥ em pontos p e q. Diremos que a curva
C = [p,qly U [p,qls formado pela uniao do arco de orbita [p,ql, de v com o segmento
[p,qls de ¥ € um circulo semi-transversal a X por vy, se ela for um curva fechada simples

de dois lados (veja Figura 6.6).

Lema 6.2.1. Seja v um orbita injetiva de X € Q(K?). Se v intersectar uma se¢io

transversal X em quatro pontos distintos, entao existird um circulo semi-transversal a X

por 7.

Demonstracao. Sejam pi, ps, p3 € py pontos distintos e consecutivos da intersecao de ~

com Y. Assuma, sem perda de generalidade, que pi, ps, p3 € ps formam um sequéncia
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Figura 6.6: Circulo semi-transversal a X.

mondtona em . Caso contrario, a construcao de um circulo semi-transversal a X por
¢ imediata.

Consideremos a seguintes curvas fechadas simples C; = [p1,p2], U [p1,p2ls, Co =
(D2, P3ly U [p2, psls € Cs = [ps, paly U [p3, pals (ver Figura 6.7 (a)). Fazendo um pequena
pertubacao dessas curvas, obtemos curvas fechadas simples e disjuntas, 6’1, 52 e 53 (ver
Figura 6.7 (b)). Logo, pelo Lema 6.1.2, segue que pelo menos uma dessas curvas ¢ de dois

lados. Portanto, existe um circulo semi-transversal a X por 7. |

P4

(a)
Figura 6.7: Curvas fechadas simples.
Corolario 6.2.1. Se vy for uma drbita injetiva fracamente w-recorrente (respectivamente

fracamente a-recorrente) de X € Q(K?), entdo existird um circulo C semi-transversal a

X por . Além disso, K*\C serd conero.
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Demonstracao. Seja p € X e suponha que v é fracamente w-recorrente em p, ou seja,
p Evep € w(y). Seja X um segmento transversal passando por p. Como p € w(y),
entao a semiorbita 7; C ~ intercepta ¥ em um ndamero infinitos de pontos. Dai, pelo
Lema 6.2.1, existe um circulo C' = [py, p2], U [p1, p2]s semi-transversal a X por v, onde
p1 € ”y; C 7 (veja Figura 6.8).

Suponha agora que, p pertence a componente de X\ {ps} que contém p; (veja as Figuras
6.8 (a) € 6.8 (b)). Vamos denotar por ps o primeiro ponto que a semiorbita positiva 7;'2 Cy
intersecta essa componente. Como 7y é injetiva o arco de érbita (ps,ps3), € um caminho
ligando os dois lados de C, sem intersectar C'. Note que se uma curva liga pontos em
lados diferentes, entao deveria existir mais de uma componente se os lados estivesse em
componentes diferentes. Como isso ndo ocorre em K?\C, entdo K*\C' é conexo.

Se p ndo pertence a componente conexa X\{p2} que contém p;, temos que o arco de
orbita (p,p1), também é um caminho ligando os dois de C' (veja Figura 6.8 (c)), o que

novamente implica que K?\C' é conexo. |

Figura 6.8: Conexidade de K*\C.

Definicao 6.2.2. Seja M uma variedade compacta bidimensional. Um grdfico para X €
Q(M) é um subconjunto fechado e conexo de M constituido de finitas singularidades e
de um sequéncia (finita ou infinita) de orbitas injetivas e requlares tais que o0s conjuntos

a-limite e w-limite sao singularidades.

Observagao 6.2.1. Sejam M wuma variedade compacta bidimensional, X € Q(M) e

N C M uma regiao homeomorfa a um cilindro. Suponhamos que o campo X possua um
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nimero finito de singulares em N. Se uma semidrbita positiva v estiver contida em N,
entao o seu conjunto w-limite apresentard as mesmas possibilidades que o Teorema de

Poincaré-Bendizson em R?, ou seja, serd wma orbita periddica, wm ponto singular ou um
grdfico.

A demonstracao desta observacao é similar a demonstracao do Teorema de Poincaré-
Bendixson em R?, considerando o fato que uma curva de Jordan .J em N divide N\J em
duas componentes conexas limitadas contendo em seus bordos a curva J.

Agora apresentaremos um versao do Teorema de Poincaré-Bendixson onde a 6rbita

injetiva de X € Q(K?) é fracamente w-recorrente.

Teorema 6.2.1. Seja X € Q(K?) um campo vetorial continuo com um nimero finito
de singularidades e seja v um drbita injetiva fracamente w-recorrente. Entdo w(y) é

exatamente um dos sequintes conjuntos:
(a) Uma orbita periddica;
(b) Um grdfico.

Demonstracao. Pelo Corolario 6.2.1, existe um circulo C' semi-transversal a X por v
tal que K*\C é conexo. Pelo Lema 6.1.1, K*\C & um cilindro. Como o cilindro é
homeomorfo a um anel, podemos assumir que K?\C' é um anel, onde os circulo fronteiras,
que denotaremos por Cj e Cy, sdo orientados pelas setas como na Figura 6.9 (a). Tais
circulos podem ser identificados por um homeomorfismo A : C; — C5 que preserva a
orientacao.

Temos a seguinte afirmacdo: existe r € 7 tal que a semiorbita positiva v, C v fica
contida no anel K*\C' ou em uma faixa de Mdbius.

De fato, basta mostrarmos que se v intersectar C' em trés pontos consecutivos p, q e
r, entdao a semiorbita positiva 7,7 C ~ ficara contida em um faixa de Mébius.

Denotemos por pg o arco de C' com extremos p e g contendo r. Como K?\C é um
anel e v é injetiva, a semiorbita 7" C v pode intersectar C' somente outra vez no arco
7q C pg com extremos r e ¢ (veja Figura 6.9 (a)). Note que a regiao limitada pelos arcos

de orbitas formados pelos pontos r e ¢ e pelos pontos p e ¢ funciona como uma caixa de
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fluxo. Como o homeomorfismo h preserva o orientagao segue que a semiorbita v C 7
fica contida na faixa de Mdbius, representada na Figura 6.9 (b). Caso contrario, 7" C v
ficaria contida no anel K*\C.

Note que w(7y) ndo pode ser um ponto singular pois 7y é injetiva fracamente w-recorrente.
Como K*\C é um cilindro pela Observacio 6.2.1, o conjunto w(y) apresenta as mesmas
possibilidades do Teorema de Poincaré-Bendixson em R?, dessa forma, w(v) sera um or-
bita peridédica ou um grafico; e usando o fato de que o cilindro é um recobrimento duplo
orientado da faixa de Mobius e o Lema 5.3.2, segue que w(7y) é uma um orbita periddica

ou um gréafico. ]

p q
C
T T
Cy
q P

(b)

(a)

Figura 6.9: Anel com fronteira C' e C?, e faixa de Mobius.

Corolério 6.2.2. Um campo vetorial continuo X € Q(K?) néio possui drbita injetiva w-

recorrente.

Demonstracao. Seja «y uma oOrbita w-recorrente, entdo v C w(y). Como 7 também é
fracamente w-recorrente pelo teorema anterior o conjuntos w(y) é uma oOrbita periddica
ou um gréafico.

Se w(7y) for uma orbita periodica, entdo v C w(y) é periddica, logo ndo pode ser
injetiva. Se w(y) for um grafico, como v C w(7y) e o numero de singulares de X é finito,
entao em algum tempo t a curva « se auto-intersectaria em algum ponto singular, logo v

nao pode ser injetiva. |
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Na sequéncia, apresentaremos uma versao do Teorema de Poincaré-Bendixson na gar-
rafa de Klien no caso onde a érbita injetiva de X € Q(K?) ndo é fracamente w-recorrente.

Mas antes mostraremos dois resultados que ajudari na demonstragao do teorema.

Proposigao 6.2.1. Seja X € Q(M) um campo vetorial continuo em uma variedade
compacta orientdvel bidimensional M e seja v uma orbita injetiva que nao € fracamente

w-recorrente. Se 7 for uma orbita periddica acompanhada por vy, entdo w(y) = 3.

Demonstragao. Seja M uma variedade bidimensional orientavel, X € Q(M) um campo
vetorial continuo e 4 uma oOrbita periddica de X. Como M é orientavel entao 7 ¢ uma
curva de dois lados. Assim, possui um vizinhanca U homeomorfa a um anel tal que ¥
separa U em duas componentes conexas. Sabemos que o campo X é continuo e {0} é
fechado, entdo {X (0)} é fechado, ou seja, o conjunto dos pontos de singularidades de
X é fechado e, portanto, disjunto de 7. Assim, podemos considerar que a vizinhanca U
seja suficientemente pequena de tal forma que ela nao contenha pontos singulares.

Seja X uma secao transversal passando por um ponto p € 7, tal que ¥ C U e ¥
intersecta 3 somente em p. Como p € w(y), pois 4 é acompanhada por 7, entdao 7y
intersecta X infinitas vezes. Sejam p; e po pontos consecutivos da intersecao de 7 e
Y. com respeito o tempo crescente (ver Figura 6.10). Como 74 é acompanhada por 7,
podemos tomar p; suficientemente proximo a p para que o arco de orbita [py, pg],\/ fique
contido em U. A oOrbita 7 separa U em duas componentes conexas e 7N~y = &. Dessa
forma [pi, p2|, pertence a um tnica componente de U\7. Logo a curva fechada simples
T = [p1,pa)y U [p1, p2]s nado intercepta 7 e fica contida em U.

Se T limitar um dominio simplesmente conexo D em U, pelos Teorema 3.2.4 e Teorema
3.2.5, D C U conterda um ponto singular. Mas isto contradiz o fato da vizinhanca U nao
conter ponto singulares. Portanto a curva T nao ¢ homoto6pica a um ponto em U e junto
com 7 limitam uma regido anular K C U (veja Figura 6.10).

Denotemos por Yi e X7, as componente de X\{p}. Suponhamos agora que p1,ps € Xg.

Como p € w(7y) somente uma das seguintes alternativas ocorre:

(a) a semiérbita positiva v, C v nao intersecta ;
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p1

Figura 6.10: Anel K.
(b) a semiodrbita positiva v, C + intersecta X7, em pontos arbitrariamente proximos de p.

Para o caso (a), mostraremos que ps estd em > entre p; e p. Suponhamos que isto
nao aconteca, ou seja, p; estd ¥ entre py e p. Sendo assim, pelo Lema 3.2.1 em [py, po]s
todas as semiorbitas saem de K e como v é injetiva temos que 7;’2 C v deixa o anel K e
nao o intercepta mais (veja Figura 6.11). Isso significa que ’y;; C 7 nao intersecta > em

qualquer vizinhanca de p, contradizendo o fato de p € w(7).

Figura 6.11: p; entre py e p.

Agora provaremos o teorema no caso (a). Ja sabemos que py estd em ¥ entre p; e p.
Chamaremos por ps o primeiro ponto onde a semi6rbita 7;’2 C 7 intersecta . Podemos
afirmar que p3 estd em X entre py e p. De fato, em [py, po]s todas as semioérbitas entram
em K e como vy é injetiva temos que 7;2 C 7 entra em K e nao pode mais sair. Por
iss0, p3 ¢ [p1,p2ls, logo ps € [pa, pls. Prosseguindo dessa forma, obtemos um sequéncia

{Pn}neny em 3 com as seguintes propriedades:



89

(a1) pny1 € ’y;; N X, onde ’y;n C ;
(az) o ponto p,yq estd em 3 entre p, e p;
(a3) 7;1 C 7 ndo intersecta ¥ em qualquer ponto, exceto em p,, n € N (veja Figura 6.12).

PN
yat

Jm €

Figura 6.12: Sequéncia monotona {p, }nen-

Pela propriedade (az), a sequéncia {p, }nen tem um ponto de acumulagao g € . Como
p € w(y), entdo ¢ = p. E ainda, (az) e (a3) implicam que w(vy) N X = {p}
Uma vez que a semiorbita ”y;; C 7 esta contida em K, o mesmo raciocinio utilizado

acima nos fornece que:

(a4) qualquer secdo transversal passando por um ponto p € ¥ intersecta w(y) somente em
5.

Suponhamos agora que w(y)\y # @. Sendo assim, w(y)\y tem um ponto de acumu-
lagdo p € 7, pois w(7y) é conexo. Seja ¥; uma secdo transversal passando por p. Pela
Proposi¢ao 5.2.2 e como toda vizinhanga de p contém pontos de w(7y)\7, entao existe uma
orbita ~y,, C K passando por um ponto p, € w(7y)\7 e intersectando 5. Por (a4), o ponto
de intersecao é necessariamente p.

Seja t o tempo tal que v, (t) = p e v,,(0) = p.. Considere o conjunto A = {t € [0,1] :
Yp.(t) € 4}. Como o conjunto A é fechado, existe um tempo minimo n € A, tal que
0<n<t.

Tome ¢ > 0, assim 0 <n—e <n <t Sejas=n—e¢, como s & A e, (s) & um ponto

regular, existe uma secdo transversal ¥, passando por 7,,(s) que intersecta 5 e 7,, em
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dois pontos distintos (ver Figura 6.13). O que é uma contradi¢do com o item (ay). Logo

w(y)\¥ = @ e, consequentemente, w(y) C 4. Portanto w(y) = 7.

5 5

Figura 6.13: Segmentos transversais >; e X,.

Agora demonstraremos o teorema para o caso (b). Segue de argumentos anteriores
que, neste caso, a semiorbita v, C 7 deixa K e nao o intersecta mais. Analogamente &
construcao de K, construimos um anel K C U limitado por 7 e por um curva fechada
simples formada pela unido de um arco [p1, P2}, com o intervalo [py, po]s, de ¥ (veja Figura
6.14). Como 4 C w(), implica que ’ypt C v tem que entrar no anel K, sendo assim, ps
esta entre p; e p.

O restante da demonstracao é analoga ao caso (a), com K, p;, py substituido por K,

p1 e p3, respectivamente. |

Figura 6.14: Anel K.
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Proposicao 6.2.2. Sejam X € Q(K?) e v um drbita injetiva que nio € fracamente
w-recorrente. Suponhamos que no campo vetorial X possua um numero finito de singula-
ridades em w(y). Se 7 € uma drbita injetiva acompanhada por v, entio w(7) e a(7) sdo

singularidades.

Demonstrag¢ao. Suponha que w(¥) contenha um ponto regular p. Seja ¥ uma se¢ao trans-
versal passando por p. Como p € w(7), entao a semiorbita positiva ¥+ C 7 intersecta 3 em
um namero infinitos de pontos. Dai, pelo Lema 6.2.1, existe um circulo semi-transversal a
X por 7, seja ele, C = [P1,p2]5 U [p1, p2]s. Um vez que 4 é acompanhada por 7, podemos
construir um circulo C' semi-transversal a X por v, suficientemente, proximo de 5, com
p1 ou py pertencente a C' (veja Figura 6.15).

Digamos que p; € C' (veja Figura 6.15 (a)). Como p; € w(7), existem arcos de orbitas
de X contidos em -, ligando os dois lados de C' e sem interceptar C'. Note que se uma
curva liga pontos em lados diferentes, entao deveria existir mais de uma componente se
os lados estivesse em componentes diferentes. Logo K?\C' ¢ conexo, e ainda, K*\C é um
cilindro pelo Lema 6.1.1.

Usando o mesmo raciocinio da demonstragao do Teorema 6.2.1, temos que a seguinte
afirmacdo: existe r € v tal que a semiorbita positiva v C 7 fica contida no anel K*\C
ou em uma faixa de Md6bius.

Pela Observacao 6.2.1, o conjunto w(+y) apresenta as mesmas possibilidades do Teorema
de Poincaré-Bendixson em R%. Mas 7 C w(vy) é injetiva, o que implica que 7 é ndo
periddica. Logo, w(7y) é um grafico. Mas isso contradiz a existéncia de um ponto regular
p em w(¥). Portanto, w(¥) é um ponto singular.

Analogamente, a(%) é um ponto singular pertencente a w(7). |

Agora apresentaremos a versao do Teorema de Poincaré-Bendixson na garrafa de Klein

no caso onde a 6rbita injetiva de X € Q(K?) ndo ¢ fracamente w-recorrente.

Teorema 6.2.2. Seja X € Q(K?) um campo vetorial continuo com um nimero finito
de singularidades. Se v é uma orbita injetiva nao fracamente w-recorrente, entio w(y) €

exatamente um dos sequintes conjuntos:



92

J41

Q

(a)preC (b) p2 € C
Figura 6.15: Circulos semi-transversais C' e C.

(a) Uma singularidade;
(b) Uma orbita periddica;
(c) Um grifico.

Demonstrag¢ao. Se w(7) ndo contiver pontos regulares, entdo w(vy) é uma tnica singulari-
dade, pois o niimero de singularidades de X é finito e w(7) é conexo.

Suponha agora que w(7y) contém um ponto regular p. Considere um se¢ao transversal a
X por p. Assim, existe um sequéncia {p, }n,en em X tal que p, — p, quando n — +oc.
Pelo Lema 6.2.1 existe um circulo semi-transversal a X por v, digamos, C' = [py, p2), U
[p1, p2)s-

Se C for uma curva nao homotépica a um ponto em K?, entdo C tem uma vizinhanca
homeomorfa a um cilindro. Pelo Lema 6.1.1 K*\C' é um cilindro, se for conexo, ou
consistirad da uniao de duas faixas de Mobius, pela Observacao 6.1.2.

Assim, existe r € v tal que v C 7 fica contida no cilindro ou em uma faixa de
Mébius. Pela Observagao 6.2.1, se v C v estd contida no cilindro, entdao w(v) é uma
orbita periddica ou um grafico. Se 7 C v esta contida numa faixa de Mobius, como o
cilindro é um recobrimento duplo orientado da faixa de Mobius, pelo Lema 5.3.2, w()
também é uma oOrbita periddica ou um grafico.

Se C for uma curva homotépica a um ponto em K2, entdo C limitara um disco aberto

D em K*. Notemos que neste caso, p ¢ C.
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Se p € D, entdo vale as possibilidades do Teorema de Poincaré-Bendixson em R? e
w(y) é uma orbita peridédica ou um grafico.

No que segue, podemos supor que todos os circulos semi-transversais a X por -y sao
homoto6picos a um ponto em K2 e que p nio pertence aos discos abertos que estes circulos

limitam. Assim, p ¢ D (veja Figura 6.16).

Figura 6.16: Circulo C' homoto6pico a um ponto em K?.

Como p € w(7v), entdo a semidrbita positiva 7;1 C ~ intersecta X em um sequéncia
{Pn}nen, onde p, = 7(t,), com {t,},eny uma sequéncia crescente de nimeros reais e
Pn — p, quando n — +o0.

Afirmamos que {p, }nen € uma sequéncia mondtona em 3.

De fato, suponha que {p,} nao seja monétona em ¥, entao 7;1 C ~y intersecta X em
trés pontos nao consecutivos. Seja py o primeiro ponto de retorno da oOrbita fy;rl , daf
obtemos uma curva C, = [pl,pg]ﬁl U [p1, p2]s homotopica a um ponto em K2, logo C,
¢ o bordo de um disco. Podemos tomar uma vizinhanca aberta suficientemente pequena
deste disco, homeomorfa a um disco aberto.

Se a oOrbita ’y;l C 7y cruza a se¢do X em um terceiro ponto ps entre p; e py (p1 € po
segundo a orientacao em X), entao a trajetoria sai do disco aberto até a proxima intersegao
com Y. Ao retornar ao disco aberto devera intersectar a C em [py, po]s; ou em [pl,pg]ﬁl.
Em ambos os casos temos uma contradigao, pois se cruza em [py, pa|y reverte o sentido
fluxo e se cruza em [pl,pg]%jrl contraria a injetividade da orbita.

Se a orbita 7;“1 C 7y cruza a secao X em um terceiro ponto ps entre py e p;, entao a
trajetoria entra no disco aberto e permanece no disco até a préoxima intersecao com 3.

Sendo assim, a orbita cruza C, em [ps, p1]s ou em [pl,pQ],y;—l. E novamente temos uma
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contradigdo, pois se cruza em [pg, p1]s reverte o sentido fluxo e se cruza em [pl,pQ]ﬁ
1
contraria a injetividade da orbita. Portanto {p, }nen € uma sequéncia monétona.

Counsideremos as curvas fechadas

Cn = [pnapn—i-l]y U [pnapn—‘rl]Ea n = 1727

Afirmamos que C,, é uma curva de dois lados para todo n € N.
De fato, suponha, por contradigao, que exista ny > 0 tal que C,,, € uma curva de um

lado. Temos as seguintes opcoes:

(i) existe n > ng, tal que C,, é uma curva de dois lados;

(ii) C,, ¢ uma curva de um lado para todo n > ny.

O caso (i) ndo pode acontecer. Suponha que acontega, como {p, },en ¢ uma sequéncia
mondtona, podemos considerar que C,,, C C,,. Mas toda curva contida no interior de C,,
¢ homotopica a um ponto em K? e C,, é uma curva de um lado ndo homotépica a um
ponto em K2. O que é uma contradicdo. Se C,, C C,,, entdo C,, é bordo de um disco,
dai C,, e C, sao homotopicas, donde concluimos que C,,, ¢ homotdpica a um ponto em
K?. O que também é um contradicio.

O caso (i) também nao ¢é valido. Pois como {p,, }nen € uma sequéncia monétona, entao
podemos obter mais de duas curvas disjuntas de um lado em K?. Pelo Lema 6.1.2, s6
existe duas curvas disjuntas de um lado em K?2. Sendo assim, ndo existe ny > 2 tal que
Cho € de um lado.

Como {py, }nen € uma sequéncia mon6tona em %, temos que w(y)NE = {p}. Como p é
arbitrario, isto implica que existe uma dnica 6rbita de X, que chamaremos de 7, passando
por p tal que ¥ C w(7), pois caso contrario, existiria dois pontos distintos de w(~y) em
uma mesma secao transversal.

Agora analisaremos a orbita 5 C w(7).

Se 7 C w(y) é periddica, segue do fato que do toro T? ser um recobrimento duplo
orientado da garrafa de Klein, da Proposigao 6.2.1 e do Lema 5.3.2 que w(7y) = 7, ou seja,

uma 6rbita periédica.
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Se 4 C w(y) ndo é periddica, entdo 7 é injetiva. Dai pela Proposi¢io 6.1.1 os conjuntos
w(¥) e a(¥) sao singularidades e, consequentemente, w(y) é um grafico. O teorema esta

demonstrado. [ |



Consideracoes finais

O Teorema de Poincaré-Bendixson é um resultado importante da Teoria Qualitativa
das Equacoes Diferenciais. Através deste teorema temos um descricao completa de to-
dos os possiveis comportamentos assintoticos das solucoes de uma equacao diferencial
ordinéria no plano, mesmo sem conhecer as solucoes explicitas da equacao.

O Teorema da Curva Jordan é um fator indispensavel para a demonstracao do Teorema
de Poincaré-Bendixson no R

Para campos vetoriais continuos a injetividade da orbita foi necessaria para para provar
o teorema no plano. Percebemos que o teorema na teoria classica é um corolario do
teorema para campos vetoriais continuos.

Para campos vetoriais suaves por partes no plano sem movimento de deslize, compor-
tamentos analogos ocorrem. Por outro lado na presenca de movimento de deslize pode
ocorrer fend6menos nao descritos na teoria classica para campos suaves no plano.

Para campos vetoriais em variedades bidimensionais vimos o conceito de érbitas re-
correntes, o que nao ocorre no plano, e que pode acontecer do conjunto w-limite ser igual
a variedade, ou seja, w(y) = M; como no caso do toro com o fluxo irracional.

Para as versoes do Teorema de Poincaré-Bendixson na garrafa de Klein sao necessarios
muitas ferramentas topologicas para garantir que argumentos analogos aos utilizados na
demonstracao do teorema da versao cléssica funcionem, neste caso, com as hipoteses
consideradas. O interessante de se observar é que a curva de dois lados faz o papel da

curva de Jordan neste ambiente.
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