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“O sucesso é a soma de pequenos esforcos repetidos dia apos dia.”

Robert Collier



Resumo

Dado um sistema assintoticamente autonomo, apresentamos um teorema que mostra a
convergéncia do atrator pullback para o atrator global se, e somente se, o atrator pullback
for compacto para frente. Outros resultados com condi¢oes diversas, ora suficientes, ora
necessarias, também destacam essa convergéncia. Além disso, definimos o conjunto limite
e o conjunto limite inferior do atrator pullback e apontamos resultados que mostram a
relacao entre estes e o atrator global. Por fim, aplicamos os resultados obtidos numa equa-
cao parabolica quase-linear com expoente variavel na qual o operador principal depende

do tempo.

Palavras—chave: problemas assintoticamente auténomos, atrator pullback, atrator glo-

bal, processo de evolugao, semigrupo, equacao parabdlica, expoente variavel.
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Abstract

Given an asymptotically autonomous system, we present a theorem that shows the conver-
gence of the pullback attractor to the global attractor if and only if the pullback attractor
is forward compact. Other results with different sufficient conditions also highlight this
convergence. Results with necessary conditions are also presented. Moreover, we define
the limit-set and the lower limit-set of pullback attractor and we present results that show
the relationship between these and the global attractor. Finally, we apply the results ob-
tained to a quasi-linear parabolic equation with variable exponent in which the principal

operator depends on time.

Keywords: asymptotically autonomous problems, pullback attractor, global attractor,

evolution process, semigroup, parabolic equation, variable exponents.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho estudamos sistemas dindmicos assintoticamente auténomos aplicados as
Equacoes Diferenciais Parciais. Assim, a proposta do mesmo é reunir num texto resul-
tados abstratos que mostram, em geral, a convergéncia de atratores nao-auténomos para
autonomos e aplica-los em uma equacao parabolica quase-linear com expoente varidvel na
qual o operador principal depende do tempo. Baseamo-nos principalmente no artigo [9]
e as referéncias [[11], [12], [10]] complementagGes.

Adotamos a convengao | | para indicar onde as defini¢oes e os resultados podem ser
encontrados, caso o leitor queira saber mais detalhes.

Esta dissertacao foi organizada da seguinte forma: no Capitulo 2, enunciamos al-
gumas definicées e resultados de Analise Funcional, Algebra Linear e Topologia Geral
necessarios para a compreensao dos resultados dados nos Capitulos 3 e 4. O Capitulo
3 contém defini¢oes e resultados tedricos sobre dindmicas assintoticamente autonomas.
Neste, apontamos um teorema que garante a convergéncia das se¢oes A(t) do atrator
pullback A := {A(t) : t € R} para o atrator global A., quando ¢ — +00, com condi-
¢ao necessaria e suficiente, e que reduz as condicoes de uniformidade dadas por Kloeden
e Simsen [[10], Teorema 3.2]. Além disso, destacamos outros teoremas com condigdes
suficientes, outros somente com condi¢des necessarias, que mostram essa convergéncia.

Posteriormente apresentamos a construcao do conjunto limite A(c0) := (,cp m

do atrator pullback e discutimos a relacao de inclusao entre este e o atrator global A..



Destacamos um caso especial onde vale a semi-continuidade inferior.

Para finalizar o capitulo, apresentamos a definigao do conjunto limite inferior Ay (c0) :=
ﬂrnToo{:p € X :dz, € A(r,) tal que ,, — z} do atrator pullback e uma proposicao
onde a semi-continuidade inferior é valida se, e somente se, A, = Ar(cc0). O Capitulo
4 destina-se a aplicacao dos resultados obtidos no decorrer do trabalho & uma equacao

parabolica com expoente variavel, da forma

ou

Ok div(D(t, 2)|Vu(t) P72 vu(t)) + [u(t)|P2u(t) = B(u(t)),

em um dominio limitado €2, na qual o operador principal depende do tempo.



Capitulo 2

Pré-Requisitos

2.1 Uma coletanea de resultados

Nesta se¢ao serao apresentadas algumas defini¢coes e resultados de Analise Funcional,

Algebra Linear e Topologia Geral que utilizaremos no decorrer do trabalho.

Definicao 1. [1] Dado um conjunto X # () seja d : X x X — Ry e indiquemos por
d(x,y) a imagem de um par genérico (x,y) € X x X, através da fun¢ao d. Dizemos que
d é métrica sobre X se as sequintes condicoes se verificam para quaisquer x,y,z € X:

i)d(z,y) =0 x=y;

it) d(z,y) = d(y, );

iti) d(x,y) < d(z,z) +d(z,y). (Desigualdade triangular)

Nessas condigoes cada imagem d(x,y) recebe o nome de distdncia de x a y e um

par (X,d), onde d é uma métrica sobre X, € o que chamamos de espago métrico.

Definicao 2. [1] Seja (X,d) um espago métrico. Dadosp € X e A C X(A #0), chama-
se distdncia de p ao conjunto A, e indica-se por d(p,A), o sequinte nimero real nao
neqativo:

d(p, A) = inf{d(p,z) : x € A}.
Proposigao 3. [1] Seja (X, d) um espago métrico. Se A C X(A#0) ep,q € X, entao:

|d(p, A) — d(q, A)| < d(p,q).
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Demonstra¢ao. Tome = € A, entdo d(p,A) < d(p,x). Pela desigualdade triangular,
d(p,z) < d(p,q) +d(g,x). Dai d(p, A) — d(p,q) < d(¢q,z). Como esta desigualdade vale
para todo x € A, entdo a constante d(p, A) — d(p, ¢) é um limite inferior do conjunto dos

elementos do tipo d(q,z), com x € A. Assim, d(p, A) — d(p,q) < d(q, A), ou melhor,

d(p,q) > d(p, A) — d(q, A). (2.1)

Por outro lado, tome = € A, entdo d(q,A) < d(q,x). Pela desigualdade triangular,
d(q,z) < d(q,p) + d(p,z). Dai d(q, A) — d(q,p) < d(p,z). Como esta desigualdade vale
para todo x € A, entdo a constante d(q, A) — d(g,p) é um limite inferior do conjunto dos

elementos do tipo d(p,x), com x € A. Assim, d(q, A) — d(q,p) < d(p, A), ou melhor,
—d(p,q) < d(p, A) — d(q, A). (2.2)
De (2.1) e (2.2) concluimos que
|d(p, A) — d(q, A)| < d(p, q),

como queriamos.

Definigao 4. [1] Seja p um ponto de um espagco métrico (X, d). Sendo € > 0 um nimero

real, a bola de centro p e raio e, indicada por B(p,€), é o sequinte subconjunto de X :
B(p,e) ={x € X : d(z,p) < €}.

Definigao 5. [1] Seja A um subconjunto de um espago métrico (X,d). Um pontop € X

se diz ponto aderente ao conjunto A se, para todo € > 0, vale a relacao
B(p,e) N A # 0.

O conjunto dos pontos aderentes ao subconjunto A chama-se fecho de A e € indicado por

A. E imediato que A C A.

Proposicao 6. [2] Seja A um subconjunto de um espago métrico (X,d). Entio, v € A

se, e somente se, d(x, A) = 0.



Demonstracao. Ver pagina 79.

Como corolario da Proposicao 6 temos o seguinte resultado:

Proposicao 7. [2] Para que um subconjunto A de um espaco métrico (X, d) seja fechado,

¢ necessdrio e suficiente que d(x, A) = 0 implique x € A.

Demonstracao. Ver pagina 79.

Defini¢ao 8. [1] Sejam M e N espacos métricos. Uma funcio f : M — N se diz

continua no ponto p € M se, para qualquer € > 0, existe 0 > 0 de forma que

d(z,p) <6 = d(f(x), f(p)) <e

Este 0 depende, em geral, ndo sd de € como também do ponto p. Existem casos em que §
depende apenas de €, ou seja, pode-se usar o mesmo o em todos os pontos de M, veja a
proxima definicao.

Dizer que f ¢ continua significa que [ € continua em todos os pontos de M.

Defini¢ao 9. [1] Sejam M e N espacos métricos. Uma func¢io f : M — N se diz

uniformemente continua se, dado € > 0, existe 6 > 0 de forma que

d(z,y) < = d(f(:zc),f(y)) < €.

Defini¢ao 10. /1] Um espag¢o vetorial sobre R é um conjunto E sobre o qual estio

definidas duas leis de composicdo, uma interna
(u,v) — u+v (adigao)
e uma externa, de R X F em F,
(v, u) — au (multiplicagdo por escalares)

para as quais se verificam as sequintes condigoes:



i)u+ (v+w)=(ut+v)+wVuvwekE;

i) u+v=v+uVuve€kE,

iii) Existe 0 € E de modo que 0 +u =u,V u € E;

iv) Para todo u € E,existe (—u) € E de maneira que u + (—u) = 0 ou seja, E é um
grupo abeliano em relacao a adicao e, ainda

v) (af) u=a (fu),Y o, €R eV u € E;

vi) (a+p)u=au+ pu,Va,f ER eV uck;

vii) a(u+v) =au+av,Va €R eV u,v € E;

viit) lu =u,V u € E.

Os elementos de um espago vetorial sao genericamente chamados de vetores.

Defini¢ao 11. /1] Uma norma sobre um espaco vetorial E sobre R é uma funcio que
associa a cada w € E um nimero real nao negativo, indicado por ||u||, e chamado norma
de u, de maneira que:

i) ||ul]l=0 <= u=0;

i) [|au||=|a|||u|,¥Y a € R eV u € E;

i) ||lu+vl| < |ul] + ||v],Y u,v € E.

Defini¢ao 12. [1/ Um espago vetorial normado real é um espago vetorial sobre R
dotado de uma norma. Se E € um espago vetorial normado, entao d : E X F — R,
definida por d(u,v) = ||u — v| € uma métrica sobre E pois:

i) d(u,v) =|lu—v|]| =0<=u—v=0<= u=uv;

i) d(w,v) = Jlu vl = =D —w)l =] 1llv—ull = o—ul = d(v,u);

i11) d(u,v) = lu—v|| =lu—w+w—v| < |lu—w| + |lw—v|| =du,w)+dw,v).

A métrica d assim obtida chama-se métrica induzida pela norma dada sobre E.
Definicao 13. [2/ Uma sequéncia {x,} em um espago métrico (X,d) é dita de Cauchy
se, para todo € > 0, existir um ng € N tal que d(x,, z,,) < €, se n,m > ng.

Toda sequéncia convergente é de Cauchy. Porém, nem toda sequéncia de Cauchy é

convergente.

Definigao 14. [2] Um espago métrico (X, d) € dito completo se toda sequéncia de Cauchy

converge em X.



Definicao 15. [// Um espagco normado X é chamado de Espago de Banach se é um

espaco métrico completo em relacao a métrica induzida por sua norma.

Defini¢ao 16. [1]/ Se E é um espaco vetorial sobre R, um produto interno em E ¢
uma aplicagao que associa a cada (u,v) € E x E um ndmero real, indicado por (u,v) e
chamado “u escalar v”, de modo que:

i) (au,v) = a (u,v),Va € R eV u,v e E;

i1) (u,v) = (v,u),¥ u,v € E;

i11) (uy + ug,v) = (u1,v) + (ug,v),¥ uy,us, v € E;

i) (u,u) >0 sempre que u # 0.

Um espago vetorial E com produto interno (-,-) é chamado de espag¢o produto in-
terno. Assim, temos que um Espaco de Hilbert é um espaco produto interno que €

completo com a norma induzida pelo produto interno, a saber ||ul|= /{u,u).

Os Espacos de Hilbert formam a classe mais importante de Espacos de Banach. Neles,

valem as desigualdades:

Proposicao 17. [/] Se E ¢ um espaco produto interno, entao para todos u,v € E:

i) (desigualdade de Cauchy-Schwarz) |(u,v)| < ||u||||v]|; @ igualdade ocorre se, e so-
mente se, {u,v} € linearmente dependente.

i1) (desigualdade triangular) ||u + v|| < |lul]| + ||v]|; @ igualdade ocorre se, e somente

se, u =0 ou v = tu para algum t > 0.

Demonstracao. Ver pagina 120.

Definicao 18. [6/ Uma sequéncia {x,} de nimeros reais chama-se crescente quando
Tpn < Tpa1 para todo n € N. Se vale x, < x,1 para todo n, a sequéncia diz-se nao-
decrescente.

Analogamente, quando x, > x,,1 para todo n € N, a sequéncia {x,} diz-se decres-

cente. Ela é chamada nao-crescente quando x,, > x,.1 para todo n € N.

Definicao 19. [1] Seja (X, d) um espago métrico. Diz-se que um subconjunto A C X é

compacto se, para toda sequéncia {x,} de pontos de A, existe uma subsequéncia {x,, }



que converge para um ponto p € A. Um espaco métrico (X,d) se diz compacto se o
conjunto X é compacto.
Sejam Ky, Ky, - - -, K,, subconjuntos compactos de um espaco métrico X. Sua reuniao

K=K UKyU---UK, é compacla.

Proposigao 20. [1] Toda sequéncia convergente de um espa¢o métrico é uma sequéncia

de Cauchy.

Demonstracao. Ver pagina 146.

Proposigao 21. [1] Seja {x,} uma sequéncia de Cauchy num espago métrico X. Se

existe uma subsequéncia de {x,} que converge para p € X, entdo limx,, = p.

Demonstracao. Ver pagina 147.

Proposigao 22. [2] O produto cartesiano X XY € compacto se, e somente se, X e Y

$G0 espagos compactos.

Demonstracao. Ver pagina 182.

Proposicao 23. [2/ A imagem de um conjunto compacto por uma fun¢do continua é um

conjunto compacto.

Demonstracao. Ver pagina 179.

Proposicao 24. [1/ Seja A um subconjunto compacto de um espa¢o métrico (X, d). Se

K C X, entao existe p € A tal que d(p, K) = d(A, K).

Demonstracao. Ver pagina 125.



Defini¢ao 25. [3/ Um conjunto A em um espa¢o métrico (X,d) é chamado relativa-

mente compacto se o fecho A é compacto.

Teorema 26. [3/ Um conjunto A em um espaco métrico (X,d) € relativamente com-
pacto se, e somente se, toda sequéncia {r,} cujos elementos pertencem a A, tem uma

subsequéncia convergente.

Demonstracao. Ver pagina 122.

Definigao 27. [3] Um conjunto A em um espaco métrico (X, d) é chamado pré-compacto
se para cada € > 0, existe um conjunto finito de pontos {x1, s, -, x,} em X, tal que A

estd contido na uniao das bolas abertas B(x;,€), i =1,-- -, n, isto €,
Ac|JB(zie).
i=1
Teorema 28. /3] Todo conjunto relativamente compacto em um espago métrico (X,d) é

pré-compacto.

Demonstracao. Ver pagina 122.

Teorema 29. [3/ Seja (X, d) um espagco métrico completo. Todo subconjunto pré-compacto

de X ¢€ relativamente compacto.

Demonstracao. Ver pagina 126.

Teorema 30. [6/ (Compactos Encaizados) Sejoa K1 D Ko O -+ D K, D -+ uma
sequéncia descendente de compactos nao-vazios. Entao K = (., K, € nao-vazio (e

compacto).

Demonstracao. Ver pagina 184.
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Lema 31. [7] (Gronwall-Bellman) Seja m € L*(0,T;R) tal que m > 0 gtp em (0,T) e

seja a uma constante nao-negativa. Seja ¢ uma fungao continua de [0,T] em R verificando

o(t) < a+ / m(s)é(s)ds,

para todo t € [0, T]. Entao,
¢(t) < aefot m(s)ds

para todo t € [0,T.

Definigao 32. /5] Seja X um espaco de medida com p uma medida positiva. Se 0 < p <

o0 e f: X — C uma funcao mensurdvel, definimos
1/p
171, := ([ 1#7an)
X
sendo || f||, @ norma L? de f e
LP(p) =={f: X — C: f é mensurdvel : | f||, < oo}.

Se f : X — C & mensuravel, definimos || f|l« como o supremo essencial de |f|, ou
seja,

[flloo := sup ess|f|

L¥(X,p) = L®(p) :=={f : X — C: f & mensuravel : ||f|_ < oo}



Capitulo 3

Resultados teb6ricos sobre dinamicas

assintoticamente autéonomas

Seja (X, || - ||) um espaco de Banach. Durante o restante deste capitulo, usaremos as
seguintes notacoes:

K(X):={K C X : K #( é um conjunto compacto em X}.

B(X):={BC X :B#(éum conjunto limitado em X}.

R, =0, 00).
T := monoétona crescente.
J = monoétona decrescente.

Defini¢ao 33. [9/ Uma familia de aplicagoes S := {S(t,s) : X — X, t > s € R} ¢
chamada de processo de evolucao em X se satisfaz

(i) S(s,s) = Ix (identidade em X );

(i) S(t,s) = S(t,r)S(r,s), para todo t > r > s.

Assumimos que o processo de evolugcdo S € continuo nas varidveis de tempo e espago,
isto €, a aplicacao

o:[s,+0) x X — X
(t,x) —> S(t, s)x

€ continua para todo s € R.

11
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Um processo de evolugao é chamado de auténomo se S(t,s) = S(t — s,0) para todo
t>s.
Defini¢ao 34. /8/ Uma familia de operadores T := {T'(t) : t > 0},T(t) : X — X
continuo, € chamada de semigrupo se satisfaz

(1) T(0) = Ix;

(ii) T(t+ s) =T(t)T(s), para todo t,s > 0.

Um semigrupo T € chamado continuo se a aplicacao

BiRy x X — X
(t,z) — T(t)x

é continua.

Seja {S(t — s,0),t > s} um processo de evolu¢do autonomo, a familia de operadores
{T'(t) : t > 0} dada por T'(t) = S(t,0)(t > 0) define um semigrupo.

De fato, T'(0) = S(0,0) = I e para todo t +s > 7 >0,

Tt+s)=8(t+s,0)=S5t+s7)5(r,0)=95(t+s—7,0)5(r,0).
Em particular, para 7 = s temos
T(t+s) = 5(t,0)5(s,0) = T(t)T(s).

Portanto 7' é um semigrupo.

Como a aplicacao

{t—seR,:t>s}x X —X
(t —s,x) — S(t —s,0)x
¢é continua, entao
R, x X — X
(t,x) —> T(t)x

¢ uma aplica¢ao continua. Logo, T'(t) := S(¢,0)(t > 0) é um semigrupo continuo.

Reciprocamente, seja um semigrupo {7'(t) : t > 0} continuo, a familia {S(¢,s) : t > s}
dada por S(t,s) =T(t — s)(t > s) ¢ um processo de evolugao auténomo.

De fato, S(t,t) =T (t —t) = T(0) = I para todo t € R e para todo t > 7 > s,



13

S(t,7)S(r,s) =Tt —1)T'(tr—s)=Tt—7+7—5)=T(—35)=5(ts).

Sendo a aplicagao
R, xX —X
(t,z) — T(t)x
continua, entao
{t—seR, :t>s}xX —X
(t—s,2)—T(t—s)z

¢ uma aplicacao continua. Logo, S(t,s) = T(t — s)(t > s) é um processo de evolucao.

Definicao 35. [8/ Sejam A e M subconjuntos nao-vazios de X. Dizemos que A atrai M
(pelo semigrupo T ) se para qualquer € > 0, existe t(e, M) > 0 tal que T(t)M C O.(A)
para todo t > t(e, M), onde O (A) := {z € X : d(x,A) < €}. Dizemos que A atrai um

ponto x € X, se A atrai o conjunto unitdrio {z}.

Definigao 36. [8/ Seja A um subconjunto nao-vazio de X. Se A atrai cada ponto x € X,
entao A é chamado um atrator global de pontos (para o semigrupo T ); Se A atrai cada

conjunto B € B, entdo A é chamado um B—atrator global.

Uma familia de conjuntos P := {P(t) : t € R} sobre X significa um mapeamento com

valores definidos dado por P(:) : R — 2% \ 0.

Definicao 37. /9] Uma familia de conjuntos P sobre X ¢ dita ser:

(i) compacta se cada conjunto P(t) for compacto;

(i1) compacta para frente se for compacta e \J,5,P(s) € pré-compacta para cada
teR;

(14i) compacta para trds se for compacta e |J,.,P(s) € pré-compacta para cada
teR;

(iv) uniformemente compacta se for compacta e |J,.xP(s) for pré-compacta.

Definicao 38. [11] Seja {A(t) : t € R} uma familia de subconjuntos de X. Dizemos que

esta familia € invariante pelo processo de evolugcao S se

S(t,s)A(s) = A(t), YVt > s.
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Defini¢ao 39. /9] Denotamos por distx a semi-distincia de Hausdorff entre conjuntos
nao-vazios A e B, ou seja,
distx(A, B) := sup inf d(a,b).
acA beB

e por disty a distdncia de Hausdorff, ou seja,
disty (A, B) := max{distx (A, B),distx(B,A)}.

Definigao 40. [9/ Uma familia A := {A(t) : t € R} de subconjuntos compactos de X ¢
dita um atrator pullback para o processo de evolucao S se
(1) for invariante pelo processo de evolugao S;

(1) atrai pullback subconjuntos limitados de X, isto €, para cada B € B,t € R,

lim distx(S(t,t —7)B, A(t)) = 0.

T—>+00
Defini¢ao 41. [8/ Seja B um subconjunto de X. Dizemos que B € invariante pelo
semagrupo T se

T(t)B=B, Vt>0.

Definicao 42. /8] Um conjunto A, C X € um atrator global para o semigrupo T se
(i) for compacto;
(i) for invariante pelo semigrupo T';

(iit) atrai cada subconjunto limitado de X, isto €, Ay, € um B—atrator global.

Defini¢ao 43. [9] Seja S um processo de evolugao e T um semigrupo em X. Dizemos

que S € assintoticamente auténomo para T se

lim ||S(7+¢ 1)z, — T(t)xol|x =0, V>0, (3.1)

T—>+00

sempre que ||z, — x|y —> 0 quando T — +o00.

Definigao 44. [9] Seja S um processo de evolugao e T um semigrupo em X. Dizemos
que S ¢é uniformemente assintoticamente auténomo para T se a convergéncia em

(8.1) é uniforme em t > 0, ou seja,

lim sup ||S(7 +t,7)z, — T(t)xollx = 0.

T—>+00 t>0
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3.1 Convergéncia de atratores nao-auténomos para auto-
Nnomos

Nesta secao, apontamos um teorema que reduz as condicoes de uniformidade dadas por
Kloeden e Simsen [[10], Teorema, 3.2} . Além disso, este apresenta uma condicao necessaria

e suficiente.

Definicao 45. [9] Seja S um processo de evolu¢ao com um atrator pullback A e T um
semigrupo com um atrator global A. Dizemos que S € fracamente assintoticamente

autonomo para T se para cada t > 0,

lim |[S(r+¢,7)z, — T(t)wol|x = 0, (3.2)

T—>+00

sempre que x, € A(T) e x; — xy quando T — +o0.

Teorema 46. [9/ Suponha que S seja fracamente assintoticamente autéonomo para T.

Entao a semi-continuidade superior € vdlida, isto €,

lim distx(A(1), Ax) =0 (3.3)

T—>+00

se, e somente se, A for compacto para frente.

Demonstra¢ao. (=) Suponha que a semi-continuidade superior (3.3) seja verdadeira.
Queremos provar que A é compacto para frente, ou seja, que (J,»,A(r) é pré-compacta
para cada t € R fixado.
Tomemos uma sequéncia qualquer {x,} desta unido. Se {z,} C (J'_, A(r), ndo ha
nada que provar, pois Uizl A(r) é compacta, logo {z,} possui subsequéncia convergente.
Agora, como {z,} C U, A(r) escolhemos r, > ¢ tal que z, € A(r,), para cada n.
Vamos provar que a sequéncia {x, } possui uma subsequéncia convergente em dois casos:
- Caso 1:

T = Sup r, < +00.
neN

Neste caso, temos que

{ra} C[t.ro) = {za} € |J A(r).

t<r<rg
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Defina a aplicagao continua

o:t,+00) x X — X
(r,x) — S(r,t)x.

Afirmacao:

U Al ([t, 7o) x A(t)).
t<r<rg
De fato, seja y € U,<,.<,, A(r). Logo, y € A(7) para algum ¢t < 7 < ro. Pela invariancia

do atrator pullback A, existe z € A(t) tal que
y=S(Ft)x =0o(F,z) € o([t,ro] x A(t)).

Portanto,

U Alr) co((t. o] x At)).

t<r<rg
Seja agora w € o([t,r9] X A(t)). Logo, w = o(l,z), onde | € [t,ro] e x € A(t). Pela

invariancia do atrator pullback A, temos que

=S, t)x € A(l) UA

t<r<rg
Assim,
a([t,ro] x At)) € | A(r
t<r<rg
Portanto,

L Ar) = o ([t mo] x A(t)).

t<r<rg
Logo, U< < A(r) € compacta, pois a imagem de um conjunto compacto por uma
funcdo continua é um conjunto compacto. Sendo assim, existe uma subsequéncia {z,, }
de {z,} tal que
Tn, — 2 € U A cl A

t<r<rg r>t

- Caso 2:

sup r, = +00.
neN
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Passando para uma subsequéncia, assuma que 7, T +00. Sendo verdadeira a semi-

continuidade superior (3.3), temos

d(zn, Ax) < distx(A(ry), Asxs) — 0. (3.4)

n—o0

Note que para cada n € N podemos escolher y,, € A, tal que
d(xp,yn) < d(Tn, As) + 1/n.

Visto que o atrator global A, é um conjunto compacto, segue que a sequéncia {y,}
possui uma subsequéncia convergente, ou seja, y,, — y € A quando k — oco. Conse-

quentemente,

d(Zny,y) < d( Xy, Yny,) + A(Yny, )
1

ng

que juntamente com (3.4) implica que x,, — y quando k — 0.

(+<=) Suponha que A seja compacto para frente, entao (J,,A(r) é pré-compacta para
cada t € R. Logo, C := m é compacto.

Suponha agora que a semi-continuidade superior (3.3) ndo seja verdadeira, logo existe

0>0e0<T,7T+oo tal que
distx(A(1,), As) > 46,V n € N.
Escolha z,, € A(7,) de modo que
d(xy, As) > distx(A(1,), Ax) — 0 > 36,V n € N. (3.5)
Como o semigrupo T possui um atrator global A, existe um ny € N tal que
distx (T (Tpy)C, As) < 0. (3.6)
Pela invariancia do atrator pullback A, podemos reescrever x, como

Tp = S(TnaTn - Tno)yna
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sendo y, € A(T, — Tng)-

Como {y, : n > ng} esta incluso no conjunto compacto C, para n suficientemente
grande, segue que existe uma subsequéncia {y,, } e y € C tal que y,, — y em X quando
k — oo.

Aplicando a condi¢do de convergéncia (3.2) no caso em que 7 = T, — T, — +00

quando k — oo e t = 7,,, obtemos:

d(])nk’ T<Tn0)y) = d<S((Tnk - TTL()) + TTL()’ T’I’Lk - Tno)ynva(Tno)y) < 5 (37)
se k for suficientemente grande. De (3.6) e (3.7) temos que
ATy, Aco) < d(@ny,, T(700)y) + distx (T'(730)C, Asx)
< d+ 9 =20,

o que contradiz (3.5). Portanto a semi-continuidade superior (3.3) é verdadeira, como

queriamos demonstrar.

3.2 Condigoes suficientes

Nesta secao, serao apresentados alguns resultados com condigoes suficientes para garantir

a convergéncia do atrator pullback para o atrator global.

Definicao 47. [12] Uma familia {E(t) : t € R} de conjuntos nao-vazios é dita ser
(i) limitada para frente, se para todo s € R, existe um conjunto limitado B tal que
J Et) c B;
t>s
(i1) limitada para tras, se para todo s € R, existe um conjunto limitado K tal que
UJE®CEK
t<s

Observacao 48. A condicdo assintoticamente auténoma abaizo

lim ||S(t + Ty, )z — T(Ty)allx = 0,Y Ty > 0,

t—4o00
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pode ser reescrita como

lim ||S(t,t — To)z — T(Ty)z||x = 0,¥ Ty > 0.

t— 400

3.2.1 Convergéncia para frente num tempo futuro

Aqui, apresentamos resultados que mostram a convergéncia do atrator pullback para o
atrator global utilizando limitacao para frente ao invés de compacto para frente. Isto é
uma melhora, pois para certas EDP’s nao é possivel mostrar que o atrator pullback é

compacto para frente.

Teorema 49. [12] Suponha que S seja um processo de evolu¢iao com um atrator pullback
A e T um semigrupo com um atrator global A,. Se

(i) A € limitado para frente, ou seja, se para todo s € R, existe um conjunto limitado

B tal que
U A®) c B
t>s
(1) a sequinte condicdo € vdlida
lim sup ||S(t + Ty, t)x — T(Th)x||x =0,V T > 0. (3.8)
l—00,cB
Entao
lim distx (A(t), Ax) = 0. (3.9)

t—>00
Demonstra¢ao. Suponha, por contradi¢do, que (3.9) nao seja verdadeira, logo existe 6 > 0
e 0 <t, T+ tal que
distx (A(tn), Ax) > 6, Vn € N.

Como o atrator pullback A é compacto, para cada n € N, podemos escolher x,, € A(t,)

tal que
distx(zy, Ass) = distx (A(tn), Ax) > 6, ¥ n € N. (3.10)

Sabemos que A, atrai B pelo semigrupo 7', entao existe Ty > 0 tal que

distx (T(Ty)B, Axs) < 6/2. (3.11)



20

Além disso, pela invariancia do atrator pullback A, para cada n € N, podemos reescrever

Z,, COImMO

Ty = S(tn, tn — T0)Yn,
sendo y, € A(t, — To) C B. Assim, escrevemos (3.10) da seguinte forma:
distx(x,, Ax) = distx (S(tn,tn — T0)Yn, Aoo) >0,V neN. (3.12)
Por outro lado, pela condigao (3.8), existe N = N(J) > 0 tal que
d(S(tn.tn — To)yn, T(To)yn) < ilelg d(S(tn,tn — To)z, T(Ty)x) < /2, (3.13)
assim, por (3.11) e (3.13) segue que

diStX (S(tN, tn — To)yN, Aoo) < d(S(tN, tn — To)yN, T(To)y]v) + d(T(To)yN, Aoo)

)
<§—|—§—(5

o que d& uma contradicao com (3.12).

Portanto,

lim disty (A(t), As) = 0.

t— o0

Teorema 50. [10] Seja A um atrator pullback para o processo de evolugao S em X e
Ao um atrator global para o semigrupo T em X. Suponha que para cada ¢ > 0 erista
70 = To(€) e um congunto limitado B(ty) em X tal que

sup ||S(t, 7o) —T(t — 7o)y <€, V>, (3.14)
YEA(r)

JA®) c B(no). (3.15)

t>710

Entao
lim disty (A(t), Ax) = 0.

t—s4o00
Demonstracao. Seja € > 0 dado e seja 71 = 19(€/3). Como o atrator global A, do semi-
grupo T atrai subconjuntos limitados de X, existe ¢; positivo com t; = t; (6/3, B(Tl)) > 7
tal que
distx (T(t — 71)B(11), Axs) < €/3, ¥Vt > 1. (3.16)
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Entao, por (3.16), pela invariancia do atrator pullback A e por (3.14) com €/3 e 7, em

vez de € e 1y respectivamente, temos

diStX (A(t), Aoo) = d’iStX (S(t, Tl)A(Tl), Aoo)

= sup distx(S(t, )¢, Ax)
YeA(T)

< sup distX(S(t,Tl)w,T(t — 71)1/1)
YEA(T1)

+ sup distX(T(t — 7‘1)1&,.,400)
YeEA(T1)

< ¢ + ¢ <
J— — 6’
3 3
para todo t > t;.

Observacao 51. Note que o Teorema 49 desenvolvido por Cui sai como um coroldrio do
Teorema 50 desenvolvido por Kloeden e Simsen pois a condi¢ao (i) do Teorema 49 implica
em (3.15) do Teorema 50 e (3.8) € mais forte do que (3.14). Vale ressaltar aqui, que o

Teorema 50 surgiu antes na literatura do que o Teorema 49.

A préxima proposicao estabelece condicoes nas quais podemos obter a convergéncia
no sentido da distancia de Hausdorff, nao apenas no sentido de semi-distancia. Para isso,
¢ conveniente comecarmos com uma convergéncia mais geral, a de atrator pullback para

atrator pullback quando ¢ — +o0.

Proposicao 52. Suponha que A e 2 = {(t) : t € R} sejam atratores pullback para os
processos de evolucdo S e Sy, respectivamente. Se
(1) A € limitado para frente, ou seja, se para todo s € R, existe um conjunto limitado

B tal que

J A() c B;

t>s

(i1) a sequinte convergéncia € vdlida

sup d(S(t,t — 1)z, Sw(t,t — T)z) — 0, quando t — +oo. (3.17)
reEB,TERL
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Entao
lim distx (A(t),A(t)) = 0. (3.18)

t—+00
Se, além disso, 2 for limitado para frente, entdo os atratores A e A sao assintotica-

mente idénticos num tempo futuro, isto ¢é,

lim disty (A(t),A(t)) = 0. (3.19)

t—+o00

Demonstra¢ao. Provemos a primeira parte por contradigdo. Suponha que (3.18) nao seja

verdadeira, logo existe 6 > 0 e uma sequéncia 0 < t,, T +o0 tal que
distx (A(t,),A(t,)) >0,V n e N.

Como o atrator pullback A é compacto, para cada n € N, podemos escolher z,, € A(t,)
tal que
distx (@,, A(t,)) = distx (A(t,), A(t,)) > 6,V n € N. (3.20)

Pela invaridncia do atrator pullback A, para cada m,n € N, podemos reescrever x,, como
Tp = S(tna tn - m)bn,my

sendo b, € A(t, —m) C B. Assim, pela condigao (3.17), existe N = N(J) > 0 tal que

para todo m € N,

d(ﬂfN,Soo<tN7tN - m)bNm)

= d(S(tn, txy — M)bNms Soc(tns ty — M) )
(3.21)

zeB,TeERL
- o
5 .

<  sup d(S(tN,tN—T)x,Soo(tN,tN—T)x)

Além disso, como {b,,,} C B ¢ atraido por 2 pelo processo de evolugao S, existe

M = M(N,0) > 0 tal que

diStX (Soo(tN, tN — m)bN,ma Ql(t]\/))

< distx (Se(tn,ty —m)B,A(tn)) < 6/2,¥ m > M.

(3.22)
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Logo, de (3.21) e (3.22) segue que, para todo m > M,
diStX (l’N, Ql(tN)) § d(l’N, SOO(tN, t]v — m)bN,m)

+ distx (Soo(tws ta — )by, Alt )

O
<-4+-=90
2 + 2 ’
o que contradiz (3.20).
Portanto,

lim distx (A(t),A(t)) = 0.

t—>+4o00

Agora, para provarmos a segunda parte, no caso de 2 ser também limitado para frente,

trocamos A por 2 na demonstragao acima e obtemos:

lim distx (A(t), A(t)) = 0.

t—>+4o00
Portanto, (3.19) é valida, ou seja, os atratores pullback A e 2 sdo assintoticamente

idénticos num tempo futuro.

Como corolario da Proposicao 52 temos

Teorema 53. Suponha que S seja um processo de evolucao com um atrator pullback A e
que T seja um semigrupo com um atrator global A,. Se
(i) A € limitado para frente, ou seja, se para todo s € R, existe um conjunto limitado

B tal que
U A®) c B

t>s

(i1) a sequinte condi¢io € vilida

sup d(S(t,t — T)w,T(T)x) — 0, quando t — +oo.
reB,TERL

Entao, o atrator global Ay € o conjunto w-limite do atrator pullback A, ou seja,

lim disty (A(t), Ax) = 0.

t—+o00

Demonstracao. Note que, basta definirmos So.(t, s)z := T'(t — s)xz parat > se z € X.
Assim, S, ¢ um processo de evolugao com um atrator pullback 2l com 24 = A.,. Portanto,

pela Proposigao 52 o teorema segue.
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3.2.2 Convergéncia para trids num tempo passado

Aqui, apresentamos resultados que mostram a convergéncia do atrator pullback para o
atrator global utilizando a compacidade e limitacao para trés.
O proximo teorema é semelhante ao Teorema 46 mas com a condicao de que o atrator

pullback A seja compacto para tras.

Teorema 54. [12] Seja S um processo de evolu¢ao com um atrator pullback A e T um
semigrupo com um atrator global A. Suponha que

(i) para qualquer {z,} com x, € A(t) e limy—,_||zy — 20l =0,

ltm ||S(t,t — TQ).CEt — T(TQ).CE()“X = O,V Ty € R+; (323)

t——o00

(i) A é compacto para trds.
Entao
lim distx (A(t), Ax) = 0. (3.24)

t—r—00
Demonstra¢ao. Suponha, por contradi¢io, que (3.24) ndo seja verdadeira, logo existe

0 > 0 e uma sequéncia t, — oo tal que
distx (A(—t,), As) > 6,¥ n € N.

Como o atrator pullback A é compacto, para cada n € N, podemos escolher z,, € A(—t,)

tal que
distx (2, As) = distx (A(—t,), As) =6,V n € N. (3.25)

Como A é compacto para tras, entao Utgr A(t) é pré-compacta para cada t € R, ou seja,
o conjunto B := m é compacto. Sabemos que A, atrai B pelo semigrupo 7', entao
existe Ty > 0 tal que

distx (T(Tp)B, Ax) < 6/2. (3.26)

Além disso, pela invariancia do atrator pullback A, para cada n € N, podemos reescrever

T, COMO

2y = S(—tn, —tn — To)by
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sendo b, € A(—t, —Ty) C B e b, — by quando n — oo para algum by € B. Assim,

escrevemos (3.25) da seguinte forma:
distx(zp, As) = distx (S(—tn, —t, — To)bn, As) > 6,V n € N, (3.27)
Por outro lado, pela condigao (3.23), existe N = N(J) > 0 tal que
d(zn, T(To)bo) = d(S(—tn, —ty — To)bn, T(To)bo) < 6/2, (3.28)

assim, por (3.28) e (3.26) segue que

diStx(IN,Aoo) S d(ﬂfN,T(To)bO) + diStX (T(T())b(),.Aoo)
o 90
< 5 + 5 = 5,

o que contradiz (3.27).
Portanto,

lim distx (A(t), Asx) = 0.

t——00

A proposicao a seguir estabelece condigoes nas quais podemos obter a convergéncia
no sentido da distancia de Hausdorff, nao apenas no sentido de semi-distancia. Para
mostrarmos isso, comecaremos com uma convergéncia mais geral, a de atrator pullback

para atrator pullback quando t — —o0.

Proposigao 55. [12] Suponha que A e A = {(t) : t € R} sejam atratores pullback para
0s processos de evolucao S e S, respectivamente. Se
(i) A € limitado para trds, ou seja, se para todo s € R, existe um conjunto limitado

B tal que
|J At) c B;
t<s
(i1) a sequinte convergéncia € vdlida
sup d(S(t,t — 1)z, Sx(t,t — 7)x) — 0, quando t — —oo. (3.29)
reEB,TER L

Entao
lim distx (A(t),A(t)) = 0. (3.30)

t——00
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Se, além disso, A for limitado para trds, entao os atratores A e 2 sao assintotica-

mente tdénticos num tempo passado, isto €,

lim disty (A(t), A(t)) = 0. (3.31)

t—r—o00
Demonstragao. Provemos a primeira parte por contradi¢do. Suponha que (3.30) nao seja

verdadeira, logo existe 6 > 0 e uma sequéncia t,, —» oo tal que
distx (A(—t,),%(—t,)) > 6,V neN.

Como o atrator pullback A é compacto, para cada n € N, podemos escolher z,, € A(—t,)
tal que
distx (@n, A(—t,)) = distx (A(—t,),A(—t,)) > 6,V n € N. (3.32)

Pela invariancia do atrator pullback A, para cada m,n € N, podemos reescrever x,, como
Ty = S(—ty, —tn, — M)y m,

sendo by, ,, € A(—t, —m) C B. Assim, pela condicao (3.29), existe N = N(0) > 0 tal que

para todo m € N,

d(xN, Soo(—tn, —tn — m)bN,m)

= d<S<_tNa —tn — M)bN s Soo(—tn, —tn — m)bN,m)

3.33
<  sup d(S(—tN,—tN — 7)), Soo(—tn, —tn —T)x) (3:33)
zeB,TERL

20
5

Além disso, como {b,,,} C B ¢é atraido por 2 pelo processo de evolucao S, existe
M = M(N,0) > 0 tal que
diStX (Soo(_tNa —tN - m)me, Q[(—tN))

S distx(soo(—t]\/, —tN - m)B,Ql(—tN)) < 5/2,V m Z M.

(3.34)

Logo, de (3.33) e (3.34) segue que, para todo m > M,

diStX ($N, Ql(—t]v)) S d((L’N, Soo(—t]v, —tN — m)me)

+ diStX (SOO(—tN, —tN - m)bN’m, Q[(—t]v)>

)
<§+§—(5,
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o que contradiz (3.32).
Portanto,

lim distx (A(t), A(t)) = 0.

t—>—00
Agora, para provarmos a segunda parte, no caso de 2 ser também limitado para tras,
trocamos A por 2 na demonstracao acima e obtemos:

lim distx(2A(t), A(t)) = 0.

t——00

Portanto, (3.31) é valida, ou seja, os atratores pullback A e 2 sao assintoticamente

idénticos num tempo passado.

Como Corolério da Proposicao 55, temos

Teorema 56. [12] Suponha que S seja um processo de evolu¢ao com um atrator pullback
A e que T seja um semigrupo com um atrator global Ay,. Se
(1) A € limitado para trds, ou seja, se para todo s € R, existe um conjunto limitado

B tal que

|J A®t) c B;

t<s

(i1) a sequinte condi¢io é vilida

sup d(S(t,t— 1)z, T(1)z) — 0, quando t — —oo. (3.35)
zeB,TERL

Entao, o atrator global Ay, € o conjunto a-limite do atrator pullback A, ou seja,

lim disty (A(t), Ax) = 0.

t——o00

Demonstrag¢ao. Note que, basta definirmos S (¢, s)x := T(t — s)z parat > se x € X.
Assim, S, é¢ um processo de evolugao com um atrator pullback 2l com 24 = A.,. Portanto,

pela Proposigao 55 o teorema segue.
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3.3 Condicoes necessarias

Nesta secao, apresentamos duas proposicoes com condicoes necessarias para garantir a

convergéncia de atrator pullback para atrator global. Para isso, temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 57. [12] Uma familia € = {E;}icr de conjuntos compactos nao-vazios € con-
siderada localmente uniformemente compacta, se para qualquer intervalo limitado

I C R a uniao Utel E; € pré-compacta.

Proposicao 58. [12] Suponha que {E;}icr seja uma familia de conjuntos compactos nao-
vazios localmente uniformemente compacta em X. Entao existe um conjunto compacto
nao-vazio E tal que

lim distx(FE, E) =0
t—o0
se, e somente se, a familia {E;}ier € compacta para frente.

Demonstra¢ao. (=) Queremos provar que a familia { £, };cg € compacta para frente, ou
seja, que (J,5 B € pré-compacta. Tomemos uma sequéncia qualquer {z,,} C [J,5( Et, logo
precisamos provar que {z,} possui uma subsequéncia convergente. Como {z,} C U5 £+,
existe uma sequéncia {t,} C [0,00) tal que z,, € E;, para todo n € N. Temos dois casos
a considerar:

- Caso 1: existe uma quantidade finita F, Es, - - -, £}, de modo que
k
j=1

Note que, neste caso, {x, } possui uma subsequéncia convergente pois U§:1 E; é com-
pacta.

- Caso 2: existem infinitos indices I’s tais que x; € £}, para todo [ € N, com z; # z;
e by, # E;, quando [ # j.

Considere uma subsequéncia {z;, } da sequéncia {z;} com a subsequéncia {t;, } cres-
cente.

Temos duas possibilidades:

- Possibilidade 1: t;, 1 +00.
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Como {z;,} C Ui, Ey, , com xy, € Ey , para todo k € N, temos que:
d(zy,, E) < d(Ey, , E) — 0 quando k — oo.

Assim, limg_ o d(xy,, E) = 0. Logo, para todo j € N (e = 1/j), Ty, € 04/;(E) para
Ik, > ko(j) e, ainda, existe wy, € E tal que d(xlkj,wkj) < 1/j. Como E ¢é compacto
podemos considerar wy, — x € E quando j — oo.

Afirmacao: Ty, — .

De fato,

d(l’lk], ,x) < d(xlkj , Wi, ) + d(wg;, x)
< jl + d(wg;, ).
Logo, limj o0 d(1y,, 2) = 0.

Portanto, a sequéncia {z;} possui a subsequéncia {xlkj} que é convergente. Visto que
{z;} é uma subsequéncia da sequéncia original {x,,} provamos que a sequéncia {z, } possui
subsequéncia convergente.

- Possibilidade 2: 1, T a com a < oo.

Temos que {x,} C UyZ, By, , com x;, € Ey, , para todo k € N.

Note que ¢;, € [0, a], assim

{z,yc |J B, c | E
t1, €[0,a] t€(0,a]

Por hipotese, Uy Bt € K(X), logo {z;,} possui subsequéncia convergente e o
resultado esta provado.

(+) Suponha que a familia {E;}:cr seja compacta para frente, entao (J,, E; ¢ pré-
compacta, ou seja, I := m é compacto.

Note que E # ) pois, por hipotese, {E; }er € uma familia de conjuntos ndo-vazios.

Temos que lim; ., distx(FE;, E) = 0, pois E; C E para todo t > 0. [ |

Proposicao 59. Suponha que {E }icr seja uma familia de conjuntos compactos nao-
vazios localmente uniformemente compacta em X. Entao exriste um conjunto compacto
nao-vazio E tal que

lim distx(Fy, E) =0

t——o00
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se, e somente se, a familia {E;}er € compacta para trds.

Demonstrag¢ao. (=) Queremos provar que a familia {E,},cg é compacta para tras, ou
seja, que ([, By € pré-compacta. Tomemos uma sequéncia qualquer {z,} C (J,<, Et, logo
precisamos provar que {z, } possui uma subsequéncia convergente. Como {z,} C U, £+,
existe uma sequéncia {t,} C (—o0,0] tal que x,, € E;, para todo n € N. Temos dois casos
a considerar:

- Caso 1: existe uma quantidade finita F4, Es, - - -, F), de modo que
k
{z.} c | B
j=1

Note que, {x,} possui uma subsequéncia convergente pois U§:1 E; & compacta.

- Caso 2: existem infinitos indices I's tais que z; € E;,, para todo [ € N, com z; # x;
e by, # E;, quando [ # j.

Considere uma subsequéncia {z;, } da sequéncia {x;} com a subsequéncia {t;, } decres-
cente.

Temos duas possibilidades:

- Possibilidade 1: t;, | —oo.

Como {z1,} C Uy, By, , com 7y, € By, , para todo k € N, temos que:
d(zy,, B) < d(Etlk,E) — 0 quando k — +o0.

Assim, limy_, o0 d(2y,, F) = 0. Logo, para todo j € N (e = 1/j), Ty, € O,/;(E) para
Ik, > ko(j) e, ainda, existe wy, € E tal que d(wlkj,wkj) < 1/7. Como E é compacto
podemos considerar wy, — x € F quando j — 0.
Afirmagao: Ty, — .
De fato,
d(ﬂfzkj ,x) < d(a:lk,j , Wy, ) + d(wy,, x)

1
< =+ d(wkj,x).
J

Logo, lim;_, d(:plkj,:p) =0.
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Portanto, a sequéncia {z;} possui a subsequéncia {xlkj} que é convergente. Visto que
{z;} é uma subsequéncia da sequéncia original {x,,} provamos que a sequéncia {z, } possui
subsequéncia convergente.

- Possibilidade 2: 1;, | a com a > —o0.

Temos que {x,} C UyZ, By, , com x;, € Ey, , para todo k € N.

Note que ¢, € [a, 0], assim

{wn,yc |J B, c | E
ti, €[a,0] t€(a,0]

Por hipétese, e, Bt € K(X), logo {z;,} possui subsequéncia convergente e o
resultado esta provado.

(«) Suponha que a familia {E;}er seja compacta para trés, entao J,.o F; é pré-
compacta, ou seja, I 1= @ é compacto.

Note que E # ) pois, por hipotese, {E; }er ¢ uma familia de conjuntos nao-vazios.

Temos que lim;_, o, distx(E;, E) =0, pois E; C E para todo ¢t < 0.

3.4 Construcao do conjunto limite do atrator pullback

Nesta secao, faremos comparagoes entre o atrator global A, e o conjunto limite A(c0)

do atrator pullback.

Definicao 60. [9]/ O conjunto limite A(cc) do atrator pullback é definido da seguinte

forma:

A(o0) == [JA(r)

teR r>t

Proposicao 61. Considere o conjunto limite A(oco) do atrator pullback definido acima.
Entao
A(oo) = U {r e X:3x, € A(r,) tal que x, — x}. (3.36)

rnToo

Demonstracao. Queremos mostrar que

m UA(T) C U {r e X :3x, € Alr,) tal que x, — x}.

teR r>t rnT0o0
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Seja w € [ UA(r). Considere uma sequéncia t,, T +00, ou seja,
teR r>t

h<ty<ts<---<t,<---

Entéo w € ngt A(r) para todo n € N. Logo, para cada n € N, existe {w}} C Tyt A(r) tal
que wj — w quando j — oco. Note que, wj € A(s?) para algum s7 > t,,. Con_siderando,
rp o= s; onde r; > t; segue que z; := wj: € A(rj) e z;; — w quando j — 00, como

queriamos.

Agora, mostremos que

U {r e X:3x, € A(r,) tal que z,, — 2z} C ﬂ U.A(T).

rntoo teER r>t

Sejaxz e |J {re X :3x, € A(r,) tal que z,, — z}. Entdo existe uma sequéncia
{z,,} com xnrgo.:l(rn) para cada n € N, tal que x,, — z e r,, T +o0.

Seja t € R arbitrariamente fixado. Queremos mostrar que = € |JA(r). Como r, 1
400, existe ny € N tal que n > ny = r, > t. =

Logo, com n > ny, x, € A(ry,), r, >t ez, = x sen — 0.

Reenumerando a sequéncia y1 = Tp,, Yo = Tn, 1, Y3 = Tnyioreer € T1 = Tpyy T2 = Ty,

T3 = Ty ... temos que y, € A(7,), 7 > t ey, — x. Assim, x € |JA(r). Como t é
r>t

arbitrario concluimos que z € () [J.A(r), como querfamos.
teR r>t
Portanto, temos que

m UA(T) = U {r e X :3z, € A(r,) tal que z,, — z}.

teR r>t rnToo

Proposicao 62. /9] Seja S um processo de evolu¢io com um atrator pullback A com-
pacto para frente e um semigrupo T com wm atrator global A. Suponha que S seja

assintoticamente auténomo para T, entao temos A(00) C Ax.-

Demonstragao. Como, por hipotese, A é compacto para frente, segue que | J,-, A(r) (t €
R) é uma familia decrescente de conjuntos compactos. Pelo Teorema dos Compactos

Encaixados, sua interse¢ao A(co) é compacta nao-vazia.
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Seja agora © € A(oco). Entdo, pela Proposicao 61 existem sequéncias r, 1T +oo
e r, € A(r,) tais que x, — = quando n — oo. Pelo Teorema 46, temos que

distx(A(ry), Asx) — 0 quando n — oco. Consequentemente

d(z, Ax) < d(x,2,) + d(Tn, As)
< d(z,x,)+ distx (A(T‘n),Aoo) — 0,

logo d(z, As) = 0. Como A, é fechado, = € A. Logo, A(c0) C A, como queriamos.
[ |

Para provarmos a igualdade A(co) = A, precisamos de condi¢oes mais fortes. Para

isso, segue a proposicao abaixo.

Proposicao 63. [9] Sob as mesmas hipdteses da Proposi¢io 62, temos A(co) = A se
assumirmos as sequintes condicoes:

(1) A(o0) é um forward atrator para S(-,0), ou seja, para cada B € B,

lim distx (S(t,0)B, A(c0)) = 0;

t—>+o00
(i) S(-,0) converge uniformemente para T em conjuntos limitados, ou seja, para cada

B €8,
lim sup d(S(t,0)z, T(t)z) = 0.

t*>+ool,€B
Demonstrag¢ao. Mostraremos que A(oco) é um B—atrator global para o semigrupo 7. De

fato, seja B € B e t > 0. Entao, para cada = € B,

d(T(t)z, A(c0)) < d(T(t)z, S(t,0)x) + d(S(t,0)z, A(c))
< sup d(T(t)z, S(t,0)z) + distx (S(t,0)B, A(c0))

z€B

Fazendo t — 400, por (i) e (ii), temos

lim distx (T(t)B, A(c0)) = 0.

t—+4o00

Como o atrator global A, é invariante pelo semigrupo T, segue que

distx (Aso, A(o0)) = distx (T'(t) A, A(c0)) — 0.
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Logo, Ay C O, (A(oo)), para todo €, ou seja,

Aso € [Oc(A(0)) = A(o0) = A(c0),

e>0

pois A(co) é um conjunto fechado.

Portanto, A(c0) = A, como queriamos.

|
Observacao 64. A Proposicao 63 € verdadeira se (i) e (ii) sao verdadeiros para B = Ay.

O lema a seguir apresenta um caso especial onde o atrator global é um tnico ponto e,

assim, obtemos a semi-continuidade inferior.

Lema 65. [9] Sob as mesmas hipdteses da Proposi¢ao 62, se o atrator global for um
inico ponto, ou seja, As = {x0}, entao A(oco) = An. Neste caso, temos que a semi-

continuidade inferior € vdlida, ou seja,
distx (Aso, A(t)) — 0 quando t — +o0.

Demonstra¢ao. Como, por hipotese, A é compacto para frente, segue que m (t €
R) é uma familia decrescente de conjuntos compactos. Pelo Teorema dos Compactos
Encaixados, sua interse¢do A(0co) é nao-vazia. Seja y um elemento arbitrario em A(co).
Pela Proposigao 62, A(co) C A e entdo y € Ay = {x0}. Portanto, y = xy e assim
A(c0) = A como queriamos.

Por outro lado, como A = {z¢}, temos
distx (Aco, A(t)) = d(z0, A(t)) < distx (A(t),z0) = distx (A(t), Ax).

Pelo Teorema 46, temos que disty (A(t),Aoo) — 0 quando t — +o0, logo a semi-
continuidade inferior & valida, ou seja, distx (AOO,A(t)) — 0 quando t — +00, como
querfamos demonstrar.
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3.5 Construcao do conjunto limite inferior do atrator

pullback

Nesta secao, apresentamos a definicao do conjunto limite inferior e uma proposicao onde a
semi-continuidade inferior é valida se, e somente se, o atrator global for igual ao conjunto

limite inferior.
Defini¢ao 66. /9] Definimos o conjunto limite inferior, Ap(oo), por:

Ap(o00) = ﬂ {r e X:3x, € A(r,) tal que x, — x}. (3.37)

rnToo
Proposicao 67. [9] Sob as mesmas hipdteses da Proposi¢io 62, a semi-continuidade
inferior € vdlida, ou seja,

lim distx (A, A(t)) =0 (3.38)

t—4o00

se, e somente se, Aoo = Ap(00). Em ambos 0s casos, Ax = A(0).

Demonstracao. (=) Suponha que (3.38) seja verdadeiro. Entao para cada x € A, temos
que d(z, A(t)) < disty(Ax, A(t)) — 0 quando ¢t — +oo. Seja {r,} uma sequéncia

arbitraria tal que r, T +00. Como A(r,) é compacto, existe x,, € A(r,) tal que
d(z,x,) = d(z, A(r,)) — 0 quando n — ~+oo.

Pela definigdo de Ay (o0), sabemos que 2 € Af(c0) e assim A, C Ap(00).
Por outro lado, de (3.36) e (3.37) temos que Ap(oco) C A(o0). Pela Proposicao 62

sabemos que A(c0) C A,.. Em outras palavras, temos
Ao C Ap(00) C A(o0) C As.

Disso, A, = Ar(00), como queriamos.
(<) Suponhamos que A, = A (c0). Queremos mostrar que (3.38) é verdadeiro.
Suponhamos que (3.38) nao seja verdadeiro, logo existe 6 > 0 e uma sequéncia r,, 1 +0o
tal que
d(As, A(ryn)) >20,¥ n €N.
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Como A, é compacto, para cada n € N, podemos escolher x,, € A, tal que
d(wn, A(ry)) = d(As, A(ry)) >26,¥ n € N. (3.39)

Ainda pelo fato de Ay ser compacto, temos que existe uma subsequéncia {x,, } de
{z,} tal que z,,, — = € A, quando k — 0.
Sem perda de generalidade, suponha que d(z,,,x) < 0, para todo k € N, entdo pela

Desigualdade (2.2) da Proposi¢ao 3 do Capitulo 2 e por (3.39) segue que
d(z, A(rn,)) > d(@n,, A(rn,)) — (s, z) > 6,V k € N. (3.40)

Como A = ApL(c0), sabemos que x € Ap(c0). Como r,, T 400, segue da definicao de

Ap(00) que existe y € A(r,,) tal que y, — = quando k — oco. Consequentemente,
d(x,A(rnk)) < d(z,yx) — 0, quando k — oo

o que contradiz (3.40). Portanto, (3.38) é verdadeiro.



Capitulo 4
Aplicacao

Neste capitulo apresentamos um exemplo de aplicacao para uma equacgao parabolica com
expoente variavel.

Considere a equacao nao-auténoma abaixo:

%(t) — div(D(t, 2)[Vu(t) PP 2 vu(t)) + Ju(t) P 2u(t) = B(u(t)), (4.1)
em um dominio limitado €.
A equagao (4.1) pode ser escrita como uma equagao abstrata em H := L?(Q) da

seguinte forma:

du
dt
sendo A(t)u(t) :== —div(D(t, )| Vu(t)[P@2vu(t)) + [u(t)|P@2u(t).

(t) + A(t)u(t) = B(u(t)),t > 7,u(t) = -, (4.2)

Considere agora a equacao autéonoma:

%(t) + Asov(t) = B(v(t)),v(0) = 1, (4.3)

sendo Axv(t) := —div(D*|Vu(t)[PP72V0(t)) + |v(t) [P~ 2u(t).
Consideremos as seguintes hipdteses:
- Hipé6teses sobre B: A funcao B : H — H é globalmente Lipschitz, isto é, existe
L > 0 tal que
1B(ur) — B(ua)lyy < Llur — |y, ¥V ur,uz € H.

- Hipoteses sobre D: D € L>(R x ) de modo que:

37
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(D1) Existe uma constante positiva « tal que 0 < a < D(t, z) para (t,z) € R x Q;

(D2) t — D(t,x) é uma fungao decrescente em R para cada = € 2, ou seja, D(t,z) >
D(s,x) paracadaz € Qet < s;

(D3) D(t+7,-) — D*(-) em L*(2) quando 7 — +o00 para todo t > 0.

Pelo Teorema 2.8 do artigo [11] o problema (4.2) tem uma tnica solu¢do global w.
Dessa forma, podemos definir um processo de evolucao por S(¢, 7)Y, = u(t, 7,1,) sendo
que u(t, 7,1,) indica a solugao calculada no tempo t com u(7) = v,. Pelo Teorema 3.8 do
artigo [11] o processo de evolugao associado com o problema (4.2) possui atrator pullback
A. Como caso particular, o problema (4.3) tem uma tunica solucao global v. Além disso,
este define um semigrupo 7' que tem atrator global A. (Veja também [13], [14], [15],
[16)).

Temos, pelo Teorema 4.2 do artigo [10], o seguinte lema:

Lema 68. [10] Para cada 7 € R existe uma fun¢ao decrescente g, : [0, +00) — [0, +00)

tal que g-(t) — 0 quando 7 — +00 para todo t e
(At +T)ut +7) — Acv(t),u(t +7) —v(t)) > —g,(t),Vt e RT, T € R, (4.4)
para cada solugao u de (4.2) e v de (4.3).

No proximo teorema mostraremos que o processo de evolucao S é assintoticamente

autoénomo.

Teorema 69. [10] O processo de evolu¢ao S é assintoticamente auténomo para T, isto €,
S+, 1), — T()bg em H quando 7 — 400 para todo £ > 0 sempre que 1, — g

em H quando 7 — +o00.

Demonstracao. Seja ¢ > 0 dado e considere T > /.

Subtraindo a Equagao (4.3) da Equagao (4.2) obtemos:

%(u(t +7)—o(t)) + At + T)u(t + 7) — Asv(t) = B(u(t + 7)) — B(v(t)) (4.5)

para quase todo t € [0,7].
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Multiplicando os termos da Equacao (4.5) por u(t + 7) — v(t) e tomando o produto

interno, obtemos:

<%(u(t +7) = (), ult+7) - v(t>>
= —<A(t + T)u(t + 7') - Aoov(t)7 u(t + T) B U(t>>

+ (B(u(t+ 7)) — B(v(t)), u(t + 7) — v(t)).

(4.6)

(u(t+7)—v),ult+71) - U(t)>.

SHE

Afirmacao: %Hu(t +7)— U(zf)H2 =2 <
De fato,

il 7) =l = w4~ o001 20
= (Gt 1) = o). ate+ 1) = 0(0)
4 <u(t +7) — (), %(u(t +7) — v(t))>
- <%(u(t +7) —o(t),ut +7) - v(t)>
+ <%(u(t +7) = (), ult +7) - U(t>>
_ 2<%(u<t+7> —u(t)), ult + 1) —v<t>>-

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e da hipotese de B ser globalmente Lipschitz

temos:

(B(u(t + 7')) — B(v(t)),u(t +7)—0(t) < HB(u(t + 7')) — B('U(t)) | [Ju(t 4+ 7) —v(®)]|
S Lflut+7)—v@] lult+7) —o(t)]

< L Jlu(t+7) - o(t)]* (4.7)

Agora, da Desigualdade (4.7) junto com a afirmagao acima e o Lema 68, obtemos da

Equacao (4.6) que:

lu(t +7) = o(@)5 < L ult + 1) = o)l + 9-(2). (4.8)

DO
SR
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Integrando o primeiro termo da Inequacdo (4.8) de 0 a ¢, temos:

t

1

5/0 (s +7) = vs)lByds = 3 uts + ) — vl

0

[(ult +7) = v@®)7) = (lu(r) = v(0)[17)]

1
lu(t +7) = oDl = 5 llr = ol

N =N = N =

Integrando o segundo termo da Desigualdade (4.8) de 0 a t, temos:

t

/0 (L luls + ) — v(8) % + g0 (8))ds = / L flu(s + 1) — o(s) |3 ds + / gr(s)ds

t
< L/ lu(s + ) — v(s)|[%ds + tg(0).
0
Entao,
2 2 K 2
Ju(t +7) —o(t)||7 < lvr — Yol + 2tg-(0) + 2L/ Ju(s +7) —v(s)| 5 ds.
0
Pelo Lema 31 (Gronwall-Bellman),
[u(t +7) —v@®)|5 < (1r — oy + 2tg,(0)) e
< (I¥r = wholl3; + 2Tg.(0)) "

para todo t € [0, 7.

Em particular,
[u(¢+7) = 0@l < (I¢r = vollz +2T9-(0))e*™.

Como 1, — 1Yy em H quando 7 — 400 e g,(0) — 0 quando 7 — 400, segue
que

u(f 4+ 7) — v(0)||3, — 0 quando 7 — 400,

Logo,
S+ 7,7 —> T(O)to

em H quando 7 — 4oc.
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Temos, pelo Corolario 4.1 do artigo [10], que o atrator pullback A é compacto para

frente. Assim, pelo Teorema 46, temos que

lim dist(A(T), Ax) =0,

T—>+00

sendo que dist é a semi-distancia no espago H = L?(Q).
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