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Resumo

Nesta tese de doutorado, apresenta-se uma estrutura alternativa para a parametrizacao de
todos os controladores H., para plantas descritas por uma fatoracao coprima a esquerda
qualquer com uma metodologia generalizada para o caso em tempo discreto. Mostra-se que
a partir do método genérico para a sintese dos controladores H., admissiveis, o controlador
central ndo estritamente préprio e o controlador estritamente proprio podem ser obtidos.
Demonstra-se também que, a partir da fatoracdo coprima a esquerda normalizada, sob a
perspectiva do framework proposto neste trabalho, é possivel (i) obter tanto o controlador
central em tempo discreto como o controlador estritamente proprio baseado na solucao de
otimizagao de duas equagoes algébricas de Riccati; (ii) encontrar o valor de um limitante
de robustez (Ymin) que se relaciona diretamente com a robustez dos controladores de forma
a apresentar que o controlador nao estritamente proprio se mostra mais robusto que o

controlador estritamente proprio.

A metodologia de estabilizagdo robusta H., de plantas representadas por uma descri¢ao
em fatores coprimos tem recebido particular interesse pela simplicidade em seu uso e pela
natureza geral como representa a incerteza nesse contexto. E uma metodologia capaz de

incorporar objetivos de desempenho e robustez as incertezas na abordagem de projeto.

Para investigar a aplicabilidade da tese proposta, a eficacia do framework desenvolvido e,
consequentemente, do controlador em tempo discreto projetado, foram realizadas simula-
¢oOes e experimentos praticos na malha de controle de posicdo de uma esfera metalica de

um modelo didatico do levitador magnético fabricado pela empresa QUANSER.

Palavras-chaves: Controle robusto, controle H.,, estabilidade robusta, fatoragao co-

prima a esquerda.



Abstract

In this doctoral thesis, an alternative structure is presented for the parameterization of all
Hoo controllers for plants described by any left coprime factorization with a generalized
methodology for the discrete-time case. It is shown that from the generic method for
the synthesis of the H., admissible controllers, the non-strictly proper central controller
and the strictly proper controller are obtained. It is also demonstrated that, from the
normalized left coprime factorization from the perspective of the proposed framework, it
is possible (i) to obtain both the discrete-time central controller and the strictly proper
controller based on the optimization solution of two algebraic Riccati equations; (ii) to
find the value of the bound of robustness (Vi) which is directly related to the robustness
of the controllers in order to show that the non-strictly proper controller its more robust

than the strictly proper controller.

The H., robust stabilization methodology of plants represented by a description in co-
prime factors has received particular interest by the simplicity in its use and by the
general nature it represents the uncertainty in that context. It is a methodology able
to incorporate performance and robustness objectives to the uncertainties in the design

approach.

In order to investigate the applicability of the proposed thesis, the effectiveness of the
developed framework and consequently of the designed discrete-time controller, simula-
tions and practical experiments regarding the control of the position of metallic sphere of

a prototype magnetic levitation designed by manufacturer QUANSER, were carried out.

Key-words: Robust control, H., control, robust stability, left coprime factorization.
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1 Introducao

1.1 Consideracoes Gerais

O objetivo principal de um engenheiro de controle é projetar controladores que
sao capazes de atuar sobre processos em situagoes reais de operacao e funcionamento.
Para que esse propoésito seja cumprido, o modelo do processo em analise ¢ de extrema
importancia e deve ser acessivel ao engenheiro projetista para que seja possivel sintetizar
um controlador que apresente uma atuagao satisfatoria sobre o processo em questao (1).
Usualmente, o modelo adotado para a representacao do sistema em anélise é obtido por
meio de aproximagoes matematicas dos fendmenos fisicos que o representam, de maneira
que qualquer que seja a representacao matematica desse sistema, tal modelo podera com-
preender suposi¢oes menos complexas. As nao linearidades geralmente nao sao modeladas
por serem desconhecidas porém, se sao conhecidas e modeladas, podem ser inexploradas
a fim de simplificar a andalise (2). Nesse contexto, os controladores projetados que se mos-
tram bem sucedidos perante a existéncia de imprecisoes intrinsecas a modelagem nominal
adotada, sdo chamados de robustos. Consequentemente, um projeto de um sistema de
controle pode ser dito robusto, se peculiaridades, como a estabilidade e o desempenho,
sao caracteristicas garantidas nao apenas para o modelo nominal adotado, mas para uma

familia de modelos com incertezas.

A teoria de otimizacao é utilizada na teoria de controle moderno devido ao seu
tratamento quantitativo de requisitos de robustez. Com a intenc¢ao de se obter uma solugao
para algum funcional de custo, critérios de desempenho muito utilizados na literatura
fazem o uso de normas como a Hy e a Hoo (3, 4). Nesta tese, uma importancia maior
sera dada a metodologia de projeto apontada como a de pior caso, conhecida na literatura
como o problema de controle H,, que tem sido abundantemente explorada desde a década
de 1980 quando foi introduzida por Zames em (5). A partir de 1984, os trabalhos sobre a
teoria de controle H,, utilizaram de uma mistura de técnicas no dominio do tempo e no

dominio da frequéncia e podem ser vistos em (3, 6, 7, 8, 9, 10).

Desde a sua formulacao, o problema de controle H,, foi alvo de varias linhas de
pesquisa, além de ter sido investigado por diferentes metodologias, o que gerou estrutu-
ras que variam entre dominio da frequéncia, do tempo e de jogos dinamicos, conforme
apresentadas nos trabalhos (4, 5, 11). Outras abordagens e metodologias para o problema
Ho também foram desenvolvidas e os resultados podem ser vistos em (12, 13, 14, 15).
O método que trabalha no dominio do tempo foi o primeiro a utilizar solugoes de equa-
¢oes algébricas de Riccati no controle H,,, 0 que proporcionou um avango importante

(4, 16, 17, 18, 19, 20). O problema de controle com realimentacgdo de saida baseado na
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sintese Ho, também foi estendido para o caso em tempo discreto e ha uma diferenca sig-
nificativa de tal problema quando comparado ao seu analogo em tempo continuo, que é o
fato de existirem duas estruturas para os observadores de estados em tempo discreto (21).
Uma estrutura proporciona obter um controlador chamado nao estritamente préprio e a
outra proporciona obter um controlador dito estritamente proprio. Entao, dependendo
da estrutura a ser considerada e das suposigoes feitas na implementacao fisica da solu-
¢ao de controle, a propriedade do controlador pode ser vista como uma questao primaria.
Por essa razao, algumas solugoes subestimam ou nao consideram o controlador central em

tempo discreto, que é conhecido por ser um controlador néo estritamente préprio (22, 23).

Neste trabalho a metodologia utilizada na sintese dos controladores baseou-se no
desenvolvimento apresentado e consolidado na literatura por Zhou, Doyle e Glover em
(24) e por Stoorvogel em (25), os quais tratam do desenvolvimento de controladores H,
no tempo continuo e no tempo discreto, respectivamente, a partir da composi¢ao e solucao
de uma otimizacao de equacoes algébricas de Riccati. Em especial para o caso discreto,
foram elaboradas extensoes do controle H, nas quais se destacam as abordagens baseadas
em espago de estados desenvolvidas por Stoorvogel (25) e na teoria dos jogos desenvolvida
por Bagar (11). Sob esses pressupostos e utilizando-se a abordagem no dominio do tempo,
as condicOes necessarias e suficientes para a existéncia de controladores internamente
estaveis, que tornam a norma H,, do sistema em malha fechada inferior a um ~, sao as
solugoes semidefinidas positivas de duas equagoes algébricas de Riccati, uma associada ao
problema de regulacao e outra associada ao problema de estimacao, em que, o produto

dessas duas matrizes deve ter um raio espectral menor do que ¥? (25).

As pesquisas desenvolvidas na area de controle robusto se mostraram atrativas
para a solugao de problemas em que se necessita otimizar algum funcional de custo sobre
determinadas incertezas, paramétricas ou nao paramétricas (2). Uma metodologia que tem
recebido particular interesse é a da estabilizacao robusta H., de plantas representadas por
uma descri¢ao em fatores coprimos, atratividade que pode ser explicada por sua facilidade
de uso e pela natureza geral da representagao da incerteza nesse contexto (26, 27, 28). E
uma metodologia que propoe uma solucao capaz de incorporar objetivos de desempenho e
robustez as incertezas na abordagem de projeto, utilizando a sintese H., além de garantir
a estabilidade do sistema em malha fechada. Alguns exemplos dessa abordagem e suas
aplicagoes podem ser vistos em (29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36).

A metodologia da estabilizagdo robusta H., de plantas descritas por fatores co-
primos foi desenvolvida inicialmente para o tempo continuo e mais detalhes podem ser
vistos em (37). Com base na abordagem de projeto proposta por McFarlane-Glover (27),
Iglesias desenvolveu em (23) um controlador em tempo discreto com resultados seme-
lhantes ao procedimento de projeto baseado na solucao da fatoragdo coprima a esquerda

normalizada, ou NLCF (Normalized Left Coprime Factorization).
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Nesse contexto, enuncia-se o questionamento que levou a realizacdo desta tese de

doutorado:

E posstvel obter uma estrutura alternativa de projeto em tempo discreto capaz de
parametrizar controladores Hs, que resolvam o problema da estabilizacao robusta para
plantas descritas por fatores coprimos a esquerda por um método de projeto semelhante

ao apresentado por Zhou e Doyle em tempo continuo (37)?

1.2 Justificativas

Historicamente, o problema de controle H., padrao tem sido encontrar todos os
controladores estaveis que proporcionam a norma H., do sistema em malha fechada ser
menor que um valor de v limite. Tal problema foi extensivamente investigado nas tltimas
décadas por diversos autores, tanto no dominio do tempo continuo como no dominio
do tempo discreto, como pode ser visto nos trabalhos de Francis (6), Basar e Bernhard
(11), Iglesias (23, 38), Storvoogel (25), Zhou e Doyle (37), Green e Limebeer (39) e nas

referéncias contidas nesses trabalhos.

Primeiramente, abordou-se a metodologia em tempo continuo (24). No entanto,
para uma realizacao pratica de controle e, como, na implementacao de controladores, um
computador digital é comumente utilizado, fizeram-se necessarios outros métodos para ob-
ter o controlador diretamente no dominio discreto. Uma possivel abordagem seria projetar
o controlador em tempo continuo e utilizar de aproximacoes matematicas para discretizar
esse controlador como a aproximacao de Tustin, por exemplo. Entretanto, ao se projetar o
controlador usando técnicas desenvolvidas para o tempo discreto, torna-se possivel obter
maior conhecimento das propriedades e caracteristicas do sistema de controle resultante

e, dessa maneira, o controlador projetado pode agir conforme originalmente especificado
(22, 38, 40).

Para o caso discreto, vale ressaltar que a sintese de controladores H,, possibilita
o desenvolvimento de um controlador com a estrutura de um observador de estados pre-
ditivo chamado de controlador estritamente préprio, semelhante a estrutura obtida para
0 caso em tempo continuo, e de um controlador com a estrutura de um observador de
estados corrente chamado de controlador central em tempo discreto ou controlador nao
estritamente proprio (40). Iglesias em (23) desenvolveu um controlador fundamentado na
abordagem de projeto apresentada por McFarlane-Glover em (27), baseando-se na solugao
da fatoracao coprima a esquerda normalizada. Ficou demonstrado que as propriedades de
desempenho e robustez s6 poderiam ser obtidas para o controlador estritamente préprio
e que a mesma conclusdo nao poderia ser alcancada com a implementacao do controlador
central no tempo discreto. Neste trabalho, pretende-se utilizar de motivacao semelhante

para obter uma estrutura alternativa para a parametrizacao de controladores robustos
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Hoo em tempo discreto com resultados analogos a solu¢ao H., no tempo continuo desen-
volvida por Zhou e Doyle em (37), mas, com a utilizagdo de um formalismo matematico

alternativo como apresentado por Stoorvogel (25).

1.3 Objetivos

O principal objetivo deste trabalho é obter uma estrutura alternativa para a ca-
racterizacao de todos os controladores estabilizantes H., para plantas descritas por uma
fatoracao coprima a esquerda qualquer, e nao necessariamente normalizada, com uma me-
todologia generalizada para o caso em tempo discreto, partindo-se da descricao de uma
planta de processo por fatores coprimos apresentados por Zhou e Doyle em (37) e da
parametrizacao de todos os controladores subdétimos H., desenvolvidos por Stoorvogel
em (25). Pretende-se demonstrar que, questoes de implementacao a parte (ou seja, se os
conversores A/D e D/A e o dispositivo computacional sdo rdpidos o suficiente para que os
atrasos introduzidos por eles possam ser negligenciados), é possivel obter tanto o controla-
dor central em tempo discreto com sucesso a partir da estrutura apresentada bem como o
controlador estritamente proprio. A partir da estrutura proposta para qualquer fatoracao
coprima a esquerda, também se pretende mostrar que, se a escolha da fatoracao coprima
da planta de processo for a normalizada, é possivel obter solu¢oes via otimizacao de duas
equagoes algébricas de Riccati, proporcionando encontrar o valor de um limitante ;.
Esse valor de 7,,;, estd diretamente relacionado a especificacdo de robustez do sistema e,
assim sendo, objetiva-se demonstrar ainda que o controlador central no tempo discreto
apresenta-se com maior robustez quando comparado ao controlador estritamente proprio

em tempo discreto.

Para verificar a utilidade da tese proposta e a eficacia dos controladores H, prove-
nientes do framework proposto, foram realizadas simulagoes e ensaios praticos referentes a
malha de controle de posi¢do de uma esfera metalica de um modelo didatico do levitador
magnético fabricado pela empresa QUANSER. Esses ensaios vislumbram investigar a pos-
sibilidade da aplicagdo da metodologia proposta em um sistema real com significante nao
linearidade e comparar o desempenho e a robustez dos controladores em tempo discreto

sintetizados em um contexto pratico.

1.4 Organizacao do trabalho

O restante desse trabalho esta estruturado da seguinte forma: o Capitulo 2 é de-
dicado a explicar os aspectos mais importantes e as definicbes basicas para realizar a
descricao de uma planta de processo por fatores coprimos incertos e as defini¢oes basicas
relacionadas a estabilizagao robusta de fatores coprimos. Sao apresentadas também as

defini¢oes relacionadas a sintese do controlador robusto H., em tempo continuo para o
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problema da estabilizacao robusta de fatores coprimos. Essas defini¢bes sdo baseadas em
uma formulagao apresentada por Stoorvogel em (25) para o caso continuo, mas obtendo-se

as mesmas conclusoes apresentadas por Zhou e Doyle em (37).

O Capitulo 3 apresenta a principal contribuicao deste trabalho: o desenvolvimento
de uma estrutura alternativa para a sintese de todos os controladores H,, em tempo
discreto por meio de uma descricao da planta por fatores coprimos a esquerda. De posse
da estrutura, mostra-se que é possivel obter o controlador central no tempo discreto bem
como o controlador estritamente préprio, além de se apresentar o desenvolvimento dos
mesmos controladores quando, para a descricao da planta, utiliza-se a fatoracdo coprima

a esquerda normalizada explorada sob a perspectiva do framework proposto.

No Capitulo 4 esta, de maneira direta, o procedimento de projeto para sintese
dos controladores, além de exemplos de aplicagdo da metodologia proposta. Para efeito
de comparagao com os resultados obtidos em (23), sdo apresentados resultados de simu-
lacoes da malha de controle utilizada no trabalho citado com a finalidade de verificar a
aplicabilidade do controlador central H,, no tempo discreto. Também sao apresentados
resultados de simulagoes e experimentos praticos referentes ao controle de posi¢cao de uma

esfera metalica de um modelo didatico de um levitador magnético produzido pela empresa
QUANSER.

Por fim, no Capitulo 5 estdao as conclusoes finais e proposicoes para trabalhos

futuros.



21

2 Controle Robusto Hs, a Tempo Continuo

Este capitulo é dedicado a explicar, em um contexto simplificado, os aspectos mais
importantes e as defini¢des basicas para a descricao de uma planta de processo por fatores
coprimos incertos e as defini¢bes basicas relacionadas a estabilizacao robusta de fatores
coprimos. Por conveniéncia, a discussao é limitada ao tempo continuo. Por fim, a sintese
do controlador robusto H., em tempo continuo para o problema da estabilizagao robusta
de fatores coprimos é apresentada como em (37) utilizando-se do formalismo apresentado
por Stoorvogel em (25) para o caso em tempo continuo, obtendo as mesmas conclusoes
apresentadas por Zhou e Doyle. Tal reformulacao é conveniente, pois expoe as motivagoes

para o desenvolvimento do trabalho.

2.1 Estabilizacao Robusta de Fatores Coprimos

Considere que o sistema dinamico a ser controlado seja representado por

A|B
- 2.1
ch 0 (2.1)
ou por sua matriz de transferéncia dada por
G(s) =Co(s)B, (2.2)
com
P(s) = (sl — A)7! (2.3)

em que o par (A, B) é estabilizével e o par (A, C') é detectavel. Dessa forma, se existe uma
matriz Kr que torna A+ KrC estével, o sistema representado por (2.1) possui fatoragoes

coprimas & esquerda G = M 1N dadas por

[N M= (2.4)

A+ KpC| B Kr

we o ow |’
em que W pode ser qualquer matriz nao singular (37). A planta padrao associada a
incerteza descrita por fatores coprimos, ou seja, a descricao do sistema com a planta de

processo mais os parametros de ponderacao das entradas e saidas exdgenas, pode ser



Capitulo 2. Controle Robusto Heo a Tempo Continuo 22

representada por um sistema dinamico linear, invariante no tempo e de dimensao finita

definida em um formato matricial conveniente dado por (25)

O _p ) (2.5)
zalt) )
y(t)
Al KW= B
p| O O (2.6)
Cl w0
cl wt o

considerando z(t) € R™ como o vetor de estados do sistema, u(t) € R™ o vetor de
entradas de comando, y(t) € R™ o vetor de saidas medidas, w(t) € R™ o vetor de
entradas exogenas as quais podem ser inclusos o distirbio, ruidos de medidas e sinais de
referéncia, z,(t) € R™ o vetor de saidas auxiliares relacionadas aos estados do sistema e

zy(t) € R™ um vetor de saidas auxiliares relacionadas as entradas da planta.

Um sistema de controle pode ser representado de forma geral como na Figura 1
em que K é um controlador admissivel real-racional e proprio, P é a planta generalizada
real-racional e prépria, w ¢ o sinal de entradas exdgenas, z ¢ o sinal de respostas auxiliares,

y contém as saidas medidas e o sinal u corresponde as entradas de comando da planta.

W —
—»

— 7

P

— K |e—

Figura 1 — Diagrama de blocos do sistema de controle.

A matriz de transferéncia de w para z é denotada por 7,,(s) e pode ser encontrada
pela LFT (Linear Fractional Transformation) inferior de P para K como parametro (24).
O problema de controle pode, entao, ser definido como o de encontrar um controlador
que diminua a influéncia do vetor w sobre z por meio da minimizacao da matriz de
transferéncia 7,,(s). A norma H,, é utilizada entdo na realizacdo dessa minimizagao e é
definida como (24, 25)

1T2(5) o0 = 5P e (Tow () - (2.7)
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Estabilidade robusta é a capacidade que um processo controlado apresenta de
permanecer estavel quando uma incerteza esta presente, ou seja, um controlador ¢é dito
robusto se ele é capaz de estabilizar qualquer modelo perturbado Ga, que é a combinagao
entre a planta nominal e a incerteza do sistema em questdo. Assim, se as condig¢oes
estabelecidas forem cumpridas, é possivel encontrar um controlador K que estabiliza de
maneira robusta a planta de processo G. Assim, a sintese H., pode ser explorada para
gerar controladores que garantam um nivel de estabilidade robusta para um sistema em

malha fechada.

Nesse cenario, a sintese de controle ‘H., pode ser utilizada para resolver o problema
da estabilizacao robusta de uma planta perturbada por fatores coprimos a esquerda dada

por

Ga = (M + AM)"Y (N + AN) , (2.8)

como mostrado na Figura 2, com M, N, AM, AN pertencentes ao subespaco Heo proprio,

real, racional, estavel com

|[as AN || <-, (2.9)

-

de forma que as matrizes de transferéncia (M, N) sao assumidas como uma fatoragao

coprima a esquerda de G e K estabiliza internamente o sistema em malha fechada (37).

Figura 2 — Diagrama de blocos do sistema perturbado por fatores coprimos.

Os fatores coprimos da planta nominal e da planta perturbada podem ser escolhi-
dos arbitrariamente, desde que sejam coprimos. E importante notar que as perturbacoes
AN, AM serdo estdveis desde que os fatores coprimos da planta nominal e da planta

perturbada sejam estaveis pela definicdo de fatores coprimos. Na analise de estabilidade
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robusta, os fatores coprimos incertos permitem a consideracdo de uma classe geral de
erros e tém recebido atencao devido ao desenvolvimento de técnicas robustas de projeto,

como a sintese H,, por exemplo (41).

Devido a estrutura da planta (2.6), basta que os pares (A, B) e (A, Kr) sejam
estabilizaveis e o par (A, C) seja detectavel para que a planta P possa ser submetida &
otimizacdo He, (17). Dessa forma, a partir do diagrama de blocos geral de um sistema de
controle para o problema H.,, como apresentado na Figura 1, e considerando uma planta
generalizada P, representada por (2.6), é possivel utilizar a norma H., para garantir a
existéncia de um controlador internamente estabilizante. A sintese de controladores Ho,
consiste em encontrar um controlador K de forma a satisfazer ||7%,(s)||cc < 7, sendo
T..,(8) o sistema em malha fechada que representa a relagdo do distirbio w para a saida
controlada z e v um parametro designado pelo projetista que deve ser maior que um
pardmetro minimo 7,,;,. Vale ressaltar que o problema de controle H., determina um

controlador que nao ¢é tnico, diferentemente da sintese via norma Hsy (24).

Para o caso deste trabalho, considerando que as incertezas da planta sao descritas
por fatores coprimos a esquerda, o sistema a ser controlado é representado por (2.1)
com uma fatoragdo coprima a esquerda da planta de processo dada por (2.4) e a planta
generalizada é reescrita sob uma forma LFT como apresentada em (2.6) e por meio do
diagrama de blocos da Figura 2. Dessa maneira, existe um controlador K projetado com
base em G que garante a estabilidade interna do sistema em malha fechada para uma

familia de plantas incertas, buscando satisfazer ||7.,(s)|lco < 7, que, nesse caso, significa

satisfazer (37)
K
I

Assim, o problema da estabilizacao robusta pode ser reescrito como um problema

[I+GK]7'M7Y| <+ (2.10)

[e.e]

de otimizacao H., em que o controlador K é escolhido para minimizar a norma H., da
funcado de transferéncia do sistema em malha fechada, sob a restricao de que também

precisa estabilizar a planta nominal.

Além da estabilidade robusta, uma outra propriedade da norma H., é que a norma
de uma matriz de uma funcao de transferéncia representa a méaxima energia do sinal de
saida daquela fungao de transferéncia devido a qualquer entrada de energia unitaria.
Consequentemente, minimizar a norma H., de uma funcao de transferéncia é equivalente
a minimizar a energia do sinal de saida devido a uma entrada de energia unitaria. Para
sistemas em malha fechada, essa propriedade pode ser aplicada em problemas comuns de
desempenho, como rejeicao de disturbios ou minimizacao de erros de rastreamento. Ao
minimizar a norma H,, de uma funcao de transferéncia em malha fechada, um nivel de

desempenho pode ser garantido. Dessa forma, entao é possivel reescrever problemas de
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minimizag¢ao em uma estrutura padrao, em que se pretende encontrar um controlador que
satisfaga (2.10). Nesse contexto, é possivel representar tanto a estabilidade robusta como

os objetivos de desempenho a partir da mesma estrutura de minimizacao Hoe.

2.2 Controle Robusto H,, a Tempo Continuo

A sintese de um controlador H,, no tempo continuo foi explorada por varios pes-
quisadores, tais como Glover e Doyle (17), Duncan e McFarlane (26), Zhou e Doyle (37),
Glover e McFarlane (42) e Engelken e Lanzon (43). Nos trabalhos citados anteriormente,
dado um sistema linear, é mostrado que a parametrizacao de todos os controladores esta-
bilizantes é realizada de maneira que a funcao de transferéncia em malha fechada possua
uma norma H., menor que um escalar pré-definido. Essa caracterizacao envolve a solucao

otima de duas equagoes algébricas de Riccati no tempo continuo.

Esta secao apresenta uma formulagao padrao de controle H,, em tempo continuo,
via formalismo apresentado por Stoorvogel em (25). O desenvolvimento dessa estrutura
no tempo continuo tem como objetivo servir de base para a comparagao com a estrutura
desenvolvida para o caso em tempo discreto que sera apresentado no proximo capitulo,
além de mostrar que ¢é possivel obter resultados andlogos aos apresentados por Zhou e
Doyle em (37). Vale ressaltar que as primeiras condigdes de existéncia para um controlador
Ho foram apresentadas por Doyle em (4) em termos de duas equagoes de Riccati e por
meio de raio espectral, em que as solugoes por equagoes de Riccati fornecem resultados

satisfatorios.

Utilizando-se do formalismo apresentado por Stoorvogel em (25) e da descri¢ao da
planta por fatores coprimos a esquerda, pode-se determinar a parametrizacao de todos os
controladores que resolvem o problema da estabilizacao robusta (2.10). Nesse contexto,

os controladores existem, se e somente se, a condicao

0<yWW -1 (2.11)

for satisfeita e ainda exista uma solugao estabilizante X, = X/ > 0 da equagao algébrica

de Riccati em tempo continuo
[A— Kp(*W'W — )70 X + Xoo|A — Kp(v¥W'W — 1)7'C)]
— Xoo|BB' — Kp(v*W'W — I) 'K Xoo + 2O (*W'W = D) T'TW'WC =0 . (2.12)

Além disso, se as condigoes acima forem vélidas e mantidas, o conjunto de todos

os controladores estabilizantes que resolvem o problema da estabilizacao robusta é dado
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pela LET inferior realizada entre M(s) e Q(s)

K(s) = =Fi(M(s),Q(s)) (2.13)

em que M (s) é obtido por

A+ BKc + KpC| ~Kr ' B
M(s) = Ke 0 11 (2.14)

com K¢ e K)y definidos, respectivamente, por

Ko =—B'X.. (2.15)

Ky = —(*WW - D)7{P*WWC — KXy , (2.16)

e Q(s) da parametrizacdo de Youla é definido de tal forma que satisfaca a condigao

QW) Q(jw) < V¥*W'W — 1 . (2.17)

Partindo-se do formalismo apresentado no Teorema 5.10 em (25) define-se a es-
trutura para M(s). Utilizando simplificagbes matriciais e manipulagoes algébricas apro-
priadas, quando se considera a planta de processo descrita por uma fatoragdo coprima a
esquerda como apresentada em (2.4), é possivel obter M (s) conforme (2.14) a partir do
mesmo procedimento utilizado para o caso especifico da fatoragao coprima a esquerda nor-
malizada, ou seja, considerando W igual a matriz identidade proposta por Zhou e Doyle
em (37). Assim, é possivel parametrizar todos os controladores admissiveis para o caso
regular do problema de controle H., em que, para um determinado v > 0 existem solugoes

semidefinidas positivas de duas equagoes algébricas de Riccati em tempo continuo.

Para o caso particular Q(s) = 0, aplicando a LF'T inferior em M (s) como em (2.13),
tem-se como resultado o controlador central estritamente préprio em tempo continuo

representado por

A+BKC+KFC\KF

K(s) = Ko ‘ 0

: (2.18)

que pode ser reescrito na forma de um observador de estados

Z(t) = A2(t) + Bu(t) + Kp[CZ(t) — y(t)] (2.19)
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com a lei de controle

u(t) = Kei(t) (2.20)

em que Z(t) é o vetor de estados estimados do sistema observado com K¢ definido pela
equagao (2.15) e K definido pelo projetista de tal maneira que A+ KpC' seja estavel, ou
seja, a existéncia da estabilizacao robusta de um controlador depende da escolha estabi-
lizante da matriz Kr que, no caso, é a escolha da fatoragao coprima. Portanto, é possivel
obter uma estrutura geral para a parametrizagao de todos os controladores admissiveis que
resolvem o problema da estabilizacao robusta, utilizando a sintese H.,, bem como obter
o controlador central capaz de estabilizar uma familia de plantas formatadas e descritas

por fatores coprimos incertos.

Considerando a fatoragao coprima a esquerda normalizada, ou seja, fazendo W
igual a matriz identidade em (2.6), tem-se que a fatoragao coprima a esquerda deve

satisfazer

N(jw)N(jw)* + M (jw)M (jw)* =1, (2.21)

resultando em uma matriz K dada por

Kp=-YC', (2.22)

em que Y =Y’ >0 é a tinica solugao estabilizante da equagao algébrica de Riccati

AY +YA—YC'CY + BB =0 . (2.23)

Nesse contexto, partindo-se da estrutura apresentada anteriormente na parametri-
zacao de todos os controladores admissiveis em tempo continuo, um controlador K (s) que
resolve o problema da estabiliza¢ao robusta (2.10) existe para um v > 1 se existir uma

solucao estabilizante X, = X > 0 da equagdo algébrica de Riccati em tempo continuo

KrC\ KipC KpK), ~2C'C
(A - 72_1> Xoot+Xoo (A . 1)—Xoo (BB’ pv Xﬁﬁ =0, (2.24)

que é obtida substituindo W = I em (2.12). Se as condigoes acima forem satisfeitas e
mantidas, o controlador central estritamente proprio (2.18) é o mesmo controlador apre-

sentado por Zhou e Doyle em (37).

Uma caracteristica util da fatoragdo coprima a esquerda normalizada é que um
valor de 7, pode ser escrito de maneira explicita. Para isso, considere o seguinte teorema

formulado por Zhou e Doyle em (37).
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Teorema 1 Seja a estabiliza¢ao robusta da planta G(s) que tem uma fatora¢io coprima

a esquerda normalizada com W igual a matriz identidade. Entao, existe um controlador

K(s) tal que
K(s)
I

em que Amax € 0 autovalor mdzrimo do resultado do produto Y O sendo Q a solug¢io da

_ ! (2.25)

V1= Anaa(YQ)

1+ G(s)E(s)] " M(s)™!

. = inf
’szn K

sequinte equacao de Lyapunov

(A-YCO'CYQ+QA-YC'C)+C'C =0 (2.26)
e, para qualquer y > Ypin, uma solugao estabilizante X, de (2.24) existe e é dada por
2 2 -1
v v
Xeo=——""29|]———Y . 2.27
o re) 227

A prova do Teorema 1 faz uso da matriz Hamiltoniana associada com X, da
equagao (2.24) e mais detalhes do desenvolvimento dessa prova podem ser encontrados

em (37).

Corolario 1 Seja G(s) = M(s)"'N(s) uma fatoragio coprima & esquerda normalizada e

Ga(s) = (M(s) + AM(s))"Y(N(s) + AN(s)) (2.28)
J[a8s) 2], < S =< 22

Entao, existe um controlador estabilizante robusto para Ga(s) se e somente se

€ < V1= Anaa(Y Q) . (2.30)

Do Corolario 1 apresentado por Zhou e Doyle em (37), tem-se que as solugdes
para o problema da estabilizagao robusta da fatoragdo coprima a esquerda normalizada
também sdo solugoes relacionadas ao problema H,, conforme apresentado na segao 2.1.
Além disso, um limitante de robustez pode ser obtido relacionando-se com o problema da

estabilizacao robusta de plantas descritas por fatores coprimos a esquerda.
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A solugao Q para a equagao de Lyapunov em (2.26) pode ser obtida de outras

maneiras. Considerando X > 0 a solugao estabilizante para

AX+XA-—XBB'X+C'C=0 (2.31)

tem-se que

Q=(I+XY)'X (2.32)

e, substituindo-se (2.32) em (2.27), tem-se que a solugdo X, resulta em

Xoo =VX[(* - DI -YX] ! (2.33)

e, consequentemente, é possivel obter uma expressao explicita para se calcular o valor de

Ymin que € dada por

1
\/1 - Amam<YQ>

Ymin = - \/1 + )\maz(XY) . (234)

Se a fatoracao coprima for escolhida como a normalizada, nao importa se a planta
for descrita por uma fatoracdo coprima a esquerda ou a direita, é possivel obter uma
metodologia capaz de se relacionar com o problema da estabilizagdo robusta de maneira
a encontrar um 7y > Yy, que é solugdo do problema apresentado em (2.9), conforme

apresentado em (37).

Do desenvolvimento apresentado anteriormente, é possivel reescrever o controlador
central estritamente proprio no tempo continuo (2.18) obtendo-se, assim, o mesmo con-

trolador apresentado por Zhou e Doyle em (37) e, entao, o seguinte teorema é formulado.

Teorema 2 O problema da fatoragdo coprima a esquerda normalizada tem uma solucao
desde que exista um v > Ymin, €M que Ymin € definido em (2.34) com Y e X sendo
solugoes de (2.23) e (2.31), respectivamente. Além disso, se as condigoes anteriores sGo
satisfeitas e mantidas, um controlador central estritamente proprio mo tempo continuo

como apresentado em (2.18) pode ser determinado, com Kr igual a (2.22) e K¢ dado por

Ko=—BX[(* - 1)I-YX]| . (2.35)

Portanto, a partir do problema da estabilizagdo robusta de plantas descritas por
fatores coprimos a esquerda e da reformulagdo desse problema a partir do equaciona-
mento apresentado por Stoorvogel, é possivel obter um controlador capaz de solucionar

o problema da estabilizacao robusta bem como o problema H.,, conforme apresentado
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nesta secao. A partir do teorema do ganho pequeno (24), o sistema em malha fechada
permanecera estével se as incertezas nao paramétricas atenderem (2.9). Assim, se (A4, B)
e (A, Kp) sao estabilizaveis, (A,C) é detectavel e existe um valor de v > 4y, capaz
de resolver o problema da estabilizacao robusta de fatores coprimos a esquerda; entao, a
estabilidade robusta é garantida em malha fechada e um controlador robusto H., pode
ser desenvolvido por um procedimento semelhante ao apresentado por Zhou e Doyle em
(37).
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3 Controle Robusto H~, a Tempo Discreto

Este capitulo apresenta a contribuicao desse trabalho: o desenvolvimento de uma
estrutura alternativa para a parametrizagao de todos os controladores H,, admissiveis
para o caso em tempo discreto por meio de uma descricdo da planta por fatores copri-
mos a esquerda. O objetivo é obter um framework padrao que possa ser utilizado na
sintese de controladores H., no tempo discreto a partir de uma estruturacao semelhante
a apresentada na secao anterior para o caso em tempo continuo. O framework, além de
permitir obter todos os controladores estabilizantes, possibilita a obtencao de um con-
trolador central no tempo discreto dito nao estritamente préprio e um controlador dito
estritamente préprio. Da estrutura alternativa proposta, demonstra-se que se a escolha
da fatoracao coprima a esquerda for normalizada, é possivel determinar um limitante de
robustez Vi, que esta diretamente relacionado a especificagao de robustez do sistema.
Além disso, mostra-se que o Y, € obtido a partir de solugdes de duas equagdes algébri-
cas de Riccati em tempo discreto, uma relacionada ao problema de regulacao e outra ao

problema de estimacao.

3.1 Definicoes Iniciais

Suponha que o sistema a ser controlado seja representado por

A|B
G(z) = 3.1
2 %W (.)
ou por sua matriz de transferéncia dada por
G(z)=C®(2)B , (3.2)
com
D(2) = (21 — A, (3.3)

em que o par (A, B) é estabilizével e o par (A, C') é detectavel. Dessa forma, se existe uma
matriz Kr que torna A+ KrC' estavel, o sistema representado por (3.1) possui fatoragoes

coprimas & esquerda G(z) = M(z)~'N(z) dadas por

| N(z) M(2) | = (3.4)

A+ KpC| B Kp
we o w |’
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em que W pode ser qualquer matriz nao singular (37). A planta padrao associada a
incerteza descrita por fatores coprimos, ou seja, a descricao do sistema com a planta de
processo mais os parametros de ponderacao das entradas e saidas exdgenas, pode ser
representada por um sistema dinamico em tempo discreto, linear, invariante no tempo e

de dimensao finita definida em um formato matricial conveniente dado por

u — P | w(k) (3.5)
k) k)
y(k)
em que
Al -KpWwt l B
p| O] O T (3.6)
o w0
cl w0

considerando z(k) € R™ como o vetor de estados do sistema, u(k) € R™ o vetor de
entradas de comando, y(k) € R™ o vetor de saidas medidas, w(k) € R™ o vetor de
entradas exégenas as quais podem inclusos o distirbio, ruidos de medidas e sinais de
referéncia, z,(k) € R™ o vetor de saidas auxiliares relacionados aos estados do sistema e

zy(k) € R™ um vetor de saidas auxiliares relacionadas as entradas da planta.

O sistema de controle pode ser representado de forma geral como na Figura 1 em
que K é um controlador admissivel real-racional, P ¢ a planta generalizada real-racional
e propria, w é o vetor de entradas exdgenas ao qual podem ser inclusos distirbio, ruidos
de medidas e sinais de referéncia, z é o vetor de saidas auxiliares relacionadas aos estados
do sistema e as entradas da planta, y contém as saidas medidas e o sinal u corresponde

as entradas de comando da planta.

Note que, a fim de facilitar uma comparacao com o caso continuo, a notacao da
representacao em espaco de estados foi mantida igual a do capitulo anterior. Entretanto,
as matrizes tratadas neste capitulo sao versoes discretizadas das matrizes do capitulo

anterior.

A matriz de transferéncia de w para z é denotada por T,,(2) e pode ser encontrada
pela LFT inferior de P para K como pardmetro (24). O problema de controle pode, entao,
ser definido como o de encontrar um controlador K que diminua a influéncia do vetor w
sobre z por meio da minimiza¢do da matriz de transferéncia 7.,(z). Uma norma com

interpretacao interessante para se realizar essa minimizac¢ao é a norma H.,, definida no
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dominio da frequéncia como (25)

1 72u(2)lloo = sup Omaz(Tow(€”T)) (3.7)

Devido a estrutura da planta (3.6), basta que os pares (A, B) e (A, Kr) sejam
estabilizaveis e o par (A, C) seja detectavel para que a planta P possa ser submetida &
otimizacdo He, (17). Dessa forma, a partir do diagrama de blocos geral de um sistema de
controle para o problema H,, como apresentado na Figura 1, e considerando uma planta
generalizada P representada por (3.6), é possivel utilizar a norma H,, para garantir a
existéncia de um controlador internamente estabilizante. A sintese de controladores Ho,
em tempo discreto também consiste em encontrar um controlador K de forma a satisfazer
IT.0(2)]|oe < 7, sendo T.,(z) o sistema em malha fechada que representa a relagdo do
disturbio w para a saida controlada z e v um parametro designado pelo projetista que

deve ser maior que um parametro minimo .

O problema de controle com realimentacao de saida em tempo discreto apresenta
uma diferenca consideravel quando comparado ao problema analogo em caso continuo: a

existéncia de duas estruturas para os observadores de estados (21).

A primeira estrutura refere-se ao observador preditivo, que condiz com a estrutura
do controlador estritamente proprio, em que a estimacao dos estados no instante atual
depende das saidas medidas apenas nos instantes anteriores. Dessa forma, a informacao
que é utilizada na saida pelo regulador de estados nao é a mais recente. O atraso exis-
tente entre o instante de medicao e a atuagdo pode ser usado na computacao do algoritmo
de controle, principalmente nos sistemas que possuem ordem elevada ou com capacidade
computacional restrita. Em vista disso, os observadores de estados preditivos sao usa-
dos preferivelmente quando o tempo de computacao do algoritmo de controle se mostra

significativo quando comparado ao intervalo entre as medigoes na saida (44).

A segunda estrutura ja se refere ao observador corrente (do inglés current, também
encontrado nas bibliografias como filtering), que condiz com a estrutura do controlador
nao estritamente préprio, em que a estimacao dos estados no instante atual depende das
saidas medidas nos instantes atuais. Em vista disso, esse tipo de observador de estados é
preferivelmente usado quando o tempo de computacao do algoritmo de controle se mostra

infimo ao ser comparado ao intervalo entre as medic¢oes na saida (44).

3.2 Estabilizacdo Robusta e Controle Robusto H,, a Tempo Dis-

creto

A sintese de controladores H., em tempo discreto vem sendo explorada por varios

pesquisadores, tais como Iglesias e Glover (38), Stoorvogel (25, 45), Iglesias (23) e Guaracy
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e Ferreira (40). Nos trabalhos, dado um sistema linear, a parametrizacao de controladores
estabilizantes H., no tempo discreto é feita de maneira que a funcao de transferéncia do
sistema em malha fechada apresenta uma norma H., menor que um determinado escalar.
Além disso, essa caracterizacao é feita a partir da solucao de duas equagoes algébricas de
Riccati no tempo discreto, uma que se relaciona ao problema de regulacao e outra que se

relaciona ao problema de estimacao.

Uma vez que, no capitulo anterior, foi realizada uma reestruturacao do equaciona-
mento apresentado por Stoorvogel em (25) para o caso em tempo continuo e mostrou-se
que é possivel obter, como resultado, as mesmas conclusoes de Zhou e Doyle em (37),
objetiva-se utilizar uma metodologia de projeto semelhante para obter uma estrutura
alternativa padrao para o caso em tempo discreto, fazendo uso de uma ferramenta que

proporciona parametrizar controladores no tempo discreto.

Conforme ja mencionado, uma diferenga significativa do problema de controle com
realimentacao de saida em tempo discreto, em comparagao ao caso continuo, é o fato de
existirem duas estruturas possiveis para os observadores de estados, o que permite obter
duas estruturas para controladores. A aplicacao dessas duas estruturas no controle H., em
tempo discreto sera determinada a partir do desenvolvimento de todos os controladores
admissiveis, pois, da estrutura geral obtida dependendo da escolha feita para Q(z) na
parametrizacao de Youla, serd possivel alcancar a estrutura de um controlador central
nao estritamente préprio bem como a estrutura de um controlador estritamente préprio,
correspondendo as duas estruturas possiveis para os observadores de estados em tempo
discreto (44).

Para o caso deste trabalho, as incertezas da planta sao descritas por fatores copri-
mos a esquerda. O sistema a ser controlado é representado por (3.1) com uma fatoracgao
coprima & esquerda da planta de processo dada por (3.4) e a planta generalizada é dada
por (3.6). Dessa maneira, é possivel obter um controlador K (z) projetado baseado em
G(z) que garante a estabilidade interna do sistema em malha fechada para uma familia

de plantas incertas buscando satisfazer || T, (2) |l < 7, que, neste caso, significa satisfazer

(37)
K(z)
I

considerado o problema da estabilizagao robusta de fatores coprimos para o caso em

[+ GERE() M) <o, (3-8)

o0

tempo discreto. Se os pares (A4, B) e (A, Kr) sdo estabilizaveis e o par (A, C) é detecta-
vel, a planta de processo pode ser submetida a otimizacao da norma H... A seguir, uma
estrutura alternativa para parametrizar todos os controladores admissiveis em tempo dis-
creto sera obtida partindo-se da descricao de uma planta por fatores coprimos, utilizando

da mesma metodologia apresentada no capitulo anterior para o caso continuo. De posse
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dessa estrutura geral, serd mostrado que, com base na escolha de Q(z), é possivel ob-
ter o controlador central nao estritamente préprio bem como o controlador estritamente

préprio.

O teorema a seguir estabelece as condicOes necessarias para a existéncia e a ca-
racterizacao de todos os controladores que resolvam o problema da estabilizacao robusta

para o caso em tempo discreto apresentado em (3.8).

Teorema 3 Os controladores que resolvem o problema da estabilizacao robusta para o

caso em tempo discreto dado por (3.8) existem se, e somente se, a condi¢do

0 < 2WW -1 (3.9)

for satisfeita e ainda, exista uma solugdo estabilizante Xo, = X! > 0 da equagao algébrica

de Riccati em tempo discreto

Xoo = [A = Kp(v*"W'W —I)'C)'Xoo x [+ BB'Xoo — Kp(¥W'W — ) 'K X ]
X [A = Kp(v*W'W = )7'Cl+*C'(v*W'W — I)'W'WC . (3.10)

Além disso, se as condigoes acima forem vdlidas e mantidas, o conjunto de todos
os controladores estabilizantes em tempo discreto que resolvem o problema da estabilizacao

robusta em tempo discreto é dado pela LE'T inferior realizada entre M(z) e Q(z) dado por

K(z) = =FA(M(2),Q(2)) (3.11)

em que M(z) é obtido a partir de

(I + BEc)(A+ KrC) | —(I + BEc)Kr 1 B
M(z) = Kco(A+ KpQ) —KeKp 1|, (3.12)

com K¢ e Ky definidos, respectivamente, por

Ko =—-B'X, (I +BB'X,)™" (3.13)

Ky = —[V*WW — I — K. Xoo(I + BB' X)) ' Kp|™!
x [VYWWC - K, Xoo(I + BB' X)) YA+ KpC)], (3.14)
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e Q(z) da parametrizacio de Youla é definido de tal forma que satisfaca a condicao

Q") (I + BXoB)Q(™T) < ¥*W'W — I — KpXoo(I + BB'Xo) 'Kp . (3.15)

Demonstracio. A prova do Teorema 3 segue a mesma linha de raciocinio para
o desenvolvimento apresentado na parametrizacao de todos os controladores admissiveis
para o caso em tempo continuo, conforme a reformulacao apresentada no inicio da sec¢ao
2.2. Partindo de particularizacoes das equacoes gerais desenvolvidas por Stoorvogel em
(25), que fornecem a caracterizagdo completa de todos os controladores admissiveis para
o caso em tempo discreto e de um procedimento similar quando se considera a planta
descrita por fatores coprimos a esquerda como apresentado por Zhou e Doyle em (37),
obtém-se a estrutura que possibilita parametrizar todos os controladores admissiveis no

tempo discreto para o caso regular do problema de controle H..

Primeiramente, considera-se o sistema dindmico representado pela planta genera-
lizada em (3.6) e as caracteristicas particulares do sistema (3.5) no que diz respeito a
injecdo, sobrejecao, ortogonalidade e nao singularidade das matrizes que o compode. Em
um segundo momento, considera-se que, para um y > 0, existem solugoes semidefinidas
positivas X, > 0 e Y, > 0 de equagoes algébricas de Riccati em tempo discreto que sa-
tisfazem a condigao do raio espectral ser menor que 72, ou seja, p(XoYa) < 2. Define-se

entdo, H(Y,) invertivel dado por

w=Hw= o (w=Hw=ty C C
H(Ys,) = 0 21 0 +l0|Yel 0] , (316)
w=Hw=ty o (WHWTY =421 C C

em que Y, satisfaz a seguinte equagao algébrica de Riccati em tempo discreto

Vi = AVse ' — (AVosC' = Kp(WH)(WYY) | 0 | H7 (V)

x (CVao A = (W YWY KG) + Kp(W (WYKL, (3.17)

que pode ser simplificada para

-1

Yo = AV, A’ = (AVoeC' = Kp(WH(W1)) (CYooC' + (W H (W 1Y)
X (CYoA' = (W (WKL) + Ke(W )W) KL . (3.18)
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Entao, se a descricao da planta por fatores coprimos a esquerda for dada por
(3.4), e o sistema for representado por (3.6), uma solugao possivel para a equagao (3.18)
¢ Yoo = 0 e, portanto, pode-se estender a mesma andalise para a sua versao dual que é

encontrar a solucao X, da equacao algébrica de Riccati em tempo discreto

B'X A

Xoo = A'X  A—
(W=)'(C = KpXA)

em que G(X.) é invertivel e é dado por

!/
1 0 B’ B’
G(Xw) = + Xeoo , (3.20)
0 (W= (W) =221 —(W=)'Kp —(W=)'Kp
que pode ser reescrita como
G(X.) = I+ B'X, B —B' X Kp(W™h)
O (WY KR X B (WY (W) = 42T + (WY K Xoo Kp(W1)
(3.21)
Considere agora V > 0 e R > 0 definidos, respectivamente, por
V =I+BX.B (3.22)
e
R=~7*T-WYHYW?) - W YK.Xoo(I + BB X)) "Kr(W™1) . (3.23)

Com V e R definidos em (3.22) e (3.23), respectivamente, é possivel encontrar a

inversa de G(X,), que pode ser simplificada por

VI —VIAB X Kp(W YR W YKp X BV VI B X Kp(W™H)R™!

_1 .
G (Xeo) = —R YW YK X BV —R!

(3.24)
e pode ser substituida na equagdo (3.19) de maneira que, ap6s algumas simplifica¢oes

algébricas e desenvolvimentos matriciais, a equagao (3.19) resulta em

Xoo = [A= Kp(v"W'W — I)7'C/' X[l + BB' Xy, — Kp(v*W'W — ) 'K X ]!
X [A— Kp(vV*W'W — I)7'Cl + 20" (vW'W — ) *TW'WC , (3.25)
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obtendo, assim, que a solugao X, existe e é dada pela solucao da equacao (3.25) satisfa-
zendo, portanto, as condigoes do Teorema 10.1 apresentado em (25). Se essas condigoes
forem comparadas as condi¢oes do caso em tempo continuo, como podem ser vistas nos
trabalhos de Doyle (4) e Stoorvogel e Trentelman (46), é possivel notar que as equagoes
de Riccati sao acopladas. Nos trabalhos de Iglesias (38) e Walker (47) é mostrado que,
se o sistema (3.5) respeita as caracteristicas de inje¢ao e sobrejegao, entao as condigoes
apresentadas anteriormente sao equivalentes a existéncia de uma matriz Y, que é dual a

X 1o sentido de que Y, satisfaz as mesmas condigoes que X, tal que p(Yoo Xoo) < 72

Consequentemente, se as condi¢oes apresentadas acima forem vélidas e satisfeitas,
¢é possivel obter a caracterizacao de todos os sistemas em malha fechada em tempo dis-
creto admissiveis que tém norma H., estritamente menor que 7 e resolvem o problema
da estabilizacdo robusta para o tempo discreto. Entdo, do formalismo apresentado em
Stoorvogel, define-se a estrutura de M(z) que, apds substituigdes das varidveis da planta

generalizada (3.6), resulta em

: (3.26)

em que A ¢ definido por

A=A—-Kp(WYHYRZ - BV 'B'X(A—- Kp(W YR '2)
+ (I =BV B X )Kpr(C+ (W HR™1Z), (3.27)

com

7 =W~ KpXooA+ Kp X, BV 'B'XA) . (3.28)

Substituindo (3.22), (3.23) e (3.28) em (3.27), apds reorganizacio dos termos, A

resulta em

A= (I —BBX,(I+BB'X.,)) ) (A+ KpC) . (3.29)

De maneira andloga, B é definido por

B=-B[-V'B X Kp(W )R V(W R
_ (KF<W—1)R—1/2)[(W—1>R—1/2]—1 (3'30)
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e como (WY R™V2((W~Y)R™Y/2)~! ¢ igual & matriz identidade, colocando —1 em evidén-
cia pela esquerda e o termo K em evidéncia pela direita, apos reorganizacao dos termos

de (3.30), B resulta em

B=—(I—-BBX.(I+BBX,) YK . (3.31)

Continuando, C' é definido por

C == |[VI'BXo(A = Kp(W )R Z) + V' B X Kp(C+ (W HRZ)| , (332)

de maneira que substituindo (3.22), (3.23) e (3.28) em (3.32), C resulta em

C'=—-B'X.(I+BBX,)  (A+ KpC) . (3.33)

O termo D é, entdo, definido por

D=~ |-V B XoKp(W HR(W RV (3.34)

em que, substituindo (3.22) e (3.23) em (3.34) tem-se, apds reorganizagao dos termos, que

D resulta em

D=~ |-B'Xo(I + BB'Xo) 'Kp| . (3.35)

Por fim, o termo K; é definido por

Ky=—-(C+W'R1'Z), (3.36)

de maneira que, substituindo a equagao (3.23) e (3.28) em (3.36), o termo K resulta como
apresentado em (3.14). E se for definido K¢ como em (3.13), os termos A, B, C e D podem
ser simplificados e M (z) resulta em (3.12). Dessa maneira, M(z) pode ser utilizado para
calcular (3.11) e Q(z) pode ser escolhido de forma a atender (3.15) satisfazendo o Teorema
10.7 apresentado por Stoorvogel em (25), que fornece uma caracterizagdo completa de
todos os controladores e de todos os sistemas em malha fechada admissiveis que tém
uma norma H,, estritamente menor que um 7y que resolvem o problema da estabilizacao
robusta no tempo discreto. Com isso, finaliza-se a demonstracao a ser realizada para o

Teorema 3.

Em vista disso, a caracterizacao de todos os controladores estabilizantes no tempo
discreto para planta descritas por fatores coprimos a esquerda pode ser realizada por uma

estrutura semelhante a utilizada para a obtencao de todos os controladores estabilizantes
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no tempo continuo. Para o caso regular do problema H., em tempo discreto, técnicas
utilizadas para o caso em tempo continuo podem ser aplicadas e tal problema pode ser
resolvido diretamente no tempo discreto, sem a necessidade de se obter resultados em
tempo continuo e discretiza-los por alguma aproximacao matematica com o objetivo de

se realizar uma implementacao pratica.

A partir do desenvolvimento do framework que fornece a caracterizagao de todos
os controladores que garantem a estabilidade interna, satisfazendo a norma H., menor
que um 7y pré-definido, é factivel, segundo a escolha de Q(z), obter duas estruturas para
os controladores robustos H,, em tempo discreto, chamados de controlador central nao
estritamente préprio e de controlador estritamente préprio. Portanto, a escolha de Q(z)
na realizagao de (3.11) possibilita obter uma estrutura para o controlador que pode ser
reescrita sob a forma de um observador de estados corrente e outra estrutura para o

controlador que pode ser reescrita sob a forma de um observador de estados preditivo.

Para o caso particular em que )(z) na parametrizacdo de Youla for escolhido
igual a zero, aplicando-se a LFT inferior em M(z), tem-se que o controlador central nao

estritamente proprio é dado por

K(2) £ (I + BKc)(A+ KrC) | (I + BKc)Krp (3.37)
o= Ko(A+ Kr(C) ‘ KoKFp ’ .

que pode ser reescrito na forma de um observador de estados corrente
ik +1) = Az(k) + Bu(k) + Kp[Ci(k) — y(k)] (3.38)

2(k) = Az(k) + Kp[Cz(k) — y(k)] (3.39)

com a lei de controle

u(k) = Ko (k) (3.40)

em que :%(k:) e Z(k) sdo, respectivamente, os vetores de estados previstos e reais estimados
do sistema observado, com K¢ definido pela equagao (3.13) e K definido de tal maneira
que A+ KrC' seja estavel, ou seja, a existéncia da estabilizagao robusta de um controlador
depende da escolha estabilizante de Kr que, no caso especifico, refere-se a escolha da

fatoragao coprima.

Uma outra escolha possivel para )(z) na parametrizacio de Youla, é fazer

Q(z2) = KcKp e, com isso, Q(z) escolhido tem que satisfazer a condi¢ao de que o contro-
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lador resultante tenha uma norma ., menor que um -~ capaz de resolver o problema da

estabilizagao robusta. Para esse caso, a condigao (3.15) resulta em

(KeKp)' (I + BXoB)KoKp < V*W'W — I — Kb Xoo(I + BB' X)) 'Kp,  (3.41)

que pode ser reescrita por

KK (I + B XooB)KcKp < V*W'W — I — Kl.Xoo(I + BB' X)) 'Kr (3.42)

e como K¢ é dado por (3.13); substituindo K¢ em (3.42) tem-se

Kjp |[-B'Xoo(I + BB’XOO)-l]' (I + B'XooB) [~ B'Xoo(I + BB'Xo0) | K <
VWW — I - K. Xoo(I + BB' X)) 'K, (3.43)

que pode ser simplificada para

KipXooB(I + B X, B) "I+ BXB)B'X,(I + BB'X,) 'Kp <
VWW -1 - K. Xoo(I + BB'X,.) 'K . (3.44)

Como o termo (I + B' X, B) ' (I + B'X,B) ¢ igual a matriz identidade, a equagao
(3.44) fica

KX oBB'Xoo(I + BB'Xoo) 'K + KypXoo(l + BB Xoo) " Kp < ¥*WW — I (3.45)

e, colocando-se em evidéncia pela esquerda o termo KX, e pela direita o termo Kp

tem-se

KpXoo(BB'Xoo + I)(I + BB' X)) 'Kr < ¥*W'W — 1T, (3.46)

que pode ser reorganizada, resultando em

0<VWW —I—KpXooKp . (3.47)

Dessa forma, se a condi¢ao dada pelo resultado apresentado em (3.47) for satisfeita,

é possivel obter um controlador estritamente préprio no tempo discreto dado por

A+ BEc + KpC | Kp
Ko 0

K(2) £ , (3.48)
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com

Ko = —B'X [l + BB' Xy — Kp(y*W'W — I) ' K. X ] A — Ke(*W'W —1)7'C] ,

(3.49)
que pode ser reescrito na forma de um observador de estados preditivo
Z(k +1) = Az(k) + Bu(k) + Kp[Cz(k) — y(k)] , (3.50)
com a lei de controle
u(k) = K (k) , (3.51)

assemelhando-se a estrutura do controlador central estritamente proprio no tempo conti-

nuo apresentado no capitulo anterior dado por (2.18).

Do desenvolvimento discutido e apresentado anteriormente, nota-se que é possivel
obter uma estrutura alternativa para determinar todos os controladores H., em tempo
discreto por uma formulacao semelhante ao caso em tempo continuo para uma descri¢ao
da planta por fatores coprimos a esquerda. De posse de todos os controladores admissi-
veis, dependendo da escolha para Q(z), é possivel verificar que o controlador central ndo
estritamente proprio no tempo discreto pode ser obtido assim como o controlador estrita-
mente proprio em tempo discreto. Portanto, um formalismo mais transparente pode ser
obtido para a caracterizacao de todos os controladores estabilizantes, um central nao es-
tritamente proprio, além do controlador estritamente préprio com base em uma estrutura

semelhante a estrutura apresentada no capitulo anterior para o caso em tempo continuo.

Iglesias (23) mostrou que as propriedades do controle H., baseado na solugao
da fatoragao coprima a esquerda normalizada desenvolvida por McFarlane e Glover (27)
podem ser recuperadas apenas com o uso do observador de estados preditivo (ou, equi-
valentemente, com o controlador estritamente préprio). Por outro lado, nesta segao foi
demonstrado que a estrutura alternativa para a parametrizacao de todos os controladores
admissiveis no tempo discreto também permite parametrizar os controladores que pode
ser reescritos pelas estruturas de observadores de estados; porém, com base na descri¢ao

da planta por uma fatoracao coprima a esquerda qualquer.

Nesse contexto, também h&a a possibilidade de explorar o framework proposto
para o caso discreto baseado na descricdo da planta por uma fatoragdo coprima a es-
querda normalizada e, com isso, obter a determinagao de um 7,,; que esta diretamente
relacionado a especificagao de robustez do sistema bem como sintetizar os controlado-
res em tempo discreto apresentados anteriormente sob essa especificacdo. Considerando

a fatoracdo coprima a esquerda normalizada que, para o caso discreto, significa fazer
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W =(I+CYC)"? em (3.6), tem-se que a fatoracdo coprima a esquerda em (3.4) deve

satisfazer

N(&@“T)N (2“Ty* + M(eZ“TYM (7Y =T, (3.52)

resultando em uma matriz K dada por

Kr=—-A(Il+YCC)'YC, (3.53)

em que Y =Y’ > 0 é a unica solugao estabilizante da equacao algébrica de Riccati no

tempo discreto

AYA - Y —AYC'(I+CYC')'CYA' + BB =0, (3.54)

que também pode ser reescrita como

Y =A(I+YC'C)'YA' + BB . (3.55)

Assim como para o caso em tempo continuo, uma caracteristica util da fatoracao
coprima a esquerda normalizada é que o valor de v,,;, pode ser escrito de maneira explicita

também para o caso em tempo discreto. Para isso, considera-se o seguinte teorema.

Teorema 4 Seja a estabiliza¢io robusta da planta G(2) que tem uma fatoragao coprima
a esquerda normalizada com W = (I + CYC")~Y2. Entdo, existe um controlador K ()

tal que

= ! (3.56)

\/1 - )\max(YQ) ’

[+ G(2)K(2)] " M(2)™!

i = inf
erzn K

K(z)
1

o0

em que Amaz € 0 autovalor mazximo do resultado do produto Y Q sendo Q a solugio da

sequinte equacao de Lyapunov

Q=[A(+YC'C) | QA +YC'O) ™ + C'O(I + Y C'C) ™! (3.57)

e, para qualquer y > Ymin, uma solugao estabilizante X, de (3.10) eziste e é dada por

o G -
X,=—-10 (1 e 1YQ> . (3.58)
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Demonstragio. A prova do Teorema 4 faz uso da matriz simplética S (24, 25, 48)

associada & X, da equacdo algébrica de Riccati (3.10) definida por

g | ATBAYIC =BT (3.59)
_(A/)—lc (A/ -1
em que
. a0 T 0
A=A-[B —KpW™)]Ig K (Wl),] [0] : (3.60)
) R
B= [ B —Kp(W™) ]]S vy ] : (3.61)
. , o Lo 0
C=lo ] ]—[o ' | (Wl)]IS {0 ay | e | (3.62)

com [g definido por

E 0}“1 [ 1 OHWOA] I .
K WVU’HI] o (Wﬂl(wﬂﬁ _[0 KW’I)’(W”)—W]’
(3.63)

conforme Lema 9.18 definido por Stoorvogel em (25) e considerando a planta generalizada

Is =

P em (3.6) para caracterizagdo dos termos definidos anteriormente.

Como a matriz inversa de Is é dada por

I 0
151:[

o o (3.64)
0 [(W=hy (W= —21]

substituindo (3.64) em (3.60), (3.61) e (3.62) os termos A, B e C, apés simplificacdes,

resultam, respectivamente, em

A=A—-Kp(*/WW -1)"'C', (3.65)

B = BB — Kp(v"W'W — I)7'K}. | (3.66)

C =~C'(VPW'W - ) 'WwC . (3.67)
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A matriz simplética S pode ser reescrita como

A0 B | .
S = Ay C - 3.68
0o ] (3.68)

e, dessa maneira, substituindo (3.65), (3.66) e (3.67) em (3.68), S resulta em
o_ [ A-Ke(Pww —DC 0 BB — Kp(v*W'W — I)~1K,
= |- - - - - i e e B e
0 10 -1

xRA—KA¢W%quWﬂ”[fOWWMV—UAW%mﬁ—ﬂ. (3.69)

Substituindo e considerando W = (I + CYC')~'/2, Kp representado pela equa-
¢ao (3.53) e Y representado por (3.55), é possivel obter S apds algumas simplificagdes

algébricas resultando em

72

7 -1

C'[I+(1-y?)"lcye] ™ ¢ T ] (3.70)

e, apés desenvolvimento, calculos e simplificagoes matriciais, a equacao (3.70), pode ser

reduzida para

AT +YCO) ™ 4 Y (AT O'C AT YOIC)TY Y (AT + =Y (AT oY
§—= |- ______ e p
_ 2l —1\r v -1\ _ 1 -1\
FAec ‘ (A7) = ayeey
(3.71)
Manipulando os termos da equagao (3.71), é possivel reescrever S como
2 ! 2
AT +YC'C) ™ 4 YAy oo - 7 yATya+ocey) |[[1y
S = ’777777737777j77777777%73/7}/; 7777777777777 0 ’}/2*1[ )
~Fanyee Aoy 2
(3.72)
que ainda pode ser reduzida para
2
oo || T | Ayt ! ' 2Y1 (3.73)
0o —(ATycre ATy +ccy) || o =1 | 7
2 -1 Y
e, como a inversa do termo a direita na equagao (3.73) é dado por
2 —1
I —— v I v
7?1 2
2 = v —1 ; (3.74)
0 — 7 0 ——1
7?1 7



Capitulo 3. Controle Robusto Heo a Tempo Discreto 46

a matriz simplética resultante (3.73) associada a X, na equagao (3.10) pode ser fatorada

CcOomo

2 2 -1
I - 1Y I - 1
0 —L 7
2 _ 1 2 _1
7 7

com Hg sendo o termo central da equacao (3.73) dado por

A(T+YC'O)? 0
o= , (3.76)
—(AYyc'c (ATY(I+C'CY)
em que Hg é a matriz simplética associada com Q da equagao (3.57).
Considerando o subespago invariante estavel de Hg dado por
1
X_(Hg)=1Im (3.77)
Q
e o subespaco invariante estavel de S dado por
2 2
I -y I- 5 —YQ
X _(5)= Lry X _(Hg) =1Im iy : (3.78)
g Y
0 1 —0Q
2 -1 72 =1

existe uma solugao estabilizante para a equacao algébrica de Riccati no tempo discreto

(3.10) se e somente se

2
]—727_1YQ>0 — PI-YQ) >1I. (3.79)

Como 1/ Apnaz(Y Q) é norma Hankel dos fatores coprimos [ N (2) M (2) }, entdo,
a equagao (3.79) pode ser reescrita resultando em

1
\/1 - )\ma:t(YQ) ’

sendo essa a condi¢ao para a existéncia da solucao X, que, se existir, é dada pelo resultado
da equacao (3.58) (24).

v > (3.80)

Nesse contexto, assim como para o caso em tempo continuo, do Corolario 1, tem-se
que as solucoes para o problema da estabilizagao robusta da fatoracao coprima a esquerda
normalizada também sao solugoes relacionadas ao problema H., apresentado na secao 2.1.

Além disso, também para o caso em tempo discreto, um limitante de robustez pode ser
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obtido relacionando-se com o problema da estabilizagao robusta de plantas descritas por

fatores coprimos a esquerda.

A solugao de Q para a equagao de Lyapunov em (3.57) pode ser obtida de outras

maneiras. Considerando X > 0 a solugao estabilizante para

AXA—-X—-AXB(I+BXB) 'BXA+C'C=0, (3.81)

tem-se que

Q=(+XY)'X (3.82)
e, substituindo a equagao (3.82) em (3.58), tem-se que a solu¢do X, é dada por
Xoo = V2X[(y2 — 1) —YX]7L. (3.83)

Consequentemente, considerando Q em (3.82), substituindo no termo a direita na

equagao (3.80), tem-se

1
Ymin = s (384)
V1= A (Y (I + XY)1X)
que pode ser reescrita como
2 = ! (3.85)
win = N I —Y(I+ XY)1X) :

O termo I — Y(I + XY)7'X pode ser simplificado para (I + Y X)™! e, entdo a
equagao (3.85) é dada por

9 1
,ymin - )\max([+YX)

sendo possivel encontrar um valor de 7,,;,, similar ao caso continuo, capaz de limitar a

= = \/1 + Amax (Y X) (3.86)

escolha de 7 de maneira que exista uma solugao estabilizante X, em (3.58). Apesar do
calculo ser semelhante ao caso continuo, vale ressaltar que as solugoes Y e X sao solugoes

das equagoes algébricas de Riccati (3.54) e (3.81), respectivamente.

Portanto, se a fatoracdo coprima for escolhida como a normalizada, ndo importa
se a planta é descrita por uma fatoracao coprima a esquerda ou a direita, pois, como Y e
X sao as solugoes estabilizantes de duas equacoes algébricas de Riccati no tempo discreto

que satisfaz a dualidade

AT +YC'C) M I+YX)=(I+YX)I+BBX) A (3.87)
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sendo possivel obter uma metodologia e que seja capaz de se relacionar com o problema da
estabilizagdo robusta de forma a encontrar um 7 > 7,,;, capaz de solucionar o problema
da estabilizagdo robusta para o caso em tempo discreto apresentado em (3.8). Com isso,

finaliza-se a demonstracao a ser realizada para o Teorema 4.

Utilizando-se do desenvolvimento apresentado anteriormente para a descricao da
planta por uma fatoragao coprima a esquerda normalizada e das estruturas para os con-
troladores em tempo discreto, é possivel reescrever o controlador central nao estritamente

proprio (3.37) sob a especificagdo do i, €, entdo, o seguinte teorema é apresentado.

Teorema 5 O problema da fatoragdo coprima a esquerda normalizada tem uma solugdo
desde que exista um valor de vy > Vpmin, €M que Ypmin € calculado por (3.86) comY e X
solugoes das equagoes algébricas de Riccati no tempo discreto (3.54) e (3.81), respectiva-

mente.

Além disso, se as condicoes acimas sao satisfeitas e mantidas, um controlador
central ndo estritamente proprio no tempo discreto dado por (3.37) é obtido com ganho

de estimagio K igual a (3.53) e ganho de requlagio K¢ dado por

Ke=-yBX|(v*-1)I-YX + vgBB’X}_1 : (3.88)

Demonstracao. A prova do Teorema 5 vem do resultado obtido para o Teorema 4
e, substituindo (3.83) em K¢ (3.13), tem-se

Ko = —B' {72)( [(72 B 1)I—YX}1} {[-|-BB’ {72)( ((’y -NI-YX 1]}

1

)
2BX (-1 -vx]" {I+VQBBX (2 = )1 - YX] 1} 1
~PBX |14 92BBX (02 - )1 -vX) | [ -1 -vx]} -

—BX[(y* - I -YX ++*BBX| ", (3.89)

que é a equagao (3.88).

Utilizando-se do desenvolvimento apresentado anteriormente para a descri¢ao da
planta por uma fatoracao coprima a esquerda normalizada e das estruturas para os con-
troladores em tempo discreto, é possivel também reescrever o controlador estritamente
proprio (3.48) sob a especificacdo do 7y, assim como Iglesias determinou em (23), e

entao, o seguinte teorema é apresentado analogo ao procedimento descrito por Iglesias.
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Teorema 6 O problema da fatoragdo coprima a esquerda normalizada tem uma solugdo

desde que exista um valor de v > Vpin, tal que

Amas | Kp(PW'W = 7K X o] < 1 (3.90)
ou, equivalentemente,
1 1/2 1
(1 LoYO 4 W') oy
Wmin = A777,(1,3/; 1 4 2 1 1/2 5 (391)
_§V/ ([ + X1/2YX1/2 + 4V/V>
em que
V=(I+0YC) POy AXY?, (3.92)

comY e X solugoes das equagoes algébricas de Riccati no tempo discreto (3.54) e (3.81),

respectivamente.

Além disso, se as condicoes acimas sao satisfeitas e mantidas, um controlador
estritamente proprio no tempo discreto dado por (3.48) é obtido com ganho de estimagao

Kr igual a (3.53) e ganho de requlagio K¢ dado por

Ko =—y"BX(I+BBX) " Al(y* = 1) —YX]™". (3.93)

Demonstragdo. A prova do Teorema 6 vem do resultado obtido para o Teorema 4,
da metodologia apresentada por Iglesias em (23) e da condi¢ao apresentada em (3.48),

que pode ser reescrita como

0<~ T — (W)W — (W) 'K X KpW ™t (3.94)

e como W é uma matriz simétrica positiva semidefinida, apdés uma reorganizacao dos

termos, a equacao (3.94) resulta em

W I+ KXo Kp) Wt < 42T . (3.95)

Como W é dado por W = (I + CYC')"Y/2, Ky é dado como mostra a equacio
(3.53) e do Teorema 4 tem-se que X, é como mostrado em (3.83), substituindo W, Kp

e Xoo em (3.95), apds uma reorganizacao dos termos, tem-se que (3.95) resulta em

0 <y [—(I+CYC )= (I+CYC")V2PCY AX (I —y72(1 + YX))’1 AY C'(I+CY C')~2
(3.96)
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que é uma expressao semelhante como apresentada na segao I11.B de (23). Dessa maneira,
utilizando do mesmo procedimento demonstrado no artigo citado, é possivel obter o célculo
de Ymin como apresentado em (3.91). Além disso, substituindo W, Kr e BB’ da equagao
(3.55) na equacio de Ko em (3.49), tem-se

Ke=-BX {[I+(1-+)"ycc|A
I+ (=) YOO ATY X - ([ + YOO YA, (3.97)

como X, é dado por (3.83), substituindo-o em (3.97) e reorganizando os termos, obtém-se

como resultado

Ke=—yBX{(y*-1)A" +(1* = DAYX - yC'CA™
—1
—YC'CATYX =PI+ YC'C)'YAX) . (3.98)

Como a equagao (3.81) pode ser reescrita como

X=AX(I+BBX)'A+C'C, (3.99)

é possivel isolar o termo C'C’, entao, substituindo o termo C'C” em dois termos da equacao

(3.98), apds simplificagoes algébricas e reorganizacao dos termos, tem-se

Ke=—yBX{(*-1DA" +(* = DAVX - YXA T - YXA 'YX
+A (T +YX)(I + BBX) A YAX (1 +YC'C)'YAX) ' (3.100)

e, aplicando a dualidade (3.87) em (3.100), obtém-se

Ko=—BX{[yA" — 4" - AYX| [T+ YX — AUl +YC'O) 'y ax]) ' =
—PBX{[PI-T-YX| A [T+ (Y = A +YC'C) 'Y A)X] }_1 . (3.101)
Como BB’ em (3.55) é dado por BB' =Y — A(I + YC'C)~'Y A’, e considerando

W =+2I — I —Y X, a equagao (3.101) resulta em

Ko=—7"B'X WA ™I+ BBX)| = —*BX(I+BBX)"AW™,  (3.102)

que é a equagao dada em (3.93).
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Com isso, mostra-se que é possivel determinar um framework analogo ao procedi-
mento em tempo continuo para a parametrizacao de todos os controladores estabilizantes
admissiveis no tempo discreto. A estrutura alternativa se apresenta factivel na caracteriza-
¢ao de duas estruturas para os controladores em tempo discreto devido a escolha de Q(z).
Também apresenta-se que, a partir da descricdo da planta por uma fatoragdo coprima
a esquerda normalizada sob a perspectiva do framework proposto, é possivel obter um
valor de ¥,,;, relacionado diretamente com a robustez do sistema e, consequentemente, as
duas estruturas para os controladores em tempo discreto podem ser obtidas com base na
escolha de um 7,,;, que depende diretamente do resultado de duas equacoes algébricas de

Riccati em tempo discreto.

Desse modo, encerram-se os desenvolvimentos teéricos dessa tese de doutorado. O

préximo capitulo apresenta exemplos da aplicacao da metodologia proposta.
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4 Exemplos de Aplicacao

Este capitulo apresenta, de maneira direta, o procedimento de projeto para sintese
dos controladores, além dos exemplos de aplicagdo do controle robusto H., em tempo
discreto na planta utilizada por Iglesias em (23) e na malha de controle de posigao de
uma esfera metdlica de um modelo didatico de um levitador magnético fabricado pela
empresa QUANSER. O objetivo é mostrar as caracteristicas de desempenho e a robustez
associada a cada controlador a partir da sintese H., e da descrigdo da planta por uma

fatoracao coprima a esquerda normalizada a partir do framework proposto.

4.1 Procedimento de Projeto

4.1.1 Controle H,, a Tempo Continuo
O procedimento para o projeto do controlador central no tempo continuo fornecido

pela estrutura apresentada em (2.18) é dado por

e A partir da matriz de estado do sistema (2.1) obter a solugao das equacgoes algébricas

de Riccati em tempo continuo (2.23) e (2.31);
e Calcular v,,;, como apresentado em (2.34);
e Escolha de um v > 7,,;, para calcular o ganho de regulagdo do controlador;

e Calcular os ganhos de estimagdo K e regulagdo K¢ em (2.22) e (2.35), respectiva-

mente;

e Por fim, obter K(s) em (2.18).

4.1.2 Controle H,, a Tempo Discreto
4.1.2.1 Controlador Central Ndo Estritamente Préprio
O procedimento para o projeto do controlador central nao estritamente proprio no

tempo discreto fornecido pela estrutura apresentada em (3.37) é dado por

e A partir da matriz de estado do sistema (3.1) obter a solugao das equagoes algébricas
de Riccati em tempo discreto (3.54) e (3.81);

e Calcular 7,,;, como apresentado em (3.86);

e Escolher um v > v,,;, para calcular o ganho de regulagao do controlador;
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e Calcular os ganhos de estimagao K e regulagao K¢ em (3.53) e (3.88), respectiva-

mente;

e Por fim, obter K(z) em (3.37).

4.1.2.2 Controlador Estritamente Préprio

O procedimento para o projeto do controlador estritamente proprio no tempo

discreto fornecido pela estrutura apresentada em (3.48) é dado por

e A partir da matriz de estado do sistema (3.1) obter a solugao das equagoes algébricas
de Riccati em tempo discreto (3.54) e (3.81);

e Calcular 7,,;, como apresentado em (3.91);
e Escolher um v > v,,;», para calcular o ganho de regulagao do controlador;

e Calcular os ganhos de estimacio Kp e regulacio K¢ em (3.53) e (3.93), respectiva-

mente;

e Por fim, obter K(z) em (3.48).

4.2 Exemplo llustrativo

Em (23), Iglesias, a partir de um controlador central em tempo discreto nao es-
tritamente préprio, desenvolvido por uma fatoragdo coprima a esquerda normalizada,
propoe um controlador em tempo discreto estritamente proprio e realiza uma compara-
¢ao entre o controlador em tempo continuo e os controladores em tempo discreto nao
estritamente proprio, estritamente proprio e um obtido por uma aproximagao de Tustin.
Neste trabalho, uma comparacao semelhante é abordada com o objetivo de mostrar o
desempenho e robustez associados aos controladores em tempo discreto, partindo-se da

estrutura alternativa apresentada para a sintese dos controladores.

Como resultado de seu trabalho, Iglesias concluiu que o controlador estritamente
proprio em tempo discreto tem solugao exata e que somente esse controlador pode ser
implementado em sistemas controlados por computador devido a natureza da estrutura
do controlador. Além disso, ha a semelhanca entre o desempenho na saida do controlador

estritamente proprio e o controlador continuo para o mesmo sinal de comando aplicado.

Para ilustrar a aplicabilidade da estrutura descrita, considera-se o mesmo exemplo
apresentado em (23), cujos resultados também serao utilizados na discussao. O propésito é

mostrar o desempenho dos controladores, utilizando o formalismo proposto neste trabalho,
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para os casos em tempo discreto comparando-os com o caso em tempo continuo. A fungao

de transferéncia da planta utilizada é dada por

Gls) = 2110 (4.1)

52

que é utilizada para desenvolvimento do controlador em tempo continuo e que, para o
caso em tempo discreto, é discretizada pelo retentor de ordem zero (ZOH) para duas
frequéncias de amostragem. Além disso, sera considerada a descri¢ao da planta por uma
fatoracao coprima a esquerda normalizada. Para esse fim, particularizou-se a solucao de
controle geral da estrutura desenvolvida para esse caso em especifico conforme apresentada

na secao anterior.

Para o desenvolvimento no tempo continuo, em uma comparacao fiel com os re-
sultados obtidos por Iglesias em (23), um v = 2, 32 foi utilizado na sintese do controlador
central estritamente préprio no tempo continuo. Com esse valor de v escolhido, o ganho

K calculado por (2.22) e K¢ calculado por (2.35), resultam, respectivamente em

—1,0000
Kp = ’ 4.2
" [ —0,3583 ] (4.2)
(§]
Ko =| —44,9120 —118,3390 | (4.3)

e o resultado da resposta ao degrau unitario pode ser visto como mostra a Figura 3.

y(t) - Azul, u(t) - Vermelho

0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Tempo [s]

Figura 3 — Resposta ao degrau unitario para o controlador central no tempo continuo.
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Como pode ser visto na Figura 3, a resposta do sistema para um degrau unitario
apresenta um rastreamento satisfatorio. Dessa maneira, o controlador central H., no
tempo continuo pode ser sintetizado pela descricao da planta por uma fatoragao coprima

a esquerda normalizada conforme apresentado na secao 2.2.

Para o caso em tempo discreto, em um primeiro momento, obteve-se a aproximacao
de Tustin do controlador em tempo continuo desenvolvido utilizando-se um v = 2,40 para
uma frequéncia de amostragem de f = 50 [Hz] e um v = 2,88 para uma frequéncia de
amostragem de f = 10 [Hz| e os resultados das respostas ao degrau podem ser vistos na
Figura 4 e na Figura 5, respectivamente. Vale ressaltar que os valores de « escolhidos sao

0s mesmos como em (23).

0.5F 4

y(t) - Azul, u(t) - Vermelho

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Tempo [s]

Figura 4 — Resposta ao degrau unitario para a aproximagao de Tustin do controlador
continuo para f = 50 [Hz]|.

Como pode ser visto nas Figuras 4 e 5, a resposta do sistema para a frequéncia de
amostragem de 50 [Hz|, para um degrau unitério, apresenta um rastreamento satisfatério
semelhante ao caso continuo. Entretanto, quando se altera a frequéncia de amostragem
para f = 10 [Hz], o sinal de controle comeca a se diferenciar apesar de o rastreamento

ainda ser mantido.

Para o caso discreto, em um segundo momento, a mesma analise é realizada para o
controlador central nao estritamente préprio. Utilizam-se também, diferentes frequéncias
de amostragem na discretizacao da planta, as mesmas utilizadas no trabalho desenvolvido

por Iglesias. Para uma frequéncia de amostragem de 50 [Hz|, em compara¢do com o
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151 N

y(t) - Azul, u(t) - Vermelho

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5
Tempo [s]

Figura 5 — Resposta ao degrau unitario para a aproximacao de Tustin do controlador
continuo para f =10 [Hz]|.

controlador continuo, foi escolhido um ~ = 2,33 para a sintese do controlador central no
tempo discreto, uma vez que esse valor de v permite uma mesma amplitude no sinal de
comando quando comparado ao controlador continuo. Com esse valor de ~, o ganho Kp

calculado por (3.53) e K¢ calculado por (3.88), resultam, respectivamente em

~0,0191
Kp = ’ 44
d [ —0,0072 ] (44)
e
K¢ = | —28,4537 —76,8191 | (4.5)

e o resultado da resposta ao degrau unitario pode ser visto na Figura 6.

Para uma frequéncia de amostragem de 10 [Hz|, o valor de v = 2,44 é o valor
de v que sera utilizado na sintese do controlador central nao estritamente proprio. Com
esse valor de 7, o ganho Kp calculado por (3.53) e K¢ calculado por (3.88), resultam,

respectivamente em

—0,0796
Kp— ! 16
F { —0,0367 ] (46)

Ko =] -9,0722 —26,6206 | (4.7)
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151 N

y(t) - Azul, u(t) - Vermelho

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5
Tempo [s]

(3]

Figura 6 — Resposta ao degrau unitario para o controlador central no tempo discreto para
f=050[Hz].

151 N

051 4

y(t) - Azul, u(t) - Vermelho

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5
Tempo [s]

(3]

Figura 7 — Resposta ao degrau unitario para o controlador central no tempo discreto para
f=10[Hz].

e o resultado da resposta ao degrau unitario pode ser visto na Figura 7.
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Como pode ser visto nas Figuras 6 e 7, as respostas do sistema, para um degrau
unitario, também apresentam um rastreamento satisfatorio. Dessa maneira, pode-se afir-
mar que um controlador central nao estritamente préprio pode ser determinado a partir
de uma fatoragao coprima a esquerda normalizada e é possivel assegurar que as dinami-
cas apresentadas pelos controladores sao andlogas, pois, mesmo com uma alteragdo na

frequéncia de amostragem utilizada na discretizacao da planta, a semelhanga é mantida.

Ainda para o caso discreto, a mesma andlise é feita para a sintese do controlador
estritamente proprio. Utilizam-se também as mesmas frequéncias de amostragem. Para
uma frequéncia de amostragem de 50 [Hz], um v = 2,46 é utilizado na sintese do con-
trolador, sendo este o mesmo valor de  utilizado no trabalho de Iglesias para o mesmo
controlador. Com esse valor de ~, o ganho K calculado por (3.53) e K¢ caleulado por

(3.93), resultam, respectivamente em

—0,0191
Kp = ’ 4.8
g [ ~0,0072 ] (48)
e
K¢ =] —25,8431 —67,5781 | (4.9)
e o resultado da resposta ao degrau unitario pode ser visto na Figura 8.
1.5 y
o
=
E
(]
>
1
S o0s5f |
R
<
1
E
-0.5 i

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Tempo [s]

Figura 8 — Resposta ao degrau unitario para o controlador estritamente proprio para f =

50 [Hz].

Para uma frequéncia de amostragem de 10 [Hz], o valor de v = 3,11 é o valor de

v que sera utilizado na sintese do controlador estritamente proprio. Com esse valor de 7,
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o ganho Kp calculado por (3.53) e K¢ calculado por (3.93), resultam, respectivamente

€11
—0,0796
Kp=| 4.10
4 [ —0,0367 ] (4.10)
(S
Ko =] —9,9856 —24,7220 | (4.11)

e o resultado da resposta ao degrau unitario pode ser visto na Figura 9.

|

151

y(t) - Azul, u(t) - Vermelho

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Tempo [s]

Figura 9 — Resposta ao degrau unitario para o controlador estritamente proprio para f =
10 [Hz].

Como pode ser visto nas Figuras 8 e 9, as respostas do sistema para um de-
grau unitario também apresentam um rastreamento satisfatorio. Dessa maneira, pode-se
afirmar que um controlador estritamente proprio pode ser determinado a partir de uma
fatoracao coprima a esquerda normalizada e é possivel assegurar que as dinamicas apre-
sentadas pelos controladores sdo analogas, pois, mesmo com uma alteracao na frequéncia

de amostragem utilizada na discretizacao da planta, a semelhanca é mantida.

Uma vez que foi mostrado que é possivel obter resultados semelhantes com uma
fatoracao coprima a esquerda normalizada, tanto para o caso continuo como para o caso
discreto (ndo estritamente préprio e estritamente proprio), uma nova comparagao sera re-
alizada. Seguindo a mesma ideia de anélise apresentada por Iglesias em (23), uma compa-

racao entre o controlador central no tempo continuo e os controladores no tempo discreto
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(aproximagao por Tustin, central ndo estritamente préprio e estritamente préprio) serd

realizada.

1.5 1.5
1 1
0.5 0.5
0 0
-0.5 -0.5

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

() (b)

1.5 1.5
1 1
0.5 0.5
0 0
-0.5 -0.5

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

(c) (d)

Figura 10 — Comparacao das respostas para f = 50 [Hz].

A Figura 10 mostra a resposta ao degrau com (a) o controlador central em tempo
continuo, (b) a aproximagao de Tustin do controlador em tempo continuo, (¢) o controlador
central em tempo discreto e (d) o controlador estritamente préprio. A resposta em tempo
continuo é utilizada como base de comparagao para os resultados em tempo discreto,
que sao obtidos, primeiramente, considerando uma frequéncia de amostragem de 50 [Hz].
Os valores de v para os controladores no tempo continuo, aproximacao de Tustin e em
tempo discreto estritamente préprio foram escolhidos como em (23). Como o controlador
central nao estritamente proprio em tempo discreto apresenta um desempenho claramente
inferior quando comparado a essas duas abordagens no artigo citado, foi escolhido um valor
diferente de v para a simulagdo, com o objetivo de tornar as respostas qualitativamente
proximas aquelas do caso em tempo continuo. Os valores de ~ utilizados na sintese dos

controladores sao escolhidos conforme Tabela 1.

Tabela 1 — Valores de 7 para sintese dos controladores com f = 50 [H z].

~
Central continuo 2,32
Aproximacao de Tustin | 2,40
Central discreto 2,33
Estritamente proprio 2,46
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Nota-se que é possivel obter respostas proximas a resposta em tempo continuo
em ambas as abordagens no tempo discreto, com a observagao adicional de que nessa
estrutura alternativa, o controlador central nao estritamente préprio em tempo discreto
nao é apenas viavel, mas sua resposta foi alcan¢ada com maior robustez (ou seja, com
um valor de v menor) quando comparado ao controlador estritamente préprio em tempo
discreto. Observa-se também que o valor de v usado no controlador nao estritamente

préprio é muito proximo do valor usado no caso em tempo continuo.

1.5 1.5
1 1
0.5 0.5
0 0
-0.5 -0.5

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

(a) (b)

1.5 1.5
1 1
0.5 0.5
0 0
-0.5 -0.5

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

(c) (d)

Figura 11 — Comparacao das respostas para f = 10 [Hz].

A Figura 11 mostra a resposta ao degrau com (a) o controlador central em tempo
continuo, (b) a aproximagao de Tustin do controlador em tempo continuo, (¢) o controlador
central em tempo discreto e (d) o controlador estritamente préprio. A resposta em tempo
continuo é utilizada como base de comparacao para os resultados em tempo discreto que
sdo obtidos considerando agora uma frequéncia de amostragem de 10 [Hz|. Os valores de
~ para os controladores no tempo continuo, aproximacao de Tustin e em tempo discreto
estritamente préprio foram escolhidos como em (23). Como a resposta dos controladores
em tempo discreto com essa frequéncia de amostragem comeca a ficar consideravelmente
diferente do controlador em tempo continuo, foi escolhido um valor de v para o controlador
central nao estritamente proprio em tempo discreto com o objetivo de fazer o valor maximo
da entrada de comando ter aproximadamente o mesmo nivel para ambas as abordagens
em tempo discreto. Os valores de v utilizados na sintese dos controladores sao escolhidos

conforme Tabela 2.
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Tabela 2 — Valores de 7 para sintese dos controladores com f = 10 [Hz].

2
Central continuo 2,32
Aproximagao de Tustin | 2,88
Central discreto 2,44
Estritamente proprio 3,11

Observa-se que, enquanto o desempenho entre os diferentes controladores comeca
a se desviar, ambos os controladores em tempo discreto continuam sendo abordagens
viaveis. Novamente, a resposta do controlador em tempo discreto ndo estritamente proprio
foi obtida com maior robustez quando comparada a do controlador em tempo discreto
estritamente préprio e foi capaz de recuperar melhor o comportamento do caso em tempo

continuo.

Nota-se também que as respostas em tempo continuo e em tempo discreto estri-
tamente proprio obtidas na Figura 10 e na Figura 11 sao as mesmas respostas obtidas
em (23), sendo a diferenca, entao, a resposta em tempo discreto nao estritamente préprio
e pela aproximagao de Tustin. Assim, ao contrario do que é apresentado em (23), nesse
exemplo, utiliza-se a abordagem proposta para alcancar um controlador em tempo dis-
creto que supera o controlador estritamente proprio em tempo discreto pois o primeiro

apresenta-se mais robusto quando comparado ao segundo.
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4.3 Sistema de Controle de Posicao de uma Esfera de Aco de um
Sistema de Levitacdo Magnética (MAGLEV)

Essa secao apresenta uma aplicagdo pratica tanto no tempo continuo como no
tempo discreto, partindo da metodologia proposta para verificar os resultados apresenta-
dos até o momento em um sistema com significante nao linearidade: na malha de controle
da posicao de uma esfera de um sistema de levitacao magnética. As mesmas comparagoes
apresentadas anteriormente serao realizadas para o modelo do sistema de levitagdo mag-
nética desenvolvido pela empresa canadense Quanser (49). A Figura 12 mostra a planta
de levitacao magnética que se encontra no laboratorio de controle da Universidade Federal

de Itajuba campus de Itabira.

Quanser Consulting
Magnetic Levitation

Offset Gain

Figura 12 — Levitador Magnético.

4.3.1 Modelo do Levitador Magnético

Na Figura 13 é mostrado o esquemaético elétrico da planta de levitacao magnética
(MAGLEV), em que a diregao positiva do deslocamento é para baixo, com a origem das
coordenadas globais posicionadas na face plana do eletroima. Embora a esfera de aco tenha
seis graus de liberdade, apenas o eixo vertical x é controlado. Também vale a pena notar
que o MAGLEV consiste em dois sistemas principais: um elétrico e um eletromecénico.
Pode se ver na Figura 13 que o MAGLEV possui uma indutancia da bobina L. e uma
resisténcia R.. Além disso, o sistema atual estd equipado com uma resisténcia R, em

série com a bobina e é usada para indicar o sentido da corrente. A tensao V, é usada para
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medir a corrente da bobina I. e V, é a tensao aplicada na bobina. Todos esses componentes

constituem o sistema elétrico.

l Bobina
Re
Ve
Lc

Ve

I

Figura 13 — Esquematico da planta de levitagdo magnética.

Usando as notagoes e as convengoes dadas na Figura 13 tem-se que, para levitar
a esfera de aco, é necessario que a forca de atragao gerada pelo eletroima que atua sobre
a esfera de ago deve ser de igual intensidade a forca da gravidade aplicada sobre a esfera
de aco. Do somatério das forcas que atuam na esfera de ago, aplica-se a segunda lei de
movimento de Newton, e, entdo, obtém-se a equacao nao linear que representa o sistema

eletromecanico e sua equagao de movimento é dada por

Kpio(t)?
2Mb$b(t)2

em que x,(t) é a distancia entre a base do eletroima e a esfera de ago, K, é a constante

dy(t) = +g. (4.12)

da forga eletromagnética, i.(t) é a corrente da bobina, M, é a massa da esfera de aco e ¢

¢ a constante gravitacional (50).

Inicialmente, para todos os casos, o modelo nao linear é linearizado para o ponto

de operacao de x, = 6 [mm] por meio de uma aproximagao de Taylor de primeira ordem
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e a representacao em espago de estados do modelo linearizado é dada por (51)

0 1 0
A, = . B, = . Cy=]10|,D,=0. 413
! [3270 0] ' [—22,71] =100 (41

Para o caso em tempo discreto, o tempo de amostragem de T' = 0, 002 [s] é utilizado

na discretizacao da planta e sua realizagao em espaco de estados é dada por

z

6,5543 1,0065 —0, 0455

1,0065 0,0020 —4,5470.107°
’ ’ ] Zzl ],Cz:[l 0], D.=0. (414)

Com o objetivo de eliminar o erro em regime permanente para uma entrada do
tipo degrau e auxiliar na obtencdo de um bom desempenho na saida, faz-se necessario

incluir integradores na malha de controle.

No caso continuo, um integrador é definido unicamente por um polo na origem.
No caso discreto, a definicdo do integrador depende do método numérico utilizado na
aproximacao da integral e, para o caso em questao, o método backward Euler foi utilizado.
Desse modo, sejam G; = (A1, By, C1, D1) e Gy = (Ag, By, Cs, Ds) dois subsistemas com

representacoes no espaco de estados dadas por

Al Bl
Cy | Dy

A2 BQ

Gl ==
Cy | Dy

9 =

(4.15)

A conexao em série desses dois subsistemas, conforme ilustrado na Figura 14,

resulta na representagao em espago de estados GoGy = (A, B, C, D) dada por

AQ BQOl BQDl
GQGl — O Al Bl . (416)
Co DyCy | DD,

Y

— G G, |——

Figura 14 — Conexao de sistemas em série.

No caso especifico, para se obter uma boa relagdo entre desempenho de saida,
consumo de energia e estabilidade robusta, um PI foi utilizado na expansao da planta
tanto para o caso continuo como para o caso discreto. Para a aplicacao, considera-se que

(G5 corresponde a uma representacao de uma planta de processo estritamente prépria
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descrita em espaco de estados por Gy = (Ap, Bp,Cp,0) e Gy é dado por um PI tanto no

tempo continuo como no tempo discreto (40).

Com o sistema linearizado tanto para o tempo continuo como para o tempo dis-
creto, a planta de levitagao magnética ¢ expandida por um pré-compensador com a estru-
tura de um modelo PI. Essa expansao permite que a dinamica expandida seja incorporada
a dindmica do controlador, além de proporcionar o rastreamento do sistema. Para o caso
discreto, um integrador backward Euler foi utilizado para compor essa estrutura. Desse
modo, a estrutura resultante é como mostrado em (4.16). Determinou-se como ganho
proporcional k, = 500 e como ganho da parcela integral k; = 3000 por esses valores pro-
porcionarem sucesso na implementacao das simulagoes computacionais realizadas e dos
experimentos reais feitos no levitador magnético em laboratério. Métodos para selecionar

o pré-compensador podem ser encontrados com mais detalhes em (52).

Com todos os controladores desenvolvidos, tanto as simulagoes computacionais
como o0s experimentos praticos sao feitos para dois tipos de referéncia na entrada. A
primeira aplica uma variagdo de 1 [mm] ao redor do ponto de operagao a fim de se
verificar o comportamento da resposta na saida do sistema de levitagao magnética, bem
como o sinal de controle do sistema para essas mudancgas na referéncia de entrada. Ja a
segunda referéncia de entrada aplica variagoes crescentes de 0,5 [mm] ao redor do ponto
de operagao. Partindo do ponto de operagao de 6 [mm], sdo aplicadas variagoes crescentes
de 0,5 [mm] a fim de se verificar o comportamento da resposta na saida do sistema para
regides que se encontram fora do ponto de operagao linearizado com o intuito de mostrar a
atuacao dos controladores sobre pontos de operagao que simulam modelos com incertezas,
sendo, neste caso, a posi¢ao da esfera de aco o parametro variante no tempo capaz de dar

esse entendimento.

4.3.2 Simulacdes da Malha de Controle

Para a determinacao do controlador em tempo continuo, é possivel perceber que
a expansao dessa planta por um PI nao afeta a observabilidade e a controlabilidade do
modelo em questdo. Nesse exemplo, o valor de 7,,;, = 3, 2445 é obtido por meio do célculo
da equagao (2.34). Foi escolhido um v = 3,55 na sintese do controlador e a matriz Kp

estabilizante conforme calculada por (2.22) é dada por

~179, 3270
Kp=| —16079,0817 | . (4.17)
1, 0000
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O ganho K¢, conforme calculado por (2.35), é dado por

K¢ =] 8,9417 0,0853 —27,0173 | . (4.18)

A resposta para a simulacdo computacional para as variagoes impostas na referén-
cia de entrada bem como o sinal de controle correspondente sao mostrados nas Figuras 15
e 16. J& as Figuras 17 e 18 mostram a resposta para o experimento real para as variagoes

impostas na referéncia de entrada bem como o sinal de controle correspondente.

X, [mm]
o N

4 1 1 1 1 1

0 2 4 6 8 10 12

1t ]
— ]
< o8} -
__U

06 ]
0 2 4 6 8 10 12

Tempo [s]

Figura 15 — Simulacao - Resposta para a primeira referéncia de entrada, caso continuo.

Para a determinacao do controlador em tempo discreto, também é possivel notar
que a expansao da planta por um PI discretizado nao afeta a observabilidade e a controla-
bilidade do modelo em estudo. Primeiramente, obteve-se o controlador pela aproximacao
de Tustin do controlador em tempo continuo desenvolvido anteriormente, para um tempo
de amostragem de 7' = 0,002 [s]. Dessa maneira, a resposta para a simula¢do computa-
cional para as variagoes impostas na referéncia de entrada bem como o sinal de controle
correspondente sao mostrados nas Figuras 19 e 20. J4 as Figuras 21 e 22 mostram a res-
posta para o experimento real para as variagoes impostas na referéncia de entrada bem

como o sinal de controle correspondente.



Capitulo 4. FEzxemplos de Aplicacio
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Figura 16 — Simulacao - Resposta para a segunda referéncia de entrada,

X, [mm)]

0 2

10 12
Tempo [s]

Figura 17 — Ensaio - Resposta para a primeira referéncia de entrada, caso continuo.

caso continuo.

68
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10 T T T T
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Figura 18 — Ensaio - Resposta para a segunda referéncia de entrada, caso continuo.

X, [mm)]
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Figura 19 — Simulagao - Resposta para a primeira referéncia de entrada, aproximagao de
Tustin.
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Figura 20 — Simulagao - Resposta para a segunda referéncia de entrada, aproximacao de
Tustin.
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Figura 21 — Ensaio - Resposta para a primeira referéncia de entrada, aproximacao de
Tustin.



Capitulo 4. FEzxemplos de Aplicacio 71
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Figura 22 — Ensaio - Resposta para a segunda referéncia de entrada, aproximacgao de
Tustin.

Posteriormente, ¢ realizado o desenvolvimento do controlador central nao estrita-
mente proprio e o tempo de amostragem utilizado tanto na discretizagao da planta como
do pré-compensador PI é de T' = 0,002 [s]. Para o controlador central ndo estritamente
proprio, o valor de v, = 3, 5324 é obtido pelo célculo da equagao (3.86) e, por consequén-
cia, um v = 3,55 ¢é utilizado para a sintese do controlador com a matriz Kg calculada
por (3.53) e dada por

—0,3567
Kp=| —29,2265 | . (4.19)
1,6725

O ganho K¢, conforme calculado por (3.88), é dado por

Ko = 4,1300 0,0367 —0,0104 | . (4.20)

A resposta para a simulacao computacional para as variagoes impostas na referén-
cia de entrada bem como o sinal de controle correspondente sao mostrados nas Figuras 23
e 24. Ja as Figuras 25 e 26 mostram a resposta para o experimento real para as variagoes

impostas na referéncia de entrada bem como o sinal de controle correspondente.
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Figura 23 — Simulagao - Resposta para a primeira referéncia de entrada, controlador nao

estritamente proprio.
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10
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15 20 25

Figura 24 — Simulagao - Resposta para a segunda referéncia de entrada, controlador nao

estritamente proprio.
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Figura 25 — Ensaio - Resposta para a primeira referéncia de entrada, controlador nao

estritamente proprio.
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Figura 26 — Ensaio - Resposta para a segunda referéncia
estritamente proprio.

20

25

de entrada, controlador nao



Capitulo 4. FEzxemplos de Aplicacio 74

Ainda em tempo discreto, é realizado o desenvolvimento do controlador estrita-
mente proprio e o tempo de amostragem utilizado tanto na discretizacao da planta como
do pré-compensador PI também é de T' = 0,002 [s]. Para o controlador estritamente
proprio, o valor de v, = 4, 0852 é obtido pela equagao (3.91) e, dessa forma, escolheu-se
um v = 4, 10 para a sintese do controlador e a matriz K, conforme calculado por (3.53),

¢é dada por

—0, 3567
Kp=| —29,2265 | . (4.21)
1,6725

O ganho K¢, conforme calculado por (3.93), é dado por

K¢ =6,0042 0,0571 —0,0190 | . (4.22)

A resposta para a simulacdo computacional para as variagoes impostas na referén-
cia de entrada bem como o sinal de controle correspondente sdo mostrados nas Figuras 27
e 28. Ja as Figuras 29 e 30 mostram a resposta para o experimento real para as variagoes

impostas na referéncia de entrada bem como o sinal de controle correspondente.

X, [mm)]
o N
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Figura 27 — Simulagao - Resposta para a primeira referéncia de entrada, controlador es-
tritamente proprio.
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Figura 28 — Simulagao - Resposta para a segunda referéncia de entrada, controlador es-
tritamente proprio.

X, [mm]
o N
%
1

0 2 4 6 8 10 12
Tempo [s]

Figura 29 — Ensaio - Resposta para a primeira referéncia de entrada, controlador estrita-
mente proprio.
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Figura 30 — Ensaio - Resposta para a segunda referéncia de entrada, controlador estrita-
mente proprio.

As Figuras 31 e 32 resumem os resultados apresentados anteriormente em graficos
unicos para efeito de comparacao entre os controladores e mostram, para o modelo nao
linear da planta de levitagao magnética, os ensaios praticos realizados para a primeira
referéncia de entrada e para a segunda referéncia de entrada, respectivamente. A compa-
ragao é realizada somente entre o controlador em tempo continuo, o controlador central
nao estritamente proprio e o controlador estritamente préprio. Para cada controlador, um

valor diferente de v é usado na sintese de projeto do controlador conforme Tabela 3.

Tabela 3 — Valores de « usado na sintese dos controladores para o levitador magnético.

g
Central Continuo 3,55

Central Discreto 3,55
Estritamente Préprio | 4,10
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Figura 31 — Ensaio real para a primeira referéncia de entrada - Comparacao de diferentes
controladores para a planta de levitagdo magnética. Continuo: (a) posigao da
esfera de ago [mm], (b) corrente na bobina [A]; Nao estritamente préprio:
(¢) posicao da esfera de ago [mm], (d) corrente na bobina [A]; Estritamente
proprio: (e) posicao da esfera de ago [mm)], (f) corrente na bobina [A].
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Figura 32 — Ensaio real para a segunda referéncia de entrada - Comparagao de diferentes
controladores para a planta de levitagdo magnética. Continuo: (a) posi¢ao da
esfera de ago [mm], (b) corrente na bobina [A]; Nao estritamente préprio:
(c) posicao da esfera de ago [mm], (d) corrente na bobina [A]; Estritamente
préprio: (e) posicao da esfera de ago [mm)], (f) corrente na bobina [A].

Pode-se verificar a partir das Figuras 31(b), 31(d), 31(f) e Figuras 32(b), 32(d),
32(f), que o sinal de controle de entrada representado pela corrente da bobina apresenta

o mesmo padrao para todos os controladores para ambos os casos. Isso implica que o
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consumo de energia é semelhante perante a atuagdo dos controladores, assim como o
desempenho na saida também se apresenta semelhante para os trés casos. Vale ressaltar
que o valor de v usado na sintese do controlador central nao estritamente préprio é menor
que o valor de v usado na sintese do controlador estritamente préprio. Portanto, é possivel
concluir que o primeiro controlador apresenta maior robustez que o segundo controlador.
Além disso, o calculo do valor de 7,,;, para o controlador central também é menor quando

comparado ao valor de 7,,;, calculado para o controlador estritamente proéprio.

Outra observagao que pode ser feita é, que o v usado na sintese do controlador
central nao estritamente proprio ¢ igual ao valor de v usado na sintese do controlador em
tempo continuo. Esses resultados mostram que o controlador nao estritamente préprio

possui caracteristicas de desempenho semelhantes ao controlador em tempo continuo.
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5 Conclusoes

Neste trabalho foi obtida uma estrutura alternativa para a parametrizacao de to-
dos os controladores H., robustos admissiveis em tempo discreto por uma formulacao
andloga ao caso em tempo continuo. O framework proposto nessa tese é desenvolvido com
base na descricao da planta de processo por fatores coprimos a esquerda e utiliza a sin-
tese Hoo para obtencao de todos os controladores estabilizantes. Do framework proposto,
mostrou-se que, da estrutura geral para determinacao de todos os controladores admis-
siveis, é possivel obter um controlador central nao estritamente proprio bem como um
controlador estritamente préprio no tempo discreto, ou seja, a escolha de Q(z) realizada
na parametrizacao de Youla possibilita a obtencao dessas duas estruturas de controlado-
res. Dessa forma, pode-se afirmar que a escolha de Q(z) possibilita a obtencao de outras

estruturas para controladores.

A estrutura desenvolvida por este trabalho possibilita realizar também uma esco-
lha para a fatoragdo coprima a ser utilizada, pois uma vez que se encontra um ganho Kp
que torne A+ KC' estavel, é possivel obter essa condi¢ao a partir de diferentes estratégias.
Neste trabalho, porém, somente a fatoracao coprima a esquerda normalizada foi tratada.
A escolha de descrever a planta por uma fatoracao coprima a esquerda normalizada pro-
porciona a obtencao de um célculo para 7,,;, €, consequentemente, de um limitante de
robustez. Além disso, a partir desse limitante, é possivel sintetizar os controladores nao

estritamente proprio e estritamente proprio em tempo discreto sob essa perspectiva.

A fim de ilustrar a aplicabilidade do método proposto comparando com os resul-
tados encontrados por Iglesias em (23), foi apresentado um exemplo que, sob a estrutura
alternativa proposta, mostra que o controlador central em tempo discreto nao é apenas
viavel mas também capaz de superar o controlador em tempo discreto estritamente pro-
prio, uma caracteristica que nao é vista em outras abordagens semelhantes. A partir de
simulacoes computacionais para uma aplicacao na planta de processo utilizada como es-
tudo por Iglesias, mostrou-se que o controlador central nao estritamente préprio Ho, em
tempo discreto apresenta maior robustez do que o controlador estritamente proprio, pois
menores valores de v resultam em desempenhos semelhantes na saida e o valor de v usado
na parametrizagdo do primeiro controlador mencionado é menor que o valor de ~ utilizado
na sintese do segundo controlador. Essa conclusao baseia-se na analise do sinal de con-
trole, uma vez que, pela comparagao entre os controladores, observa-se uma semelhanca
no sinal de controle para os casos, ou seja, o0 mesmo consumo de energia ¢ usado para

obter desempenhos semelhantes de saida, como pode ser visto nos resultados obtidos.

De forma a obter uma aplicagdo mais diretamente ligada a uma planta real, as
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mesmas conclusoes sao obtidas para a malha de controle de posicao de uma esfera de ago
de um sistema de levitagao magnética. Em especial, para o sistema de levitacao magnética,
dois tipos de ensaios foram realizados para duas referéncias de entradas distintas. Dos
ensaios, é possivel concluir que os controladores apresentam a caracteristica de robustez,
pois o sistema nominal é linearizado para uma posi¢cdo de 6 [mm], e os controladores
projetados apresentam um desempenho satisfatério para diferentes pontos de operacao
que podem ser considerados como incertezas intrinsecas ao sistema. Além disso, é possivel
concluir, em especial para o tempo discreto, que o controlador central nao estritamente

préprio apresenta maior robustez quando comparado ao controlador estritamente préprio.

Como trabalhos futuros, sao propostos a realizacao de estudos para a apresentacao
de condigoes andlogas as condicoes de LTR sobre a fatoracao coprima a esquerda de
maneira a encontrar K estabilizante em que seja possivel aplicar tal condi¢ao e apresentar
quais propriedades podem ser obtidas a partir de tal analise. Sao previstos também estudos
acerca das possiveis escolhas de (Q(z) na parametrizagdo de Youla, possibilitando obter
estruturas distintas de controladores como um controlador robusto estatico. Também sao
previstos estudos da metodologia apresentada para o tempo discreto perante a formulacao

a quatro blocos.
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