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Banca examinadora:
Prof. Dr. Sérgio Antônio Tozoni - UNICAMP
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Resumo

Neste trabalho, estudamos a positividade definida de funções, cujos domı́nios

são ou Rm×Rn ou Sm×Rn, em que Sm é a esfera unitária de Rm+1. Mais

especificamente, três tipos de questões são investigadas:

• Encontrar condições necessárias e suficientes para que uma função seja

positiva definida sobre Rm×Rn.

• Encontrar condições suficientes para que a função da classe de Gneiting

(r, t) ∈ [0,∞)× [0,∞) 7→ G(r, t) =
1

h(t)m/2 ϕ

(
r2

h(t)

)
seja positiva definida sobre Rm×Rn, em que h e ϕ são funções positivas

convenientemente escolhidas.

• Encontrar condições necessárias e suficientes para que uma função de-

finida em [0,π]×Rn seja positiva definida sobre Sm×Rn.

Os resultados obtidos foram melhorados em relação às fontes consultadas.

Palavras-chave e frases: Função positiva definida - Função condicionalmente negativa defi-

nida - Função completamente monótona - Função de Bernstein
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Abstract

In this work we study the positive definiteness of functions on either Rm×Rn

or Sm×Rn, where Sm denotes the unit sphere in Rm+1. The following three

questions are investigated:

• To find necessary and sufficient conditions on a function C with domain

Rm×R in order that it be positive definite on Rm×Rn.

• To find sufficient conditions on a function

(r, t) ∈ [0,∞)× [0,∞) 7→ G(r, t) =
1

h(t)m/2 ϕ

(
r2

h(t)

)
from the well-established Gneiting class in order that it be positive de-

finite on Rm×Rn, where h and ϕ come from classes subject to our

choice.

• To find necessary and sufficient conditions on a function C with domain

[0,π]×Rn on order that it be positive definite on Sm ×Rn, keeping

isotropy with respect to the Sm component.

The results we obtain improve those in the main sources acessible in the lite-

rature that deals with similar problems.

Keywords and phrases: Positive definite function - Conditionally negative definite function-

Completely monotone function - Bernstein’s function
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Sı́mbolos e Notações

R Corpo dos números reais

C Corpo dos números complexos - p. 4
Cm×n Espaço vetorial das matrizes de ordem m por n com entradas complexas - p. 4
A∗ Transposta conjugada da matriz A - p. 4
N Núcleos condicionalmente negativo definido - p. 6
e−σ‖·‖2

Exponenciais gaussianas em Rm - p. 9
〈·, ·〉 Produto interno usual de Rm - p. 9
‖ · ‖ Norma em Rm induzida por 〈·, ·〉 - p. 9
Rm Espaço euclidiano real m-dimensional - p. 10
L1(Rm) Espaço vetorial real de funções Lebesgue-integráveis em Rm - p. 12
Sm Esfera unitária de Rm+1 centrada na origem - p. 14
dm Distância geodésica sobre Sm - p. 14
σm Medida de Borel sobre Sm - p. 14
Γ Função gama usual - p. 14
ak

m( f ) Coeficientes de Schoenberg associados a função f - p. 15
Pm

k Polinômio de Gegenbauer de grau k associado a esfera Sm - p. 15
δk,l Função delta de Kronecker - p. 16
ϕ Função completamente monótona - p. 18
ψ Função de Bernstein - p. 19
F { f} Transformada Fourrier da função f - p. 24
gk Elemento k-ésimo da sequência gaussiana suavizante - p. 27
Rm×R Espaço-temporal - p. 29
Rm×Rn Espaço-temporal generalizado - p. 29
G Função da classe de Gneiting - p. 31
Sm×R Esfera-temporal - p. 35
C Funções positivas definidas sobre Sm×R - p. 35
Ωm Função de Bessel normalizada - p. 41
Fm{g} Transformada de Bessel-Fourier da função radial g - p. 42
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Capı́tulo 1

Introdução

A famı́lia de funções positivas definidas estudadas na Análise Harmônica tem chamado a

atenção de pesquisadores matemáticos a partir da formalização teórica do assunto devido

a Aronszajn feita por volta de 1950 ([3]).

O estudo destas funções abrange os contextos reais, esféricos, complexos, espaços vetori-

ais e até grupos ([16, 22, 37, 40, 58]). Tantos quantos são os ambientes em que elas figuram,

múltiplas são suas aplicações práticas. Elas se encaixam, por exemplo, como modelo ideal

em muitas questões que aparecem em Processos Estocásticos, Geoestatı́stica, Teoria da Apro-

ximação, Análise de Fourier, Teoria da Aprendizagem, Espaço Hilbert de Reprodução, Teoria

Probabilı́stica, Estatı́stica Espacial ([9, 11, 27, 31, 38, 48]).

A tı́tulo de exemplo, sem contudo aprofundar nos temas, citamos a seguir algumas aplicações

de tais funções. Na Teoria da Aprendizagem, elas aparecem em problemas envolvendo análise

espectral fina de operadores integrais em situações em que espaços Hilbert de reprodução

de funções entram na formulação dos problemas ([18]). Em Estatı́stica Espacial ocorrem

como correlação de campos aleatórios homogêneos e partı́culas aleatórias em forma de estrela

([29]). A aplicação matemática mais elementar dessas funções está relacionada ao problema de

interpolação, onde uma subclasse das funções acima citadas são usadas para resolver de modo

único os dados interpolantes. Como interpolação esférica é o primeiro passo para aproximação

esférica, tais funções aparecem para compor as chamadas bases radiais que conduzem a re-

sultados satisfatórios no estudo de aproximação de funções contı́nuas em domı́nios esféricos

([16]).

Nos últimos anos tem havido forte aumento na prevalência em escala continental de dados

interpolantes contidos nos chamados espaço-temporal ou esfera-temporal, motivados pela ne-

cessidade de analisar imagens de satélites para previsão do comportamento climático sobre a

superfı́cie terrestre em redes de monitoramento ([23, 24, 25]). Como a Terra tem o formato

elipsoidal, a esfera é o modelo mais próximo para ela. Então, com o objetivo de modelar dados

de campos aleatórios em esferas, bem como em esfera-temporal, as pesquisas atuais têm tido
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3

acentuado crescimento nesta vertende de aplicação.

Os trabalhos de Gneiting se destacam como introdutórios de uma classe de funções de com-

provado sucesso para a resolução de questões que envolvem espaço-temporal ([14, 23, 24, 25]).

Seguindo o modelo de Gneiting, pesquisas que fornecem uma visão abrangente desses

tópicos, na atualidade, incluem Berg e Porcu ([10]), Jeong e Jun ([30]), Porcu et al. ([42])

e Alegrı́a et al. ([45]).

Este trabalho propõe-se entender a positividade definida sobre espaço-temporal ou sobre

esfera-temporal. Dentre os objetivos secundários, destacamos três questões principais que nor-

tearão todo o estudo na investigação de:

1. Condições necessárias e suficientes a fim de que uma função seja po-

sitiva definida sobre Rm×Rn.

2. Condições suficientes para que a classe de Gneiting, assumindo a es-

trutura entrelaçada

(r, t) ∈ [0,∞)× [0,∞) 7→ G(r, t) =
1

h(t)m/2 ϕ

(
r2

h(t)

)
seja positiva definida sobre Rm ×Rn, sempre que ϕ é completamente

monótona e h é condicionalmente negativa definida sobre Rm.

3. Condições necessárias e suficientes para que a função C : [0,π]×Rn→ C
seja positiva definida sobre Sm×Rn, em que Sm é a esfera unitária de

Rm+1.

Os artigos [17], [23] e [61] são os motivadores dessas questões.

O trabalho está organizado em dois capı́tulos, além desta introdução. No capı́tulo subse-

quente, introduziremos os conceitos fundamentais para o desenvolvimento das questões (1), (2)
e (3). Portanto, faz parte do Capı́tulo 2, o Lema de Schur, passando pelo conceito de funções

positivas definidas e funções radiais condicionalmente negativas definidas, discorrendo sobre

conceitos, exemplos e propriedades dos assuntos acima elencados.

O Capı́tulo 3 é o principal, sendo dedicado ao estudo das três questões destacadas. Resquı́-

cios da teoria de Fourier serão ferramentas úteis neste estudo. Faz parte deste capı́tulo, o con-

ceito de transformada de Bessel-Fourier, usado para se construir funções positivas definidas

semelhantes àquelas da classe de Gneiting, isto é, aquelas funções que são radiais possuindo

uma fórmula que provém de uma composição de outras funções.



Capı́tulo 2

Conceitos Fundamentais

Este capı́tulo é dedicado aos conceitos básicos envolvidos no tema da dissertação. Mui-

tas das propriedades aqui estudadas serão diretamente aplicadas na abordagem do trabalho,

enquanto outras serão listadas apenas por questão de completude ou porque trarão maior enten-

dimento ao assunto estudado.

A maioria das demonstrações serão exibidas e as demais serão substituı́das por referências

adequadas.

2.1 Lema de Schur

Recordamos, nesta seção, o Lema de Schur. Trata-se de um resultado básico relacionado

às funções positivas definidas. Propriedades sobre matrizes envolvidas com esse lema serão

listadas. As referências para esta parte do estudo são [16, 28].

Denotamos por Cn×m o espaço vetorial formado pelas matrizes de ordem n×m com entradas

em C, o corpo dos números complexos. Introduzimos a seguir a famı́lia de matrizes com as

quais lidaremos na seção posterior e em outros lugares. Escrevemos A∗ para a matriz obtida de

A via transposição, seguida de conjugação complexa. A matriz A é hermitiana quando m = n e

A∗ = A.

Definição 2.1.1 Seja A uma matriz de Cn×n. Dizemos que A é não negativa definida quando

u∗Au≥ 0, u ∈ Cn×1.

Notamos que de modo mais explı́cito, a forma quadrática associada à matriz A ∈ Cn×n,

aparecendo na definição acima se expressa como

u∗Au =
n

∑
j,k=1

u jukA jk, ut = (u1 . . . un) ∈ Cn×1.

4



5

Uma condição necessária e suficiente para que uma matriz seja hermitiana é o assunto tra-

tado a seguir.

Proposição 2.1.1 Seja A uma matriz de Cn×n. São equivalentes:

(1) A é hermitiana.

(2) Se u ∈ Cn×1, então u∗Au é um escalar real.

Demonstração: Assuma que A é hermitiana. Usando propriedades de transposta de matrizes,

vemos que

u∗Au = (u∗Au)∗ = u∗(u∗A)∗ = u∗A∗u = u∗Au, u ∈ Cn×1.

Portanto, u∗Au é um escalar real para todo u ∈ C, revelando que (1) implica em (2).
Para provar a recı́proca, recordamos que A sendo uma matriz quadrada complexa, ela se de-

compõe unicamente na soma A = B+ iC, em que

B =
A+A∗

2
e C =

A−A∗

2i
.

Então, B∗ = B e C∗ = C e, pela primeira parte da prova, u∗Bu, u∗Cu ∈ R, u ∈ Cn×1. Como

u∗Au ∈ R, a parte imaginária de u∗Au é nula, isto é, u∗Cu = 0. A arbitrariedade de u implica

que C = 0. Portanto, a matriz A coincide com B e, por consequência, ela é hermitiana.

O Lema 2.1.1 é técnico e mostra que as matrizes que se encaixam na definição precedente

decompõem-se num produto de outras duas matrizes. Para sua prova, recordamos que toda

matriz hermitiana assume a forma U∗DU , em que U é unitária e D é diagonal ([28, p. 229]).

Lema 2.1.1 A matriz A ∈ Cn×n é não negativa definida se e somente se A = B∗B, para alguma

B ∈ Cn×n.

Demonstração: Suponhamos que A seja não negativa definida e considere que λ é um autovalor

de A associado ao autovetor v ∈ Cn×1. Então,

v∗Av = v∗λv = λ‖v‖2.

Usando que v é não nulo e a hipótese sobre A, vemos que λ é não negativo. Denotamos os

autovalores de A, levando em conta a multiplicidade com que eles ocorrem, por λ1, . . . ,λn. Em

adição, a Proposição 2.1.1 mostra que A é hermitiana. Logo, A é diagonalizável, ou seja, existem

P ∈Cn×n, cuja inversa é P∗ tal que A = P∗DP, em que D = diag(λ1, . . . ,λn). Em consequência,

segue que a afirmação do lema ocorre para B = diag(
√

λ1, . . . ,
√

λn)P.

Como a recı́proca é trivial, a prova está finalizada.
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Observamos que a primeira parte da prova acima revela que o determinante de toda matriz

não negativa definida é um escalar não negativo.

Definição 2.1.2 Sejam A,B ∈ Cn×n. O produto Hadamard de A com B é a matriz A◦B ∈ Cn×n

definida como (A◦B) jk = A jkB jk.

O resultado a seguir é conhecido como Lema de Schur, conforme foi mencionado é o obje-

tivo desta seção.

Lema 2.1.2 Sejam A e B elementos de Cn×n. Se A e B são não negativas definidas, então A◦B

é não negativa definida.

Demonstração: Suponha que A e B sejam como na hipótese. Pelo Lema 2.1.1, existem matrizes

E e F tais que A = E∗E, B = F∗F . Logo, para j,k ∈ {1,2, . . . ,n},

(A◦B) jk = (E∗E) jk(F∗F) jk =
n

∑
µ=1

Eµ jEµk

n

∑
ν=1

Fν jFνk =
n

∑
µ=1

n

∑
ν=1

(Eµ jFν j)(EµkFνk) = L∗jLk,

em que L j ∈M1×n2(C) é definida como

L∗j :=
[

E1 jF1 j E1 jF2 j · · · E1 jFn j E2 jF1 j · · · E2 jFn j · · · En jF1 j · · · En jFn j

]
, j = 1, . . . ,n.

Segue que A ◦B = Q∗Q, em que Q é uma matriz quadrada de ordem n3, cuja primeira linha é[
L1 L2 · · · Ln

]
e as demais são nulas. Agora, a conclusão da prova é consequência do

Lema 2.1.1.

2.2 Núcleo positivo definido

A famı́lia de funções com as quais lidaremos na dissertação enquadra-se nos chamados

núcleos positivos definidos. As consultas para esta parte do trabalho foram feitas em [13, 16].

Iniciamos com a definição formal dessa classe de funções, onde usamos a letra X para

indicar um conjunto não vazio, desprovido de estrutura algébrica.

Definição 2.2.1 Um núcleo sobre X é uma função da forma K : X ×X → C. Um núcleo K

sobre X é positivo definido quando as matrizes

x1, . . . ,xq ∈ X 7→ (K(x j,xk)), q = 1, . . .

são não negativas definidas no sentido da Definição 2.1.1.
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Vejamos, a seguir, exemplos de núcleos positivos definidos. Exemplos adicionais são en-

contrados abundantemente na literatura [3, 11, 16, 18, 20].

Exemplo 2.2.1 Seja f : X → C uma função. A função K : X×X → C dada por

K(x,y) = f (x) f (y), x,y ∈ X

é um núcleo positivo definido sobre X.

Averiguação: Segue da definição anterior.

O exemplo acima é extensı́vel à soma de uma quantidade finita de parcelas de núcleos da

forma

(x,y) ∈ X×X 7→ f (x) f (y) ∈ C.

A terminologia pré-Hilbert , doravante usada, refere-se a um espaço vetorial munido de

produto interno sobre C ou R.

Exemplo 2.2.2 Sejam (V ,〈·, ·〉) um espaço pré-Hilbert e Φ : X → V uma função. O núcleo

K : X×X → C

dado por

K(x,y) = 〈Φ(x),Φ(y)〉, x,y ∈ X ,

é positivo definido sobre X.

Averiguação: Um cálculo direto revela que

q

∑
j,k=1

c jckK(xi,x j) =

〈
q

∑
j=1

c jΦ(x j),
q

∑
j=1

c jΦ(x j)

〉
=

∥∥∥∥∥ q

∑
j=1

c jΦ(x j)

∥∥∥∥∥
2

.

Assim, a afirmação do exemplo está provada.

O exemplo a seguir é um caso particular do anterior, onde L2([−1,1]) refere-se ao espaço

vetorial real das classes de funções Lebesgue-mensuráveis que são de quadrado-integráveis em

relação a medida dt.

Exemplo 2.2.3 Sejam X = [0,1] e uma função Φ : X → L2([−1,1]) tal que para cada x ∈ X,

Φ(x) : [−1,1]→ R é

Φ(x)(t) = cos(tx), t ∈ [−1,1].
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Segue que

K(x,y) = 〈Φ(x),Φ(y)〉=
∫ 1

−1
cos(tx)cos(ty)dt, x,y ∈ X ,

onde

K(x,y) =



sen(x+ y)
x+ y

+
sen(x− y)

x− y
, se x 6= y

1+
senxcosx

x
, se x = y, x 6= 0

2, se x = y = 0.

O Exemplo 2.2.3 faz parte de uma classe de núcleos especı́ficos que dependem de um pro-

duto interno sobre um espaço de funções. Essa estrutura facilita a verificação da positividade

definida do núcleo, enquanto que checar isso via a Definição 2.2.1, torna-se uma tarefa demasi-

adamente difı́cil.

Algumas propriedades de núcleos positivos definidos estão no próximo resultado, em que

as operações envolvendo e escalares e funções são as usuais.

Teorema 2.2.1 Seja (Kl) uma sequência de núcleos, em que Kl : X ×X → C, l = 1, . . .. As

seguintes propriedades valem:

(1) Se K é positivo definido sobre X, então K(x,y) = K(y,x), x,y ∈ X.

(2) Se K1, . . . ,Kl são positivas definidas sobre X, então λ1K1+ · · ·+λlKl também o é, sempre

que λ1, . . . ,λl são constantes reais não negativas.

(3) Se cada Kl é positivo definido sobre X e (Kl) converge pontualmente para K, então K é

um núcleo positivo definido sobre X.

(4) Se K1 e K2 são positivos definidos sobre X, então K1K2 também o é.

Demonstração: A primeira propriedade é recorrente. Desde que (2) e (3) são de verificações

imediatas, provamos apenas a última afirmação. Assuma, então, que K1 e K2 são núcleos posi-

tivos definidos sobre X . Logo, as seguintes matrizes dependentes de uma quantidade arbitrária

de pontos

x1, . . . ,xn ∈ X 7→ (Kµ(xi,x j)) (µ = 1,2)

são não negativas definidas. Pelo Lema 2.1.2, a matriz

(x1, . . . ,xn) ∈ X 7→ (K1(xi,x j)K2(xi,x j))

é não negativa definida.
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O item (2) do teorema acima também ocorre para núcleos indexados por uma famı́lia ar-

bitrária de ı́ndices da forma (Kλ)λ∈J , J ⊂ R.

O corolário a seguir terá uso decisivo na seção seguinte, sendo de importância fundamental

em muitos lugares do trabalho.

Corolário 2.2.1 Se K : X×X→C é um núcleo positivo definido, então (x,y)∈X×X 7→ ecK(x,y)

também o é, sempre que c é um escalar não negativo.

Demonstração: Seja c≥ 0 e suponha que K seja como na hipótese. Logo,

ecK(x,y) = lim
m→ ∞

m

∑
ν=0

cν

ν!
Kν(x,y), x,y ∈ X .

Pelo teorema anterior, o núcleo exponencial do corolário é positivo definido sobre X .

Para o próximo exemplo, recordamos que {cos(kπx) : k = 0,1, . . .} constitui um sistema

ortonormal relativo ao produto interno usual de L2([−1,1]).

Exemplo 2.2.4 O núcleo

K(x,y) =
∞

∑
k=1

1
k2 cos(kπx)cos(kπy), x,y ∈ [−1,1]

é positivo definido sobre [−1,1].

Averiguação: Pelo Exemplo 2.2.1, para cada inteiro positivo k, o núcleo

(x,y) ∈ [−1,1]× [−1,1] 7→ 1
k2 cos(kπx)cos(kπy)

é positivo definido sobre [−1,1]. Portanto, pelo Teorema 2.2.1, o núcleo K dado pela soma do

exemplo é positivo definido sobre [−1,1].

Encerramos esta seção, observando que os chamados núcleos gaussianos sobre Rm que ocor-

rem em Teoria da Probabilidade possuem séries absolutamente convergentes como no último

exemplo. De fato, eles são da forma

e−σ‖v−w‖2
, v,w ∈ Rm,

em que σ é um escalar positivo. Aqui ‖ · ‖ é a norma induzida pelo produto interno usual de

Rm, escrito como

〈v,w〉= v1w1 + · · ·+ vmwm, v,w ∈ Rm.

A seção a seguir tratará mais amiúde desta classe de núcleos positivos definidos.
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2.3 Núcleo condicionalmente negativo definido

Nesta seção, mostramos a interligação estreita entre as famı́lias de núcleos positivos defini-

dos e núcleos condicionalmente negativos definidos. Isto é possı́vel por meio de um resultado

devido a Schoenberg.

Também aqui, X é um conjunto não vazio.

Definição 2.3.1 Um núcleo N : X×X→C é condicionalmente negativo definido quando−N
é positivo definido no sentido da Definição 2.2.1, sempre que o conjunto de escalares associados

à forma quadrática correspondente forem restringidos ao hiperplano{
(c1, . . . ,cq) ∈ Cq :

q

∑
j=1

c j = 0

}
, q = 1, . . . ·

Um exemplo de núcleo que se encaixa na definição acima é o quadrado da norma que

provém de um produto interno.

Exemplo 2.3.1 Seja (V ,〈·, ·〉) um espaço pré-Hilbert. A função N : V ×V → R dada por

N (x,y) = ‖x− y‖2, x,y ∈ V é um núcleo condicionalmente negativo definido sobre V .

Averiguação: Sejam x1, . . . ,xq ∈ X e c1, . . . ,cq ∈ C. Usando propriedades de produto interno,

chegamos a identidade

q

∑
j,k=1

c jckN (x j,xk) =

(
q

∑
j=1

c j‖x j‖2

)(
q

∑
j=1

c j

)
+

(
q

∑
k=1

ck‖xk‖2

)(
q

∑
j=1

c j

)

−
q

∑
j,k=1

c jck〈x j,xk〉−
q

∑
j,k=1

c jck〈x j,xk〉.

Agora a condição
q

∑
j=1

c j = 0 revela que

q

∑
j,k=1

c jckN (x j,xk) =−

∥∥∥∥∥ q

∑
j=1

c jx j

∥∥∥∥∥
2

−

∥∥∥∥∥ q

∑
k=1

ckx j

∥∥∥∥∥
2

,

provando a afirmação a respeito de N .

Aproveitamos este contexto mais geral para introduzir as funções condicionalmente negati-

vas definidas sobre Rm.

Definição 2.3.2 A função f : Rm→ C é condicionalmente negativa definida sobre Rm quando

o núcleo

(v,w) ∈ Rm 7→ f (v−w)



11

o é sobre Rm no sentido da definição anterior quando X = Rm.

A conexão comentada no inı́cio desta seção será provada agora. Trata-se de um teorema

de 1938 devido a Schoenberg ([49]). Para uma investigação pormenorizada deste teorema con-

tendo desdobramentos teóricos, o leitor é convidado a consultar os livros [8, p. 41] e [9, p.

73].

Teorema 2.3.1 O núcleo N : X ×X → R é condicionalmente negativo definido se e somente

se (x,y) ∈ X ×X 7→ e−tN (x,y) é um núcleo positivo definido, sempre que t é um escalar não

negativo.

Demonstração: Sejam N como na hipótese, um ponto x0 fixado em X e c1, . . . ,cq ∈ R e con-

sidere c0 =−
q

∑
j=1

c j. Então, a forma quadrática relativa à N , para os pontos x0,x1, . . . ,xq ∈ X e

os escalares c0,c1, . . . ,cq ∈ R assume a forma

q

∑
j,k=0

c jckN (x j,xk)=
q

∑
j,k=1

c jckN (x j,xk)+c0

q

∑
j=1

c jN (x j,x0)+c0

q

∑
k=1

ckN (x0,xk)+c2
0N (x0,x0).

Substituindo o valor da constante c0, o segundo membro da igualdade anterior torna-se

−

[
−

q

∑
j,k=1

c jckN (x j,xk)+
q

∑
j,k=1

c jckN (x j,x0)+
q

∑
j,k=1

c jckN (x0,xk)− c2
0N (x0,x0)

]
.

Equivalentemente,
q

∑
j,k=0

c jckN (x j,xk) =−
q

∑
j,k=1

c jckK(x j,xk),

em que

K(x,y) =−N (x,y)+N (x,x0)+N (x0,y)−N (x0,x0), x,y ∈ X .

Desse modo, se N é condicionalmente negativo definido sobre X , então K é positivo definido

sobre X . Como e−tN (x,y) = etK(x,y)e−tN (x,x0)e−tN (x0,y)etN (x0,x0), x,y ∈ X ,

q

∑
j,k=1

c jcke−tN (x j,xk) = etN (x0,x0)
q

∑
j,k=1

(
c je−tN (x j,x0)

)(
cke−tN (x0,xk)

)
etK(x j,xk).

Como t ≥ 0, a conclusão segue do Corolário 2.2.1.

Para a recı́proca, assuma a hipótese sobre (x,y) ∈ X×X 7→ e−tN (x,y). Primeiro, notamos que os

núcleos

(x,y) ∈ X×X 7→ 1− e−tN (x,y)

t
, t > 0
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são condicionalmente negativos definidos sobre X . Pelo Teorema 2.2.1, o núcleo

−N (x,y) =− lim
t→0+

1− e−tN (x,y)

t
, x,y ∈ X

é positivo definido sobre X , sempre que o conjunto de escalares associados à forma quadrática

de −N forem escolhidos no conjunto dado como na Definição 2.3.1.

2.4 Positividade definida sobre Rm

Nesta seção, estudamos funções positivas definidas sobre Rm, o espaço euclidiano real m-

dimensional. Os resultados que destacaremos aqui vêm das referências [7] e [16].

Definição 2.4.1 Uma função f : Rm→ C é positiva definida sobre Rm quando o núcleo

(v,w) ∈ Rm×Rm 7→ f (v−w)

o é sobre Rm no sentido da Definição 2.2.1.

Abaixo listamos duas propriedades das funções aqui introduzidas que normalmente estão

em textos cientı́ficos que abordam o assunto, apresentando uso frequente.

Proposição 2.4.1 Seja f : Rm→ C uma função positiva definida sobre Rm. Valem:

(1) f (−v) = f (v), v ∈ Rm.

(2) | f (v)| ≤ f (0), v ∈ Rm.

Demonstração: A prova de ambos itens depende da matriz ( f (v j− vk)) ∈ C2×2, em que v1 =

v, v2 = 0 ∈ Rm. Como f é positiva definida sobre Rm, pela Proposicão 2.1.1, a matriz ( f (v j−
vk)) é hermitiana, provando (1).
Por outro lado, usamos o Lema 2.1.1 para ver que o determinante da matriz ( f (v j− vk)) é não

negativo, isto é, 0≤ f (0)2−| f (v)|2, implicando em (2).

Do item (2), temos que toda função contı́nua e positiva definida sobre Rm é limitada por

f (0). Em adição, segue também que toda função positiva definida sobre Rm que anula-se na

origem é identicamente nula.

A proposição a seguir é particularmente do nosso interesse, uma vez que se enquadra entre

os tipos de funções positivas definidas que usaremos neste trabalho.



13

O termo ’integrável’ sistematicamente empregado daqui por diante, refere-se a uma função

da forma f : Rm→ R que seja Lebesgue-mensurável e tal que a integral∫
Rm
| f (v)|dv

é finita. O espaço vetorial destas funções será denotado por L1(Rm).

Proposição 2.4.2 Seja f uma função integrável em Rm. Se f é não negativa, então a função

v ∈ Rm 7→
∫
Rm

ei〈v,w〉 f (w)dw

é positiva definida sobre Rm.

Demonstração: Para cada w ∈ Rm, defina gw(v) = ei〈v,w〉, v ∈ Rm. Como

ei〈ξ−η,w〉 = gw(ξ)gw(η), ξ,η ∈ Rm,

a afirmação da proposição é evidente a partir do Exemplo 2.2.1.

Sob as condições assumidas para a função f da proposição anterior, concluı́mos que a me-

dida de Borel dada por

µ(B) =
∫

B
f (w)dw, B⊂ Rm

é positiva e finita. Desta forma, vemos que∫
Rm

ei〈v,w〉 f (w)dw =
∫
Rm

ei〈v,w〉dµ(w).

A representação acima, gerando uma função positiva definida a partir de µ, está inserida

em um resultado mais geral de caracterização dessa classe de funções. Trata-se do celebrado

Teorema de Bochner publicado em 1932. Uma versão bem geral para grupo topológico abeliano

está em [27, p.106]. A que usaremos é a versão para o grupo aditivo Rm.

Teorema 2.4.1 (Bochner) A função contı́nua f : Rm → C é positiva definida sobre Rm se e

somente se

f (v) =
∫
Rm

ei〈v,w〉dµ(w), v ∈ Rm,

em que µ é uma medida de Borel finita e positiva sobre Rm.

Demonstração: Suponha que a função complexa f seja representada como integral do enunci-

ado do teorema. Devido as propriedades de µ, a positividade definida de f segue como proce-

dido no Exemplo 2.2.1. Para a continuidade de f , fixamos v ∈ Rm e notemos que

| f (v+h)− f (v)| ≤
∫
Rm
|ei〈h,w〉−1|dµ(w),
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em que |ei〈h,w〉−1| ≤ 2, h ∈ Rm. Como µ é finita, pelo Teorema da Convergência Dominada de

Lebesgue [2, p. 172],

lim
h→ 0

∫
Rm
|ei〈h,w〉−1|dµ(w) = 0.

Como o último limite independe de v, a função integral f é uniformemente contı́nua em Rm.

A prova da recı́proca é encontrada em [58, p.70].

Notamos que a condição sobre a continuidade da função não pode ser suprimida do Teo-

rema de Bochner, uma vez que positividade definida não implica em continuidade, hipótese

fundamental na prova da parte direta do teorema.

Elencamos a seguir observações sobre o Teorema de Bochner.

• Na representação integral do teorema, a exponencial e−i〈v,w〉 também pode ser usada.

Essa escolha é convencional e irrelevante. Em geral, em abordagens analı́ticas prefere-se

ei〈v,w〉, enquanto que em abordagem probabilı́stica é utilizado e−i〈v,w〉.

• Também é convencional, o uso da constante (2π)−m/2 multiplicando a integral do teo-

rema.

• Notamos com que facilidade verificamos, na prova acima, que f é positiva definida so-

bre Rm, sempre que a representação integral do teorema vale para f . Consequentemente,

o Teorema de Bochner é uma via interessante para verificar a positividade definida de

funções, principalmente, naqueles casos em que usar a Definição 2.4.1 torna-se demasia-

damente trabalhoso e complicado.

2.5 Positividade definida no contexto esférico

Esta seção será dedicada ao estudo das funções positivas definidas sobre esferas reais. Este

contexto é ligeiramente distinto dos abordados anteriomente, uma vez que necessita de uma

estrutura métrica sobre a esfera.

A esfera unitária de Rm+1 é

Sm =
{

v ∈ Rm+1 : 〈v,v〉= 1
}
, m = 1, . . . .

Quando necessário, denotamos por σm a única medida de Borel positiva de Sm normalizada

pela integral ([19, Fórmula 1.1.2])

σm(Sm) =
∫
Sm

dσm(v) =
2π(m+1)/2

Γ((m+1)/2)
,
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em que Γ é a função gama definida pela integral ([1, p. 255])

Γ(x) =
∫

∞

0
tx−1e−tdt, x > 0.

O conjunto Sm torna-se um espaço métrico quando munido da distância geodésica

dm(v,w) = arccos〈v,w〉, v,w ∈ Sm. (2.1)

Introduzimos formalmente, a classe de funções mencionadas no tı́tulo desta seção.

Definição 2.5.1 Uma função f : [0,π]→C é positiva definida sobre Sm quando o núcleo radial

(v,w) ∈ Sm×Sm 7→ ( f ◦dm)(v,w)

é positivo definido sobre Sm no sentido da Definição 2.2.1.

A denominação núcleo isotrópico também é usada para os tipos de núcleos desta definição,

referindo-se à propriedade que tais núcleos são invariantes mediante rotações de Rm+1.

Citamos a seguir o exemplo mais elementar desta famı́lia de funções.

Exemplo 2.5.1 A função θ ∈ [0,π] 7→ cosθ é positiva definida sobre Sm.

Averiguação: Segue da aplicação direta da Definição 2.5.1.

A contraparte do Corolário 2.2.1 para a estrutura (Sm,dm) é o assunto tratado a seguir.

Proposição 2.5.1 Se a função g : [0,π]→ C é positiva definida sobre Sm, então o núcleo

(v,w) ∈ Sm×Sm 7→ ecg(dm(v,w))

é positivo definido sobre Sm, sempre que c é um escalar não negativo.

Muitos são os trabalhos produzidos envolvendo as funções aqui tratadas ([5, 12, 15, 34, 35,

36, 37, 38, 47, 51, 55, 62, 63]), entre outros. Todos estes artigos citam ou usam decisivamente o

mais importante resultado neste contexto, o Teorema de Schoenberg publicado em 1942 ([50]).

Tal teorema caracteriza a classe das funções positivas definida sobre a esfera.

Teorema 2.5.1 Seja f : [0,π]→ C uma função contı́nua. Então, a função f é positiva definida

sobre Sm se e somente se

f (θ) =
∞

∑
k=0

am
k ( f )Gm

k (cosθ), am
k ( f )≥ 0, f (0)< ∞.
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Uma consequência é o fato que as funções θ ∈ [0,π] 7→ Gm
k (cosθ) são positivas definidas

sobre Sm. Estas são os polinômios de Gegenbauer associados à esfera Sm multiplicados por

certas constantes. Boas fontes de consulta para obtenção de propriedades de tais polinômios

são [1, 4, 19, 56].

Definição 2.5.2 Os polinômios de Gegenbauer são definidos intrinsecamente pelas expansões

1
(1−2tx+ x2)λ

=
∞

∑
k=0

Pm
k (t)xk, λ =

m−1
2

> 0, |x|< 1, |t| ≤ 1

e
1− tx

1−2tx+ x2 =
∞

∑
k=0

k
2

P1
k (t)x

k, |x|< 1, |t| ≤ 1.

É conhecido que P1
k (t) = cos(k arccos t), k ∈ Z+. No livro do Szëgo ([56, Section 4.7]) e

nas tabelas de Abramowitz ([1]), assumem-se que estes polinômios são normalizados por

Pm
k (1) =

(m−1)k

k!
.

A notação (a)k é o sı́mbolo Pochhammer definido por

(a)0 = 1, (a)k = a(a+1)(a+2) · · ·(a+ k−1), k = 1,2, . . . ,

Finalmente, os polinômios Gm
k que aparecem no Teorema 2.5.1 são

Gm
k (cosθ) =

Pm
k (cosθ)

Pλ

k (1)
, λ =

m−1
2
≥ 0, k = 0,1, . . . . (2.2)

Na próxima proposição, destacamos três propriedades dos polinômios de Gegenbauer.

Proposição 2.5.2 Valem:

(1) Pm
k (1)(m+2k−1)Γ((m+1)/2)

∫
π

0
Gm

k (cosθ)Gm
l (cosθ)senm−1

θdθ=
√

π(m−1)Γ(m/2)δkl .

(2) A função θ ∈ [0,π] 7→ Gm
k (cosθ) é positiva definida sobre Sm.

(3) Se k = 0,1, . . ., então
∣∣Gm

k (cosθ)
∣∣≤ 1, θ ∈ [0,π].

Demonstração: O item (1) é encontrado em [19, Corollary 1.2.8], o segundo item provém de

[16], enquanto que a última afirmação é confirmada seguindo os passos da prova da Proposição

2.2.1 - (2).
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Auxiliados pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, agora é evidente que os

coeficientes da expanção do Teorema 3.4.1 são dados pela identidade

am
k ( f ) =

(m+2k−1)Pm
k (1)Γ((m+1)/2)

√
π(m−1)Γ(m/2)

∫
π

0
f (θ)Gm

k (cosθ)senm−1
θdθ.

2.6 Condicionalidade negativa definida de função radial

Reservamos para esta seção, uma classe especial dentro da teoria de funções positivas de-

finidas. Trata-se das funções do tipo radial, isto é, aquelas que assumem valor constante nos

vetores que mantém a mesma distância da origem. Estas destacam-se na Análise Harmônica,

conforme pode ser constatado consultando [6, 16, 58].

Definição 2.6.1 A função contı́nua h : [0,∞)→ C é condicionalmente negativa definida sobre

Rm quando o núcleo radial (w,v) ∈ Rm×Rm 7→ h(‖v−w‖) o é sobre Rm.

Exemplo 2.6.1 A função h(u) = u2, u≥ 0 é condicionalmente negativa definida sobre Rm.

Averiguação: Segue do Exemplo 2.3.1.

A seguir está a contraparte do Teorema 2.3.1 para funções radiais.

Teorema 2.6.1 A função h : [0,∞)→ C é condicionalmente negativa definida sobre Rm se e

somente se (v,w) ∈ Rm×Rm 7→ e−ch(‖v−w‖) é um núcleo positivo definido, sempre que c é um

escalar não negativo.

Este teorema revela que as funções h : [0,∞)→ R condicionalmente negativas definidas

estão em correspondência biunı́voca com os núcleos radiais da forma e−ch (c > 0) que são

positivos definidos.

Tiramos a seguinte consequência do teorema acima.

Corolário 2.6.1 As funções de Gauss

v ∈ Rm 7→ e−c‖v‖2

são positivas definidas sobre Rm, sempre que c é um escalar não negativo.

Encerramos a seção introduzindo formalmente as funções positivas definidas do tipo radial.

Definição 2.6.2 A função contı́nua h : [0,∞)→C é positiva definida sobre Rm quando o núcleo

radial

(v,w) ∈ Rm×Rm 7→ h(‖v−w‖)

o é sobre Rm.



18

Exemplo 2.6.2 A função r ∈ [0,∞) 7→ cosr é positiva definida sobre R.

Averiguação: Segue da identidade cos(a+b) = cosacosb−senasenb e da paridade da função

cosseno.

2.7 Positividade definida via função monótona

Relacionado ao estudo das funções positivas definidas, estão as funções completamente

monótonas e, por consequência, as funções de Bernstein. Esta seção é dedicada ao estudo

dessas duas classes de funções e a ligação destas com o tema da dissertação. As informações

que transcrevemos aqui foram coletadas de [6, 16, 32, 53, 58].

Definição 2.7.1 A função ϕ : (0,∞)→ [0,∞) é completamente monótona quando as seguintes

condições ocorrem:

(1) ϕ ∈ C∞(0,∞).

(2) (−1)nϕ(n)(s)≥ 0, n = 0,1, . . . , s > 0.

Dependendo do contexto adotado, esta definição é feita considerando-se ϕ(s) > 0, s ≥ 0.

Neste trabalho, as imagens são sempre não negativas. É imediato que uma função completa-

mente monótona é:

(1) contı́nua em (0,∞).

(2) monótona não crescente.

(3) convexa, isto é, (−1)nϕ(n)(s)≥ 0, n = 0,1, . . . , s > 0.

Algumas exemplos estão a seguir.

Exemplo 2.7.1 Sejam a e b escalares positivo e não negativo, respectivamente. As seguintes

funções são completamente monótonas:
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(1) ϕ(s) = (a+ s)−b.

(2) ϕ(s) = e−asα

, 0 < α≤ 1.

(3) ϕ(s) = (1+asα)−(1+b), 0 < α≤ 1.

(4) ϕ(s) = s−a.

A caracterização da famı́lia de funções completamente monótonas decorre do Teorema de

Bernstein -Widder ([58, p. 91]) ou ([59, p. 161]).

Teorema 2.7.1 (Bernstein -Widder) A função ϕ : (0,∞)→ [0,∞) é completamente monótona

se e somente se

ϕ(s) =
∫

∞

0
e−stdµ(t), s > 0,

em que µ é uma medida positiva sobre [0,∞).

Seguem observações relevantes da classe de funções do teorema precedente:

• Para uma função completamente monótona, a medida µ é unicamente determinada e di-

zemos que ϕ está associada a µ.

• Segue deste teorema que se ϕ é completamente monótona sobre (0,∞) associada a µ,

então

lim
s→0+

ϕ(s) = µ([0,∞))≤ ∞.

• Além disso, se lim
s→0+

ϕ(s) é finito se e somente se µ é finita. Isto ocorre no caso em que ϕ

tem domı́nio [0,∞) ou que ϕ é limitada. Este é o tipo de função completamente monótona

que usaremos no trabalho.

Introduzimos também, a outra classe de funções que mencionamos no inı́cio da seção.

Definição 2.7.2 A função ψ : [0,∞)→ [0,∞) é de Bernstein quando as seguintes propriedades

valem:

(1) ψ ∈ C[0,∞).

(2) ψ ∈ C∞(0,∞).

(3) (−1)nψ(n)(s)≤ 0, n = 1, . . ., s > 0.



20

Segue que uma função é de Bernstein se e somente se ela é não negativa e sua função

derivada é completamente monótona. Adicionalmente, a função constante é a única função que

é, ao mesmo tempo, completamente monótona e de Bernstein.

Paralelamente ao Teorema de Bernstein-Widder, as funções de Bernstein podem ser repre-

sentadas de forma semelhante às funções completamente monótonas.

Teorema 2.7.2 A função ψ : (0,∞)→ [0,∞) é de Bernstein se e somente se existem constantes

a e b não negativas tais que

ψ(s) = a+bs+
∫
(0,∞)

(1− e−st)dν(t), s > 0,

em que ν é medida positiva sobre (0,∞) satisfazendo∫
(0,∞)

t
1+ t

dν(t)< ∞.

Demonstração: Assumimos que ψ é uma função de Bernstein. Então, ψ′ é completamente

monótona sobre (0,∞). Pelo Teorema de Bernstein-Widder, existe uma medida µ positiva sobre

[0,∞) tal que

ψ
′(s) =

∫
∞

0
e−stdµ(t), s > 0.

Como ψ é não negativa e crescente, 0≤ a = lim
s→0+

ψ(s) ∈ R. Consequentemente,

ψ(s) = a+
∫ s

0
ψ
′(u)du = a+

∫ s

0

[
b+

∫
(0,∞)

e−utdµ̃(t)
]

du, s > 0,

onde escrevemos µ = b+ µ̃, com b = µ({0})≥ 0 e µ̃ sendo a restrição de µ sobre (0,∞), isto é,

ψ(s) = a+bs+
∫ s

0

[∫
(0,∞)

e−utdµ̃(t)
]

du, s > 0.

Então, encontramos

ψ(s) = a+bs+
∫
(0,∞)

[∫ s

0
e−utdu

]
dµ̃(t) = a+bs+

∫
(0,∞)

1− e−st

t
dµ̃(t), s > 0.
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Logo, a primeira afirmação do teorema ocorre para a medida ν definida nos subconjuntos J

mensuráveis de (0,∞) por

ν(J) =
∫

J

dµ̃(t)
t
·

Para verificar a segunda afirmação, usamos a desigualdade

1− 1
e
≤ 1− 1

et , t ≥ 1

e a positividade de ν para ver que

∫
∞

1

(
1− 1

e

)
dν(t)≤

∫
∞

1

(
1− 1

et

)
dν(t)≤

∫
(0,∞)

(
1− e−t)dν(t) = ψ(1)−a−b.

Em consequência, ∫
∞

1

t
1+ t

dν(t)≤
∫

∞

1
dν(t)< ∞.

Por outro lado, ∫
(0,1]

t
1+ t

dν(t)≤
∫
(0,1]

tdν(t) =
∫
(0,1]

dµ̃(t)≤
∫
(0,∞)

dµ̃(t)< ∞.

Assim, ∫
(0,∞)

t
1+ t

dν(t)< ∞,

que é a segunda afirmação do teorema.

A seguir, suponhamos que

ψ(s) = a+bs+
∫
(0,∞)

(1− e−st)dν(t), s > 0,

em que ν é uma medida positiva de Borel em (0,∞), a ≥ 0, b ≥ 0 e
∫

∞

0
t(1+ t)−1dν(t) < ∞.

Afirmamos que
∫
(0,1)

t dν(t) < ∞ e
∫
(1,∞)

dν(t) < ∞. De fato, se a primeira integral não for

finita, então ∫
(0,∞)

t
1+ t

dν(t)≥
∫
(0,1)

t
1+ t

dν(t)≥ 1
2

∫
(0,1)

tdν(t) = ∞,

uma contradição. Se a segunda integral não for finita, então∫
(0,∞)

t
1+ t

dν(t)≥
∫
(1,∞)

t
1+ t

dν(t)≥ 1
2

∫
(1,∞)

dν(t) = ∞,

outra contradição. Como

1− e−st ≤

{
st, 0 < s≤ 1

1, 1≤ s < ∞,
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a função g definida como

g(s) :=
∫
(0,∞)

(
1− e−st)dν(t), s > 0

está bem definida. Segue que

g(s+h)−g(s)
h

=
∫
(0,∞)

e−st

h

(
1− 1

eth

)
dν(t), s > 0, h > 0.

A estimativa ∣∣∣∣e−st

h

(
1− 1

eth

)∣∣∣∣≤ e−st

h
th = te−st ,

mostra que o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue ([21, p. 54]) pode ser usado

para justificar a igualdade

lim
h→0+

∫
(0,∞)

e−st

h

(
1− 1

eth

)
dν(t) =

∫
(0,∞)

te−stdν(t).

Um argumento análogo mostra que o mesmo vale para o outro limite lateral. Portanto, g é

diferenciável e

g′(s) =
∫
(0,∞)

te−stdν(t), s > 0.

Segue do Teorema de Bernstein que g′ é completamente monótona, revelando que g é uma

função de Bernstein. Como g é não negativa, a função s ∈ (0,∞) 7→ ψ(s) = a+ bs+ g(s) é de

Bernstein, o que completa a prova do teorema.

Corolário 2.7.1 A função ψ : [0,∞)→ [0,∞) é de Bernstein se e somente se existe uma cons-

tante a≥ 0 tal que

ψ(s) = a+
∫

∞

0
(1− e−st)dν(t), s > 0,

em que ν é medida positiva sobre [0,∞) satisfazendo∫
∞

0

t
1+ t

dν(t)< ∞.

Neste teorema do final do capı́tulo, a positividade definida de e−c f será destacada para certas

funções f , incluindo as de Bernstein.

Teorema 2.7.3 Valem as propriedades:

(1) Se h : Rm→ R é função condicionalmente negativa definida e ϕ : [0,∞)→ [0,∞) é com-

pletamente monótona, então ϕ◦h é positiva definida sobre Rm.
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(2) A função h : [0,∞)→ R é condicionalmente negativa definida sobre Rm se e somente se

v ∈ Rm 7→ e−ch(‖v‖) é positiva definida, sempre que c é um escalar não negativo.

(3) (Teorema de Micchelli) Se ψ é função de Bernstein, então t ∈ R 7→ ψ(t2) é condicio-

nalmente negativa definida sobre Rm.

(4) Se ψ é função de Bernstein, então v ∈ Rm 7→ e−cψ(‖v‖2) é positiva definida sobre Rm.

Demonstração: Seja ϕ como na hipótese e usamos o Teorema de Bernstein-Widder para ex-

pressar

ϕ(s) =
∫

∞

0
e−stdµ(t), s≥ 0,

em que µ é uma medida de Borel, positiva e finita sobre [0,∞). Deste modo, o primeiro item

é consequência do Teorema 2.3.1 e como a exponencial s ∈ [0,∞) 7→ e−cs (c > 0) é completa-

mente monótona, o segundo provém do primeiro.

Para a prova do terceiro item, notamos que pelo Teorema 2.3.1, a exponencial v∈Rm 7→ e−t‖v‖2

é positiva definida, mostrando que v ∈ Rm 7→ 1− e−t‖v‖2
é condicionalmente negativa definida.

Deste modo, a representação integral de ψ garantida pelo Corolário 2.7.1, prova a afirmação.

Como o último item é consequência de (2) e (3),, a prova está finalizada.

Este é o ponto do trabalho em que chamamos a atenção para o fato que o teorema precedente

revela que dois tipos distintos de funções f : [0,∞)→ [0,∞) podem ser usadas para produzir

funções positivas definidas da forma exponencial e−c f (c > 0):

(1) Se h é condicionalmente negativa definida, então v ∈ Rm 7→ e−ch(‖v‖) é positiva definida.

(2) Se ψ é de Bernstein, então v ∈ Rm 7→ e−cψ(‖v‖2) é positiva definida.

Portanto, a primeira classes de funções é mais geral, uma vez que as composições

t ∈ [0,∞) 7→ ψ(t2)

é uma subclasse da classe das funções condicionalmente negativas definidas.

Auxiliados pelo Exemplo 2.7.1 e pelo item (1) do teorema anterior, listamos funções positi-

vas definidas sobre Rm, finalizando esta seção.

Exemplo 2.7.2 Sejam a e b escalares positivo e não negativo, respectivamente. As seguintes

funções são positivas definidas sobre Rm:

(1) f (v) = (‖v‖2 +a)−b.

(2) f (v) = e−a‖v‖2α

, 0 < α≤ 1.

(3) f (v) = (1+a‖v‖2α)−(1+b), 0 < α≤ 1.



Capı́tulo 3

Funções Positivas Definidas sobre
Espaço-temporal

Este é o capı́tulo principal do trabalho, no qual serão estudados os três problemas propostos

na Introdução. As referências principais que servirão de ponto de partida à composição desta

parte da pesquisa são [17, 23, 61].

3.1 Positividade definida via transformada de Fourier

Estudamos aqui a conexão entre função positiva definida e a transformada Fourier de uma

função.

A estrutura da representação integral do Teorema de Bochner (Teorema 2.4.1) revela que

toda função contı́nua positiva definida sobre Rm é a transformada Fourier de alguma medida

de Borel sobre Rm, o que nos motiva explorar outras interligações de tranformadas de Fourier,

introduzida a seguir, com função positiva definida.

Definição 3.1.1 A transformada Fourier de uma função f integrável em Rm é a função

F { f}(v) = 1
(2π)m/2

∫
Rm

e−i〈v,w〉 f (w)dw, v ∈ Rm.

Observamos que a constante multiplicando esta integral desaparece quando, opcionalmente,

2π é colocado antes do produto interno da exponencial da definição. Optamos por usar a trans-

fomada como acima.

Para futura referência, calculamos a seguir, a transformada Fourier das gaussianas

w ∈ Rm 7→ e−σ‖w‖2
(σ > 0),

24
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em que constatamos que suas transformadas tornam-se também radiais. Recordamos que é uma

propriedade geral que transformada Fourier de função radial é também radial ([58]).

Proposição 3.1.1 Se σ é um escalar positivo, então

∫
Rm

e−i〈v,w〉e−σ‖v‖2
dv =

(
π

σ

)m/2
e−‖w‖

2/(4σ), w ∈ Rm.

Demonstração: No primeiro passo da prova, assumimos que m = 1 e consideramos a função

f (v) = e−σv2
, v ∈ R (σ > 0). Um cálculo direto revela que

F { f}′(w) =
i

2σ(2π)1/2

∫
R
−2σv f (v)e−ivwdv

=
i

2σ(2π)1/2

∫
R

e−ivw f ′(v)dv =− w
2σ

F { f}(w), w ∈ R,

implicando em

d
dw

(
ew2/(4σ)F { f}(w)

)
= ew2/(4σ)

[ w
2σ

F { f}(w)+F { f} ′(w)
]
= 0, w ∈ R.

Consequentemente, usando o fato que

∫
∞

−∞

e−σv2
dv =

(
π

σ

)1/2
,

segue que

F { f}(w) = e−w2/(4σ)F { f}(0) = 1
(2σ)1/2 e−w2/(4σ), w ∈ R.

Assim, para m = 1, a fórmula da proposição é

(2π)1/2F { f}(w) =
(

π

σ

)1/2
e−w2/(4σ), w ∈ R.

Para o caso m-dimensional, seja F(v) = e−σ‖v‖2
, v ∈ Rm. Utilizando o caso unidimensional,

vemos que para todo v ∈ Rm,

(2π)m/2F { f}(w) =
m

∏
j=1

∫
Rm

e−σv2
j e−iw jv jdv j =

m

∏
j=1

[(
π

σ

)1/2
e−w2

j/(4σ)

]
.

Portanto, a proposição segue.

A conexão da Proposição 3.1.1 com a Seção 2.6, onde estudamos função positiva do tipo

radial é agora óbvia. De fato, o Teorema 2.6.1 mostra que o lado direito da igualdade da

proposição anterior é uma função positiva definida sobre Rm to tipo radial. Por outro lado,
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isto é confirmado pela Proposição 2.4.2 que mostra que a função

w ∈ Rm 7→
∫
Rm

e−i〈v,w〉e−σ‖v‖2
dv

é positiva definida sobre Rm.

Dando continuidade, quando C : Rm×Rn→ C é uma função, usaremos a identificação

∫
Rm×Rn

C(v,w)d(v,w) =
∫
Rn

(∫
Rm

C(v,w)dv
)

dw.

Ainda, para w em Rn, denotamos por Cw : Rm→C a w-seção à direita da função C e é definida

como

Cw(v) =C(v,w), v ∈ Rm.

Quando cada Cw for integrável, definimos η ∈ Rm 7→ Fη como sendo

Fη(w) = F {Cw}(η), w ∈ Rn.

As transformadas Fourier de Fη e C estão relacionadas como vemos a seguir.

Proposição 3.1.2 Se C : Rm×Rn→ C é contı́nua e integrável, então

F {C}(η,u) = F {Fη}(u), (η,u) ∈ Rm×Rn.

Demonstração: Inicialmente, fixamos (η,u) ∈ Rm×R e assumimos que C é contı́nua e in-

tegrável em Rm×Rn. Então, pelo Teorema de Fubini-Tonelli, a função Cw é integrável em Rm,

enquanto a integrabilidade de Fη é garantida pela desigualdade

∫
Rn
|Fη(w)|dw =

1
(2π)m/2

∫
Rn

∣∣∣∣∫Rm
e−i〈v,η〉C(v,w)dv

∣∣∣∣dw≤ 1
(2π)m/2

∫
Rm×Rn

|C(v,w)|d(v,w).

Assim, as igualdades

F {C}(η,u) =
1

(2π)(m+n)/2

∫
Rm×Rn

e−i(〈η,v〉+〈u,w〉)C(v,w)d(v,w)

=
1

(2π)n/2

∫
Rn

e−i〈u,w〉
(

1
(2π)m/2

∫
Rm

e−i〈η,v〉Cw(v)dv
)

dw

=
1

(2π)n/2

∫
Rn

e−i〈u,w〉Fη(w)dw

fazem sentido e implicam na afirmação da proposição.

Colecionamos as propriedades recorrentes da transforma Fourier que nos serão úteis.
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Proposição 3.1.3 Sejam f ,g ∈ L1(Rm). Valem:

(1) F { f} é contı́nua em Rm.

(2)
∫
Rm F { f}(w)g(w)dw =

∫
Rm f (w)F {g}(w)dw.

(3) F { f (·− v)}(w) = e−i〈w,v〉F { f}(w), v,w ∈ Rm.

Demonstração: As provas estão em [21, p. 249-251].

Para efeitos da Proposição 3.1.4, a k-ésima função da sequência (gk) é definida pela Gaus-

siana normalizada gk : Rm→ R dada por

gk(v) =
(

k
π

)m/2

e−k‖v‖2
, v ∈ Rm.

Recordamos também que uma função f : Rm→R é suavemente decrescente quando existir

um escalar M e um inteiro não negativo l tal

| f (v)| ≤M‖v‖l quando ‖v‖→ ∞.

Destacamos as propriedades requeridas para (gk) para alçarmos nosso objetivo.

Proposição 3.1.4 As seguintes propriedades valem para (gk):

(1) Cada gk é positiva definida sobre Rm.

(2) ‖gk‖1 = 1, k = 1, . . ..

(3) F {gk}= (2π)−m/2e−‖·‖
2/(4k), k = 1, . . ..

(4) F {F {gk}}= gk, k = 1, . . ..

(5) Se f ∈ L1(Rm), então F { f} é suavemente decrescente.

(6) Se f é contı́nua em Rm e suavemente decrescente, então f (w) = lim
k→∞

∫
Rm

f (v)gk(v−w)dv,

w ∈ Rm.

Demonstração: A propriedade (1) provém do Exemplo 2.3.1 e do Teorema 2.6.1. A segunda

segue da Proposição 3.1.1. Os itens (3) e (4) são obtidos da Proposição 3.1.1. A afirmação (5)
está em [21, p. 249] e a sexta em [58, p. 56 -57].

Sob condições apropriadas, obtém-se a função original a partir da sua transformada por

meio da transformada inversa.
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Proposição 3.1.5 Seja f uma função contı́nua de L1(Rm). Valem:

(1) Se F { f} ∈ L1(Rm), então

f (v) =
1

(2π)m/2

∫
Rm

F { f}(w)ei〈v,w〉dw, v ∈ Rm.

(2) Se F { f} é não negativa, então F { f} ∈ L1(Rm) e f é dada pela integral acima.

Demonstração: A prova de (1) é encontrada em [22, p. 111], enquanto que a prova do segundo

item é encontrado em [54, p. 15].

Uma observação importante é o fato que sob a hipótese (2), a função f é positiva definida

sobre Rm, conforme a Proposição 2.4.2.

O teorema a seguir é de suma importância para este trabalho. Ele exibe uma classe de

funções positivas definidas que possuem transformada Fourier não negativa e reciprocamente.

A prova será exibida, uma vez que não a encontramos na literatura. Portanto, trata-se de uma

contribuição. O lema seguinte servirá de auxı́lio.

Lema 3.1.1 Se µ é uma medida de Borel e finita sobre Rm, então∫
Rm

∫
Rm

ei〈v,η〉e−i〈v,w〉e−σ‖v‖2
dµ(η)dv =

∫
Rm

∫
Rm

ei〈v,η〉e−i〈v,w〉e−σ‖v‖2
dvdµ(η)(σ > 0), w ∈ Rm.

Demonstração: Assuma que µ é como na hipótese. Então,∫
Rm

∫
Rm

∣∣∣ei〈v,η〉e−i〈v,w〉e−σ‖v‖2
∣∣∣dµ(η)dv = µ(Rm)

∫
Rm

e−σ‖v‖2
dv,

onde µ(Rm) é finita. Agora, usando a Proposição 3.1.1, vemos que

∫
Rm

∫
Rm

∣∣∣ei〈v,η〉e−i〈v,w〉e−σ‖v‖2
∣∣∣dµ(η)dv = µ(Rm)

(
π

σ

)m/2
.

Portanto, o lema segue do Teorema de Fubini-Tonelli.

Teorema 3.1.1 Seja f uma função contı́nua e integrável em Rm. Então, a função f é positiva

definida sobre Rm se e somente se F { f} é não negativa.

Demonstração: Assuma que f é contı́nua e positiva definida sobre Rm. Então, invocamos o

Teorema de Bochner para expressar

f (v) =
∫
Rm

ei〈v,η〉dµ(η), v ∈ Rm,
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onde µ é uma medida de Borel, finita e positiva sobre Rm. Como a continuidade de F { f} é

garantida pela Proposição 3.1.3, pelos itens (5) e (6) da Proposição 3.1.4, a sequência (gk) pode

ser usada para deduzir que

F { f}(w) = lim
k→∞

∫
Rm

F { f}(v)gk(v−w)dv, w ∈ Rm.

Agora, os itens (2) e (3) da Proposição 3.1.3 justificam as igualdades

F { f}(w) = lim
k→∞

∫
Rm

f (v)F {gk(·−w)}(v)dv

= lim
k→∞

∫
Rm

f (v)F {gk}(v)e−i〈v,w〉dv

= lim
k→∞

∫
Rm

∫
Rm

ei〈v,η〉e−i〈v,w〉F {gk}(v)dµ(η)dv, w ∈ Rm.

Usamos a Proposição 3.1.4 -(3) para ver que F {gk} = (2π)−m/2e−‖·‖
2/(4k) e, em seguida o

Lema 3.1.1 para inverter a ordem de integração da última integral dupla, obtendo

F { f}(w) = lim
k→∞

∫
Rm

[∫
Rm

e−i〈v,w−η〉F {gk}(v)dv
]

dµ(η), w ∈ Rm.

Recordando a definição de F e auxiliados pela Proposição 3.1.4 -(4), vemos que

(2π)−m/2F { f}(w) = lim
k→∞

∫
Rm

F {F {gk}}(w−η)dµ(η) = lim
k→∞

∫
Rm

gk(w−η)dµ(η), w ∈ Rm.

Como as funções gk são não negativas e µ é positiva, a afirmação sobre F { f} ocorre.

Reciprocamente, suponha que f é contı́nua, integrável em Rm e F { f}≥ 0. Então, a Proposição

3.1.5 mostra que F { f} ∈ L1(Rm). Pela mesma proposição

f (v) =
1

(2π)m/2

∫
Rm

F { f}(w)ei〈v,w〉dw, v ∈ Rm.

Agora, a positividade definida de f segue da Proposição 2.4.2. Portanto, a prova do teorema

está finalizada.

3.2 Positividade definida sobre espaço-temporal

Os assuntos tratados nas próximas seções, autorelacionam-se e constituem a parte principal

deste trabalho. Portanto, todas as seções precedentes foram preparatórias para o que virá na

direção do fechamento da dissertação.

Nesta seção, investigamos o principal resultado do artigo [17] datado de 1999 devido a

Cressie-Huang, contando com mais de 696 citações em trabalhos publicados. A nomenclatura
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’espaço-temporal’ que usamos, refere-se ao produto cartesiano

Rm×R= {(v, t) : v ∈ Rm, t ∈ R}

ou mais geralmente,

Rm×Rn = {(v,w) : v ∈ Rm,w ∈ Rn}.

Mais uma vez a identificação

∫
Rm×Rn

C(v,w)d(v,w) =
∫
Rn

(∫
Rm

C(v,w)dv
)

dw

será usada. A notação C para as funções tratadas aqui é inspirada na Teoria Probabilı́stica, onde

a classe de funções que lidaremos nesta parte, lá servem de modelo em processos de random,

onde normalmente C é denominada função de covariância.

A versão da Definição 2.2.1 quando X = Rm×Rn vem a seguir.

Definição 3.2.1 A função C : Rm×Rn→ C é positiva definida quando o núcleo

(v,w,v′,w′) ∈ (Rm×Rn)2 7→C(v− v′,w−w′)

é positivo definido sobre Rm×Rn.

O Teorema Cressie-Huang estabelece uma correspondência biunı́voca entre a classe de

funções acima introduzidas com certas funções positivas definidas com representação integral.

Chamamos a atenção para o fato que a versão do teorema que provaremos não é encontrada na

literatura. Nosso teorema é mais geral do que a versão cotada por Gneiting, sendo nossa prova

comparativamente mais simples ([23]). Para tanto, recordamos que

Fη(w) =
1

(2π)m/2

∫
Rm

e−i〈η,v〉C(v,w)dv, (η,w) ∈ Rm×Rn.

Teorema 3.2.1 Seja C : Rm×Rn→ C uma função contı́nua e integrável. São equivalentes:

(1) A função C é positiva definida sobre Rm×Rn.

(2) F (C)(η,u)≥ 0, (η,u) ∈ Rm×Rn.

(3) Para cada η ∈ Rm, Fη é positiva definida sobre Rn.

(4) Para cada η ∈ Rm, F {Fη}(u)≥ 0, u ∈ Rn.

Demonstração: Fixemos (η,u) ∈ Rm×Rn e começamos usando a Proposição 3.1.2 para ver

que as funções Fη são integráveis em Rn e a igualdade

F {C}(η,u) = F {Fη}(u), (η,u) ∈ Rm×Rn
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ocorre. Como, para cada w ∈ Rn, a função v ∈ Rm 7→ e−i〈η,v〉C(v,w) é dominada por C(·,w) ∈
L1(Rm), pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

lim
w∈w0

∫
Rm

e−i〈η,v〉C(v,w)dv = (2π)m/2Fη(w0),

para w0 arbitrariamente fixado em Rn. Logo, as funções Fη são contı́nuas em Rn. Portanto, as

equivalências entre os itens do enunciado são consequências do Teorema 3.1.1 e da igualdade

do inı́cio da prova.

Esta caracterização é um ponto crucial em muitos resultados importantes dentro de con-

textos em que as funções requerem domı́nios do tipo espaço-temporal. Os exemplos mais

significativos são as modelagens que ocorrem para a resolução de problemas em Teoria Es-

tocástica. Entretanto, não abordamos este tipo de exemplo para não desfocar dos objetivos

desta investigação.

Para finalizar a seção, destacamos os pontos em que a versão do Teorema de Cressie-Huang

aqui provado difere da versão provada por Gneiting.

Teorema 3.2.2 Seja C : Rm×Rn→ R uma função contı́nua, limitada, simétrica e integrável.

Então, a função C é positiva definida sobre Rm×Rn se e somente se, para quase todo η ∈ Rm,

a função u ∈ Rn 7→ F {Fη}(u) é positiva definida.

3.3 Positividade definida da classe Gneiting

Nesta seção, estudamos a positividade definida da classe Gneiting, isto é, das funções radiais

possuindo a representação entrelaçada

G(r, t) =
1

g(t)p f
(

r2

g(t)

)
, r, t ≥ 0.

A princı́pio, as funções f e g são contı́nuas e positivas no domı́nio [0,∞). Esta classe

mista foi introduzida por Gneiting em [23] e, recentemente, tem se tornado popular devido sua

aplicabilidade à resolução de questões em Geoestatı́stica que frequentemente fazem uso dessa

classe e, por isso, vem chamando a atenção de muitos pesquisadores ([24, 25, 42, 43, 44, 46,

52]). Objetivamente, eles têm evidado esforços para responder a questão:

Para quais f e g e quais potências p, a função de Gneiting é positiva

definida sobre Rm×Rn?

Nosso objetivo não é o de investigar profundamente este problema, uma vez se tratar de

um assunto em plena expansão com geração de muitos trabalhos na atualidade ([39, 41, 57]).
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Por isso, vamos nos ater tão simplesmente a esta classe como foi originalmente introduzida por

Gneiting.

A definição de função positiva definida no sentido radial está a seguir.

Definição 3.3.1 A função contı́nua H : [0,∞)× [0,∞)→ C é positiva definida sobre Rm×Rn

quando o núcleo radial (v,w,v′,w′) ∈ (Rm×Rn)2 7→ H(‖v− v′‖,‖w‖) o é.

Frisamos que nossa apresentada para o teorema a seguir é mais simples, uma vez que as

funções da prova de Gneiting são construı́das de modo intrı́nseco.

Teorema 3.3.1 Se ϕ : [0,∞)→ [0,∞) é completamente monótona e h : [0,∞)→ (0,∞) é condi-

cionalmente negativa definida sobre R, então

G(r, t) =
1

h(t)m/2 ϕ

(
r2

h(t)

)
, (r, t) ∈ [0,∞)× [0,∞)

é positiva definida sobre Rm×R.

Demonstração: Inicialmente, usamos o Teorema 2.6.1 para ver que a função

r ∈ [0,∞) 7→ e−r2/σ

σm/2 (σ > 0)

é positiva definida sobre Rm. Em particular, cada função

r ∈ [0,∞) 7→ e−sr2/h(t)

h(t)m/2 s > 0, t ≥ 0

é positiva definida sobre Rm, para toda função h : [0,∞)→ (0,∞). Por outro lado, a Proposição

3.1.1 nos conduz a representação integral

e−s‖v‖2/h(t)

h(t)m/2 =
1

2m(πs)m/2

∫
Rm

e−i〈w,v〉e−‖w‖
2h(t)/(4s)dw, s > 0, (v, t) ∈ Rm× [0,∞).

Agora, para cada w ∈ Rm, o núcleo (v,v′) ∈ Rm×Rm 7→ e−i〈w,v−v′〉 é positivo definido. Por

outro lado, se h é condicionalmente negativa definida sobre R, então pelo Teorema 2.7.3, a

função radial t ∈ [0,∞) 7→ e−‖w‖
2h(t)/(4s) é positiva definida sobre R, sempre que s> 0 e w∈Rm.

Então, do Lema 2.1.2, inferimos que as funções

(v, t) ∈ Rm× [0,∞] 7→ e−i〈w,v〉e−‖w‖
2h(t)/(4s), s > 0

são positivas definidas sobre Rm×R. Equivalentemente, as funções

(r, t) ∈ [0,∞)× [0,∞) 7→ e−sr2/h(t)

h(t)m/2 , s > 0
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são positivas definidas sobre Rm×R. Portanto, assumindo que ϕ é completamente monótona,

vemos que a função

(r, t) ∈ [0,∞)× [0,∞) 7→ 1
h(t)m/2 ϕ

(
r2

h(t)

)
=

∫
∞

0

e−sr2/h(t)

h(t)m/2 dµ(s)

é positiva definida sobre Rm×R, onde µ é como no Teorema de Bernstein.

Imitando os passos da prova anterior, estendemos à classe de Gneiting sobre Rm×Rn.

Teorema 3.3.2 Se a função ϕ : [0,∞)→ [0,∞) é completamente monótona e h : [0,∞)→ (0,∞)

é condicionalmente negativa definida sobre Rn, então

G(r, t) =
1

h(t)m/2 ϕ

(
r2

h(t)

)
, (v, t) ∈ [0,∞)× [0,∞)

é positiva definida sobre Rm×Rn.

Agora, comparamos o teorema acima com a versão de Gneiting. De fato, observando-se

o comentário que segue o Teorema 2.7.3, a classe introduzida por Gneiting vem a seguir. Na

verdade, ela consiste em substituir h da versão anterior por uma função de Bernstein composta

com t2, sendo uma classe mais restrita que as h que são condicionalmente negativas definidas,

conforme destacado no fim do Capı́tulo 2.

Teorema 3.3.3 Se ϕ : [0,∞)→ [0,∞) é completamente monótona e ψ : [0,∞)→ (0,∞) é uma

função de Bernstein, então

G(r, t) =
1

ψ(t2)m/2 ϕ

(
r2

ψ(t2)

)
, (r, t) ∈ [0,∞)× [0,∞)

é positiva definida sobre Rm×Rn.

Demonstração: Segue diretamente do teorema anterior, uma vez que t ∈ [0,∞) 7→ ψ(t2) é con-

dicionalmente negativa definida sobre Rn.

Encerramos a seção exibindo uma prova alternativa da classe de Gneiting, em que o Teorema

de Cressie-Huang é o ingrediente essencial.

Teorema 3.3.4 Se ϕ : [0,∞)→ [0,∞) é completamente monótona e h : [0,∞)→ (0,∞) é condi-

cionalmente negativa definida sobre Rn, então

G(r, t) =
1

h(t)m/2 ϕ

(
r2

h(t)

)
, (r, t) ∈ [0,∞)× [0,∞)

é positiva definida sobre Rm×Rn.
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Demonstração: Consideremos, para cada a > 0, a função

(r, t) ∈ [0,∞)× [0,∞) 7→ H(r, t) = e−at2 e−
r2

h(t) s

h(t)m/2 , s≥ 0.

Obviamente H é contı́nua em todo seu domı́nio. A seguir, usamos a Proposição 3.1.1 para ver

que ∫
Rm

e−
‖u‖2
h(t) s

h(t)m/2 du =
πm/2

sm/2 , s > 0.

Pela mesma proposição,

∫
Rm×Rn

H(‖u‖,‖v‖)d(u,v) = πm/2

sm/2

∫
Rn

e−a‖v‖2
dv =

π(m+n)/2

sm/2an/2 ,

mostrando que (u,v) ∈ Rm×Rn 7→ H(‖u‖,‖v‖) é integrável, sempre que s > 0. Na sequência,

utilizamos uma vez mais a Proposição 3.1.1 para expressar

∫
Rm

e−i〈u,w〉H(‖u‖, t)du =
πm/2

sm/2 e−at2
e−‖w‖

2 h(t)
4s , s > 0, (w, t) ∈ Rm× [0,∞).

Pelo Teorema 2.7.3, para cada s > 0 e h : [0,∞)→ [0,∞) condicionalmente negativa definida

sobre Rn, as funções v ∈ Rn 7→ e−h(‖v‖) ‖w‖
2

4s e v ∈ Rn 7→ e−a‖v‖2
são funções positivas definidas,

implicando, pelo Lema de Schur, que

v ∈ Rn 7→ e−h(‖v‖) ‖w‖
2

4s e−a‖v‖2

é positiva definida sobre Rn, quando s > 0 e w ∈ Rm. Pelo Teorema 3.2.1, concluimos que a

função (u,v) ∈ Rm×Rn 7→ H(‖u‖,‖v‖) é positiva definida sobre Rm×Rn. Então, recordando

o Teorema 2.2.1, vemos que

(r, t) ∈ [0,∞)× [0,∞) 7→ e−
r2

h(t) s

h(t)m/2 , s≥ 0

é positiva definida sobre Rm×Rn. Como integração em s preserva positividade definida, se

ν é a medida finita e positiva em [0,∞) que representa a função completamente monótona ϕ :

[0,∞)→ [0,∞), garantida pelo Teorema 2.7.1, então

∫
∞

0

1
h(t)m/2 e−

r2
h(t) sdν(s) =

1
h(t)m/2 ϕ

(
r2

h(t)

)
, (r, t) ∈ [0,∞)× [0,∞)

é positiva definida sobre Rm×Rn. Assim, a prova está finalizada.
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A seguinte questão chamou nossa atenção durante a pesquisa, cuja resposta não sabemos:

A posividade definida de G ocorre quando r2 for substitúıda por uma

função condicionalmente negativa definida sobre Rn?

Corolário 3.3.1 Let X and Y be nonempty sets, φ : (0,∞)→ R a bounded and completely mo-

notone function, g : X ×X → (0,∞) a kernel in CND1(X), and h : Y ×Y → R an exponentially

positive definite function. If r ≥ 1/2, then the kernel G : (X×Y )2→ R given by

G((x,y),(x′,y′)) =
1

g(x,x′)r φ

(
h(y,y′)2

g(x,x′)

)
,

belong to PD1(X×Y ).

Para encerrar a seção, citamos um exemplo que é justificado pelo teorema anterior, auxiliado

pelo Exemplo 2.7.1 - (1).

Exemplo 3.3.1 A função radial

G(r, t) =
1

tm−1
√

r2 + t2
, (r, t) ∈ [0,∞)× [0,∞)

é positiva definida sobre Rm×Rn.

Averiguação: Basta notar que

G(r, t) =
1

h(t)m/2 ϕ

(
r2

h(t)

)
, (r, t) ∈ [0,∞)× [0,∞),

em que h(t) = t2 é condicionalmente negativa definida sobre Rn e ϕ(s) = (1+ s)−1/2, s ≥ 0 é

completamente monótona.

3.4 Positividade definida sobre esfera-temporal

Da mesma forma que positividade definida foi estudada sobre espaço-temporal, na seção

anterior, aqui o mesmo será feito para esfera-temporal. A motivação para o estudo apresentado

nesta parte do trabalho vem de White e Porcu ([61]).

A nomenclatura ’esfera-temporal’ refere-se ao produto cartesiano

Sm×R= {(η,u) : η ∈ Sm,u ∈ R}
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ou mais geralmente,

Sm×Rn = {(η,v) : η ∈ Sm,v ∈ Rn} .

Consequentemente, o conjunto [0,π]×R, também, é frequente nesta seção.

Quando C : [0,π]×R→ C é uma função e θ está fixado em [0,π], escrevemos Cθ para a

função θ-seção Cθ : R→ C definida por

Cθ(u) = C (θ,u), u ∈ R.

A versão da Definição 2.2.1 quando X = Sm ×R vem a seguir, onde dm é a distância

geodésica sobre a esfera como em (2.1).

Definição 3.4.1 A função C : [0,π]×R→ C é positiva definida quando o núcleo

(v,u,v′,u′) ∈ (Sm×R)2 7→ C (dm(v,v′),u−u′)

é positivo definido sobre Sm×R.

Uma extensão do Teorema de Shoenberg (Teorema 2.5.1) como transcrito na sequência foi

recentemente provada por Berg e Porcu ([10]).

Teorema 3.4.1 Seja C : [0,π]×R→ C uma função contı́nua. Então, a função C é positiva

definida sobre Sm×R se e somente se

C (θ,u) =
∞

∑
k=0

f m
k (u)Gm

k (cosθ), C (0,0)< ∞,

onde as funções f m
k são positivas definidas sobre R.

Auxiliados pela Proposição 2.5.2, inferimos que as funções f m
k da expansão acima possuem

a representação integral

f m
k (u) =

(m+2k−1)Pm
k (1)Γ((m+1)/2)

√
π(m−1)Γ(m/2)

∫
π

0
C (θ,u)Gm

k (cosθ)senm−1
θdθ, u ∈ R. (3.1)

Frisamos que as funções definidas por esta integral serão sistematicamente usadas nesta seção,

sem mencioná-la.

Registramos duas consequências imediatas do teorema precedente.

Corolário 3.4.1 Seja C : [0,π]×R→C uma função contı́nua e positiva definida sobre Sm×R.

Valem:

(1) As funções f m
k são contı́nuas em R.
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(2) |C(θ,u)|< ∞, (θ,u) ∈ [0,π]×R.

A partir da positividade definida de C , exibimos uma condição suficiente para que as funções

θ ∈ [0,π] 7→ F {Cθ}(τ) sejam positivas definidas sobre Sm.

Teorema 3.4.2 Seja C : [0,π]×R→ C uma função contı́nua e positiva definida. Se
∞

∑
k=0
| f m

k | é

integrável em R, então as funções

θ ∈ [0,π] 7→ F {Cθ}(τ), τ ∈ R

são limitadas e positivas definidas sobre Sm.

Demonstração: Assuma a hipótese sobre C . Então, as funções f m
k são positivas definidas sobre

R. Além disso, se ∫
R

∞

∑
k=0
| f m

k (u)|du < ∞,

então Cθ e cada f m
k são integráveis em R. Para continuar a prova, fixamos τ ∈R e notamos que,

para todo inteiro não negativo n,∣∣∣∣∣ n

∑
k=0

e−iτu f m
k (u)Gm

k (cosθ)

∣∣∣∣∣ ≤ ∞

∑
k=0
| f m

k (u)|, (θ,u) ∈ [0,π]×R.

A hipótese de integrabilidade do inı́cio da prova nos permite usar o Teorema da Convergência

Dominada de Lebesgue para justificar que

F {Cθ}(τ)=
1

(2π)1/2

∫
R

e−iτu

[
∞

∑
k=0

f m
k (u)Gm

k (cosθ)

]
du=

∞

∑
k=0

F { f m
k }(τ)G

m
k (cosθ), θ∈ [0,π].

Logo,

|F {Cθ}(τ)| ≤
1

(2π)1/2

∫
R

∞

∑
k=0
| f m

k (u)|du < ∞, θ ∈ [0,π],

provando a primeira afirmação do teorema. Agora, com auxı́lio do corolário anterior, vemos

que as funções f m
k são contı́nuas, integráveis e positivas definidas sobre R. Consequentemente,

pelo Teorema 3.1.1, as transformadas F { f m
k } são não negativas. Portanto, a segunda afirmação

do teorema segue do clássico Teorema de Schoenberg para Sm.

Notamos que o Lema de Fatou ([21, p. 52]) implica na veracidade da afirmação

∞

∑
k=0

∫
Rm
| f m

k (u)|du < ∞ ⇒
∫
Rm

∞

∑
k=0
| f m

k (u)|du < ∞.

No entanto, a recı́proca dessa afirmação não ocorre, revelando que a hipótese de integrabi-

lidade do teorema anterior é mais fraca que a do seguinte teorema.
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Teorema 3.4.3 Seja C : [0,π]×R→ C uma função contı́nua e positiva definida sobre Sm×R.

Se
∞

∑
k=0

∫
R
| f m

k (u)|du é finita, então as funções

θ ∈ [0,π] 7→ F {Cθ}(τ), τ ∈ R

são limitadas e positivas definidas sobre Sm.

A recı́proca do Teorema 3.4.2 é o assunto tratado na sequência.

Teorema 3.4.4 Seja C : [0,π]×R→ C uma função contı́nua tal que as funções Cθ pertencem

a L1(R). Se as funções

θ ∈ [0,π] 7→ F {Cθ}(u), u ∈ R

são positivas definidas sobre Sm, então C é positiva definida sobre Sm×R.

Demonstração: Suponhamos que as funções θ ∈ [0,π] 7→ F {Cθ}(u) são positivas definidas

sobre Sm. Logo, pelo Teorema de Schoenberg,

F {Cθ}(u) =
∞

∑
k=0

gm
k (u)G

m
k (cosθ), gm

k (u)≥ 0, F {C0}(u)< ∞, (θ,u) ∈ [0,π]×R,

onde

|eiuvgm
k (v)G

m
k (cosθ)| ≤ gm

k (v)≤ F {C0}(v)

e ∣∣∣∣∣ n

∑
k=0

eiτvgm
k (v)G

m
k (cosθ)

∣∣∣∣∣≤ F {C0}(v), n = 0,1, . . . .

Como F {C0} é não negativa, pela Proposição 3.1.5, a função F {C0} é integrável em R. Con-

sequentemente, o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue justifica a igualdade

∫
R

eiuvF {Cθ}(v)dv =
∞

∑
k=0

[∫
R

eiuvgm
k (v)dv

]
Gm

k (cosθ), (θ,u) ∈ [0,π]×R.

Desde que a integrabilidade de F {C0} implica na de F {Cθ}, pela mesma proposição

C (θ,u) = Cθ(u) =
1

(2π)1/2

∞

∑
k=0

[∫
R

eiuvgm
k (v)dv

]
Gm

k (cosθ), (θ,u) ∈ [0,π]×R.

Como gm
k é não negativa, pela Proposição 2.4.2, os coeficientes da expansão anterior são funções

positivas definidas sobre R. A convergência de

∞

∑
k=0

[∫
R

eiuvgm
k (v)dv

]
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é clara. Portanto, o resultado agora segue do Teorema 3.4.1.

A seguir está uma condição suficiente para que as funções f m
k sejam positivas definidas.

Teorema 3.4.5 Seja C : [0,π]×R→ C uma função contı́nua tal que Cθ é integrável em R. Se

as funções

θ ∈ [0,π] 7→ F {Cθ}(u), u ∈ R

são positivas definidas sobre Sm, então as funções f m
k são positivas definidas sobre R.

Demonstração: Suponhamos que θ ∈ [0,π] 7→ F {Cθ}(u) (u ∈ R) é positiva definida sobre Sm

e F {C0} ∈ L1(R). Logo, para cada u ∈ R, pelo Teorema 2.5.1,

F {Cθ}(u) =
∞

∑
k=0

gm
k (u)G

m
k (cosθ), gm

k (u)≥ 0, F {C0}(u)< ∞, θ ∈ [0,π],

onde

gm
k (u) =

(m+2k−1)Pm
k (1)Γ((m+1)/2)

√
π(m−1)Γ(m/2)

∫
π

0
F {Cθ}(u)Gm

k (cosθ)senm−1
θdθ, u ∈ R.

Como na prova anterior, as funções F {Cθ} são integráveis em R. Então, pela Proposição 3.1.5,

C (θ,u) =
1

(2)π)1/2

∫
R

eiuvF {Cθ}(v)dv, (θ,u) ∈ [0,π]×R.

Logo, o Teorema de Fubini-Tonelli e a definição de f m
k como em (3.1) mostram que, para cada

u ∈ R,

f m
l (u) =

(m+2l−1)Pm
l (1)Γ((m+1)/2)

π(m−1)Γ(m/2)
√

2

∫
π

0

[∫
R

eiuvF {Cθ}(v)dv
]

Gm
l (cosθ)senm−1

θdθ

=
(m+2l−1)Pm

l (1)Γ((m+1)/2)

π(m−1)Γ(m/2)
√

2

∫
R

eiuv
[∫

π

0
F {Cθ}(v)Gm

l (cosθ)senm−1
θdθ

]
dv.

Empregando a soma do inı́cio da prova, obtemos, então a igualdade

∫
π

0
F {Cθ}(v)Gm

l (cosθ)senm−1
θdθ =

∫
π

0

∞

∑
k=0

gm
k (v)G

m
k (cosθ)Gm

l (cosθ)senm−1
θdθ.

que mediante o uso do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, torna-se

∫
π

0
F {Cθ}(v)Gm

l (cosθ)senm−1
θdθ =

∞

∑
k=0

gm
k (v)

∫
π

0
Gm

k (cosθ)Gm
l (cosθ)senm−1

θdθ.
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Agora, a ortogonalidade dos polinômios de Gm
k garantida pela Proposição 2.5.2, implica em

∫
π

0
F {Cθ}(v)Gm

l (cosθ)senm−1
θdθ =

√
π(m−1)Γ(m/2)

(m+2l−1)Pm
l (1)Γ((m+1)/2)

gm
l (v).

Em consequência,

f m
l (u) =

1
(2π)1/2

∫
R

eiuvgl(v)dv.

Agora, segue do Teorema 3.1.1 que F {Cθ} é não negativa. Assim, pela Proposição 2.4.2, cada

f m
k é positiva definida sobre R.

Finalmente, os resultados obtidos nesta seção estão sintetizados no teorema a seguir, exi-

bindo condições necessárias e suficientes para que C seja positiva definida.

Teorema 3.4.6 Seja C : [0,π]×R → C uma função contı́nua tal que Cθ e
∞

∑
k=0
| f m

k | são in-

tegráveis em R. São equivalentes:

(1) C é positiva definida sobre Sm×R.

(2) As funções θ ∈ [0,π] 7→ F {Cθ}(u), u ∈ R são positivas definidas sobre Sm.

(3) As funções f m
k são contı́nuas, positivas definidas sobre R e a soma, cujo termo geral é

f m
k (0), é convergente.

Demonstração: A implicação de (1) para (2) é o Teorema 3.4.2, enquanto que de (2) para (1)
segue do Teorema 3.4.4. Como a equivalência entre (1) e (3) é o Teorema 3.4.1, a demonstração

está concluı́da.

As provas acima podem ser adaptadas substituindo Sm×R por Sm×Rn.

Teorema 3.4.7 Seja C : [0,π]×Rn → C uma função contı́nua tal que Cθ é integrável em R.

Considere que a sequência das funções Fm
k definidas por

Fm
k (u) =

(m+2k−1)Pm
k (1)Γ((m+1)/2)

√
π(m−1)Γ(m/2)

∫
π

0
C (θ,u)Gm

k (cosθ)senm−1
θdθ, u ∈ Rn

são tais que
∞

∑
k=0
|Fm

k | é integrável em Rn. São equivalentes:

(1) C é positiva definida sobre Sm×Rn.

(2) As funções θ ∈ [0,π] 7→ F {Cθ}(u), u ∈ Rn são positivas definidas sobre Sm.

(3) As funções Fm
k são contı́nuas, positivas definidas sobre Rn e a soma, cujo termo geral é

Fm
k (0), é convergente.
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Agora, comparamos o Teorema 3.4.6 com outras duas versões distintas presentes na litera-

tura que nos serviram de motivação para esta ultima seção. A versão a seguir é devido a White

e Porcu ([61, (2019)Theorem 1]).

Teorema 3.4.8 (White-Porcu) Seja C : [0,π]×R→C uma função contı́nua e limitada tal que
∞

∑
k=0

∫
Rm
| f m

k (u)|du < ∞. São equivalentes:

(1) C é positiva definida sobre Sm×R.

(2) Para quase todo u ∈ R, a função θ ∈ [0,π] 7→ F {Cθ}(u) é positiva definida sobre Sm.

(3) As funções f m
k são contı́nuas, positivas definidas sobre R e a soma, cujo termo geral é

f m
k (0), é convergente.

Uma versão mais geral do Teorema 3.4.7 substitui [0,π]×Rn por [0,π]×G, em que G é um

grupo abeliano foi provado em [40, Theorem 1.1]. Entretanto, sua forma adaptada para grupo

aditivo R torna-se uma versão mais fraca do Teorema 3.4.6.

Teorema 3.4.9 (Menegatto-Oliveira) Seja C : [0,π]×R→ C uma função contı́nua tal que as

funções Cθ, F {C0} e
∞

∑
k=0
| f m

k | pertencem a L1(R). São equivalentes:

(1) C é positiva definida sobre Sm×R.

(2) As funções θ ∈ [0,π] 7→ F {Cθ}(u), u ∈ R são positivas definidas sobre Sm.

(3) As funções f m
k são contı́nuas, positivas definidas sobre R e a soma, cujo termo geral é

f m
k (0), é convergente.

Portanto, a conclusão nos três versões citadas coincidem, entretanto o conjunto de hipóteses

em cada versão é distinto. A versão de White e Porcu não pressupõe a integrabilidade de Cθ,

mas não compreendemos a prova que eles exibem.

3.5 Positividade definida via transformada de Bessel

O objetivo desta seção é o de construir funções positivas definidas que também possuem

fórmula entrelaçada como aquelas da classe de Gneiting, mas diferentes destas. Isto é possı́vel

pela transformada de Bessel. As referências básicas aqui são [33, 41].

Iniciamos, introduzindo formalmente um tipo especial de funções radiais. A função de

Bessel de primeira espécie associada à esfera Sm−1 ou de ordem (m− 2)/2 (m > 1) dada pela

integral

J(m−2)/2(r) =
2

√
π Γ
(m−1

2

) ( r
2

)(m−2)/2∫ 1

0
cos(rs)(1− s2)(m−3)/2ds, r > 0.
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Definição 3.5.1 A função de Bessel normalizada de ı́ndice m > 1 é definida por

Ωm(r) =


Γ
(m

2

)(2
r

)(m−2)/2
J(m−2)/2(r), r > 0,

1, r = 0.

Observamos que quando m = 1, a função anterior também tem sentido. Neste caso, S0 =

{−1,1} e Ω1(r) = cosr, r ≥ 0 ([60]). O lema técnico a seguir será útil para a prova da

proposição subsequente.

Lema 3.5.1 Seja m um inteiro maior que 1. Se w ∈ Rm, então

∫
Sm−1

f (〈v,w〉)dσm−1(v) =
2π(m−1)/2

Γ((m−1)/2)

∫ 1

−1
f (‖w‖s)(1− s2)(m−3)/2ds,

para toda função f tais que estas integrais convirjam.

Demonstração: É o Lemma A.5.2 em [19].

Note que é consequêcia imediate deste lema, a igualdade

J(m−2)/2(‖w‖) =
1

2πm/2

(
‖w‖

2

)(m−2)/2∫
Sm−1

e−i〈v,w〉dσm−1(v), w ∈ Rm \{0},

motivando a proposição a seguir.

Proposição 3.5.1 Se m é um inteiro positivo, então Ωm é positiva definida sobre Rm.

Demonstração: Primeiro, notamos que Ω1(r) = cosr é positiva definida sobre R, conforme o

Exemplo 2.6.2. Então, assumimos que m > 1 e usamos a representação integral de J(m−2)/2 para

expressar

Ωm(r) =
Γ(m/2)√

π Γ((m−1)/2)

∫ 1

−1
eirs(1− s2)(m−3)/2ds, r ≥ 0.

Pelo lema precedente,

Ωm(‖v−w‖) =
Γ(m/2)√

π Γ((m−1)/2)

∫ 1

−1
ei‖v−w‖s(1− s2)(m−3)/2ds

=
Γ(m/2)
2πm/2

∫
Sm−1

ei〈v−w,η〉tdσm−1(η), v,w ∈ Rm.

A afirmação da proposição, agora, é evidente.

Recordamos que pela Proposição 2.4.1,

| f (r)| ≤ f (0), r ≥ 0,
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sempre que f : [0,∞)→ R é uma função positiva definida sobre Rm. Em particular, sem perda

de generalidade, consideramos f (0) = 1, sempre que f é uma função não identicamente nula,

nesta classe.

A conexão entre as duas classes de funções definidas acima é o assunto do próximo resultado

que é devido a Schoenberg ([49, 1938]).

Teorema 3.5.1 A função contı́nua f : [0,∞)→R tal que f (0) = 1 é positiva definida sobre Rm

se e somente se

f (r) =
∫

∞

0
Ωm(rs)dν(s), r ≥ 0,

onde ν é uma medida de probabilidade sobre [0,∞).

O Teorema 3.5.1 motiva a definição subsequente, onde denotamos por L1
m(R) a classe das

funções g : [0,∞)→ R tais que ∫
∞

0
|g(r)|rm−1dr < ∞.

Definição 3.5.2 A transformada Fourier-Bessel de ordem (m−2)/2 da função g ∈ L1
m(R) é a

função

Fm{g}(r) =
∫

∞

0
Ωm(sr)g(s)sm−1ds, r ≥ 0.

O tı́tulo desta seção é justificado pela proposição a seguir que consiste de um procedimento

para se construir funções positivas definidas.

Proposição 3.5.2 Se g : [0,∞)→ [0,∞) é uma função de L1
m(R), então Fm(g) é uma função

positiva definida sobre Rm.

Demonstração: É consequência da Proposição 3.5.1.

Fechamos a seção exibindo uma função positiva definida sobre Rm×Rn, possuindo fórmula

entrelaçada como na classe de Gneiting. No entanto, notamos que o teorema anterior não se

aplica a ela, uma vez que a função g que surgirá depende de um parâmetro σ. O exemplo abaixo

foi extraı́do de [41].

Exemplo 3.5.1 Se h : [0,∞)→ (0,∞) é condicionalmente negativa definida sobre Rn, então a

função

(r, t) ∈ [0,∞)× [0,∞) 7→ e−r
√

h(t)√
h(t)

é positiva definida sobre Rm×Rn.
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Averiguação: A princı́pio, usamos a fórmula 3 de [26, p. 678] com 2ν = m−2 para justificar a

identidade

∫
∞

0
J(m−2)/2(sr)gσ(s)sm/2ds =

√
πr(m−2)/2

2m/2Γ((m+1)/2)
e−σr

σ
, r > 0,

onde gσ(s) = (σ2 + s2)−(m+1)/2 (σ > 0). Logo,

Fm{gσ}(r) =
∫

∞

0
Ωm(sr)(σ2 + s2)−(m+1)/2sm−1ds =

√
πΓ(m/2)

2Γ((m+1)/2)
e−σr

σ
, σ,r > 0.

Fazendo r→ 0+ na igualdade anterior, concluı́mos que gσ ∈ L1
m(R), para cada σ > 0. Agora,

pelo Exemplo 2.7.1, as funções t ∈ [0,∞) 7→ g√t(s) são completamente monótonas. Então, pelo

Teorema 2.7.3, a composição t ∈ [0,∞) 7→ g√h(t)(s) = (h(t)+ s2)−(m+1)/2 é positiva definida

sobre Rn, sempre que h : [0,∞)→ (0,∞) é condicionalmente negativa definida sobre Rn. Por

outro lado, pela Proposição 3.5.1, as funções r ∈ [0,∞) 7→Ωm(rs) são positivas definidas sobre

Rm. Logo, invocando o Lema 2.1.2, vemos que as funções

(r, t) 7→Ωm(sr)(h(t)+ s2)−(m+1)/2, s≥ 0

são positivas definidas sobre Rm×Rn. Como a integração em s não afeta positividade definida,

o exemplo segue.

A referência [26] exibe tabelas de integrais em termos da função de Bessel, como a utilizada

no inı́cio da averiguação acima. Consequentemente, outras funções positivas definidas podem

ser construı́das ou sobre Rm ou sobre Rm×Rn. No primeiro caso, a Proposição 3.5.2 torna-se

um ingrediente útil, enquanto que no segundo, a construção é feita como no exemplo acima.
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Núcleo condicionalmente negativo definido, 10
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Núcleo radial positivo definido, 17
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Polinômios de Gegenbauer normalizados, 16

Positividade definida sobre esfera-temporal, 35

Positividade definida sobre espaço-temporal, 29

Produto de Hadamard, 6

Produto interno de Rm, 9

Propriedades de completamente monótona, 18
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