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Resumo

Neste trabalho, estudamos a positividade definida de func¢des, cujos dominios
sdo ou R x R" ou §" x R", em que S™ € a esfera unitaria de R™H Mais

especificamente, trés tipos de questdes sdo investigadas:

e Encontrar condi¢cdes necessdrias e suficientes para que uma funcao seja

positiva definida sobre R x R".

e Encontrar condicdes suficientes para que a funcado da classe de Gneiting

r2
(1) € [0,%0) x [0,%9) 1> G(r1) = h(r)lm/z“’ <h<r>)

seja positiva definida sobre R” x R", em que & e @ sdo func¢des positivas

convenientemente escolhidas.

e Encontrar condi¢des necessdrias e suficientes para que uma funcao de-

finida em [0, 7] x R”" seja positiva definida sobre S x R™.

Os resultados obtidos foram melhorados em relacdo as fontes consultadas.

Palavras-chave e frases: Funcdo positiva definida - Funcdo condicionalmente negativa defi-

nida - Func¢do completamente monoétona - Funcao de Bernstein
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Abstract

In this work we study the positive definiteness of functions on either R x R”
or S” x R", where S™ denotes the unit sphere in R"*!. The following three

questions are investigated:

e To find necessary and sufficient conditions on a function C with domain
R™ x R in order that it be positive definite on R x R”.

e To find sufficient conditions on a function

,,.2
(1) €[0,00) x [0,00) = G(r,1) = h(t)lm/z(P <h(f)>

from the well-established Gneiting class in order that it be positive de-

finite on R” x R", where h and ¢ come from classes subject to our

choice.

e To find necessary and sufficient conditions on a function C with domain
[0,7t] x R" on order that it be positive definite on S™ x R", keeping

isotropy with respect to the S™ component.

The results we obtain improve those in the main sources acessible in the lite-

rature that deals with similar problems.

Keywords and phrases: Positive definite function - Conditionally negative definite function-

Completely monotone function - Bernstein’s function
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Capitulo 1

Introducao

familia de funcdes positivas definidas estudadas na Analise Harmonica tem chamado a
.q aten¢do de pesquisadores matematicos a partir da formalizacao tedrica do assunto devido
a Aronszajn feita por volta de 1950 ([3]).

O estudo destas fungdes abrange os contextos reais, esféricos, complexos, espacos vetori-
ais e até grupos ([16, 22, 37, 40, 58]). Tantos quantos sdo os ambientes em que elas figuram,
multiplas sdo suas aplicagdes praticas. Elas se encaixam, por exemplo, como modelo ideal
em muitas questdoes que aparecem em Processos Estocdsticos, Geoestatistica, Teoria da Apro-
ximagdo, Anélise de Fourier, Teoria da Aprendizagem, Espaco Hilbert de Reproducgao, Teoria
Probabilistica, Estatistica Espacial ([9, 11, 27, 31, 38, 48]).

A titulo de exemplo, sem contudo aprofundar nos temas, citamos a seguir algumas aplicacoes
de tais funcdes. Na Teoria da Aprendizagem, elas aparecem em problemas envolvendo andlise
espectral fina de operadores integrais em situacdes em que espacos Hilbert de reproducdo
de fungdes entram na formulacdo dos problemas ([18]). Em Estatistica Espacial ocorrem
como correlagdo de campos aleatorios homogéneos e particulas aleatorias em forma de estrela
([29]). A aplicacdo matematica mais elementar dessas funcdes estd relacionada ao problema de
interpolacao, onde uma subclasse das fungdes acima citadas sdo usadas para resolver de modo
unico os dados interpolantes. Como interpolagdo esférica € o primeiro passo para aproximagao
esférica, tais funcdes aparecem para compor as chamadas bases radiais que conduzem a re-
sultados satisfatérios no estudo de aproximacgdo de fungdes continuas em dominios esféricos
([16)).

Nos ultimos anos tem havido forte aumento na prevaléncia em escala continental de dados
interpolantes contidos nos chamados espago-temporal ou esfera-temporal, motivados pela ne-
cessidade de analisar imagens de satélites para previsdao do comportamento climético sobre a
superficie terrestre em redes de monitoramento ([23, 24, 25]). Como a Terra tem o formato
elipsoidal, a esfera € o modelo mais proximo para ela. Entdo, com o objetivo de modelar dados

de campos aleatdrios em esferas, bem como em esfera-temporal, as pesquisas atuais t€ém tido



acentuado crescimento nesta vertende de aplicacdo.

Os trabalhos de Gneiting se destacam como introdutérios de uma classe de func¢des de com-
provado sucesso para a resolucdo de questdes que envolvem espago-temporal ([14, 23, 24, 25]).

Seguindo o modelo de Gneiting, pesquisas que fornecem uma visao abrangente desses
tépicos, na atualidade, incluem Berg e Porcu ([10]), Jeong e Jun ([30]), Porcu et al. ([42])
e Alegria et al. ([45]).

Este trabalho propde-se entender a positividade definida sobre espago-temporal ou sobre
esfera-temporal. Dentre os objetivos secundarios, destacamos trés questdes principais que nor-

teardo todo o estudo na investigacao de:

1. Condicoes necessdrias e suficientes a fim de que uma funcao seja po-

sitiva definida sobre R™ x R".

2. Condicoes suficientes para que a classe de Gneiting, assumindo a es-

trutura entrelacada

r2
)20 106000 o (i)

seja positiva definida sobre R™ x R", sempre que ¢ é completamente

mondtona e h é condicionalmente negativa definida sobre R™.

3. Condigbes necessdrias e suficientes para que a fung¢do C:[0,n] x R" — C
seja positiva definida sobre S" xR", em que S" € a esfera unitdria de
Rm—i—l .

Os artigos [17], [23] e [61] sd@o os motivadores dessas questoes.

O trabalho esta organizado em dois capitulos, além desta introduc¢do. No capitulo subse-
quente, introduziremos os conceitos fundamentais para o desenvolvimento das questdes (1), (2)
e (3). Portanto, faz parte do Capitulo 2, o Lema de Schur, passando pelo conceito de funcdes
positivas definidas e fun¢des radiais condicionalmente negativas definidas, discorrendo sobre
conceitos, exemplos e propriedades dos assuntos acima elencados.

O Capitulo 3 ¢ o principal, sendo dedicado ao estudo das trés questdes destacadas. Resqui-
cios da teoria de Fourier serdo ferramentas uteis neste estudo. Faz parte deste capitulo, o con-
ceito de transformada de Bessel-Fourier, usado para se construir fungdes positivas definidas
semelhantes aquelas da classe de Gneiting, isto €, aquelas fungdes que sdo radiais possuindo

uma férmula que provém de uma composicao de outras fungdes.



Capitulo 2

Conceitos Fundamentais

Este capitulo € dedicado aos conceitos basicos envolvidos no tema da dissertacdo. Mui-
tas das propriedades aqui estudadas serdo diretamente aplicadas na abordagem do trabalho,
enquanto outras serdo listadas apenas por questao de completude ou porque trardo maior enten-
dimento ao assunto estudado.

A maioria das demonstragdes serdo exibidas e as demais serdo substituidas por referéncias

adequadas.

2.1 Lema de Schur

Recordamos, nesta se¢do, o Lema de Schur. Trata-se de um resultado basico relacionado
as fungdes positivas definidas. Propriedades sobre matrizes envolvidas com esse lema serdao
listadas. As referéncias para esta parte do estudo sdo [16, 28].

Denotamos por C"*™ o espago vetorial formado pelas matrizes de ordem n x m com entradas
em C, o corpo dos nimeros complexos. Introduzimos a seguir a familia de matrizes com as
quais lidaremos na secio posterior e em outros lugares. Escrevemos A* para a matriz obtida de
A via transposicao, seguida de conjugacdo complexa. A matriz A € hermitiana quando m =n e
A* =A.

Definicao 2.1.1 Seja A uma matriz de C"*". Dizemos que A é ndo negativa definida quando
wWAu>0, wueC™!.

Notamos que de modo mais explicito, a forma quadratica associada a matriz A € C"*",

aparecendo na defini¢do acima se expressa como

n
wAu = Z LtjﬁkAjk, u = (u1 .. I/tn) e Ccl,
Jk=1



Uma condi¢do necessdria e suficiente para que uma matriz seja hermitiana € o assunto tra-

tado a seguir.

Proposicao 2.1.1 Seja A uma matriz de C"*". Sdo equivalentes:
(1) A ¢é hermitiana.

(2) Se u € C™1, entdo u*Au é um escalar real.

Demonstracao: Assuma que A € hermitiana. Usando propriedades de transposta de matrizes,
vemos que
WAL= (uAu)* = u* (W'A)* = u*A*u = u*Au, ueC™!

Portanto, u*Au é um escalar real para todo u € C, revelando que (1) implica em (2).

Para provar a reciproca, recordamos que A sendo uma matriz quadrada complexa, ela se de-
compde unicamente na soma A = B+iC, em que

_A+AY A—A*

C—
2 € 2i

B

Entdo, B* = B e C* = C e, pela primeira parte da prova, u*Bu, u*Cu € R, u € c"™!, Como
u*Au € R, a parte imaginaria de u*Au € nula, isto €, u*Cu = 0. A arbitrariedade de u implica

que C = 0. Portanto, a matriz A coincide com B e, por consequéncia, ela € hermitiana. [ |

O Lema 2.1.1 € técnico e mostra que as matrizes que se encaixam na defini¢ao precedente
decompdem-se num produto de outras duas matrizes. Para sua prova, recordamos que toda

matriz hermitiana assume a forma U*DU, em que U € unitdria e D é diagonal ([28, p. 229]).

Lema 2.1.1 A matriz A € C"™" é ndo negativa definida se e somente se A = B*B, para alguma
Be C™,

Demonstracao: Suponhamos que A seja ndo negativa definida e considere que A é um autovalor

de A associado ao autovetor v € C**!. Entio,
VFAY = v = Al y||%.

Usando que v é nao nulo e a hipétese sobre A, vemos que A é ndo negativo. Denotamos 0s
autovalores de A, levando em conta a multiplicidade com que eles ocorrem, por Af,...,A,. Em
adicdo, a Proposi¢a@o 2.1.1 mostra que A € hermitiana. Logo, A € diagonalizavel, ou seja, existem
P € C"™" cujainversa é P* tal que A = P*DP, em que D = diag(Ay,...,A,). Em consequéncia,
segue que a afirmacdo do lema ocorre para B = diag(v/A1,...,v/An)P.

Como a reciproca € trivial, a prova est4 finalizada. |



Observamos que a primeira parte da prova acima revela que o determinante de toda matriz

ndo negativa definida é um escalar ndo negativo.

Definicao 2.1.2 Sejam A,B € C"*". O produto Hadamard de A com B é a matriz Ao B € C"*"
definida como (Ao B) jx = A B k.

O resultado a seguir é conhecido como Lema de Schur, conforme foi mencionado € o obje-

tivo desta sec¢ao.

Lema 2.1.2 Sejam A e B elementos de C"*". Se A e B sdo ndo negativas definidas, entdo Ao B

€ ndo negativa definida.
Demonstracao: Suponha que A e B sejam como na hip6tese. Pelo Lema 2.1.1, existem matrizes

E e F taisque A= E*E, B=F*F. Logo, para j,k € {1,2,...,n},

n
(AoB) & = (E'E) u(F'F); Z E Z FuFu=Y, Z EpijFy))(EuFo) = LjLy,
u=1 = u=lv=

emque L; € M ,»(C) é definida como

L::= [ Eljflj Flszj Elanj Eszlj Esznj EnjFlj

s
S
~.
~
S
~.
~
I
p—
=

Segue que Ao B = Q*Q, em que Q é uma matriz quadrada de ordem n>, cuja primeira linha é
[ L L, -+ L, } e as demais sdo nulas. Agora, a conclusdo da prova é consequéncia do
Lema 2.1.1. u

2.2 Naucleo positivo definido

A familia de fun¢des com as quais lidaremos na dissertacdo enquadra-se nos chamados
nucleos positivos definidos. As consultas para esta parte do trabalho foram feitas em [13, 16].
Iniciamos com a definicdo formal dessa classe de funcdes, onde usamos a letra X para

indicar um conjunto ndo vazio, desprovido de estrutura algébrica.

Definicao 2.2.1 Um niicleo sobre X é uma funcdo da forma K : X x X — C. Um niicleo K

sobre X ¢ positivo definido quando as matrizes
Xt xg € X = (K(xj,x)), g=1,...

sdo ndo negativas definidas no sentido da Definicdo 2.1.1.



Vejamos, a seguir, exemplos de nicleos positivos definidos. Exemplos adicionais sdo en-

contrados abundantemente na literatura [3, 11, 16, 18, 20].

Exemplo 2.2.1 Seja f: X — C uma funcdo. A funcdo K : X x X — C dada por

K(xay) :f(x)f(y>7 x,yeX

é um niicleo positivo definido sobre X.

Averiguacao: Segue da defini¢do anterior. |

O exemplo acima € extensivel a soma de uma quantidade finita de parcelas de nicleos da

forma
(x,y) € X x X — f(x)f(y) € C.

A terminologia pré-Hilbert , doravante usada, refere-se a um espaco vetorial munido de

produto interno sobre C ou R.

Exemplo 2.2.2 Sejam (V,(-,-)) um espaco pré-Hilbert e ® : X — V uma func¢do. O niicleo
K:XxX—C

dado por
K(x,y) = (®(x), @(y)), xyeX,

é positivo definido sobre X.

Averiguacao: Um célculo direto revela que

2
q q q q
Y otk (xixj) = <Z cj®(x;), ) c,~<1>(x,-)> = ||} cj®(x))
k=1 j=1 j=1 j=1
Assim, a afirmagao do exemplo esta provada. [

O exemplo a seguir é um caso particular do anterior, onde L?([—1, 1]) refere-se ao espago
vetorial real das classes de fungdes Lebesgue-mensurédveis que sdo de quadrado-integraveis em

relacdo a medida dfr.

Exemplo 2.2.3 Sejam X = [0, 1] e uma fungdo ® : X — L*([—1,1]) tal que para cada x € X,
O(x): [~1,1] 3R &
®(x)(t) =cos(tx), te[—1,1].



Segue que
1
K(x.y) = (@(x).®(1)) = | cos(tx)cos(iy)dr, xyeX,
-1
onde )
sen(x+y)+sen(x—y)’ e x4y
x+y xX—y
K(x,y) = H_senxcosx’ e x—y.x A0
X
2, se x=y=0.

\

O Exemplo 2.2.3 faz parte de uma classe de nucleos especificos que dependem de um pro-
duto interno sobre um espago de funcdes. Essa estrutura facilita a verificacdo da positividade
definida do nucleo, enquanto que checar isso via a Defini¢do 2.2.1, torna-se uma tarefa demasi-
adamente dificil.

Algumas propriedades de nicleos positivos definidos estdo no préximo resultado, em que

as operagdes envolvendo e escalares e fungdes sdo as usuais.

Teorema 2.2.1 Seja (K;) uma sequéncia de niicleos, em que K; : X xX — C, [ =1,.... As

seguintes propriedades valem:

(1) Se K é positivo definido sobre X, entdo K (x,y) = K(y,x), x,y € X.

(2) Se Ky,...,K; sdo positivas definidas sobre X, entdo M K + - - - + N K; também o é, sempre

que M, ..., N sdo constantes reais ndo negativas.

(3) Se cada K; é positivo definido sobre X e (K;) converge pontualmente para K, entdo K é

um niicleo positivo definido sobre X.

(4) Se K e Ky sdo positivos definidos sobre X, entdo K| K> também o é.

Demonstracao: A primeira propriedade é recorrente. Desde que (2) e (3) sdo de verificagdes
imediatas, provamos apenas a Ultima afirmagdo. Assuma, entdo, que K| e K> sdo nucleos posi-
tivos definidos sobre X. Logo, as seguintes matrizes dependentes de uma quantidade arbitréria
de pontos

Xl Xn €X = (Kyu(xi,xj)) (u=1,2)

sd0 ndo negativas definidas. Pelo Lema 2.1.2, a matriz
(x1, -, xn) € X > (Ki (xi,x7) Ko (xi, X))

¢ ndo negativa definida. |



O item (2) do teorema acima também ocorre para nicleos indexados por uma familia ar-
bitraria de indices da forma (K) )ycs, J C R.
O corolario a seguir terd uso decisivo na secao seguinte, sendo de importancia fundamental

em muitos lugares do trabalho.

Corolario 2.2.1 Se K : X x X — C é um niicleo positivo definido, entdo (x,y) € X x X s eKxy)

também o €, sempre que c é um escalar ndo negativo.

Demonstracao: Seja ¢ > 0 e suponha que K seja como na hipétese. Logo,

m v
cK(xy) — 13 S gy
e Jim Y K (xy), xyeX.
v=0
Pelo teorema anterior, o ndcleo exponencial do corolério € positivo definido sobre X. [

Para o préximo exemplo, recordamos que {cos(kmx) : k = 0,1,...} constitui um sistema

ortonormal relativo ao produto interno usual de L?([—1,1]).

Exemplo 2.2.4 O niicleo
|
K(x,y) = Z 2 ©0s (kmx)cos(kmy), x,y€[—1,1]
k=1

é positivo definido sobre [—1,1].

Averiguacao: Pelo Exemplo 2.2.1, para cada inteiro positivo &, o nicleo

(x,y) e [-1L 1] x[-1,1] — k_12 cos (kmx) cos(kmy)

é positivo definido sobre [—1, 1]. Portanto, pelo Teorema 2.2.1, o nicleo K dado pela soma do

exemplo é positivo definido sobre [—1, 1]. |

Encerramos esta se¢ao, observando que os chamados nticleos gaussianos sobre R™ que ocor-
rem em Teoria da Probabilidade possuem séries absolutamente convergentes como no ultimo

exemplo. De fato, eles sdo da forma
—o||y—w]? R™
e , WWWE ,

em que G € um escalar positivo. Aqui || - || é a norma induzida pelo produto interno usual de
R™, escrito como

(vyw) =viwy+ -+ vpwy, vweR™

A secdo a seguir tratard mais amiude desta classe de nucleos positivos definidos.
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2.3 Niucleo condicionalmente negativo definido

Nesta sec@o, mostramos a interligacdo estreita entre as familias de nudcleos positivos defini-
dos e nucleos condicionalmente negativos definidos. Isto € possivel por meio de um resultado
devido a Schoenberg.

Também aqui, X € um conjunto ndo vazio.

Definicao 2.3.1 Um niicleo N : X x X — C é condicionalmente negativo definido quando —N
é positivo definido no sentido da Defini¢do 2.2.1, sempre que o conjunto de escalares associados

a forma quadrdtica correspondente forem restringidos ao hiperplano

{(cl,.. ,cq) €CT Zc]—O} g=1,...-

Um exemplo de nucleo que se encaixa na definicdo acima € o quadrado da norma que

provém de um produto interno.

Exemplo 2.3.1 Seja (V,(-,-)) um espaco pré-Hilbert. A funcdo N : V x V — R dada por
N(x,y) =

Averiguacao: Sejam xi,...,x, € X e cy,...,c4 € C. Usando propriedades de produto interno,

2, x,y € V é um niicleo condicionalmente negativo definido sobre V.

chegamos a identidade

o - (Bor) () () )

q q
- Z CjCk xjaxk Z CjCk x];xk
Jk=1 Jk=1

Js

q
Agora a condicao Zc j = Orevela que
j=1

2

q
Z ¢k N (xj,x¢) =
k=

Jik=1

»
M=
S
e
=
~

provando a afirmacéo a respeito de A(. [

Aproveitamos este contexto mais geral para introduzir as fun¢des condicionalmente negati-

vas definidas sobre R™.

Definicao 2.3.2 A funcdo f : R™ — C ¢ condicionalmente negativa definida sobre R™ quando

o niicleo

(vyw) eR" = f(v—w)
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o é sobre R™ no sentido da definicdo anterior quando X = R™.

A conexdao comentada no inicio desta secdo serd provada agora. Trata-se de um teorema
de 1938 devido a Schoenberg ([49]). Para uma investigacdo pormenorizada deste teorema con-

tendo desdobramentos tedricos, o leitor é convidado a consultar os livros [8, p. 41] e [9, p.
73].

Teorema 2.3.1 O niicleo N\ : X x X — R é condicionalmente negativo definido se e somente

se (x,y) EX XX — e NOY) ¢ yum niicleo positivo definido, sempre que t é um escalar ndo

negativo.
Demonstrac¢io: Sejam A como na hipétese, um ponto xg fixadoem X e ¢y,...,c, € R e con-
q
sidere cop = — Z c;. Entdo, a forma quadrética relativa a A/, para os pontos xg,X1,...,X; € X €
j=1
os escalares ¢y, cy,...,c; € R assume a forma

q q
Z ik N(xj,xx) = Z ik N(xj,xx) +co Z c;iN(xj,x0)+co Z N ( xo,xk)+cof7\[(xo,x0).
k= k=

J:k=0 Jik=1 j=1 k=1

Substituindo o valor da constante cg, 0 segundo membro da igualdade anterior torna-se

q q q
Z ik N(xj,xx) + Z cjcxN(xj,x0) + Z cjcxN xo,xk)—coﬂ\[(xo x0)| -

Jik=1 Jik=1 Jik=1

Equivalentemente,
q q
Z cickN(xj,xx) = Z cjckK (xj,x),
J k=0 J k=1
em que

K(%)’) = _N(xay) +N(X,X0) _I—N('x()?y) - N(X(),XO), X,y € X.

Desse modo, se A é condicionalmente negativo definido sobre X, entdo K é positivo definido
Sobre X. Como eilN(xvy) = etK(x7y)eftN(xax0)eitg\[(x()vy)e[g\[(x()axo)’ X,y (= X’

i Cjcke_lN(xjvxk) A (x0,%0) i ( xpx0)> (cke_tN(xo’xk)) K Cjx)
k= k=

Jik=1 Jik=1

Como ¢ > 0, a conclusado segue do Corolario 2.2.1.
Para a reciproca, assuma a hipétese sobre (x,y) € X x X > e~ N(*Y) | Primeiro, notamos que os
nucleos

l_e_tN(x7y)
(x,y) EX XX — — t>0



12

sdo condicionalmente negativos definidos sobre X. Pelo Teorema 2.2.1, o nicleo

1 _eitN(xvy)
—N(x,y)=—lim ——— x,yeX

t—07t t

€ positivo definido sobre X, sempre que o conjunto de escalares associados a forma quadratica

de — A forem escolhidos no conjunto dado como na Definigéo 2.3.1. |

2.4 Positividade definida sobre R

Nesta secdo, estudamos fung¢des positivas definidas sobre R, o espago euclidiano real m-

dimensional. Os resultados que destacaremos aqui vém das referéncias [7] e [16].

Definicao 2.4.1 Uma funcgdo f : R™ — C ¢ positiva definida sobre R"™ quando o niicleo
(v,w) ER"XR™ — f(v—w)
o0 € sobre R™ no sentido da Defini¢do 2.2.1.

Abaixo listamos duas propriedades das fun¢des aqui introduzidas que normalmente estao

em textos cientificos que abordam o assunto, apresentando uso frequente.

Proposicao 2.4.1 Seja f : R"™ — C uma fungdo positiva definida sobre R™. Valem:
M) f(=v)=f(v),veR"
(2) |f()] < f(0), veR™

Demonstraciio: A prova de ambos itens depende da matriz (f(v; —vx)) € C**2, em que v; =
v,v2 =0 € R™. Como f ¢ positiva definida sobre R™, pela Proposicdo 2.1.1, a matriz (f(v; —
vk)) € hermitiana, provando (1).

Por outro lado, usamos o Lema 2.1.1 para ver que o determinante da matriz (f(v; —v¢)) é ndo
negativo, isto &, 0 < £(0)* — | f(v)[2, implicando em (2). |

Do item (2), temos que toda funcdo continua e positiva definida sobre R ¢é limitada por
f(0). Em adigdo, segue também que toda fungao positiva definida sobre R™ que anula-se na
origem € identicamente nula.

A proposi¢ado a seguir € particularmente do nosso interesse, uma vez que se enquadra entre

os tipos de fungdes positivas definidas que usaremos neste trabalho.
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O termo ’integravel’ sistematicamente empregado daqui por diante, refere-se a uma funcao

da forma f : R™ — R que seja Lebesgue-mensuravel e tal que a integral

L 1r0)ay

é finita. O espaco vetorial destas funcdes serd denotado por L' (R™).

Proposicao 2.4.2 Seja f uma fungdo integrdvel em R™. Se f é ndo negativa, entdo a funcdo

veER" — - ¢ W) £ (w)dw

€ positiva definida sobre R™.

Demonstracio: Para cada w € R”, defina g,,(v) = ¢/*), v € R, Como

S — g, (E)gw(m), EMER”,

a afirmacdo da proposi¢ao € evidente a partir do Exemplo 2.2.1. [

Sob as condicdes assumidas para a funcdo f da proposi¢ao anterior, concluimos que a me-
dida de Borel dada por

u(B) = /Bf(w)dw, BCR"

¢ positiva e finita. Desta forma, vemos que

/ei<v’w>f(w)dw:/ ¢ du(w).

A representacdo acima, gerando uma fungdo positiva definida a partir de u, estd inserida
em um resultado mais geral de caracterizacao dessa classe de funcdes. Trata-se do celebrado
Teorema de Bochner publicado em 1932. Uma versdao bem geral para grupo topoldgico abeliano

estd em [27, p.106]. A que usaremos € a versao para o grupo aditivo R™.

Teorema 2.4.1 (Bochner) A funcdo continua f : R™ — C é positiva definida sobre R™ se e

somente se

)= [ e dutw), ver,
em que u é uma medida de Borel finita e positiva sobre R™.
Demonstracao: Suponha que a func¢do complexa f seja representada como integral do enunci-
ado do teorema. Devido as propriedades de y, a positividade definida de f segue como proce-
dido no Exemplo 2.2.1. Para a continuidade de f, fixamos v € R e notemos que

PR = fO) < [0 < 1duw),

m
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em que |e"<hvw> — 1| <2, h € R™. Como u é finita, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de
Lebesgue [2, p. 172],

lim [ ") —1|du(w) = 0.
h—0JRrm

Como o ultimo limite independe de v, a funcdo integral f € uniformemente continua em R™.

A prova da reciproca é encontrada em [58, p.70]. [

Notamos que a condi¢do sobre a continuidade da funcio nio pode ser suprimida do Teo-
rema de Bochner, uma vez que positividade definida ndo implica em continuidade, hipétese
fundamental na prova da parte direta do teorema.

Elencamos a seguir observagdes sobre o Teorema de Bochner.

e Na representacdo integral do teorema, a exponencial e {"W)

também pode ser usada.
Essa escolha é convencional e irrelevante. Em geral, em abordagens analiticas prefere-se

e, enquanto que em abordagem probabilistica € utilizado e~ i)

—m/2

e Também € convencional, o uso da constante (27) multiplicando a integral do teo-

rema.

e Notamos com que facilidade verificamos, na prova acima, que f € positiva definida so-
bre R, sempre que a representacdo integral do teorema vale para f. Consequentemente,
o Teorema de Bochner é uma via interessante para verificar a positividade definida de
fungdes, principalmente, naqueles casos em que usar a Defini¢ao 2.4.1 torna-se demasia-

damente trabalhoso e complicado.

2.5 Positividade definida no contexto esférico

Esta secdo serd dedicada ao estudo das funcdes positivas definidas sobre esferas reais. Este
contexto € ligeiramente distinto dos abordados anteriomente, uma vez que necessita de uma
estrutura métrica sobre a esfera.

A esfera unitdria de R"*1 ¢
S" = {VER’”H vy =1}, m=1,....

Quando necessario, denotamos por G, a Unica medida de Borel positiva de S”* normalizada

pela integral ([19, Férmula 1.1.2])

. zn(m+1)/2
om(S™) = Smdﬁm(") =Tt 1)/2)’
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em que I é a funcdo gama definida pela integral ([1, p. 255])
[(x) = /Oootx_le_’dt, x> 0.
O conjunto S torna-se um espaco métrico quando munido da distancia geodésica
dm(v,w) = arccos(v,w), v,weS". (2.1)
Introduzimos formalmente, a classe de fun¢des mencionadas no titulo desta secao.

Definicao 2.5.1 Uma funcdo f : [0,n] — C € positiva definida sobre S™ quando o niicleo radial
(vyw) € S" xS" +— (fody)(v,w)
€ positivo definido sobre S™ no sentido da Definicdo 2.2.1.

A denominacao niicleo isotropico também € usada para os tipos de ntcleos desta definicao,
referindo-se & propriedade que tais niicleos sdo invariantes mediante rotacoes de R+

Citamos a seguir o exemplo mais elementar desta familia de funcdes.
Exemplo 2.5.1 A fungdo 0 € [0,7] — cos® ¢é positiva definida sobre S™.
Averiguacao: Segue da aplicacdo direta da Defini¢do 2.5.1. [
A contraparte do Coroldrio 2.2.1 para a estrutura (S™,d,,) é o assunto tratado a seguir.
Proposicao 2.5.1 Se a funcdo g : [0,7t] — C € positiva definida sobre S™, entdo o niicleo
(v,w) € S X S s e8ldn(vw))
€ positivo definido sobre S™, sempre que ¢ é um escalar ndo negativo.

Muitos sao os trabalhos produzidos envolvendo as func¢des aqui tratadas ([5, 12, 15, 34, 35,
36, 37, 38,47,51, 55, 62, 63]), entre outros. Todos estes artigos citam ou usam decisivamente o
mais importante resultado neste contexto, o Teorema de Schoenberg publicado em 1942 ([50]).

Tal teorema caracteriza a classe das fungdes positivas definida sobre a esfera.

Teorema 2.5.1 Seja f : [0,7] — C uma fun¢do continua. Entdo, a fungdo f € positiva definida

sobre S™ se e somente se

f(G)Zéai"(f)@i”(cose% @) =0, f(0)<e.
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Uma consequéncia é o fato que as fungdes 6 € [0,7] — G;"(cos0) sdo positivas definidas
sobre S™. Estas sdo os polinomios de Gegenbauer associados a esfera S” multiplicados por
certas constantes. Boas fontes de consulta para obtencdo de propriedades de tais polindmios
sao [1, 4, 19, 56].

Definicao 2.5.2 Os polinomios de Gegenbauer sdo definidos intrinsecamente pelas expansoes

—1
ZP’” :m—>0, x| <1, [f| <1

(1—2tx-|—x2 2

1—1x

— k
1—2tx+x2 Zikl (O, <1, <1

E conhecido que P} (t) = cos(karccost), k € Z. No livro do Szégo ([56, Section 4.7]) e

nas tabelas de Abramowitz ([1]), assumem-se que estes polindmios sdo normalizados por

Py =

A notagdo (a); é o simbolo Pochhammer definido por
(@)o=1, (a)r=ala+1)(a+2)---(a+k—-1), k=1,2,...,

Finalmente, os polindmios G;" que aparecem no Teorema 2.5.1 sdo

Pm e —
Fileos®) = _m—1 4 4—o1..... 2.2)

Gl (eos®) = 1B A=

Na proxima proposi¢do, destacamos trés propriedades dos polindmios de Gegenbauer.

Proposicao 2.5.2 Valem:
D P'(1)(m+2k—1)I'((m+ 1)/2)/02,’("(cos 0) G"(cosB)sen™ 1 0d0 = /T (m—1)T'(m/2)dy.
(2) A fungdo © € [0,m] — G"(cos®) € positiva definida sobre S™.
(3) Sek=0,1,..., entdo |G*(cos0)| < 1, 8 € [0,m].

Demonstracao: O item (1) € encontrado em [19, Corollary 1.2.8], o segundo item provém de
[16], enquanto que a ultima afirmacao € confirmada seguindo os passos da prova da Proposi¢ao
2.2.1-(2). |
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Auxiliados pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, agora € evidente que os

coeficientes da expang¢ao do Teorema 3.4.1 sdo dados pela identidade

(m+2k— )PP (1) ((m+1)/2)
Vv (m—1)[(m/2)

a'(f) = /O " £(8) G (cosB)sen™ 0.6,

2.6 Condicionalidade negativa definida de funcao radial

Reservamos para esta secio, uma classe especial dentro da teoria de fungdes positivas de-
finidas. Trata-se das funcdes do tipo radial, isto €, aquelas que assumem valor constante nos
vetores que mantém a mesma distancia da origem. Estas destacam-se na Andlise Harmonica,

conforme pode ser constatado consultando [6, 16, 58].

Definicao 2.6.1 A fungdo continua h : [0,00) — C é condicionalmente negativa definida sobre

R™ quando o niicleo radial (w,v) € R" x R™ — h(||v—w||) o é sobre R™.
Exemplo 2.6.1 A funcdo h(u) = u?, u > 0 é condicionalmente negativa definida sobre R™.

Averiguacao: Segue do Exemplo 2.3.1. |

A seguir esta a contraparte do Teorema 2.3.1 para funcdes radiais.

Teorema 2.6.1 A funcdo h: [0,00) — C é condicionalmente negativa definida sobre R™ se e
somente se (v,w) € R™ x R™ e hv=v1) ¢ yum niicleo positivo definido, sempre que ¢ é um

escalar ndo negativo.

Este teorema revela que as fungdes A : [0,00) — R condicionalmente negativas definidas

—ch

estdo em correspondéncia biunivoca com os nucleos radiais da forma e~ (¢ > 0) que sdo

positivos definidos.

Tiramos a seguinte consequéncia do teorema acima.

Corolario 2.6.1 As funcoes de Gauss
yeRM™ s eI’

sdo positivas definidas sobre R™, sempre que ¢ é um escalar ndo negativo.
Encerramos a secao introduzindo formalmente as fungdes positivas definidas do tipo radial.

Defini¢ao 2.6.2 A fungdo continua h : [0,00) — C é positiva definida sobre R™ quando o niicleo

radial
(vy,w) € R" x R"™ = h(||[v—w]|)

0 é sobre R™,
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Exemplo 2.6.2 A fungdo r € [0,00) — cosr € positiva definida sobre R.

Averiguacao: Segue da identidade cos(a+b) = cosacosb —senasenb e da paridade da fungéo

COSSENO. [ |

2.7 Positividade definida via funcao monotona

Relacionado ao estudo das funcdes positivas definidas, estdo as fun¢des completamente
monoétonas e, por consequéncia, as funcdes de Bernstein. Esta se¢do é dedicada ao estudo
dessas duas classes de funcdes e a ligacao destas com o tema da dissertagdo. As informacodes

que transcrevemos aqui foram coletadas de [6, 16, 32, 53, 58].

Definicao 2.7.1 A func¢do ¢ : (0,00) — [0,00) é completamente mondtona quando as seguintes

condicdes ocorrem:
(1) @ € C=(0,).

2) (=1)"e"W(s)>0, n=0,1,...,5>0.

S
r

> Y
fe) Esboco grafico de tipica -

fungdo completamente monétona

Dependendo do contexto adotado, esta defini¢do é feita considerando-se @(s) > 0, s > 0.
Neste trabalho, as imagens sdo sempre ndo negativas. E imediato que uma fungio completa-

mente mondtona é:
(1) continua em (0,00).
(2) mondtona nao crescente.
(3) convexa, isto &, (—1)"¢"(s) >0, n=0,1,...,5>0.

Algumas exemplos estdo a seguir.

Exemplo 2.7.1 Sejam a e b escalares positivo e ndo negativo, respectivamente. As seguintes

fungoes sdo completamente mondtonas:



19

D) ¢(s) = (a+s)"

2) os)=e =" 0<a<l

3) ¢(s) = (1+as®) "), 0 <a< 1.
@) o(s) =51

A caracterizacdo da familia de funcdes completamente mondtonas decorre do Teorema de
Bernstein -Widder ([58, p. 91]) ou ([59, p. 161]).

Teorema 2.7.1 (Bernstein -Widder) A funcdo @ : (0,00) — [0,00) é completamente mondtona

se e somente se
o(s) :/ e du(t), s>0,
0

em que p é uma medida positiva sobre [0,00).
Seguem observagdes relevantes da classe de fungdes do teorema precedente:

e Para uma func¢do completamente mondtona, a medida u € unicamente determinada e di-

zemos que @ esta associada a .

e Segue deste teorema que se @ é completamente monétona sobre (0,e0) associada a g,

entao
lim (s) = ([0, %)) < .

s—0t

e Além disso, se lim @(s) é finito se e somente se u € finita. Isto ocorre no caso em que ¢
s—07T

tem dominio [0, o) ou que @ é limitada. Este é o tipo de fun¢do completamente monétona

que usaremos no trabalho.
Introduzimos também, a outra classe de fun¢des que mencionamos no inicio da sec¢ao.

Definicao 2.7.2 A fungdo y : [0,00) — [0,00) é de Bernstein quando as seguintes propriedades

valem:
(1) y € C[0,).
(2) Y€ C7(0,00).

3) (-1)"yW(s) <0, n=1,...,5>0.
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>
Cad

>Y
le) Esbogo grafico de tipica 4
fungéo de Bernstein

Segue que uma funcdo € de Bernstein se e somente se ela € ndo negativa e sua fungao
derivada € completamente mondtona. Adicionalmente, a funcdo constante € a tinica fungdo que
¢, a0 mesmo tempo, completamente mondétona e de Bernstein.

Paralelamente ao Teorema de Bernstein-Widder, as funcdes de Bernstein podem ser repre-

sentadas de forma semelhante as fun¢des completamente mondtonas.

Teorema 2.7.2 A fungdo y : (0,00) — [0,00) é de Bernstein se e somente se existem constantes

a e b ndo negativas tais que
(s —a+bs+/ Ndv(t), s>0,

em que Vv é medida positiva sobre (0,0) satisfazendo

t
——adv(t) < co.
/<,oo>1+t V)

Demonstracio: Assumimos que  é uma fung¢do de Bernstein. Entdo, ' é completamente
monotona sobre (0, o). Pelo Teorema de Bernstein-Widder, existe uma medida u positiva sobre
[0,00) tal que _

W(s) = /O e du(t), s> 0.

Como vy € ndo negativa e crescente, 0 < a = lim \|!( ) € R. Consequentemente,
s—0t

s):a—l—/s\v'(u u—a+/ {b—l—/ e “du }du 5> 0,
0

onde escrevemos u = b+, com b = u({0}) > 0 e p sendo a restri¢do de u sobre (0,0), isto &,

y(s) = a+bs—|—/s {/ e_“’dﬁ(t)] du, s>0.
0 [/(0,)

Entao, encontramos

s st
\|I(s):a+bs+/ [/ e_’”du] dﬁ(z):a+bs+/ e du(t), s>0.
(0,0) /0 (00) ¢
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Logo, a primeira afirmacdo do teorema ocorre para a medida v definida nos subconjuntos J

V(J):/Jdﬁ_(t).

t

mensurdveis de (0,o0) por

Para verificar a segunda afirmacgao, usamos a desigualdade

1 1
1——-<1——, t>1
e e’

e a positividade de v para ver que

/lco (1 — é) av(t) < /1oo (1 — ;) dv(r) < /(ij) (I1—e)av(t)=y(1)—a—b.

Em consequéncia,

[ee] t oo
—dvr</ dv(t) < oo.
1 1+t (1) < 1 (t)

Por outro lado,

t
—d t§/ td t:/ dth/ du(t) < oo.
/(071}1“ ve) (0,1] V) 0.1] o) (0,0) o)
Assim,

t
——dV(t) < =,
/(o,oo) I+1 ®

que € a segunda afirmacdo do teorema.

A seguir, suponhamos que

\|l(s):a+bs+/( (= ave), 5>0,
0700

em que v é uma medida positiva de Borel em (0,00), a >0,b>0¢ / t(1+1)"tdv(t) < oo.
0

Afirmamos que /

tdv(t) < ooe / dv(t) < eo. De fato, se a primeira integral ndo for
(0.1)

) B (1,00)
finita, entao

t t 1
—dv(t >/ —dv(t) > = tdv(t) = oo,
/(o,oo)1+t 02 (o,1) 141 023 (0,1) “

uma contradi¢do. Se a segunda integral ndo for finita, entdo
/ Lav(r) > / L av(t) > X / dv(r) =
(000) 1417 T (1) 1 +1 2 /(1,00 o
outra contradi¢do. Como

| e < st, 0<s<1
Sl 1L 1<s5<oo,
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a funcdo g definida como

esta bem definida. Segue que

o —st
thzel) [ X (1= )avio. s>0 h>0
0700

efst 1 efst L
h (l—el—h)‘g h th=te ™,

mostra que o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue ([21, p. 54]) pode ser usado

A estimativa

para justificar a igualdade

. e 1 _ —st
Jm [ 5 (l—eﬁ)dv(t)— /(O’W)te av(r).

Um argumento andlogo mostra que o mesmo vale para o outro limite lateral. Portanto, g é

diferenciavel e
g (s) :/( )te_”dv(t), s> 0.
0,00

Segue do Teorema de Bernstein que g’ é completamente monétona, revelando que g é uma
fun¢do de Bernstein. Como g € ndo negativa, a fungdo s € (0,00) — Y(s) =a+bs+g(s) é de

Bernstein, o que completa a prova do teorema. |

Corolario 2.7.1 A fung¢do y : [0,00) — [0,00) é de Bernstein se e somente se existe uma cons-

tante a > 0 tal que
w(s) = a+/ (1—e)dv(t), s>0,
0

em que Vv é medida positiva sobre |0, ) satisfazendo

<t
L av(t) < o,
/01+z V() <

Neste teorema do final do capitulo, a positividade definida de e~/ sera destacada para certas

funcdes f, incluindo as de Bernstein.

Teorema 2.7.3 Valem as propriedades:

(1) Se h:R™ — R ¢é fungdo condicionalmente negativa definida e ¢ : [0,00) — [0,00) é com-

pletamente mondtona, entdo Qo h é positiva definida sobre R™.
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(2) A fungdo h:[0,0) — R € condicionalmente negativa definida sobre R™ se e somente se

v e R e~V ¢ positiva definida, sempre que c é um escalar ndo negativo.

(3) (Teorema de Micchelli) Se ¢ funcdo de Bernstein, entdo t € R — y(t?) é condicio-

nalmente negativa definida sobre R™.

Iv11%)

(4) Se vy é funcdo de Bernstein, entdo v € R™ — eVl é positiva definida sobre R™.

Demonstracao: Seja ¢ como na hipdtese e usamos o Teorema de Bernstein-Widder para ex-

pI'CSSﬂI'
ols) = [ e du(r), 520,
0

em que u é uma medida de Borel, positiva e finita sobre [0,00). Deste modo, o primeiro item
é consequéncia do Teorema 2.3.1 e como a exponencial s € [0,0) — e~ (¢ > 0) é completa-
mente mondtona, o segundo provém do primeiro.

Para a prova do terceiro item, notamos que pelo Teorema 2.3.1, a exponencial v € R” + ¢! IvIF®
é positiva definida, mostrando que v € R" +— 1 —e ™! IMP ¢ condicionalmente negativa definida.
Deste modo, a representagdo integral de y garantida pelo Corolério 2.7.1, prova a afirmacao.

Como o ultimo item € consequéncia de (2) e (3),, a prova esta finalizada. [ |

Este € o ponto do trabalho em que chamamos a atencao para o fato que o teorema precedente
revela que dois tipos distintos de fungdes f : [0,00) — [0,00) podem ser usadas para produzir

funcdes positivas definidas da forma exponencial e~/ (¢ > 0):

(1) Se h € condicionalmente negativa definida, entdo v € R" — e—<hlvil)

¢ positiva definida.
(2) Se y é de Bernstein, entdo v € R™ — e~ W) g positiva definida.

Portanto, a primeira classes de fungdes é mais geral, uma vez que as composi¢des
t € [0,00) = (r)

¢ uma subclasse da classe das fun¢des condicionalmente negativas definidas.
Auxiliados pelo Exemplo 2.7.1 e pelo item (1) do teorema anterior, listamos func¢des positi-

vas definidas sobre R", finalizando esta se¢ao.

Exemplo 2.7.2 Sejam a e b escalares positivo e ndo negativo, respectivamente. As seguintes

fungdes sdo positivas definidas sobre R™:
@ f) = (VI +a)".
@2) f(v) = ealvI*

3) fv) =1 +a|v|P*) ) 0<a< 1.

,0<a<1.



Capitulo 3

Funcoes Positivas Definidas sobre

Espaco-temporal

Este € o capitulo principal do trabalho, no qual serdo estudados os trés problemas propostos
na Introdugdo. As referéncias principais que servirdo de ponto de partida a composicdo desta

parte da pesquisa sdo [17, 23, 61].

3.1 Positividade definida via transformada de Fourier

Estudamos aqui a conexao entre funcdo positiva definida e a transformada Fourier de uma
funcao.

A estrutura da representacdo integral do Teorema de Bochner (Teorema 2.4.1) revela que
toda funcdo continua positiva definida sobre R € a transformada Fourier de alguma medida
de Borel sobre R, o que nos motiva explorar outras interligagdes de tranformadas de Fourier,

introduzida a seguir, com funcdo positiva definida.

Definicao 3.1.1 A transformada Fourier de uma funcdo f integrdavel em R™ é a funcdo
1 .
_ - —i{v,w) m
FUNO) = Gy fon O SO0, v e B

Observamos que a constante multiplicando esta integral desaparece quando, opcionalmente,
21 € colocado antes do produto interno da exponencial da definicdo. Optamos por usar a trans-
fomada como acima.

Para futura referéncia, calculamos a seguir, a transformada Fourier das gaussianas

w € R™ — ¢l (6>0),

24
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em que constatamos que suas transformadas tornam-se também radiais. Recordamos que € uma

propriedade geral que transformada Fourier de funcdo radial ¢ também radial ([58]).

Proposicao 3.1.1 Se 6 é um escalar positivo, entdo
/ o~ i) g0Vl g, — ( >m/2 ||WH2/(40), weR™.
m (¢

Demonstracao: No primeiro passo da prova, assumimos que m = 1 e consideramos a fungdo

flv)= ¢~ v € R (6 > 0). Um célculo direto revela que

F{fY(w) = W/R—chf(v)e_ivwdv

! —ivw g/ __K
B W/R fv)dv=—2-F{f}(w), weR,

implicando em

w?/(

o (eI (1)) = eI [ gy + TN )] =0, weR

Consequentemente, usando o fato que

segue que

FUHw) = IO F}0) = e 09, e R

Assim, para m = 1, a férmula da proposicao é

m\1/2
) PF{f}w) = () e, wek.
Para o caso m-dimensional, seja F(v) = e~olVI*, v € Rm. Utilizando o caso unidimensional,

vemos que para todo v € R™,

m

m/2 . —iw;v; E 1/2 fwi/(éks)
Q)™= F{f}w JI;Il/me dv; —H{(G) e ]

j=1
Portanto, a proposi¢ao segue. |

A conexao da Proposi¢ao 3.1.1 com a Se¢do 2.6, onde estudamos func¢do positiva do tipo
radial é agora 6bvia. De fato, o Teorema 2.6.1 mostra que o lado direito da igualdade da

proposicdo anterior ¢ uma fung@o positiva definida sobre R™ to tipo radial. Por outro lado,



26

isto é confirmado pela Proposi¢ao 2.4.2 que mostra que a funcao

weRM— [ emitwmolMP gy,
RWI

¢ positiva definida sobre R".

Dando continuidade, quando C : R x R" — C € uma funcio, usaremos a identificagao

[ ctsmaton = [ ([ comav)an

Ainda, para w em R”, denotamos por C" : R — C a w-secdo a direita da fun¢do C e é definida
como
C"(v)=C(v,w), veR"

Quando cada C" for integrdvel, definimos 11 € R™ — F;, como sendo
Fy(w) = F{C"}(n), weR"
As transformadas Fourier de F,, e C estdo relacionadas como vemos a seguir.

Proposicao 3.1.2 Se C:R"™ x R" — C é continua e integrdvel, entdo
F{CY(,u) = F{Fy}(u), (M,u)eR"xR".

Demonstracao: Inicialmente, fixamos (1,u) € R™ x R e assumimos que C é continua e in-
tegravel em R x R". Entdo, pelo Teorema de Fubini-Tonelli, a fun¢do C" € integravel em R,

enquanto a integrabilidade de F;, € garantida pela desigualdade

L o= s |

Assim, as igualdades

1
dw < W/me IC(v,w)|d (v, w).

/ e~ C (v, w)dv

F{Ctu) = W /Rmen =M+ (3, w)d (v, w)
- (2;)” ( T /2 "<ﬂ>V>CW(v)dv> dw
fazem sentido e implicam na afirmag¢do da proposi¢ao. |

Colecionamos as propriedades recorrentes da transforma Fourier que nos serdo titeis.
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Proposiciio 3.1.3 Sejam f,g € L' (R™). Valem:
(1) F{f} é continua em R™.
Q2) Jen FLHW)g(W)dw = [ f(w) F{g}(w)dw.
3) F{(=v)}Hw) = e N FLfH(w), v,w e R™.
Demonstraciio: As provas estdo em [21, p. 249-251]. ]

Para efeitos da Proposicdo 3.1.4, a k-ésima funcgdo da sequéncia (gi) € definida pela Gaus-

siana normalizada g; : R” — R dada por

k m/?2
s = (£)" et emn

Recordamos também que uma fungdo f : R” — R € suavemente decrescente quando existir

um escalar M e um inteiro nao negativo / tal
F) <My quando [|v[| = ee.

Destacamos as propriedades requeridas para (g ) para algarmos nosso objetivo.

Proposicao 3.1.4 As seguintes propriedades valem para (gy):
(1) Cada gy é positiva definida sobre R™.
@) el =1k=1,...
3) Fla) = 2n) 2 /0 =1, ...
@ F{Fla}t =g k=1,...
(5) Se f € LY (R™), entdo F{f} é suavemente decrescente.

(6) Se f é continua em R™ e suavemente decrescente, entdo f(w) = klim FWgr(v—w)dv,
—oo JIRM
we R™

Demonstracao: A propriedade (1) provém do Exemplo 2.3.1 e do Teorema 2.6.1. A segunda
segue da Proposicao 3.1.1. Os itens (3) e (4) sdo obtidos da Proposicdo 3.1.1. A afirmagao (5)
estd em [21, p. 249] e a sexta em [58, p. 56-57]. [ |

Sob condi¢des apropriadas, obtém-se a funcdo original a partir da sua transformada por

meio da transformada inversa.
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Proposi¢ao 3.1.5 Seja f uma fungdo continua de L' (R™). Valem:

(1) Se F{f} € LY(R™), entdo

! / F{fHw)e " dw, veR™

f(V)ZWR

(2) Se F{f} é ndo negativa, entdo F{f} € L'(R™) e f é dada pela integral acima.

Demonstracao: A prova de (1) € encontrada em [22, p. 111], enquanto que a prova do segundo

item € encontrado em [54, p. 15]. [ |

Uma observagao importante é o fato que sob a hipdtese (2), a funcao f € positiva definida
sobre R, conforme a Proposi¢do 2.4.2.

O teorema a seguir € de suma importancia para este trabalho. Ele exibe uma classe de
funcgdes positivas definidas que possuem transformada Fourier ndo negativa e reciprocamente.
A prova serd exibida, uma vez que ndo a encontramos na literatura. Portanto, trata-se de uma

contribui¢do. O lema seguinte servirad de auxilio.

Lema 3.1.1 Se u é uma medida de Borel e finita sobre R™, entdo

/ / ¢ i) =0l gy ay :/ / el =il =0l gy gu(m) (o > 0), w € R™.

Demonstracao: Assuma que u € como na hipdtese. Entdo,

fio oo

onde u(R™) é finita. Agora, usando a Proposi¢do 3.1.1, vemos que

fo o

Portanto, o lema segue do Teorema de Fubini-Tonelli. [ |

. _ _ 2
) pi{vaw) y—lv]

dum)dy =u(R") [ e~IPay,

m

. . 2 m/2
o100} =i{vaw) v

dum)dv = u(R") (%)

Teorema 3.1.1 Seja f uma fungdo continua e integrdvel em R™. Entdo, a fungdo f é positiva

definida sobre R™ se e somente se F{f} é ndo negativa.

Demonstracao: Assuma que f € continua e positiva definida sobre R™”. Entdo, invocamos o

Teorema de Bochner para expressar

)= [ éVautm), vern,
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onde u é uma medida de Borel, finita e positiva sobre R”™. Como a continuidade de F{f} é
garantida pela Proposi¢do 3.1.3, pelos itens (5) e (6) da Proposicdo 3.1.4, a sequéncia (g;) pode

ser usada para deduzir que

Ay = lim [ T 0gelv—widv, wER",

Agora, os itens (2) e (3) da Proposicao 3.1.3 justificam as igualdades

Fi) = lim [ 0T (o~ w)H0)dv
= lim [ fO0)F{g}(v)e Mdy

k—yoo JRM

= l}im/ / M eI Lo V(W) du(m)dv, weR™.
—>00 m m
Usamos a Proposi¢do 3.1.4-(3) para ver que F{gr} = (27:)_”1/26_”'”2/(4") e, em seguida o

Lema 3.1.1 para inverter a ordem de integracao da ultima integral dupla, obtendo

k—yo0

F{f}(w)= lim - [/me_i<v’w_n>7{gk}(v)dv] du(m), weR™

Recordando a defini¢do de ¥ e auxiliados pela Proposi¢ado 3.1.4 -(4), vemos que

@) " PF(FYw) = lim [ F{F (b ov—mdutn) = fim [ gew—m)du(n), w € R”.

—o0 JRM

Como as fungdes g; sdo ndo negativas e u é positiva, a afirmacao sobre F {f} ocorre.
Reciprocamente, suponha que f é continua, integravel em R™ e F{ f} > 0. Ento, a Proposico

3.1.5 mostra que ¥ {f} € L'(R™). Pela mesma proposi¢io

1

f(v) = (2E)m/2

/ FLAMWE M dw, veR™
Agora, a positividade definida de f segue da Proposi¢cao 2.4.2. Portanto, a prova do teorema

esta finalizada. [ |

3.2 Positividade definida sobre espaco-temporal

Os assuntos tratados nas proximas secoes, autorelacionam-se e constituem a parte principal
deste trabalho. Portanto, todas as se¢des precedentes foram preparatdrias para o que vird na
direcdo do fechamento da dissertagao.

Nesta secdo, investigamos o principal resultado do artigo [17] datado de 1999 devido a

Cressie-Huang, contando com mais de 696 citacdes em trabalhos publicados. A nomenclatura
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“espago-temporal’ que usamos, refere-se ao produto cartesiano
R"xR={(vt) :veR"teR}

ou mais geralmente,
R" xR" = {(v,w) : ve R", we R"}.

Mais uma vez a identificagao

/Rmch(v,W)d(v,W) = /n (/mC(v,w)dv) dw

serd usada. A notacdo C para as funcdes tratadas aqui € inspirada na Teoria Probabilistica, onde
a classe de funcdes que lidaremos nesta parte, 14 servem de modelo em processos de random,
onde normalmente C € denominada funcdo de covaridncia.

A versao da Defini¢ao 2.2.1 quando X = R™ x R" vem a seguir.

Definicao 3.2.1 A fungdo C: R™ x R" — C é positiva definida quando o niicleo
(v,w,v' W) € (R™ xR"M? = C(v—v,w—w')

é positivo definido sobre R x R".

O Teorema Cressie-Huang estabelece uma correspondéncia biunivoca entre a classe de
fungdes acima introduzidas com certas funcdes positivas definidas com representacdo integral.
Chamamos a aten¢do para o fato que a versao do teorema que provaremos ndo € encontrada na
literatura. Nosso teorema € mais geral do que a versao cotada por Gneiting, sendo nossa prova

comparativamente mais simples ([23]). Para tanto, recordamos que

1
(Zn)m/Z

Fy(w) = /m MYy, w)dv,  (M,w) € R" x R".

Teorema 3.2.1 Seja C : R™ x R" — C uma funcdo continua e integrdvel. Sdo equivalentes:

(1) A funcdo C é positiva definida sobre R™ x R".
2) F(C)(m,u) >0, (n,u) € R" xR".
(3) Para cadam € R™, F, é positiva definida sobre R".

(4) Para cadan € R™, F{Fy}(u) >0, uc R"

Demonstracao: Fixemos (n,u) € R” x R" e comecamos usando a Proposi¢do 3.1.2 para ver

que as fungdes Fy, sdo integraveis em R” e a igualdade

F{CY,u) = F{F}(u), (M,u) eR"xR"
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ocorre. Como, para cada w € R”, a fungio v € R” — e~“M")C(v,w) é dominada por C(-,w) €

L'(R™), pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

lim [ e "My, w)dv = (2r)™ 2 Fy(wo),

wewy JRm

para wo arbitrariamente fixado em R". Logo, as fun¢des Fy, sdo continuas em R". Portanto, as
equivaléncias entre os itens do enunciado sdo consequéncias do Teorema 3.1.1 e da igualdade

do inicio da prova. |

Esta caracterizacdo é um ponto crucial em muitos resultados importantes dentro de con-
textos em que as funcdes requerem dominios do tipo espago-temporal. Os exemplos mais
significativos sdo as modelagens que ocorrem para a resolu¢do de problemas em Teoria Es-
tocastica. Entretanto, ndo abordamos este tipo de exemplo para nao desfocar dos objetivos
desta investigacao.

Para finalizar a se¢do, destacamos os pontos em que a versdao do Teorema de Cressie-Huang

aqui provado difere da versdo provada por Gneiting.

Teorema 3.2.2 Seja C : R™ x R" — R uma funcdo continua, limitada, simétrica e integrdvel.
Entdo, a funcdo C é positiva definida sobre R™ x R" se e somente se, para quase todo n € R",

a fungdo u € R" — F{Fy}(u) é positiva definida.

3.3 Positividade definida da classe Gneiting

Nesta secdo, estudamos a positividade definida da classe Gneiting, isto €, das funcdes radiais

possuindo a representacao entrelacada

2
Glrt) = — f(r—) rt>0.

g()r” \g()

A principio, as fungdes f e g sdo continuas e positivas no dominio [0,e0). Esta classe

mista foi introduzida por Gneiting em [23] e, recentemente, tem se tornado popular devido sua
aplicabilidade a resolugdo de questdes em Geoestatistica que frequentemente fazem uso dessa
classe e, por isso, vem chamando a aten¢cdo de muitos pesquisadores ([24, 25, 42, 43, 44, 46,

52]). Objetivamente, eles t€ém evidado esfor¢os para responder a questao:

Para quais f e g e quatis poténcias p, a funcao de Gneiting é positiva
definida sobre R™ x R"?

Nosso objetivo ndo € o de investigar profundamente este problema, uma vez se tratar de

um assunto em plena expansao com geracao de muitos trabalhos na atualidade ([39, 41, 57]).
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Por isso, vamos nos ater tdo simplesmente a esta classe como foi originalmente introduzida por
Gneiting.

A definicao de funcao positiva definida no sentido radial esta a seguir.

Definicao 3.3.1 A fungdo continua H : [0,00) x [0,00) — C é positiva definida sobre R™ x R"
quando o niicleo radial (v,w,v',w') € (R™ x R")2 = H(||v—V'||,||w]|) 0 é.
Frisamos que nossa apresentada para o teorema a seguir € mais simples, uma vez que as

fun¢des da prova de Gneiting sdo construidas de modo intrinseco.

Teorema 3.3.1 Se ¢ : [0,00) — [0,00) é completamente mondtona e h : [0,0) — (0,00) € condi-

cionalmente negativa definida sobre R, entdo

r2
6(t) = 10 (77 )« ()€ 0.) X0

€ positiva definida sobre R™ x R.

Demonstracao: Inicialmente, usamos o Teorema 2.6.1 para ver que a fungao

efrz/(s

r € [0,00) — (6>0)

€ positiva definida sobre R"”. Em particular, cada fung¢ao

e—srz/h(t)

re [O,M)HW

s>0,t>0
¢ positiva definida sobre R, para toda fung@o % : [0,00) — (0, o). Por outro lado, a Proposi¢do
3.1.1 nos conduz a representacdo integral

e—SIVI/h() B 1
h(t)m/Z o Zm(ns>m/2

/ 1) = IWIPHO/ @) gy 550, (1) € R x [0, 00).

Agora, para cada w € R™, o niicleo (v,V/) € R" x R" — e~ Hwr =) ¢ positivo definido. Por
outro lado, se & é condicionalmente negativa definida sobre R, entdo pelo Teorema 2.7.3, a
fungdo radial 7 € [0,0) — e~ IWI*h(6)/(45) ¢ positiva definida sobre R, sempre que s > 0e w € R™.

Entdo, do Lema 2.1.2, inferimos que as fungdes
(V,Z‘) eR™ x [0,00] — e*’.<wv">e*||WH2h(f)/(4S), s>0

sdo positivas definidas sobre R x R. Equivalentemente, as func¢des

—srz/h(t)
e
(r,1) € [0,00) X [0,00) — W 7 0
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sdo positivas definidas sobre R"” x R. Portanto, assumindo que ¢ é completamente mondtona,

vemos que a fungao

1 }"2 ooe—srz/h(l)
(V‘,Z‘) S [0700) X [0700) = h(t)’"/z(p (h(l)) = 0 Wd,u(s)

¢ positiva definida sobre R™ x R, onde u é como no Teorema de Bernstein. |
Imitando os passos da prova anterior, estendemos a classe de Gneiting sobre R x R”".

Teorema 3.3.2 Se a fungdo @ : [0,00) — [0,00) é completamente mondtona e h : [0,00) — (0,00)

é condicionalmente negativa definida sobre R", entdo

rZ
0(t) = 1az0 (57 ) () € 0.9 x 0.

é positiva definida sobre R x R".

Agora, comparamos o teorema acima com a versdao de Gneiting. De fato, observando-se
o comentdrio que segue o Teorema 2.7.3, a classe introduzida por Gneiting vem a seguir. Na
verdade, ela consiste em substituir 4 da versao anterior por uma funcdo de Bernstein composta
com 2, sendo uma classe mais restrita que as & que sdo condicionalmente negativas definidas,

conforme destacado no fim do Capitulo 2.

Teorema 3.3.3 Se ¢ : [0,00) — [0,00) é completamente mondtona e  : [0,00) — (0,00) € uma

fungdo de Bernstein, entdo

G(rt) =

()2 (w<r2>
é positiva definida sobre R x R".

Demonstraciio: Segue diretamente do teorema anterior, uma vez que ¢ € [0,00) — y(¢2) é con-

dicionalmente negativa definida sobre R". |

Encerramos a secao exibindo uma prova alternativa da classe de Gneiting, em que o Teorema

de Cressie-Huang € o ingrediente essencial.

Teorema 3.3.4 Se ¢ : [0,00) — [0,00) é completamente mondtona e h : [0,0) — (0,0) € condi-

cionalmente negativa definida sobre R", entdo

r2
G(r) = 1575 © () €0 [0

€ positiva definida sobre R™ x R".
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Demonstracao: Consideremos, para cada a > 0, a funcao

,
—s

G

—az € "V

h(t)m/Z’

(r,t) € [0,00) X [0,00) — H(r,t) = ¢ s> 0.

Obviamente H € continua em todo seu dominio. A seguir, usamos a Proposic¢ao 3.1.1 para ver

que

e h s 7.cm/2
o —h(t)m/zdu = 2 s> 0.

Pela mesma proposicao,

lm+n)/2

[ al o) = "o [ oty -
R/ xR ’ ’ /2 Jgn on/2gnj2’

mostrando que (u,v) € R” x R" — H(]|u||, ||v||) é integravel, sempre que s > 0. Na sequéncia,
utilizamos uma vez mais a Proposicao 3.1.1 para expressar

2
o/ 2 2h(t)
—at | s

/ e H (] 0)du = =M 550, (w,0) € R x [0,00)
Rm S

Pelo Teorema 2.7.3, para cada s > 0 e /i : [0,00) — [0,0) condicionalmente negativa definida

[lw

il _ 2 ~ .. .
i eve R — e M sd0 funcdes positivas definidas,

sobre R”, as fungdes v € R" — eIVl

implicando, pelo Lema de Schur, que

I 7 I g N
veR" — e i e

¢ positiva definida sobre R", quando s > 0 e w € R™. Pelo Teorema 3.2.1, concluimos que a
funcdo (u,v) € R™ x R" — H(||ul|,||v||) € positiva definida sobre R x R". Entao, recordando

o Teorema 2.2.1, vemos que

2

¢ 0
(F,I)E[O,W)X[O,W)Hw, SZO

N

€ positiva definida sobre R x R”. Como integracdo em s preserva positividade definida, se
v é a medida finita e positiva em [0,0) que representa a fun¢do completamente monétona @ :

[0,00) — [0, 00), garantida pelo Teorema 2.7.1, entdo

2 1

< 1 _r2 2
b e " dv(s)zh(t)m/Z(p(h(t))’ (1) € [0,00) x [0,22)

¢ positiva definida sobre R” x R”. Assim, a prova estd finalizada. |
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A seguinte questao chamou nossa atencao durante a pesquisa, cuja resposta nao sabemos:

A posividade definida de G ocorre quando r* for substituida por uma

funcao condicionalmente negativa definida sobre R"?

Corolario 3.3.1 Let X and Y be nonempty sets, ¢ : (0,00) — R a bounded and completely mo-
notone function, g : X x X — (0,00) a kernel in CND{(X), and h: Y XY — R an exponentially
positive definite function. If r > 1/2, then the kernel G : (X x Y)?> — R given by

G((x3), (¥7)) = ———0 (’“@’”2) ,

g(x7x/)r g(x,x’)

belong to PD1(X X Y).

Para encerrar a secdo, citamos um exemplo que € justificado pelo teorema anterior, auxiliado
pelo Exemplo 2.7.1 - (1).
Exemplo 3.3.1 A funcdo radial

1
m=1/32 342

é positiva definida sobre R x R".

G(”,I): (r,t)G[O,OO)X[O,OO)

Averiguacao: Basta notar que

r2
0(t) = 1rors@ (755 ) () € 0.9 x[00)

em que h(t) = 1% é condicionalmente negativa definida sobre R” e ¢(s) = (145)~1/2, 5 >0

. [N

completamente mondtona.

3.4 Positividade definida sobre esfera-temporal

Da mesma forma que positividade definida foi estudada sobre espago-temporal, na se¢ao
anterior, aqui o mesmo sera feito para esfera-temporal. A motivagao para o estudo apresentado
nesta parte do trabalho vem de White e Porcu ([61]).

A nomenclatura ’esfera-temporal’ refere-se ao produto cartesiano

S"xR={(n,u) : n€S"uck}
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ou mais geralmente,
S"xR"={(n,v) :neS",veR"}.

Consequentemente, o conjunto [0, 7] x R, também, é frequente nesta secao.
Quando C: [0,m] x R — C ¢é uma funcdo e 0 esta fixado em [0,n], escrevemos (y para a

fungdo 0-secdo (g : R — C definida por
GCo(u) = C(B,u), uck.

A versdo da Definicdo 2.2.1 quando X = S” x R vem a seguir, onde d,, é a distancia

geodésica sobre a esfera como em (2.1).

Defini¢ao 3.4.1 A funcdo C : [0,n] x R — C ¢ positiva definida quando o niicleo
(vu,v' i) € (S™" X R)? = C(dp(v,V),u—u')
€ positivo definido sobre S™ x R.

Uma extensao do Teorema de Shoenberg (Teorema 2.5.1) como transcrito na sequéncia foi

recentemente provada por Berg e Porcu ([10]).

Teorema 3.4.1 Seja C : [0,7] x R — C uma fungdo continua. Entdo, a fun¢do C é positiva

definida sobre S™ x R se e somente se

C(O,u) = Zfﬁ(u)g,i"(cose), C(0,0) < oo,
k=0
onde as fungoes f;"' sdo positivas definidas sobre R.

Auxiliados pela Proposi¢do 2.5.2, inferimos que as fungdes f;" da expansdo acima possuem

a representacdo integral

(m+2k— 1)P"()((m+1)/2)
VA (m— 1)T(m/2)

Frisamos que as func¢des definidas por esta integral serdo sistematicamente usadas nesta se¢ao,

fit(u) = /On C(8,u)G"(cosB)sen™ 1040, ucR. (3.1)

sem menciona-la.

Registramos duas consequéncias imediatas do teorema precedente.

Corolario 3.4.1 Seja C:[0,7] x R — C uma fungdo continua e positiva definida sobre S™ x R.

Valem:

(1) As fungbes fi" sdo continuas em R.
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@) C(0,1)| < o, (8,u) € [0,7] X .

A partir da positividade definida de C, exibimos uma condi¢ao suficiente para que as funcdes

0 € [0,n] — F{G}(t) sejam positivas definidas sobre S™.

z

Teorema 3.4.2 Seja C : [0,7] x R — C wma fun¢do continua e positiva definida. Se Z |
k=0

integrdvel em R, entdo as funcoes
0c[0,n]— F{G}(t), T€R

sdo limitadas e positivas definidas sobre S™.

Demonstracao: Assuma a hipotese sobre C. Entdo, as fungdes f;" sdo positivas definidas sobre

R. Além disso, se

L X lrwlan<e

entdo (p e cada f}" sdo integraveis em RR. Para continuar a prova, fixamos T € R e notamos que,

para todo inteiro ndo negativo n,

ie*m‘fk( )G (cosB)| < Z|fk |, (0,u) € [0,m] xR.

k=0

A hipétese de integrabilidade do inicio da prova nos permite usar o Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue para justificar que

T{Ce}(’c):(m—l)]/z/ e [Z Ji'(u) Gy (cos©) ] du= Z FL () G (cosB), 6€0,7].
Logo,
1F{Co}(v) 1/2/ L 1 ldu <=, 007

provando a primeira afirmacdo do teorema. Agora, com auxilio do corolario anterior, vemos
que as fungdes f;" sdo continuas, integrdveis e positivas definidas sobre R. Consequentemente,
pelo Teorema 3.1.1, as transformadas F { f;"} sdo ndo negativas. Portanto, a segunda afirmagao

do teorema segue do cldssico Teorema de Schoenberg para S™. |

Notamos que o Lema de Fatou ([21, p. 52]) implica na veracidade da afirmagao

Y[ @i = [ ¥ <

No entanto, a reciproca dessa afirmacao nao ocorre, revelando que a hipétese de integrabi-

lidade do teorema anterior € mais fraca que a do seguinte teorema.
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Teorema 3.4.3 Seja C: [0,7] x R — C uma funcdo continua e positiva definida sobre S™ x R.
Se Z / |f7 (u)| du é finita, entdo as fungdes
k=0/R
0c0,nt]— F{G}(r), t€R
sdo limitadas e positivas definidas sobre S™.
A reciproca do Teorema 3.4.2 é o assunto tratado na sequéncia.

Teorema 3.4.4 Seja C : [0,7t] X R — C uma fungdo continua tal que as fungcdes Cy pertencem
a L'(R). Se as funcoes
0co,n]— F{G}(u), ueck

sdo positivas definidas sobre S™, entdo C é positiva definida sobre S™ x R.

Demonstracdo: Suponhamos que as fungdes 0 € [0,nt] — F{Cy}(u) sdo positivas definidas

sobre S". Logo, pelo Teorema de Schoenberg,
F{Co}(u Z 8 () Gy'(cos8), g’ (u) 2 0, F{Co}(u) <eo, (6,u) € [0, xR,

onde

™8 (v) G{'(cosB)| < g{'(v) < F{Go}(v)

Zem m(y) G (cosB)| < FLG}(v), n=0,1,....

Como F{(p} é ndo negativa, pela Proposi¢do 3.1.5, a fungdo F{(p} € integrdvel em R. Con-

sequentemente, o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue justifica a igualdade

/R U F (G} (V)dv =Y [ /R g (y )dv} (cosB),  (8,u) € [0,7] x R.

k=0

Desde que a integrabilidade de F {(y} implica na de ¥ {(y}, pela mesma proposi¢do

C(6,u) = Co(u 1/2 Z {/ gl (v dv] 7' (cos0), (0,u) € [0,m] x R.

Como g} € ndo negativa, pela Proposicdo 2.4.2, os coeficientes da expansdo anterior sdo fungdes

positivas definidas sobre R. A convergéncia de

T | o]
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¢ clara. Portanto, o resultado agora segue do Teorema 3.4.1. |

A seguir estd uma condi¢@o suficiente para que as fungdes f;" sejam positivas definidas.

Teorema 3.4.5 Seja C: [0,7t] x R — C wuma funcdo continua tal que Cy é integrdvel em R. Se
as fungoes

0clo,n]— F{G}(u), uck

sdo positivas definidas sobre S, entdo as fungdes fi" sdo positivas definidas sobre R.

Demonstracio: Suponhamos que 6 € [0,7] — F{Go}(u) (u € R) é positiva definida sobre S™
e F{G} € L'(R). Logo, para cada u € R, pelo Teorema 2.5.1,

—{F{Ce} ng gk COSG) gkm(”) Z 07 —{]:{CO}(M) < oo, S [Oan

onde

g = M DR DT+ 1)/2)
S T R (- DL (my2)

Como na prova anterior, as fungdes 7 { Gy} s@o integraveis em R. Entdo, pela Proposicao 3.1.5,

/f{Ce}( )GM(cosB)sen™ 1040, ucR.

C(0,u) = ;1/2 /R N F{Col(Wdv,  (8,u) € [0,7] x R,

(2)m)
Logo, o Teorema de Fubini-Tonelli € a defini¢do de f;" como em (3.1) mostram que, para cada

uck,

(m+2l-1)P"(1)I'((m+1)/2)
nt(m—1)T(m/2)v2
(m+21-1)P"()I'((m+1)/2)

= RV fe U FAGHY)G'(cos8)sen” 1046 .

Ji" () /OTC {/ ei”VT{Ce}(v)dv} G (cosB)sen™ 1040

Empregando a soma do inicio da prova, obtemos, entao a igualdade

/0 nT{Ce}(v)g;"(cose)senmflede: / Z g (v) G (cos8) G (cosB)sen™ " 10.d6.

que mediante o uso do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, torna-se

/OET{CG}(V) G (cosB)sen™ 1040 = i g () /07t G (cos8) G (cosB)sen™ 104d6.
k=0
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Agora, a ortogonalidade dos polindmios de G;" garantida pela Proposi¢do 2.5.2, implica em

VA (m— 1)C(m/2)
(m+21-1)P"(1)I((m+1)/2)

/On F{G}(v) gl’"(cosﬁ)sen’"—lede = gl (v).

Em consequéncia,
1 .
m _ uy
j} (l/t) - (275)]/2 /Re 81 (V)dV.
Agora, segue do Teorema 3.1.1 que F {(y} € ndo negativa. Assim, pela Proposi¢do 2.4.2, cada

Ji' € positiva definida sobre R. [

Finalmente, os resultados obtidos nesta secdo estdo sintetizados no teorema a seguir, exi-

bindo condi¢des necessdrias e suficientes para que (C seja positiva definida.

Teorema 3.4.6 Seja C : [0,n] Xx R — C uma fungdo continua tal que Cy e Z |fi'| sdo in-
k=0
tegrdveis em R. Sdo equivalentes:

(1) C é positiva definida sobre S™ x R.
(2) As fungdes 8 € [0,7t] — F{Co}(u), u € R sdo positivas definidas sobre S™.

(3) As fungdes f;" sdo continuas, positivas definidas sobre R e a soma, cujo termo geral é

17(0), € convergente.

Demonstracao: A implicacao de (1) para (2) é o Teorema 3.4.2, enquanto que de (2) para (1)
segue do Teorema 3.4.4. Como a equivaléncia entre (1) e (3) € o Teorema 3.4.1, a demonstracao

esta concluida. |
As provas acima podem ser adaptadas substituindo S” x R por S x R”.

Teorema 3.4.7 Seja C : [0,7| x R" — C uma fungdo continua tal que Cy é integrdvel em R.

Considere que a sequéncia das fungoes F" definidas por

(m+2k—1)P(1)I((m+1)/2)
VA (m— 1)(m/2)

T
F'"(u) = /0 C(8,u)G"(cosB) sen™ 1040, ucR"

sdo tais que Z |F{"| € integrdvel em R". Sdo equivalentes:
k=0

(1) C é positiva definida sobre S™ x R".
(2) As fungdes 8 € [0,7t] — F{Co}(u), u € R" sdo positivas definidas sobre S™.

(3) As fungdes F" sdo continuas, positivas definidas sobre R" e a soma, cujo termo geral é

F"(0), € convergente.
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Agora, comparamos o Teorema 3.4.6 com outras duas versoes distintas presentes na litera-
tura que nos serviram de motivacdo para esta ultima se¢do. A versao a seguir é devido a White
e Porcu ([61, (2019)Theorem 1]).

Teorema 3.4.8 (White-Porcu) Seja C: [0,7t] x R — C uma funcdo continua e limitada tal que
Z / | [ (u)|du < oo. Sdo equivalentes:
k=07 R"

(1) C é positiva definida sobre S™ x R.

(2) Para quase todo u € R, a fungdo 0 € [0,n] — F{Co}(u) é positiva definida sobre S™.

(3) As fungoes f;" sdo continuas, positivas definidas sobre R e a soma, cujo termo geral é

14(0), é convergente.

Uma versdo mais geral do Teorema 3.4.7 substitui [0,7t] x R” por [0,7] X G, em que G é um
grupo abeliano foi provado em [40, Theorem 1.1]. Entretanto, sua forma adaptada para grupo

aditivo R torna-se uma versao mais fraca do Teorema 3.4.6.

Teorema 3.4.9 (Menegatto-Oliveira) Seja C: [0,7] X R — C uma fungdo continua tal que as

fungoes Co, F{(o} e Z |f"| pertencem a L' (R). Sao equivalentes:
k=0
(1) C é positiva definida sobre S™ x R.
(2) As fungdes 8 € [0,7] — F{Co}(u), u € R sdo positivas definidas sobre S™.

(3) As fungdes f;" sdo continuas, positivas definidas sobre R e a soma, cujo termo geral é

f7(0), é convergente.

Portanto, a conclusao nos trés versoes citadas coincidem, entretanto o conjunto de hipoteses
em cada versdo € distinto. A versdo de White e Porcu nio pressupde a integrabilidade de (G,

mas nao compreendemos a prova que eles exibem.

3.5 Positividade definida via transformada de Bessel

O objetivo desta secdo € o de construir fungdes positivas definidas que também possuem
féormula entrelacada como aquelas da classe de Gneiting, mas diferentes destas. Isto é possivel
pela transformada de Bessel. As referéncias basicas aqui sao [33, 41].

Iniciamos, introduzindo formalmente um tipo especial de funcdes radiais. A funcdo de
Bessel de primeira espécie associada 2 esfera S”~! ou de ordem (m —2)/2 (m > 1) dada pela

integral

m—2)/2 rl
#) (f)( / / cos(rs)(1—s)"=324s. r>0.
0
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Definicao 3.5.1 A funcdo de Bessel normalizada de indice m > 1 é definida por
-2)/2
r (%) (2)(}" / J(m—2)/2<r)v r>0,

1, r=0.

Observamos que quando m = 1, a fungiio anterior também tem sentido. Neste caso, S° =
{—=1,1} e Q(r) = cosr, r > 0 ([60]). O lema técnico a seguir serd util para a prova da

proposi¢do subsequente.

Lema 3.5.1 Seja m um inteiro maior que 1. Se w € R™, entdo

27.c(m—1

)/2 1
P 1) = g7y [ AWl (=) s

para toda fungdo f tais que estas integrais convirjam.

Sm—l

Demonstracao: E o Lemma A.5.2 em [19]. [ |

Note que € consequécia imediate deste lema, a igualdade

1 ”W” m=2)/2 —i{v,w) m
S22l = 3=z (45 Lo e o (), weR™ {0,

motivando a proposi¢do a seguir.
Proposicao 3.5.1 Se m é um inteiro positivo, entdo Q,, é positiva definida sobre R™.

Demonstracao: Primeiro, notamos que Qi (r) = cosr é positiva definida sobre R, conforme o
Exemplo 2.6.2. Entéo, assumimos que m > 1 e usamos a representag¢do integral de J,,_7) /> para

expressar
L(m/2)

VL ((m—1)/2)

[
Qu(r)= /_1 e (1—s2) 3245, r>o0.

Pelo lema precedente,

r 2 I
Qullv—wl) = e 2L [l 29 g
VEL((m—1)/2) J-1
_ I'(m/2) i(v—w,m)t "
B 2m/2 /gml € dGm—l(Tl), vw e R™,
A afirmagdo da proposigéo, agora, é evidente. -

Recordamos que pela Proposi¢do 2.4.1,
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sempre que f : [0,00) — R € uma fung¢@o positiva definida sobre R™. Em particular, sem perda
de generalidade, consideramos f(0) = 1, sempre que f é uma fun¢do ndo identicamente nula,
nesta classe.

A conexdo entre as duas classes de funcdes definidas acima € o assunto do proximo resultado
que € devido a Schoenberg ([49, 1938]).

Teorema 3.5.1 A fungdo continua f : [0,00) — R tal que f(0) = 1 é positiva definida sobre R™

se e somente se
10)= [ Quiriav(s), r=o0,
0

onde v é uma medida de probabilidade sobre [0,).

O Teorema 3.5.1 motiva a definicio subsequente, onde denotamos por L} (R) a classe das
fungdes g : [0,00) — R tais que
/ 1g(r) [P 1dr < oo.
0

Definicao 3.5.2 A transformada Fourier-Bessel de ordem (m —2) /2 da funcdo g € L] (R) é a
fungdo

%wxwzéﬂamw@WIM,rzo

O titulo desta sec¢do € justificado pela proposicdo a seguir que consiste de um procedimento

para se construir funcdes positivas definidas.

Proposi¢do 3.5.2 Se g : [0,00) — [0,00) é uma fungdo de L., (R), entdo F,(g) é uma fungdo
positiva definida sobre R™.

Demonstraciio: E consequéncia da Proposicio 3.5.1. [

Fechamos a secdo exibindo uma funcao positiva definida sobre R x R”", possuindo férmula
entrelacada como na classe de Gneiting. No entanto, notamos que o teorema anterior ndo se
aplica a ela, uma vez que a fungdo g que surgird depende de um parametro 6. O exemplo abaixo
foi extraido de [41].

Exemplo 3.5.1 Se 1 : [0,00) — (0,0) é condicionalmente negativa definida sobre R", entdo a

fungdo
e " h(r)

(r,1) € [0,00) X [0,00) 0

€ positiva definida sobre R™ x R".
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Averiguacao: A principio, usamos a férmula 3 de [26, p. 678] com 2v = m — 2 para justificar a
identidade

\/E pm=2)/2 e O
2PN (mt1)/2) ©

/ J(m—Z)/Z(Sr)gc(S)sm/zds = r>0,
0

onde gg(s) = (62 +5%)~("*1/2 (6 > 0). Logo,

% _ _ nl'(m/2) e °
- [ o o2 4 §2)(m+1)/2gm=1 4o VE c,r>0.
Fulsa}(r) = [ Qulsr)(@® +7) Py tas = SNECEES S o
Fazendo r — 0" na igualdade anterior, concluimos que g5 € L}, (R), para cada 6 > 0. Agora,
pelo Exemplo 2.7.1, as fungdes ¢ € [0,0) > g /(s) sdo completamente monétonas. Entdo, pelo
Teorema 2.7.3, a composigdo ¢ € [0,00) g\/m(s) = (h(r) +s%)~(m+1/2 & positiva definida
sobre R”, sempre que & : [0,00) — (0,o0) é condicionalmente negativa definida sobre R”. Por
outro lado, pela Proposi¢do 3.5.1, as fungdes r € [0,00) — Q,,(rs) sdo positivas definidas sobre

R™. Logo, invocando o Lema 2.1.2, vemos que as fun¢des
(1) = Qu(sr) (h(t) +s2) D20 5> 0

sdo positivas definidas sobre R” x R”. Como a integracdao em s nao afeta positividade definida,

o exemplo segue. [

A referéncia [26] exibe tabelas de integrais em termos da funcdo de Bessel, como a utilizada
no inicio da averiguacdo acima. Consequentemente, outras fungdes positivas definidas podem
ser construidas ou sobre R” ou sobre R x R". No primeiro caso, a Proposi¢dao 3.5.2 torna-se

um ingrediente 1til, enquanto que no segundo, a construcdo € feita como no exemplo acima.
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