UNIVERSIDADE FEDERAL DE ITAJUBA

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

Consideragoes sobre espacos-tempos LRS Bianchi-I

William Osnayder Clavijo Esquivel

Orientador: Prof. Dr. Leandro Gustavo Gomes

Durante o desenvolvimento deste trabalho o autor recebeu auxilio financeiro da CAPES

ITAJUBA, 1 DE JUNHO DE 2020



UNIVERSIDADE FEDERAL DE ITAJUBA

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

Consideracoes sobre espacos-tempos LRS Bianchi-I

William Osnayder Clavijo Esquivel

Orientador: Prof. Dr. Leandro Gustavo Gomes

Dissertacao submetida ao Programa de P6s-Graduagao em

Matematica como parte dos requisitos para obtencao do

Titulo de Mestre em Ciéncias em Matemaéatica

Area de Concentragao:

Geometria e Topologia

ITAJUBA - MG

1 DE JUNHO DE 2020



Dedico este trabalho aos meus pais, Ferney Clavijo e Maria FEsquivel.



Agradecimentos

Antes de tudo, quero agradecer ao professor Leandro Gomes por ter paciéncia suficiente
e aceitar o desafio de colaborar comigo por meio da orientacao neste trabalho. Agradeco
aos meus pais que forneceram apoio incondicional e companhia nessa ardua jornada.
Também, quero agradecer a todos os meus colegas e amigos que, direta ou indiretamente,
me ajudaram neste processo. Por iltimo, e mais importante, agradeco a Natalia Saavedra,

sem ela nao poderia ter atingindo este logro de minha vida.

i



111

Epigrafe.



Resumo

Neste texto estudamos as equagoes de Einstein em espagos-tempos espacialmente pla-
nos (Bianchi-I) que sdo dotados de uma simetria extra, a saber, localmente rotacional
(LRS). Desenvolvemos uma nova representagao local de coordenadas na qual usamos as
componentes do tensor de energia-momento diretamente na métrica, sendo a densidade
de energia p a coordenada tipo "tempo". Como aplicacao, sao obtidas classes gerais de
solucoes exatas, que sao de interesses fisico e mateméatico. Em particular, é fornecida a

solucdo geral com um fluido perfeito barotropico, p = p(p).

Palavras—chave: Equacoes de Einstein, solugoes exatas, Espacos-tempos Bianchi-I.
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Abstract

In this text we study the Einstein equations in the spatially flat spacetimes (Bianchi-I)
which are endowed with an extra locally rotational symmetry (LRS). We develop a new
local coordinate representation where we use the components of the energy-momentum
tensor directly in the metric, the energy density p being the "time" coordinate. As an
application, some general classes of exact solutions are obtained which are of physical and

mathematical interest. In particular, the general barotropic perfect fluid solution is given,

p = p(p).

Keywords: Einstein’s equations, exact solution, Bianchi-I spacetimes.
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Introducao

Em 1915, Albert Einstein divulgou seu trabalho seminal sobre os fundamentos de uma
nova teoria da Gravitacao, a Relatividade Geral, lancando as bases para a cosmologia
moderna. Nele aparece o tensor de Einstein, que relaciona o tensor de curvatura do
espago-tempo com o tensor de energia-momento, ou seja, uma relagao entre a curvatura
do espaco e a matéria que ele admite. Dessa forma podemos estudar o espago-tempo em
questao sob os dois pontos de vista: o geométrico, dado pelo estudo da curvatura, e o
fisico, dado pelo estudo da matéria ([9]).

O espago-tempo (M, g) ¢ uma variedade Lorentziana que admite um 2-tensor simétrico,

denominado o tensor de energia-momento T, que satisfaz a equagao de conservagao
V. TH=0. (1)

O tensor de Einstein G* é formado pelas componentes do tensor de curvatura de g e
também é simétrico e satisfaz a equagao de conservacao acima. As equacoes de Einstein

sao expressas na forma

G, =1 (2)

Se associarmos cada um deles a matrizes m x m simétricas, onde m é a dimensao do

'm(ﬂ;—ﬂ) equagoes independentes ([9], [8], [6]).

espago-tempo, podemos ter no maximo

Essas equagoes de Einstein apresentam alto grau de nao-linearidade, o que dificulta o
trabalho com elas. Porém, existem alguns métodos que permitem reduzir essa dificuldade,
sendo um deles a exigéncia de um alto grau de simetria do espago-tempo, como por

exemplo, da existéncia de folheagoes por hiper-superficies tipo-espaco homogéneas, pilar

viii
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da Cosmologia moderna. Desta forma, somos capazes de diminuir o nimero de equagoes e
até classificar os tipos de espagos-tempos possiveis: Robertson-Walker (RW), Kantowski-
Sachs (K-S), modelos de Bianchi, etc ([9], [8], [6]).

Neste trabalho, nosso interesse recai sobre um tipo especial de espago-tempo do tipo
Bianchi I, que admite uma folheacao por hipersuperficies tipo-espago planas e uma si-
metria rotacional local, denominado espago-tempo LRS Bianchi I ("Locally Rotational
Symmetric"). Desta forma, partimos do ponto de vista matematico, apresentando uma
revisao de conceitos e resultados necessarios e suficientes da geometria semi-Riemanniana
e da teoria de grupos de Lie, tratados nos capitulos 1 e 2, respectivamente. No capitulo
3, que é o mais importante, apresentamos algumas consideragoes sobre a representagao
local da métrica nesses espagos, suas equacoes de Einstein e algumas solugoes particulares.
Estas consideragoes contém abordagens e fatos novos. Neste sentido, fazemos uma apre-
sentagao completa e pouco comum dos espagos-tempos LRS Bianchi-I. Comecamos com
sua definicao mais geral, que necessita da classificacao das algebras de Lie de dimensao 4
com uma subalgebra isomorfa a algebra de isometrias do plano Fuclidiano. Com isso, con-
seguimos provar a existéncia de um sistema de coordenadas adaptados as suas simetrias.
Depois apresentamos um novo teorema que nos permite encontrar varias classes novas
de solucoes das Equacoes de Einstein nesses espacos, todas de interesse nas aplicagoes a
Cosmologia. Por tltimo, apresentamos pela primeira vez as solugoes exatas para fluidos

que satisfazem uma equacao de estado linear.



Capitulo 1

Conceltos 1niciais

Para iniciar nosso estudo relacionado ao espaco-tempo LRS Bianchi-I, precisamos de al-
guns elementos tedricos essenciais para o desenvolvimento dos outros capitulos. Portanto
este capitulo inicial visa fornecer ao leitor os resultados e defini¢des necessarios da geo-

metria diferencial. Tomaremos as referencias basicas [6], [2], []].

1.1 Alguns aspectos de algebra multilinear

Seja E um espago vetorial real de dimensao n. A funcao ¢ : E — R é chamada funcional
linear, o conjunto dos funcionais lineares é chamado espago dual de E e dentado por E*.
Normalmente o dual do espago dual de um espago é o mesmo espago, i.e, (E*)* = E.
inteiros > 0, s > 0 ambos nao sendo iguais a zero ao mesmo tempo. Uma funcao R-
multilinear A : (E*)" x E®* — R é chamado de tensor do tipo (r, s) sobre F, denotaremos
por T7(E) ao conjunto de todos os tensores do tipo (r,s) sobre E. Em particular, ndo
é necessario ter o campo R basta com um anel K, assim, uma funcao K-multilinear

A: (E*)" x E®* — K também é um tensor.

1.1.1 Espacgos com produto escalar

Seja E um espaco vetorial. Uma funcao b : E x F — R é chamada de forma bilinear se

satisfaz as seguintes propriedades:



(i) b(Au+v,w) = Ab(u,w) + b (v,w), para todo A € R e u,v,w € E.
(ii) b(u, \v+w) = Ab(u,v) + b (u,w), para todo A € R e u,v,w € FE.
Uma forma bilinear simétrica b, i.e., b(u,v) = b(v,u) para todo u,v € E é:

(a) definida positiva, se para v # 0 se tenha b(v,v) > 0.
(b) definida negativa, se para v # 0 se tenha b(v,v) < 0.
(c) semi-definida positiva, se b(v,v) > 0 para todo v € E.
(d) semi-definida negativa, se b(v,v) < 0 para todo v € E.
(e) nao degenerada, se b(v,w) = 0 para todo w € E implique v = 0.

Definicao 1.1.1. O indice v de uma forma bilinear simétrica b em E € o maior nimero

inteiro que € a dimensao de um subespagco W C E no qual b é definida negativa.

Definicao 1.1.2. Um produto escalar g em um espaco vetorial E € uma forma bilinear

simétrica nao degenerada em E.

Proposicao 1.1.1. Uma forma bilinear simétrica € nao degenerada se, e somente se, sua

matriz em relagao a uma base for invertivel.

Demonstracao. Este resultado é apresentado no lema 19 na péagina 47 de [6]. O
Seja V um espago vetorial e g uma forma bilinear simétrica. Se g é nao degenerada
em V dizemos que V' é um espago com produto escalar.
Um produto interno é um produto escalar definido positivo. Vetores v,w € V sao
ortogonais se g(v,w) = 0, e denota-se v L w. Se W é um subespago de V', considere
Wt =veV:v L w,paratodow € W, W+ ¢ um subespaco de V chamado complemento

ortogonal.



1.2 Campos tensoriais

Considere M uma variedade de dimensao m e T,M seu espago tangente em p € M,
denotaremos ao conjunto dos espacos tangentes como TM o qual é chamado fibrado
tangente. Um campo vetorial em M ¢é uma fungao da variedade em seu fibrado tangente,
ou seja, X : M — TM, tal que para todo p € M, X(p) € T,M, em outras palavras,
a cada ponto p € M associa um vetor tangente a p o qual mora no seu espaco tangente.
Denotaremos o conjuntos dos campos vetoriais em M por X (M). O campo ¢ diferenciével
se a aplicacao X : M — T'M é diferenciavel.

Seja X € X(M), sua representagdo no ponto p num sistema de coordenadas £ =

(21, ..., yp) em uma vizinhanga U C M do ponto p é dada por
- 0
X(p) =) ailp)5 ().

=1

onde cada a; : U — R ¢é uma fungao em U e {%} ¢ uma base para T,M associada
T
ao sistema de coordenadas &. Desta forma X ¢ diferenciavel se e s6 se as funcgoes a;

sao diferencidveis para algum sistema de coordenadas. para cada 1 < ¢ < m. O campo

0
ox;

em U enviando cada p para %(p) ¢ chamado de i-ésima coordenadas do

vetorial
campo vetorial no sistema de coordenadas &.

Vamos a denotar por f(M) as fungoes definidas na variedade M e por F(M) as fungoes
diferenciaveis definidas na variedade M. Se X € X(M) e f € F(M), entdo X f denota a

funcao de valores reais dada por

(XH0) =Y a5 ).

i=1

para todo p € M. Diz-se que X é campo diferenciavel se X f é diferenciavel para
toda f € §(M). Denotaremos o conjunto de campos diferenciaveis por X(M), sob este

podemos definir as seguintes operagoes:

(i) multiplicacao: se f € F(M) entao (fX)(p) = f(p)X(p).

(ii) soma: se X,Y € X(M) entao (X +Y)(p) = X(p) + Y(p).



Desta forma, se X,Y € X(M), entdo fX € X(M) e X +Y € X(M). Isto faz a X(M)
um modulo sobre §(M). Consideremos um sistema de coordenadas £ = (21, ..., Z,,) em

uma vizinhanga U C M do ponto p e X,Y € X(M), as representagoes de X e Y estao
dadas por

m m
0 0
i=1 t j=1 J
Vamos a considerar o que seria um campos avaliado em um outro campo da seguinte
maneira,

B —Of . c% af
=4 (; b 8Ij> s (996 (% Z U D, 8@83&]

)=

- m Oa; Of & O*f
Y=Y (Z ) Z " Oz Ox; l; b Ox;0x;

i=1

Neste caso, podemos ver que X (Y f) e Y(X f) nao pertencem ao espago tangente, as-
sim, se X,Y € M temos que XY ¢ X(M) eY X ¢ X(M), mas continuagao apresentamos
um resultado no qual fazendo uma operagao entre X (Y f) e Y(X f) podemos obter um

campo em M.

Proposicao 1.2.1. Considere X, Y € X(M), entao existe um tnico campos vetorial Z,

chamado colchete de Lie ou comutador, tal que para todo f € F(M), Zf = (XY =Y X)f.

Demonstragao. Este resultado é apresentado no lema 5.2 na péagina 23 de [2]. ]

Proposicao 1.2.2. O colchete de Lie tem as sequintes propriedades:
(i) R-bilinear: [aX + Y, Z] = [aX, Z] + [bY, Z]

(11) Anti simétrica: [X,Y] = —[Y, X]

(ii1) Identidade de Jacobi: [X,[Y,Z]]|+[Y,[Z, X]] + [Z,[X,Y]] =0

Demonstragao. Este resultado é apresentado no lema 18 na pagina 13 de [6]. O]
Para cada p € M, podemos definir o espacgo dual T,(M)* do espago tangente T,(M)
é chamado espago cotangente de p € M. As um-formas w em uma variedade diferencial

M sao os objetos no espaco cotangente, neste sentido dizemos que uma um-forma é o



dual de um campo vetorial. Assim, no sistema de coordenadas £ = (xy, ..., x,,) em uma
vizinhanca U C M do ponto p temos uma base associado ao espago tangente dada por os

campos coordenados {%} e uma base dual associada dada por {dx;}, tal que,
J

Considere X € X(M) e 0 € X*(M), temos que
0

0-(X)=a;0;,onde §; =0-(

81:,;) )

Um campo tensorial A em uma variedade M é um tensor sobre o conjunto de campos
diferenciaveis, X (M), denotaremos o conjunto de campos tensoriais em M por T(M).
Desta forma, considere A € (M), entdo ¢ um campo tensorial do tipo (r,s) se é uma
fungao F(M)-multilinear A : X*(M)" x X(M)* — §(M). Neste sentido, podemos pensar
um campo vetorial sendo um campo tensorial do tipo (0, 1). Se pode considerar A € T(M)
como uma maquina multilinear que quando é alimentada de r um-formas 6%, --- ,0" e s

campos vetoriais Xi, - -+, X, produz uma funcao a valores reais
f=A@0" - 0", X, -, X,) € f(M).

Existe varias maneiras de produzir novos tipos de tensores a partir de alguns dados,
nesse sentido, definiremos o produto entre dois tensores cujo resultado também é um
tensor. Assim, considere A € J(M)’ um tensor do tipo (r,s) e B € J(M)", um tensor

do tipo (', s’), o produto tensorial de A e B é é uma fungao §F(M)-multilinear A ® B :
XH(M) ™+ x X(M)**+*" — f(M), onde

(AR B)(0",...,0"", X1, ..., Xoys) = A0, .., 07, X1, .., X)BO™, 07" X1, o, Xops)

Desta forma, A® B € T(M) é um tensor do tipo (r +1’, s+ s'). Existe uma operagao
notavel chamada contra¢do que reduz os tensores do tipo (r,s) para os tensores do tipo

(r—1,s—1).

Proposigao 1.2.3. Eziste uma tnica funcio f(M)-linear C : J(M)} — f(M), chamada
contragao do tipo (1,1), tal que C(X ® 0) =6 - X para todo X € X(M) e 0 € X*(M).



Demonstragao. Este resultado ¢ apresentado no lema 6 na pagina 40 de [6]. O

Definigao 1.2.1. Se A € J(M)", entio o valor de |fA € J(M)7;1 sobre arbitrarias

s’

um-formas e campos vectoriais € definido por
(|FA)Y(O, .. 0 X, o, Xgp1) = A0 X 07 X X1, Xty o, Xog1)

de onde X} € a um-forma metricamente equivalente a X,. A operagao |} : J(M), —

~

J(M)1 € conhecida como baizamento de indice.

Uma nog¢ao muito importante é aquela de comparar vetores, neste caso, a ideia é dotar
a variedade de alguma forma de comparar os vetores pertencentes ao espago tangente, ou
seja, uma forma de fazer medigoes na variedade, desta maneira se faz uso de formas biline-
ares como uma ferramenta para definir uma estrutura adicional da estrutura diferenciavel
da variedade.

Considere g € T(M) um campo tensorial do tipo (0,2), se g é simétrico e nao dege-
nerado em M cujo indice é constante entao g é chamado tensor métrico em M, assim, g
faz corresponder um produto escalar em 7),(M) para cada p € M, e o indice de g, ¢ o
mesmo para todo p € M. Uma variedade M dotada de um tensor métrico g é denominada
variedade semi-Riemanniana. Vamos a denotar por v o indice do tensor métrico, g, da
variedade semi-Riemanniana M. Assim, temos que 0 < v < m = dimM.

Se o indice igual a cero, v = 0, temos M é chamada variedade Riemanniana. Em
particular, o fato de v = 0 nos diz que seu tensor métrico g é definido positivo, i.e., que
g € um produto interno nos espacos tangentes da variedade.

Se o indice é igual a v = 1 ou v = m — 1, com n > 2, entao diz-se que M é uma
variedade Lorentziana.

Considere um sistema de coordenadas £ = (x4, ..., ;) em uma vizinhanca U C M do

ponto p, fazendo uso dos campos coordenados podemos definir as componentes do tensor
o o

8—%,@) para (1 < 4,5 < m). Desta forma os g;; sdo as

métrico g em u por g;; = g(
componentes da matriz associada ao tensor métrico g. Devido a que o tensor métrico g é
nao degenerado, em cada ponto p € U a matriz (g;;(p)) é invertivel (¢”(p)). Além disso,

o tensor métrico g é simétrico, i.e., g;; = gj;, portanto g = ¢ para 1 < 4,5 < m.



Consideremos um sistema de coordenadas £ = (z1, ..., ;) em uma vizinhanca U C M

do ponto pe XY € X(M), assim,

i 0 = 0
X = a— e Y= bj—.
Z ! 0% Z J Oxj
=1 7=1
Para os campos X e Y temos que o tensor métrico g avaliado em eles vai ter o seguinte

formato

g(X,Y) = Zaibjg(a—m>a—%) = aibjgi;.

i,j=1 i,j=1
Podemos pensar ao tensor métrico g sendo um funcional linear do espago T, M x T, M.

0 d
Tomando uma base deste espago como o produto de campos coordenados {7} ® {%}
teremos associada uma base no seu espago dual dada por dz; ® dx;. Assim, o tensor

métrico pode ser escrito como

m

ij=1
Definicao 1.2.2. Seja p € M e v um vetor tangente do espago tangente em p, ou seja,

veT,M. Dizemos que v €
(i) tipo espago se g(v,v) >0 ouv = 0.
(i1) nulo se g(v,v) =0 e v #0.

(1ii) tipo tempo se g(v,v) < 0.

1.2.1 Derivada de Lie de campos tensoriais

Definigao 1.2.3. Seja ¢ : M — N um mapeamento suave. Se A € J(M)°(N) com
s > 1, deize (¢9*A)(vy, ..., vs) = A(dpvy, ..., dovs) para todo v; € T,(M), p € M. Assim,
¢*A € chamado o pullback de A por ¢.

Definicao 1.2.4. Considere X € X(M), o tensor derivagao £ tal que
(a) £xf = Xf para todo f.
(b) £xY = [X,Y] para todo Y € X(M).

é chamado derivada de Lie relativa a X .



1.3 Elementos de Geometria diferencial

Considere M uma variedade semi-Riemanniana, X,Y,Z € X(M) e f,g € §(M). Uma
conexdo afim V em M é uma aplicacao V : X(M) x X(M) — X(M) que satisfaz as

seguintes propriedades:

(i) §(M)-linear em X : VixiovZ = fVxZ +gVyZ,
(ii) R-linearem Y : Vx(Y +2)=VxY +VxZ,

(if}) Vx(fY) = fUxY + X(f)Y.

O valor em cada ponto p é a taxa de variacao vetorial da direcao, um resultado que

liga estas ideias é apresentado a seguir.

Proposicao 1.3.1. Seja M uma variedade diferencial com uma conexdo afim V. Entao

existe uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial X ao longo da curva

DX

diferencidvel ¢ : I — M um outro campo vetorial =

ao longo de ¢, denominado derivada

covariante de X ao longo de ¢ tal que:

(a) %(X +Y) = % + %, onde Y € um campo de vetores ao longo de c.

(b) %(fX) = Z_{X + f%, onde f é uma funcao diferencidvel em I.

(¢) Se X € induzido por Y € X(M), i.e., X(t) =Y (c(t)), entao Z* = VY.
Demonstracao. Este resultado é apresentado na proposi¢ao 2.2 na péagina 55 de [2]. O

Proposicao 1.3.2. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Uma conexao NV em M é
compativel com a métrica se, e so se, para todo par' Ve W de campos de vetores ao longo

da curva diferencidvel ¢ : I — M tem-se

d DV

—g(V,W) = Q(W

DW

dt

Demonstracao. Este resultado é apresentado na proposi¢ao 3.2 na péagina 59 de [2]. O



1.3.1 Conexao de Levi-Civita

Considere uma variedade semi-Riemanniana M e X,Y € X(M). Uma conexao afim V

em M é dita simétrica quando

VxY —VyX =[X,Y], paratodo X,Y € X(M).

Uma conexao afim V ¢ dita compativel com a métrica quando

X(g(Y,2)) = 9(VxY, Z2) + g(Y,Vx Z).

Neste caso VxY faz referencia a derivada covariante.

O seguinte resultado é considerado como o milagre da geometria semi-Riemanniana.

Teorema 1.3.1. Dada uma variedade semi-Riemanniana M, existe uma tunica conexao

afim V em M satisfazendo as condigoes:

(a) V é simétrica.

(b) V é compativel com a métrica Riemanniana.

Assim, V € chamada conexdo de Levi-Civita da variedade.

Demonstragao. Este resultado é apresentado no teorema 11 na pagina 61 de [6]. ]
Seja M uma variedade semi-Riemanniana e £ = (21, ..., ¥,) um sistema de coordenadas

numa vizinhanca U de M, definimos como simbolos de Christoffel para £ a funcao real

0 “ 0
) = [
va?% (8:%) 1 K a$k
e} el

5 5.-) = 0 e pela condicdo de simetria da conexao de Levi-Civita temos que
? J

¥ em U tal que

Ja que |
k _ Tk

Proposicao 1.3.3. Considere £ = (x4, ..., x,) um sistema de coordenada de U em p € M

e V sua conexao de Levi-Civita, entdo
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(1) Os simbolos de Christoffel estao definidos por:

R L — kn 9gjn | OGin _ 99i;

n=1

(ii)

Demonstragao. Este resultado é apresentado na proposi¢ao 13 na pagina 62 de [6]. O

1.3.2 Curvatura

Proposicao 1.3.4. Seja M uma variedade semi-Riemanniana com sua respectiva conexao

de Levi-Civita V. A fun¢io R : X(M) x X(M) x X(M) — X(M) dada por:
RyyZ = VixyZ — [Vx, Vy|Z (1.1)

€ um campo tensorial definido sobre M de tipo (1,3) chamado tensor Curvatura Rieman-

niana de M.

Demonstragao. Este resultado é apresentado no lema 35 na pagina 74 de [6]. O

Proposicao 1.3.5. Seja M uma variedade semi-Riemanniana e & um sistema de coor-

denadas. As componentes do tensor de curvatura R de M em & sao

“ ort,  ort
l - r i r Tl jk ik
Rijy, = Z (ijrir - Fikrjr) + oz, 8_35] . (1.2)

r=1

Demonstragao. Este resultado é apresentado no lema 38 na péagina 76 de [6]. [

Proposigao 1.3.6. Se z,y, z,v,w € T,(M), entdo
(i) Ry = —Rys .
(it) (Ryyv,w) = —(Ryyw,v) .
(iii) Ryyz + Ry.x + R.,y = 0 primeira identidade de Bianchi.

(Z.U) <nyvv w> = <va$, y> .
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Demonstracao. Este resultado é apresentado na proposi¢ao 36 na pagina 75 de [6]. O

Definigao 1.3.1. Seja R o tensor de curvatura Riemanniano de M. O tensor de curva-
tura Ricci, RIC, de M € a contragio C3(R) € Ty (M) cujos componentes relativos a um

m

sistema de coordenadas sio R;j = R}, .

Definicao 1.3.2. O escalar de curvatura R de M ¢é a contragio C(RIC) € f(M) do seu

k

tensor de Ricci, em coordenadas R = g" R;; = ginzjk.

Existem muitas maneiras de escolher uma expressao que dependa do tensor de curva-
tura e o tensor energia-momento, mas foi o Einstein que conseguiu uma relagao razoavel

para isto, nesta forma ele fez a seguinte consideracgao.

Definicao 1.3.3. Considere uma variedade M, definimos o tensor de Einstein como

Gab == Rab — (1/2>R9ab-



Capitulo 2

Espacos homogéneos

No século passado houve um grande salto na compreensao do nosso universo. Isso gerou
a criacao de diferentes modelos cosmolégicos que poderiam descrever suas caracteristicas
em larga escala, consolidando assim as bases da cosmologia moderna, e em particular,
destacando-se o agora nomeado modelo padrao da Cosmologia. Ele procura replicar duas
propriedades observadas em larga escala: homogeneidade e isotropia. Isto implica que as
mesmas propriedades fisicas podem ser observadas em qualquer lugar e dire¢cao no espaco.
Com base nisto, neste capitulo focalizaremos o estudo na parte matemética que descreve
essas simetrias fisicas, a saber, conceitos envolvendo grupos de Lie, suas dlgebras de Lie,
suas agoes em variedades semi-Riemannianas, grupos de isometrias e espagos homogéneos.
Sao eles necessarios para entender e desenvolver os fundamentos mateméticos por tras dos

modelos cosmologicos mais usuais. Tomamos aqui as referéncias basicas 2], [6], [8].

2.1 Grupos e algebras de Lie

Considere (G, - ) um grupo com G uma variedade diferencidvel. Neste caso "-" faz
referéncia a sua operacao de grupo. Para nosso interesse, sob sua estrutura algébrica
podemos definir as seguintes aplicagoes:

(i) Multiplicagdo: ¢ : G x G — G com (a,b) — ¢(a,b) = a - b= ab.

(ii) Inversa de um elemento: ¢ : G — G com a — ((a) = a™'.

12
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Como G é uma variedade, podemos perguntar se as aplicagoes ¢ e ( sao diferenciaveis.
Se isto ocorrer, dizemos que o grupo é um grupo de Lie.
No que se segue, (G, - ) serd sempre um grupo de Lie e, de forma mais enxuta, sera

designado por G apenas. Para todo a € GG, defina as seguintes aplicagoes diferenciaveis:
(a) Traslagbes a esquerda: L, : G — G com b — L,(b) = p(a,b) = ab.

(b) Traslagoes a direita: R, : G — G com b — R,(b) = ¢(b,a) = ba.

(c) Conjugacio C, : G — G com b — Cy(b) = LyoRy—1 = ¢(a,o(b,a™')) = aba™".

Note que, a translagao a esquerda satisfaz L,oL, = Ly, para quaisquer elementos a, b €
G. Em particular, tomando o elemento neutro do grupo e € G, ele tem a caracteristica
de que para todo a € G vale p(e,a) = ea = a, isto é, temos que L, = Idg. Além disso,
para cada a € G sua inversa a~! satisfaz ¢(a™!,a) = a7'a = e, isto &, L, tem uma inversa
dada por (L,)™! = L,-1, ja que Ly 0 Ly, = Idg = L.. Como ela ¢ diferenciavel, desta
forma L, é um difeomorfismo de G. Analogamente R, e C, também sao difeomorfismos
e satisfazem propriedades analogas.

Como G ¢é uma variedade, para cada a € G podemos associar um espago tangente,
denotado por T,G. Em particular, focalizaremos no espacgo tangente do elemento neutro,
T.G, que possui propriedades muito interessantes, a serem discutidas abaixo. Para tal,

precisaremos da seguinte nogao:

Definigao 2.1.1. Uma dlgebra de Lie sobre R é um espago vetorial real g munido com uma

uncao bilinear |,| : g X g —> @, chamada colchete de Lie, tal que para todo X,Y,Z € g
fi bil h d lchete de L ) do X,Y, 7
(i) [[X,Y),Z]+ (Y, Z], X] + [[Z, X].Y] = 0 (identidade de Jacobi).

Um exemplo cléassico de algebra de Lie é dado pelo espaco vetorial de todos os campos
vetoriais em G, X(G), munido do comutador de campos vetoriais, unicamente caracteri-
zado por

(X, Y] f=X-(Y-[)=Y-(X-[),

sendo f : G — R uma funcao diferenciavel e X - f :=df - X.
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Definicao 2.1.2. Um campo vetorial X em um grupo de Lie G € invariante a esquerda

quando dL,(b) - X(b) = X(ab), para todo a,b € G.

Denote por X1,(G) o conjunto de todos os campos vetoriais invariantes a esquerda em
um grupo de Lie G. X[ (G) é fechado pelo comutador de campos vetoriais, e portanto
forma uma algebra de Lie, chamada de a algebra de Lie de G, que denotaremos por g.
A funcao g — T.G que envia cada X € g ao seu valor X (e) € T.G é um isomorfismo
linear. Desta forma, podemos identificar naturalmente a algebra de Lie do grupo G como
sendo seu espago tangente na identidade. Assim, existe uma algebra de Lie canonicamente
associada a cada grupo de Lie. Muito da teoria dos grupos de Lie é obtido ao estuda-los
em termos de suas algebras de Lie.

Dado um grupo de Lie G e H C G um subgrupo algébrico, se além disto H é uma
subvariedade imersa em G, dizemos que H é um subgrupo de Lie. Em particular, H por
si mesmo ¢ um grupo de Lie e, neste sentido, tem associada uma algebra de Lie candnica,
h =T.H. Como subespaco da algebra de Lie g de G, b é fechada para o colchete de Lie,
o que a faz uma subalgebra de Lie de g.

Existem algumas caracterizagoes para decidirmos se um dado subgrupo ¢é subgrupo de

Lie que podem ser tteis. Uma destas é a seguinte:

Teorema 2.1.1. Seja H C G e G um grupo de Lie. Se H € fechado (topologicamente) em
G, i.e., H=H e além disso H é um subgrupo de G, entio H é uma subvariedade merqulhada

de G e portanto um subgrupo de Lie.

Demonstragao. Este resultado é apresentado no teorema 3 na péagina 447 de [6]. O

Uma classe importante de subgrupos de Lie de G ¢ a seguinte:

Definicao 2.1.3. Um subgrupo a um pardmetro em um grupo de Lie G é um homomor-

fismo diferencidvel o de R (sob adi¢do) em G.

Assim o : R — G é uma curva tal que (s +t) = a(s)a(t) para todo s,t. Portanto,

a(0) = e, a(—t) = a(t)™' e a(s)a(t) = a(t)a(s) para todo s,t € R.
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Proposicao 2.1.1. Os subgrupos a um parametro de G sao exatamente as curvas in-
tegrais, comecando em e, dos campos vetoriais invariantes a esquerda em G, i.e., dos

elementos de sua dlgebra de Lie g.

Demonstragao. Este resultado é apresentado na proposi¢ao 10 na pagina 449 de [6]. O
Assim, podemos agora definir o mapeamento exponencial, que liga os elementos da

algebra de Lie ao seu grupo de Lie.

Definicao 2.1.4. Seja g a dlgebra de Lie do grupo de Lie G. O mapeamento exponencial
exp: g — G € definido por X — ax(1), onde ax € o subgrupo a um pardmetro definido

por X € g. Em particular, denotaremos e!* := ax(t).

Dada a defini¢ao acima, temos:

)X _ ot X sX 0 —tX (etX)_l ' (2'1)

Considere GG um grupo de Lie e M uma variedade qualquer. Uma acao a esquerda de
G sobre M é uma aplicagao diferenciavel ¢ : G x M — M com (a,p) — ¢(a,p) =a-p

tal que cumpre as seguintes propriedades:

(i) associativa: ¢(a,p(b,p)) =a-(b-p) = (ab)-p = ¢(ab, p) para todo a,b € Gep € M.
(ii) neutro: ¢(e,p) =e-p = p para todo p € M.

Considere p € M qualquer, Ef ¢ a oOrbita de G em p, isto é, o conjunto de todos
os pontos da forma ¢(a,p) com a € G. Em particular a orbita de G em p, Zf, é uma
subvariedade imersa de M. H,, ¢ o subgrupo de isotropia de p, isto ¢, o conjunto de todos
os elementos de G tal que ¢(a, p) = p. Em particular, o grupo de isotropia é um subgrupo
algébrico topologicamente fechado em G, e portanto, de acordo com o Teorema [2.1.1] é

um subgrupo de Lie mergulhado em G.

Um outro conceito que segue da a¢ao de um grupo de Lie é o de campo fundamental

Xy € X(M) associado a X € g:

Xu(p):=— (e p),_, - (2.2)
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Isto implica, em particular, que ele é caracterizado pelo fluxo F' )t(M (p) =X -p. A

aplicacao X — X); é um anti-homomorfismo de algebras de Lie:
(X, Yy = —[Xur, Yl (2.3)

As agoes de grupo de Lie tem um papel fundamental na implementacao do conceito

de simetria, e portanto, nas aplicagdes & Cosmologia e a Relatividade Geral.

2.2 Grupo de isometrias

Considere (M, g1) e (Ms, go) variedades semi-Riemannianas. Podemos comparar as es-
truturas semi-Riemannianas de M; e M, mediante um difeomorfismo, caso exista. Neste

sentido, diremos que um difeomorfismo ¢ : M; — M5 é uma isometria se

g1 =9¢"g2,
onde o pull-back é definido por

(0% g2)(u,v), = ga(ddp(u), d¢p(v))¢(p), para todo p € My, u,v € T,M;.

Assim, podemos considerar o conjunto das isometrias ¢ : M — M de uma variedade
semi-Riemanniana (M, g), que denotaremos por (M), e que forma um grupo sob a com-
posigao de mapeamentos. Em geral, I(M) # ), ja que a identidade é uma isometria. Se
¢ € I(M) e p € M podemos definir ¢(p) como a acdo natural de I(M) sobre M, i.e.,
p: (M) x M — M com ¢(¢,p) = ¢(p).

Teorema 2.2.1. Seja M uma variedade semi-Riemanniana. O conjunto das isometrias

de M, denotado por I(M), cumpre as sequintes propriedades:
(i) E um grupo de Lie de dimensdo finita.
(ii) A a¢ao natural o : I(M) x M — M é diferencidvel.

Demonstragao. Este resultado ¢ apresentado no Teorema 32 na pagina 255 de [6]. O
Com este resultado podemos associar ao grupo Lie I(M) uma é&lgebra de Lie que

denotaremos por J(M). Considere X € J(M), entdo seu campo fundamental X, em
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M é um campo de Killing de g, i.e., a derivada de Lie da métrica ao longo de X, é igual

a Zero.
d *
Exug = 7 (Fx,)'9),y =0, (2.4)

t A t .
onde Fy ¢ o fluxo do campo Xj;. Em outras palavras, Fy, ¢ um grupo a um

parametro de isometrias.

Proposigao 2.2.1. X € um campo de Killing se, somente se, para todo V,W € X(M) se

tem

X(g(V,W)) = g([X, V], W) + g(V, [ X, W]).

Demonstragao. Este resultado é apresentado na Proposi¢ao 25 na pagina 251 de [6]. O
Utilizando esta proposicao é direto mostrar que o colchete de dois campos de Killing
é um campo de Killing. Desta forma, o conjunto desses campos forma uma subalgebra

i(M) de X(M). Segue um resultado importante:

Teorema 2.2.2. Considere M uma variedade semi-Riemanniana. O conjuntos dos cam-
pos de Killing de M, denotado pori(M), € uma dlgebra de Lie com o colchete de campos

vetoriais. Se dim M = m, entao dimi(M) < w .

Demonstragao. Este resultado é apresentado no Lema 28 na péagina 253 de [6]. O
Desta forma obtemos a relagao entre os campos de Killing e o grupo das isometrias:

Teorema 2.2.3. Seja M uma variedade semi-Riemanniana, J (M) a dlgebra de Lie de

seu grupo de isometrias e i(M) a dlgebra dos campos de Killing. Entdo:

(1) O conjunto dos campos de Killing completos, ci(M), é uma subdlgebra de Lie de

i(M).

(11) A aplicagao ¢ : J(M) — ci(M) com p(X) = Xy € um anti-isomorfismo, i.e.,
um isomorfismo linear tal que para todo X,Y € J(M), [ X, Yu] = —[X,Y]m. Em

particular, teremos que dim I (M) < —m(Tngl)-

Demonstracao. Este resultado é apresentado na Proposi¢ao 33 na pagina 255 de [6]. O



18

Teorema 2.2.4. Seja M uma variedade semi-Riemanniana de dimensao dim M = m

m(m+1)

5—, entao M € uma variedade

e I(M) seu grupo de isometrias. Se dim [(M) =

simplesmente conexa com curvatura constante.

Antes de seguirmos para o préximo teorema, relembremos que o plano Euclidiano R™
(k =0), a esfera S™ (k > 0) e o espago hiperbolico H™ (k < 0) sdo localmente descritos
pelas coordenadas estereograficas, onde suas respectivas métricas assumem a forma

dai + -+ da2,
L+ 222+ 42a2))

_ 2.5
g( (2.5)

Teorema 2.2.5. Seja M uma variedade Riemanniana de dimensio dim M = m e I(M)

m(m+1)

5 entao M é isoméltrica ao plano Euclidi-

seu grupo de isometrias. Se dim I (M) =

ano R™ ou a esfera S™ ou ao espago hiperbolico H™.

Demonstragao. Este resultado é apresentado no Teorema 8.13 na péagina 102 de [§]. O

Teorema 2.2.6. Considere M uma variedade Riemanniana e I(M) seu grupo de isome-

trias. Se dim M =m > 2, entdo dim [ (M) # M — 1.

Demonstragao. Este resultado é apresentado no Teorema 8.18 na péagina 104 de [§]. O

2.3 Espacos homogéneos

Seja M uma variedade semi-Riemanniana, GG seu grupo de isometrias e ¢ a agao de G
sobre M. Dizemos que M é um espago homogéneo se ¢ ¢ transitiva, i.e., para cada
p,q € M existe a € G tal que ¢(a,p) = a-p = ¢q. Em outras palavras, qualquer
propriedade geometria em torno de um ponto p € M estende-se para qualquer outro
ponto da variedade. Em particular, se M é uma variedade Riemanniana, entao dizemos

que M é um espaco homogéneo Riemanniano.

Teorema 2.3.1. Considere M um espag¢o homogéneo, G o grupo que age transitivamente

sobre M e, para cada p € M, H, o subgrupo de isotropia de p. Entao:

(a) Se a-p=gq, entao H, = aH,a™;
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(b) Fizado p € M qualquer, a aplicagiao ¢ : G/H, — M , ¢(a - H,) = a - p estd bem

definida e é um difeomorfismo.

Demonstragao. Este resultado é apresentado no Proposi¢ao 13 na pagina 307 de [6]. O
Na segao anterior definimos a conjugacao por num grupo de Lie, denotada por C,,

onde a € (G. Sua derivada na identidade é chamada de representacao adjunta de G, Ad,:
Ad, : Ady - X =L (geXg 2.6
ai80—9, o .—E(ae a )t:0' (2.6)

Proposigao 2.3.1. Se X,Y € g entio [X,Y] = %4|,20(Ca))"Y onde a(t) = e~ ¢ o

subgrupo a um-parametro de X

Demonstragao. Este resultado é apresentado no Corolario 2 na pagina 301 de [6]. O
Seja H < G subgrupo de Lie, uma forma bilinear (-,-) na algebra de Lie g de G ¢é

Ad(H)-invariante se for preservada por Adj : g — g para todo h € H, i.e.,
(Ad(h) - X, Ad(h) - Y) =(X,Y). (2.7)
Em particular, se Z € h entao
(Ad(e'?) - X, Ad(e'?) - Y) = (X,Y) VteR. (2.8)

Derivando esta relacao e utilizando a Proposicao [2.3.1] obtemos sua formulacao infinite-

simal

(2, X.Y)+(X,[Z,Y]) =0 VZeh. (2.9)

Um espago homogéneo ¢ chamado redutivo se existe um subespago Ad(H )-invariante
m de g tal que seja complementar a h em g. Em particular, todo espaco homogéneo
Riemanniano é redutivo, uma prova desta afirmacao é apresentada em [5]. Os espagos
homogéneos redutivos cumprem com a propriedade dada na equagao . Na continuacao
apresentamos um resultado util para nosso trabalho que faz uma caraterizacao de um

espaco homogéneo Riemanniano redutivo.

Teorema 2.3.2. Seja M é um espaco homogéneo Riemanniano e H subgrupo de seu grupo

de isometrias G tal que M ~ G/H. Entao:
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(1) A dlgebra de Lie de G se decompoe como
g=hom

com B a dlgebra de H e m subespago invariante por ad(h), i.e., se X €heY €m

entio [X,Y] € m.
(1)) Se X,)Y € m e Z € by, entao

Demonstragao. Este resultado é apresentado no Lema 3 na pagina 302 de [6]. [



Capitulo 3

As equacoes de Einstein nos espacos do

tipo LRS Bianchi-I

Neste capitulo todas as secoes contém abordagens ou fatos novos. Na primeira secao
fazemos uma abordagem bastante completa e incomum dos espagos-tempos LRS Bianchi-I.
Comecamos com sua definicao mais geral, que necessita da classificagao das dlgebras de Lie
de dimensao 4 com uma subalgebra isomorfa & algebra de isometrias do plano Euclidiano
(Teorema. Com isso, conseguimos provar a existéncia de um sistema de coordenadas
adaptados as suas simetrias (Teorema [3.1.2). Na segunda segao apresentamos um novo
teorema (Teorema que nos permite encontrar varias classes novas de solugoes das
Equagoes de Einstein nesses espagos, todas de interesse nas aplicagoes & Cosmologia. Na
iltima secao escrevemos explicitamente as solugoes exatas para fluidos que satisfazem

uma equagao de estado linear.

3.1 Espacos-tempos do tipo LRS Bianchi-I

Seja M uma variedade Lorentziana de dimensao 4 e G seu grupo de isometrias. Assumimos
que as Orbitas de G em M sao hipersuperficies tipo espaco. Neste sentido, dizemos que M
¢ uma variedade Lorentziana (espago-tempo) espacialmente homogénea. Vamos denotar

as orbitas de G em M por Ef, dim Zf = 3. Segundo os teoremas e , aplicados

21
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as variedades 3-dimensionais Ef, temos apenas as possibilidades dim G = 6, 4, 3:

(a)

dim G = 6: Neste caso, temos os modelos isotropicos de Robertson-Walker, este é o
caso em que o grupo de isotropia tem dimensao 3, sendo cada o6rbita espacial iso-
métrica a uma unica das seguintes variedades Riemannianas homogéneas: o espaco

Euclidiano R? ou a esfera S® ou o espaco hiperbolico H?3.

dim G = 3: Este é o caso em que o grupo de isotropia é discreto, e portanto tem dimen-
sao nula. Neste sentido, ele é anisotropico, conforme denominacao de Kantowski em
[7]. E possivel mostrar que existem nove classes desses espacos, cada uma associada
com uma algebra de Lie de dimensdo 3, como se pode ver em [4]. Como as varieda-
des Riemannianas homogéneas de dimensao 3 foram primeiramente estudadas pelo
matemaético Luigi Bianchi, esses recebem o nome de modelos de Bianchi, ou espacos-
tempos de Bianchi. Em particular, quando as sec¢oes espaciais sao Euclidianas, i.e.,

G é um grupo abeliano, dizemos que o espaco-tempo é tipo Bianchi-I.

dim G = 4: Este é o caso em que o grupo de isotropia tem dimensao 1, que foi chamado
por Kantowski de parcialmente anisotropico em [7]. As variedades deste tipo foram es-
tudadas por Ronald Kantowski na sua tese entitulada "Some relativistic cosmological
models". Normalmente esses tipos de variedades sao chamados de Kantowski-Sachs,
exceto quando as orbitas sao espagos planos. Neste ultimo caso, elas sao denominadas
espagos-tempos LRS Bianchi-I, onde LRS significa "Locally Rotationaly Symmetric",
i.e., localmente rotacionalmente simétrica. Este é o caso de nosso interesse e faremos

comentarios mais extensos no que se segue.

A partir de agora, tomemos dim G = 4. Considere H < G subgrupo de Lie. Temos

que as oOrbitas de H e G satisfazem dim Zf < dim Zf = 3. Assim, se dim H = 3, entao

dim Ef > 2, pois nao existe subgrupo de dimensao 3 cuja 6rbita seja de dimensao 1, pois

neste caso a o6rbita de G seria no méaximo de dimensao 2, ji que dim G = 4, contrariando

a hipotese. Resumindo:

H<G: dmH=3 = dmx]>2. (3.1)
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Logo, nos restam as seguintes possibilidades para um subgrupo H de G com dim H > 3

(os itens abaixo nao sao necessariamente excludentes entre si):

(a) dim H = 4: G e H tem as mesmas componentes conexas na identidade. Sem perda

de generalidade, para os nossos propoésitos, podemos assumir

H<G: dmH=4 = G=H. (3.2)

(b) dim H =3 e dim ¥ = 3: Sem perda de generalidade, tomamos G = H e temos

novamente os espacos-tempos de Bianchi, com dim G = 3, discutidos acima.

(c) dim H = 3 e dim ¥ = 2: a 6rbita de H < G é bidimensional para todo ponto p € M.

Neste caso Zé{ é, pelo teorema , isométrico ao plano Euclidiano ou a esfera S?
ou ao plano hiperboélico H?. Nos interessa aqui o caso plano com H nao-abeliano,

chamado de LRS Bianchi-I.

Seja (M, g) uma variedade Lorentziana espacialmente plana, i.e., seu grupo de isome-
tria G age com o6rbitas que sao hipersuperficies tipo espaco X¢ cuja métrica induzida de
g, 7, tem curvatura nula, i.e., (X%, ) é variedade Riemanniana plana de codimensdo 1 em
M. Se, além disto, tivermos dim M = dim G = 4, G nao abeliano, com um subgrupo de
dimensao 3 gerando orbitas bidimensionais, dizemos que (M, g) é um espago-tempo LRS
Bianchi-I. Neste caso, a élgebra de Lie do grupo de isometrias, g, possui uma subalgebra
h isomorfa & algebra so(2) x R? das isometrias do plano Euclidiano, i.e., ela ¢ gerada por
R,Y,Z com

Y, Z]=0, [RY|=Z, |[RZ]=-Y. (3.3)

Sobre esses tipos de algebra de Lie podemos dizer o seguinte:

Teorema 3.1.1. Seja g uma dlgebra de Lie com dimensao 4. Suponha que exista uma
subdlgebra de Lie h < g isomorfa a dlgebra das isometrias do plano Buclidiano, so(2) x R?,
i.e., R)Y,Z geram b e satisfazem . Se X € g com X ¢ b, temos que g, a menos de

um isomorfismo de dlgebras de Lie, é uma, e somente uma, das sequintes dlgebras:

(i) [X,R] =[X,Y]=[X,Z] =0.
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(i) [X,R =0, [X,)Y]=Y e [X,Z]=7Z.
(i) [R,X]=AX#0, [X,Y]=[X,Z]=0.
No caso (ii) nao € possivel a existéncia de uma subdlgebra comutativa de dimensao 3.

Demonstragio. Vamos considerar a aplicacio Adg (adjunta de R). E facil ver que 0, +i
sao autovalores de Adg. Desta forma, seu quarto autovalor é real, A € R. Considere

X € g o autovetor associado ao autovalor A, i.e., [R, X] =AX e

[X, Y] = a1R+le+61Y+dlz, (34)

[X, Z] = CLQR—I—bQX—I—CQY—l—dQZ. (35)
Pela identidade de Jacobi e utilizando (3.3), obtemos as seguintes equagoes

X, Z]+[\X,Y] - [R,[X,Y]] = O, (3.6)
DX, Z] - [X,Y]—[R,[X.Z]] = 0. (3.7)

Utilizando as equagoes acima, obtemos

a9 = —)\al > bg = 0, Cy = —>\Cl — dl s dg = C — )\dl s (38)
ay = )\CLQ y bl = O, C1 = )\02 -+ dg s dl = —C9 + )\dg . (39)
Assim, temos
(11:(12:[)1:62:0, )\0120 (§ A2d1:2/\01, (310)
com
C1 = )\CQ + dz (§ d1 = —C9 + )\dg . (311)
Se A =0, temos que ¢o = —d; e dy = ¢;. Assim, obtemos
[X,R] = 0, (3.12)
X,)Y] = aY+dZ, (3.13)
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Se consideramos ¢; = 0 obtemos, apés a troca X — X — dy R, o primeiro caso:
(X,R =0, [X,)Y]=0 e [X,Z]=0.
Se consideramos ¢; # 0 obtemos, apos a troca X — é X — % R, o segundo caso:
(X,R =0, [X,)Y]=Y e [X,Z]=7Z7.
Se X # 0 temos que ¢; = ¢3 = dy = dy = 0, e assim obtemos
R, X]=AX e [X)Y]=[X,Z]=0. (3.15)

No caso (7i), a intersegao de qualquer subalgebra comutativa b; de dimensao 3 com a
subalgebra by gerada por X, Y, Z tem dimensao pelo menos 2, pois se trata da intersegao
de dois hiperplanos em um espago de dimensao 4. Logo, como ela é uma subalgebra
comutativa de ho, entao deve, necessariamente, conter Y e Z,i.e., Y, Z € h;. Mas, é direto
ver que nao existe outro elemento que comute com Y e Z e que nao seja combinagao linear
dos dois. Logo, h; tem que ter dimensao 2, contradizendo a hipotese. Concluimos que tal
subalgebra tridimensional nao existe. O]

Nos espagos LRS Bianchi-I, os campos fundamentais Ry;, Xy, Yar, Zy sao campos de
Killing que satisfazem uma das regras de comutacao do Teorema [3.1.1] com a &algebra
de isotropia em um ponto fixo p € M identificada como sendo gerada por R. Porém,
o segundo caso nao admite uma subélgebra comutativa de dimensao 3, necessaria entre
os campos de Killing de um espago plano tridimensional. Logo, ele deve ser desconsi-
derado. Assim, obtemos duas possiveis algebras para nosso espaco, dadas pelo primeiro
e terceiro casos expostos no Teorema [3.1.1] Desta forma, como nossas segoes espaciais
sao homogéneas Riemannianas, e portanto espagos homogéneos redutivos, temos que, a
Ad(H)-invariancia necessaria neste tipos de espagos (veja equagao (2.10])) implica que para

todos U,V que sao combinagoes lineares a coeficientes constantes de Xy, Yy, Zys, temos
9([Rar, U, V) + g(U, [Ry, V]) =0. (3.16)
Mas, o terceiro caso do Teorema [3.1.1| nao cumpre esta propriedade, pois

2 M| X |12 = g([Rars Xor)s Xor) + 9(Xor, [Rar, X)) =0. = A=0. (3.17)
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De maneira intuitiva, Ad(R) nao ¢ "anti-simétrica" exceto se A = 0. Logo, nos resta
apenas o primeiro caso: a algebra de Lie do grupo de isometrias de um espaco LRS

Bianchi-I satisfaz
[(Xor, Yu] = [Xoar, Zu) = [Z0a, Yl =0, [Ba, Yul = Zn s [Rar, Zu) = =Y. (3.18)
Agora podemos encontrar a forma local dos espagos LRS Bianchi-I:

Teorema 3.1.2. Seja M um espago-tempo tipo Bianchi-I com métrica g. Em torno de

qualquer ponto de M existe um sistema de coordenadas (t, z*, 2, x3) tal que
g = —dt® + ;;(t) do'da? (3.19)
com 7;;(t) dependendo somente de t. No caso LRS temos

g=—dt’ +a,(t)*d* + a;(t)* (dy* + d2°), (3.20)

2

onde x = 2!, y=2% e z = 2%. Se dim G = 6 temos o espaco-tempo de Robertson- Walker

(RW) plano, que neste sistema de coordenadas toma a forma a(t) = a.(t) = a)(t):
g = —dt® +a(t)®* (dz* + dy* + d2?). (3.21)

Demonstracao. Fixado p € M, como todo espago plano é localmente isométrico ao espago
Euclidiano, existem 3 campos de Killing que comutam entre si e estao definidos em uma
vizinhanga de p em M, X/, Yy e Zy, e em cada ponto L.I.. Defina W como o tnico
campo ortogonal a distribuigao gerada por { Xy, Yar, Za} e tal que g(W, W) = W? = —1,
que existe uma vez que span(Xy (p), Yar(p), Zu(p)) € tipo espago. Temos que tomando

V=X ou Yy ou Zy
g([XM’ W]7 V) = ’SXIM(Q(VV? V)) - ('QXMQ)(W? V) - g(W7 [XM7 V]) =0. (3'22)

Ainda,
29([XM7 W], W) = £XM (Q(VV, W)) - (SXMg)(VV? V) =0. (323)

Logo, [Xy, W] = 0. Analogamente, [Yy, W] = [Zy, W] = 0. Portanto, existe um sistema,
de coordenadas (t,z,y, z) tal que

0 0 9, 0



27

Essas coordenadas nos dao a métrica (3.19)). Para o caso LRS, a equacao (3.16)) nos diz
que podemos escolher X, ortogonal a Yy, e Zys, o que implica 19 = 13 = 0. Sem perda

de generalidade, o quarto campo de Killing R, tem a forma

0 0

Isto implica que
Lrye=0 = "7y2=73 723=0.

Assim, tomando
9V, Yur) = 9(Zn, Zu) = ay(t) e a2 = g(Xar, Xar) = ai(t) (3.25)

temos a métrica (3.20). De forma analoga, no caso de RW podemos trocar o papel de x
com y e obtermos a métrica (3.21). O

3.2 Equacoes de Einstein para LRS Bianchi I

A partir de agora vamos considerar apenas o caso LRS Bianchi-I com a métrica dada nas
coordenadas adaptadas da equagao . Neste caso temos que o elemento de volume
da parte espacial ¢ dado por y/det(v;;(t)) = a1 (t)q)(t)*. Desta forma, consideramos que
a)|(t) representa o fator de escala no plano de simetria yz e a,(t) é o fator de escala do
espaco na direcao perpendicular a este plano. Cada um deles gera um fator de expansao

de Hubble, denotados como

HL() = nan() e Hy() = o (nay(), (3.26)

respectivamente. A parte isotropica é dada pelo fator de escala isotropico e a funcao de

Hubble como

d 1
a=(ara)s e H = (na) = o(H, +2H). (3.27)

Também definimos o parametro A, que representa o desvio da taxa de expansao de seu

valor médio, como
H, — H

A
H

(3.28)
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Como anteriormente definido, é facil ver que a métrica para LRS Bianchi-I, dada no

Teorema [3.1.2] nas coordenadas dos observadores em queda livre, é equivalente a

g = —dt* + d’e M da? + a®e* (dy? + d2?) (3.29)
com
ap=ae?* e ay=aet, (3.30)
sendo que
1 t
Alt) =~ / As) H(s) ds . (3.31)
to

A matéria que preenche o espacgo-tempo é um fluido qualquer, desde que seja compativel
com as mesmas simetrias do tensor de Einstein. A densidade de energia é indicada por
p, a pressao isotropica por p e a componente anisotropica da pressao por op. Assim, esse

tensor de energia-momento mais geral é dado por
T} = diag{ —p, p — 20p, p+0p, p+6p }, (3.32)

sendo cada uma dessas fungoes apenas da variavel t. As equagdes de Einstein conectam
esse tensor ao tensor de Einstein:

1

Gt — RM —
voo2

v

R6" =T". (3.33)

Teorema 3.2.1. Nas coordenadas adaptadas para os espacos LRS Bianchi-1, conforme o

Teorema as equagoes de Einstein G* = T* aparecem como

3H2(4— %) = 4p, (3.34)
%(H()\ _9))— ZH2(/\ ~92)2 = p—20p, (3.35)
‘%%<H<A+4)> - %HQ<(A—2>2+6A> = p+op. (3.36)

A conservacao de energia seque das equagoes acima e € dada por

d
VI =0 <= d—f:—3H(p+p—A5p). (3.37)
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Demonstracao. Procedemos diretamente com o calculo do tensor de Einstein para a mé-

trica. As componentes da conexao Levi-civita que nao se anulam sao:

I, = da?e " (H+ \H), (3.38)
r,=r.,, = aH- %)\H) : (3.39)
Iy, = H+AH, (3.40)
Iy, =T;, = H- %AH. (3.41)

Com isto, montamos as equagoes de conservacao, sendo que a tnica nao nula é
V. T =0T} + Ti(Ty = T7) + 219,(T; — T,)) = 0,

que é equivalente a equacao (3.37)). As componentes independentes do tensor de curvatura

Sa0:
R% = %(H(/\ + 1))+ H2 (A +1)?, (3.42)
RV =R = —%%(H(/\ —2)) + iHZ(A —2)?, (3.43)
Ry =Ry = —%HQ()\ —2)(A+1), (3.44)
R = EHZ(A —2)?. (3.45)

Para o tensor de Ricci e a curvatura escalar temos: R¥ =0se u # v e

d 3
R = 3—(H)+ =H*(\*+2), (3.46)
dt 2
d
R = %(H(AJF 1)) + 3H2 (A + 1), (3.47)
RV =R = —li(H(A—z)) - §H2()\—2) (3.48)
v 24t 2 ’ '
d 3
R = 6—(H)+ SH*(A\*+38). 3.49
S(H) + SH +8) (3.49)
Dessas relagoes seguem as equacoes de Einstein diretamente. O

Note que das equagoes de Einstein (3.35)) e (3.36]) obtemos a seguinte expressao

1d 3,
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Logo, sob as consideragoes feitas acima, temos que o espago-tempo LRS Bianchi-I se
transforma no espaco isotropico plano de Robertson-Walker se, e somente se, o desvio A

se anula, pois neste caso dp = 0 por (3.50). Assim:
A=0 <= O espago-tempo é¢ RW plano. (3.51)

Partimos agora para as solugoes exatas. Temos dois casos: p=0e p # 0.

Teorema 3.2.2. Considere p e dp fungoes quaisquer da varidvel t e p = py constante.

Temos exatamente duas possibilidades:

(1) H = 0. Neste caso o espago-tempo € localmente isométrico ao espago-tempo de

Minkowsk:.

(11)) H # 0 e Adp = p + po. Neste caso as equagoes de Einstein se reduzem a inica
equacao dada por

d 1
—H+3H%2= ~(py—p). 3.52
H 4B = (0 — p) (3.52)

Demonstracao. Na equagao da conservagao de energia dada no teorema vamos ter

duas possibilidades:

(i) Como H = 0 temos que a = ag e A(t) = 0, além disso por (3.34) e (3.35)) temos
que p =p = 0p = 0. A métrica neste caso é dada, sem perda de generalidade, com

ap=1eg=—dt* + (dz* + dy? + dz?), que é a métrica de Minkowski.

(ii) Adp = p + po. Utilizando o fato de que p = py na equagao (3.34) e derivando a

equagao (3.50)), obtemos
d d (4 — \?)
Loy=Lmi= )
dt()\) dt( ) H

Aplicando a equacao ([3.53|) na expressao obtida das equagoes de Einstein (|3.50))

(3.53)

obtemos

d
A\op = —QE(H) + 6H? + 2py . (3.54)

Substituindo na equagao (3.54) a relagdo Adp = p + po, segue o resultado.
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Corolario 3.2.1. Se p = py e op = 6%, entdo p = 0pg — po € as solucoes das equagoes

de Einstein correspondem ao vdcuo com constante cosmoldgica A = %(2,00 — dpo)-

Demonstracao. Pelo Teorema temos que quando A\dp = p + pp obtemos a equagao
diferencial 4(H) + 3H? = 1(po — p) que precisa de uma equagdo de estado extra para
ter uma solucao. Neste caso, consideramos a seguinte equacao de estado dp = 5%, assim
temos que p = dpg— po fazendo que a equagao diferencial em termos de H tenha a seguinte

solucao
VA3 coth [VBA(E— 1) +C] A >0,

H— S A=0, (3.55)

\/@cot[\/M(t—to)—l—C’] A<O0.

onde definimos A = py — %5p0, assim

aolsenh V3A(t —to) +C]s A >0,

a= aol3(t —to) + C3 A=0, (3.56)
aolsen \/3[A[(t —to) +C]3 A <O0.

[

Corolario 3.2.2. Se p=0 e dp =0, entdo p = —pg e obtemos a solu¢ao do vdcuo com

constante cosmoldgica A = py.

Este tipo de solugdes no vacuo com constante cosmologica podem ser vistos em [I].
Agora partimos para as solugoes que satisfazem p # 0. Isso implica que podemos usar a
densidade de energia como uma coordenada tipo "tempo". O seguinte teorema abrange

este caso mais geral:

Teorema 3.2.3. Assuma que p(ty) # 0. Na representagdo com a coordenada p, tomando

(A= XN)adp?
12p(p+p—Adp)

g= s+ ae e + a? e (dyt + d2?), (3.57)

onde a(p) satisfaz a equagao

o=wen (=3 [ s waw) (3:3%)




32

e A € dado por

1 A(p') dpf
Ale) = /po P +p(p) = Ap) op(p') (3.59)

temos que a as equacgoes de Einstein sao satisfeitas, i.e., o tensor de Finstein da métrica
3.57) satisfaz
GY = diag{ —p, p — 20p, p+Jp, p+Ip } (3.60)

se, e somente se, a equacao de conservagao € satisfeita, i.e., V,T* =0 o que € equivalente

a sequinte equacao

A\ (4—)2) [(p —pA+ 459] | (3.61)

dp 8 | p+p—Ap
Demonstracao. Procedemos diretamente com o calculo do tensor de Einstein para a mé-

trica. As componentes da conexao Levi-civita que nao se anulam sao:

AN 1 1+p — (A\p)

T = _4—>\2_2_p_ p+p—Nop (3.62)

e = —da’e™*p(p+p— )\5p)4)\_—+)\12 : (3.63)

I =T = 2a°p(p+p— A(Sp)i\_—_; : (3.64)

te = 3(p +Ap+—1 Adp) (3:65)

B=T% = 50 ﬁp__Qmp), (3.66)

onde N = %, p = fl—z, (Aop) = dip()\ép). Para o resto de nossa prova precisamos

utilizar a conservagao do tensor energia-momento enunciada no teorema |3.2.3| e que é
correspondente a seguinte equagao

A (4-N) {(P—P)A+45P}
dp — 8p p+p—Adp |

(3.67)

Para o célculo do tensor de curvatura aplicamos a equacao da conservacao do tensor

energia-momento dada em (3.61). As componentes independentes do tensor de curvatura
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sao:
p(2+5X) 1
R = —— - 46 3.68
w_ g — _PCZN L o
2p(1 4 M)
RYY = R — 3.70
p(2 = A)
RV = —=. 3.71
ve 32+ )) (3:71)
Para o tensor de Ricci e a curvatura escalar temos: R¥ =0se u# v e
Rt = L 3 3.72
1
R, = —g5(=p+p+4op), (3.73)
; 1
R = p—3p, (3.75)

portanto, as equagoes de Einstein sao satisfeitas para g, como pode ser facilmente verifi-

cado. O]

Corolario 3.2.3. Considere que a pressao isotropica p e a componente anisotropica da
pressao 0p satisfazem as sequintes equagoes de estado: p = p(a,p) e dp = dp(a,p),
respectivamente, sendo fungoes diferencidveis nas varidveis a e p. Entao, as equagoes de
FEinstein tem uma unica solu¢ao satisfazendo as condigdes iniciais a(ty) = ag, p(ty) =

po,A\(to) = No, que € obtida sequndo o Teorema[3.2.5

Demonstracao. Isso segue da existéncia e unicidade do sistema de equagoes no Teorema

B2.11 O

Observacao 3.2.1. Pelo coroldrio anterior temos que a solu¢do € unica. Dessa forma,

a solugao dada no Teorema[3.2.3 € a unica que satisfaz as equagoes de Einstein.
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3.3 Solucoes exatas para fluidos lineares

Vamos considerar o caso de fluido com equagao de estado linear

p=7p e Op=ep, (3.76)

onde v e € sao constantes. Substituindo as equagoes de estado na equagao de conservagao

dada pela equacao (3.61)) obtemos
dh (4= X2) [de— (y —1)A
dpo  8p Y1 —ex |-

Assim, temos uma relacao entre p e A, que pode ser invertida e considerada a tultima como

(3.77)

varidvel independente. Neste caso, ao resolver esta equacao obtemos a seguinte expressao

p_ (2= 0 \EED) (2 G ac oy emEE)
po \2— X 24 Ao 4e — (v — D)o ' '

Agora vamos a considerar todas as formulas na variavel X\. Assim a(\) satisfaz a equagao

o=wemn (5 [ e ) 1)

Resolvendo esta integral

a (2—A)‘§(v—f—2€> (2+A)‘§(w—f+ae) (46—(7—1»)3(@-?)21-462) 550

Qo 2—)\0 2+)\0 46-(’)/—1))\0
e A é dado por
4 N dN
Alp) = = 81
D=3 ], e 351
ou seja,
o (22N 2 ) aem oy )
“ T2 2+ Ao e~ (7 — DX -

Substituindo estas equagoes na métrica, obtemos a solucao geral para o caso linear com

€ #0ou~y # +£1:
16 d)\?

8T 3p(4=22) (4e — (v —1A)? +ay (t)?da® + a)(t)? (dy® + d2?), (3.83)
onde
2o AN ) £ 2\ £ e (v — 1\ B (eee)
ai(t) = ao (2—A0) (2+)\0) (46_(7_1)%) (3.84)

(3.85)

2+ A\ " FEEE) [ de— (v — 2\ ee)
a)(t) = ao — :
2+ X de — (v = 1DXo
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3.3.1 O fluido perfeito linear

Vamos considerar o caso de um fluido perfeito linear, que quer dizer que nossas equagoes
de estado teriam a mesma forma ja estudada na segao anterior, com a particularidade

op =0, i.e., e = 0. Desta forma nossa equacgao de conservagao vai nos dar

4 N\" A\ 1
0

ou, equivalentemente,

M\ = - onde by = A\p - (3.87)

a%: (i:;;)é(h) (%0)5(711) 3.89)

~3GTD
4 <p> . (3.89)

Assim temos que

ou, equivalentemente,

Neste caso obtemos que

1 24+ X 2—A
A= 1 3.90
ot ) Gl (8.90)
ou, equivalentemente,

. Mo+ 2\ (02— /oo F (A A2)p
i . 1 . 3.91
(p) 3(y—1) <()\0—2) <b§+\/bo+(4_)‘g>p“>) ( )

A meétrica toma a forma

g = good\* + ay(t)*da® + a)(t)* (dy* + dz?), (3.92)
h =g (57) N (5 =, )
. (22__:\0)3(711) (%) 5(5) 390

a(t) = a ( 2+ )-é(fl) <%>§<m | 595)
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Essas formulas sao validas para as equacgoes de estado

p=r-p paratodo ve€R—{£l}. (3.96)

Os casos onde v = 0, %, 1, forem estudados pelo astrofisico tedrico Andrei Georgievich
Doroshkevich em ([3]). O caso onde 0 < v < 1 foi estudado pelos fisicos Peter Vajk e
Peter Eltgroth em ([10]).

O caso onde v = —1 ja foi estudado como as solugoes de vacuo com constante cos-
mologica, discutidas nos corolarios do Teorema @ Resta-nos entao o caso 7 = 1. Da

equagao de conservacao, segue que

=

a=ag (%) " (3.97)

Voltando a equacao de Friedmann, obtemos

A= ). (3.98)
Assim
Ao P
A —In|— 3.99
() = Fm |2 (399)
e a métrica fica na forma
20g+1 Ao—1
(4_)‘3)d92 2(P>_ ’ 2 2<P)3 2 2
=—— 4 a5 | — dz +a; | — dy® +dz7). 3.100
g ey 0\ 5 0\ 5 (dy ) (3.100)



Conclusoes

Nesta dissertagao nosso objetivo foi a busca de novas solugoes das equacgoes de Einstein
para os espagos-tempos LRS Bianchi-I. Portanto, partimos de um ponto de vista geo-
métrico, desenvolvendo sua representacao local desde hipdteses mais gerais. O principal
(e inédito) resultado foi colocado no Teorema onde apresentamos uma nova repre-
sentacao local para a métrica, fornecida em termos das componentes do tensor energia-
momento, e assim permitindo-nos obter facilmente varias solugoes de interesse na Cosmo-
logia. Em particular, apresentamos os casos de fluidos lineares que satisfazem as equagoes
de estado p = vp e dp = €p, v, € R. Como exemplo do potencial do Teorema |3.2.3| a

classe com € # 0 tem sua primeira apari¢ao neste trabalho.
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