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111

Provamos através da logica, mas descobrimos a partir da intuicao.

Henri Poincaré



Resumo

Neste trabalho apresentam-se algumas abordagens de configuragoes centrais do problema
de cinco corpos no plano com um triangulo equilatero na disposicao dos corpos. Ressaltam-
se aspectos importantes como uma caracterizacao geométrica geral, convexidade, familias

simétricas e uma prova numérica da existéncia de configuragoes centrais nao simétricas.

Palavras—chave: Configuracoes centrais, Problema de cinco-corpos com triangulo equi-

latero, Caracterizagao geométrica.
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Abstract

This work presents some approaches to the central configurations of the problem of five
bodies in the plane with an equilateral triangle in the arrangement of the bodies. Impor-
tant aspects such as a general geometric characterization, convexity, symmetrical families
and a numerical proof of the existence of non-symmetric central configurations are high-

lighting.

Keywords: Central Configurations, Five-bodies problem with equilateral triangle, Geo-

metric characterization.
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Capitulo 1

Introducao

A dindmica de objetos sempre interessou os seres humanos, principalmente os corpos
celestes. Desde a antiguidade os corpos celestes sao objetos de estudo em diversas areas
de pesquisa. Varias civilizagoes antigas tinham a necessidade de descrever os movimentos
dos astros, tendo como o objetivo principal a elaboracao de calendarios. Porém, o maior
desenvolvimento na compreensao dos movimentos celestes ocorreu por volta dos séculos
XVI e XVII com grandes nomes como, Nicolau Copérnico, Galileu Galilei, Johannes
Kepler e Isaac Newton.

Em 1666 Newton formulou a chamada Lei da Gravitagao Universal e publicou em 1687
no famoso Philosophiae Naturalis Principia Mathematica que determina como se dé
a relagao entre o Sol e os planetas, e muito além disso trata da relagao entre quaisquer
corpos massivos. Temos com isso o inicio do estudo da Mecéanica Celeste.

Os problemas desafiadores da Mecéanica Celeste sempre atrairam o interesse e esfor-
cos dos maiores matematicos, fisicos e astrénomos da histéria. Uma lista incompleta
inclui Newton, Leibniz, Halley, Euler, Clairaut, D’Alembert, Delaunay, Lambert, Cauchy;,
Lagrange, Laplace, Liouville, Legendre, Clairaut, Poisson, Gauss, Jacobi, Weierstrass,
Dirichlet, Hamilton, Hermite, Poincaré, Painlevé, Birkhoff, Lyapunov, Gyldén, Chazy,
Tisserand, Hill e Sundman, veja . Os conceitos expostos por Newton interessaram
muitas pessoas a estudar a dindmica dos corpos, com isso surgiu o seguinte problema de

7. COrpos:



Considere um sistema isolado no espago, formado por n corpos pontuais com massas
may, Mo, ..., My, interagindo de acordo com a lei de Gravitacao Universal. Com tais hipdtese
deve-se descrever qual € a dindmica das posi¢oes desses corpos.

Matematicamente temos n particulas com massas m; > 0 interagindo de acordo com
a lei de Gravitacdo Universal, com posicoes r; € R?, i = 1,...,n. Geralmente trabalhamos
com d = 2 ou d = 3, deste modo as equacgoes diferenciais que regem o problema de n

corpos sao dadas por

n mimj(n —’I“j)

J=Lli#j K
onde 7;; = |r; — ;| é a distancia Euclidiana entre r; e r;. Consideramos a constante

gravitacional universal G = 1, isso pode ser realizado utilizando uma reparametrizagao
do tempo onde t —» /Gt. Estamos adotando o referencial inercial baricéntrico, no qual
o centro de massa do sistema, que é dado por Z?:1 m;r; /My, onde My =mq + ...+ my, é
a massa total, esta na origem do referencial.
O vetor que representa a configuracio é definido por r = (rq, ...,7,) € R e temos
m;m;

U(r)=>Y_ (1.2)

1<J Y

como o potencial Newtoniano. Assim a expressao (L.1)) pode ser representada por

onde V; ¢ o gradiente com respeito a ;. Utilizando uma notagao compacta temos
Mi = VU(r), (1.4)

onde V é o gradiente e M = diag(my,...,m,) é a matriz com as massas na diagonal,

fixando d = 3 teremos que a matriz M é 3n x 3n. Seja v; = 7; € R o vetor velocidade



sera representado por v = (vq,...,v,) € R entdo a expressao ((1.4) é equivalente ao

sistema de primeira ordem

r=0

(1.5)
o= MIVU(r).

Como nossa expressao nao estéd bem definida no caso de colisoes vamos restringir
o espagos das configuragoes em R™ \ A, onde A={r : r; = r; para algum i # j} é o
conjunto das colisoes. Observa-se que o espaco de fase de ¢ (R™\ A) x (R"), para
mais detalhes veja e suas referéncias. Atacar o problema de n corpos de forma mais
geral tem uma grande complexidade envolvida, desta forma analisamos o problema com
menos corpos a seguir para ressaltar alguns aspectos importantes.

Para n = 2 recaimos no problema de Kepler em que nosso sistema tem doze
graus de liberdade, e para encontrar solugoes utiliza-se o método das quadraturas, ou seja,
encontrando integrais primeiras para o problema. As integrais primeiras classicas estao
associadas as simetrias do problema, isto €, sao as leis de conservacao que se traduzem em
equacoes algébricas dependentes das variaveis envolvidas no sistema . Desta forma as
variaveis do sistema nao sao todas independentes entre si, o que permite eliminar equagoes
do sistema. Temos seis componentes que vem do movimento retilineo e uniforme do
centro de massa, trés componentes do momento angular e uma da conservagao de energia.
Dispomos de dez integrais primeiras e assim reduzimos o problema de Kepler a dimensao
dois, podendo ser resolvido analiticamente.

Para n = 3 temos um problema em R!® e durante um tempo buscou-se tentar en-
contrar novas integrais primeiras para obter solu¢oes via quadraturas. Em 1887 Ernst
Heinrich Bruns provou que nenhum método analitico envolvendo integrais primeiras al-
gébricas pode resolver o problema de 3-corpos. Desta forma o problema de n corpos nao
é integravel, via quadraturas, para n > 3, veja . Com isso as solugoes particulares
possuem grande importancia.

Um tipo de solugao particular do problema de n corpos sao as solugdes homograficas.
As solugbes homograficas, consistem na dindmica dos corpos em que a forma permanece

a mesma ao longo do tempo, evoluindo apenas por rotagoes e homotetias. As primeiras



solugoes homograficas foram encontradas por Euler [10] no caso de n = 3, onde as massas
sao colineares a cada instante de movimento. Posteriormente Lagrange [L6] encontrou
para n = 3 solugoes que as massas permanecem nos vértices de um triangulo equilatero
a cada instante de movimento. Pelo teorema de Laplace temos que a cada instante
numa solugao homografica a configuragao dos corpos é uma configuracao central, isto é,
uma configuracao onde a aceleragao de cada corpo é proporcional a sua posicao em cada
instante, para uma introdugao ao assunto veja Wintner [35], Xia [34] e Moeckel [26].

Relacionando matematicamente a ideia de configuragao central com os conceitos de
equagoes de movimento, temos que para massas my, ..., M, uma configuracao é central se

existe um A real tal que satisfaz a seguinte relacao
AMr = —=VU(r). (1.6)

Assim, se conhecemos as configuragoes centrais todas as solugoes homograficas ficam
determinadas. Além das configuracoes centrais nos levarem a solu¢oes homograficas elas
também estao relacionadas com algumas modificagoes topologicas dos conjuntos de nivel
da energia e momento angular do problema de n corpos, vide [31].

Ao direcionarmos o estudo para configuragoes centrais vérias questoes surgem, uma
que gera interesse de muitos matematicos é determinar quantas configuragdes centrais
existem para um dado conjunto de massas. Temos que rotagoes e homotetias centradas
no centro de massa formam uma relagao de equivaléncia no conjunto {R"® \ A}, assim
analisamos apenas as classes de configuracoes centrais. A questao proposta por Chazy
[6]. Wintner [35] e posteriormente reformulada por Smale [31] em uma lista de problemas
matematicos do século 21 esta relacionada a finitude das classes de configuracoes centrais
no problema de n massas positivas no plano.

Para n = 2 temos apenas uma classe de configuragdes centrais, em n = 3 temos
cinco classes de configuragoes centrais, sendo trés de Euler e duas de Lagrange. Quando
consideramos n > 3 poucas respostas foram expostas. Para n = 4 Hampton e Moeckel
responderam em que o numero de configuragoes centrais planares nao equivalentes
esta entre 32 e 8472. Essa questao ainda esta em aberto para n > 4, sendo que paran = 5

uma resposta parcial foi dada por Albouy e Kaloshin em .



Como o estudo qualitativo das equacoes de movimento pode ter certas complexidades,
devido aos altos graus de liberdade, buscam-se outras ferramentas para analisar configu-
ragoes centrais. Para iniciar o estudo de configuragoes centrais no plano, d = 2, vamos
definir n(n — 1)/2 equagdes de "Laura-Andoyer". Aqui por simplicidade vamos chamar
de equagoes de Andoyer, que sao dadas por

fii =Y mu(Riy — Rjg) Ayje = 0 (1.7)

k#i,j
para 1 <i < j <n,onde R;; = 1/7"% e Ajji, = (ri — ;) A (r; — 1) que é duas vezes a area
orientada do triangulo formado por 74, r; e 1y, veja . A importancia de tais equacoes
vem do fato de serem equivalentes a e geralmente simplificam o estudo de problemas
com certas simetrias. As equagOes acima possuem uma versao espacial, d = 3, que pode
ser encontrada em , mas como as configuragoes centrais com d = 3 levam somente a

solucoes homotéticas vamos focar a atencao nas planares.

Lema 1.0.1. Considere n massas myq, ..., m, num mesmo plano e nao-colineares, locali-
zadas, respectivamente, em rq,...,7,. Entao o sistema
AMr = —=VU(r) (1.8)
para 1 <1 < j <n, € equivalente ao sistema
fij =Y mu(Rax — Rjg)Aijp, = 0 (1.9)
ki,
para 1 <i < j<n, onde R;j; = l/rf’j e Niji = (i — 1) A (i —rg).

Demonstracao. Veja , ou .
m

Um resultado importante e pratico é o Bissetor Perpendicular que permite verificar a
nao-existéncia de configuracoes centrais, e sua demonstracao fica simples se utilizarmos

as equagoes de Andoyer.

Proposicao 1.0.1. (Bissetor Perpendicular): Considere uma configurag¢ao central

planar, formada por n corpos de massas positivas my,...,m,. FEscolha dois corpos de



massas m; e m; com posigoes r; e r;, respectivamente. Trace a reta que contém estes
dois corpos e a mediatriz do segmento T;r;. Estas duas retas definem dois cones abertos
no plano. Entdo, se existem corpos num dos cones abertos, devemos ter corpos no outro
cone. Ou seja, se 0s outros n — 2 corpos pertencem a apenas um cone aberto nao temos

configuracao central. Veja a figura [1.1]

Figura 1.1: Caso da esquerda nao pode ser configuracao central, caso da direita pode ser

configuracao central.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, podemos renomear os indices 7 e j por 1 e
2. Suponha, por contradicao, que corpos de massas msg,...,m, estao em um s6 cone

aberto ou sobre o eixo bissetor, mas nao todos sobre o eixo. Como, por hipdtese, temos

n(n—1)
2

a configuracao central planar, entao as equagoes de Andoyer sao satisfeitas, em

particular

f12 = Z mk(le - RQk)Al% =0.

k=1

Podemos olhar para a reta passando pelos corpos e a reta que a bissecta como os eixos
tradicionais que dividem o plano em 4 quadrantes ordenados ciclicamente, como usual.
Assim, um cone aberto é formado pela unidao do primeiro e terceiro quadrantes abertos,
e o outro cone aberto é formado pela uniao do segundo e quarto quadrantes abertos.

Vamos supor que existem corpos no primeiro e terceiro quadrantes, e possivelmente, sobre



os eixos. Vamos tomar a soma acima em trés parcelas, da seguinte forma, o indice [
denotara os termos no primeiro quadrante, k no terceiro e ¢ sao termos sobre a mediatriz

ou colineares com 1 e 2. Se tivermos corpos sobre a reta que contém os corpos 1 e 2, entao

Aqor, = 0. Assim,

fi2 = Zml(Rll — Ro)Aqo + Z my(Rigx — Rok) Aqax, + Z mi(Ry; — Rai) A1 = 0.
! k i

Primeiro, os termos da terceira soma sao todos nulos, pois sobre a bissetriz Ry; = Ro;.

Desta forma, nos resta
fra = Zml(Rll — Ry Ay + ka(le — Raop) A = 0.
l k

Agora, estudemos o sinal da primeira soma, Ao > 0, para todo [ e
ru > ry = Ry < Ry,

logo, todos os coeficientes das massas, na primeira soma, sao negativos. Para os termos

da segunda soma temos, Ao < 0 para todo k e
Tk < rop = Rip > Ro,

assim, todos os coeficientes das massas na segunda soma sao negativos, e as massas sao
positivas, entao a soma analisada nao pode ser zero, contradicao. Logo se existem massas
em um dos cones abertos, existem massas no outro cone aberto.

]

Uma aplicacao da proposi¢ao anterior ¢ mostrar que trés corpos localizados nos vértices
de um triangulo equilatero independem das massas. Tal resultado é uma propriedade
importante ao analisar novas configuragoes.

Um conceito interessante relacionado as configuragoes centrais foi introduzido por
Hampton em e denotado por configuragoes centrais empilhadas. Configuragoes cen-
trais empilhadas sao configuragoes centrais que possuem um subconjunto préoprio das

massas que também estd em configuragao central. Utilizaremos a notacao introduzida



por Fernandes e Mello em para configuragoes centrais empilhadas que é dada por
(n, k), com n representando o total de corpos da configuragao e k, com k = 1,...,n — 3,
representando a quantidade de corpos que podem ser removidos e permanecer uma con-
figuragao central. Hampton mostrou a existéncia de uma configuracao central empilhada
(5,2), onde os trés corpos restantes estejam nos vértices de um triangulo equilatero.
Outra propriedade importante que motivou parte do estudo deste trabalho é a conve-
xidade. Entendemos aqui que uma configuracao planar é convexa se o poligono que define
a configuragao possui angulos internos menores ou iguais a 180 °, e estritamente convexa
se os angulos internos do poligono sao menores que 180°. De outra forma temos uma

configuragao concava.Veja a figura [1.2

o7 ems
.
o . L
@i :::: ® .....
My e P e mo my my
________ &
Ty
Configuragao convexa Configuracado concava

Figura 1.2: Configuragoes de quatro corpos convexa e concava.

Nota-se que a configuracdo central empilhada (5,2) contendo um triangulo equilatero
apresentada por Hampton consiste em uma familia de configuragoes centrais concavas.
Com o passar do tempo, varios autores se interessaram pelo estudo de configuragoes
centrais empilhadas como pode ser visto em , , ﬂgﬂ, , e outros abordados
no decorrer deste trabalho.

Naturalmente algumas perguntas surgem relacionadas com as configuragoes centrais

empilhadas, como exposto por Cornelio, Ramirez e Cors em :

1. Dada uma configuracao central do problema de n corpos, quantos subconjuntos

diferentes de corpos, A, existem com cardinalidade |A| =k, k = 1,...,n — 3, tal que



os n — k corpos formem uma configuragao central do problema de (n — k) corpos?

2. Qual o numero de configuragoes centrais empilhadas (n, k), paratodok = 1,...,n—37

A segunda questao acima, no caso nao colinear (n,1), foi respondida por Fernandes e
Mello em [19], provando que sdo apenas configuragoes co-circulares de (n — 1) corpos com
um corpo no centro do circulo.

Para esta dissertacao o objetivo principal foi uma abordagem sobre configuragoes cen-
trais empilhadas de cinco corpos que contém um triangulo equilatero, tal configuracao
serd chamada aqui de Lagrange mais dois. Buscamos detalhar caracterizagoes geométri-
cas, questoes de simetria e convexidade. Os trabalhos abordados posteriormente nao estao
dispostos de forma cronolégica, mas sim buscando uma estrutura que facilite a leitura e

a relacao de conceitos abordados.



Capitulo 2

Configuracao central Lagrange mais
dois com dois corpos simétricos ao

bissetor perpendicular do triangulo

2.1 Configuracao central Lagrange mais dois com dois
corpos no interior do triangulo

Vamos comecar a abordagem do problema de Lagrange mais dois analisando a confi-
guracao proposta por Hampton em , onde ¢é considerado uma configuracao de cinco
corpos com algumas simetrias. Considerando uma configuragao central de cinco corpos
r = (ry,ra,...,75) com massas m;, i = 1,2,...,5 de modo que ry, ry e r3 estejam nos
vértices de um triangulo equilatero de lado igual a dois. Os corpos restantes r4 e r5 estao
localizados no interior do tridngulo equilatero como na figura 2.1 Com tais hipoteses

Hampton expds o seguinte resultado.

Proposicao 2.1.1. Dada uma configuracio de cinco corpos com rio = Tez = 713 = 2,
714 = Tos, T15 = To4, T35 = T34 € 2 > T14 > T34 > 115 que satisfazem a relagao L = 0 onde
L := (Roy — R31)Ag3s + (Ro5 — Ras5)Ag3s = 0 com Ay, representando o dobro da drea do

tridngulo de vértices r;, rj, ri. Entao existem massas positivas para que essa configuragao

10
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m3

mq mp

Figura 2.1: Configuracao de cinco corpos analisada por Hampton.

seja uma configuracao central.

A prova da Proposigao [2.1.1] ndo sera realizada aqui, mas a seguir apresentamos uma

anélise utilizando as equagoes de Andoyer para identificar alguns pontos de dificuldade

do problema. Temos de (1.7)) que
Ji2 = m4(Rl4 - R24)A124 + m5(R15 - R25)A125 =0,

f45 = ml(R41 - R51)A451 + mz(R42 - R52)A452 = 0.

E das duas equagoes acima obtemos my = ms € m; = mg, respectivamente. Ainda

podemos obter que
fa3 = ms[(Raq — R34) Aoz + (Ras — R3s5)Agss] = 0
e para mj # 0 teremos uma condi¢ao geométrica dada por
L = (Ryy — R34)Aa34 + (Ras — R3s)Agss. (2.1)

Com as hipoteses da Proposigao teremos fi4 = fos, fis = foa € fza = f35, que

representam equagoes lineares e homogéneas nas massas my, ms e my. Para existir uma
solucdo nao trivial (my, ms, my) o determinante da matriz de coeficientes deve ser zero,

sendo
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(1 — Ry5)Ass; (1 — R34)Aos3  (Ri5 — Rap)Aosa
B = (1 — Ry4)Aouy (1 — Ry3)Ao43 (Ros — Rus)Aaus | >
(1 — Ry4)Ass2 + (1 — Ry5)Ass; 0 (R34 — Ras)Ass4

det(B) = A[A134(Rs3 — 1)Avas(Ris — Rus) — A1ss(Rsg — 1) Avgs(Ras — Rus)] +
Aq94(1 — Ry5)A135(Ras — 1) Assa(Ray — Rys) —
Aspa(Rsq — Ras)A124(1 — Rys)Asa(Rs3 — 1)

com A = [(1—Ry4)Asso+(1—Ry5)Ass1]. Apos alguns céalculos podemos chegar na seguinte

expressao

det(B) = [Ayz4(1 — Rys) + Arss(Ris — 1)](1 — Ray)[—A134A 145 R1a + A13aAyy5 Rys —
Aq35A145R15 + D135 A 143 Ry5 + A124Ass5 Raq — AjagAsas Rys).

Utilizando a condigao de L = 0 podemos substituir RosAszy = R34Ao34 + (R35 —
Ro5)A195 na expressao acima e utilizando o software Mathematica temos det(B) = 0, logo
nosso sistema possui solugao nao trivial. Agora é necessario verificar o sinal das massas.
Podemos utilizar a eliminagao de Gauss-Jordan na matriz B, e em seguida encontrar o

nicleo da matriz, com my = 1,

(A134 — Ay35)(R14A 134 + Ri5A135 — Ras(Aqss + Aiss))
(Ajoq — Aqzg — Ayzs) (—R1aAi3s + Ria(Ayzs — Ags) + RisAqss)’

(2.2)

my =

s = — (Rig(Rug + Ris — 2Ry5) + RisRas + Ria(—2R15 + Rus))y (2.3)
(Args — Auzy — Auzs) (—RuaAizs + Ria(Arza — Auzs) + RisAizs)l)’ '

onde Y=A124(A134 — A135)(A1za + Ayss) € I' = =Ry A1z — Ri5A135 + Ri2(Aqza + Aqss).

Como estamos interessados em massas positivas utilizamos as restrigoes m; > 0 e mg > 0
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nas expressoes (2.2) e (2.3)), respectivamente. Com auxilio do software Mathematica

plotamos as regioes no interior do tridngulo referente as inequagoes m; > 0 e mz > 0,

veja a figura 2.2

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

Figura 2.2: Regioes que temos as massas m; e mgs positivas no interior do triangulo.

Mas para concluir nossa analise, temos que identificar as regioes que ocorrem simul-
taneamente L. = 0 e as massas sao positivas, em outras palavras, verificar onde a curva
L = 0 tem intersec¢ao nao vazia com as regioes da figura como plotamos na figura
2.0

Vamos voltar a matriz B para analisar os sinais dos coeficientes. Comecando pelo
caso onde as massas my e ms estdo sobre os pontos Py e P/, respectivamente. Os pontos
Py e P| estao localizados na intersecgdo da curva L = 0 com as hipérboles Ryy = Rys5 e
R14 = Ry5, no interior do triangulo, veja a figura [2.4] Nesse caso a matriz de coeficientes

tem os seguintes sinais.

A|P1UP1’: - + -
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-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

Figura 2.3: Regioes que temos as massas m; e mg positivas no interior do triangulo, curva

L = 0, retas que passam sobre os lados do triangulo e os bissetores do triangulo.

A partir do estudo, notou-se que analisar o sinal de ag; pode ser mais complicado
quando my4 e ms estao nas outras regioes possiveis, isto é, quando ocorre Ry < Rys
ou Ry5 < Rys. Os coeficientes asp, a;z devem ser analisados com mais cautela do que
mencionado por Hampton, pois dependem das distancias ri4, 715 € r45. Vamos supor dois
casos agora, quando 15 > 745, isto é, 0s corpos r4 e r5 estejam entre as hipérboles que
passam pelo interior do triangulo, e r15 < r45. No primeiro caso temos que a matriz de

coeficientes tem os seguintes sinais
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Figura 2.4: Regioes que temos as massas m; e mg positivas no interior do triangulo, curva

L =0 e hipérboles Ryy = Ry5(Verde) e Ry = Ry5(Roxo).

e para o segundo caso temos que a matriz de coeficientes tem os seguintes sinais

Porém se tivermos as; < 0 nao é possivel ter a;3 < 0. Provar a afirmacao anterior
analiticamente recairia na prova da interseccao da curva L = 0 e das regioes onde az; < 0
e a3 < 0, assim percebemos que a anélise da matriz de coeficientes de Hampton nao é tao
simples como exposta no artigo . Na proxima seccao analisamos como um problema

similar foi solucionado pelos autores.
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2.2 Configuracao central Lagrange mais dois com dois
corpos no exterior do triangulo

Posteriormente Mello, Llibre e Perez-Chavela em encontraram outras regioes que
as massas seriam positivas e a curva L = 0 intersecta. O resultado parece com o de
Hampton , mas tem caracteristicas qualitativas exploradas que requer uma analise
mais complexa.

Novamente consideramos uma configuracao de cinco corpos r = (rq,rs,...,75) onde
teremos que (|1.7)) resulta em um conjuntos de dez equagoes. Desconsideramos o conjunto

de colisoes e por hipotese temos

Tig="To3 =113 =1, T14="Tos, Ti5="To, T34=7T35 To <T4,
Ajos = Avos,  Aiuz = Dogs, Ay = Dous,  Aqzs = Agys.

Ainda assumiu-se que Ay 0, ou seja, os corpos mq, My € M5 Nao estao no mesmo
5 ) ) ) 5

segmento de reta. Com as hipdteses acima aplicadas em (1.7)), concluimos de fy5 = 0 e

fi12 = 0 que m; = my e my = ms, respectivamente. As outras oito equagoes de (1.7) sao

equivalentes, disto teremos as seguintes relacoes.

L = (Ryy — R34)A134 + (R15 — R34)A135 = 0, (2.4)
(Bi2 — Ris)Arema + (Ria — Rza)Avagms + (Ris — Ras) Arasma = 0, (2.5)
(Bi2 — Rig)Arema + (Ria — Rza)Aiszms + (Rig — Ras) Arzama = 0, (2.6)
[(Ria — R14)A134 + (Ria — Ri5)Arss|my + (Rsy — Rys)Agysmy = 0. (2.7)

Desta forma os coeficientes do sistema de equagoes formado por (2.5)), (2.6) e (2.7))

resulta na seguinte matriz A = [a;;] dada por,

(Ri2 — Ry5)A142 (Ri2 — R3s)A143 (Ris — Rus)Ass
A= (Ri2 — Ri4)A142 (Ri2 — R3s)A153 (Ris — Ru5)Ais4
(Ri2 — R14)A134 + (R12 — Ry5)Aq53 0 (R3s — Ry5)As45
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Esse sistema ¢ linear e homogéneo nas variaveis mi, ms e my, € possui solugao nao
trivial quando o determinante da matriz A é igual a zero. Depois de alguns calculos
obtemos que det(A) = 0 assumindo que ¢é valida. Desta forma L = 0 é uma condicao
geométrica para a disposicao dos corpos da configuracao.

Um dos obstaculos para resolver o problema é verificar em quais partes da curva L = 0
temos massas positivas. Porém as condi¢oes que determinam regioes onde temos massas
positivas e a condicao que determina a curva L = 0 sao ambas condi¢oes implicitas
e provar a interseccao das duas de forma analitica pode exigir ferramentas especificas.

Desta forma temos o seguinte lema.

Lema 2.2.1. Considere as regioes S = {Ry5 > R3q > Ry > 1}, Sy = {Rys < R3y <
Ry < 1}, S3 = {Asgs > 0, Aygq < 0, R3y > Ros}, veja ﬁgum e 51,5555 sao as

regioes simétricas com relagao a mediatriz do segmentos ligando r1 e ro. As curvas
Li={L=0}nS;, Li={L=0}nS,
i=1, 2, 3, estao bem definidas e sao nao vazias. Veja figura[2.7,

Demonstracao. Veja em . O

Temos dois pontos Q2 = {Ros = 1} N{Roy = Rys} NSz e Q3 = {Roy = 1} N{Ryy =
R,5} NS5 que estao sobre o circulo Ry = 1, veja figura . Podemos calcular L(Q;) < 0e
L(Q3) > 0, logo por continuidade existe pelo menos um ponto da curva L3 que intersecta
o circulo Ryy = 1. Denotaremos tal ponto por P, e Pj seu simétrico com relagao a
mediatriz do segmento ligando as massas m; e mo. A seguir temos a proposicao que
garante a existéncia de configuracoes centrais empilhadas quando os corpos de massas
my e ms estao em um pequeno arco de L3, suficientemente proximos dos pontos P e Py,

respectivamente.

Proposicao 2.2.1. Assuma que trés pontos r1, ro e r3 (com massas positivas my, mo €
ms) nos vértices de um triangulo equildtero cujo lado é um, e dois pontos r4 e r5(com
massas my, my) que estao localizados simetricamente em relagao a mediatriz referente ao

segmento que liga os pontos r1 e ro. Entao existe uma configuracao central empilhada de
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Pa

(=]
I
1

Figura 2.5: Partes das regides S; (Rosa), Sy (Verde) e S3 (Amarelo) e a curva L = 0.

modo que 0s corpos de massas my e ms estao em um pequeno arco de Lz prorimos dos

pontos Py e Py respectivamente.

Demonstra¢ao. Quando os corpos de massas my4 € my estao nos pontos P, e Pj respec-
tivamente, temos Ri5 = Roy = 1, desta forma da matriz de coeficientes temos as; =

(1 — R14)Aq34 < 0. Com isso os sinais da matriz de coeficientes A sdo dados por

0 — +
A |P2UP2’: - + +
- 0 +

Da primeira linha da matriz acima podemos concluir que ms e my4 tém o mesmo sinal

e da ultima linha da matriz temos que m; e my também possuem o mesmo sinal, assim

mi, mz € my possuem o mesmo sinal. Desta forma quando os corpos de massas my e
. . , . .

ms estao localizados em P, e Pj respectivamente, existem massas my, ms e my formando

uma configuracao central empilhada.
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Ay = 0 Roy = Rys

* Az =0

Figura 2.6: Alguns pontos, retas e curvas para calcular o sinal de L.
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Figura 2.7: Alguns pontos, retas e curvas para calcular a interse¢do da curva com as

regioes.
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Se az; depende continuamente das distdncias mutuas, podemos afirmar que az; < 0
quando os corpos de massas my e m; estdo numa vizinhanga dos pontos P, e P, respec-
tivamente. O mesmo ¢ valido para os outros coeficientes a;;, que preservam o sinal em
pequenas vizinhancas de P, e P;. Utilizando a restricao L = 0 obtemos o pequeno arco
citado na proposicao.

]

Com auxilio do préximo lema podemos generalizar o controle do coeficiente az; e

conseguir um resultado um pouco mais geral que o anterior.

Lema 2.2.2. A fun¢io azg = (Ri2 — R14)A134 + (Ria — Ri5)A153 € negativa no conjunto
{L = 0} N {R24 < 1}

Demonstracao. Para nossa classe de configuracao central temos R4 < Rss. Relembrando
que az; = (Ryy — 1)A143 + (Roq — 1)Ay35 e considerando ryy > 1 podemos concluir que
a1 = (Ris — 1)Aquz + (Roa — 1)Ayzs < (Araz + Aigs)(Roa — 1). Como (Aqaz + Aqzs) > 0
e (Roy — 1) < 0 temos ag; < 0, desta forma o lema ¢ valido para a componente Lz no

exterior do circulo {Roy = 1}.

]

Seja Py o vértice do triangulo em r3. Se os corpos de massas my e ms estao na
curva L = 0 e suficientemente préoximos de Fy, entao nao existe configuragao central, tal

resultado pode ser visto na préxima proposicao.

Proposicao 2.2.2. Assuma que trés massas positivas mq, ms € ms estao nos vértices
de um tridngulo equildtero cujo lado é um, e as massas my, ms estejam localizadas em
Ly =0 e L respectivamente, simetricamente com respeito ao bissetor perpendicular. Se ry
e r5 estao suficientemente proximos de Fy, entdo nao existem massas positivas my = ma,

my = ms e mg tal que os cinco corpos formem uma configuragao central empilhada.

Demonstracao. Com as hipoteses temos que A4 < 0, por outro lado r4 esta no interior
do circulo Ryy = 1 que corresponde a regiao Roy > 1, que é Ryy = Ry5 > 1. Voltando
a nossa matriz de coeficientes obtemos que a1; = (Rj2 — Ri5)A142 < 0 nesta regiao. Os

sinais da matriz de coeficientes A sao dados por
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A= - + +
asy 0 +
E da primeira linha da matriz acima temos que m; = mo, my = M5 € M3 Nao0 possuem o

mesmo sinal.

]

Desta forma conseguimos analisar nossa curva L3 suficientemente proximo ao vértice,
a questao a ser resolvida agora é determinar em quais outras partes da curva L = 0 nao
teremos configuragoes centrais empilhadas. Podemos expor as evidéncias numéricas que
L3 intersecta a hipérbole R14 = R45 em um tnico ponto Py. O ponto P, sera o tltimo
ponto da componente conexa ilimitada de L3 que sera denotada por Lsss, € L, seu

simétrico com relacao ao bissetor perpendicular.

Lema 2.2.3. Nao existem configuracoes centrais empilhadas quando r4 e 15 estio em

L3y € i, respectivamente.
Demonstracao. Veja em . O

Também temos evidéncias numéricas que L3 intersecta a hipérbole Ry = R45 em um
unico ponto denotado por P;, e intersecta a circunferéncia dada por Rz, = 1 em um tinico
ponto denotado por Ps;. Podemos definir Lgy9, L3ss ¢ Lgzq como arcos abertos Lg;; de L

delimitados pelos pontos P; e P;, para i,j = 1,3,4. De forma mais precisa

Lsio = Ly N {Asy5 > 0, Roy > 1, Rog > Rys, Ri4 < Rys},
Lsos = Ly N {Rog < 1, Roy > Rys, Ria < Ruys, R3q > 1},
L33y = Ly N {Rs4 < 1, Roy > Rus, R14 < Rys}.

E dessa forma podemos terminar de verificar em quais partes de L3 teremos configu-

ragoes centrais empilhadas.
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Lema 2.2.4. Nao existe configuracao central quando ry e rs estao nas componentes Lizy

/ ,
e Lsq, respectivamente.

Demonstragao. Para ry € Lsss € 15 € Lis, o0s sinais da matriz de coeficientes A sao dados

por
-+ +
A= - — +
- 0 +

Usando a ultima linha da matriz acima concluimos que as massas m; e my possuem
o mesmo sinal. Infelizmente nao podemos obter mais informagoes sobre o sinal de ms.
Por outro lado, temos que as equagoes e determinam dois planos através da
origem no espago das massas (my, ms, my). Temos que os vetores normais dos planos sao,
respectivamente, ny = (a1, @12, a13) € n3 = (az1,0,a33). Seja T = (11,15, T3) =ny Anz o
vetor paralelo a reta determinada pela interseccao dos dois planos. Assim existem massas
positivas my, ms e my que sao solugoes de e 7 se e somente se, as componentes
do vetor T' tém o mesmo sinal. Com calculos diretos temos 77 > 0, T5 > 0 e T < 0. Como
podemos calcular as coordenadas dos pontos P3 e P, podemos verificar numericamente
que os valores de T sobre a curva L = 0 entre os pontos P; e P, estao no intervalo
(—0.376045, —0.368863). Com isso nem todas as componentes tém o mesmo sinal, assim
segue o resultado do lema.

]

Lema 2.2.5. Quando 4 e ry estio em P3 e Pj respectivamente, nao existe configuragoes

centrais empilhadas.
Demonstracao. Veja em O

Proposigao 2.2.3. Assuma trés massas positivas my, mo € ms, nos vértices de um tri-
angulo equildtero de lado um, e duas massas positivas my € ms localizadas simetricamente
em relagdo ao bissetor perpendicular, tal que r4 € Lsas e 15 € Liys, veja figura . Entao
existem massas positivas mq, = ms, my = My € ms, tal que 0s cinco corpos com essas

massas formam uma configuragao central empilhada.
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Demonstragao. Parary € Lags e 15 € Ly 0s sinais dos coeficientes da matriz A sao dados

por
- - +

A |L323uLgQ3 = - + +

- 0 +

Usando a tltima linha da matriz acima concluimos que m; e my4 tém o mesmo sinal.
Infelizmente nao podemos obter mais informacoes sobre o sinal da massa m3 da matriz
acima. Além disso as equagoes e definem dois planos através da origem no
espago das massas (my, ms,my). Os vetores normais dos planos s@o, respectivamente,
ny = (a1, a12,a13) € ng = (a9, a2, as3). Novamente vamos analisar o vetor paralelo a
reta de intersecgao dos dois planos dado por T' = (74,15, T3) = ny A ny. Portanto existem
massas positivas my, mgz e my que sao solugoes das equagoes e , se e somente
se, as componentes do vetor T tém o mesmo sinal.

Com calculos diretos temos que T7 = ai2a93 — 13090 < 0, T3 = aj1a99 — aj2a21 < 0
e que Ty = ajzas1 — aj1as3 < 0. Podemos verificar numericamente que os valores de T5
sobre a curva L = 0 entre os pontos P, e P; estao no intervalo (-0.716137,-0.44343), assim

segue o resultado.

]

Os dois casos abordados neste capitulo apoiaram seu desenvolvimento nas simetrias
encontradas nos problemas. Varios trabalhos com a configuracao Lagrange mais dois
possuem certas simetrias nos dois corpos fora do tridangulo equildtero e sao concavas, isso
instigou Barrabés, Cors, Fernandes e Vidal a estudar em |2 a simetria e a convexidade no
problema de Lagrange mais dois. Mas antes de abordarmos os resultados de , vamos

expor no capitulo seguinte mais trés familias de configuracoes Lagrange mais dois.



Capitulo 3

Configuracao central Lagrange mais
dois com dois corpos no bissetor

perpendicular do triangulo

Agora voltamos a atencgao para os resultados expostos por Llibre e Mello em . Llibre
e Mello consideraram no estudo as configuragoes de cinco corpos com trés corpos nos
vértices de um triangulo equilatero e os dois corpos restantes localizados em segmentos
de uma das retas bissetoras do triangulo.

Considerando uma configuragao de cinco corpos r = (ry,ry,...,r5) com massas m;,
1=1,2,...,5 de modo que 71, 75 e 3 estao nos vértices de um triangulo equilatero de lado
igual a um e os corpos restantes, 74 e r5, estao localizados numa reta bissetora como a
figura [3.1]

Considera-se os pontos A, B, C, D, E e F sobre a reta bissetora que passa entre r;
e r9, onde A é o baricentro do triangulo equilatero, B é o vértice contendo a posigao rj,
C' ¢é o ponto simétrico de B com relacao ao segmento 773, D e F' sao pontos no circulo
de centro B e raio um e E é o ponto médio do segmento 775 como na figura [3.2] assim

temos o seguinte resultado.

Proposicao 3.0.1. Assumimos que as posi¢oes 11, o € T3, COM Massas my, My € M3

respectivamente, estao nos vértices de um tridngulo equildtero de lado um e as posigoes 14

25
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Figura 3.1: Configuracao de cinco corpos no plano.

F Qeean

.Tra5(3)

Figura 3.2: Configuracao de cinco corpos no plano com pontos importantes.
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€ T5, COM Massas my € ms respectivamente, estao sobre o bissetor perpendicular como na
figura [3.1 Para que as cinco massas estejam em uma configura¢io central as sequintes
afirmagoes devem ser vdlidas.

(a) As duas massas my € my $G0 iguais.

(b) Uma das massas, e apenas uma, ou my ou my, deve pertencer ao segmento AB. Veja
a figura[3.3.

Sem perda de generalidade podemos assumir que my € AB. Entao existe uma posi¢ao
G € AB, segmentos nao vazios onde I'(G) C CD, I*(G) C FA, I*(G) C BF e massas
positivas my = may, ms, my € ms(i), i = 1,2,3, tal que my, mo e m3 sao os vértices do
triangulo, my esta em G e ms(1) € I'(G), oums(2) € I*(G), oums(3) € I*(G), formam

trés configuracoes centrais. Veja a figura|3.2.

Demonstracao. Utilizamos aqui as equagoes de Andoyer, junto com as relagoes

Tig = To3 = T3 — 1, T4 = To4, T15 = T25, T34 7& 0, r35 7é 0, 745 7é 0,

A345 = O; A153 = A235; A143 = A2347 A154 = A245~

Sem perda de generalidade podemos utilizar um sistema de coordenadas de forma que
as massas , my, msy e my estdo em (-1/2,0), (1/2,0) e (0, v/3/2) respectivamente. Portanto
A = (0,4/3/6), B = (0,/3/2), C = (0,—v/3/2), D = (0,—1 ++/3/2), E = (0,0) e
F=(0,1++3/2).

Suponhamos que r14 = ris, fixadas as coordenadas sabemos que 75 = 1. Como
desconsideramos o conjunto das colisdes my deve estar em (0, —v/3/2), assim obtemos as

seguintes equagoes com tal configuragao

fi13 = ma(1 — R3s)A134 + ms(Ris — Rss5) Az =0,

f14 = mg(l — R34)A143 + m5(R15 - R45)A145 = 0.

Observe que 134 > 1 logo (1 — R34) > 0 e como Ajzy < 0 temos (1 — Rgy)A134 < 0 e de
forma analoga (1 — R34)A143 > 0. Como estamos interessados em massas positivas, para

o sistema acima possuir solu¢ao devemos ter (Ry5 — R35)A135 > 0 e (Ri5 — Ry5) A5 < 0.
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Observa-se que se ms estiver acima de m3 ou abaixo de my os sinais de Aq35 e A5 sao
iguais e se mjs estiver localizada entre mg e my, entao Aq35 e A5 possuem sinais opostos.
No caso de mjs estar acima de mg teriamos 135 < ri5 < 745, logo (Ri5 — R3s) < 0 e
(R15 — Ry5) > 0 que nao satisfazem as inequagoes necessarias. Analisando as outras pos-
sibilidades de localizacao de ms nota-se que nao existe posicao que satisfaz as inequagoes,
com isso my ndo pode estar em (0, —v/3/2). O mesmo argumento pode ser utilizado para
T = T'12 = 1.

Como ri4 # 112 € 115 # 112, das equagoes (1.7 temos
faa= (1 - R14)A134(m1 - mz) =0,

f35 = (1 — Ry5)A135(my —ma) =0,

e como (1 — Ry4)Ai34 e (1 — Ry5)Aq35 sdo ambos nao nulos temos que m; = my e fica
provado o item (a) da proposigao.

Agora tomando m; = my nas outras oito equagoes de (1.7)) teremos
(Ris — Rsq)Arzymy + (R15 — R3s)A1zsms = 0, (3.1)

(Ri2 — Ria)Ajoamy + (Ri2 — Raa) Arzamg + (Ris — Ras)A1sams =0, (3.2)
(Ri2 — Ri5)Arasmy + (Ri2 — Rs5)A1zsms + (Ria — Ras) Aasma = 0. (3.3)

Se temos 14 = 734, ou seja, my se localiza no baricentro do tridngulo equilatero,
pela equacao e com a massa ms positiva temos r15 = r3;. Mas isso resultaria em
r45 = 0, que nao pode ocorrer, pois nao estamos considerando o conjunto de colisoes, logo
r14 7 r34. De forma analoga concluimos que 715 # r3s.

Resulta da equagao (3.1) que (Ryy — R34)A134 € (R35 — R15)A135 devem ter o mesmo
sinal, isso nos leva ao estudo de dois casos.

Caso 1. Considere (R14 — R34)A134 >0e (R35 — R15)A135 > 0. Se A134 > (0 entao my
esta acima de mg logo 114 > 734 € isso implica R4 < R34, deste modo (Ryy — R34)A134 <0
o que contradiz as hipoteses inicias, com isso nosso caso de interesse é Aq34 < 0. Conside-
rando quando Ryy < Rsy teremos que (R4 — R34)A134 > 0, mas essas condigoes implicam

na massa my estar no segmento AB. De forma analoga para (R35 - R15)A135 > () temos
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duas possibilidades, onde A135 > 0 entao r35 < r15 € Aq135 < 0 entao rzs > ris.

Caso 2. Considere (Ryy — R34)A134 < 0 e (R3s — R15)A135 < 0, e utilizando os mes-
mos procedimentos do caso anterior concluimos que ms deve estar localizada no segmento
AB, sendo que com (R4 — R34)A134 < 0 temos duas possibilidades, onde Ay34 > 0 implica
734 < 714 € € Ajzq < 0 entdo ryy > ry.

Dos dois casos anteriores podemos notar que apenas uma das massas m4 ou ms podem
estar no segmento AB, logo fica provada a afirmagao (b) da proposigao.

Assim sem perda de generalidade podemos assumir my esta localizada em um ponto
(z,0) € AB e ms um ponto (0,y) satisfazendo tanto y < v/3/6 ou y > v/3/2. Portanto

de (3.1]) as massas my e ms s@o relacionadas por

(R35 - R15>A135

= ) 3.4
M (Ria — R34)Aq34 e (3:4)
e substituindo (3.4)) em (3.3) temos
Ry — Rys)(Rss — Rys) Aus A
(Ri2— Ri5)A1a5my + (Ria — Rs5) Ayzsms + (Fi1s 15) (B 15) A5 Bzo ms = 0. (3.5)

(R14 - R34)A134

Com isso podemos analisar os dois casos possiveis de posi¢ao para ms.

Caso 1. Considerando y < V3 /6, teremos trés casos para se analisar: Ajg; = 0 ou
Aq9s < 0 ou Aqgs > 0.

Se Ajg5 = 0, terfamos y = 0, desta forma o primeiro coeficiente do lado esquerdo da
equagao desaparece, enquanto que o segundo coeficiente é positivo, pois (Rijs— R3s) <
0 e Ayz5 < 0. Também teremos que (Rss — Ri5) < 0, (R14 — Ry5) < 0, (R4 — R34) <0,
A5 < 0 e Aqzy < 0, desta forma o terceiro coeficiente do lado esquerdo de também
é positivos. Disto temos que nao existem valores positivos das massas mg e ms que
satisfazem a equacao e concluimos que ms nao pode estar localizado no ponto E.

Consideramos agora Aj95 < 0 e assim y < 0, desta forma teremos que analisar as pos-

sibilidades de posicao de ms onde —1 4 /3/2 <y < 0 ou y < —/3/2 serdo descartadas,
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pois nao existem massas positivas mq, ms e ms que satisfazem a nestes casos. Assim a
Unica possibilidade de solucao da equagao neste caso é com —/3/2 <y < —14++/3/2,
ou seja, (0,y) € CD.

De forma anéloga se Ajp5 > 0 entdo 0 < y < v/3/6, ou seja, (0,y) € FA.

Caso 2. Considerando y > \/5/2 Neste caso teremos 115 < 715 logo Ris — Ri5 > 0,
Aqos > 0, Aqz5 > 0, r35 < 115 logo R3s — Ry5 > 0, Aqys > 0, r34 < 114 logo Ryy— R34 < 0e
A3 < 0. Sey>1+ \/§/2 entao ri4 < Ty5, isto é, R14 — R45 > 0 e com isso o primeiro e o
terceiro dos coeficientes do lado esquerdo de sao positivos. Desse modo para cumprir
a igualdade o segundo dos coeficientes de deve ser negativo, isto é, Ris — R35 < 0.
Mas isso implica em 735 < r15 que contradiz nossa hipotese inicial.

Sey = 1+\/§/2 entao rip = r35 e Ry — Ry5 > 0. Assim o segundo dos trés coeficientes
do lado esquerdo de desaparece, o terceiro é maior ou igual que zero e o primeiro é
maior que zero. Com isso nao existem massas positivas m; e ms que satisfazem a equagao.
Concluimos que (0,y) € BF.

Dos dois casos abordados acima as tnicas possibilidades de massas positivas mq, ms
e mg para solugao do sistema dado por (3.2)), e sao (0,z) € AB e (0,y) € CD
ou (0,y) € EAou (0,y) € BF.

Podemos notar que as equacgoes e definem dois planos que intersectam-se
na origem do espaco das massas (my, ms, ms). Os vetores normais desses planos sao, res-
pectivamente, ny = (ny1,n12,n13), N2 = (N21, Naz, Neg). Podemos calcular as coordenadas
desses vetores utilizando as hipoéteses construidas anteriormente.

1 1
nn = (R12 - R14)A124 = |:1 — T:| A124 = |:1 —1 T

3, e — g3
B [1 SETOE (o,M " [1 - ﬁ} ’

B x{l‘ﬁ}

e de forma analoga podemos calcular os outros,
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R =il

R [ =]

= y|l-
21 = Y (1+4y2>3/2 )

L 2= V3 {1 B 8 ]
N i ((2y— V3R]

n _ (3/ - x)(2y - \/§) { 8 B 1 } |:((2y_\/1§)2)3/2 - (1+4;2)3/2]
» 2(2x — \/§) (1442232 ((z —y)?)3/? .

1 . 1
(1442272~ (V3-20)3

Seja T' = (T1, Ty, Tz) = n1 Ang = (n12na3 — N13Naz, N13Na1 — N11M23, N11M22 — N12N21) O Vetor
paralelo a reta que define a interseccao dos dois planos. Desta forma teremos solugoes
com massas positivas das equagoes e (3.5), se e somente se, as componentes do vetor
T tém o mesmo sinal.

Seja G = (0,2/5) € AB, H; = (0,—2/5) € CD, Hy, = (0,1/5) € EAe H3 = (0,6/5) €
BF. De G e H; definimos o ponto (zg,40) = (2/5,0 —2/5), de G e H definimos o ponto
(xo,11) = (2/5,1/5) e de G e H3 temos o ponto (xg,y2) = (2/5,6/5). Com um célculo
direto utilizando o software Mathematica temos T1(zo,y0) < 0, To(z0,%0) < 0, T3(xo, yo) <
0, e também T;(xg,y1) > 0, To(zo,y1) > 0, T3(xo,y1) > 0 e por fim Ti(zg,y2) > 0,
To(xo,y2) > 0, T3(xo,y2) > 0. Com isso, por continuidade, nas vizinhangas de (zg, yo),
(0,11) € (x0,y2) temos que os sinais das fungoes 17, T5 e T3 se mantém os mesmos que
acima.

A existéncia dos segmentos I'(G) C CD, I*(G) C FA e I}*(G) C BF segue da
intersecgao das vizinhangas acima com a reta x = zy. E com isso concluimos a prova da
proposic¢ao.

]

A seguir temos uma evidéncia numérica da parte melhorada da Proposigao [3.0.1] enun-
ciada como: Sem perda de gemeralidade podemos assumir que my € AB. FEntao para

toda posicio G € AB, exitem segmentos ndo vazios onde I'(G) C CD, I*(G) C EA,
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I3(G) C BF e massas positivas my = my, ms, my € ms(1), i = 1,2,3, tal que my, my e
ms sio os vértices do tridngulo, my esta em G e ms(1) € I'(Q), ou ms(2) € I*(G), ou
ms(3) € I*(G), formam trés configuragoes centrais.

Podemos encontrar as regioes onde as massas sao positivas, com auxilio das curvas
Ti(z,y) =0, Ty(z,y) = 0 e T3(x,y) = 0 mostradas na ﬁgura para v/3/6 < x < v/3/2
e —V/3/2 < y < —/3/6. Deste modo se escrevermos a forma explicita de y;(x) como a
curva implicita T;(x, y;) = 0 na regido 1 teremos y3(z) < y2(x) < y1(x) < 0. Desta forma
as componentes Ty, T, e T3 do vetor T' sao negativas em algum subconjunto da regiao
1, veja figura , definida por {(z,y) : V3/6 < 2 < V3/2 e ys(v) < y < ya(z)}. Esse

subconjunto contém (z, yo).

Figura 3.3: Curvas T} = 0 (Vermelho), T = 0 (Azul) e T3 = 0 (Verde) para regiao 1.

As curvas Ty(z,y) = 0 e T3(z,y) = 0 sdo dadas na ﬁgura, para v/3/6 <z < /3/2e
0 <y < v/3/6 e nos fornece a regido 2, veja a figura . Notemos que a curva Ti(z,y) =0
nao possui pontos na regiao 2.

Desta forma as coordenadas do vetor T sao positivas no subconjunto da regiao 2
limitada pelas quatro curvas {x = v/3/6}, {y = V/3/6}, {(x,12(7))} e {(x,y3(x))}. Pode-
se notar, utilizando a regra da reta vertical, que 75 = 0 nao é um grafico com respeito

ao eixo z, desta forma devemos o decompor em dois gréaficos da forma {x,y.(z)}. O
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Figura 3.4: Regiao 1 representada em amarelo.
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Figura 3.5: Curvas T = 0 (Azul) e T3 = 0 (Verde) para regiao 2.
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Figura 3.6: Regiao 2 representada em amarelo.

subconjunto citado acima contém o ponto (zg, y1).
As curvas Th(z,y) = 0 e T5(x,y) = 0 sdo dadas na ﬁgura para v/3/6 < x < v/3/2
e v3/2 <y <14 +/3/2, nos fornece a regiao 3, veja a ﬁgura Notemos que a curva

Ti(z,y) = 0 ndo possui pontos na regiao 3.

Figura 3.7: Curvas T, = 0 e T5 = 0 para regiao 3.
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Figura 3.8: Regiao 3 representada em amarelo.

Novamente as coordenadas do vetor 1" sao positivas no subconjunto da regiao 3 definido
por {(z,y) : V3/6 < x < v/3/2 e ya(r) < y < y3(z)}. O subconjunto contém o ponto
(20, Y2)-

Na seccao seguinte vamos analisar um caso especial de uma das familias de Lagrange

mais dois expostas anteriormente.

3.1 Configuracao central Lagrange mais Euler em um

Um interessante caso particular dessas configuragoes centrais empilhadas foi abordado
por Cornelio, Ramirez e Cors [§] chamado de Lagrange mais Euler em um. Esse nome foi
escolhido porque teriamos duas formas de retirar duas massas, porém em uma obtemos
a configuragao de Lagrange e na outra obtemos a configuragdo de Euler, veja figura [3.9
Como temos trés corpos colineares utilizamos a expressao (|1.6) e consideramos que os

corpos ms, ms € my estao na ordem r5 < r3 < r, em R, obtemos as seguintes expressoes



Figura 3.9: Configuracao central empilhada Lagrange mais Euler em um.

m m

)\7’5 = 73(7’5—7”3)4‘74(7”5—7’4),
T'53 T'54
m m

)\7‘3 = T5(7’3—T5)+T4(T3—T4),
T35 T'34
m m

)\T4 = T5(T4—T5)—|—Tg(7”4—7"3).
T4 T3

Fazendo Ars — Ars e Ary — Ars e considerando 735 = a e r43 = b temos

ms + ms My My

Aa + - —,
a? (a+0)?2 b?
ms+m m m

\b — 3 1+ My 5 5

2 @i @
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Eliminando A obtemos uma tnica equagao homogénea para (a, b) e fazendo o = b/a temos

o polinémio quéantico de Euler dado por

E(CL, b) = —(m3 + m4) — (2m3 + 3m4)04 — (mg + 3m4)042 +

+(3ms + m3)a® + (2m3 + 3ms)a* + (ms + m3)a’.
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Desta forma como as massas ms, mg e my formam uma configuragao central de Euler
devem satisfazer E(a,b) = 0. Esse caso particular ¢ uma curva dentro de uma das regioes

mostradas por Llibre e Mello anteriormente, veja figura [3.10]

[ & ]
T
1

Figura 3.10: Regido 3 limitada pelas duas curvas(Azul e verde). A curvar pontilhada

representa a configuracao apresentada em .

Realizando um ajuste polinomial encontramos o polinomio —3.026 + 1.7z + 1.78y que
pode ser visto na figura |3.11, Podemos exibir um exemplo numérico de Lagrange mais
FEuler em um com massas m; = 0.295389, my = 0.191006, m3 = 0.353659, my = 1,
ms = 1, com valores de x = 0.5 e y = 1.2229 para o polindémio acima. Como efetuamos os
calculos no software Mathematica, que atua com o truncamento de casas decimais, nossos
valores sao aproximados, com precisao de 107 7.

No proximo capitulo faremos um estudo dos resultados apresentados em , tendo

como intuito esgotar todos os casos de configuragoes de Lagrange mais dois.



tivas.

Figura 3.11: Ajuste polinomial com os valores de configuragdes centrais de massas posi-
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Capitulo 4

Caracterizacao geométrica, simetria e
convexidade na configuracao central

Lagrange mais dois

Nos temas abordados anteriormente, configuragoes centrais empilhadas, observam-se duas
propriedades interessantes, simetria e concavidade, presentes nas configuragoes centrais
de cinco corpos. Isso chamou a atencao de Barrabés, Cors, Fernandes e Vidal em
que realizaram o estudo destas propriedades na configuragao central empilhada de cinco
corpos com um triangulo equilétero, que designamos aqui como Lagrange mais dois. Além
do estudo de simetrias e concavidade buscou-se encontrar uma caracterizagao geométrica
para a configuracao central de Lagrange mais dois. No desenvolvimento desse capitulo
vamos analisar tais resultados.

Agora também utilizamos uma notacao para as retas bissetoras, isto &, l;; representa
a reta bissetora referente ao segmento que liga os pontos 7; e r;. Também denotou-se por
c;j a reta que passa através de r; e r; como mostra a figura [4.1]

Em seguida enunciamos um lema técnico que auxilia na manipulacao das equagoes

(1.7), pois exibe relagoes entre as areas dos triangulos A, ;.

Lema 4.0.1. Considere cinco pontos no plano r;, i = 1,2,...,5, e Njjp = (ri—rj) N (ri—ry)

que representa duas vezes a drea definida pelo tridngulo com vértices r;, vj e 1. Entao as

39



40

sequintes equacoes sao validas:
AzisA123 — Aozs Q134 + AgzaAgzs = 0,
AzisAiag — DogsAzg + Ao3aAigs = 0,
AzasAias — Aog5A135 + AgzsArgs = 0,
AgsA123 — AizsA124 + A134Q195 = 0,
AgysA193 — AozsAjag + Agzalias = 0,
Ajoz — Aggg + Ayzg — Agzy =0,
Aqgz — Apgs + Ayzs — Aggs = 0,
Aggq — Apzs + Aygs — Agys = 0,
Aqzg — Aizs + Args — Azys = 0,
Agzy — Aozs + Agys — Agys = 0.

Demonstracdo. E um calculo direto da definicao de Ajjk.

Figura 4.1: Notacao utilizada, onde [;; ¢ pontilhada e ¢;; é sélida. Pela Proposicao do
Bissetor Perpendicular aplicado com respeito a r; e r; a configuragao acima nao pode ser

central.

Agora provaremos que na configuracao central, Lagrange mais dois, teremos trés corpos
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alinhados apenas quando os dois corpos fora do triangulo equildtero estdao numa reta

bissetora.

Proposigao 4.0.1. Considere uma configura¢ao central de cinco corpos T = (11,Tg,...,T5),
de modo que trés deles estao nos vértices de um tridngulo equildtero. Se os dois corpos
restantes estao alinhados com um dos vértices do triangulo, entao eles devem estar na

reta bissetora dos outros dois vértices.

Demonstrag¢ao. Sem perda de generalidade, podemos supor que rq, 75 € r3 estao nos vérti-
ces do triangulo equilatero orientado no sentido anti-horério, e que r4 e r5 estao alinhados
com r3 como na figura . Considere as equagdes de Andoyer de ((1.7)) correspondentes a

fi2, fi13 e fa3, € usando o fato que Ris = Rs3 = Ry3 temos

T4

73

75

™ T

Figura 4.2: Configuracao de cinco corpos com trés corpos alinhados.

fi2 = ma(Ryq — Rog)Ajag + ms(Ri5 — Ros) A5 = 0,
f13 = m4(Rl4 - R34)A134 + m5(Rl5 - R35)A135 =0,
faz = ma(Rog — R3s)ANosy + mz(Ros — Rss)Aass = 0.

Da primeira equacao do Lema e o fato que Aszys = 0, temos AgzsA1zs = Aoz5Ai3y,

usando essas relagoes obtemos

A124(A234fl?) - A134f23) - A234A134le = m5(R15 - R25)A234(A124A135 - A134A125) = 0.
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E novamente utilizando o Lema[4.0.1] a quarta equagao, a expressao AjoqA135—A134A195 =
A145A193. Como 7y, o e r3 sao vértices do triangulo entao Ajo3 # 0. Por outro lado se
A1s5 = 0 ou Ayzy = 0 significa que temos quatro corpos colineares. Mas isso contradiz a
Proposicao do Bissetor Perpendicular, que afirma nao ser possivel estender uma configu-
racao central de n corpos colineares para uma configuragao central de n 4+ 1 corpos nao
colineares. Desta feita, Ry5 = Ras; s6 ocorre se r4 € 75 estao no bissetor perpendicular de
r1 € T9, e assim segue o resultado.

]

Agora vamos analisar a possibilidade dos dois corpos fora do triangulo estarem ali-

nhados com dois dos vértices.

Proposigao 4.0.2. Considere uma configura¢ao central de cinco corpos T = (r1,Tg,...,T5),
de modo que trés deles estao nos vértices de um tridngulo equildtero. Entao nenhum dos

dotis corpos restantes podem estar alinhados com dois dos vértices do tridngulo.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, podemos supor que rq, 1 e r3 estao nos vér-
tices do triangulo equilatero orientado no sentido anti-horario, e que r4 € ¢15. Aplicando
a Proposicao do Bissetor Perpendicular com respeito a r; e 79, temos que r5 € c15 ou
r5 € l12. O primeiro caso nao ocorre, pois pela Proposicao do Bissetor Perpendicular nao
é possivel estender uma configuracao central colinear de n corpos para uma configuracao
central nao colineares de n+ 1 corpos. Portanto r5 € l;2. Em seguida usamos duas vezes a
Proposicao do Bissetor Perpendicular, uma vez com respeito a ry e r4, assim r5 nao pode
estar no mesmo plano que r3 com relagao a ci3. Depois com respeito a rq e r3, e com isso
r4 nao pode estar localizado entre r; e ro. Assim analisamos uma configuracao como na
figura [4.3]

Utilizamos as relagoes Aoy = 0, Ri5 = Ros € Agzs = —A135 sobre as equagoes fi3 e

f23, obtemos
fi3 + faz = ma((Ria — R34)A134 + (Rag — R34)Agz4) = 0. (4.1)

Com my # 0 temos que o segundo fator de (4.1)), que depende de 4, deve se anular.



43

Figura 4.3: Configuracao Lagrange mais dois onde 74 € ¢

Sem perda de generalidade, consideramos que o lado do triangulo é igual a um e que ry4

esta ao lado direito de ry a uma distancia a > 0. Com isso,

1 1 1

. Ryy=—  Ru=
(I+a)p® 27 a3 7 (14+a2+a)3?

Ry =

Aizy = —V3(1 4+ a)/4 e Aggy = —V/3a/4. Substituindo estas relagdes em (4.1]) obtemos

1 n I 1+ 2a (4.2)
(14+a)2 a2 (1+a®+a)3? )

Fatorando (4.2) é possivel encontrar o seguinte polinémio

14 5a + 13a? + 21a® + 27a* 4+ 27a® + 19a° + 8a” + 2a®
a’>(1+a)?(1+a+a?)3

=0.

Agora precisamos saber quando o numerador se anula, porém pela regra dos sinais de
Descartes [30], como nao temos permutagoes dos sinais no numerador podemos afirmar
que nao existem raizes reais positivas, logo nao acontece a > 0, e com isso fica provado a

proposicao.
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Para completar a abordagem dos casos de Lagrange mais dois com trés corpos ali-
nhados a seguinte proposi¢ao junto com a Proposi¢ao [£.0.1] afirmam que as tnicas con-

figuracoes de Lagrange mais dois que possuem trés corpos alinhados sao as trés familias

expostas em .

Proposicao 4.0.3. Considere uma configuragao central de cinco corposr = (11,79, ...,75),
de modo que trés deles estao nos vértices de um tridngulo equildtero. Se um dos dois corpos

restantes esta em uma reta bissetora do tridngulo, entao o outro deve estar na mesma reta.

Demonstracao. A prova é realizada utilizando a Proposicao do Bissetor Perpendicular
com respeito a reta bissetora que contém os dois corpos.

]

Agora enunciamos o resultado principal deste trabalho que foi exposto em . Consiste
em uma caracterizagao geométrica das configuragoes de Lagrange mais dois que permite

encontrar uma solugao nao trivial do sistema de equagoes de Andoyer.

Teorema 4.0.1. Considere uma configuragao de cinco corpos r = (r1,ra,...,r5) de modo
que r1, To e r3 estejam nos vértices de um tridngulo equildtero. Nao temos trés corpos
alinhados e nenhum dos dois corpos restantes, ry e r5, estao em alguma reta bissetora
do triangulo. Entdo o sistema de Andoyer possui solugdo nao trivial para my;, i =

1,2,...,5, se e somente se, o sistema

(R14 - R24)(R15 - R35)A124A135 - (R15 - RQS)(R14 - R34)A125A134 = 07

(4.3)
(Rl4 - R24)(R25 - R35)A124A235 - (R15 - R25)(R24 - R34)A125A234 = 07

€ satisfeito.

Demonstracao. Considerando o sistema de equagoes de Andoyer, como um sistema linear
nas massas

A-M=0

onde A € Mygxs ¢ M = (my,...,ms)". Pelas hipoteses temos que todo A;j; # 0, para
todo i, j,k. Consideramos que as distancias entre ri,r, e r3 sao iguais, as equagoes

correspondentes a fi2, fi3 € fo3 sao dadas pelo subsistema
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my(Ria — Rog)Avog + ms(Rys — Ros)A1a5 =0,
my(Ris — Roa)A1zs + ms(Rys — Rss)A135 =0, (4.4)
my(Ray — R34)Aogs + ms(Ros — Ras)Aass = 0.

Para uma configuracao fixada, o sistema possui solucao nao trivial para my4 e ms se
o sistema possui pelo menos posto um. Nota-se que todo os coeficientes de my e ms em
(4.4) ndo podem desaparecer, pois 74 e r; nao pertencem a l;;, i, j = 1,2, 3. Desta forma
se os determinantes dos postos forem iguais a zero, temos solugao nao trivial de (4.4)), que
é equivalente a

Fi(rq,r5) =0, Fy(rg,m5) =0 (4.5)

onde
Fi(ry,15) = (Ria — Roa)(Ri5 — R3s5)A124A135 — (R15 — Ras) (R4 — R3a) A125A 134,

FQ(T4a TB) = (R14 - R24)(R25 - R35)A124A235 - (R15 - R25)(R24 - R34)A125A234-

Notamos que é uma condicao necessaria para o sistema de Andoyer possuir uma
solucao nao trivial. Para mostrar que também é suficiente, vamos provar que para qualquer
configuragao (71,79, ...,75), tal que Ry = Ri3 = Ro3 e a equagao (4.5)) é valida teremos
que o sistema linear das equacoes de Andoyer possui ntcleo de dimensao pelo menos um.

Utilizando o Lema [4.0.1] podemos escrever as seguinte relagoes:

Agzs = Aoz — Ajog + Aqsa,

Agss = Ajaz — Aqgs + Aqss,
D124 Aq35 — AqosAigy

A145 A123 )
(4.6)
A o A123A124 + A135A124 - A123A125 - A125A134
245 — A123 )
A . A123A134 - A125A134 - A123A135 + A124A135
345 — .

A123
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Em seguida introduzimos as restri¢goes F; = 0 e F;, = 0 nas equagoes de Andoyer. Para
fazer isso, resolvemos o sistema (4.5 com respeito Ri4 e Ry5. Usando a terceira relagao

de (4.6]), o sistema pode ser escrito como

A1g5A193R14Rys + a1 Ry +b1Ris +¢1 = 0,

agRiy + boRi5 +co = 0,

para certos coeficientes a;, b;, dependendo dos outros R;; e A;j;. O sistema acima possui

duas solugoes

Ry = Ryy, Ri5 = Rys, (4.7)
e
1
Ry, = m(A135@2RQ4 + A12503R34),
(4.8)
1
= (A A
Ris A234A145A123( 13402 Raos + A124O3Rs5),

onde Agsy, Agzs e Ayys s@o as expressoes dadas em (4.6)) e

Oy = Ajou(Auss + Ajas) — Agas(Aggs + Agag),
O3 = Ayza(Aras — Ajaz) — Aqss(Agog — Aqog).

Mas como r4, 75 nao pertencem a lyo a solugao nao é possivel. Com isso, R4 e R5
sao dados por (4.8)).

Finalmente substituimos e nas equacoes de Andoyer, onde as duas linhas
correspondentes a fi3 e fo3 sao removidas. Temos entao um sistema linear nas massas
m;, t =1,2,...,5, com oito equagoes e cinco variaveis. Utilizando o software Mathematica

obtemos um gerador de ntucleos exposto no seguinte vetor

< K K, Ks —(R25 — R35)Aass 1> (4.9)
K (R4 — R34)A123" K(Roa — R34)A1230034" K(Roy — R3a)A1230034  (Roa — R3a)Aazq '
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onde Kj;, i = 1,2,3 sao expressoes dependentes de R;j e Ajjy, e
K = A1p5A134(R1p — Ros)(Ria — Ras) — A12aAizs(Rio — Ray)(Ri2 — Rss). (4.10)

Passemos agora para a analise dos denominadores que aparecem nas componentes do

nicleo (4.9), para saber qual a dimensao.

1. Se K # 0, o sistema de Andoyer possui nicleo de dimensao um, com gerador dado

em (|4.9).

2. Se K = 0 nao conseguimos saber qual ¢ a dimensao do nicleo, entao realiza-se
o seguinte procedimento: isolamos um dos R;; da equagdo (4.10)), substituindo a

expressao obtida no sistema de Andoyer e calculamos o ntcleo.

3. Em cada passo se algum dos denominadores for nulo, consideramos como caso par-
ticular e colocamos uma restricao no sistema de Andoyer, em seguida calculamos

novamente o nucleo.

Vamos analisar algumas das configuragoes obtidas quando nosso K = 0. Temos as

seguintes possibilidades para quando K = 0:

[R%Q — Ri9Ro5 — RiaR3s + Ros R34)A195A134 + [R12Ros — R%Q]A124A135

R p—y
% (R24 - RIQ)AIQALAISS

Ryy = Riz € Rys = Rig ou Roy = Rig e R3q = Rio,
Ros = Riz e Ajgs =0 o0u Rzg = Riz e Agq =0,
Roy = Riz e Ajza =0 o0u Rys = Riz e Ayz5 =0,
Ry = RizeAizs =00u A3y =0e Ayzs =0,
Ryy = Rize Az =00u Appg=0e Az =0,
Ay = 0eAjgs =00u Ajgs =0 e Ayz5 =0.

Suponhamos que utiliza-se a primeira expressao acima para realizar o procedimento des-

crito no item 2. Vamos supor que (Rgoy — Ris)A124A135 # 0, e assim substituimos a
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expressao encontrada de R35 no sistema de Andoyer, em seguida calculamos novamente o

nucleo

((RIQ - R34)(A123 - A124 + A134) (R12 - R34)A134 1.0 O)
A124(R12 - Qz]k) ’ (R12 - R24)A124, o ’

onde €5, ¢ um termo dependendo de Ry, R34 € Ayj,. E novamente recaimos na andlise
dos denominadores das componentes do ntcleo para descobrir a dimensao.

Mas se tivéssemos (Roq — R12)A124A135 = 0 teriamos trés casos para analisar, quando
Ris = Roy ou Ajyy = 0 ou Aygs = 0. Se temos Ris = Rgy entdo nosso K = (Rjs —
Ro5)(R1a — R34)A125A134, € para esse novo K ser igual a zero deve ocorrer um dos seguin-
tes casos: Ros = Ria, R3y = Ria, A1a5 = 0 e A3y = 0. Mas nesses casos teriamos confi-
guragoes que nao interessam em nosso problema, pois se tivermos Roy = Ri3 € A5 = 0

entdo o nucleo da nossa matriz fica

((R12 — Ros)(A123 + Ayss)

b 17 07 O’ O )
Aq35(Ri2 — Qijk) )

onde €2 nesse caso depende de Rs5, Ros e A;j;. Pode-se notar que algumas das massas
sao nulas, assim essa configuracao é desconsiderada, pois esse caso nao pode ser uma
configuracao central que estamos interessados. Podemos fazer um estudo analogo dos
outros casos que sao desconsiderados.

]

Nos casos simétricos que estudamos nos capitulos anteriores obtemos algumas regioes
onde as massas positivas poderiam estar localizadas para satisfazer nosso problema. Agora

buscamos expor quais regioes teriamos para o caso geral que satisfaz a caracterizagao

geométrica do Teorema [4.0.1]

Definigao 4.0.1. Considere uma configuragao de cinco corpos r = (11,72, ...,75) de modo
que ri, ro ey estejam nos vértices de um tridngulo equildtero. Seja r = rig = ri3 = T93 0S
lados do tridngulo, c;j a reta que passa através de r;, r;, e l;; a reta bissetora do segmento

definido pelos pontos r;, ;. Definimos em sequida as sequintes regioes abertas:
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e 11 € o triangulo limitado por ly3, lag € co3;

o T, ¢ a regiao ilimitada, limitada em algumas partes por lag, co3 € Cq3;
o T3 € a regiao ilimitada, limitada em algumas partes por i3, lia;

e S € o tridngulo limitado por ly3, laz € c13;

o Sy € a regiao ilimitada, limitada em algumas partes por cag, lis e ci3;
e S5 € a regiao ilimitada, limitada em algumas partes por cag, lis;

e S, € a regiao ilimitada, limitada em algumas partes por cio, l13.

Figura 4.4: Regides T;, i = 1,2, 3 dadas na Defini¢ao {.0.1 quando 71, 73 e r3 sdo ordenados

no sentido anti-horario.

Proposicao 4.0.4. Considere uma configura¢ao central de cinco corposr = (11,79, ...,15)
de modo que 1, T9 e r3 estejam nos vértices de um tridngulo equildtero. Considera-se que
Ty €715 nao estao sobre as retas lij, 1,7 =1,2,3 ¢ S, j =1,...,4 sao as regioes dadas na

Definigao [{.0.1]
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Figura 4.5: Regides S;, j = 1,2,3,4 dadas na Defini¢ao quando 71, 75 € T3 Sa0

ordenados no sentido anti-horéario.

1. Eziste uma configuracao central ¥ que pode ser obtida de r aplicando uma rotagao
de dngulo £21/3 e reflexdes através de qualquer reta bissetora l;;, i, j = 1,2, 3, tal

que 71, T e T3 ainda estao nos vértices do tridngulo equildtero e vy € Ty U Ty U T,

2. Sery, €Ty, 1=1,2,3, entao um dos sequintes ocorre:

a. Sery, € Ty UTy, entao rs € S U Sy U Sy

b. Sery €T3, entdao rs € S,

Demonstracao. Sabemos que configuragoes centrais sao preservadas com rotagoes, logo
a parte da rotagao de +2m/3 esta garantida. Os bissetores sdo coincidentes e dessa
forma quando realizamos as reflexoes com relacao aos bissetores [;; conseguimos voltar na
configuracao central inicial com r4 € T7 UT5 UT3. Como nao temos corpos alinhados com
os vértices a primeira afirmagao fica provada.

Para provar a segunda afirmacao vamos utilizar a condi¢ao geométrica do Teorema

Reescrevemos as equagoes de (4.3)) da seguinte forma:
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Fy = FiogFigs — Fiaalos = 0, e Fy = FlogFogs — Foszali9s = 0, (4.11)

onde Fypm = (Rim — Rim)Akim- Quando ry € T;, 1 = 1,2,3, temos 1oy < r14 € assim
R4 < Ryy. Como estamos trabalhando com orientacao anti-horario temos que Ajgy > 0
e assim Fi9y < 0, de forma andloga Fy34 > 0. Além disso, quando r4, € T} U T teremos
Fiss > 0esery €Ty entao Figa < 0.

Primeiro vamos supor que ry, € T3 UT,. Se Flo5 < 0, entao a equagao possui
solucao somente se Fi35 > 0 e Fyzs > 0. Essas trés inequagoes definem as trés regioes da
figura[4.6] que estdo no mesmo cone aberto formado pelas retas co3 € lo3, este cone contém
as regioes 17 e Ty. Pela Proposicao do Bissetor Perpendicular isso nao pode acontecer.
Realizando o mesmo procedimento para Fios > 0 a equacao de (4.11) possui solugao
somente se Fiz5 < 0 e Fyzs < 0, que correspondem as regioes S;U Sy U.S3. Quando r4 € T3

realizamos um procedimento analogo ao anterior.

Figura 4.6: Regioes definidas por Fio5 < 0, Fiz5 > 0 e Fy35 > 0.
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4.1 Convexidade

Agora vamos abordar a prova de que nao existe configuracao central convexa no problema
de Lagrange mais dois. A seguir dividiremos a analise em dois casos: configuracao estri-
tamente convexa, isto €, todos os angulos internos do poligono sao estritamente menores
que 180 graus, e convexa que chamaremos de nao estritamente convexa. Podemos abor-
dar o primeiro caso com um resultado de Cheng e Hsiao , mas primeiro vamos definir

algumas terminologias usadas.

Definicao 4.1.1. Arestas sao segmentos de retas que conectam dois vértices diferentes do
poligono. Para um pentdgono convexo com vértices (ry,rs, ...,r5) ordenados sentido anti-
hordrio, arestas formadas a partir de vértices r; e r;11 sao chamadas de arestas exteriores

e arestas formadas por vértices r; e rj sao diagonais ou arestas interiores, onde |i—j| > 2.

Considerando uma configuracao central estritamente convexa no plano de cinco corpos,
com os vértices (11,7, ...,75) ordenados de forma ciclica, Cheng e Hsiao encontraram os

seguintes resultados importantes:

1. Se Sz’j = L — %, onde o = (Mo//\)l/g, entao 312534 > 513524 > 514323.

Tij

2. Toda aresta exterior € menor que 7.
3. Temos no méaximo duas arestas interiores menores ou iguais que ry.

4. Se duas arestas interiores sao menores ou iguais que g, entao elas se cruzam uma

com a outra.

5. Um subconjunto de quatro massas nao pode ser configuracao central.

Proposicao 4.1.1. Para qualquer configuracao central de cinco corpos estritamente con-

vera, toda aresta exterior ¢ menor que ro = (My/\)/?

, onde \ € o multiplo da expressao
(1.6) e My é a massa total. O nimero de arestas interiores maiores que ro € 5, 4 ou 3. Se
existem precisamente ties arestas interiores maiores que ro, entao as outras duas arestas

interiores devem se cruzar em um ponto que nao € o vértice.
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Demonstracao. Veja em ﬂZﬂ

Com o auxilio da Proposigao provamos o seguinte teorema.

Teorema 4.1.1. Sejar = (11,79, ...,75) wma configuragao central planar convexa do pro-
blema de cinco corpos. Entao nao existem trés vértices do pentdgono formando um tridn-

gulo equildtero.

Demonstra¢ao. Supomos primeiro que temos uma configuracao de cinco corpos estrita-
mente convexa que possui trés corpos nos vértices de um tridngulo equildtero. Sem perda
de generalidade consideramos que 71,79, ..., 75 estao orientados sentido anti-horério. Te-
mos duas possibilidades para analisar, que os trés corpos no triangulo equilatero sao

correlativos ou nao. Sem perda de generalidade vamos abordar os seguintes dois casos:

1. Os vetores posigao rs, ry e r5 estdo nos vértices de um triangulo equilatero (Corre-

lativo, veja a figura .

2. Os vetores posigao 11, Ty € ry estdo nos vértices de um triangulo equilatero (Nao

correlativo, veja a figura .

No caso [I] temos r34 = r35 = r45. Seja S a metade de um cone aberto definido pelas
linhas com origem no ponto r4 e que passam através dos pontos r3 e r5. Como estamos
considerando configuragoes estritamente convexas temos que r; e 75 devem pertencer a S
e ao exterior do tridngulo como mostra a figura[1.7. Além disso, esse tipo de configuracao
nao é permitido pela Proposi¢ao do Bissetor Perpendicular com relacao aos vértices ry4 e
rs como mostra a figura .8 Desta forma nédo existe configuragao central estritamente
convexa do tipo [I}

Agora vamos analisar o caso |Z| onde 115 = 114 = To4, € 14 € Ty S20 arestas interiores.
Da Proposicao nossas duas diagonais 714 € 194, que sao iguais a 719, implicam que
as outras trés arestas interiores 713, ro5 € r35 devem ser maiores que 715. Assim podemos
ver as regides onde r3 e r5 nao podem se localizar, vide figura 1.9 Mas esse tipo de

configuracao contradiz a Proposi¢ao pois as diagonais 714 € 724 Ndo se cruzam no
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rs 3
1 ®
)

Figura 4.7: Regiao S definida pelas linhas com origem em 7, e que passam através de 73

€ TIs.

(i
(5]

Figura 4.8: Aplicacao da Proposicao do Bissetor Perpendicular na configuracao analisada.
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Figura 4.9: Regioes onde 73 e r5 nao podem se localizar.

interior do pentagono. Entao nao existem configuragoes centrais estritamente convexas
do tipo [2|

Agora para finalizar a prova, vamos analisar o caso em que temos uma configuracao nao
estritamente convexa que contém um triangulo equilatero. Novamente vamos supor que
r1, ro € T3 sao vértices do triangulo e estao orientados sentido anti-horario. Mas uma vez
pela Proposicao do Bissetor Perpendicular nao podemos ter quatro corpos alinhados, pois
nao seria possivel estender para uma configuragao central nao colinear de cinco corpos.
Além disso como estamos interessados nas configuracoes nao estritamente convexas, trés
dos corpos deveriam estar na mesma reta. Porém teriamos os casos dos corpos alinhados
conterem dois vértices do tridngulo ou apenas um, mas esses casos sao excluidos do nosso

estudo pelas Proposicoes e 4.0.3|
m

Corolario 4.1.1. Considere uma configuracao central do problema de cinco corpos. Se a

configuragao € estritamente convexa, entao a configuracao nao € empilhada.

Demonstracao. De acordo com Cornelio, Ramirez e Cors em para o caso de cinco

corpos, excluindo as configuragoes colineares, temos configuragoes centrais empilhadas
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apenas nos casos (5,1) e (5,2), utilizando a notagao de [22|. Porém no caso (5,1) estrita-
mente no plano a tnica configuracao central empilhada é o quadrado com quatro massas
iguais nos vértices e uma massa arbitraria na intersec¢ao das diagonais. No caso de (5,2)
no plano, como estamos interessados em configuracoes estritamente convexas sempre tra-
balharemos com algum pentagono, retirando dois corpos terfamos um triangulo, mas pelo
Teorema[4.1.1] esse tridngulo ndo ¢ equilatero, e assim nao temos uma configuragao central

para massas arbitrarias como foi provado por Lagrange em [16].

4.2 Simetria

Agora vamos mostrar numericamente a existéncia de configuragoes centrais de Lagrange
mais dois que nao sao simétricas. Mas uma vez vamos considerar que ry, ro e r3 estao
nos vértices do triangulo equildtero orientados no sentido anti-horario. Pelo Teorema
4.0.1) as configuracoes admissiveis para termos configuracoes centrais devem satisfazer
a condig¢ao , de modo que as solugoes das equagdes de Andoyer tenham todas as
m; > 0,1 =1,2,...,5. Pela Proposicao 4.0.4] estudamos as localizagoes de r4 e r5 nas
regioes T;, 1 = 1,2,3 e S;, j = 1, ..., 4, respectivamente.

Vamos assumir um sistema de coordenadas onde c15 é 0 eixo x e l15 € 0 eixo y em que
r = (—1,0), 7 = (1,0), 75 = (0,v/3), r4 = (z,y) e 75 = (u,v). Para cada uma das regioes
T;, i = 1,2,3, fazemos uma grade de valores (z,y) dentro de uma bola, veremos que para
valores de (x,y) longe nao encontramos solugoes para as equagoes. Entao para qualquer
(x,y) fixados, resolvemos o sistema (4.3|) para as varidveis (u,v) através de um esquema
interativo. Para cada solugao substituimos os valores (u, v, z,y) no sistema de equagoes
de Andoyer inicial dado por , onde as equagoes fi3 e fo3 sao removidas. O sistema
linear nas massas é resolvido pelo método de decomposi¢ao de valores singulares (SVD),
veja e , e determinamos o nicleo da matriz, com uma precisao de 10~7. Com
a mesma ideia do vetor normal dos planos gerados pelas equagoes lineares nas massas
utilizadas nos capitulos anteriores, aqui buscamos valores para que o gerador do ntcleo

possua todas as componentes com mesmo sinal.
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Em seguida através de algumas exploracoes realizadas em , obteve-se que existem
configuragoes centrais somente quando (ry,r5) € 71 X Sy e (r4,75) € Ty X S, ou seja,
existem configuracoes centrais numa vizinhanca proxima das duas familias de configura-
goes centrais encontradas por Hampton [14] e por Llibre, Mello e Perez-Chavela [23]. Em

seguida vamos expor exemplos particulares do método abordado anteriormente.

Exemplo 4.2.1. Aqui vamos pegar um ponto na regiao Ty, para tal escolha, utilizou-se
o ponto Py = (0.63217335448833913,0.9912266160486711) encontrado por Llibre, Mello
e Perez-Chavela em , pois em sua vizinhanga existem pontos que salisfazem a con-
digao {{.4). Tomando (z,y) = (0.58,0.9) e executando o algoritmo no Software Mathe-
matica obtemos (u,v) = (—0.6806200759885006, 1.0940401690529549), e para as massas
(my, mg, mg, mg, ms) = (1.39292,0.473623,0.246162,0.602671, 1) temos um exemplo nu-

mérico de uma configuracao central de Lagrange mais dois nao simétrica.

Exemplo 4.2.2. Agora realizando o mesmo raciocinio para a regido 11, tomou-se como
ponto de referéncia o ponto de interseccao da curva utilizada em 2 com a hi-
pérbole Roy = Rys usada em . Assim obtemos o ponto P,=(0.20726510404992263,
0.29349884858445063), pois em sua vizinhanga existem pontos que satisfazem a condi¢ao
{4-3). Tomando (z,y) = (0.20,0.27) e ezecutando um algoritmo mais direto no Software
Mathematica, que o utilizado no exemplo anterior, obtemos (u,v)=(-0.20141668864782505,
0.31737290996170653). Utilizando essas posi¢oes obtemos que o nicleo da nossa matriz
do sistema de Andoyer geral é (0.423538,0.322302,0.828736,0.116142,0.128235), o que
nos mostra que temos massas positivas. Desta forma temos um exemplo numérico de
uma configuragao central de Lagrange mais dois nao simétrica. No Anexo 1 temos o

algoritmo utilizado nesse exemplo aplicado a ambos os exemplos anteriores.

4.3 Problemas futuros

Por fim, como o estudo das configuragoes centrais empilhadas (5,2) chamou a atengao
de muitos autores, e para o problema de trés corpos s existem as configuragoes centrais

de Euler e Lagrange, outra questao surge: existe uma caracterizagao geral para uma
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configuracao de Fuler mais dois?

Gidea e Llibre [11] estudaram algumas familias desse tipo de configuragbes centrais e

provaram o seguinte resultado.

Proposicao 4.3.1. Considere uma configura¢ao de cinco corpos r = (ri,ra,...,75) de

massas my, M, M3, My € My respectivamente. Trés dos corpos, 1,19 e r3, estio em uma

configuracao central colinear, com mi = ms e r9 no ponto médio do segmento ligando

€Trs3.

Os dois outros corpos, r4 e 15, estao localizados com respeito a configuracao central

colinear nos sequintes quatro casos. Em cada caso concluimos se existe uma configuracao

central do tipo especifico.

(a)

(b)

(c)

(d)

Assuma que T4 e 15 estao localizados simetricamente com respeito a reta que passa
através de ri, r9 e r3, € my = ms. FEntao existe uma familia continua de configu-
ragoes centrais com o segmento rys passando por ry, isto €, 0§ COrpos r1,1r3,T4 € T3
estao nos vértices de um losango e ro em seu centro. Quando o losango for também
um quadrado teremos m; = m3 = my = M5 € a massa Mo € indeterminada, caso
contrdrio as massas my, Ms, M3, My € M5 Sao unicamente determinadas para cada

configuracao central possivel.

Assuma que r4 e 5 estao localizados simetricamente com respeito a ro sem simetrias
adicionais (ry e 5 nao sao simétricos com respeito ao segmento que ligar ri e r3
ou ao seu bissetor perpendicular). Nao assumimos que mg = ms. Entdo nao existe

configuracao central desse tipo.

Assuma que r4 e 5 estao localizados simetricamente com respeito ao bissetor per-
pendicular do segmento que ligary e rs. Ambos, ry ers, estao de um lado da reta que
passa por ry e T3, e my = ms. Entao existe uma familia continua de configuragoes
centrais desse tipo, que consiste em um trapézio com o0s lados ri3 e ra5 paralelos,
e mo o ponto médio de ri3. As massas my, Mo, M3z, My € Mz SA0 unicamente

determinadas para cada configuragao central possivel.

Assuma que r4 e rs estao localizados no bissetor perpendicular do segmento que liga
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r1 e r3. Nao assumimos que my = ms. Entdao nao existe configuracdo central deste

tipo(exceto a encontrada em (a)).

Demonstragao. Veja Gidea e Llibre [11].

My

ms

Figura 4.10: Configuragoes estudada por Gidea e Llibre .

Posteriormente Lino Cornelio, Ramirez, e Cors [@[] mostraram a existéncia de uma nova
familia esquecida por Gidea e Llibre no caso (a) da proposigao anterior, completando o
resultado.

Um trabalho futuro é investigar configuragoes centrais empilhadas do caso Euler mais
dois sem afirmar simetrias, e para auxiliar na busca desses resultados pode-se tentar
responder a seguinte pergunta: seria possivel encontrar uma caracterizacao geral similar

a exposta no Teorema [4.0.1] para o caso de Euler mais dois?



Figura 4.11: Configuragao estudada por Lino Cornelio, Ramirez, e Cors ﬂgﬂ
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Anexo 1

Neste Anexo, apresentamos os célculos feitos para obter os exemplos numéricos das con-
figuragoes centrais de Lagrange mais dois nao simétricos. Essa estrutura de cdédigo pode
auxiliar no inicio do estudo do problema de n-corpos e se estender para outras interagoes

realizadas neste trabalho. Esses célculos foram realizados no software Mathematica [32].
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In[1]:=

out{1]=

66

(xPrograma para gerar exemplos de Configuragdes
centrais de Lagrange mais dois ndo simétricos .x)
Quit

ClearAll

ClearAll

(xColocar as condigbes dos corpos nos

vértices de um triangulo equilatero de lado um.x)

rl1l={-1/2, 0, 0};
ri21={1/2, 0, 0};
r31= {0, V3 /2, 0};
r[4l = {x, y, 0};
FI51 = {u, v, 0};

(*Definir os termos utilizados nas equagbes de Andoyer .x)

Ri_,j_ = If[i=+ 3, (r[i]- r[3D.(r[i1- riN >3, ©];
D 5k = If[i+ j&&i+ k& &k=+ j, Det[{r[i]-r[]j], r[i]-r[k], {®, ©, 1}}], O];

Term[i_, j_, k1=mg (Ri,k =Ry, i) *Bi,5,k3
fi_,5_ = Sum[Term[i, j, kI, {k, 1, 5}1;

(*Calculando as equagdes de Andoyer em coordenadas .*)

Do[If[i < j, Print[F; ; » Factor[f; ;]]], {j, 1, 5}, {i, 1, 5}]

32 312

3/2( y(l—4x+4x2+4y2) my +

Fl’2—>—((8(—(1—4u+4u2+4v2) 1+4u+4u’+4v?)

312 32

y(l+4x+4x2+4y2) my -

1-4x+4x2+4y) P (1rax+ax2+4y?)?mg+

(1-4u+au?+4v)®?(1+au+au+av?)
v(l—4u+4u2+4v2)3/2(

v(1+4u+4u2+4v2)3’2(1-4x+4x2+4y2)3’2(1+4x+4x2+4y2)3’2m5))/

((l—4u+4u2+4v2)3/2(l+4u+4u2+4v2)3/2(

32
(

1-4x+4x2+4y?) 1+4x+4x2+4y2)3’2))
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( y y 4
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32v(1+4u+4u2+4v2)3/2(3+4u2_4 3 v+4v2)/ X((U—x)2+(v—y)2)3/2m4_

32
3+4u-44/3 v+4V2) ((u_x)2+(v—y)2)3/2ym4+

16(1+4u+4u2+4\,2)3’2(

32

3/2
3+4u-4 3V+4v2) ((U—X)2+(v—y)2) Y e

32U<1+4u+4u2+4v2)3/2(

£
2v(1+4u+4u2+4v2)3/2(3+4u2_4 3 v+4v2)/ (1—4X+4x2+4y2)3/2m4+

32

32
3+4U-4 3 v+av)) x(1-4x+4x7 44y gy

4v(l+4u+4u2+4\/2)3’2(

32

32
3+4ul-4 3v+4v2) y(1-4x+4x?+4y))m,-

2(1+4u+4u2+4v2)3’2(

3+4u’-44/3 V+4Vz)MY(l—4X+4x2+4y2)3’2m4)/

4u(l+4u+4u2+4\/2)3/2(

32
3+4u”-4 43 veaV?

32
(

(4@a+aurau’eav?)™(

1-4x+4x%+4y?)

((u=-x2+(v-y)? 3/2)
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/2

3
-2 v-y)P(3+axP-a V3 yray?) T m-

Fa,s > —((-8 V3 (1-4u+au’+av?

32

32
16 V3 u(L-4usav’sav) (U-xs (v-y) P (34X -4 N3y 4y ms

312
3+4x%-4 '\/gy+4y2) my +

32
(

16 v (1-4u+4u?+4v)™ (u=-x7+ (v -y

312
V3 (1-4usau?+av)(1+ausaueav?) 3+4x%-4 w/§y+4y2)/ my +

32 (

(U=-x)2+(v- y)z)3/2 (

243 u(@a-4u+au?+av)?(1+aurau?+av) P (U-x2r(v-n)P(3+ax>-4 «/§y+4y2)3’2m1_

32
(

2v(l-4u+4u’+4v?)

l+4u+4u2+4v2)3/2((u—X)2+(V—y)2)3/2(

3+4x2-443yray?) -
c vy (3 ax? -4 3 yeay?) m, -
3+4x2-4 '\/gy+4y2)3/2m2_

3+4x°-4 \/;y+4y2)3/2m2—

312
(

2

312 ((U )

83 (1+4u+au?+av?)

16 3 u(l+4u+4u2+4v2)3/2((u—x)2+(v-y)2)3’2(

312
(

16v(l+4u+4u2+4v2) 3/2(

W=+ (-7
32

V3 (1-ausau?+av)?(1rauraucav)? (-2 e (v-9) P (3+4x7 -4 A3 y+ 4y mys

3+4x%-4 '\/gy+4y2)3/2m2+

32
3+4x2—4\/§y+4y2) my +
312

my -

23 u(@-4u+rau?+av) P (1+4u+au?+4v) (-0 (v - y)) P

312 312 2
( (

2v(l-4u+4du®+4v?

1+4u+4u®+4v? 3/2(

+(v-y))
(u-x%+(v-y)?

16 \/E(l—4U+4u2+4v2)3/2(1+4u+4u2+4v2) x((u—x)2+(v—y)2)3/2m4+
32v(i-4u+au?+4v)P(1rausrau?eav))?x(u-x2+ V- my-
3/2 32 312

) 2 (=% (v =)y mg -
(3+ax?-44/3y+ray?

32
243 (1-4urautsav? (1raurau® e av) P x (3045 -4 3y a4y m,

(u-x)

16 V3 u(1-4u+4u?+4av)*? (1+aurau?+avd)®?

32

32u(l-4u+4u’+4v? l1+4u+4u?+4v?

my +

243 u(l-4u+au®+4v)?(1+au+au?44v? )3’2

4v(1-4u+4u2+4v2)3’2(1+4u+4u2+4v2)3’2x(3+4x2-4«/§y+4y2)3/2m4+

3/2
4u(t-4urau?sav)? (Leaurau?cav)?y(3+ax7 -4 43y ay?) )

312 32 2132 312
( (

(4(1—4u+4u2+4v2) 1+4u+au+4av))??(u-x?2+(v-yv)?)? (3+4x2—4\/§y+4y2) ))

312

F4,5—>(4(v(1-4u+4u2+4v2)3’2(1+4u+4u2+4v2)3’2(

32
3+4u2-44/3 v+4v2) (1-4x+4x%+4y?)

32

(3+4x2—4 \/gy+4y2)3/2ml+2v(1-4u+4u2+4v2)3/2(

1+4u+4u’+4v?)

(3+4u?-4 «/3v+4v2)3/2x(1-4x+4x2+4y2)3’2(3+4x2_4 '\/§y+4y2)3/2ml_

32

(1-4u+au’+4v) P (1eaurau’av?)™(

32
3+4u2-44/3 v+4v2) y(1-4x+4x%+4y?)

(3+4x2—4 \/gy+4y2)3/2m1—2u(1—4u+4u2+4v2)3/2(l+4u+4u2+4v2)3/2

32 312
(3+4u2—4 3 v+4v2)/ y(1-4x+4x2+4y2)3’2(3+4x2_4 ﬁy+4yz>’ my -

2 312

v(1-4u+4u2+4v2)3’2(3+4u2-4 3 v+4v2)3 (1-4x+4x2+4y)? (1+ax+4x2+4y?)

(3+4x2—4 \/gy+4y2)3/2ml—2v(l—4u+4u2+4v2)3/2( 32

3+4u’-4 3 v+4v2)

32
3/2(1+4x+4x2+4y2)3/2(3+4x2—4\/§y+4y2)/ m +

Xx(1-4x+4x>+4y?)

3/2
3+407-4 V3 v+av?) Ty (1-4x+ax+ay) P (1 axs x4 ay?)?

(1-4u+4u2+4v2)3’2(

32 32
(3+4x*-4 «/§y+4y2)/ m+2u(l-4u+au?+av)??(34407-4 43 v+4v2)/

32
3’2(1+4x+4x2+4y2)3’2(3+4x2—4\/§y+4y2)’ my -

y(1-4x+4x%+4y?)

32 ( 32 32

V(l-4u+4u’+4vi) P (1+4u+du’+av?) (3+4u2—4 3v+4v2)3/2(l+4x+4x2+4y2)

32

32
(3+4x®-a3y+ay?) me2v(i-auran?savi’

1+4u+4u’+av?
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(3+4u?-4 3 v+4v2)/ x(1+ax+ax?+ay)*?(3+ax>-4 «/§y+4y2)’ mo +
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(3+ax*-4 «/§y+4y2)/ m+2u(l+du+au?edav) (3440?43 v+4v2)/
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(

y(l—4x+4x2+4y2)

1+4x+4x2+4y2)3’2(

32
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(1-ax+ax?+ay?)?(1+ax+4x2+4y)m- 3 (1-4u+au?+av?) 32

/2

P (1+au+autiav?

312

3
(3+4u”-4 3 veav?) x(1-4x+4x2+4y2)? (1+ax+4x>+4y?)?my+

32
2v(1-4u+4u2+4v2)3’2(1+4u+4u2+4v2)3’2(3+4u2—4 3 v+4v2)’ x

32 32

(1—4x+4x2+4y2)3/2(1+4x+4x2+4y2)

m3—2u(1—4u+4u2+4v2)3/2(

1+4u+4u’+4v?)

32
(3rau?-4~3veav) y(1-ax+ax®+4y) P (1raxsax?ray’)ng-

\Eul 4u+4u’+av? 32

(3+4x*-4 ’\/_y+4y)/ my+ A3 (1-4u+au’+av?)?(1+4au+au?+av))™

2,312
(

1+4u+aulsav)’(

312
(

1-4x+4x2+4y)? (1+ax+4x%+4y?)

x(1-4x+4x2+4y2)3’2(1+4x+4x2+4y2)3’2(

3+4x2-4 \/;y+4y2)3/2m3—

312 32
(

2v(1-4u+4au?+av)’?(

1+du+4u’+4v?

x(l—4x+4x2+4y2) 2)3/2

1+4x+4x2+4y

3/2
(3+4x*-4 w/§y+4y2)/ my+2u(l-4u+au’+4av)?(1+ausrau?sav?)®

y(1-4x+4ax>+4y) " (1+ax+ax’+4y?)?(344x>-4 «/§y+4y2)3’2m3))/

32
(1-2u+au?+av)(1+ausau?vav)™ (344074 ’\/§V+4v2)/

(1-4x+4x2+4y)? (1+ax+ax2ray?y)’?

372
(3+4x*-4 3 y+ay?)™)
(xEstruturando o sistema acima na forma matricial .x)

e~ FF[i_, j_1 := If[i<j, Coefficient[f; j, {my, my, my, my, ms}], 0]

ne- H={FF[1, 2], FF[1, 3], FF[1, 4], FF[1, 5],
FF[2, 3], FF[2, 4], FF[2, 5], FF[3, 4], FF[3, 5], FF[4, 5]}

1 1 1 1
e {{0,0,0,y 32 i L B 3/2 }’
2y*/ +y2)/ L +v? = +v2)/
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=
=

(U=-x)%+(v-y)?)

v y
(-——vx+—+uy)— + ’O},
2 2 ( 32 _ +y2)3/2

RN EE
2

{0; 07 0, -
4 2

\% y 1 1
O,(—;+vx+;—uy) 1 2 23/2_ 2 2)3/2 }’
((——u) +v) (Fu+x)?+(-v+y)?)
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V3 u 43 «x 1 1
0, 0, - +VX-Uuy - o },

1 1 \/5 u \ﬁgx
o, 3/2— 2 - + —vx+uy,0},
ey ) e
\Y 1 1
{(Z+VX___uy)_ 1 2 23/2+ 1 2 2\3/2

((;+u) +v) ((—+x) +y)
( \Y y ) 1 1
-—+VX+—-uyl||- +

2 2

(xAqui vamos ter nossa matriz geral que vem das equacdes de Andoyer .x)

H /l MatrixForm ;

(*Subsistema que ajuda a encontrar a

condicao geometrica para solucionar o sistema maior .x)

H1 = {FF[1, 2], FF[1, 3], FF[2, 3]};
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In[12):=

Anexo 1.nb

H1 // MatrixForm

Out[12)/MatrixForm=

75

(R1,4_R2,4)A1,2,4 (Rl,S_R2,5)A1,2,5
In[13]:= MM3 = F'Latten[M'inors[ (R1,4—R3,4)A1,3,4 (R1,5—R3,5)A1,3,5 Py 2]];
(R2,4_R3,4)A2,3,4 (R2,5_R3,5)A2,3,5

4= MM = {'(Rl,s - Rz,s) (R1,4 - R3,4) A1,2,5 A1,3,4 +(R1,4 - R2,4) (R1,5 - R3,5)A1,2,4 A1,3,5,
-(Rl,s - Rz,s) (R2,4 - R3,4)A1,2,5 Aj,3,4 +(R1,4 - R2,4) (Rz,s - R3,5)A1,2,4 A2,3,5}

600 y[ 1 lz 32 1 21 3'2) V[ 1 ]; 32 1 : 3/2]
(32 (G ) ((=5-u)y e ((F-u)ev?)
600 _ﬁ_—\/gx"-l - - 32 ; 3/2 _ﬁ_ﬁu+i - - o T - 32
( 4 2 2 ) [ (x2+( f—y)z) ((7%7X>2+y2) / ] ( 4 2 2 ) [ (u%(#-v) )/ ((7§7u)2 z) /
000 (T-rd) | (P e T
(L))" (G (L))" (o)

i SR 3
(C2-w?ev?)” (Foupevy? s 22
1 [ e
(x2 N (g _ y)2)3/2 ((_ i _ X)z . y2)3/2 4 2 2
1 1 1 1
B 2\3/2 ¥ 1 2 3/2 Y 1 2 3/2 ) 1 2 3/2
(u2+(§—v)) ((—;—u) VZ) ((—;—x) +y2) ((;—x) +y2)
[£ V3 u Z] 1 1 1 1
N O ) I GRS A I G s R GRS
1 1 [£ /3 x X] 1 1
((_ % B u)2 . 2)3/2 ((i B u)z . 2)3/2 4 2 2 (xz R (? _ y>2)3/2 ((% B X)z . yz)

(*Fixando um ponto na regido T_2 do artigox)
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(*Aqui fixamos um ponto (x,y) proximo do ponto conhecido P2=
(0.63217335448833913 ,0.9912266160486711 ) do

artigo do Llibre e Mello abordado no capitulo 2,
pois sei que em suas vizinhagas existem configuracbdes centrais,

nem que seja as sobre a curva L=z=0%)
nis- MM1 =MM /. {X -» 0.58, y » 0.9}

Loy
(

1

1
+
oo (L) (e ur e

+ —

ouptsie {- 0.896165 |-
4 2 2

1 1
2.29992 v |- + ,
3/2 3/2
(3ot e )™ (Gmur )
3 A3u v 1 1
-0.896165 [ — - -—1]- /+ ; +
4 2 2 T2 1 2L )
(e () (Gt
1 1
1.94386 v |- +

(-0 v (e

(xGerando valores de (u,v) que solucionam a expressdo acima para MM1=z0x)

nisi- NSolve[MM1 == {0, 0}, {u, v}, Reals]// FullSimplify

oure {{u > -0.68062, v - 1.09404}, {u > -0.68062, v » 1.09404}, {u > 0.58, v - 0.9},
{u>0.58,v—>0.9},{u>0,v->0.288675}, {u->0, v 0.288675}, {u- 0, v > 0.288675},
{u>0,v-0.288675}, {u>0, v 0.288675}, {u—> 0, v > 0.288675},

{u>0, v 0.288675}, {u>0, v 0.288675}, {u—> 0, v > 0.288675},
{U>0,v->0.288675}, {u> 0, v 0.288675}, {u—> 0, v - 0.288675}, {U— 0, v - 0.288675},
{u>0, v 0.288675}, {U> 0, v 0.288675}, {u—> 0, v - 0.288675}, {u-> 0, v > 0.288675}}

wiz- NullSpace[H/.{Xx » 0.58, y -» 0.9, u > -0.6806200759885006" , v » 1.0940401690529549" }]

our- {{0.735324 , 0.250026 , 0.129949 , 0.31815, 0.5279}}

(*Fixando um ponto na regido T_1 do artigox)

(*Aqui fixamos um ponto (x,y) proximo do ponto conhecido da intersecg¢do da curva L==
0 e da hiperbole R4,5=R3 4 {x->0.20726510404992263" ,y-0.29349884858445063" },
pois sei que em suas vizinhagas existem configuragdes centrais,

nem que seja as sobre a curva L=z0%)
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npg- TMM1 =MM /. {x > 0.20, y » 0.27}

3 '\/gu \Y 1 1

outre- {-3.46728 = —||- — — |+
4 2 2 3/2 3/2

b e
1 1
0.780586 v |- + ,
3/2 3/2

(5=l (Gmwevy)

-3.46728 - - -
4 2 2

V3 A3 ] 1 . 1
(

(xGerando valores de (u,v) que solucionam a expressdo acima para TMM1==0%)

nio- NSolve[TMM1 == {0, 0}, {u, v}, Reals]// FullSimplify

ourig- {{u » -2.76656, v » -2.89998}, {u > -2.76656, v » -2.89998}, {u > 2.18901, v » -1.70219},

{u-2.18901, v » -1.70219}, {u- 0.2, v 0.27}, {u> 0.2, v » 0.27},

{u--0.201417, v » 0.317373}, {u > -0.201417 , v » 0.317373}, {u > 0, v » 0.288675},
{u>0,v-0.288675}, {u>0, v 0.288675}, {u—> 0, v > 0.288675}, {u—> 0, v > 0.288675},
{U>0,v-0.288675}, {u>0, v 0.288675}, {u—> 0, v - 0.288675}, {U—> 0, v > 0.288675}}

nezor- NullSpace[H/.{x » 0.20, y » 0.27, u > -0.20141668864782505" , v » 0.31737290996170653" }]

ourzol-  {{©0.423538, 0.322302, 0.828736, 0.116142, 0.128235}}
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