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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo sobre a existéncia de C°-solucoes para uma classe de

equacoes de evolucao nao lineares sujeitas a condicoes iniciais nao locais da seguinte forma

u'(t) + Au(t) > f(t)
f(t) € F(t,u(t))
u(0) = g(u),

onde A : D(A) C B — B é um operador m-acretivo em um espago de Banach B de

dimensao infinita, F' : [0,27] x D(A) — B ¢ uma fun¢ao multivoca nao vazia, convexa,

quase fortemente fracamente semicontinua superior e com valores fracamente compactos

e g:C([0,27]; D(A)) — D(A) é uma fungao continua.

Palavras—chave: Equagao de evolucao nao linear, Condicao inicial nao local, Operador

m-acretivo, Solucao integral.
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Abstract

This work presents a study about the existence of C%solutions for a class of nonlinear

evolution equations subjected to nonlocal initial conditions, of the form

u'(t) + Au(t) > f(t)
f(t) € F(t,u(t))
u(0) = g(u),

where A : D(A) C B — B is an m-accretive operator acting on the infinite-dimensional

Banach space B, F': [0, 27| x D(A) — B is a nonempty, convex and weakly compact valued

almost strongly weakly upper semicontinuous multi-function and g : C ([0, 27]; D(A)) —

D(A) is a continuous function.

Keywords: Nonlinear evolution equation, Nonlocal initial condition, M-accretive opera-

tor, Integral solution.
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Introducao

Sejam B um espaco de Banach, A : D(A) C B — B um operador m-acretivo, F :

[0,27] x D(A) — B uma fun¢do multivoca quase fortemente fracamente semicontinua

superior e ¢ : C([0,27]; D(A)) — D(A) uma fun¢ao continua. A equagao de evolugao nao

linear sujeita a condicoes iniciais nao locais
u'(t) + Au(t) 2 f(¢)

f(t) € F(t,u(t)) (1)
u(0) = g(u)

representa a formulagao abstrata de muitos problemas nao lineares de interesse pratico.

Um exemplo é a difusdao de um gas através de um tubo fino e transparente descrita por
uma equagao parabodlica sujeita a uma condicao inicial nao local préxima a imposta em
(1), veja [12].

Assim, formas especificas de (1) tem sido intensivamente investigadas nas tltimas trés
décadas. Os artigos de Hirano [18], Hirano e Shioji [19], Paicu [27] e Vrabie [34] mostram
a existéncia de solugao do problema (1) sujeito a condicao periddica g(u) = u(27), onde
F & uma fungao univoca. Enquanto os artigos de Aizicovici, Papageorgiou e Staicu [3],
Lakshmikantham e Papageorgiou [20], Papageorgiou [29] e Paicu [26] consideram F' uma
funcao multivoca.

Ademais, o problema (1) sujeito a condi¢ao antiperiodica g(u) = —u(27) foi investi-
gado por Aizicovici, Pavel e Vrabie [4]. No entanto, o estudo de solugdes antiperiodicas
para uma equacao de evolugao foi iniciado por Okochi [24] e posteriormente estas pesquisas
atingiram um numero significativo.

Vale ressaltar que, neste trabalho, abordamos o problema (1) sujeito a condi¢ao pe-
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riddica g(u) = u(27) e antiperiodica g(u) = —u(27).

E importante estudar problemas de valores iniciais ndo locais. Estes tém melhores
efeitos nas aplicacoes do que os problemas de valores iniciais locais. O primeiro artigo
lidando com condigoes iniciais nao locais para uma equacao de evolucao semilinear é
devido a Byszewski [10]. O caso totalmente nao linear foi considerado por Aizicovici e
Lee [1], Aizicovici e McKibben [2], Aizicovici e Staicu [5], Garcia-Falset [15] e Garcia-Falset
e Reich [16].

Com a finalidade de mostrar a existéncia de solugdo do problema (1), alguns autores
utilizam argumentos de compacidade, método dos semigrupos e técnicas de ponto fixo.
Em [10], por exemplo, sao usados o método dos semigrupos e o Teorema do Ponto Fixo
de Banach e, em [1], os métodos de compacidade e as técnicas de ponto fixo.

Em [5] é estudado o caso em que BB é um espago de Banach reflexivo, F' é uma fungao
multivoca mensuravel em ¢ € [0,27] e fortemente fracamente semicontinua superior em
u € W Entretanto, neste trabalho, focamos no caso em que F' é uma funcao multivoca
quase fortemente fracamente semicontinua superior e permitimos que B seja um espaco
de Banach nao reflexivo.

Logo, o objetivo é mostrar resultados que garantem a existéncia C%-solucoes para
uma classe de equacoes de evolucao nao lineares sujeitas a condicoes iniciais nao locais,
da forma presente em (1), onde A : D(A) C B — B é um operador m-acretivo em um

espaco de Banach B de dimensao infinita, F' : [0, 27] x D(A) — B é uma func¢ao multivoca

nao vazia, convexa, quase fortemente fracamente semicontinua superior e com valores

fracamente compactos e g : C([0,2n]; D(A)) — D(A) é uma fungdo continua.
A dissertacdo esta organizada em trés capitulos. O Capitulo 1 apresenta defini¢oes e
resultados que formaram uma base para o Capitulo 2 e do Capitulo 3.

No Capitulo 2, consideramos a equagao de evolucao
u'(t) + Au(t) > f(1), (2)

onde f € L'(a,b; B), e enunciamos resultados que dizem respeito as solugoes da equagio
diferencial da forma (2). Em seguida, listamos as condi¢oes no operador A, na fungao

multivoca F' e na funcao g que precisamos para atingir o nosso objetivo e citamos exemplos



de fungoes g que satisfazem essas condi¢oes. Depois mencionamos 0s passos necessarios,
que foram colocados como lemas, para provar os resultados principais. Estes sao validos
quando B é um espago de Banach reflexivo, mas também quando B é um espaco de
Banach nao reflexivo, como pode ser visto no Capitulo 3, no qual exemplificamos a teoria
do Capitulo 2.

Por fim, enumeramos as referéncias consultadas durante o desenvolvimento deste tra-

balho.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos definicoes e resultados que utilizamos ao longo deste traba-

lho.

1.1 Uma Coletanea de Definicoes e Resultados

As defini¢oes e os resultados desta se¢do podem ser encontrados em [8], [11], [14], [21],
[22], [25] e [36]. Denotemos por X e Y os espagos métricos, N' um espago normado, B
um espacgo de Banach, N* o dual topologico de N' e N'** o bidual topologico de N.

Definicao 1.1.1. Um ponto x € X diz-se aderente a um subconjunto M C X quando
dist(xz, M) = 0.

Definicdo 1.1.2. O fecho de um subconjunto M em X € o conjunto M dos pontos de X

que sao aderentes a M.

Definicao 1.1.3. Um conjunto X € sequencialmente fechado se ele contém o limite de

cada sequéncia convergente (x,) em X.

Proposigao 1.1.1. Um conjunto X € convexo se
ar;+ (1 —a)zg € X

para quaisquer r1,x2 € X e a € [0,1].



Definicao 1.1.4. Sejam X um espaco métrico e M C X.

1. Dizemos que X € compacto se cada cobertura aberta de X admite uma subcobertura

finita.

2. Dizemos que M ¢é um subconjunto relativamente compacto de X se M ¢ um subcon-

Junto compacto de X.

3. Dizemos que M ¢ relativamente sequencialmente compacto se cada sequéncia em M

tem pelo menos uma subsequéncia convergente.

Proposicao 1.1.2. O espaco métrico X € compacto se e somente se toda sequéncia em

X possui subsequéncia convergente.

Proposicao 1.1.3. Todo subconjunto relativamente compacto de um espaco métrico é

limitado.

Definicao 1.1.5. Seja X um espaco métrico. Um subconjunto M de X ¢é totalmente
limitado se, para cada € > 0, M estd contido em uma unido finita de bolas abertas em X

de raio e.

Definicao 1.1.6. O espaco métrico X é completo quando toda sequéncia de Cauchy em

X € convergente.

Teorema 1.1.1. (Teorema A.1.1, p. 292, [36]) Sejam X um espago métrico completo e
M C X. O subconjunto M ¢€ relativamente sequencialmente compacto se e somente se M

é totalmente limitado.

Proposicao 1.1.4. Todo subconjunto totalmente limitado em um espago métrico completo

€ relativamente compacto.

Defini¢ao 1.1.7. Uma norma em um espago vetorial X (real ou complexo) é uma apli-

cacao || - || : X — R que satisfaz:
1. ||z1|| > 0 para todo x1 € X e ||x1|| =0 se e somente se x1 =0;

2. |laxyi|| = |a|||z1|| para todo x1 € X e qualquer a € K, sendo K =R ou K =C;



3. ||z 4+ x2|| < ||z1]|| + ||z2|| para todos xy1, x5 € X.

Defini¢ao 1.1.8. O espaco normado N € uniformemente convezo se, para cada € € (0,2),
existe 0(€) > 0 tal que para cada x1, xo € N com ||z1| = 1, [|z2|| = 1 e ||z — 22| > ¢,

temos
T =+ i)

<1-4(e).

Definicao 1.1.9. Um espaco normado completo é chamado de espago de Banach.
Proposicao 1.1.5. O dual de um espago normado € um espago de Banach.

Definicao 1.1.10. Dizemos que um espaco normado N € reflexivo quando o mergulho

isométrico canénico J : N — N** é sobrejetor.

Proposicao 1.1.6. Um espaco de Banach € reflexivo se e somente se seu dual € reflexivo.
Proposicao 1.1.7. Todo espaco de Banach uniformemente convexo é reflexivo.
Definicao 1.1.11. Seja N um espaco normado.

1. Uma sequéncia (x,) em N converge fortemente se existe x € N tal que
lim ||z, —z|| = 0.
n—oo

2. Uma sequéncia (x,) em N converge fracamente se existe x € N tal que

lim f(zn) = f(x)

n—oo

para todo f € N*.

Seja M um subconjunto nao vazio de um espago normado. No Capitulo 2, as notacoes
convM e convM significarao, respectivamente, a envoltéria convexa de M e a envoltoria
convexa fechada de M. A envoltoria convexa de M é o menor convexo contendo M e a
envoltoria convexa fechada de M é o menor convexo fechado contendo M.

O teorema a seguir é conhecido como Krein-Smulian.



Teorema 1.1.2. (Teorema 4, p. 434, [14]) Seja B um espaco de Banach. A envoltdria

conveza fechada de um subconjunto fracamente compacto de B € fracamente compacto em

B.

Corolario 1.1.1. (Coroldrio 1.1.1, p. 2, [11]) Seja B um espaco de Banach. Se a
sequéncia (x,) C B converge fracamente para © € B, entdo existe uma sequéncia (y,) com

Yn € conv{xn; N > n} tal que (y,) converge fortemente para x.

Proposicao 1.1.8. Sejam X, Y espacos métricos. A aplicacao f : X — Y € continua

no ponto x € X se e somente se f(x,) — f(x) em Y quando z, — x em X.
Observacao 1.1.1. Cada funcdo continua € sequencialmente continua.

Teorema 1.1.3. (Teorema 18.3, p. 108, [22]) Sejam X = XU X, com X; e Xy fechados
em X e f: X1 =Y, g: Xo — Y funcoes continuas. Se f(x) = g(x) para todo
x € X1 N Xy, entao p: X —'Y definida por

é continua.

Teorema 1.1.4. Sejam f uma funcao real e continua em um espaco métrico compacto
X,
P =supsexf(z) e Q=infrexf(z)

Entao existem pontos x1, xo € X tais que f(x1) = P e f(z2) = Q.
Proposicao 1.1.9. Se X € compacto, entao toda aplicacio continua f : X — 'Y € fechada.

Lema 1.1.1. (Lema A.1.3, p. 295, [36]) Sejam M um subconjunto compacto em X e C

uma familia de funcoes continuas de [a,b] para M. Entdo

{/abf(S)dS;f e c}

¢ relativamente compacto em X.



Definicao 1.1.12. Sejam X, Y espacos métricos. Dizemos que f : X — Y € uma

aplicacao lipschitziana se existir uma constante ¢ > 0 tal que

d(f(21), f(x2)) < ¢ d(z1, 22)
para quaisquer T1, To € X. A constante ¢ € chamada constante de Lipschitz.

Proposicao 1.1.10. Sejam X, Y espacos métricos. Se f : X — Y € uma aplicacao

lipschitziana, entao f € continua.

1.2 O Espacgo L'(a,b; B)

Esta secao tem a finalidade de esclarecer alguns argumentos utilizados no Capitulo 2 e no
Capitulo 3. As referéncias consultadas foram [11], [13], [28], [32] e |33].
Seja L'(a,b; B) o espago das classes de equivaléncia das fungoes Bochner integraveis

b
f:(a,b) = B com a norma / | f(s)||ds. Denotemos por A a medida de Lebesgue.

Proposigao 1.2.1. Sejam f e g funcoes reais mensurdveis e E um conjunto mensurdvel.

[ s < [ gts)as

Teorema 1.2.1. Sejam p e q expoentes conjugados, 1 < p < oo e (E, X, u) um espago de

Se 0 < f <y, entao

medida positiva. Se f,g: E — [0,00] sao fun¢oes mensurdveis, entao

[ 16) gts)auts) < ( / <f<s>>pdu<s>)’l’ ( / <g<s>>qdu<s>)‘l’ | (1)

A desigualdade em (1.1) é conhecida como Desigualdade de Holder.
Teorema 1.2.2. Se f, g€ L'(a,b;B) e a, 8 € C, entao af + Bg € L'(a,b;B) e
b b b

[ lasts)+ satsplias <lal [ s+ 181 [ lalas
Teorema 1.2.3. O espaco L'(a,b;B) é um espago de Banach.

Teorema 1.2.4. Se f € L'(a,b; B), entdo

/a " Fs)ds

< [ 56 as.




Proposigao 1.2.2. Se f € L'(a,b;B), entio para cada ¢ > 0 existe § > 0 tal que

[ slas <«

sempre que A\(E) < 6 para cada subconjunto mensurdvel E C |a,b.

Defini¢ao 1.2.1. Um subconjunto F C L'(a,b;B) € uniformemente integrdvel se, para

cada € > 0, existe 6(€) > 0 tal que \(E) < d(€) para cada subconjunto mensurdvel E C

/E 1F(s)llds < e

Proposigao 1.2.3. Seja F C L'(a,b; B).

la, b], temos

uniformemente para f € F.

1. Se F ¢é uniformemente integrdvel, entdo sua norma é limitada em L'(a,b; B).

2. Se F ¢é limitada em LP(a,b;B) para algum p > 1, entdo F ¢é uniformemente inte-

gravel.

3. Se existe k € L'(a,b;R,) tal que

If @) < k(t)
para cada f € F e para quase todo t € (a,b), entao F € uniformemente integravel.

Demonstracao. Para o item 1, tome e =1 e § > 0 tal que

/E 1£(s)lds < 1

uniformemente para f € F e para cada subconjunto mensuravel E C [a, b] com A(E) < 4.

Seja n o numero de vezes para % cobrir [a, b]. Entao,

[isenas= [Fusnas+ [l ox [ g <n

5
+* +(n—-1)3

Para o item 2, sejam ¢ > 0, ¢ o conjugado de p > 1 e m tal que

(f uf(s)npds)’i <m
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para f € F e para cada subconjunto mensuravel £ C [a, b]. Pela Desigualdade de Holder,

vide Teorema 1.2.1, temos

/EHf(S)HdS < (/E Hf(S)desy (/E 1ds>; <mdi < e

quando § < (%)7(1.
Para o item 3, seja ¢ > 0. Suponha que exista k € L'(a,b; R, ). Pela Proposigao 1.2.2,

existe 0 > 0 tal que

/Ek(s)ds <€

sempre que A\(E) < § para cada subconjunto mensuravel F C [a, b]. Logo,

d k(s)d
[ 156l < [ Kopts <
para f € F. -

Teorema 1.2.5. (Teorema 1.3.7, p. 9, [11]) Sejam (2,3, u) um espago de medida finita
e B um espago reflevivo de Banach. Entao F C LY(Q, u; B) € fracamente compacto se e

somente se F € limitado e uniformemente integravel.

Teorema 1.2.6. Sejam (2, %, 1) um espaco de medida finita, B um espago de Banach,
F C LY, pu; B) limitada e uniformemente integrdvel. Se para cada € > 0 eriste um
subconjunto fracamente compacto C. C B e um subconjunto mensurdvel E. € ¥ com
L(Q\E,) < e€e f(E.) C C. para toda f € F, entiao F € fracamente relativamente compacto
em LY(Q, u; B).

O Teorema 1.2.6 pode ser encontrado em [13].

Sejam (€2, %, i;), i = 1,2, dois espagos de medida. Definimos o espaco de medida
produto (2, %, ) como o espaco de medida para o qual Q = Q; x Qy, ¥ é a menor o-
algebra contendo todos os conjuntos Ey x Es com E; € 3;, 1 = 1,2, e tal que u(E; X Ey) =

w1 (Eq)pe(Es) para cada E; € 3;, i = 1,2. Agora, enunciaremos o Teorema de Fubini.

Teorema 1.2.7. (Teorema 1.2.5, p. 6, [11]) Sejam (0,3, 1), i = 1,2, espacos de

medida finita e (2, X, p) seu espago produto. Sejam também B um espago de Banach e f €
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LY (2, u; B). Entao, para py- quase todos os pontos s € Qy, t — f(s,t) € L'(Qy, us; B),

s [ f(s,t)dus(t) € LN, m; B) e
Qo

/ 1 (s, )l dpialt) dpn (s) = / 1£O)l1dyu(6).
Q1 JQs Q

1.3 O Espaco Sobolev

Nesta secao esclarecemos algumas notagoes que aparecerao no Capitulo 3.

Sejam 2 C R™ um conjunto mensuravel e p > 1. Considere o espaco de Lebesgue

LP(Q) = {f : Q — R; f mensuravel e/ |f(x)|Pdz < oo}
0

Il = ([ f(m)\pda:); |

Teorema 1.3.1. O espaco LP(S2) € um espaco de Banach.

munido com a norma

Agora considere o espaco Sobolev

wir@) = { e @) 5

€ LP(N),i= 1,...,n},
onde €2 C R™ é um dominio.
Sejam C$°(0) o subespaco de funcdes em C(Q) com suporte compacto em €, W, (Q)

o fecho de C5°(€) na norma de W'?(Q), H}(Q) = W, *(Q) e H(Q) o dual de H}. Note

0
que, para f € WhHP(Q), 85 denota a i-ésima derivada fraca de f, ou seja,
Oy of
dr = — d
/Qfa% ! /Q 8%@ !

Em W?(Q), temos a seguinte norma:

para todo ¢ € C3°(2).

1l = 1l + D || 5
i=1 '

Q)
Teorema 1.3.2. O espago WP(Q) é um espaco de Banach.

As demonstracoes dos teoremas enunciados nesta secao podem ser encontrados em

[17].
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1.4 Funcao Multivoca

Esta se¢ao, baseada principalmente em [30], apresenta a defini¢do e as propriedades de
uma fun¢ao multivoca, também conhecida como fun¢ao ponto a conjunto.

Sejam X e Y conjuntos nao vazios.

Definicao 1.4.1. A funcio F : X — 2Y que tem como dominio um conjunto de X, como
contradominio o conjunto das partes de um conjunto de Y e que associa cada elemento

de v € X o subconjunto F(x) € 2V é chamada de fun¢do ponto a conjunto.

Definicao 1.4.2. Dizemos que a funcdo ponto a conjunto F : X — 2Y ¢ estrita se o

conjunto associado a F(x) é ndo vazio para todo x € X.

Uma fungao ponto a conjunto F : X — 2V ¢ caracterizada por seu grafico Graf(F).

O grafico de F' é o subconjunto de X x Y definido por
Graf(F) ={(z,y) € X xY;y € F(x)},

onde F'(x) é o subconjunto de Y associado a .

Sejam X, Y espacos métricos, M C X um subconjunto nao vazio e € > 0. Definimos
B[M, €] = {x € X;dist(x, M) < €}.

Definicdo 1.4.3. Seja F : X — 2¥ uma funcdo ponto a conjunto estrita. Dizemos que

F é de Lipschitz se existe ¢ > 0 (constante de Lipschitz) tal que
F(z1) C B[F(x9),c d(xy, )] (1.2)

para quaisquer x1,x2 € X. Quando ¢ € (0,1), F' € chamada contracio e quando ¢ =1, F

€ Nao0 erpansiva.
Observe que de (1.2) decorre que
dist(y1, F(x2)) < ¢ d(z1, x2)
para todo y; € F(x;) e que
dist(ye, F(x1)) < ¢ d(z2,x1)

para todo ys € F(x3).
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Definicao 1.4.4. A funcdo ponto a conjunto F' : X — 2Y tem o grdfico fechado se, dados
r € X, uma sequéncia (x,) C X tal que T, — x e uma sequéncia (y,) C F(x,) tal que

yn =y €Y, tivermos y € F(x).

Definicao 1.4.5. Uma funcdo ponto a conjunto F' : X — 2¥ ¢é conveza se dados x,

z9 € X ea €|0,1], temos
aF(x)) 4+ (1 —a)F(x2) C F(az; + (1 — a)xs).

Abaixo estdo listadas propriedades das fungoes ponto a conjunto. Sejam V' (F'(xg))
uma vizinhanca de F'(xg) e V(x¢) uma vizinhanca de xy.

Propriedade 1. Dada V(F(z()) em Y existe V(zy) em X tal que
F(V(x)) C V(F(x)).

Propriedade 2. Dada uma sequéncia (z,) em X com z, — z e dado y € F(x), existe
uma sequéncia (y,) em Y com y, € F(x,), para cada n, tal que y,, — y.

A partir dessas propriedades, definimos uma funcao ponto a conjunto continua.
Definicao 1.4.6. Seja F': X — 2 uma funcdo ponto a conjunto.

1. Dizemos que F € semicontinua superior se satisfaz a Propriedade 1 para todo v € X.

2. Dizemos que F' é semicontinua inferior se satisfaz a Propriedade 2 para todo x € X.

3. Dizemos que F' é continua se for semicontinua superior e semicontinua inferior.

Observacgao 1.4.1. Uma fungdo ponto a conjunto F: X — 2Y é fortemente fracamente
semicontinua superior quando I é semicontinua superior de X - dotada com a topologia

forte - para'Y - dotada com a topologia fraca.

Lema 1.4.1. (Lema 2.6.1, p. 47, [11]) Se F : X — 2Y é uma funcdo ponto a conjunto nao
vazia, fortemente fracamente semicontinua superior e com valores fracamente compactos,

entao, para cada subconjunto compacto M de X, |J, o\, F () € fracamente compacto.
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Teorema 1.4.1. (Teorema 3.1.2, p. 88, [35]) Sejam M um subconjunto mensurdvel de
Lebesgque nao vazio e limitado em R", n > 1, C um espacgo topoldgico, B um espaco de

Banach real e F : M x C' — 28 uma funcdo ponto a conjunto satisfazendo:
1. F(t,"): C — 28 ¢ semicontinua superior para quase todot € M
2. F(-,u): M — 25 ¢ mensurdvel para cada u € C.

Sejam (g,) uma sequéncia que converge fracamente para g em L'(M,B) e (u,) uma
sequéncia de funcgoes de M para C que converge para a funcdao v : M — C para quase
todot € M. Se g,(t) € F(t,u,(t)) para cada n € N e para quase todo t € M, entdo
g(t) € F(t,u(t)) para quase todo t € M.

Definicao 1.4.7. Uma funcdo ponto a conjunto F : X — 2% tem um ponto fizo se eziste

x € X tal que x € F(z). O ponto x é chamado de ponto fizo de F'.

Teorema 1.4.2. Se M ¢é um conjunto nao vazio, convezxo e fracamente compacto em um
espaco de Banach e F : M — 2™ ¢ uma funcdo ponto a conjunto nao vazia, fechada, com

valores converos e grifico sequencialmente fechado, entao F tem pelo menos um ponto

fixo.

O Teorema 1.4.2 estd presente em [28].

1.5 Operadores

As definicoes e os resultados desta se¢io podem ser encontrados em [6], [8], [25], [28], [31]
e [33].

Considere B um espago de Banach com a norma || - || e B* seu dual topolégico. Um
operador A é uma aplicacao de B em 2%, o conjunto das partes de B. A fim de simplificar

a notacao, usaremos A : B — B.
Definicao 1.5.1. Seja A : B — B um operador.

1. Dizemos que A € univoco quando o conjunto Ax contém no mdzimo um elemento

para todo x € B. Caso contrdrio, dizemos que A é multivoco.
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2. O dominio de A € o conjunto D(A) = {x € B;Ax # 0} e a imagem de A € o
congunto Im(A) = J,cp Ax.

O préximo resultado é conhecido como Teorema do Ponto Fixo de Banach e sua

demonstracao esta detalhada em [25].

Teorema 1.5.1. Sejam X um espaco métrico completo e M um subconjunto fechado de
X. Se a aplicagao A: M — M € uma contracao, entao A possui um unico ponto fixo em

M, isto é, existe x € M tal que x = A(x).

Sejam x,y € B e h € R*. Definimos

e, = - e+ hyll = )

e o limite
= 1.[[]
[z, y]+ hi>0+[:c7y]h

existe. Vide [31].

Seja
1 sex>0
sign(r) =9 0 sex=0
-1 sex <0

Quando B = L'(f2), podemos escrever

ol = [ g sion(as+ [ gl (13)

para f,g € L'(Q), como pode ser visto no Exemplo A.15, p. 281, [6]. A formula em (1.3)
serd usada no Capitulo 3.

A demonstragao da proposicao a seguir esta descrita em [31].
Proposicao 1.5.1. Para cada x,y € B e a > 0, temos
1. [ax,yly = [7,9]+

2. [z, yl] < |yl
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Escreveremos A : D(A) C B — B para enfatizar que nos interessa somente os valores

de Aem D(A).

Defini¢ao 1.5.2. O operador A: D(A) C B — B ¢ acretivo se

(21 — 29,91 — Y2] 4+ > 0
para qualquer x; € D(A) ey; € Az, 1 =1,2.

Definicao 1.5.3. O operador A : D(A) C B — B é m-acretivo se A é acretivo e a

aplicacao I + A € sobrejetora, onde I € o operador identidade em B.
Definicao 1.5.4. Um operador A é chamado m-dissipativo se —A € m-acretivo.

Definicao 1.5.5. O operador A : D(A) C B — B € compacto se € continuo e a imagem

de subconjuntos limitados de D(A) sdo subconjuntos relativamente compactos em B.

Sejam (x,z*) a forma bilinear candnica que estabelece a dualidade entre B e B* e

j: B — B* a aplicacao dualidade definida como
j(z) = {a" € B (z,2%) = |l2|* = [|l2"||*}.
Defini¢ao 1.5.6. O operador A : D(A) C B — B* € mondtono se
(Azy — Ao, 21 — 29) >0
para todo x; € D(A), i =1,2.

O conjunto dos operadores é ordenado pela inclusdo dos graficos, isto é, Graf(A) C

Graf(T) se e somente se Az C Tx para todo = € B, justificando a seguinte definicao:

Definicao 1.5.7. O operador mondtono A de B é mazimal mondtono se ele nao estd

propriamente contido em qualquer outro operador mondtono de B.

Seja H um espaco de Hilbert. A seguir, enumeramos alternativas equivalentes ao

conceito de operadores maximais mono6tonos de H.

Proposicao 1.5.2. Seja A um operador de H. As sequintes propriedades sao equivalentes:
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1. A é mazximal mondtono;
2. A é mondtono e Im(I + A) = H;
3. Para todo a > 0, (I + aA)™' € uma contragao definida sobre H.

Observacao 1.5.1. Um operador mondtono no espaco de Hilbert é um operador acretivo

definido no espaco de Banach.

1.6 Subdiferenciais

Esta secdo, baseada em [35], apresenta defini¢oes e resultados que serao utilizados no

Capitulo 3.

Definig¢ao 1.6.1. Sejam B um espaco de Banach real. Uma func¢ao ¢ : B — RU {400}

€ propria quando @ nao € identicamente +00.

Definicao 1.6.2. Sejam H um espago de Hilbert real munido com o produto interno (-, -)

ep:H—RU{+oo} uma funcao propria, convexa e semicontinua inferior.
1. A subdiferencial de ¢ calculada em x é o conjunto

Op(z) ={z € Hip(z) < ¢(y) + (x — y, 2) para cada y € H}.

2. O operador Op : D(0p) C H — H que associa cada x € H o subconjunto Op(x) em
‘H é chamado de subdiferencial de .

Observagao 1.6.1. A funcio ¢ : H — RU {400} € semicontinua inferior quando, para
cada c € R, o conjunto

{z e H;p(x) > ¢}
€ aberto em H.

Teorema 1.6.1. (Teorema 1.6.3, p. 21, [35]) Cada operador m-acretivo A : D(A) C

R — R ¢ a subdiferencial de uma funcao propria, convexa e semicontinua inferior.
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Defini¢ao 1.6.3. Dizemos que uma funcio convera ¢ : H — R U {+oc} € do tipo

compacto se, para cada o > 0, o conjunto de nivel
la ={z € H; ||2]* + p(2) < a}
€ relativamente compacto em H.

Sejam 2 um dominio limitado em R", n > 1, com fronteira suave ' e f : R —
R, U {400} uma fun¢ao propria, convexa e semicontinua inferior com f(0) = 0. Sejam
também p € [2,00) e d > 0 duas constantes dadas. Definimos ¢f : L*(Q) — R, U {+o0}

por

P d
dx+—/]u|”dx—|—/f(u)da se u € WHP(Q)
D Ja r

( li/ ou
pi= Ja O

pp(u) = e f(u) € L) (1.4)

{ +00 caso contrario.

Proposicao 1.6.1. (Proposi¢ao 2.2.5, p.44, [35]) A func¢ao gpg definida acima € prdpria,

convezxa, semicontinua inferior e do tipo compacto.



Capitulo 2

Uma Classe de Equacoes de Evolucao
nao Lineares Sujeitas a Condicoes

Iniciais nao Locais

Este capitulo, baseado em [28], apresenta o estudo realizado com o intuito de garantir a
existéncia de C%-solucoes para uma classe de equacoes de evolucao nao lineares sujeitas a

condicoes iniciais nao locais da forma
u'(t) + Au(t) 2 f(¢)
f(t) € F(t,u(t)) (2.1)
u(0) = g(u),

onde A : D(A) C B — B é um operador m-acretivo em um espa¢o de Banach B de

dimensdo infinita, F' : [0,27] x D(A) — B é uma fun¢do multivoca ndo vazia, convexa,

quase fortemente fracamente semicontinua superior (vide Defini¢ao 2.2.2) e com valores

fracamente compactos e g : C([0,27]; D(A)) — D(A) é uma fungdo continua.

2.1 Equacgoes de Evolugao da Forma u/(t) + Au(t) > f(t)
Seja f € L(a,b; B) e considere a equacao de evolugao
u'(t) + Au(t) > f(t). (2.2)

19
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A fungdo u : [a,b] — B é uma solugio integral ou uma C%solugiao de (2.2) em [a,b] se

u € C([a,b]; B),u(t) € D(A) para cada t € [a,b] e u satisfaz

[u(t) = zf| < flu(s) — | +/ [u(T) — =, f(T) — yldr (2.3)

para cada x € D(A),y € Az e a < s <t < b. Pelo item (2) da Proposi¢ao 1.5.1, podemos

reescrever (2.3) como

[u(t) — x| < fluls) —«| +/ () = ylldr (2.4)

para cada v € D(A),y € Area<s<t<h

Os proximos resultados dizem respeito as solucoes da equacao diferencial da forma
(2.2).
Teorema 2.1.1. (Teorema 2.1, p. 124, [7]) Seja A : D(A) C B — B um operador m-
acretivo. Entdo, para cada x € W e f € L'(a,b;B), existe uma unica C°-solugao de
(2.2) em [a,b] que satisfaz u(a) = x. Se f,g € L*(a,b;B) e u,v sio duas C°-solugoes de

(2.2) correspondendo a f e g, respectivamente, entao

[u(t) = v(@)] < fuls) —v(s)ll +/ 1F(m) = g()lldr (2.5)

para cada a < s <t <b.

Sejam & € D(A), 7 € [a,b) e f € L'(a,b; B). Denotemos por u(-,7,&, f) a tnica C°-
solugao v : [1,b] — D(A) do problema (2.2) que satisfaz v(7) = £ e por {S(t) : D(A) —

D(A),t > 0} o semigrupo gerado por —A em D(A), isto é, S(t)€ = u(t,0,,0) para cada

¢ € D(A) et >0. Dizemos que o semigrupo gerado por —A em D(A) é compacto se S(t)

¢ um operador compacto para cada t > 0.

Teorema 2.1.2. (Teorema 2.3.3, p. 47, [35]) Sejam A : D(A) C B — B operador m-

acretivo tal que —A gera um semigrupo compacto, B C D(A) limitado e F uniformemente

integrdvel em L'(a,b; B). Entdo, para cada c € (a,b), o conjunto de C°-solugies

{u(-,a,¢, f);§ € B, f € T}

é relativamente compacto em C([c,b]; B). Se, em adi¢ao, B ¢é relativamente compacto,

entdo o conjunto de C°-solugdes é relativamente compacto em C([a,b]; B).
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2.2 Hipotesesem A, ['e g

Nesta se¢ao, enumeramos as condi¢oes no operador A, na funcao multivoca F' e na funcao

g que vamos precisar. As definicbes abaixo serao citadas nessas condicoes.

Definicao 2.2.1. Dizemos que o operador m-acretivo A € do tipo continuo completo
se, para cada sequéncia (f,) em LY(0,2m;B) e (u,) em C([0,2x], B), sendo u, uma C°-

solug¢ao em [0,2x] do problema
u, () + Au,(t) 3 fu(t),

lim,, oo fr = f fracamente em L*(0,27; B) e lim, ooy, = u uniformemente em C([0, 27]; B),

temos que u é uma C°-solugao em [0,27| do problema limite

u'(t) + Au(t) > f(2).

Defini¢ao 2.2.2. Uma funcio multivoca F : [0,27] x D(A) — B € quase fortemente
fracamente semicontinua superior se, para cada € > 0, existe um subconjunto mensurdvel
de Lebesque E. C [0,27] com A(E.) < € tal que F' € uma fung¢ao multivoca semicontinua
superior de ([0, 27|\ E,) X W - dotada com a topologia forte - para B - dotada com a
topologia fraca.

Denotemos por C([0, 27]; D(A)) o subconjunto de C([0, 27]; B) que consiste em todas
as funcoes u tais que u(t) € D(A) para cada t € [0,2x], por B[0,7] a bola fechada de
centro 0 e raio r e por B(0,7) a bola aberta de centro 0 e raio r.

As hipoteses no operador A, na funcao multivoca F' e na funcao g que vamos precisar
sao listadas a seguir.

(Hy) O operador A : D(A) C B — B possui as propriedades:

(a1) A é um operador m-acretivo e 0 € AO0.

(az) O semigrupo gerado por —A em D(A) é compacto.

(a3) A é do tipo continuo completo.

(H3) A funcao multivoca F : [0,27] x D(A) — B é ndo vazia, convexa, quase fortemente

fracamente semicontinua superior e com valores fracamente compactos.
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(H3) Existe r > 0 tal que para cada t € R, cada u € D(A) com ||u| = r e para cada
z € F(t,u), temos

[u, 2]+ < 0.

(H}) Existe r > 0 tal que para cada t € Ry, cada u € D(A) com |lu|| > r e para cada
z € F(t,u), temos

[u, z]+ < 0.
(H,) Existe k € L'(0,2m;R,) tal que
lyll < k(t)

para quase todo t € (0,27), para cada u € B[0,r] e cada y € F(t,u).
(H}) Existe k € L'(0,2m;R,) tal que

lyll < k(2)

para quase todo t € (0,27), para cada u € B e cada y € F(t,u).
(Hs) A funcao g : C([0,27], D(A)) — D(A) possui as propriedades:
(1) Para cada U C C([0,2n], D(A)) limitado em C([0,2n], D(A)) e relativamente

compacto em C([6,2n], D(A)) para cada § € (0,27, o conjunto g(U) é relativamente

compacto.

(g2) Para cada u € C(][0, 2W];M}, temos
gl < llullo-
(g3) Para cada u,v € C([0,2n], D(A)), temos
lg(u) = g(@)|| < |lu— vl

Counsidere

(¢4) Para cada u,v € C([0,2n]; D(A)), temos

1
lg(u) = g()I| < o llu = vllz20.2mp)-
T
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Observacao 2.2.1. A condicdo (g) implica as condicdes (g1) € (g3)-

Primeiramente, mostraremos que (g5) implica (g1). Seja C uma familia de fungoes

continuas de [0,2w] para D(A). Entao, pelo Lema 1.1.1,

{A%u@ﬂauEC}

€ relativamente compacto e, pela Proposicao 1.1.3, € limitado. Além disso, pela Proposicao
1.1.4 e pelo Teorema 1.1.1, a sequéncia (u,) C C tem uma subsequéncia que, sem perda

de generalidade, chamaremos de (uy,) tal que

A%%@M&%A%MQ%. (2.6)

Assim, g(uy,) € gU), onde U C C([0,27], D(A)) € limitado em C([0,2r], D(A)) e relati-
vamente compacto em C([0,2w], D(A)) para cada § € (0,27]. Temos também que

1
lg(un) = 9| < S-llun = ullrr02ms).

Por (2.6), deduzimos que ||g(u,) — g(u)|| — 0. Portanto, g(U) € relativamente compacto.

Agora, mostraremos que (g4) implica (g3). De fato,

1 2m 1 2
o) =g < 5 [ huts) = v(lds < 5 [ = vlds = u = vl
Observagao 2.2.2. Os ezemplos de fungdes g que satisfazem (Hs) sao:
1. g(u) = u(2m)
2. g(u) = —u(2n)
1 2m
3. g(u) = %/0 u(s)ds
4. g(u) =31 ault;), onde 0 <ty < --- < t, = 21 sdo arbritrdrios, mas fizados, e
> iy o] < 1.

Observacao 2.2.3. Os exemplos de g na Observacao 2.2.2 correspondem a casos parti-

culares da escolha de g como

1 2m
o) = s [ M), (2.7
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onde N : D(A) — D(A) é um operador nao expansivo e possivelmente nao linear, p €
uma medida o-finita, completa em [0,27] e continua com respeito ¢ medida de Lebesgue

em t =0, ou seja, limy,_o+ ([0, h]) = 0.

Observagao 2.2.4. A condi¢io (g1) € satisfeita por todas as fungoes g da forma (2.7),

sendo p continua com respeito a medida de Lebesque em t = 0.

Observagao 2.2.5. A condigdo (g2) em (Hs) substitui a primeira parte da condigao (C2)
em [16], que assume que para n > 1 e cada u € C([0,27]; D(A)) com ||ul| < 7, temos
|5 (£) g(w)|| < 7, onde r > 0 € a constante que aparece em (Hs) e {S(t) : D(A) —

D(A);t > 0} € o semigrupo de fungdes nao expansivas geradas por —A.

2.3 Resultados Preliminares

Seja
F={feL'0,2m B); || f(t)|| < k(t) para quase todo t € (0,2m)},
onde k ¢ a fungdo dada por (Hy).
Com o intuito de demonstrar o Teorema 2.4.2, primeiro mostraremos que, para cada

e € (0,1) e cada f € L'(0,27; B), o problema
(2.8)

tem uma tnica C%solugao u! € C([0,27]; D(A)).
Em seguida, provaremos que, para cada ¢ € (0,1) fixado, o operador f — u/ que

associa f a tnica C%solugao uf do problema (2.8) é compacto de F para C([0, 27]; B).

Como a fungao multivoca F : [0,27] x D(A) — B é quase fortemente fracamente se-
micontinua superior, para o mesmo € > 0, existe um subconjunto mensuravel de Lebesgue

E. C[0,27] com A\(E,) < € tal que F 0.2\ 5. xBray € fortemente fracamente semicontinua

superior. Definimos a fun¢do multivoca F, : [0,27] x D(A) — B por

F(t,u) para (t,u) € ([0,27]\E.) x D(A)

F(t,u) =
{0} para (t,u) € E. x D(A).
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Depois provaremos que a fungdo multivoca f — Sel(F.(-,u/(-))), onde
Sel(F.(-,ul(-))) = {h € LY(0,2m; B); h(t) € F.(t,ul(t)) para quase todo t € [0,27]},

mapeia um conjunto K, C L'(0, 27; B) adequadamente escolhido nao vazio, convexo e fra-
camente compacto em si mesmo e tem o grafico fracamente x fracamente sequencialmente
fechado. Tendo em vista o Teorema 1.4.2, esta funcao multivoca tem pelo menos um ponto

fixo que, por meio de f + uf, produz uma C-solugao para o problema aproximado

w'(t) + Au(t) = f(t)
F(t) € F.(t u(t)) (2.9)
u(0) = (1 - )g(u).

Por fim, para cada e > 0, fixamos uma C°-solu¢io u, do problema (2.9) e mostraremos
que existe uma sequéncia (¢,) tendendo a zero de modo que (., ) converge em C([0, 27]; B)
para uma C%-solu¢ao do problema (2.1).

Estes passos serao enunciados como lemas.

Lema 2.3.1. Assuma que (a1) em (Hy) e (g3) em (Hs) sao satisfeitas. Entao, para cada

€ >0 e cada f € L'(0,27;B), o problema

(2.10)
u(0) = (1 —€)g(u)
tem uma tinica C°-solugdo ul que satisfaz
1 2w
fullle < ¢ [ 1)l (2.11)
0

Demonstracao. Seja € € (0,1) arbitrario e fixado. Pelo Teorema 2.1.1, para cada

v € C([0,2n]; D(A)), o problema
(2.12)

tem uma tunica C-solu¢ao u € C([0,27]; D(A)).
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Considere o operador P, : C([0,27]; D(A)) — C([0,27]; D(A)) definido por P.(v) = u,
onde u é a tinica C%-solugdo do problema (2.12). Por (2.5), (g3) em Hjs e tomando s = 0,

obtemos

[Pe(v)(t) = Pe(0)(®)]] < (1 = e)llg(v) = g(0)]| < (1 = €)f[v = V|-

Pelo Teorema 1.5.1, o operador P. tem um tnico ponto fixo u/ € C([0,2x]; D(A)) que é
uma C%-solugdo de (2.10).

Pelo Teorema 1.1.4, a aplicagdo t — ||u(t)|| atinge ponto maximo em ¢ € [0, 27|. Seja
tm € [0,27] um ponto méximo qualquer, isto &, |[uf(t,,)|| = ||uf]|e. Como 0 € A0 por

(a1) em (H,), de (2.4) e tomando s = 0, temos

lul @)1 < (1= e)lg(uf)] +/O 1F(7)lld.

Agora, por (g3) em (Hj) e tomando t = t,,, obtemos

luflloo = lluf (tm)ll < (1 = €)lul [l + /0 "7 (2.13)

Suponha que t,, = 0. Entao de (2.13), deduzimos que
[ullloe < (1 =€)t [|oc-

Essa desigualdade é vélida quando u/ = 0. Caso contrério, t,, # 0. Assim, de (2.13)

temos

1 tm 1 27
ol <5 [ U@l < ¢ [ 1@

0

Lema 2.3.2. Assuma que (ay), (az) em (Hy) e (Hs) sao satisfeitas. Sejam k € L'(0,2m;R,)

e € > 0 firado. Entao o operador de
F={feL'0,2m;B); || f(t)|| <k(t) para quase todo t € (0,27)}

para C([0,2x]; B), definido por f — uf, onde ul é a tinica solugio do problema (2.10)
correspondendo a f, é compacto. Em particular, a imagem de F pelo operador f v+ ul ¢

compacto.
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Demonstragido. Precisamos mostrar que f +— u/ é continuo de F com a norma de
L'(0,2m; B) para C([0,2x]; D(A)) com a norma da convergéncia uniforme e que a ima-
gem de um subconjunto limitado de F é um subconjunto relativamente compacto em
C([0,2r); D(A)).

Primeiramente, mostraremos que f — u/ é continuo. De (2.5) e tomando s = 0, temos

luf (8) = ul () < (1= e)llg(ul) — g(ug)ll +/O 1f(7) = h(r)l|dr. (2.14)

Aplicando a propriedade (g3) em (2.14), obtemos

wmwmwwsu—%@—wm+éﬂwm—Mﬂw«

Logo,
N 1 2
ol =l < ¢ [ 150 = b ar

0
para cada f,h € F. Assim, f — u/ & lipschitiziano e, pela Proposi¢ao 1.1.10, é continuo.

Agora, mostraremos que a imagem de um subconjunto limitado de F é um subconjunto
relativamente compacto em C([0,27]; D(A)). De (2.11) temos que {u/; f € F} ¢ limitada
em C([0,27]; D(A)). Por (g2) em (H;), obtemos

luf ()] = (1 = e)llg(uD)]l < (1 = &)lluf |-

Logo {u/(0); f € F} é limitado em B. Pelo item 3 da Proposicao 1.2.3, F é uniforme-
mente integravel. De (a;) e (az) em (H;) e o Teorema 2.1.2, concluimos que {u/; f € F}
é relativamente compacto em C([6, 27]; D(A)) para cada § € (0,27]. Por (g1) em (Hj),
deduzimos que o conjunto {g(uf); f € F}, que coincide com {uf(0); f € F}, é relativa-
mente compacto em B. Por (a1) e (ag) em (H;) e a ultima parte do Teorema 2.1.2, segue
que {u/; f € F} é relativamente compacto em C([0,2x]; D(A)).

Alem disso, como {u/: f € F} é relativamente compacto em C([0, 27]; D(A)), entio
{ul; f € F} & compacto em C([0,2x]; D(A)). Portanto, a imagem de F pelo operador

f > u!l é compacto. |
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Lema 2.3.3. Assuma que (Hy), (Hs), (H}) e (Hs) sao satisfeitas. FEntao, para cada
€ >0, o problema
u'(t) + Au(t) = f(t)
f(t) € Fo(t,u(t)) (2.15)
u(0) = (1 = €)g(u),
em que F. : [0,21] x D(A) — B ¢ dada por

F(t,u) para (t,u) € ([0,27]\E.) x D(A)

F.(t,u) =
() {0} para (t,u) € B, x D(A),

onde E. C [0,271] € um subconjunto mensurdvel de Lebesgue com A(E.) < € tal que
F|([0,27r]\EE)xW € fortemente fracamente semicontinua superior, tem pelo menos uma So-

lucao u.
Demonstragao. Sejam k € L'(0,27; R, ) dada por (H}) e
F={fecL0,2m;B); || f(t)|| <k(t) para quase todo t € (0,27)}.

Pelo item 3 da Proposi¢do 1.2.3, F é uniformemente integravel. Pelo Lema 2.3.2, {u/; f €
F} é compacto em C([0,27]; D(A)). Como t — u/ & continuo e, pela Proposigao 1.1.9, é

fechado, entao

C={u/(t);feF telo,2r]}={ult);feF,tel02n]}

é compacto em m

Por (H,), a funcdo multivoca F : [0,27] x D(A) — B é quase fortemente fracamente
semicontinua superior, ou seja, para cada ¢ > 0, existe um subconjunto mensuravel de
Lebesgue E. C [0,27] com A(E.) < € tal que F de ([0,27]\E.) x D(A) - dotada com
a topologia forte - para B - dotada com a topologia fraca - ¢ uma funcao multivoca

semicontinua superior. Como F, : [0,27] x D(A) — B ¢ dada por

F(t,u) para (t,u) € ([0,27]\E.) x D(A)
{0} para (t,u) € E. x D(A),

Fe(ta u) =
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temos que Fe‘ ([0,27)\ E.) x D{A) © fortemente fracamente semicontinua superior e tem valores

fracamente compactos. Pelo Lema 1.4.1 e pelo Teorema 1.1.2, deduzimos que o conjunto
G = convF(([0, 27|\ E,) x C)
é fracamente compacto em B. Afirmamos que
H. =convF,.([0,2n] x C) = conv[F.(([0, 2r]\E) x C') U {0}].
Seja M o menor convexo fechado contendo F,([0,27] x C'). Pela defini¢ao de F., obtemos
F.(]0,27] x C) = [F.((]0,27]\E.) x C)U{0}] C M.

Isso implica que H, é fracamente compacto em B.
Seja
Ke={f¢eF,; f(t) € H. para quase todo t € (0,2m)}.
O conjunto K. é convexo. De fato, sejam f1, fo € K. e a € [0,1]. Pelo Teorema 1.2.2,
afi + (1 —a)fy € LY(0,2m; B). Ademais,

lafi+ @ —a)fo] < llafill + (1 —a)foll =callfill+ (1 = )| 12
< ak(t) + (1 — a)k(t) = k(t)

para quase todo t € (0,27). Como H, é convexo, segue que afi(t) + (1 — «) fo(t) € H,

para quase todo t € (0,27). Logo, af; + (1 — a)fs € K..
Definimos o operador Q. : K. — L'(0, 2m; B) por

Qc(f) = Sel(Fe(-,ul(")))
= {h € L*0,2m; B); h(t) € F.(t,u!(t)) para quase todo t € [0,27]},

onde u/ é a tnica solugdo do problema (2.15) correspondendo a f € K.. Note que Q.
estd bem definido. Afirmamos que (). mapeia o conjunto K, em si mesmo. Seja f € K..
Logo, Q.(f) = h € L'(0,2m; B) tal que h(t) € F.(t,u!(t)) para quase todo t € [0,27]. Por
(H)), existe k € L'(0,2m;R,) tal que ||h(t)|| < k(t) para quase todo t € (0,27). Como
h(t) € F.(t,uf(t)) para quase todo t € [0, 27, temos

h(t) € F.(t,u!(t)) Cc convF.(]0,2n] x C) = H,
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para quase todo t € [0, 27], mostrando que h € K..

Afirmamos também que (), é nao vazia, convexa e tem valores fracamente compactos.
Como Q. ¢ uma selecdo de F.(t,u/(t)), entdo, pela definicio de F, e por (Hy), Q. é
nao vazia e convexa. Pelo Teorema 1.2.6, concluimos que (). tem valores fracamente
compactos.

Além disso, o grafico de (). é fracamente x fracamente sequencialmente fechado. De
fato, seja ((fn, gn)) uma sequéncia no grafico de @, fracamente x fracamente convergente
para (f,g) € L*(0,2m; B) x L'(0,2m; B). Pelo Lema 2.3.2 e por (a3) em (H;), temos

lim uf™ (t) = u? (t)

n—oo

uniformemente para t € [0,27]. Note que g,(t) € F.(t,ul"(t)) para cada n € N e para
quase todo t € [0,27], F.(t,-) : C — B é semicontinua superior para quase todo t €
0,27\ E. e F.(-,ul(t)) : [0,27]\E. — B é mensuravel para cada u/(t) € C. Pelo Teorema
1.4.1, segue que

g(t) € (t,ul(1)) (2.16)

para quase todo t € [0,27]\ E.. Por outro lado, g,(t) = g(t) = 0 para quase todo t € E..
Assim, (2.16) é verdadeira para quase todo t € [0,27] e, portanto, o grafico de Q. é
fracamente x fracamente sequencialmente fechado.

Pelo Teorema 1.4.2, Q). tem pelo menos um ponto fixo f € K.. Logo, este ponto fixo

f, por meio de f + uf, produz uma C%-solu¢do do problema (2.15). |

Lema 2.3.4. Assuma que (Hy), (Hs), (H}), (H}) e (Hs) sao satisfeitas. Entdo, para
cada ¢ € (0,1), cada C°-solugao u do problema (2.15) é uniformemente limitada por r

dado por (Hs), isto é, |u(t)|| < r para cada t € [0, 27].

Demonstragio. Seja u uma C-solugdo arbitraria do problema (2.15). Assuma, por

absurdo, que ||u|| > 7, ou seja, existe t,, € [0,27] tal que

[l = lJutm)l] > 7.
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Afirmamos que t,, # 0. Suponha que t,, = 0. A partir da condicao inicial nao local e

por (g2) em (Hs), temos

[ulloe = lutm)]l = [luO)] = (1 = &)llg(w)l < (1 = )llulls,

implicando que 0 < r < [Jul|oc = 0 que ¢ uma contradi¢ao. Assim, ¢,, € (0, 27].
Além disso, u ndo é constante em [0,¢,,]. De fato, suponha que u(t) = £ para cada

t € [0,t,). Pela condigao inicial ndo local e por (go) em (Hs), obtemos

r < lullee = [I€l = [[w(0)| = (1 = llg(w)]| < (1 = )fluflec = (1 = )iE]l;

mostrando que £ = 0 que ¢ um absurdo, pois 0 < r < [[£].

Pelo fato de u nao ser constante em [0, ¢,,], existe ¢y € (0,%,,) tal que
r < Jlulto) |l < lu(s)ll < lultm)ll = llullo (2.17)

para cada s € (o, t,].
Por (a;) em (Hy), temos que 0 € A0. Entao, usando (2.3) com z =0, y =0 e s = 1,
obtemos

tm

r <t < Juu(to) | + / "), FOpdr < ulto)l] + / fu(r), f(r)]

to 0
Agora, usando (H}) com z = f(7) se 7 € [0,t,,]\E. e o item 2 da Proposi¢ao 1.5.1 com
f(r) =y =0seT € E,, obtemos

r < Jlultm) || < Jlulto)l

Por (2.17), temos que
[utm)|| < llulto)ll < [[u(tm)]

que é um absurdo. Portanto ||ull. <. |

2.4 Resultados Principais

Nesta se¢cao, demonstraremos os principais resultados deste trabalho.
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Teorema 2.4.1. Se (Hy), (Hs), (HS), (H}) e (Hs) sdo satisfeitas, entao o problema

W) + Ault) 3 f(t)
F(t) € F(t,u(t)) (2.18)
u(0) = g(u)

tem pelo menos uma C°-solugao u : [0,27] — B[0,r] N D(A).

Demonstragdo. Sejam (€,) uma sequéncia com €, — 0, (u,) uma sequéncia das C°-

solugoes do problema (2.15) correspondendo a € = ¢, e (f,,) tal que

un () + Au, () 3 fult), t €0, 27]
fn(t) € F., (t,u,(t)) para quase todo t € (0, 2m)
un(0) = (1 = €,)g(un).

Por (H}) e pelo item 3 da Proposi¢do 1.2.3, temos que o conjunto {f,;n € N} é
uniformemente integravel em L'(0,2m; B). Entao, pelo Lema 2.3.4, por (a;) e (az) em
(H;) e pelo Teorema 2.1.2, para cada ¢ € (0,27), o conjunto {u,;n € N} ¢ relativamente

compacto em C([0,27]; D(A)). Por (g1) em (Hs), deduzimos que o conjunto

{un(0);n € N} = {(1 —€,)g(un);n € N} = {g(u,,);n € N}

é relativamente compacto em D(A). Agora, pela segunda parte do Teorema 2.1.2, con-

cluimos que {u,;n € N} é relativamente compacto em C([0, 27]; D(A)). Logo,

C = {u,(t);n € Nt € [0,27]}

é compacto em B.

Por (H3), a fungao multivoca F': [0,27] x D(A) — B é quase fortemente fracamente

semicontinua superior. Assim, Fe|(o2n\E... )« DAy onde Ee C [0,27] ¢ um subconjunto

X
mensuravel de Lebesgue com A(E) < ¢, ¢ uma funcao multivoca fortemente fracamente
semicontinua superior e tem valores fracamente compacto. Pelo Lema 1.4.1 e pelo Teorema

1.1.2, o conjunto

convF,, ([0,2n] x C') = eonv|F,, (([0, 27|\ E,, x C')U{0}]
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é fracamente compacto em B. Pelo Teorema 1.2.6, segue que {f,;n € N} é fracamente
relativamente compacto em L'(0, 27; B).

Entao, em pelo menos uma subsequéncia temos

lim f, = f fracamente em L'(0,2m; B)

n—oo

lim u,(t) = u(t) uniformemente para t € [0, 27]
n—oo

lim (1 — €,)g(u,) = g(u)

n—oo
e, pelo Teorema 1.4.1, concluimos que f(t) € F(t,u(t)) para quase todo t € [0, 2r]. Como
A ¢é do tipo continuo completo, vide (a3) em (H,;), temos que u ¢ uma C°-solugdo do
problema (2.18) correspondendo a selecao f de t — F(t,u(t)) e, pelo Lema 2.3.4, segue

que u : [0,27] — B[0,7] N D(A). |

Teorema 2.4.2. Se (Hy) — (Hs) sdo satisfeitas, entdo o problema (2.18) tem pelo menos

uma C°-solucao.
Demonstragao. Seja p: B — B|0,r] dada por

u se u € B[O, 7]

p(u) =
rllul[7tu  se uw € B\B|0,r].

Tomando X; = B[0,r] e X5 = X\B(0,7) no Teorema 1.1.3, temos que p é continua.

Definimos a funcao multivoca F), : [0,27] x B — B por

Fy(t.u) = F(t, plu)).

Note que F}, é nao vazia, quase fortemente fracamente semicontinua superior e tem valores

fracamente compactos pela continuidade da funcao p. Sejam uy, us € Be a € [0,1]. Entao
allul| + (1 — a)||uz]] < ar+(1—a)r=r,

mostrando que F), é convexa. Logo, F, satisfaz a condicao (Hz).
Como F satisfaz (Hj), existe » > 0 tal que para cada t € Ry, cada u € D(A) com

||u|| = r e para cada z € F(t,u), temos

[u, 2]+ <0.
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Para o mesmo 7, considere t € Ry, u € D(A) com |ju|| > r ez e Fy(t,u). Se ||u|| =r,

entao

Fp<t7u) = F(t,p(u)) = F(t7u)

e isso implica que [u, z]; < 0. Agora, se ||u|| > r, entdo
Fy(t,u) = F(t, p(u)) = F(t,rl|ul|""u).

Note que 7|jul|~*u tem norma r. Segue de (H3) que [r|u|'u, 2], < 0. Pelo item 1 da
Proposi¢ao 1.5.1, temos que [u, 2]+ < 0 ja que r||ul~* > 0. Logo, F, satisfaz (H}).
Afirmamos que F), também satisfaz a condicao (H}). Pelo fato de ||F,(¢,u)|| < r para

cada t € [0, 27|, existe uma fungio constante igual a r, k € L*(0,2m;R,), tal que
[ Fp(t, u)|| < K(t)

para todo t € [0, 27].

Assim, pelo Teorema 2.4.1, o problema

/() + Au(t) = f(t)
F(t) € Eyp(t,ul?))
u(0) = g(u)

tem pelo menos uma C%solugao u : [0, 27| — B[0,7]N D(A). Como ||u(t)|| < r para cada
t € [0, 2n], concluimos que F,(t,u(t)) = F(t,u(t)) para cada t € [0,2n]. Portanto, u ¢
uma C%-solugio de (2.18). |



Capitulo 3

Exemplos

Este capitulo apresenta aplicacoes da teoria exposta anteriormente. Os exemplos deta-
lhados a seguir podem ser encontrados em [28].
A préxima proposicao garante que os resultados do Capitulo 2 valem quando B é um

espaco de Banach reflexivo.

Proposigao 3.0.1. (Coroldrio 2.5.1, p.49, [35]) Sejam B um espaco de Banach real cugjo
dual topoldgico € uniformemente convero e A : D(A) C B — B um operador m-acretivo

tal que —A gera um semigrupo compacto. Entao A ¢ do tipo continuo completo.

Observe que, se B ¢ um espaco de Banach nao reflexivo, pelas Proposicoes 1.1.6, 1.1.5
e 1.1.7, seu dual nao é uniformemente convexo. Logo, nao podemos utilizar a Proposigao
3.0.1 para mostrar que o operador m-acretivo A é do tipo continuo completo. Entretanto,
os resultados do Capitulo 2 valem também quando B é um espaco de Banach que nao é
reflexivo.

Sejam €2 um dominio limitado em R™ n > 1, com fronteira suave I' e A o operador
Laplace no sentido das distribuigoes sobre . Se ¢ : D(¢) CR — Reu: Q — D(yp),

denotemos por
Sy(u) = {v € L'(Q);v(x) € p(u(z)) para quase todo x € Q}.

Exemplo 3.0.1. O operador difusio ndo linear —Ap em L'(2) é m-acretivo do tipo

continuo completo em um espaco de Banach que nao € reflexivo.

35
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A afirmacao do Exemplo 3.0.1 é justificada pelo seguinte teorema:

Teorema 3.0.1. (Teoremas 1.7.7 - 1.7.9, p. 22, [11]) Sejam Q um subconjunto nao
vazio, aberto e limitado em R™, n > 1, com C'-fronteira T e v : D(p) C R — R mazimal

mondtono com 0 € p(0). Entao o operador Ay : D(Ap) C LY(Q) — LY(Q) definido por

D(Ap) ={uec LYQ);T v e S, (u) N W, (Q),Av € LY (Q)}
Ap(u) = {Av;v € S,(u) "W ()} N LY(Q) para u € D(Ay)

¢ m-dissipativo em L*(Q). Se, em adicdo, ¢ : R — R € continuo em R, de classe C' em

. n .
R* e existem duas contantes c >0, a>0sen <2 ea> sen >3, tais que

n

¢'(r) = el

para cada v € R*, entdo Ay gera um semigrupo compacto. Além disso, para cada arbi-
trario e fizado & € LY (), a aplicagio f > u(-,7,&, f) € fracamente fortemente sequenci-
almente continua de L'(7,T; L*(Q)) para C([7,T]; L*(Q)) e entdao Ay € do tipo continuo

completo.
Nos proximos exemplos, utilizaremos os resultados enunciados abaixo.

Proposicao 3.0.2. (Proposiciao 2.2.2, p. 42, [35]) Sejam H um espaco de Hilbert real e

¢ :H— RU{+00} uma func¢ao prépria, convexa e semicontinua inferior. Se o operador

A: D(A) C H — H € definido por Av = 0p(x) para cada x € D(A) = D(0yp), entdo

a fungdo ¢ € do tipo compacto se e somente se o semigrupo gerado por —A em D(A) é

compacto.

Corolario 3.0.1. (Coroldrio 2.3.2, p. 50, [35]) Sejam H um espago de Hilbert real
e :H — RU{+o00} uma fungao propria, conveza, semicontinua inferior e do tipo
compacto. Seja também A : D(A) C H — H definido por Az = 0p(x) para cada x €

D(A) = D(0¢). Entao, para cada § € D(A), a aplicagio [ — u(-,a,&, f) € fracamente
fortemente sequencialmente continua de L'([a,b]; H) para C([a,b]; H).

Teorema 3.0.2. (Teorema 1.7.8, p. 22, [11]) Sejam Q um subconjunto ndo vazio, aberto

e limitado em R", n > 1, com C'-fronteira T e v : D(¢) C R — R mazimal mondtono
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com 0 € p(0). Seq>1 ¢ tal que LI(Q) C H~Y(Q), entdo, para cada arbitrdrio e firado
¢ € L), a aplicacao f — u(-,7,&, f) € fracamente fortemente sequencialmente continua

de L'(7,T; LY(Q)) para C([,T]; L'()).

Exemplo 3.0.2. Sejam Q um subconjunto nao vazio, aberto e limitado em R", n > 1,

com C*-fronteira T, p € [2,00) e B > 0. Considere o problema nao linear

(

ou = 0 [|oul"? ou

- — BlufP?u + F(t 27) x Q
ate;axi(a% a$i> BlulPu + F(t,u) em (0,27) x

ou

—— € v(u) em (0,27) x T (3.1)
v,

1 T
u0) =~ / N (u(t))dpt)

onde
—2
ou ou P ou —
— = cos(17, €,
ov — | Jx; ox;
p =1
W ¢ o vetor normal exterior de T, {e—1>,...,e—n>} ¢ a base canonica em R", F(t,u) =

[fl(tau) +¢7f2(t7u) +¢] com f’t : [Oa 27T] XR— R7 1= 172; € ’QD € L2(Q)
Atentando para o Exemplo 3.0.2, do Teorema 2.4.2 deduzimos o seguinte resultado:

Teorema 3.0.3. Sejam v : D(y) € R — R um operador mazimal mondtono com 0 €
D(y) e 0 € v(0), v € L*(Q) e f; : [0,27] x R — R, i = 1,2, duas fungoes dadas
satisfazendo

(F1) fi(t,u) < fo(t,u) para cada (t,u) € [0,27] x R;

(Fy) f1 € semicontinua inferior e fo € semicontinua superior;

(F3) existem a,b € Ry tais que |f;(t,u)| < alu|+b para i = 1,2 e todo (t,u) € [0,27] x R;
(Fy) existe ¢ > 0 tal que ufi(t,u) < —cu® parai=1,2 e todo (t,u) € [0,27] X R.

Sejam também N : L*(Q) — L*(Q2) um operador nao expansivo e possivelmente nao linear,
p uma medida o-finita, completa em [0,2w] e continua em relagao a medida de Lebesgue

emt = 0. Entao o problema (3.1) tem pelo menos uma C°-solugio u € C([0,2x]; L*()).
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Demonstragdo. Seja A: D(A) C L*(Q2) — L*(Q) definido por

D(A) = {u e W (Q); Z a% ( : %) — BlulP?u € L?(Q)}

;

ou
8%

e g:C([0,27]; L*(Q)) — L*(Q) dada por

1 27
o) = s [ V(s

A partir dessas definigoes, o problema (3.1) pode ser reescrito da forma

ou
7 € A(u) + F(t,u) 52)

u(0) = g(u)
Note que, o problema (3.2) tornou-se o problema (2.18). Com isso, verificaremos que
(Hy) — (H») sao satisfeitas.

Primeiramente, observe que, D(A) é denso em L*(Q), pois C5°(Q) C D(A) e C5°(9)
é denso em LP(f2) para cada p € [1,00).

Afirmamos que o operador v é m-acretivo. De fato, isso segue da Observagao 1.5.1 e
da Proposicao 1.5.2. Assim, o operador —A é m-acretivo, como pode ser visto no Exemplo
1.5.4, p. 18, [35]. Além disso, 0 € —AOQ.

Pelo Exemplo 1.6.3, p. 21-22, [35], temos que a subdiferecial cpg, definida em (1.4), é
exatamente o operador —A. Como goz é propria, convexa, semicontinua inferior e do tipo
compacto, vide a Proposigao 1.6.1, entao, pela Proposicao 3.0.2, o semigrupo gerado por
Aem L?*(Q) é compacto.

Pelo Corolario 3.0.1, temos que para cada £ € L*(2), a aplicacao f — u(-,0,¢, f) é fra-
camente fortemente sequencialmente continua de L'([0, 27]; L?(2)) para C([0, 27]; L*(Q))
e, consequentemente, —A é do tipo continuo completo. Portanto, — A satisfaz (H;).

Agora, note que F' é nao vazia e convexa, pois, sejam (t1,uq), (to,uz) € [0,27] x R,

entao

alfi(ty,ur) + 9, fa(ty, ur) + ] + (1 — a)[fi(te, u2) + 9, fa(ta, ua) + 9] =
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[ fi(tr, wn)— fi(ta, u2))+ f1(ta, u2))+4, (a folts, ur)— fa(ta, u2))+ fa(ta, us))+40] C L*(€2).

Afirmamos que F' é quase fortemente fracamente semicontinua superior, isto é, para
cada € > 0, existe um subconjunto mensuravel de Lebesgue E. C [0,27] com A(E) < €
tal que F' ¢ uma fun¢do multivoca semicontinua superior de ([0,27]\E,) x R - dotada
com a topologia forte - para L*() - dotada com a topologia fraca. Suponha, por
contradigao, que F : ([0,27]\E.) x R — L?*(Q2) nao é fortemente fracamente semicon-
tinua superior, entao existe (t,u) € ([0,27]\E,) x R tal que F : ([0,27]\E.) x R —
L?(Q) nao é fortemente fracamente semicontinua superior em (¢,u). Logo, existe um
aberto M C L*(Q) tal que Fjo2n\g)xr(t,u) C M e uma sequéncia (u,) C R com
limy, o0 U, = w € Fi(o20)\E)xr(t; Un) ¢ M. Isso significa que existe uma sequéncia (1,
com 1, € Fo2n)\B)xr(t, un) € n, € L*(Q)\M. Temos também que (1,) é uniformemente
limitada. Assim, podemos assumir sem perda de generalidade que (7,) é fracamente con-
vergente para alguma fungao n em L%(§2). Pelo Corolario 1.1.1, existe uma sequéncia (®,,)

com ®, € conv{ny; N > n} tal que

lim &, =n

n—o0
fortemente em L?(2). Como f; ¢ semicontinua inferior e f, é semicontinua superior,
entdo 7 € Fj(jo.2x\g)xr(t,u) € M. Por outro lado, como L*(2)\M ¢ fechado, temos que
n € L*(Q)\M que é uma contradi¢ao.

Ademais, como F(t,u) é um intervalo em L?*(Q), segue que F' tem valores fracamente
compactos. Portanto, a condigdo (H,) é satisfeita.

Pelo item 2 da Proposicao 1.5.1, temos
[u, 2]4 ] < ll2llz2(@)
para cada u € D(A) com |u| =7 e z € F(t,u). Por (Fy) e tomando r > ¢ ||¢] 1210,
obtemos
12l z22) = ILf1(8 w) + 4, ot u) + 9]l 2y < [=elul+ [Pl 2, —clul + 1@ 2] < [0,0],

mostrando que a condigao (Hs) é satisfeita. Logo, podemos escolher k € L'(0,2m; R ) tal
que

121220y < K(2)
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para quase todo t € (0,27), cada u € B[0,7] e cada z € F(t,u). Isso implica que a
condi¢ao (H,) também é satisfeita.
Pelas discussoes realizadas na Segdo 2.2, concluimos que g satisfaz (Hs).

Portanto, pelo Teorema 2.4.2, o problema (3.1) tem pelo menos uma C%-solugao u €

C([0,27]; L*()). |

Exemplo 3.0.3. Sejam Q um subconjunto nao vazio, aberto e limitado em R™, n > 1,
com Cl-fronteira T' e ¢ : R — R uma fun¢io continua e ndo decrescente. Considere a

equacao difusao nao linear sujeita a condigcoes iniciais nao locais

(

u(t, x) € Ap(u(t,x)) + f(t, ) em [0,27] x
f(t,z) € F(t,u(t,z)) em [0, 2] x Q
e(u(t,x)) =0 em [0,27] x T’ (33)
1 2m
\ u(0,z) = 0.2 s N (u(s,-))(x)du(s) em [0,27] x Q.

Agora, atentando para o Exemplo 3.0.3, do Teorema 2.4.2 deduzimos o seguinte resul-

tado:

Teorema 3.0.4. Sejam Q um subconjunto nao vazio, aberto e limitado em R™, n > 1,

com C'-fronteira T’ e ¢ : R — R uma funcao continua em R e de classe C* em R* para

. n
a qual existem duas constantes c >0, a>0sen<2ea>

sen >3, tats que
n

o'(r) = el

para cada r € R*. Sejam também F(t,u) = [fi(t,u) -+, fo(t,u)+1] com f; :[0,27] xR —
R,i = 1,2, satisfazendo (Fy) — (Fy) do Teorema 5.0.3, ¢ € LY(Q) e N : L}(Q) — L1(Q)
um operador nao erpansivo e possivelmente ndo linear. Entdo o problema (3.3) tem pelo

menos uma C°-solugio u € C([1,T]; L'(Q)).

Demonstra¢ao. Observe que, o problema (3.3) pode ser reescrito como o problema
(2.18). Com isso, verificaremos que (H;) — (Hs) sao satisfeitas.

Considere p,, : R — R definida como
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Note que p, ¢ de classe C' em R, p,(0) =0, |p,(z)] < 1, p/.(z) >0e

lim p,(x) = sign(z)

n—oo

para todo x € R. Sejam u; € D(A) e v; € —Au;, i = 1,2. Por (1.3), podemos escrever

[ug — ug, v — gy = /(vl — vg)sign(uy — ug)dx +/ |v1 — vyld.
Q u

1=u2

Aplicando a Féormula de Green, obtemos

/Q (01 — 02)pulip(r) — p(uz))dzx = — / Alp(ur) — p(u))pulip(ur) — o(uz))de

Q

= /Q<V(gp(u1) — p(u2)), Vpu(p(ur) — ¢(us)))dx

— / P (p(ur) — ()1 (1) — p(usz)) |2z > 0.
Entao,

/Q (01 — va)puip(r) — p(ua))d > 0.

Agora, fazendo n — oo, temos

/Q<U1 — vg)sign(p(u1) — p(ug))dx > 0.

Como ¢ é nao decrescente, temos que sign(p(ur) — ¢(uz)) = sign(uy — uz) para quase
todo z € Q. Logo,
/(vl — vg)sign(u; — ug)dx > 0.
Q
Assim,
[uy — g, v1,v2]4 >0,

mostrando que —A é acretivo. Como a aplicagdo I + (—A) é sobrejetora, onde I é o ope-
rador identidade em L'(Q), vide demonstragao do Teorema 2.1, p. I1.31, [9], concluimos

que —A é m-acretivo. Ademais, 0 € —A0. Portanto, —A satisfaz (a,) em (Hy).

Sejam w1, us € R com uy < ug. Como ¢ ¢ nao decrescente, entao

(p(ur) — p(ug), ur —uz) = (p(ur) — @(uz))(ur —ug) > 0.
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Logo, ¢ é um operador monotono. Seja (u1,v) € R x R. Suponha que para todo us € R,

temos

(v — @(ug2))(uy — ug) > 0.

Para u; > uy, temos que v > ¢(uz). Escolhendo uy = u, com (u,) C R tal que u, —
u1, obtemos v > p(uy) pela continuidade da ¢. Para uw; < us, temos que v < ¢(uy).
Escolhendo us = u,, com (u,) C R tal que u,, — uy, obtemos v < ¢(u;) pela continuidade
da ¢. Portanto, v = ¢(uy). Isso implica que p é maximal mondtono. Pelo Teorema 3.0.1,
—A também satisfaz (ay) em (Hy).
Mostraremos que, para cada arbitrario e fixado ¢ € L*(2), a aplicagao f — u(-,7,&, f)
¢ fracamente fortemente sequencialmente continua de L*(, T; L' (Q)) para C([r, T]; L'(Q))
e, consequentemente, —A sera do tipo continuo completo. Sejam & € LY(Q), f €
LY (7, T; LY(Q)) e (f,) uma sequéncia em L'(7,T; L'(Q)) com lim,, . f, = f fracamente
em L'(7,T; L*()). Pelo Teorema de Fubini, temos que L'([7,T] x Q) = L'(7,T; L'()).
Logo,
lim f, = f (3.4)

n—r00
fracamente em L'([7,T] x Q). Seja a € N arbitréario e fixado. Definimos P, : L'([r,T] x
Q) — LY([r,T] x Q) por

ft,x) se |f(t, )] < a

P, ,T) =
)] 0 se |f(t,z)] > a.

Como (f,) é fracamente convergente, temos que (f,,) € limitada em L'([r, T] x ), digamos

que por m > 0. Entao,

o M{(5,9) € [ T) % % [fuls,9)| > a}) < /f sy <m
n(t,x)|>a
e
m
A{(5,9) € [T x 9 als, )] > a}) < &
para n,a > 1. Como
1Pt — full iy = / | Fuls,3)lds dy < m
| fn(t,x)|>a
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para n,a € N, e pelo Teorema 1.2.5, {f,;n € N} é uniformemente integravel, deduzimos
que

lim P,f, = fa (3.5)

fortemente em L'([7,T] x Q), uniformemente para n > 1. Afirmamos que, para cada

arbitrario e fixado 7 no dual de L*([r,T] x ), isto &, n € L>([7,T] x §), temos

lim lim ‘n(Pozfn) - U(Paf>’ =0. (36)

a—00 N—00

Note que,

|77(Pafn) - n(Paf)| < |77(Pafn) - n(fn)l + |77(fn) - n(f)| + |77(f) - n(Paf>|'

Agora usando as informacoes em (3.4) e (3.5), obtemos (3.6). Tomemos (§,) C L(f2)

com lim, ,, &, = £ fortemente em L'(Q). Logo,
||U(t, 7, 57 fn) - u<t7 T, 57 f)||L1(Q) S ||U(t, T, 57 fn) - U(t, T, 5]37 fn)||L1(Q)+
+||u(t, T, fpa fn) - u(ta T, gpy Pocfn)HLl(Q) + ||u(t7 T, gp» Pafn) - u(ta T, fpa Paf>||L1(Q)+

+||u(t>T7 5p7 Paf) - U(t, T, 5p7 f)HLl(Q) + ||U(t,7’, 5p7 f) - U(t, 7_75, f)||L1(Q)

Seja € > 0. Fixemos p = p(e) tal que [[{ — &) < €. Por (3.6) e pelo Teorema 3.0.2,

para p, podemos encontrar n(e) € N tal que

”u<t7 T, §p7 Pafn) - U(t, T, fpv Paf)HLl(Q) <e€

para cada n,a € N e n,a > ny(e). Por (3.5), para o mesmo ¢ > 0 e p = p(e), existe
ns(€) € N tal que
||U(t, T, Spa fn) - U(t7 T, 5]37 Pafn)HLl(Q) S €

Hu(tﬂ—? gpy Paf) - u(t, T, £p> f)”Ll(Q) S €

para cada a € N com a > ny(e) e cada n € N. Definindo n(e) =max{n(¢), n2(€)},

obtemos

||U(t,7‘,€, fn) - u(t777€a f)HLl(Q) S D€
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para cadan € Ncom n > n(e). Portanto, para cada arbitrério e fixado £ € L'(€), a aplica-
cao f — u(-, 7, &, f) é fracamente fortemente sequencialmente continua de L'(7, T; L}(Q))
para C([r,T]; L*(2)). Assim, —A satisfaz (a3) em (H;).

Além disso, para (Hy) — (Hs) seguimos os passos presentes no Teorema 3.0.3.

Entao, pelo Teorema 2.4.2, o problema (3.3) tem pelo menos uma C%-solugio u €

C([r, T]; L'(2)). u
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