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Resumo

A cosmologia é uma ciéncia que agrupa ferramental de varias areas das ciéncias exatas,
na busca de compreender bem o evento fisico chamado de universo. Em sua nuance mais
fundamental, a matematica se faz de grande importancia, permitindo, por exemplo, a
construcao de modelos cosmolégicos e a compreensao de sua evolugao temporal. Neste
trabalho abordamos os modelos com anisotropia espacial do tipo Bianchi I, tendo como
objetivo analisar o comportamento assintotico da projegao das solugoes das equagoes de
Einstein no disco de Kasner em sua forma polar. Encontramos uma grande variedade de
comportamentos assintoticos possiveis, para as mais variadas formas de matéria presentes

nos modelos para o universo.

Palavras—chave: Bianchi-I, Anisotropia, Comportamento Assintético.
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Abstract

Cosmology is a science that brings together different tools from various areas of the exact
sciences, in the search to understand better the physical event called "universe". In its
most fundamental nuance, mathematics is of great importance, allowing, for example, the
construction of cosmological models and the understanding of their temporal evolution.
In this work we approach the models with Bianchi-type I spatial anisotropy, aiming to
analyze the asymptotic behavior of the projection of the solutions of Einstein’s equations
on Kasner’s disk in its polar form. We found a wide variety of possible asymptotic

behaviors, for the most varied forms of matter present in the universe models.

Keywords: Bianchi-type I, Anisotropy, Asymptotical Behavior.
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Introducao

Uma das aplicacoes mais frutuosas da matematica se da na cosmologia, ciéncia destinada
a melhor compreensao do evento fisico, ou ente mateméatico, denominado universo. Em
especial, a cosmologia se dedica a entender a evolugao temporal do universo, de seus
componentes de matéria e como estes se distribuem por sua extensao durante o passar
das eras. Perguntas interessantes a cosmologia sao feitas com relacao ao passado e ao
futuro do universo, ou seja, como era o universo proximo de seu inicio e como ele sera no
futuro. Ha diversas maneiras de se abordar estas questoes, seja por métodos observacionais
(onde a humanidade olha para o passado do universo através de telescopios), por métodos
tedricos ou pela conjuncao de ambos. Nestes ultimos a matematica se faz de grande
importancia.

A matematica nos permite, através da teoria da geometria diferencial, desenvolver
modelos de universo (variedades diferenciais chamados de “espagos-tempo”) que, confron-
tados com experimentos fisicos, lancam luz & esta area da ciéncia. E atualmente aceito no
meio cientifico, com evidéncias observacionais, que o melhor modelo para nosso universo
(a0 menos em larga escala) é o modelo homogéneo e isotropico de Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker (FLRW) [7]. No entanto, ainda hoje héa discussdo sobre o comporta-
mento do universo em periodos de sua evolugao muito proximos ou muito distantes de
sua origem no tempo (chamada de “singularidade inicial” ou “Big Bang”). Sabe-se que
o comportamento do nosso universo préoximo a sua origem ¢ bem descrita pelos modelos
homogeéneos [2], de modo que é de grande interesse realizar estudos do comportamento
assintotico desses modelos tais que admitam anisotropia. A nossa motivacao é langar

um olhar mais aprofundado a alguns modelos que apresentam anisotropia. Este texto



trata deste tipo de estudo, utilizando como ferramental basico as solugoes das equagoes
de Einstein da Relatividade Geral, estas em modelos matematicos do universo do tipo
Bianchi I diagonal. Objetivamos entender o comportamento assintético (i.e., para tempos
no passado e no futuro do universo) destas solugoes.

Este trabalho estd dividido da seguinte maneira: no Capitulo [I] apresentamos um
resumo do ferramental matematico basico para se estudar Relatividade Geral, a teoria
moderna da gravitacao responsavel pelos modelos cosmolégicos, servindo como uma refe-
réncia ao estudante de matematica iniciante no assunto. Nos capitulos [2] e [3] estudamos
a dinamica das equagoes no modelo de Bianchi-I, representando sua dindmica em uma
nova perspectiva (representagdo polar do disco de Kasner), encontrando novas solugdes
exatas e mostrando novos comportamento assintoticos e hipoteses suficientes para suas
ocorréncias. A maior parte do contetido a partir do capitulo [2] € novo na literatura e esta

contido no preprint “The asymptotic oscillatory behavior in Bianchi type I models” [4].



Capitulo 1

Fundamentos Matematicos

Este capitulo visa fornecer ao leitor uma revisao dos fundamentos teéricos necessarios a
leitura e boa compreensao deste trabalho. Sao assumidos conhecimentos comuns a um

curso de bacharelado em matemaética.

1.1 Variedades diferenciaveis

Este trabalho se propoe a estudar o comportamento assintético de modelos de universo
anisotropicos. Estes modelos sao descritos matematicamente através de estruturas cha-

madas variedades, que sao definidas como segue:

Definicao 1.1.1. Uma variedade real M, n-dimensional, C*, € um par formado por um
conjunto M e uma familia de subconjuntos abertos {O,} C M (o € I, I um conjunto de
indices) tais que

i) {O.} € uma cobertura aberta para M;

ii) Voo € 1 existe um difeomorfismo s : On C M — U, C R"™, U, aberto;

iii) Dados o, B € I, se O, N Og # 0, entao estd bem definido o difeomorfismo (mudanga
de coordenadas) g oYt : 1Ya(Of N Op) C U, CR™ = 93(0, N Op) C Ug C R™.

Uma boa intuicao sobre uma variedade diferencidvel M é: um conjunto que possui

localmente (isto ¢, nas vizinhangas O, de cada elemento) as propriedades diferenciaveis



Figura 1.1: Variedade diferenciavel: Cartas sobrepostas. Imagem utilizada de [17].

do R", sem que globalmente isso seja sempre verdadeiro. Cada difeomorfismo 1), constitui
um sistema de coordenadas em M.

Sobre uma variedade M também exigiremos a condigao topologica de ser Hausdorff.
Neste contexto é possivel falar de fungoes diferenciaveis, campos vetoriais e campos ten-
soriais, assim como os teoremas basicos que nos permitem integra-los e diferencia-los ao
longo desses espagos, nos permitindo portanto fazer “calculos” (veja [17]).

A conexao entre os estudos das variedades e a fisica se da pela constatacao experimental
de que o espago-tempo pode ser descrito continuamente por 4 pardmetros, de modo a se
utilizar uma relacao entre o espacgo-tempo e uma variedade de dimensao 4. No entanto, a
Teoria da Relatividade tras em si a geometria de espagos curvos, donde surge a necessidade
de se considerar o espaco-tempo de maneira mais especifica, que é a presenca de uma

métrica de assinatura Lorentziana ((—1,1,1,1)) [14].

1.2 Derivadas de Lie

Seja M uma variedade, X = X*e,, um campo vetorial e T um campo tensorial, ambos
definidos em M. Sabemos que X induz um fluxo ¢; que é um difeomorfismo local de M.

Para valores do paradmetro ¢ “pequenos”, é possivel escrever ¢, em sua expansao de Taylor
7



até a primeira ordem, isto é, se 2’ = ¢;(x),
't =gt 4+t XM (1.1)

Sejam agora T, e T’,/, respectivamente, os elementos do campo tensorial T avaliados
em x e X’ de M, respectivamente. Como comparar a variacao deste campo tensorial ap6s
esta variacao infinitesimal do parametro t do campo X7 A este processo de comparagao

chamamos derivada de Lie e escrevemos

T, - T, ) T Ty 0y — T
LxT :=lim—— =lim w
t—0 t t—0 t

(1.2)
Note que o tensor T’,, s6 pode ser comparado ao tensor T, quando avaliados no mesmo
ponto, de modo que, sendo ' = ¢;(x) por (L.1)), o pull-back ¢; consiste em avaliar T’ em
x.

No caso particular em que T ¢é o campo vetorial Y, a derivada de Lie de Y ao longo

de um campo X sera:

LxY := lim

t—o00

X, Y] (1.3)

¢—t*Y¢>t(x) - Yx _
t

onde [X,Y] consiste no colchete de Lie destes campos. Para mais informagoes, veja [14].

1.3 Simetrias: Grupos e Algebras de Lie

1.3.1 Vetores de Killing

Os vetores de Killing fornecem uma maneira de representar as simetrias de um espaco
sem depender de sistemas de coordenadas especificos. Para apresentar este conceito, seja

uma variedade descrita localmente por um sistema de coordenadas x,, com uma métrica
g = gdx" ® dx". (1.4)

Considere agora o novo sistema de coordenadas induzido pelo fluxo ¢;(x) = 2. Através
do pull-back ¢} considere g a métrica avaliada no ponto z'* mas “arrastada” até o ponto
Th:

a /aa 18
& = (678)(x) = 8(61(+)) = gup s 5

dx" ® dx". (1.5)

Dizemos que ¢; ira constituir uma isometria se g = §.



Figura 1.2: Derivada de Lie de campo vetorial: Para comparar Y, e Yy, () ¢ necessario
que estejam sobre o mesmo ponto, donde se faz uso do pull-back ¢_;,. Imagem utilizada

de [10]

Definicao 1.3.1. Um campo de Killing é um campo vetorial & cujo fluzo deiza a méltrica

invariante, i.e., Leg = 0.

Um campo de Killing é um campo vetorial £ cujo grupo a 1-parametro de difeomor-

fismos (fluxo) é formado por isometrias locais.

Teorema 1.3.1. Se £ € um campo de Killing entao suas componentes satisfazem:

g,u;u + gl/;u = 07 (16)

w,n

onde o “;” a denota derivada covariante da métrica em questao [17].

1.3.2 Grupos e Algebras de Lie

Quando se fala em transformacoes continuas que preservem alguma quantidade matema-
tica, ou seja, estabelecem alguma simetria continua, serao tteis os conceitos desenvolvidos
por Sophus Lie em seus estudos de quantidades conservadas em equagoes diferenciais or-
dinarias e parciais, que deram as bases da teoria hoje conhecida como Grupos de Lie. E

possivel, ainda, estabelecer uma relacio entre Grupos de Lie e Algebras de Lie.



Definigao 1.3.2. Um grupo topoldgico é um par (G, f) formado por um conjunto G
e uma operacao de grupo f : G x G — G que é um homeomorfismo satisfazendo as
propriedades de grupo: Dados x,y, z,e € G, valem a

i) associatividade:

(@), 2) = fz, [y, 2), Va,y,z €,

it) existéncia do elemento neutro: Deve existir um e € G tal que
fle,x) =a = f(z,e), VzeG;

iii) ezisténcia do elemento inverso: Dados x,e € G, e como em i), deve existir um

x~1 € G tal que
flz,x™ ) =e= f(z7 ' ).

Para tratar de simetrias continuas utilizaremos os grupos de Lie.

Definicao 1.3.3. Um grupo de Lie G é um espaco topoldgico tal que:
i) G € uma variedade;
i) A multiplicagao de grupo f: G x G — G € C™;

i) A inversao de grupo ' : G — G € C™.

Como visto anteriormente, campos de Killing geram isometrias locais. FEstas, em

muitas ocasioes, sao difeomorfismos. Na verdade, temos [14]:

Proposicao 1.3.1. As isometrias de um espago-tempo formam um grupo de Lie, deno-

minado grupo de isometrias de M (Isom(M)).

Definicao 1.3.4. Uma Algebra de Lie g é um espaco vetorial real (ou complezo), de
dimensao finita, munido de wma operagao bilinear [,] : g X g — g, denominada Colchete
de Lie, que satisfaz:

i) Anti-simetria: [X, Y] = —[Y, X] VX, Y € g;

i) A identidade de Jacobi: [ X,[Y, Z|| +[Y,[Z, X]|+[Z,[X, Y]] =0,V X, Y, Z < g.



Um resultado fundamental que conecta os conceitos de grupos de Lie (variedades) e
algebras de Lie (espagos vetoriais) é dado pelo teorema abaixo, que pode ser encontrado

em [14]:

Teorema 1.3.2. Se G ¢ um Grupo de Lie, entao o espaco tangente de G na identidade

e, T.G, € uma dlgebra de Lie: T.G = g.

Para visualizarmos esta conexao entre grupos e algebras de Lie, suponha que G seja
um grupo matricial, i.e., formado por matrizes n x n com um produto matricial usual.
Cada elemento de sua algebra, T.G, é um vetor tangente a uma curva em G que passa
pelo elemento identidade. Utilizando a nocao de fluxo de um campo vetorial, pode-se
entao tomar a partir da identidade I € G, que é a matriz identidade, o campo vetorial
X em G, definido matricialmente por X (A) := AX. Seu fluxo a partir da identidade,
() € G, esta definido pelo PVI

_109;
1— p—
Z ot

¢0(I) =1

Ele é conhecido como a exponencial de X, ¢,(I) = exp (tX), que é a exponencial de
matrizes. Ela relaciona elementos da Algebra de Lie com elementos do Grupo de Lie na

forma de um difeomorfismo (local) [14]:
exp:g — G
X — exp(X) =¢o(I).

Uma Algebra de Lie é costumeiramente representada por suas constantes de estrutura,
que nada mais sao do que constantes que caracterizam seu colchete de Lie em uma base
X;. Elas sao denotadas por C’fj, onde

k
Conclui-se que as constantes de estrutura sao anti-simétricas nos indices inferiores, isto ¢,

ij = —C’ﬁ-. Ainda, a Identidade de Jacobi se escreve na forma

CLC + C5LCot + CuCt = 0. (1.7)



1.3.3 Classificagcoes de Bianchi das algebras de Lie de dimensao

3

Para uma &algebra de Lie de dimensao 3, é possivel mostrar que suas constantes de estru-
tura, e portanto seu colchete de Lie, sdo completamente definidas por n%, que representa

um tensor simétrico, e a;, representando um vetor, segundo as relagoes [10]
k mk k k
C’L’j = €iymN + 6j a; — 52 aj, (18)

onde €5, ¢ o tensor totalmente anti-simétrico em trés dimensoes. Da Identidade de Jacob
se obtém que n” a; = 0. Colocando o tensor simétrico n*/ na sua forma diagonal com suas
entradas sendo 1, —1 ou 0, podemos sem perda de generalidade tomar (a;) = (a,0,0) e

an™ = 0. Neste caso as relacdes de comutacio assumem a forma

[Xl, Xz] = CLXQ + n(?’)Xg, (19)
[Xz, Xg] = n(l)Xl, (110)
[Xg, Xl] = n(z)Xg - (IXg . (111)

Com isto, concluimos que existem 9 classes distintas dessas algebras, chamadas algebras

de Bianchi.
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Tipo a n® p@ G
I 0 O 0 0
I1 0 1 0 0
VI 0 1 1 0
Vi 0 1 —1 0
IX 0 1 1 1
VIII 0 1 1 -1
\Y% 1 0 0 0
v 1 0 0 1
VII, a 0 1 1
I (a=1) |a O 1 -1
VL (@a#1) |a 1 -1 0

Tabela 1.1: Classificagao de Bianchi para as algebras de Lie de dimensao 3.

1.3.4 Espagos Homogéneos

A nocao de espago homogéneo se faz em uma variedade munida de uma métrica com
assinatura qualquer. Porém, para nossas aplicagoes, nos interessa somente os espagos

homogéneos riemannianos, definidos a seguir:

Definicao 1.3.5. Uma variedade riemanniana M € dita ser um espa¢o homogéneo

quando, para todo par de pontos p,q € M, existe uma isometria ¢ € Isom(M) tal que

o(p) = q.
Uma nogao importante em espagos homogéneos ¢é a seguinte:

Definicao 1.3.6. Dada um espago homogéneo M com métrica g, podemos definir o sub-

grupo de isotropia de p € M por
Z,(M) = {p € Isom(M) tal que (p) = p}.

Ou seja: Z,(M) é um subgrupo de Isom(M) composto pelas isometrias de M que

fixam p € M.
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Pode-se mostrar [14] que um espa¢o homogéneo de dimensao m tem um grupo de
simetrias de dimensao pelo menos m. Cada vetor ¢ de sua algebra de Lie pode ser
identificado com um campo de Killing, também visto como um gerador de isometrias,

segundo a relacao

) = o )],y (1.12)

onde ¢ é a isometria associada ao elemento t£ pela funcao exponencial.

Lie Algebra | ——  {§;}
| I
|
Lie Group | =—— Isom(M)

Figura 1.3: Associacao entre os grupos de isometria e os campos de Killing mediante a

relagdo entre os grupos de Lie e algebras de Lie. Diagrama utilizado de [10)].

Os espagos homogéneos de dimensao 3 com grupo de isotropia de dimensao 0 sao
chamados de espagos de Bianchi. Pela relagao vista acima entre a algebra de Lie do
grupo de isometrias e o espaco homogéneo, pode-se mostrar que, localmente, esses taltimos
sao determinados pela primeira. Assim, a classificagao de Bianchi para as algebras de Lie
de dimensao 3 determina os possiveis comportamentos locais para os espagos de Bianchi.
Globalmente, a historia é mais complicada, e esta classificacao esta aberta até os dias

atuais.

1.4 Espacos-tempo espacialmente homogéneos

A partir de agora, nossa variedade é um espagos-tempo (M, g), que em coordenadas locais
é representado por uma coordenada temporal ¢ e outras trés espaciais z°. O referencial
adotado ¢é tal que este t é o mesmo para todo ponto do “espago”, i.e., M ¢é folheado por

hiper-superficies tipo-espago que sao caracterizados pela mesma coordenada t [7].

Defini¢ao 1.4.1. Um espago-tempo (M,g) € dito espacialmente homogéneo quando

existir uma folheacao em hiper-superficies tipo-espago que sao invariantes pelo grupo de
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isometrias de g e tal que cada uma dessas folhas se torna um espago homogéneo com a

métrica induzida.

Os espacgos-tempo espacialmente homogéneos tém uma relagao direta com a cosmo-
logia, pois eles caracterizam modelos que tém a mesma propriedade ao longo do espaco,
variando tao somente com o tempo. A classificagao de Bianchi para as algebras de Lie
de dimensao 3 nos diz que temos exatamente apenas 9 classes desses espacos-tempo de
dimensao dim(M) = 4. Os modelos que vamos analisar neste trabalho sao do tipo Bian-
chi I, ou seja, espagos-tempo espacialmente homogéneos, quadridimensionais, com segoes

espaciais planas, que correspondem a éalgebra de Lie comutativa.

1.5 Universo Homogeéneo e Isotrépico: Modelo de FLRW

A cosmologia é uma ciéncia que se dedica a estudar o universo, suas propriedades e
estruturas em larga escala, mediante ferramental tedrico e observacional. O modelo de
universo que apresentaremos agora tem grande importancia para a cosmologia, englobando
o chamado principio cosmoldgico (“em larga escala, o universo é homogéneo e isotrépico”)
e permite tratamento matematico simples.

Para se construir um universo homogéneo e isotrépico, devemos exigir como simetria,
além da existéncia de um grupo de isometrias, um grupo de isotropias de dimensao trés
sobre a parte “espacial” da variedade que modela o universo em questao.

O modelo de universo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (que denotaremos
como FLRW) tem como caracteristica segoes espaciais que sao espagos homogéneos de
curvatura constante. Neste trabalho, nos interessa o caso em que a curvatura é nula (veja

mais em [7]). Sua métrica é expressa na forma [13]:
ds® = —dt* + ypda®da’® com diag (vw) = {a’(t),a*(t),a*(t)} . (1.13)

Como modelo cosmoldgico, a fungdo a(t) que determina a métrica é determinada pelo
pardmetro de Hubble H = a/a, que por sua vez se relaciona com outras quantidades

fisicas, como a densidade de energia p e a pressao p, através das Equagoes de Einstein,
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que se resumem as equagoes de Friedmann [7]):
3H? = p (1.14)

e da continuidade

p = 3H(p+p). (1.15)

1.6 O universo vazio e anisotréopico: Solucoes de Kas-

ner
A meétrica da solucao de vacuo de Kasner é expressa, em seu elemento de linha, na forma
ds? = —dt* + t*P1da? 4 t*P2dy? + t*P3d2> (1.16)

onde os expoentes p;, ¢ € {1,2, 3}, satisfazem os seguintes vinculos:

3 3
dpi=> =1, (1.17)
=1 =1

de modo que os valores possiveis para os coeficientes p; estao restritos a circunferéncia de
~ 1 3 .
expressao algébrica Y ;| p? = 1, chamado de circulo de Kasner. Eles podem ser colocados

na forma [7]
2(k — )m
—

(para conferir basta utilizar (1.18)) em (1.17)). E direto verificar que esta métrica é Ricci-

1
Pr = 5(1 + 2sen(¢y)), oL = (1.18)

flat, isto é, seu tensor de curvatura de Ricci é nulo. Na Relatividade Geral, isto é o mesmo
que dizer que ela é uma solucao de vacuo. Essa classe de métricas de Kasner representa

as unicas possibilidades de solu¢oes de vacuo para o contexto de Bianchi I.



Capitulo 2

Revisitando a dinamica em Bianchi-I na

representacao polar do disco de Kasner

2.1 Variaveis dinamicas

Para se desenvolver um modelo cosmologico através dos métodos da Relatividade Geral é
necessario ter em vista o fluido cosmologico adotado como modificador da geometria [7].
Esta fonte de gravitacao é descrita por variaveis analogas a fluidodinamica, e dentre elas
se faz notar o campo fundamental de velocidades do fluido u = u“e,, onde {e,} é uma
tétrada (referencial movel) no espago-tempo. Adotaremos a abordagem co-movel, isto é,
a direcao dxg é paralela ao campo de velocidades do fluido: Na notacao em coordenadas
isto significa u® = §§ [7], que na teoria das EDO’s se traduz na utilizagao do Teorema do
Fluxo Tubular [I]. Neste capitulo, vamos tratar dos espagos-tempo tipo Bianchi I, que
sao caracterizados pela existéncia de 3 campos de Killing, que comutam entre si, e que sao
ortogonais a u®. De forma mais especifica, consideraremos apenas a sua versao diagonal
(vide [3] e a Secao[1.3.4).

Definindo o tempo candénico t para os observadores em queda livre em relagao ao

fluido, que tem a 4-velocidade v = (1,0,0,0) = 9/9 tE], As variaveis geométricas podem

!De fato, u é geodésico, i.e, V,u = 0, implicando que seu fluxo é formado por particulas em queda

livre.

14
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ser escolhidas [3] como o parametro de Hubble H;, e o tensor diagonal de cisalhamento

o;; = 2H s diag{sen(a), sen(a + 27/3), sen(a — 27/3) }, (2.1)
onde
1 Joi00
L= —1/ 21— 2.2
7\ "6 (2.2)

e a sao a magnitude relativa da anisotropiaﬂ e o Angulo polar para a anisotropia
do espago-tempo, respectivamente. Estes parametros detém importancia notavel: Pos-
suem interpretacao fisica direta e, a principio, sao passiveis de observagao, pois podem

ser definidos em termos dos parametros de Hubble H;

PR R o
onde (4 (t) é o fator de escala na dire¢do k, que na métrica é expresso como
gij dr'dr? = — dt* + 0(t); (da*)? (2.4)
onde [4]
U, = Up(to) D72 b(t) :=2 /t H(1+239sen(a+ ¢x)) dt. (2.5)
to
Definimos o fator de escala isotropicos da forma usual encontrada na literatura:
a = (010:05)3, ouseja, H= %. (2.6)
Dessa forma, temos
vsen (o + ;) = %HZI;H, (2.7)

onde ¢; = 2(i — 1)7/3.

2.2 Equacoes de Einstein

O tensor energia-momento seréd apresentado em termos das variaveis fluidodinamicas,

que para o observador adotado admite a seguinte decomposicao:

Tij = pugu; — phij + mij, (2.8)

2Na literatura também é chamado de “cisalhamento césmico” ou “pardmetro de cisalhamento”
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onde h;; = g;;—u,;u; € o tensor de projecao no fibrado tangente da foliacao X, p ¢ densidade
de energia (massa inercial dividida pelo volume préoprio), p é a pressao relativistica e o

tensor sem trago de pressdo anisotropica [3| é dado por

mi; = n pdiag{sen(a + ), sen(a + S + 27/3), sen(a + 8 —27/3) }, (2.9)

1 [2m; i
n= ;\/ # (2.10)

e [ sao a magnitude relativa da anisotropia e a fase da anisotropia do fluido,

onde

respectivamente.
A dinamica do espaco-tempo é dada através das equacgoes de campo de Einstein,

expressas na forma tensorial

onde R} é o tensor de curvatura Ricci, que é expresso em termos do tensor de Riemann
na forma
R; = Rzlz = QMR;M = gkl(rﬁk - F;‘k,l + T T I ) (2.12)
com
=397 (g1 + Giti — 9rig) (2.13)
o simbolo de Cristofell e R = R! o escalar de curvatura de Ricci.
Através destas equacoes se estabelece uma dependéncia entre as variaveis isotropicas,
H, p e p, e as varidveis anisotropicas (adimensionais), «, n e 5. A primeira delas é
obtida utilizando-se as equacoes e , conhecida como Equacao de Friedmann
Generalizada [7]:

3H? (1-3%) = p. (2.14)

Uma condigao importante exigida sobre o tensor energia-momento 7;; do fluido cosmo-
logico é a divergéncia nula, que é expressa pela Equagao de Conservagao de Energia do

fluido, que decorre das equagoes de Einstein:

T, j=0 = p=—3Hp(y+5ncosp), (2.15)
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7 sendo o pardmetro barotropico usual definido por p = (y—1) p, que nao necessariamente
¢ constante.

As tultimas duas das Equacoes de Einstein fornecem férmulas explicitas para ¥ e d,
e foram obtidas de maneira direta nas referéncias [3, [§] (em [8], utilizou-se a equagdo de
conservagao ([2.15)) para reescrever a métrica com p como coordenada temporal e calculou-
se novamente as componentes do tensor de Einstein). Uma modificagao sera feita, a fim

de tornar o sistema de equacoes diferenciais composto por ¥ e ¢ mais simples: a variavel

s:ln(%) , (2.16)

que é possivel sempre que p # 0. Detalhe que esta variavel apresenta interpretacao fisica

p seré substituida por

direta ao fornecer uma representacao logaritmica para a densidade de energia. Assim,
em termos deste novo pardmetro de evolugao s, temos o seguinte sistema de equagoes

diferenciais:

(2.17)

% _ . a —222) ((2—7)2—776085)

B v+ ¥ ncosf

da (1—1x?%) nsen3
ds 23 <7+Encosﬁ) ' (2.18)

Essas duas equagoes sao responsaveis por descrever a dinamica da anisotropia do espaco-
tempo, e é em torno delas que boa parte deste trabalho foi realizado. Note que as equagoes
de Einstein nao fornecem, a priori, nenhuma informacao sobre as derivadas das com-
ponentes da matéria, algo que s6 ocorre quando introduzimos as “equagoes de estado”
complementares. No entanto, utilizando a equacao de conservagao, pudemos trocar a
equacio de H pela de p, da mesma maneira que se faz no modelo isotrépico. Porém,
nenhuma informacao extra é possivel ser tirada somente das equagoes de Einstein para o
comportamento de 6 ern.

Este trabalho tem por motivagao analisar as nuances matematicas do comportamento
assintotico das solugoes nos modelos Bianchi-I, tendo em vista possiveis aplicacoes a
cosmologia. Precisamos entao impor algumas restricoes aos parametros de modo que os
resultados tenham sentido fisico. A primeira restrigao que estabeleceremos para o tipo de

fluido cosmologico é que este esteja em um regime de densidade de energia nao negativa
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(p > 0), e esta restrigao é feita exigindo-se que —1 < ¥ < 1. Desta forma |%| estabelece
uma medida do grau da anisotropia do espago-tempo, em uma escala normalizada de 0 a
1: Se ¥ = 0 entao o espago-tempo estd em um regime isotropico (este é o limite onde se
recupera o espago-tempo plano de Robertson-Walker [7]: 3H? = p), e se || = 1 entdo a
anisotropia atinge seu maximo no intervalo, limite representado pelas solugoes de vacuo
de Kasner (veja [15] [12], sendo o ultimo o artigo onde Kasner apresenta seu modelo, que
completa 100 anos em setembro deste ano de 2021). Fixando o sinal de p > 0, temos da
equagao que o sinal de ¥ acompanha o sinal de H (i.e., £H = £%), sendo entao que
0 < ¥ <1 para um universo em expansao ¢ —1 < ¥ < 0 para o caso da contragao.

Esta equagao permite analisar as condi¢oes de energia necessarias para que se tenha
significado fisico e, assim, observacoes possam testar a teoria: Por defini¢ao, a constante de
Hubble é positiva quando hé expansao e negativa quando héa contracao, e da conservacao
da energia, ¢ de se esperar que em uma fase de expansao a densidade de energia decresca,
enquanto que em uma fase de contracao, a densidade de energia aumente. Logo deve valer

que pH < 0. Assim, as condigoes de energia sao estabelecidas na forma
p>0 e y+3¥ncosf>0. (2.19)

Uma outra relacao importante é a de que, se v,n e [ sao continuas em ¥ = 1, entao

podemos isolar H na equacao de conservacao ([2.15]), utilizar (2.6)) e integrar para obtermos
¢ 1 p(t) d

IH(M):__/ & dp (2.20)
ag 381 Jpy YtEMcosf op

& = lim (y+mncosf) > 0. (2.21)
Y¥—1

onde assumimos

Se tomarmos py em um instante to em que %(tg) estd arbitrariamente proximo de 1,

podemos observar que vale
1

a— Cyp*sa se ©—1, (2.22)

onde Cy é uma constante. Neste sentido, a desigualdade (2.19) nos garante que, em um
universo primordial de Kasner, a — 0 se, e somente se, p — o0, 0 que ¢ intuitivamente

esperado.
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Se desejamos recuperar resultados fisicamente plausiveis, os parametros v e n devem
possuir limites superiores e inferiores. Sob o mesmo objetivo devemos ter que o tensor
energia-momento deve ser limitado comparativamente a densidade de energia, isto é,
p — 0 deve ser seguido de 7}, — 0, anulando resultados sem significado fisico quando
p = 0. Dessas restri¢oes, segue-se que a Unica possibilidade para £ = 1 é uma solugao de
vacuo de Kasner. De fato, nao se espera (excetuando-se possiveis situagoes pouco gerais,
que estao fora do escopo deste trabalho) que o sistema tenha alguma relevéncia fisica fora
do dominio 0 < sup{n,v} < 2.

No decorrer deste trabalho, sera frequente nos referirmos a representacao “cartesiana’

do disco de Kasner, que é dada pelas variaveis

r =% cosa y = Ysena. (2.23)

Neste caso, as equagoes (2.17)) e (2.18]) sdo escritas como
de (=2 =9%) [n sen(B)y + (77 cos B+ (2—7)v/a? + y2> :c]

ds 2 (y3/27 7 + neos Bla? + ) o
) dy (- 2% — y?) [77 sen(f3)x + (77 cos f+ (2 — 7>\/m> y} . (2.25)

ds 2 (7\/:62+y2 +77608ﬁ(332+y2))
Estas equagoes serao importantes na construcao dos retratos de fase que apresentare-

mos ao longo deste texto, construidos através de linhas de comando no software Mathe-

matica (apresentadas em [3.5.4]).

2.3 Disco de Kasner em coordenadas polares

Em se tratando da aplicacao dos métodos de sistemas dindmicos na construcao de mode-
los cosmologicos [16], uma importante ferramenta é o disco de Kasner. Neste trabalho,
apo6s introduzir novas variaveis dinamicas, utilizamos uma nova representacao do disco de

Kasner, agora em forma polar [4].
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Para definirmos o disco de Kasner, vamos rever como os espacos-tempo tipo Bianchi-I
sao usualmente tratados na literatura [5], [16]. Definindo como « a segunda forma funda-
mental da geometria do espago-tempo e g;; (i,j € 1,2, 3) as componentes espaciais de sua

métrica, introduzimos as seguintes variaveis geométricas (sem notagao de soma):

trr = K! g"
H=—-—" z=g¢" 22 BooY, =—"1 i == 2.26
5 T=9 tgtg o e 5= (2.26)
onde ¥; e 5; satisfazem ao seguinte vinculo:
Sl—i-ig—f—ig :0, §1+§2+§3 == 1 (227>

As variaveis que descrevem o fluido cosmologico sao definidos como:

1% & ]& @1—1—@2—1—@3
3H27 1T p

_ p
s BEEB P (225)

onde os w;’s sdo chamadas de pressoes principais reescalonadas (medem o grau de aniso-
tropia da matéria, de modo que no caso isotropico vale que w; = @, Vi € 1,2,3). Nestas

varidveis, representando a derivada em t pelo “prime”, as equacoes de Einstein podem ser

expressas nas quatro seguintes (compare com as equagoes (2.14))-(2.18]), que estao sendo

utilizadas neste trabalho):

H = —3H (1 - M) : (2.29)

7 =27 (1 + Zskik> : (2.30)
> = —3Q (m — (@i — @)) , (2.31)

2
5 =—25(Si — > _ 5iSk). (2.32)
k
Pode-se mostrar que
3 22
Q= 1-) =& = 0<0<L 2.33
2% <0< (2.33)

i
O espago de estados do sistema de equagoes diferenciais formado pelas equagoes (2.31))
e (2.32) é um conjunto aberto limitado e conexo do espago-tempo quadridimensional
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definido pelo produto cartesiano X = IC x T, onde:

K= {(il,ig,ig)\(f}2 <A (Z S = 0) } : (2.34)
T:{(81+32+53)|(0<8i<1,‘v’i)/\<Z$k: )} (2.35)

O fecho do conjunto K é conhecido como disco de Kasner e esta representado na Figura

2.3]1. O seu bordo, dado por
K ={E=DAE1+%+%=0)}, (2.36)

é conhecido como circulo de Kasner (Segao e contém seis pontos importantes chama-
dos de pontos LRS (abreviagao de “Locally Rotationally Symmetric”, designando um tipo
especial de simetria apresentada pela geometria deste espago-tempo). Este conjunto de
seis pontos ({11, Ty, T3, Q1, @2, Qs} C OK) é composto por trés pontos de chamados pon-
tos de Taub Ti, Ty, T3 (dados por (£1,%2,%3) = (2, —1,—1) e permutagoes) e trés pontos
chamados de LRS nao-planos @1, Qs, Q3 (dados por ¥1,%5,%3) = (—2,1,1) e permuta-
¢oes). Estes pontos dividem K em seis regioes, que denotaremos pelas permutagoes de
(123).

De uma forma muito mais simples, e envolvendo variaveis com apelo observacional, do

ponto de vista cosmologico, podemos expressar esse formalismo da seguinte maneira:
0=1-x2 (2.37)

de (2.7) podemos escrever

_ H,—H
S = ’“H

= 2% sen (o + i) (2.38)

e o disco de Kasner pode ser representado simplesmente por

K={(z,0)|Z] <1}. (2.39)

No entanto a dindmica da anisotropia é descrita de forma conveniente através de sua

“projegao” na representagao polar do disco de Kasner [4], onde ¥ passa a representar a
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Figura 2.1: Disco de Kasner com Figura 2.2: Os pontos LRS na
os pontos LRS e as regioes que delimitam  representagao polar do disco

(figura utilizada de [9]). de Kasner.

coordenada “radial” (que nessa nova descri¢ao sera tal que 0 < ¥ < 1) e « o angulo polar.
Esta nova representagao é posta, em comparagao com o modelo usual, na Figura [2.3]2.

Nesta representacao, o centro do disco (% = 0) caracteriza o ponto isotropico, onde a
variedade é modelada pelo espago-tempo plano de FLRWEL enquanto que nos pontos do
circulo de Kasner (caracterizado por % = 1) o espago-tempo serd modelado pelas solugoes
de vacuo de Kasner [7, [12] (Segao [1.6) (cada ponto representa uma soluc¢ao de vacuo de
Kasner). Como fica claro da Figura 2.2, os pontos LRS nao-planos ficam no circulo de
Kasner com o = 7/6,57/6 e 37/2, e os pontos de Taub com o = 7/2,77/6 ¢ 117/6.

A nossa abordagem neste trabalho sera a anélise da parte descrita pelos parametros
e a da dindmica global da anisotropia, na representacao polar do disco de Kasnelﬁ (Figura

3). Uma atencao especial sera dada ao comportamento da frequéncia angular w, que

3Existem solucoes com ¥ = 1, p # 0 e p = 0. Elas se anulam quando, por exemplo, tomamos v e
1 limitados. Também é possivel obter solugoes com anisotropia e que passam por ¥ = (0 mas nao se
acumulam neste ponto. O comportamento excepcional em ¥ = 1 e £ = 0 simultaneamente é improvavel

e, em geral, sem significado fisico.
4Ao qual vamos nos referir simplesmente por “disco de Kasner”, sempre que nio houver possibilidade

de ambiguidade.



23

Figura 2.3: A dindmica no disco de Kasner polar (%, = 2}).

de acordo com as equagoes (2.15)) e (2.18]), ¢ dado por

3
w::d:—nH(l—E2)ﬂ.

- (2.40)

E interessante observar que se w esta afastado do zer significa que a razao f/(,, nao
cresce de forma acentuada para nenhuma escolha de k£ e m, mas ao invés disso ele oscila
com periodos onde ¢ > /¢, ou £,, > {;, de modo que nao é possivel distinguir direcoes

preferenciais ou comportamentos descritos na literatura como “panqueca’ ou “cigarro” [7].

2.4 Comportamento assintético das solugoes

Nesta secao apresentaremos uma discussao sobre dinamica da anisotropia no disco de
Kasner, tendo como ferramenta principal a nova representacao do disco. Vamos examinar
as condigoes gerais do contetido de matéria sob as quais se produz um comportamento
oscilatorio assintotico. Por assintotico estamos nos referindo ao chamados “a-limite” e
“w-limite” na teoria das EDO’s, i.e., at — t_ e t — t,, respectivamente, onde (t_,t,) é
o intervalo maximal das solu¢oes das Equacoes de Einstein. Temos dois comportamentos
caracteristicos: O tipo “mixmaster” (Figura .1), onde o universo oscila proximo de
diferentes modelos tipo Kasner (|5| = 1), e do tipo pulsagao (Figura .2), onde as

solugbes apresentam comportamento oscilatorio nas vizinhangas do ponto isotropico (% =

>Vide Definicao w
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0). Analisaremos também os casos intermediarios.

Figura 2.4: Representacao do comportamento Figura 4.5: Representacao do comportamento

mixmaster no passado e isotrépico no futuro. Kasner no passado e pulsante no futuro.
As setas indicam o sentido positivo de t.

Notamos que a Figura 2.4 apresenta a representacao desejada para o caso mixmaster, mas a

Figura 2.5 pode estar também representando o caso mixmaster.

Nesta se¢ao estaremos interessados em estabelecer os aspectos matematicos da teoria.

Considere, entao, a projecao de uma solucao da Equacoes de Einstein no disco de Kasner,

(5,a) @ (t_,ty) — 3, t — (2(t),a(t)), composto pelas equagoes (2.17) e (2.18), em
seu intervalo maximal (¢_,f,) C R, com frequéncia angular w : (t_,t;) — R tal que

t— w(t) =da(t)/dt.

Definicao 2.4.1. Uma solugao do sistema descrito acima serd dita:
(a) Isotrépica no passado (futuro) se > — 0 quando t —t_ (t — t, ).
(b) Kasner no passado (futuro) se . — 1 quando t — t_ (t — ty).

(¢) Oscilatoria no passado (futuro) se existem uma constante Q0 > 0 real e uma sequén-
cia estritamente decrescente (crescente) {t,} — t_ (ty) tal que |w(t,)| > Q, Vn € N.

Este comportamento € dividido em duas classes:
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i) Fortementdﬂ mixmaster no passado (futuro) se é Kasner e oscilatoria no pas-

sado (futuro).

ii) Pulsante no passado (futuro) se € isotrdpica e oscilatoria no passado (futuro).

Esta definigdo permite analisar o comportamento assintotico das solugoes sob dois
pontos de vista: O modelo cosmolégico para o qual as solugoes se aproximam e o com-
portamento oscilatério assintotico destas solugoes.

A primeira coisa a se observar é a relacao entre w e a definicao de comportamento
oscilatorio: Se uma solugao nao apresenta comportamento oscilatorio no passado (futuro)
assintotico, entdo w(t,) — 0V ¢, — t_ (t, — t;). No entanto, havera comportamento
oscilatorio quando existir uma constante €2 # 0 tal que w(t) — € ou quando o limite nao
estiver bem definido.

Vamos agora estabelecer o primeiro resultado geral, que apresenta o comportamento
oscilatorio das solugoes das Equacgoes de Einstein no passado assintotico, para o universo
em expansao, com hipoteses de contetido fisico satisfazendo boas condi¢oes de energia.

Para isso relembramos um conceito geral sobre fungoes:

Definigao 2.4.2. Uma fun¢ao f : D — R ¢é dita estar afastada (“bounded away”) de

um yo € R se existir um § > 0 tal que |f(z) —yo| >V x € D.

Teorema 2.4.1. Considere ($,a) : (t_,t,) — K como descrito anteriormente, em seu
intervalo maximal, e tome T > t_, real, tal que no intervalo (t_,T):

i) H> 0 (universo em expansao);

i) 0 <y <1;

iii) v e n sao limitadas.

Segue que:
(a) Se a solugao € tipo Kasner no passado, com &, uma constante real tal que

yH+ncosf <& <1 (2.41)

6 Aqui vamos estabelecer uma distincdo do comportamento mixmaster geral. Por simplicidade vamos

nos referir a este caso apenas como mixmaster.
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no intervalo (t_,T) e se limy_;_a(t) = 0, entdo a solu¢ao € nao oscilatoria no pas-

sado.

Se a solugao € tipo Kasner no passado, com £_ uma constante real tal que
1<é <vy+ncosp (2.42)

ao longo do intervalo (t_,T) e se limy_;_nsenS # 0, entao a solugdo € do tipo
mizmaster no passado. No regime t — t_, se nsenf estd afastada do zero quando

a— 0 entao |w| — 0.

Assuma v > 0. Se a solugcao nao é do tipo Kasner no passado, de modo que ¥
estd afastada de 1 no intervalo (t_,T), e se o limite para n senf3, caso exista, € nao
nulo, entao a solu¢ao € do tipo oscilatoria no passado. Neste caso, se a solugao for
isotropica no passado com nsenf afastado de zero, entio |w| — oo quando t — t_

(pulsante).

Demonstragao. Defina w: (t_,T) — R tal que

= —3uH/(y+mn cosp) (2.43)

Das hipoteses H > 0 e v + 7 cos § ser limitado, podemos dividir a equagao (2.43) por

3uH, donde temos que

3HE < — L <3HE, . (2.44)
u

Integrando esta inequacao de ¢t € (t_,T") até T, pelas definigdes da fungdo de Hubble e

u(t), temos que

Defina agora a aplicagao z : (t_,T) — R satisfazendo

p=ua’He*. (2.46)

Das Equacoes de Einstein ([2.14])-(2.18)) temos:

Ez—gH(l—ZQ)((2—7)E—ncosﬁ), (2.47)
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H= —gHQ (1 -5y +25%) (2.48)
z':—gH(l—Z)((2—7)(1+E)—2ncosﬁ). (2.49)

Observando as quantidades limitadas superior e inferiormente, existem constantes cs, ¢4
tais que
23 <(1—-3%) ((2=9)(1+%)—2ncosB) <2¢. (2.50)
Multiplicando por 3H/2,
3H63 S —z S 3HC4. (251)

Integrando-se de t a T, temos,

(6;((;))303 < H0-2(1) < (%)M . (2.52)

Utilizando agora as equagoes (2.45)), (2.52)) em (2.46)), obtemos

a(t) 3(1—€_—c3) p(t) H(T) a(t) 3(1—£1 —ca)
(G(T)) = H@) (1) = (a(T)) : (2.53)

Em outras palavras, existem constantes positivas Ag e By tais que, multiplicando-se a

desigualdade acima por |nsenf/2x |:

0

nsenf | a0 e ey <P nsenfs <
—_— = B
2% ‘ ¢ “H| 2% |~

n8enf | 31-g,—cy)
— . 2.54
oy ‘ a (2.54)

Mas de acordo com a defini¢ao da velocidade angular em (2.40)) e a equagao de Friedmann
em (2.14)), o termo ao centro desta desigualdade pode ser escrito simplesmente como |w|,

provando que, para t_ <t < T,

nsenf3 B4 —ca)
D)

Ay 1=6-=) < |w| < By (2.55)

nsenf3 ‘ 2
)

Se a solugao de Kasner esta no passado (o retrato de fase se afasta da borda do disco de
Kasner no sentido positivo do tempo), pela equagao podemos tornar c3 e ¢4 tao
pequenos quanto necessario tomando 7' tal que (1 — %) se torne pequeno o suficiente (a
coordenada radial nao se afasta muito do bordo do disco de Kasner), de modo que c3 e ¢4
nao afetarao os sinais de 1 —&_ ou 1 — &,. Portanto, quando ¢t —¢_,se &, <1ea— 0,

entdo w — 0. Fica provada entdo o item a) do Teorema.
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O segundo item do Teorema é demonstrado de maneira anéloga ao notar-se que, no
caso em que 1 < &_, a condicao de que msenf nao converge para 0 implica a existéncia de

uma sequéncia de tempos t, — t_ tal que existem

n(tn) sen3 (tn)

0 = 4o 2(tn) a(ty,)3E-+es=1) < lw(t)]

afastados do zero. Aqui estamos usando que H > 0 implica a(t) limitado em (t_,T), pois
a>0écontinuaem (t_,T]ea>0em (t_,T). Isto demonstra que a solugdo ¢ oscilatoria
no passado e que, se 7)(t) senf(t) esta afastada do zero, a formula acima para €2, vale para
todo t < T, demonstrando a tltima afirmagao do segundo item do Teorema.

Ainda, se existe ¥_ constante tal que 0 < ¥ <¥_ < 1l aolongode (t_,T), da velocidade
angular (equagao ), a condigao nsenf nao converge para (0 implica que existe uma
sequéncia t,, — t_ tal que

3

w(tn) = 5 H(ta) (1 = £(t)°) 1(tn) senfi(tn)

5(tn)

esté afastada do zero (aqui usamos que, da equagao , ~v > 0 implica que H <0, ou

seja, H>H(T') > 0 em (t_,T)). Veja agora que se nsenf ¢ esta afastada do zeroe ¥ — 0

entdo |w| — oo quando t — ¢_. Isto completa a prova do Teorema. O
De maneira andloga vamos estabelecer um teorema geral para o comportamento as-

sintético das solugoes no futuro:

Teorema 2.4.2. Considere a projecdo (3,a) : (t_,ty) — K de uma solucio das Equagoes
de Einstein, em seu intervalo maximal e tome T < ty real tal que, no intervalo (T,t,):
i) H> 0 (universo em expansaio);

i) 0 <y <1;

ii1) v e n sao limitadas.

Seque que:
(a) Suponha que a solugdo seja isotrépica no futuro e n esteja afastada do zero. Se

cos 3 < cosf_ <0 (2.56)

em (T,ty) para algum [_ fizo e se limy_y, senf # 0 entdo a solugdo € pulsante no

futuro.
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(b) Se a solugao € isotropica no futuro, n estd afastada do zero, t, = oo|Z| e
cos 3> cos By >0 (2.57)
em (T, 00) para algum 5. fizado, entio a solugdo € do tipo nao-oscilatoria no futuro.

(c) Assumindo que t, = oo, se ¥ estd afastada do zero com v > 0V t > T, entio a

solugao € do tipo nao-oscilatoria no futuro.

Demonstra¢ao. Assuma que ¥ — 0 quando ¢t — ¢,. Definindo a funcao v : (T,t,) — R
tal que

2(t)

o(t) = =,

(t)

e a fungao limitada A : (T,t,) — R tal que
3
Aty =3(y—-1) — 5(7] cos B) £+ 3(2 — ) 2 (2.58)

temos, das equagoes (2.47)) e (2.48)), que

3 nsenf
S Y it
w 2( v9) .

com b:;ncosﬁ—i-EA. (2.59)
Assuma que 1 > 1, > 0 para alguma constante 7,,;,. Se cosf < cosf_ < 0, entao
v(t) decresce até uma vizinhanca do ponto isotropico. Como senf ndo converge para 0
no limite em que t — ¢, deve existir uma sequéncia {t,} tal que w(t,) ¢ esta afastada de
zero. Isto prova o primeiro item do teorema.

Por outro lado, se cos > cosf, > 0, do Teorema do Valor Médio, concluimos
que v(t) —v(T) > B(t*) (t — T) qualquer que seja t > T, para algum T < t* < ¢, onde
B(t) = Nmin cos S +3(t) A(t). Como A é limitada, podemos tomar T tal que B(t) > € > 0
para todo t > T', € constante. Portanto, como ¢t — oo, temos que w — 0. Isto prova o
segundo item do Teorema.

Assuma agora que 0 < e < Y ey > 0 em (7,¢,), com € constante. Com isso deve
existir um e_ constante tal que, da equacao ,

0<e < —%:;((1—22)7+222).

"Em geral a condicdo t, = oo é vélida pois as variaveis dinamicas, como p e H, por exemplo, vdo, em

geral, estar bem definidas em um compacto para t > T.
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Definindo ¢ = 1/H(T') e integrando de T a ¢, com t > T', temos que

1
O<Ht) < ——— lim H(t) =0.
< ()_6_(t—T>+C - (t) =0

Como, por hipotese, %(t) > €, concluimos que w — 0 quando ¢t — co. Isto prova o altimo

item do Teorema e conclui a demonstragao. O]



Capitulo 3

Modelos fenomenol6gicos

Neste capitulo vamos recuperar, de maneira geral, alguns modelos de universo com fonte
de matéria apresentando caracteristicas distintas, especificando a fonte de matéria na
forma de equagoes de estado descritas fenomenologicamente. Este método é justificado
pela diferenga entre a quantidade de equacoes, 4, e variaveis, 7, nas Equacgoes de Einstein,
de modo que vamos precisar de mais 3 equacoes independentes nas mesmas variaveis, a

saber,

p:p<p7H17H27H3) € Tij :Trij(pﬂ H17H27H3)' (31>

Estas equagoes apresentam a forma funcional da pressdo (isotropica e anisotropica) em
termos da densidade de energia e dos parametros de Hubble, consistindo entao na forma
fenomenolégica mais geral em que essas quantidades possam ser expressas. De acordo
com as relagoes (2.7)), o vinculo e a definicao dada para a varidvel s na equacao
, existe uma equivaléncia entre aquelas equacoes anteriores e assumir as equagoes

de estado algebricamente dadas na forma

Y= 7(57 X, Oé) y M= 77(‘97 X, Oé) e ﬂ = 5(87 X, CY) : (32>

Esta escolha particular tem motivacoes fisicas e por isto serd adotada nas analises subse-
quentes.
Do ponto de vista matemético, a dinamica é bem representada no disco de Kasner na

forma reduzida a um sistema de equagoes diferenciais no plano dado por (2.17) , (2.18))

31
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e . As condicoes de existéncia, unicidade e de dependéncia continua nas condigoes
iniciais sao obtidas de forma razoavelmente facil dos resultados canonicos da Teoria das
Equagoes Diferenciais [I]. Deste modo as variaveis utilizadas no disco de Kasner em
sua forma polar descrevem toda a dindmica do sistema. Veja que, se (£(s), «(s)) é uma
solucao maximal para o sistema de equacgoes diferenciais, entao apoés mudarmos de “s”
para “In(pg/p)” como definido na equagao , podemos recuperar a variavel temporal
canonica t pela integragao em p da equagao de conservacao E|,

p(t) |1 — y2 d
t:toi/ - P (33)
20 3p> y+Encosp

onde + denota o sinal de — H, e esta equacao também tem a importancia de apresentar,

ainda que de forma implicita, a solugao para p(t), ou seja, a distribui¢ao da densidade de

energia do universo ao longo do tempo. Por fim, a solucao das Equacoes de Einstein é

dada pela métrica (2.4) onde

p(t) -
b (1) = _2/ (1+228en(cz+2k /3)) @ (3.4)
PO

3 v+ ¥ncosf p
Este é um esquema poderoso de derivar solucoes exatas para os espago-tempo de
Bianchi-I (vide [9]), que envolve apenas parametros fisicos e observacionais. Alcangados

estes resultados, vamos agora abordar alguns casos da literatura.

3.1 A solucao geral para o fluido perfeito barotrépico

A classe de exemplos mais simples, e por isso a primeira a que costuma-se lidar na litera-
tura [15], é o caso geral do fluido perfeito barotropico. Este caso se exprime por condi¢oes
especificas no contetido de matéria: m;; = 0 (n = 0), de modo que T]Z = diag {p,p,p, p},
e p = p(p). Da equagao (2.40) temos w = & = 0, de modo que o retrato de fase para o
fluido perfeito barotrépico é representada no disco de Kasner por retas radiais passando
pela origem (Figura [1]2). Da equagao (3.3), usando que y(p) = 1+ p(p)/p em =(p), a

Veja que cada termo na integral apresenta dependéncia funcional na variével p, logo dada (2(p), a(p))

recuperamos y(p), n(p) e B(p) nas equagdes em 1)
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soluc@o para o tempo cosmico assume a forma (9], tomando A = 2%):

/1—2
t=ty+ / p+p (3.5)

Yo 7 —plp) dpf
D e Glp) = / S ANl 3.6
(o) = V2 + (1 —x2)e G0 2 o P D) ¢ (3.6)

Ainda, a métrica sera determinada por ([3.4)) utilizando n =0, o = ag, Y(p) = 1+ p(p)/p
e ¥ como em (3.6)).

onde,

Exemplo 1. No caso em que v = 7y # 2 e € constante, integrando a equagao na

varidvel s e entao mudando para a varidvel p através de , obtemos p(2) na forma
22 (1-3x2)\™
P M 7 (3.7)
Po 5 (1 —3?)

onde k1 = 4. Como 1 =0, este caso nio estd sob as hipdteses dos Teoremasw

[2.4.3. Para analisar o comportamento assintdtico das solugoes neste caso vamos realizar
o processo de limite na varidvel © da equagao : Se 0 < v < 2, no limite para as
épocas tipo Kasner (v — 1) a densidade de energia torna-se arbitrariamente grande, ao
passo que no limite para a época tipo isotropica (¥ — 0) a densidade de energia tende a
zero (vide Figuras 3.1 e 3.2). Este comportamento assintético € comumente associado ao
contexto dos modelos tipo Bianchi-I [16]. Como o caso v € R — (0,2) viola condigées de
energia , nao vamos abordar este caso. Mais detalhes (incluindo checagem de consisténcia

com casos da literatura [11), [15]), sao apresentados em [].
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— ¥p=0.0

¥o=0.3 0.0}
1 = w10
— yp=1.3

19 -05

'TO -0t

Z —WI.U —UI.5 OTC' 075 1‘0
Figura 3.1: p(X) com = constante Figura 3.2: Disco de Kasner
(%9 = 0.5). para v = 1.3.

Exemplo 2. Vamos agora abordar um exemplo com a sequinte propriedade: Quando a
solugao se aproxima de periodos proximos ao inicio do universo, o conteudo de matéria vai
se tornando tipo mais densa (conhecida como “stiff matter”, ou “matéria dura”), p — oo e
v — 2, ao passo que quando a solucao se aprorima dot — 0o, o conteudo de matéria vai
se tornando tao pouco densa que nao hd mais colisao entre as particulas que a compoe,
p—>0ey —1 E| (Figura 3.3). Este modelo é de interesse, pois representa um dos
comportamentos creditados como mais provdveis em um universo em expansao [1f: O
fluido cosmologico estava todo concentrado em uma pequena regiao no inicio e terminard
completamente esparsado no futuro, com o minimo de interacao entre as componentes da
matéria. Uma maneira direta de estabelecer este “toy model” é escolhendo

2

2
_ ou o 20ER
P+ po P+ po

p (3.8)

Assim, a equac¢ao (@) € expresa na forma

p (1 —=f)x 3
 _ de Ty =23 _ 3.9
T B - M MR (39)

2Uma descricao mais detalhada destes e de outros casos classicos de fluidos perfeitos pode ser consul-

tada em [I5]
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na regiao 0 < ¥ < ¥y (Figura 3.4). Na regiqgo vy < % < 1, pela equagao , constata-se
que hd uma inversao no sinal de £, mas na equa¢do de Friedmann (equagao 1sto

implica que H? < 0, o que foge do escopo deste trabalho onde H € real.

|

™

0.0 0.1

Figura 3.3: Densidade de energia Figura 3.4: Disco de Kasner para
para o “toy model” com este modelo (¥ = %), é a curva
To = 0.50 e Ty = 0.58. tracejada).

3.2 Modelos Kasner estendidos: solugoes com . cons-
tante

Vamos agora estudar um caso onde h& uma generalizacao das solugoes do tipo Kasner,

assumindo que ¥ # 0, v e n sdo constantes. Como % = 0, da equagao 1) para

0 < ¥ <1, temos que
ncosf=(2—7)%. (3.10)

A primeira consequéncia é que § também sera constante ao longo das solucoes. Utilizando

entdao a equagao de Friedmann (2.14) e integrando a equacao ([2.48), tomando ¢_ = 0,

G- ()

obtemos que
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Aplicando a equacao (3.11) em (2.40]), obtemos uma expressao para a dependéncia tem-

poral do angulo de anisotropia:

alt) = ag + (3 C ;;?(;’)S‘anﬁ > In (%) . (3.12)

onde definimos a fun¢do A(%) = Holto =3((1-x%)y+25?).

Este caso permite que analisemos o comportamento assintotico sob o olhar dos Teore-
mas da Secao 2.4l No passado assintético (i.e., onde t — 0 com 0 < £ < 1) a solugao estéa
afastada de ¥ = 1 (pois ¥ é constante), de modo que a existéncia de um comportamento
oscilatorio quando v > 0 e nsenf # 0 é predito pelo Teorema no item (c). Por outro
lado, no futuro assintotico (¢t — co) com 0 < ¥ < 1, a solugao claramente esta afastada de
¥ = 0, de modo que a auséncia de um comportamento oscilatério quando v > 0 é predito
pelo Teorema , no item (c). Veja ainda que a formula nos mostra que isso nao
garante um limite definitivo para o a (Figura 3.6).

Da formula geral para a métrica em ([2.4)), podemos expressar a solugao para as Equa-
¢oes de Einstein, com x(tg) = ti* e nsenf # 0, na forma da métrica de Kasner (Segao
onde, denotando ¢x41(t) = 2= + a(t), os coeficientes de Kasner assumem a forma

1 452 (cos (pr(t)) — cos (@k(to)))
(3.13)

pr(t) = Y3 (1 —x2)nsenf In(t) — In (¢o)

(vide na Figura 3.5 o comportamento de p;(t) ao longo do tempo). Ainda, pi(t) —

(1 + 2sen(gx(t))) quando £y — 1, recuperando a formula (1.18)).

3.3 Conteiido de matéria linear e nao-oscilatoria

Vamos considerar agora p/p, m/p, v, n e ¢ = a + [, todos constantes. Este tem uma
relevancia nos modelos de Bianchi por englobar o fluido magnético como caso particular.
Aqui as Equagoes de Einstein para ¥ e « sao trabalhadas de forma mais clara quando
utilizamos ¥ e f = ¢ — o como variaveis independentes [4].

A primeira coisa a se observar em relacao ao parametro 5 é que ha trés situacoes onde
as solucoes possuem comportamento distinto e, pelo Teorema de Existéncia e Unicidade

das Solucoes, havera exatamente trés classes de solugoes, a saber: Para § =0, para § =7
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Figura 3.5: p;(t) para v = 1.8, Figura 3.6: Representacao de

n=0.2, % = cos(m/3). uma solucao no disco de Kasner.

ou para 0 < |B| < w. Ainda, é possivel observar que ha um ponto de equilibrio sobre a

circunferéncia centrada na origem e de raio

U
N, =t 3.14
pp— (3.14)

sendo que isto ocorre se, e somente se, 0 < n < |2 —7|. Veja sua representagao na Figura
5.0
Se escolhermos 5(0) = [y tal que senfy # 0, as Equagoes de Einstein poderao ser

resolvidas em termos de [(t), resultando em:

Y. COS Yy

~ cos (¥o — B(t))

Note que esta equagao se traduz em uma equacao afim nas coordenadas “cartesianas”

(%)

(3.15)

Se — Yo COS
, onde )y =tan"’ <M> .

Ypsen 3y

xr = Ycosa e y = Ysenqa, implicando que o fluxo do sistema no disco de Kasner sera
representado sempre por retas.

As equagbes para o tempo cosmoldgico e as componentes da métrica sao obtidas

utilizando-se (3.15)) em (2.18)) e fazendo a mudanca de coordenadas p — 5 em (3.3) e

B):
2 1 d
t—toz— 5

- 3.16
n /o V/3p(B)(CZ cos?(¢hy — B) — 1) senf (3.16)
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Figura 3.7: Retratos de fase para este tipo de matéria, onde ¢ = % para a figura a

esquerda, ¢ = 7 para a figura a direita e v = 1.5 e n = 0.25 para ambas. Os pontos de

equilibrio transladam, para diferentes valores de ¢ = o + 3, em uma circunferéncia

centrada na origem com raio dado por (3.14)).

4 (PO Cyeos(g — B) — 2sen (B — ¢ — %) dp
31 /4 C§ cos? (o — ) — 1 sen/3’

onde nomeamos a constante Cy = 1/%, cos 1.

bk+1 (t) =

(3.17)

Um caso muito importante de fluido cosmolégico é conhecido por fluido magnético,
onde y=4/3 ,n =3 ca+=m/6. Este caso ¢ largamente analisado em [4], onde uma
comparagao é estabelecia com [5] e constata-se que o caso estudado nesta segao é uma gene-
ralizagao daquele trabalho, onde apresentam-se analises dos casos onde ¢ = + /6,4 7/2
e £57/6. Naquele trabalho aparece uma classificacdo dos pontos de equilibrio em A,
By, Cy e D4, que na nossa representagao é expressa como |Z.| < 1, [Z.] =1, 1 < || < 2

e |Zc| > 2, respectivamente. O sinal + corresponde ao sinal de sena (Figura (3.3))).

3.4 Parametro de viscosidade como funcao da magni-

tude da anisotropia

O 1ultimo caso que abordaremos, ao qual daremos uma atencao especial neste trabalho,

se traduz nas generalizagoes do termo de magnitude de anisotropia, n. Nossa abordagem
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Tabela 3.1: Figura 3.3

NS
227 NN
7 NS i
777 (1NN i
i AR TN
i A W
277/ ISR |
AN 1
//{// //m H \\\ N '
i |

Bi:x. =1 Ciil<s. <2 ¢

D, ¥, . >2.

se dard mediante uma equacgao de estado com os a seguintes parametros:

Y=% , N= 77(2) € B = 507 (318)

com 7, fy € R constantes. Se reescrevermos a funcao 7(£) na forma n(x) = v(2)x,
onde v(x) denota um coeficiente de viscosidade do fluido, é possivel recuperar o limite da
termodinamica newtoniana [4] [7] fazendo Sy = .

O sistema de equagcoes diferenciais formado pelas equacoes e tem pontos

distintos determinados pelas raizes ¥, da equagao

U(Er) cos = (2 - 7)27” (319)

pois, assim como em £ = 1, nestes pontos se anula. As solugbes com ¥ = %,
satisfazendo a equagao sdo todas com magnitudes de anisotropia constantes (pois
ds/ds = 0), como na Se¢ao , formando em geral um ciclo limite. Nos casos em que
simultaneamente temos ¥ constante e sens = 0 (de modo que e se anulam), as
solugoes sao pontos de equilibrio, que por sua vez formam uma circunferéncia invariante.
Nota-se também, pela representacao “cartesiana” do disco de Kasner dada nas equacoes
—, sendo v e 7 limitados, que a origem é sempre ponto de equilibrio. Assim,
resumindo:

Pontos de equilibrio: ¥ =0 e =%, <1(senf =0). (3.20)



40

Ciclo limite: ¥ =13, < 1(senf # 0, raiz isolada ). (3.21)
As solugoes onde ¥ nao satisfaz (3.19) permitem integragao direta da equagao

ds =3 ((2—7)8 —mncosf)
— = o . (3.22)

Ela nos da a equacao polar da solucao no disco de Kasner:

o= =- /; (e Stress) (323)

Usando que a equagao (2.17)) é separavel, podemos obter uma expressao para a densidade

de energia em termos da magnitude anisotrépica:

n(2) =2 /; (@ Sy o) Ty 824)

A solugao geral, em termos da magnitude de anisotropia ¥, serd expressa através de (3.3))

X(1) 2 dx,
= — , 3.25
=t /z (2= )% —n(z) cos B)/3 ) (L= 2) (3:25)

escolhendo o sinal para o caso da expansao (H > 0), onde p(2) é dado em (3.24)), e pelas
componentes by, 1 em (3.4), dadas por

como

4 (X0 142x r) + 2=
/ sen (o) +57) (3.26)
%

=75 T @) ) cos ]

Observa-se diretamente da equacao que as solugoes com sen(/3) = 0 sao retas

radiais no disco de Kasner, como na Secao . Em particular, pelos itens ¢) do Teo-

rema e a) do Teorema , neste caso as solu¢oes nao apresentam comportamento
oscilatorio, respectivamente, nem no passado nem no futuro assintotico.

Um caso onde a dindmica é menos trivial acontece quando sen() # 0. Assumindo, ra-

zoavelmente, que n(x) seja C! em (0,1) com senf # 0, v > 0 e lim;_;, ¥ = ¥y, distinguem-

se trés comportamentos possiveis no passado assintotico e dois casos no futuro assintético:

(I7) ¥y = 1: Aqui, o pardmetro principal é o mesmo definido em ([2.21)

& =7+n(1) cosf. (3.27)
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Assumindo que 7(%) é continuo em © = 1 entao £ — 1 e v — 1+ 7n(%) cos 5 terdo o
mesmo sinal proximo deste ponto. Ainda, pelo fato apresentado na relagao ([2.22)),

lima=0 < limp=o0. (3.28)
Y—1 Y1

Logo, de acordo com o Teorema , para qualquer solucao com lim,_,, » =1,

se:

a) 0 <& < 1ep— oo entdo o comportamento assintético é nao oscilatorio no

passado.

b) & > 1, p— o0 e n(l) # 0 entdo o comportamento assintético ¢ mixmaster no

passado.

Se n — oo quando ¥ — 1, entdo n nao é limitado, violando as hipéteses do

teorema.

0 < ¥; < 1: Dada a hipotese de v > 0, o item ¢) do Teorema implica que o
comportamento assintético no passado de qualquer solugao com lim; ,; ¥ =%y é
tal que, se n(21) # 0 entdo o comportamento assintotico é do tipo oscilatério no

passado.

%1 = 0: Neste caso basta verificar o limite

¢ = lim n(x). (3.29)

Y—0

O comportamento assintdtico no passado de qualquer solugao onde lim;_,; ¥ =0
(i.e., & esta afastado do zero ) é tal que, se £ # 0 ou A € entdo o comportamento
assintotico é oscilatorio no passado. Neste é possivel utilizarmos o item c¢) do

Teorema pois torna-se aplicavel mesmo quando 7 nao ¢é limitado.

0 <%; < 1: De acordo com o item c¢) do Teorema [2.4.2, para qualquer solucao
onde limy,, ¥ = %, se t; = 00, entdo o comportamento assintético serd nao

oscilatorio.
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(IT*) »; = 0: De acordo com os itens a) e b) do Teorema m, qualquer solucao isotro-

pica no futuro é tal que, se

a) n(2) > C > 0 na vizinhanca de ¥ = 0 com cos f > 0 entdo o comportamento

assintotico sera nao-oscilatoério no futuro.

b) n(x) > C > 0 na vizinhanga de ¥ = 0 com cos < 0 entdo o comportamento

assintotico sera pulsante no futuro.

onde C' é uma constante real.

Exemplo 3. Consideremos o caso onde n = 1y constante. A partir destas condigoes, as

equagoes (3.23), (3.24), (3.25) e (3.26) podem ser reescritas, respectivamente, como

(2 —3%,)
%) — =—In| ——— | t 3.30
a(x) — ap n(%@o-&«)) an 3 (3.30)
e
p(x)  [(1—=3x\ ¢ (1435|207 (23, (E=7)2-(2-7)° (3.31)
po \1-3 I+% o — Zr 7 .
onde
1 cos
DES 5 e E=~v+mncosf>0. (3.32)
-7
Note que, das relagoes e ,
limp=0c0c < lma=0 & 0<{<2. (3.33)
Yi—1 Yi—1
Por outro lado,
limp=0 < lma=00 & ¢>2. (3.34)
Yi—1 Y—1

Das equagoes (2.40), (2-14) e (3.31), obtemos que

1-¢ E+1-2y (=P (2—y)
w(E) Lo (1—-2\2¢ (14320 (-5, \ E*-C’ (3.35)
wo 9 \1—1yx 1+ % S — 3, '

com

wo = Cynsenf Co #0. (3.36)
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Ja a fungao 2(t) € definida implicitamente por

E(t) 1-€ E41—r 4(2—7)
t—to=—-0C / (1—3)2=¢ (14 p)&20=7 (2 —3%,)En*-@-? dy. (3.37)
Yo

Do ponto de vista qualitativo, essas solucoes representadas no disco de Kasner possuem
um ponto de equilibrio isolado na origem e um ciclo limite de raio %, = ncos 5/(2 — ),

dado pela equacao , se este satisfizer 0 < %, < 1. Sequem tabelas com os retratos

de fase no disco de Kasner polar, para diversos valores de n e [3.

b
=

05

0.0

Figura 3.8. Figura 3.9.

Para v = 1.5, 8 = % en = 0.3 (Figura @.8), temos £, = 0.3 e £ = 1.65. Se
0 <%y < 0.3, entao a solugao € pulsante no passado (II1~) e oscilatoria no futuro com
2 — 0.3 (I). Se sy = 0.3, temos um ciclo limite que é uma solugao do tipo analisada na
Secao . Se 0.3 < %9 < 1.0, a solugao € tipo Kasner nao oscilatoria no passado (I~) e
oscilatoria no futuro (I7).

Para v =15, 8 = 3 en = 1.3 (Figura @.9), temos ¥, = 1.3 ¢ £ = 2.15. Neste caso
nao hd ciclo limite, pois £, > 1. A solugdo € pulsante no passado (II1~) e mizmaster
no futuro (I*). Note que neste caso, como & > 2, p — 0 nas prozimidades do disco de

Kasner, ou seja, o universo comega denso e isotropico e termina rarefeito e altamente

anisotropico.
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y=1,5,,q=q:)_se,(;*=2_Jrlr y:2,5,n:0.6eﬁ:?
3 ; ) ; .

Figura 3.10. Figura 3.11.

Parav=15,n=06¢ (= 2?“ (Figura 3.10), temos %, = —0.6 ¢ £ = 1.2. Neste caso
nao ha ciclo limite, pois £, > 1. A solug¢do € mizmaster no passado (I~) e pulsante no
futuro (IIT). Note que o comportamento mizmaster nao fica aparente nesta figura, porém
uma stmples andlise da equagao nos mostra que w — o0 quando ¥ — 1.

Para v = 25, 3 = 2 en = 0.6 (Figura 3.11), temos £, = 0.6 ¢ & = 2.2. Se
0 <%y < 0.6, entao a solug¢do € oscilatdoria no passado (I11~) e pulsante no futuro com
2 — 0.3 (II"). Se 5y = 0.6, temos um ciclo limite que é uma solugao do tipo analisada

na Se¢ao . Se 0.6 < %9 < 1.0, a solugao € oscilatdria no passado (I1~) e Kasner nao

oscilatoria no futuro (IT).

3.5 Um zoologico de retratos de fase

Nesta segao vamos apresentar uma série de retratos de fase levando em consideragao a
parte isotropica do fluido como sendo representada por energia escura (7 = 0), poeira (y =
1), radiagao (y = 4/3) e matéria dura (v = 2). O intuito aqui é fixar uma ideia intuitiva
de quais sao os principais parametros que determinam o comportamento qualitativo das
solugoes. Um parametro central para esta analise é o &, que por comodidade colocamos

novamente aqui:

E=7+mncosp. (3.38)



Na tabela a seguir, assuma sempre v e 7 limitados.

Comportamento Condigoes Suficientes | Referéncia
Kasner no passado »—1,8<E <1, | Eq.o (2.22),
(Sem Oscilagoes) p — 0. Teo. [2.4.1}
Mixmaster no passado y—=1,1<¢& <& | Eq (2.22),
(Kasner + Oscilagoes) p — 0. Teo. [2.4.1}
¥ # 1 no passado nsenf # 0, Teo. [2.4.1}
(Com Oscilagoes) v<y5 <1
Isotropica no futuro cosf >cosfBy >0, | Eq. (2.22),
(Sem Oscilagoes) t — 00. Teo. [2.4.2
Pulsante no futuro cos B < cosf_ <0, | Teo.[2.4.2
(Isotropica + Oscilagoes) nsenf # 0.
2 # 0 no futuro 9 >%>0,v>0, | Teo. [2.4.2
(Sem Oscilagoes) t — oc.
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Podemos agora redigir uma anéalise do comportamento assintotico das solugoes, no
disco de Kasner, de forma muito precisa. Ficara evidente a aplicabilidade da nossa defini-
= [T 9 fr ! : 4713 : P
¢ao de “mixmaster” e “pulsating”. Iremos realizar anélises em termos dos tipos de matéria,
caracterizando-as por v (1 para poeira, % para radiacao, 0 para energia escura e 1.5 para
matéria que chamaremos de intermediaria), dispondo os retratos de fase em tabelas onde
as linhas fixam 7. A fim de que este texto nao fique repetitivo ou cansativo, faremos uma
analise mais minuciosa apenas em alguns casos, salientando as diversas caracteristicas

encontradas.
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3.5.1 Poeira (7 =1)

Para os casos desta se¢ao,
E>0 <= ncosf>-—1. (3.39)

Logo de inicio serd possivel notar uma dificuldade de identificagdo do comportamento
assintotico das solugoes segundo nossa definicao, de modo que esta identificacao sera feita

através do retrato de fase unida de uma anéalise dos parametros das equagoes de estado.

5. B 7 B n
=3, =— e =1+ -
! . 3 ! 2

Figura 3.12. Figura 3.13. Figura 3.14.

Para o primeiro retrato de fase temos que, no limite onde ¥ — 1, £ =+ 1.9 e p — o0,
de modo que (pelo item b) do Teorema o comportamento das solucgoes ¢ do tipo
mixmaster no passado. O limite p — oo é interessante pois indica que a densidade de
energia era grande préoximo do conjunto a-limite, isto é, no limite inferior do intervalo
maximal de definigdo das solugdes. Ja no limite onde ¥ — 0, £ — 1 e como cos(3) >
0, concluimos que se trata de um caso isotrépico no futuro. E interessante notar que,
visualmente, o comportamento proximo do conjunto w-limite parece pulsante, apesar de
ser isotropico.

O segundo retrato de fase (Figura 3.13) é tal que se & — 1 entao as solugdes apresen-
tam comportamento tipo mixmaster no passado, enquanto que se & — 0 entao apresentam
comportamento isotrépico no futuro. E interessante que neste caso, visualmente, o com-

portamento que gostariamos que representasse o caso isotropico é recuperado. O mesmo
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nao ocorre com o limite assintotico no passado, que aparenta ser tipo Kasner mas, ana-
lisando & e p no limite onde ¥ — 1, descobrimos ser na verdade um comportamento
mixmaster.

O terceiro retrato de fase (Figura 3.14) é tal que se ¥ — 1 entao as solugdes apresentam
comportamento tipo mixmaster no passado, enquanto que se ¥ — 0 entao apresentam
comportamento isotrépico no futuro. Novamente o comportamento mixmaster aparenta
ser tipo Kasner e o comportamento isotrépico aparenta ser pulsante.

Para os retratos a seguir cabe uma analise analoga.

(1+3) :

T
n=%,B=— e =1+ i 252 g T fation =52 =T g1
BRERS ?ﬁ | p=E, f==_ e § 27 | n ‘,ﬁ’ 3 € s
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4/3)

3.5.2 Radiagao (v

Para os casos desta secao,

(3.40)

4
e

< ncosf>—

E>0

Sl

< | of

05k

1.0

05

-0.5

-1.0

1.0

05

-05

Para o primeiro retrato de fase na linha acima, percebe-se que no futuro ¥ — 1 en-

quanto que no passado ¥ — 0. Para ¥ — 1, £ — 2.19, donde p — 0 e o comportamento é

0, de modo que o comporta-

e ncos(f)

4
3

tipo Kasner, enquanto que, para ¥ — 0, £ —

mento é isotropico no passado. E interessante que estas solugoes apresentam um universo

isotrépico no passado e anisotropico no futuro.

1.0

-05

-1.0

1.0

05

-05
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1.0

-1.0

1.0

0.0

-05

Para o primeiro retrato de fase da linha acima temos que, quando ¥ — 1, £ — 2.3

de modo que p — 0 se, e somente se, a — oo e a solugao é tipo Kasner no futuro. Para

Y% — %, = 0.84, como n # 0, o comportamento da solucao é oscilatéria no passado. Por

fim, quando £ — 0, £ — 1.4 e cos(3) > 1, de modo que o comportamento assintotico das

solucoes se aproxima de um universo isotropico.
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3.5.3 Matéria intermediaria (y = 1.5)

Neste caso,

3
§>0 <= mncosfB> —3 (3.41)

Dentre os casos considerados, a matéria intermedidria apresenta maior variedade de
comportamentos oscilatérios assintoticos. Uma anélise analoga as anteriores cabe a estes

retratos de fase.

Perceba que, no ultimo retrato da linha acima, o valor de g é tal que o comportamento

qualitativo é o mesmo do tipo Kasner generalizado (Segao .




o1

3
=+09n°
2 i

Teg
=— e €=
8 T

n=2% 8

10

1.0

05

-0.5

-1.0

1.0

05

0.0

05
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3.5.4 Energia escura (7 = 0)

Para este caso,

(3.42)

<= ncosf>0.

£E>0

Este é o caso de matéria com menor variedade de comportamentos assintoticos. Para

cada um destes retratos de fase, cabe uma analise analoga as anteriores.

(-1+4/5) n?

7m ¢ 1
g =~
3 8

n==%t,p

1
243
ZV_n

5m £
e
6

n==t, B

1.0

-1.0

-05

£=02n?

1m
=— 8
7

n=% 8

1.0

0.0

-05



33

05

-0.5

-1.0

05

-05



Conclusoes

Neste trabalho estudamos a dinamica das equagoes no modelo de Bianchi-I na nova pers-
pectiva da representagao polar do disco de Kasner (Segao , encontrando novas solucoes
exatas para as equagoes de Einstein (segoes , , e e mostrando novos com-
portamento assintoticos e hipdteses suficientes para suas ocorréncias (Segao . A maior
parte do contetido a partir do capitulo [2| ¢ nova na literatura e aparecerd em um artigo

cientifico intitulado “The asymptotic oscillatory behavior in Bianchi type I models” [4].
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Anexo 1: Coédigo em linguagem

Mathematica para os retratos de fase

Para a construgao das imagens e dos retratos de fase no plano de Kasner, em sua versao
polar, utilizamos o software Mathematica. Seguem as linhas de cédigo, na referida lin-
guagem, para a construcao dos retratos de fase utilizados. Neste, as equagoes de estado
fenomenologicas sao expressas por v, 3 (fixas de inicio) e  (implementadas no codigo de

plotagem).

I
—_

.05

I

I
wly

Y
8
(* Campos de vetores, na diregdo x (xp) ey (yp). *)

(J:2+y2—1) <:v <n cos(B)+(v—2)/ a:2+y2) —ny sin(ﬁ)) )

*P= 2n cos(B) (x2+y2)+274/ 22 +y2 ’
vp = — (22 4y2-1) (y (n cos(B8)+(7—2)/ 12+y2)+nm Sin(5)> )

20 cos(8) (22 +y2)+271/22+y?

(* Comando para realizar a plotagem dos campos de vetores. *)
StreamPlot[{xp/.n — 1.3,yp/.n — 1.3},{z, —1,1},{y, —1, 1},
RegionFunction — Function [{z,y}, 2 + y* < 1],
PlotLabel — Style[“y = 1.5, 8 = ¥ e n — 1.3, 18, Black]|

(* Este codigo produz a seguinte imagem. *)
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n=13

=— e

T

y=15, B

1.0
“1:0F

1.0

0.5

0.0
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