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Resumo

O problema do defeito secante consiste em estudar a dimensao da variedade h-secante
de uma variedade algébrica. Dizemos que a variedade é h-defeituosa quando sua h-secante
nao possui a dimensao esperada. Nesse trabalho estudaremos os defeitos secantes das va-
riedades de Segre-Veronese utilizando os espacos osculadores para determinar o defeito
das variedades h-secantes.

Palavras-Chaves: Variedades de Segre-Veronese, Defeitos Secantes, Espacos Osuclado-
res, Geometria Algébrica.



Abstract

The problem of secant defectivity consists in studying the dimension of the h-secant
variety of an algebraic variety. We say that an algebraic variety is h-defective when its
h-secant variety does not have the expected dimension. In this work we will study the
secant defectivity of the Segre-Veronese varieties using the osculating spaces to determine
the defect of the h-secant varieties.

Keywords: Segre-Veronese Varieties, Secant Defectivity, Osculating Spaces, Algebraic
Geometry.
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1 Introducao

Um dos principais objetos de estudo da Geometria Algébrica sao as variedades algébri-
cas projetivas. Essas estruturas consistem no lugar geométrico dos zeros de uma familia
de polinémios em um espaco projetivo PV. Essa caracterizacdo das variedades projetivas
nos permite uma série de estudos sobre estas estruturas.

Um dos focos no estudo de variedades projetivas é a andlise dos defeitos secantes
destas variedades. Dada uma variedade X C PV temos que uma secante h-linear de X
é o espaco linear gerado por h pontos de X, entendemos por variedade h-secante de X o
fecho projetivo da uniao de todas as secantes h-lineares, denotamos a variedade h-secante
de X por Sec, X. Se X tem dimensao n prova-se que a dimensao de Sec, X é no maximo
min{N, (n+ 1)h — 1}, esta ¢ chamada a dimensao esperada de Sec, X. Dizemos que X ¢é
h-defeituosa quando sua variedade h-secante nao possui a dimensao esperada e dizemos
que X é defeituosa quando X é h-defeituosa para algum h. O estudo de defeitos secantes
consiste em determinar se uma variedade é ou nao h-defeituosa.

As classes de variedades para as quais estudaremos os defeitos secantes serao as vari-
edades de Veronese e Segre-Veronese. Uma variedade de Veronese é um mergulho de P”
com um certo grau d. Assim, a variedade de Veronese é dada por dois parametros n e d
onde n é a dimensao do espago projetivo e d é o grau do mergulho. Ja uma variedade de
Segre-Veronese ¢ dada por parametros ni,...,n, e di,...,d, e consiste no mergulho do
produto de r espacos projetivos P cada um deles com grau d;.

O problema do defeito secante para variedades de Veronese foi completamente resolvido
em [5]. Nesse artigo Alexander and Hirshowitz mostraram que exceto para a Veronese
mergulhada com grau 2 a qual é sempre defeituosa, a Veronese de dimensao n e grau d é
nao h-defeituosa exceto para os seguintes casos

(d,n,h) € {(4,2,5),(4,3,9), (3,4,7), (4,4, 14)}.

J& o problema de defeitos secantes para variedades de Segre-Veronse foi resolvido para
alguns casos especiais. Alguns desses casos sao abordados em [1], [2], [4] e [12].

Para o entendimento dos resultados sobre variedades algébricas é necessario primeiro
uma revisao dos principais conceitos e resultados de Geometria Algébrica. Dessa maneira,
o Capitulo 2 deste trabalho é dedicado a introduzir os conceitos basicos da Geometria
Algébrica e Algebra Comutativa que envolvem o espaco afim.

Posteriormente, no Capitulo 3 revisaremos os mesmos conceitos vistos no Capitulo 2
porém agora com foco no espaco projetivo. Adentraremos em uma parte mais especifica
da Geometria Algébrica, a qual nos focaremos no estudo das variedades algébricas com
foco nas variedades de Veronese e Segre-Veronese.

Para a obtencao dos resultados principais envolvendo defeitos secantes seré necessario o
uso de ferramentas auxiliares. Dessa maneira, no Capitulo 4 apresentaremos as definicoes
e principais resultados sobre espacos osculadores e as projecoes com centro nesses espagos,
as quais chamamos de projecoes osculadoras. Essas projecoes nos auxiliarao no estudo de
defeitos secantes das variedades de Veronese e Segre-Veronese.

Por fim, no Capitulo 5 faremos o estudo dos defeitos secantes por meio das projecoes
osculadoras. Apresentaremos um teorema que estabelece uma cota h que garante que
uma variedade de Segre-Veronese é nao k-defeituosa para k < h. Este resultado exige



que a variedade tenha regularidade m-osculadora e 2-osculadora forte e que a projecao
osculadora desse espago é finitamente gerado, entao essa variedade nao é h-defeituosa para
um h especifico.

Os resultados abordados nesse trabalho apesar de serem feitos para as variedades de
Veronese e Segre-Veronese também podem ser feitos de maneira bastante similar para
outras classes de variedades, como por exemplo para as variedades Grassmanianas.



2 Conceitos Preliminares e Exemplos

2.1 Algebra Comutativa

Nessa secao revisaremos e formalizaremos os conceitos de algebra que serao necessarios
ao longo do desenvolvimento do trabalho. Para o embasamento dessa secao utilizaremos
o livro texto [7].

Durante todo o desenvolvimento do estudo vamos considerar A sendo um anel comu-
tativo com unidade e k sendo um corpo de caracteristica 0.

Defini¢ao 1 Um anel A é um conjunto com duas operagoes binarias (adigdo e multipli-
cagao) tais que

1. A é um grupo abeliano com respeito a adicao.
2. A multiplicacao é associativa e distributiva sobre a adi¢ao.
3. xy = yx para todo z,y € A.

4. Existe elemento identidade 1 tal que 1 -2 = x para todo = € A.

Dizemos que A é um corpo se A — 0 é um grupo com relacao a multiplicacao.

Definigcao 2 Um ideal a de um anel A é um subconjunto de A o qual é um subgrupo
aditivo e para todo x € A temos
za C a.

Dizemos que um ideal p de A é primo se para todo a,b € A tal que ab € p temos que
a€poubcep.

Dizemos que um ideal m de A é maximal, quando dado um ideal I C A tal que m C I
temos que, I = Aou I =m.

Dizemos que um anel A é local quando A possui um tnico ideal maximal.

Exemplo 1 Considere A o anel dos niimeros inteiros, entdo o ideal p = (6) ndo é primo
pois 2-3 =6 € p mas 2,3 ¢ p.

Exemplo 2 No anel dos niimeros inteiros A = Z todo ideal primo é um ideal gerado por
um nimero primo, a reciproca também é valida.

Além disso, todo ideal primo de Z é um ideal maximal. De fato seja (p) € Z um ideal
primo, suponha que exista um ideal m C Z tal que (p) C m. Portanto, existe um ¢ € Z
tal que ¢ ¢ (p) e ¢ € um gerador de m. Como p é primo temos que mde(p,q) = 1 isso
implica que existem a,b € Z tais que

1 =ap+bgq.

Como p,q € m segue que 1 € m e portanto m = Z. Isso mostra que (p) é maximal.



Exemplo 3 No anel de polinomios A = k[z] um ideal é primo se e somente se ele é gerado
por um elemento irredutivel.
O ideal gerado por p = (22 — 4) nao é primo pois

2’ —4=(z+2)(x - 2),
assim z + 2,x — 2 ¢ p, mas o produto deles pertence ao ideal.

Proposicao 1 Seja A um anel, entao todo ideal maximal de A é um ideal primo.

Prova: Seja M um ideal maximal de A. Sejam a,b € A tais que ab € M, suponha
sem perda de generalidade que a ¢ M. Portanto (a, M) = A, pois

M C (a, M) C A,

como M & maximal segue que (a, M) = A. Temos entdo que existem z € A e m € M tais
que
1 =ax+m.

Multiplicando ambos os lados da igualdade por b temos
b = abx + bm.

Como ab € M e b € M concluimos que b = abx+bm € M. Portanto M é um ideal primo.
[ |

Proposigao 2 Todo anel A # 0 possui ao menos um ideal maximal.

Prova: [7] Teorema 1.3.

Definicao 3 Um ideal p de A é dito principal se ele é gerado por um tnico elemento
irredutivel, ou seja, existe p € A irredutivel tal que

(p) = p.
Dizemos que A é uma anel principal se todo ideal de A é principal.

Exemplo 4 O anel de de polindmios em uma varidvel A = k[z] é um anel principal.

De fato, como k é algebricamente fechado os tnicos elementos irredutiveis de k[z] sdo os
polinémios de grau 1. Portanto, considere um ideal a € k[z] gerado por dois elementos
irredutiveis f = ag + a1x € g = by + by, entao temos que a soma

blf —a19 = b1a0 + blalx — albo — alblx

= b1a0 — albo.

estd em a, porém b f — a;g ¢ uma constante, como k é um corpo existe ¢ € k tal que
(b1f —aig)e =1 como f,g € a entdo 1 € a. Isso implica que a = (1) logo a é principal.
Portanto k[z] é um anel principal.

Exemplo 5 Considere o anel de polindmios em duas variaveis k[z, y|, entao o ideal (x +
1,y — 1) ndo é principal, pois ndo pode ser gerado por um tnico elemento irredutivel.



Definicao 4 Seja A um anel, dizemos que x € A é um divisor de zero se existe y € A
com y # 0 tal que
x-y=0.

Se A nao possui divisores de zero, dizemos que A é um dominio de integridade.

Exemplo 6 Nem todo anel comutativo ¢ um dominio. Considere o anel Z, = {0,1,2, 3}
entao Z, nao ¢ um dominio pois 2 é divisor de zero pois

2:2=0.

Exemplo 7 Nem todo dominio ¢ um corpo. Por exemplo considere o anel dos inteiros,
entao Z ¢ um dominio pois é um anel comutativo sem divisores de zero, porém Z nao é
um corpo pois nem todo elemento possui inverso multiplicativo, no caso 2 € 7Z mas nao
existe a € Z tal que

2-a=1.

Definicao 5 Seja A um anel comutativo, um elemento x € A é dito nilpotente se existe
n € N tal que
" =0.

Observacao 1 Todo elemento nilpotente é um divisor de zero.

Definicao 6 Em um anel A o conjunto de todos os elementos nilpotentes é chamado de
nilradical de A e denotamos por ‘A.

A intersecao de todos os ideais maximais de A é chamado de radical de Jacobson de
A e denotamos por fR.

Proposigao 3 Seja A um anel, entdo o nilradical de A é a interse¢ao de todos os ideais
primos de A.

Prova:|7| Proposigao 1.8.

Definicao 7 Um homomorfismo de anéis é uma aplicacao f de um anel A para um anel
B tal que

L flz+y) = f(z)+ fy).
2. flzy) = f(@)f(y).
3. f(1)=1.
Proposicao 4 Seja A um anel, entao as seguintes afirmacgoes sao equivalentes:
1. A é um corpo.
2. Os tnicos ideias em A sdo 0 e (1).

3. Todo homomorfismo de A para um anel B é injetivo.



Prova: (1 = 2) Seja a # 0 um ideal de A. Seja a € a entdo como A é um corpo segue
que existe b € A tal que ab = 1. Portanto 1 = ab € a, como 1 € a temos que a = A.

(2 = 3) Seja ¢ : A — B um homomorfismo de anéis, entdo temos que o 1 ¢ Ker (o).
Como Ker(¢) é um ideal segue que Ker(¢) = 0, portanto ¢ ¢ injetivo.

(3 = 1) Suponha z € A ndo sendo uma unidade de A, ou seja, (z) # (1). Tomando
B = A/(x), temos que B nao é o anel zero. Seja um homomorfismo ¢ : A — B, entdo

Ker(¢) = (x) mas por hipotese Ker(¢) =0, logo (x) = (0).
|

Proposigao 5 © € R < 1 — zy é uma unidade em A para todo y € A.
Prova: [7] Proposicao 1.9.

Definicao 8 Seja A um anel, dizemos que A é um anel Noetheriano se satisfaz as seguin-
tes condigoes equivalentes:

1. Todo conjunto nao vazio de ideais tem elemento maximal.
2. Toda cadeia ascendente de ideais em A é estacionéria.

3. Todo ideal em A é finitamente gerado.

Definicao 9 Em um anel comutativo A chamamos de um A-moédulo um grupo abeliano
M o qual é linear em relagdo a A. Ou seja, um A-médulo é um par (M, ¢) em que ¢ é
uma aplicacao de A x M para M dada por

G AxM— M
(a,x) — ax.

Essa aplicacao satisfaz as seguintes propriedades

a(z+vy) =axr + ay
(a+b)x = ax + bx
(ab)x = a(br)

lr =z,
Para todo a,b € Ae x,y € M.

Exemplo 8 1. Todo ideal de A é um A-mo6dulo. Em particular A é um A-moédulo
sobre ele mesmo.

2. Se A é um corpo k, entao todo A-mo6dulo é um k-espaco vetorial.

3. Se A =7 entao um A é um grupo abeliano.

Sejam M e N A-mo6dulos. Uma aplicacao f : M — N é um homomorfismo de A-
modulos se

flx+y) = flz)+ f(y)
flax) = a- f(x),

paratodoa € Ae x,y € M.



Definigao 10 Um anel A é dito anel graduado com uma familia (A,,),>¢ de subgrupos
aditivos de Ase A =@, , e AnA, C Apin para todo m,n > 0.

Definicao 11 Sejam A e B aneis comutativos. Considere f : A — B um homomorfismo
de anéis e defina o produto
ab = f(a)b.

Entao este produto caracteriza B como um A-modulo. Dizemos que B munido com esse
produto é uma A-algebra.

2.2 Variedades Afins

Nesta secao revisaremos os conceitos béasicos da Geometria Algébrica que serdao ne-
cessarios para o desenvolvimento do estudo. Serao revisados os conceitos fundamentais
da geometria afim, bem como os principais resultados. Sera usado como base para este
capitulo os livros texto [15] e [20].

Definicao 12 Considere um corpo k algebricamente fechado, chamamos o espaco afim
plano A? ou A? o espago formado pelas 2-uplas de k.

A? ={(z,y) | =,y € k}.

Definigao 13 Considere agora A = k[z,y] o anel de polinomios de 2 variaveis sobre k.
Dado um polinémio f € A, uma curva algébrica sobre o espaco afim A? induzida por este
polinémio ¢ dada pelo conjunto de pontos em A? que anulam f, ou seja, sdo os pontos no
conjunto

Z(f) ={P e A*| f(P)=0}.

Chamaremos este conjunto de conjunto de zeros de f, esse conjunto define a variedade
algébrica afim induzida pelo polinémio f.

Definigao 14 Em A = k[z,y] seja T C A um ideal de A. Entao definimos como sendo o
conjunto de zeros de T o conjunto dado por

Z(T)={P € A*| f(P) =0 para todo f € T}.

Definicao 15 Um subconjunto Y € A? é chamado de conjunto algébrico se existe um
subconjunto T C k[z,y] tal que Y = Z(T).

Exemplo 9 Seja f € A[x] um polinémio irredutivel e T' = (f) o ideal gerado por f,
entao o conjunto algébrico gerado por 7' é a curva algébrica associada ao polinomio f.
De fato a curva algébrica associada a um polinomio f é o conjunto de pontos onde
f = 0 ou seja Z(f), mas como f € T entdo Z(T) C Z(f) ese g € T entdo g = fh e
portanto g(z) = 0 para todo x € Z(f), portanto Z(f) C Z(T), logo Z(T) = Z(f).

Portanto qualquer funcio polinomial determina um conjunto algébrico em A? e além
disso podemos ver sua representacao grafica.

Exemplo 10 Em C?, o circulo de raio r dado pela equagio f(x,y) = 22+ y*> —r? é um
conjunto algébrico, e sua representacao grafica



Figura 2.1: Exemplo 10

Exemplo 11 [13] Se f(x,y) = y* +x(2® — 1) entdo Z(f) possui a seguinte representacao
grafica:

Figura 2.2: Exemplo 11

~
N

Exemplo 12 [13] Se f(z,y) = y*+2*(z — 1) entdo Z(f) possui a seguinte representa¢ao
gréfica:

Figura 2.3: Exemplo 12

Exemplo 13 O conjunto X = {(z,cos(z)) : € C} ndo ¢ algébrico em C2.

De fato, suponha que X = Z(S) para algum ideal S C Clz,y]. Como X # R?, entdo
S # (), e podemos tomar P € S nao nulo tal que P(x,cos(x)) = 0 para todo = € C.
Perceba que P é periodica na coordenada y, como P é um polindémio temos que P é de
classe C'™, entao podemos escrever P(x,y) = Q(z,y)y+p(z). Considere agora a sequéncia



Or = 5 + 2km para k € N, entao

Portanto, p(x) possui infinitas raizes, mas p(z) é um polinémio pois S C Clz,y], logo
p(z) = 0. Portanto P(z,y) = Q(x,y), ou seja, qualquer ponto da forma (z,0) anula
P(x,y), logo (z,0) € Z(S) = X para todo x € C. Em particular (1,0) € X, absurdo pois
pela definicao de X temos que (1,0) ¢ X. Concluimos que X nao pode ser algébrico.

Exemplo 14 Dois ideais distintos podem ter o mesmo conjunto algébrico, se f € Alz],
entao os ideais I = (f) e J = (f?) sao distintos, mas os conjuntos algébricos Z(I) e Z(J)
sao iguais pois Z(I) = Z(f) = Z(f?*) = Z(J).

Proposicao 6 Sejam f e g polinémios em k[x, y], temos que se f e g ndo possui compo-
nentes em comum entdo Z(f)()Z(g) ¢ um conjunto finito de pontos.

Prova: O resultado segue do Teorema de Bezout [21][Capitulo 5|.
[ |
Podemos generalizar as definicoes anteriores para um espaco afim de dimensao n.
Considere um corpo k algebricamente fechado, chamamos o espaco afim n-linear A} ou
A" o espaco formado pelas n-uplas de k.

A" ={(ay,...,a,) | a1,...,a, € k}.

Defini¢ao 16 Considere agora A = k[xq,...,z,] o anel de polindmios de n varidveis
sobre k, entdao dado um polinémio f € A, uma hipersuperficie sobre o espaco afim A"
induzida por este polinémio ¢ dada pelo conjunto de pontos em A" que zeram f, ou seja,
sao os pontos do conjunto

Z(f) ={P A" [ f(P) = 0}.

Chamaremos este conjunto de conjunto zeros de f, o qual define a variedade algébrica
afim induzida pelo polinémio f.

Defini¢ao 17 Em A = k[zy,...,x,] seja T'C A um subconjunto de A. Entao definimos
como sendo o conjunto de zeros de T' o conjunto dado por

Z(T)={P e A" | f(P) =0 para todo f € T}.

Um subconjunto Y € A" é chamado de conjunto algébrico se existe um conjunto
T CAtalque Y = Z(T).

Observacao 2 Note que Z(T) = Z((T)), dessa maneira podemos considerar o conjunto
algébrico sendo o conjunto de zeros de um ideal de A.

Proposicao 7 A uniao de dois conjuntos algébricos é um conjunto algébrico. A intersecao
de uma familia de conjuntos algébricos ¢ um conjunto algébrico.

Prova: Sejam Y; = Z(T}) e Yo = Z(T3) dois conjuntos algébricos de A", mostraremos
que Y1 UY, = Z(T1T3) onde T1T5 é o conjunto dos produtos entre um elemento de 77 e
um elemento de T5.

10



Se Pe Y UY; entao ou P € Y] ou P € Y,, dado f € T1T, temos que f = gh com
g € Th e h € Ty, suponha sem perda de generalidade que P € Y, portanto g(P) =0 e
portanto temos que

f(P) = g(P)h(P) = 0.

Assim P € Z(T\T5) logo YUY, C Z(ThT5).

Reciprocamente, tome P € Z(TT,). Suponha sem perda de generalidade que P ¢ Y7,
entao existe um f € T} tal que f(P) # 0. Como para qualquer g € Ty, fg(P) = 0 implica
que g(P) =0, e poranto P € Y3, oque implica P € Y7 UY,. Portanto Y; UY; D Z(T1T5)

Seja Y, = Z(T,) é uma familia de conjuntos algébricos, suponha P € NY,, entao
P e Z(T,) para todo «, assim temos que P € Z(UT,). Portanto Y, C Z(UT,).

Agora considere P € Z(UT,), ou seja, para todo f € UT, temos que f(P) = 0,
portanto P € Z(T,), ou seja, P € NY,,. Isto implica que Y, D Z(UT,). Portanto

(Y = Z(UT),

entdo (Y, é um conjunto algébrico.
[

Exemplo 15 Sejam a C S um ideal homogéneo e f € S um polinémio homogéneo de
grau maior que 0, tal que f(P) = 0 para todo P € Z(a) em P, entdo f9 € a para algum
q > 0.

Temos que f € I(Z(a)) e alem disso Z(a) C Z(f).

Definicao 18 Definimos a topologia de Zariski em A™ com os abertos sendo os comple-
mentares de um conjunto algébrico. De fato é uma topologia, pois a Proposicao 7 garante
as propriedades de uniao de dois abertos, intersecao de uma familia de abertos e que os
conjuntos vazios e A" sao abertos.

Exemplo 16 Considere o espaco afim A! com a topologia de Zariski, como todo ideal de
A = k[z] é principal, entdo todo conjunto algébrico é um conjunto de zeros de um tnico
polindémio. Portanto, sendo k algebricamente fechado temos que qualquer f € A pode ser
escrito como f = c¢(x —a1)...(x — a,) com ¢, aq,...,a, € k, logo Z(f) = {a1,...,a,}.
Portanto qualquer conjunto algébrico de A! é um conjunto finito.

Definicao 19 Um conjunto nao vazio Y de um espaco topologico X é dito irredutivel se
nao existem Y; e Y5 subconjuntos proprios tais que Y = Y; UY5 em que cada um é fechado
em Y. O conjunto vazio nao é considerado irredutivel.

Exemplo 17 A! é um espaco topologico irredutivel.

Com a topologia de Zariski temos que todos os subconjuntos fechados proprios sao
finitos, e como A! ¢ infinito segue que nao existem fechados A; e A, tais que Al = A, | A,.

Outra definicao equivalente para caracterizar um conjunto irredutivel X ¢é se dado
quaisquer dois abertos A; e A; em X a intersecao entre eles é nao vazia, de fato caso se
A; (N Az = () teremos que o complementar da intersegio é o X e entdo

X = (A [ A"
= (A)° U<A2)C~
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Note que (A;)¢ e (As)¢ sdo fechados, isso contraria o fato de X ser irredutivel, logo X é
irredutivel se, e s6 se, A; [ Az # () para quaisquer A;, Ay C X abertos.

Analogamente, se X é um conjunto tal que para quaisquer dois abertos A; e A, temos
AN A # 0, entdo X sera irredutivel, de fato se X nao for irredutivel existem fechado
proprios By, By tais que X = By |J By, entao temos que B¢ e By sdo complementares e

também temos
Blc ﬂ BQC == (Bl U Bg)c - @
pois By | Bs = X, ou seja B1°(] Bo° = 0, o que contradiz a hipotese, logo X é irredutivel.

Exemplo 18 Se Y é um subconjunto aberto de um espaco irredutivel X entao, Y é
irredutivel e denso em X.

De fato, pela equivaléncia se X é um conjunto irredutivel e Y é um subconjunto
aberto entao dado qualquer a € X e qualquer vizinhanca U, temos Y (U, # 0, pois X é
irredutivel, logo todo a € X é um ponto limite de Y portanto ¥ = X como queriamos.

Definigdo 20 Uma variedade algébrica afim (ou variedade afim) é um subconjunto irre-
dutivel fechado de A" com a topologia induzida. Um subconjunto aberto de uma variedade
afim é chamado de variedade quase afim.

Teorema 1 (Hilbert’s Nullstellensatz) Seja k um corpo algebricamente fechado, seja a
um ideal em A = k[z1,...,2,] e seja f € A um polindmio qual se anula em todos todos
os pontos de Z(a). Entdo f" € a para algum inteiro r > 0.

Definigao 21 Seja Y C A" subconjunto qualquer, definimos o ideal de Y em A o conjunto
I1(Y') dado por
I(Y)={f€ A| f(P) =0 para todo P € Y}.

Proposicao 8 (a) Se 7T C T; sao subconjuntos de A, entdo Z(11) 2 Z(13).

(b) Se Y1 C Y5 sdo subconjuntos de A™ entao I(Y;) D I(Ys).

(c) Para quaisquer dois subconjuntos Y7, Ys de A™ temos I(Y;) U I(Ys) = I(Yy) N I(Y2).
(d) Para qualquer ideal a C A, I(Z(a)) = v/a o radical de a.

(e)Para qualquer subconjunto Y C A", Z(I(Y)) =Y, o fecho de Y.

Prova: (a), (b), e (c) sao diretos, o item (d) é consequéncia do Hilbert’s Nullstellensatz.
Para a prova do item (e), note que Y C Z(I(Y)) o qual é fechado, portanto Y C
Z(1(Y)). Por outro lado, seja W um fechado qualquer contendo Y, entdo W = Z(a) para
algum ideal a. Entdo Z(a) D Y pelo item (b), [Z(a) C I(Y), mas certamente a C [ Z(a),

entdo pelo item (a) segue que W = Z(a) D ZI(Y). Portanto ZI(Y) =Y.
|

Corolario 1 Existe uma bijecao entre os conjuntos algébricos de A" e os ideais radicais
em A" (isto é, os ideais que sdo iguais aos seu proprio radical) dada por Y — I(Y)
e a — Z(a) que inverte a inclusao de conjuntos. Portanto, um conjunto algébrico é
irredutivel, se e somente se, ele é um ideal primo.

Prova: Pelos itens (d) e (e) da Proposi¢ao 8 temos que essa aplicagao ¢ bijetora e pelos
itens (a) e (b) temos que essa aplicagao inverte a inclusao.

(=) Seja fge I[(Y),entao Y C Z(fg) = Z(f)U Z(g). Portanto
Y= zmUr M%),
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em que ambos sdao conjuntos fechados de Y, como Y ¢é irredutivel, segue que Y =
YNZ(f),ouY =Y (Z(g), ouseja f € I(Y)ouge I(Y) portanto I(Y') é primo.

(<) Seja p um ideal primo, e suponha que Z(p) = Y1 |JYs2. Entao p = I(Y1) N 1 (Y2),
logo ou p = I1(Y7) ou p = I(Y;). Portanto Z(p) = Y7 ou Z(p) = Y, de todo modo Z(p) é
irredutivel.

Exemplo 19 A" é irredutivel pois corresponde ao ideal zero em Alxg,...,x,] o qual é
primo.

Note que o conjunto de zeros do ideal zero p = {0} é Z(p) = A™ como é p é primo segue
pelo Corolario 1 que Z(p) = A™ é irredutivel.

Proposicao 9 Seja X um espaco topologico Noetheriano, entao todo subconjunto fe-
chado nao vazio Y pode ser expresso como uma unido finita Y =Y, |J---J Y, de conjun-
tos fechados irredutiveis Y;. Suponha que Y; D Y; para ¢ # j, entao Y; sao unicamente
determinados. Os Y; sao chamados de componentes irredutiveis de Y.

Prova: (Existéncia). Seja G o conjunto de subconjuntos fechados nao vazios de X
que nao podem ser escritos como uma uniao finita de subconjuntos fechados irredutiveis.
Se G é nao vazio, entao como X é Noetheriano segue que G possui um elemento minimal
Y. Entao Y nao é irredutivel por construcao. Portanto existem subconjuntos fechados
proprios Y e Y tais que Y = Y’ JY”. Pela minimalidade de Y cada Y’ e Y” nao pode
ser escrito como uniao de subconjuntos fechados irredutiveis, portanto Y também nao
pode, absurdo. Concluimos assim que todo conjunto fechado Y pode ser escrito como a
unido de Y =Y, (J---JY, de conjuntos irredutiveis.

(Unicidade) Suponha que Y = Y/ J---JY! seja uma outra representacio para Y.
Entao Y/ C Y = YU ---UY; entao Y] = JIF{NY:). Mas Y] é irredutivel, entao
Y] C Y, para algum i, a menos de ordem dizemos que ¢ = 1, Analogamente concluimos
que Y; C Yj’ para algum j, e portanto Y; = Y/, repetindo o processo sucessivamente
chegamos que Y; = Y/ para todoi = 1,...,r, portanto as escritas sdo iguais e isso garante
a unicidade.

[ |

Corolario 2 Todo conjunto algébrico em A" pode ser expresso unicamente como uma
uniao de variedades, onde nenhuma esta contido em outra.

Definigao 22 Se X é um espago topologico, definimos como dimensao de X (denotado
por dimX ) o supremo de todos os inteiros n tais que existe um cadeia Zy C Z; C -+ C Z,
de subconjuntos fechados irredutiveis de X. Definimos a dimensao de um afim ou quase
afim variedade sendo dimensao dele como um espagco topologico.

Exemplo 20 A dimensdo de A! ¢ 1, pois os tnicos subconjuntos fechados e irredutiveis
de A! sdo o vazio e o proprio Al.

Defini¢ao 23 Seja F' = {f1,..., fx} C Alzy,...,z,] uma familia de polinomios de grau
1, entao dizemos o conjunto dado por Z(F') é uma variedade linear afim em A”".

A forma geométrica que essa variedade linear assume varia de acordo com o espaco
afim onde ela se encontra, por exemplo, considere em R? o polinomio f € R[z,y] de grau
um, entdo Z(f) serd uma reta em R em R? se f € R[z,y,2] é um polinomio de grau
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1, entdao Z(f) define um plano em R3. Em geral uma variedade linear definido por um
polindmio de grau 1 em A" tera dimensao n — 1.

2.3 Exemplos Complementares

Nessa se¢ao descrevemos alguns exemplos e resultados relacionados & Geometria Algé-
brica e a Algebra Comutativa que nao sao essenciais para o estudo de defeito de secante,
mas que sao interessantes para o leitor se familiarizar com o assunto.

Exemplo 21 Todo conjunto finito de A™ é algébrico.
Provemos primeiro que vale para o conjunto unitario {a} C A" com a = (ay,...,ay,).
Considere os polinémios vy = x1 —ay,v2 = Ty — ag, ...,V = T, —a, € klxy,..., z,] entao

vi(a) =a;—a; =0

para todo ¢ = 1,...,n, portanto {a} C Z(vy,...,v,). Perceba que Z(vy,...,v,) = {a}
pois se b = (by,...,b,) € Z(vy,...,v,) entdo

bz-—ai:()ﬁbi:ai

para todo = 1,...,n, ou seja, a = b. Portanto Z(vy,...,v,) = {a}. Isso mostra que {a}
¢ um conjunto algébrico.

Se B ={by,...,b;} é um conjunto finito de k elementos entdo B = {by} U--- U {bs}.
Como provamos acima cada {b;} é um conjunto algébrico, como B é a unido finita de
conjuntos algébricos segue que B ¢é algébrico, portanto qualquer conjunto finito ¢ algébrico.

Exemplo 22 Todo subconjunto algébrico de A! nao trivial é finito.

De fato em A! considere X = Z(I) um conjunto algébrico onde I C k[z]. Para qualquer
polinémio nao nulo f € k[z]| temos que Z(f) é finito e como Z(I) C Z(f) para todo f € I
temos que Z(I) ¢é finito.

Exemplo 23 O espaco A? munido com a topologia de Zariski ndo é equivalente ao pro-
duto de espacos A! x A! com a topologia do produto.

De fato, tome o conjunto algébrico X = Z(z?+y*—1) C A?. Note que X é um conjunto
algébrico de A? e & composto pelos elementos do circulo unitario, que por sua vez possui
infinitos elementos. Mostraremos que X nao é um conjunto algébrico de Al x Al De
fato, suponha que

X =A; x Ay,

com A;, Ay conjuntos algébricos de Al. Pelo Exemplo 22 temos que ou A;, A, sdo finitos
ou A;, Ay = A', vamos separar por casos.

Caso A; e As sejam finitos entao A; X Ay é um conjunto finito o que seria um absurdo
pois X possui infinitos elementos.

Caso A; = Ay = Al entdo A; x Ay = A! x A!, 0 que também é um absurdo pois
X # A' x A basta ver que (0,0) ¢ X mas (0,0) € A' x Al

Caso A; = Al e A, seja finito, entao A; X Ay € 0 conjunto de retas paralelas | J Z(z—a)
com a € A,. Portanto existe um numero finito de valores de y tais que (z,y) € A; X As,
porém existe infinitos y tais que (z,y) € X para algum z € A!. Tsso implica que X é
diferente de A; x A,.
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Portanto em todos os casos X nao pode ser escrito como o produto cartesiano de
conjuntos algébricos em A' x Al. Isso implica que X ndo ¢ um conjunto algébrico de
A! x Al mas ¢ algébrico em A2, logo A x A! ndo é equivalente a A2

Exemplo 24 Em A? uma variedade linear é sempre uma reta pois dado um polinémio
f(z,y) = ax + by + ¢ o conjunto dos zeros de f definem uma reta.

Exemplo 25 Em C3 tome f € C[z,y, 2] com f(x,y,2) = 4x—5y+ 10z entdo Z(f) define
um plano

Figura 2.4: Exemplo 25

Definicao 24 Um espaco topologico X ¢ chamado Noetheriano se satisfaz a seguinte
propriedade: para qualquer sequéncia Y; O Y5 O ... de conjuntos fechados existe um
inteiror tal que Y, =Y, .1 =Y, .0 = ....

Proposicao 10 A™ é um espaco Noetheriano.

Prova: De fato, seja Y7 D Y5 D ... uma sequéncia de conjunto fechados, entao I(Y;) C
I(Ys) C ... é uma cadeia crescente de ideais em A = k[zy,...,z,]. Como A é um
anel Noetheriano, entao existe r inteiro tal que, I(Y;) = I(Y,) para todo i > r, logo
Y, =Z(I;) = Z(1,) = Y,, portanto A" é Noetheriano.

[ |

Definicao 25 Se Y C A" é um conjunto algébrico afim, definimos o anel coordenado
afim A(Y) de Y por A/I(Y).

Definicao 26 Em um espaco topolégico X, definimos a dimensao de X denotada por
dimX como sendo o supremo de todos os inteiros n tais que existe uma cadeia Z; C
Zy C -+ C Z, de subconjuntos fechados irredutiveis de X. Definimos a dimensao de uma
variedade afim ou quase-afim como sendo a sua dimensao como espaco topologico.

Definicao 27 Em um espaco topologico A, a altura de um ideal primo p é o supremo
de todos os inteiros n tais que existe uma cadeia py C p; C --- C p, de ideais primos
distintos. Definimos a dimensao de A como sendo o supremo das alturas de todos os
ideais primos.

Proposicao 11 Se Y é um conjunto algébrico afim, entao a dimensao de Y é igual a
dimensao do seu anel de coordenadas afim A(Y).
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Prova: Se Y ¢ um conjunto algébrico afim de A™ entao os subconjuntos fechados

irredutiveis de Y correspondem aos ideais primos de A = k[zy,...,x,] que contém I(Y).
Estes estao em correspondéncia com os ideais primos de A(Y). Como dimY é o tamanho
da maior cadeia de ideais primos em A(Y') logo eles possuem a mesma dimensao. |

Teorema 2 Seja k um corpo e B um dominio de integridade o qual é uma k-algebra
finitamente gerada. Entao

(a) A dimensao de B é igual ao grau de transcendéncia do corpo quociente k(B) de B
sobre k.

(b) Para ideal primo p de B, temos que
altura(p) + dim(Bp) = dimB.

Prova: [15] Teorema 1.8A.

Proposicao 12 A dimensao de A" é n.

Prova: De acordo com a Proposigao 11 temos que dim(k[xy,...,2,]) = n e portanto
segue do item (a) do Teorema 2 que dim(A"™) = dim(k[zy, ..., x,]) = n. [

Proposigao 13 Seja A um dominio de integridade Notheriano, A ¢ um dominio de fato-
racao tnica, se e somente se, todo ideal primo de tamanho 1 é principal.

Prova: [15] Teorema 1.12A.

Proposicao 14 Uma variedade Y em A" tem dimensao n — 1 se e somente se Y é o
conjunto de zeros Z(f) de um polinémio nao constante irredutivel em A = k[z1,...,z,].

Prova: Primeiro mostraremos que se f é um polinémio irredutivel entdao Z(f) é uma
variedade. De fato, como f é irredutivel o ideal p = (f) é primo, portanto p tem altura 1
e a variedade Z(f) possui dimensao n — 1.

Suponhamos que dim(Y) = n — 1, entdao pela Proposicao 13 temos que Y é um ideal
primo, e como o anel de polinémios A é um dominio de fatoragao tnica, segue que todo
ideal é principal, portanto Y = Z(f) com f irredutivel pois Y & primo. [ |

Exemplo 26 A curva cibica torcida Y = {(¢,t%,¢%) | t € k} é uma variedade afim de A®
de dimensao 1.

Provaremos que o ideal de Y dado por I(Y) = (y—2?, 2 —2®) é um conjunto algébrico

irredutivel. Para isso mostraremos que /(Y') é primo e aplicaremos o Corolario 1.

Sejam f, g tais que fg € I(Y). Vamos utilizar os seguintes isomorfismos k[z,y, z] =
(k[z,y))[z], k[z,y] = (k[z])[y] e pelo algoritmo da divisdo para polindmios em uma variavel
temos

fla,y,z) = (@° = 2) fule,y,2) + (2° = y) ol y) + f3(2),
g9(z.y,2) = (2° = 2)gu(z,y, 2) + (&% = y)ga(@,y) + g5(2).
Como fg € I(Y) entao f3(x) - g3(z) € I(Y') portanto

fs(@) - gs(@) = (2" = 2)ha (2,9, 2) + (2% — y)ha(z,y).

Considerando (x,y,z) = (¢, t,t%) temos f3(t) - g3(t) = 0 para todo t € k, como k é
algebricamente fechado temos que f3 - g3 = 0, entdao ou f3 = 0 ou g3 = 0, logo temos
que f € I(Y) ou g € I(Y). Portanto I(Y') é primo, pelo Corolario 1 concluimos que Y é
irredutivel.
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Definicao 28 Uma variedade algébrica X de dimensao d em A" é dita nao degenerada
se nio existe n’ < n tal que X C A",

Exemplo 27 Em C? a esfera é um variedade nao degenerada, pois a esfera é dada por
S = Z(x? +y?>+ 2% — 1) o que define uma quadrica em C3, portanto S ¢ nao degenerada.

Exemplo 28 Todo hiperplano é degenerado, pois ele estd em um espaco isomorfo a A2
Considere C? entao o hiperplano dado por

m=8x+ 5y — 10z + 10

Possui representacao grafica:

Figura 2.5: Exemplo 28

re
Exemplo 29 Em R3 considere f = 22+ 22 — 1. Portanto a variedade algébrica dada por

V = Z(f) é um cilindro representado geometricamente por pela Figura 2.6

Figura 2.6: Exemplo 29

Exemplo 30 Em R3 considere os polinémios f = (z—2)2—22—y? e g = (22 +y>+22—4),
entdao temos as variedade algébricas C' = Z((z —2)* —2? —y?) e E = Z(2* +y* + 2° — 4),
onde C' é um cone e E é uma esfera de raio 2.
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Figura 2.7: Representacao grafica do cone C' e a esfera

e t

Pela Proposicao 7 temos que a uniao de duas variedade algébricas é uma variedade
algébrica, logo Z(f)|J Z(g) é uma variedade algébrica dada por

Figura 2.8: Representacao grafica da uniao do cone C' e a esfera

- |

Além disso o conjunto dado por X = Z(f,g) é uma variedade algébrica também e ela
é dada pela intersecao do cone C' com a esfera FE.

Figura 2.9: Representacao grafica da intersecao entre o cone C' e a esfera F

®0,0,2)

e,

P +yt =4

O exemplo acima nos induz a pensar a seguinte propriedade: seja a familia de polino-
mios F' = {f1,..., fx} CAlxy,...,z,], entdo a variedade algébrica dada por V = Z(F) é
igual a a intersecdo de cada Z(f;) com i =1,... k, ou seja,

V=Z(F)=Z(fi)n---NZ(fx).

Definicao 29 Chamamos de espectro de A o conjunto de todos os ideais primos de A, e
denotamos por spec(A).

Exemplo 31 O espectro spec(A) de um anel comutativo A com a topologia de Zariski é
um conjunto irredutivel, se, e somente se, o nilradical de A é um ideal primo.

Considere f € A e denotemos por Xy o complemento de V(f). Pelo Corolario 1 V (f)
é o conjunto de todos os ideais primos de A que contém f, portanto a familia { X} ca
define um base na topologia de Zariski para spec(A). Se spec(A) é irredutivel entdo a
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intersecao entre quaisquer dois ideais primos de A é nao vazia, pois eles sao fechados na
topologia de Zariski.

(=) Sejam z,y € A com zy € N(A). Entdo zy € p para todo p C A primo. Temos
trés casos

1. x € p para todo p € spec(A) = z € N(A).
2. y € p para todo p € spec(A) = y € N(A).

3. spec(A) =V ({z})UV({y}), como spec(A) é irredutivel isso implica que spec(A) =
V({z}) ou spec(A) = V({y}).

Em todos os 3 casos temos que spec(A) é um ideal primo.
(<) Suponha que spec(A) nao é irredutivel. Portanto, existem fechados proprios V (E)
e V(F), com E,F C A, tais que

spec(A) =V (E)UV(F).

Portanto existem p € V(E)\V(F)eqe V(F)\ V(E).

Tome z € F\pey € E\ q. Mostremos que zy € M(A) mas z,y ¢ MN(A). De fato,
z,y ¢ N(A) pois z ¢ p ey ¢ q. Porém, xy € M(A), pois dado um ideal primo v de A
temos

v € spec(A) =V (E)UV(F)
= LECtrouF Cr

= yETOUT ETL=TY ET.

Exemplo 32 Considere os anéis A; = Clx,y]/(xy) e Ay = Clz, y]/(z?).
Note que A; e Ay nao sao dominios. Podemos escrever

Ay ={f(@)+9(y): f.g€C[t]} =Clz]®Cly], onde Ty =0

Az = {f(y) +Tg(y) : f.g € C[t]} = Cly] @ 2Cly], onde 7° =0
Note que T ¢ nilpotente em A, pois (T)? = 22 = 0. Além disso, A; ndo possui nilpotentes
pois: o
fE(C[ZL‘,y], nZOEAl
= " =ayg,9 € Clz,y]
= z|f" = z|f

= ylf" = ylf

Com um argumento similar mostra-se que o 9(Az) = (). Note que DN(A;) = 0, mas ele
nao é primo pois A; nao é dominio. Note que 91(Ay) = (T) é primo, pois Ay/(T) = Cly] &
dominio. Portanto, pelo exemplo anterior concluimos que spec(As) é irredutivel, enquanto
que spec(A;) nao é irredutivel.
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3 Variedades Projetivas

Nesse capitulo estudaremos os conceitos fundamentais sobre variedades algébricas so-
bre o espaco projetivo. Usaremos como texto base o livro |15], portanto para um estudo
mais aprofundado é recomendado a leitura do mesmo.

3.1 Espaco Projetivo

Seja k um corpo algebricamente fechado. Definimos o n-espago projetivo sobre k,
denotado por P? (ou apenas P"), como o conjunto de todas as retas de A™™! passando
pela origem, esse conjunto define uma classe de equivaléncia dos elementos nao nulos de
A" onde se P,Q € A" entdao P = () se e somente se P,(Q e 0 sao colineares. De fato
isso é uma classe de equivaléncia, pois sendo P, () e R € P" temos que:

1. obviamente P = P pois sempre existe uma reta passando por dois pontos P e 0.

2. se P = (@ entao eles sao colineares com o 0 e portanto @), P e 0 sao colineares e

Q=P.

3.s¢e P = (Q e Q = R entao existem retas f e g passando por P,Q,0 e Q, R,0
respectivamente, como existe uma tnica reta passando por () e 0 entao as retas f e
g sao iguais e portanto P, R e 0 sao colineares assim P = R.

Exemplo 33 Considere o espaco projetivo P2. Podemos construir o espaco P? da seguinte
forma: considere o plano z = 1 e tome todas as retas em k® que passam pela origem e
interceptam o plano z = 1, entdo essas retas definem uma relacao de equivaléncia em P?
onde dois pontos estao na mesma classe de equivaléncia se, e somente se, eles estao na
mesma reta passando pela origem.

Figura 3.1: Representa¢ao grafica de P?

Definicao 30 Em P" um ponto P é representado por uma n+ l-upla P = (ag : -+ - : ay),
os valores ay, . .., a, sao chamados coordenadas homogéneas de P.
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Considere S = k[zy, ..., x,] um anel de polindémios, entdo podemos separar os elemen-
tos de S por graus, mais precisamente qualquer polinomio de S pode ser escrito como soma
de polinbmios homogéneos. Considere Sy o conjunto de todos os polindmios homogéneos
de S com grau d entao temos S = BgenSy.

Defini¢ao 31 Definimos por S" o subconjunto de todos os polindmios homogéneos de S.

Definicao 32 Um ideal P C S é dito homogéneo se e somente se ele pode ser gerado por
elementos homogéneos. A soma, o produto, a intersecao e o radical de ideais homogéneos
¢ também um ideal homogéneo.

Em P™ nao podemos definir uma funcao a partir de um f € S qualquer, pois um
ponto de P" tera varias representagoes em coordenadas homogéneas. Se f é um polinémio
homogeéneo de grau d entdao f(Zay,...,Za,) = Z%f(ag,...,a,), ou seja, para qualquer
escolha de coordenadas homogéneas de um ponto P temos que a condigao de f(P) =
0 estd bem definida. Portanto, para estudar zeros de polinomios P" é preciso fazer a
homogenizagao dos polindmios.

De maneira analoga ao que fizemos para o espago afim, chamamos de zeros de um
polinéomio homogéneo o conjunto dado por Z(f) = {p € P"|f(P) = 0}. Se T é um
conjunto qualquer de polinémios homogéneos de S definimos os zeros de T' por

Z(T)={P € P"|f(P) =0 para todo f € T}.

Definicao 33 Um subconjunto Y de P™ ¢ dito um conjunto algébrico se existe um con-
junto 7' de polinémios homogéneos de S tal que Y = Z(T)).

Proposicao 15 A uniao de dois conjuntos algébricos é um conjunto algébrico. A inter-
secao de uma familia de conjuntos algébricos é um conjunto algébrico. O conjunto vazio
e P" sao conjuntos algébricos.

Prova: Sejam Y, = Z(T}) e Yo = Z(T3) dois conjuntos algébricos de P", mostraremos
que Y1 UY, = Z(T1T3) onde T1T5 é o conjunto dos produtos entre um elemento de 77 e
um elemento de 75.
Se Pe Y UY; entao ou P € Y, ou P € Y, dado f € T1T, temos que f = gh com
g € Ty e h € Ty. Suponha sem perda de generalidade que P € Y}, portanto g(P) =0 e
portanto temos que
F(P) = g(P)h(P) = 0.

Assim, P € Z(T1T3) logo Y, U Y, C Z(ThTs).

Reciprocamente, tome P € Z(11T,). Suponha que P ¢ Y, entdo existe um f € T}
tal que f(P) # 0. Como para qualquer g € Ty, fg(P) = 0 implica que g(P) = 0. Assim
P €Y5, 0 que implica P € Y; UY;. Portanto Y UY, D Z(Th15).

Seja Y, = Z(T,) ¢ uma familia de conjuntos algébricos, mostraremos que NY, =
Z(UT,).

Suponha P € NY,, entdo P € Z(NT,) para todo «, assim temos que P € Z(UTy).
Portanto NY, C Z(UT,).

Agora considere P € Z(UT,), ou seja, para todo f € UT, temos que f(P) = 0.
Portanto P € Z(T,), ou seja, P € NY,. Isto implica que NY, D Z(UT,). Portanto

(Yo = Z(UT),

e entao ()Y, é um conjunto algébrico.
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Perceba que Z(1) = () onde 1 é o polinémio constante igual a 1, portanto () é um
conjunto algébrico. Por outro lado, Z(0) = P, pois qualquer ponto aplicado no polinémio
nulo resulta na origem, portanto P" ¢ um conjunto algébrico.

|

Definicao 34 Definimos a topologia de Zariski em P"” tomando os conjuntos abertos
sendo o complemento de um conjunto algébrico.

Definicao 35 Uma variedade algébrica projetiva é um conjunto algébrico irredutivel em
P", com a topologia induzida. Um conjunto aberto de uma variedade projetiva é uma
variedade quase projetiva. A dimensao de uma variedade projetiva é a sua dimensao como
espaco topologico.

Exemplo 34 A curva racional normal dada por Y = {(s® : s : st?> : #3) : (s:t) €

P} C Pl € um variedade projetiva.
Mostraremos que a curva racional Y é dada pelo conjunto dos zeros do ideal I =
(wy — 2%, 2%w — y?, 7w — yz). De fato, seja P = (z :y:z:w) € Y entao P é da forma

P = (s3: 5% : st? : t*) portanto temos

wy — 2° = §7tt? — (st?)* =0
22w —yd = -5 =0

Tw —yz = s5t3 — s*tst? = 0.

Portanto temos que P € Z(I) e isso implica que Y C Z(I).
Agora seja P = (z 1y : z : w) € Z(I) um ponto. Se w # 0 entdo podemos assumir
w = 1 e dai pelos geradores de [ temos

portanto p= (22 :2%:2:1) €Y.

Se w = 0 entao temos 2z =0 e y =0 e x é livre, entao tomando x = 1,s =1et =0
o ponto P é daforma P = (1:0:0:0) = (s®:s*:st?:t% €V, isso implica que
I(Z) C Y. Portanto Z(I) =Y, logo Y ¢é algébrico.

Defini¢ao 36 Seja S = k[xg,...,z,] e Y um subconjunto qualquer de P". Definimos o
ideal homogéneo de Y o conjunto

I(Y)={f € S|f é homogéneo e f(P) =0 para todo P € Y}.

Se Y é um conjunto algébrico, definimos o anel de coordenadas homogéneas de Y como
sendo S(Y) = S/I(Y).

Se f € S é¢ um polindmio linear homogéneo, entao o conjunto dos zeros de f é chamado
de hiperplano. Em particular denotamos o conjunto de zeros de x; por H;, para i =
0,1,...,n. Considere U; o conjunto aberto P* — H,. Entao P" é coberto pela unidao dos
Ui, pois se P = (ag : -+ : a,) € P", entao ao menos uma coordenada de P é diferente de
zero, ou seja, a; # 0 e portanto P € Uj.

Considere um morfismo ¢; : U; — A™ da seguinte maneira: Se P = (ag : -+ : a,) € Uj,
entao ¢;(P) = @, onde @ é o ponto de coordenadas afins dado por

Y ;-1 Giq1 Qp
Q=(-=2,..., == = ).

a; ’ Q; a; a;
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Note que ¢; esta bem definida desde que os indices Z—i independem da escolha de coorde-
nadas homogéneas.

Proposicao 16 [ [15], Proposi¢ao 2.2/ O morfismo ¢; é um homomorfismo de U; com a
topologia de Zariski induzida sobre P".

Proposicao 17 P" é um espaco topolégico Noetheriano.

Prova: De fato, temos pela Proposicao 10 que o espaco afim A” é Noetheriano. Considere
uma cadeia de conjuntos Y7 D Y5 D ... no espaco P"”. Para cada Y; existe um conjunto
V; em A" onde para cada y € Y; temos que a classe de equivaléncia de y; é igual a classe
de algum x; € V;, assim temos a cadeia de conjuntos V; D Vo D ... em A", como A" é
Noetheriano temos que existe um inteiro r tal que para todo s < r temos

‘/s:‘/erl

Portanto, como os U; representam as classes de equivaléncia dos Y; temos que para todo
s <r que Y, =Y. Concluimos assim que P" é Noetheriano.
[ |

Proposigao 18 Seja S = k[zo,...,z,] e S* 0 subconjunto de todos os polinomios homo-
géneos de S. Entao sao validas as seguintes propriedades:

1. Se Ty C Ty sao subconjuntos de S" entao Z(T1) 2 Z(T5).

2. Se Y7 C Y5 sdo subconjuntos de P, entao I(Y;) 2 1(Y3).

3. Para quaisquer dois subconjuntos Y3, Y5 de P™ temos que I(Y;UY3) = I(Y1)NI(Ys).
4. Se a C S ¢ um ideal homogéneo com Z(a) # () entdo I(Z(a)) = /a.

5. Para qualquer subconjunto Y C P*, Z(I(Y)) =Y.

Prova:

1. Seja p € Z(T3) ou seja para todo f € Ty temos f(P) = 0, tome um g € 7T entdo
como T} C T, temos que g € Ty e logo g(P) = 0 para qualquer g € T}, portanto
p € Z(T1) o que implica que Z(Ty) C Z(Ty).

2. Seja f € I1(Y3) entdo f(P) = 0 para todo P € Y,, como Y] C Y, entdo para todo
Py € Y] temos f(Py) =0, isso implica que f € I(Y]) e portanto [(Y3) C 1(Y7).

3. Primeiro mostraremos que I(Y; UYs) C I(Y;) N I(Ys). Considere f € I(Y; UY3),
entdao para todo P € Y] UY, temos f(P) = 0. Portanto, para todo x € Y; temos
x € Y1 UY5, isso implica que f(x) = 0, logo f € I(Y1). Analogamente mostra-se que
f € 1(Ys), com isso temos que f € I(Yy) N1(Y3), ou seja

(Y1 UYs) € I(V1) N I(Ya).

Agora mostraremos que 1(Y;) N I(Ys) C I(Y; UY3). Considere g € I(Y1) N I(Y2),
entdo g € I(Y1) e g € I1(Y3), isso nos da que para todo ponto p; € Y; temos

g(p1) =0,
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e para todo ps € Y, temos
9(p2) = 0.

Portanto para todo ponto p € YUY, temos g(p) = 0, isso implica que g € 1(YUY3),
ou seia, (Vi UY3) 2 1(¥y) N 1(Ya).

4. Pelo Hilbert’s Nullstellensatz 1 temos que se f € I(Z(a)) entdo existe algum r > 0
tal que f" € a, o que implica em [(Z(a)) C /a.

Agora tomando f € y/a temos que existe r > 0 tal que f” € a, entdo f"(P) = 0 para
todo P € Z(a), portanto temos que f(P) =0, e assim f € I(Z(a)), isto implica que

Va c 1(z(a).

5. Note que Y C I(Z(Y)) e como I(Z(Y)) é fechado, segue que o Y C I(Z(Y)).
Suponha que exista um outro conjunto fechado W tal que Y C W. Portanto temos
que existe um ideal a tal que W = Z(a) e como Y C W = Z(a) pelo item (2) temos
I(Z(a)) C I(Y) e pelo item (1) concluimos que

Z(I(Y)) € Z(I(Z(a)) = Z(a) = W.

Assim, se um conjunto fechado W contém Y entdo Z(I(Y)) C W e portanto
Z(I(Y)) =Y.

Proposicao 19 Um conjunto algébrico Y C P™ ¢é irredutivel se e somente se [(Y) é um
ideal primo.

Prova: (=) Suponha Y algébrico. Seja fg € I(Y), entdo Y C Z(fg) = Z(f) U Z(g),
pois dado P € Y temos que fg(P) =0 logo P € Z(fg), entdo temos

Y=nz(f)ulynzy)).

Considere os conjuntos fechados Y7 = (Y N Z(f)) e Yo = (Y N Z(g)), entdo Y =Y, N Y5,
como Y é algébrico segue que Y; C Y5 ou Yy C Y, isso implica que Y =Y, ou Y = Ys.
Suponha sem perda de generalidade que Y = Y] entdo Y C (Y N Z(f)) e portanto
Y C Z(f), com isso concluimos que f € I(Y') isso mostra que I(Y') é primo.

(<) Seja I(Y') primo. Suponha que existam fechados Y e Y; tais que Y = Y; U Y5,
portanto pela Proposigao 18 item (3) temos que I(Y) = I(Yy) N I(Y3).

Suponha I(Y') # I(Y1), caso contrario teriamos I(Y;) C I(Y2) e isso implicaria em
Yo C Yy, Considere f € I(Y;) tal que f ¢ I(Y), para todo g € I(Y3) temos fg €
I(Y1) N 1(Yz) = I(Y), mas como [(Y) é primo por hipotese temos que f € I(Y) ou
g € I(Y), como f ¢ I(Y) entao g € I(Y). Isto implica que I(Y) = I(Y3) e portanto
I(Y3) C I(Y1), pela Proposicao 18 item (2) temos que Y; C Y3, isso mostra que Y é
irredutivel.

|
Proposicao 20 P" é irredutivel nele mesmo.
Prova: Note que I(P") = {0} e como S = k[z1,...,z,] é dominio de integridade segue
que {0} & um ideal primo e portanto I(P") = {0} ¢é irredutivel.

|
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3.2 Morfismos

Primeiramente trabalharemos o conceito de fungao regular em uma variedade quase
afim X em A", posteriormente introduziremos esse conceito para variedades projetivas,
para isso iremos considerar funcoes de uma variedade ¥ em um corpo k.

Definicao 37 Seja X uma variedade algébrica quase afim. Uma funcao f : X — k
é regular em um ponto z € X se existe uma vizinhanca aberta U, de x e polindmios
g,h € A = k[xy,...,x,], tais que h ndo assume valor nulo em U, e f = g/h em U,.
Dizemos que f é regular em X se é regular em todo ponto de X.

Lema 1 Uma funcao regular f é continua quando k esté identificado com A! na topologia
de Zariski.

Prova: Mostraremos que f~! leva um conjunto fechado em conjunto fechado. Para tal
¢ suficiente mostrar que f~'(a) = {P € Y|f(P) = a} ¢ fechado para qualquer a € k,
provaremos que vale localmente para um subconjunto de Y. Um subconjunto Z de um
espaco topologico Y é fechado se e somente se Y pode ser coberto por conjuntos abertos
U tais que Z NU ¢ fechado em U para cada U. Entao seja U um aberto o qual f pode
ser representado como g/h com g,h € A, e h ndo nulo em U. Entao temos que

fTHa)nU ={P € Ulg(P)/h(P) = a}.

Mas g(P)/h(P) = a se e somente se (g — ah)(P) = 0. Portanto f~'(a) NU =
Z(g — ah) N U que ¢é fechado, isso implica que f~'(a) é fechado em Y, portanto f é
continua.

[ |

Podemos enunciar a Definicao 37 e o Lema 1 para um espaco projetivo. A partir daqui
vamos considerar Y uma variedade quase projetiva de P".

Definicao 38 Seja Y uma variedade algébrica quase projetiva. Uma funcao f:Y — k
é regular em um ponto P € Y se existir uma vizinhanc¢a aberta U com p € U C Y, e
polindémios homogéneos g, h € S = k|xy, ..., z,], de mesmos graus, tal que h ndo se anula
em U e f=g/hem U. Dizemos que f é regular em Y se é regular em todo ponto de Y.

Definicao 39 Seja k um corpo algebricamente fechado. Chamaremos de variedade sobre
k uma variedade que seja afim, quase afim, projetiva ou quase projetiva definida sobre
k. Se X,Y sao duas variedades, um morfismo ¢ : X — Y é uma aplicacao continua
tal que para todo conjunto aberto V C Y e todo funcao regular f : V — k, a funcgao
f(o):07YV) — k & regular.

Exemplo 35 (Mergulho de Segre ) Seja ¢ : P" x P* — PY um morfismo dado por
(ag:---:ay) x (bo:---:bs) = (aibj)izo,...rij=0.....s

onde N =rs+r+s— 1. Note que ¢ estd bem definida e é injetiva. A imagem de ¢ é
uma subvariedade de PV e é chamada Mergulho de Segre.

Proposicao 21 Seja X uma variedade quase afim, e sejam f e g duas fungoes regulares
tais que f = g para algum aberto U C X, entao f = g em todo X.
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Prova: De fato, desde que X é uma variedade quase afim ele é irredutivel, e portanto
todo aberto de X é denso. Como U é denso em X e f e g sdo continuas segue que f =g
em todo X. [

Definicao 40 Seja k um corpo algebricamente fechado. Se X,Y sao duas variedades
sobre k, um morfismo ¢ : X — Y é uma aplicagao continua de modo que para todo
conjunto aberto V' C Y e para toda func¢ao regular f : V — k, a funcao fo¢: ¢~ (V) = k
é regular.

Proposicao 22 A composicao de dois morfismos é um morfismo.

Podemos classificar um morfismo baseado em propriedades. Dizemos que um morfismo
¢ um isomorfismo quando ele admite inversa e sua inversa é também um morfismo. Ou
seja um isomorfismo é um morfismo bijetor.

Observacao 3 Todo isomorfismo é bijetivo e bicontinuo, mas um morfismo bijetivo e
bicontinuo nao necessariamente é um isomorfismo, pois para isso sua inversa deve ser um
isomorfismo.

Definigao 41 Seja Y uma variedade. Denotamos por O(Y') o anel de todas as fungoes
regulares de Y. Se P ¢ um ponto de Y, definimos o anel local de P em Y por Opy (ou
apenas Op) o anel das func¢oes que sao regulares em um aberto U C Y que contém P.
Ou seja, um elemento de Op é um par (U, f) onde U é uma vizinhanca aberta de P em
Y e f é uma funcao regular em U.

Observacao 4 Note que Op é um anel local. De fato o seu ideal maximal é o conjunto
das fungoes regulares que se anulam em P. Se f(P) # 0, entdo 1/f é regular em alguma,
vizinhanga de P. Portanto o corpo residual Op/m é isomorfo a k.

Definicao 42 Seja Y uma variedade projetiva, definimos o corpo de funcoes de Y de-
notado por K(Y) onde um elemento de K(Y) é uma classe de equivaléncia dos pares
< U, f >, em que U é um subconjunto aberto nao vazio de Y e f ¢ uma funcao regular
em U. Dois pares < U, f > e < V, g > serao iguais como classe de equivaléncia se f = g
em UNV. Os elementos de K(Y') sao chamados de fung¢bes racionais em Y.

Proposicao 23 O corpo de fungées K(Y') é a unido de todos os Op para todo P € Y.

Note que K(Y') é de fato um corpo. Desde de que Y é irredutivel, quaisquer dois
abertos nao vazios possuem intersecao nao vazia. Portanto podemos definir adicao e
multiplicacao em K(Y'), fazendo dele um anel.

Teorema 3 Seja Y C A" uma variedade afim com anel de coordenadas afim A(Y") entdo
L. OY)= A(Y);

2. Para cada ponto P € Y, seja m, C A(Y') o ideal das fungbes que se anulam em P.
Entao existe P — m, uma correspondéncia 1 — 1 entre os pontos de Y e os ideais
maximais de A(Y) .

3. Para cada P,Op = A(Y ), € dimOp = dimY’;

4. K(Y) é isomorfo ao corpo quociente de A(Y").
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Prova: |15] Teorema 3.2.

Proposigao 24 Seja U; C P" o conjunto aberto definido pela equacao z; # 0, entdo a
funcao ¢; : U; — A™ é um isomorfismo de variedades.

Prova: Ja mostramos que ¢ ¢ um homomorfismo, entao falta verificar que as funcoes
regulares sao as mesmas para qualquer conjunto aberto. Em U; as fungoes regulares sao
localmente quocientes de polinémios homogéneos em z, ..., x, de mesmo grau. Em A"
as funcoes regulares sao localmente quocientes de polinémios em y;, ..., y,. Perceba que
essas duas definigoes sao idénticas, portanto as funcoes regulares permanecem as mesmas
como queriamos.

Definicao 43 Seja Y C PV uma variedade projetiva de dimensao n. Considere um ponto
P €Y, entao uma parametrizacao local de Y sobre o ponto P é uma aplicacao da forma
p: A" -UNY onde PeUeUCA™

Defini¢ao 44 SejaY C A" uma variedade afim e seja f1, ..., f; € k[z1,...,z,] o conjunto
de geradores para o ideal de Y. Entao Y é nao singular em um ponto P € Y se o posto
da matriz || (0f;/0x;)(P) || € n —m onde m é a dimensao de Y. Dizemos entao que P é
um ponto nao singular ou ponto liso de Y. Se todos os pontos em Y sao lisos entao Y é
dita uma variedade nao singular.

Definicao 45 Seja Y C PV uma variedade projetiva de dimensio n. Dizemos que P € Y
¢ um ponto nao singular ou ponto liso de Y se dada uma parametrizacao local ¢ : A" —
Y NU com P €U C AN sobre P temos que P é um ponto nao singular de ¢.

Definicao 46 Seja S um anel graduado, e p um ideal primo homogéneo de S. Denotamos
por S, o subanel dos elementos de grau 0 na localizacao de S com respeito ao subconjunto
multiplicativo T' consistindo dos elementos homogéneos de S que nao estao em p.

Teorema 4 Seja Y C P" uma variedade projetiva com anel de coordenadas S(Y'). entao
as seguintes afirmacoes sao validas:

1. O(Y) = k.

2. Para qualquer ponto P € Y, seja mp C S(Y) o ideal gerado pelo conjunto de
polinémios homogéneos f € S(Y') tal que f(P) = 0. Entao Op = S(Y)(m,)-

3. K(Y) = S(Y)(O).
Prova: [15] Teorema 3.4.

Proposicao 25 Seja X uma variedade qualquer e seja Y uma variedade afim. Entao
existe uma aplicacao bijetiva de conjuntos dada por

a:Hom(X,Y)— Hom(A(Y),O(X))

em que Hom(X,Y') é o conjunto dos morfismos de variedades e Hom(A(Y),O(X)) é o
conjunto dos morfismos de k-algebras.

Prova: [15] Propsigao 3.5.
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Corolario 3 Se X,Y sao duas variedades afins, entao X e Y sao isomorfos se e somente
se A(X) e A(Y) sao isomorfos como k-algebras

Lema 2 Seja X um variedade qualquer, e seja Y C A™ uma variedade afim. Uma
aplicacao de conjuntos ¢ : X — Y é um morfismo se e somente se x; o 1) é uma fungao
regular em X para cada ¢, onde x1,...,x, sao fungoes coordenadas em A",

Corolario 4 Se X,Y sao duas variedades afins, entao X e Y sao isomorfos se e somente
se A(X) e A(Y) sao isomorfos como k-algebras

Definigao 47 Seja X C A" uma variedade quase afim tal que X = Z(I)\Z(f) = Y\Z(f)
onde f € k[zy,...,2,) = A e I é um ideal primo de A. Entao o anel de coordenadas de
X & A(X) = AY) () = (A/I)(p), (localizagao no conjunto multiplicativo {f7 : j € N}.)

Exemplo 36 1. Seja Y a curva plana definida por y = 22 em A? entao A(Y) é
isomorfo ao anel k[z].

2. Seja Z a curva plana definida pelo polinémio zy = 1 entdo A(Z) néo é isomorfo ao
anel k[x].

3. Seja f um polindémio quadratico qualquer em k[z,y] e seja W a conica definida por
f, entdo A(W) & isomorfo a A(Y') ou A(Z).

1) Seja W = Z(p) uma conica irredutivel e p € k[x,y| irredutivel dado por

p=ax’+bry +cy’ +dx+ey+ f.

Como f tem grau 2 entdao com uma mudanca linear de varidveis podemos assumir que

p=v+drtey+f

ou
p=a’+y +dr+ey+ f.

No primeiro se d = 0 o polinémio nao é irredutivel, o que leva a um absurdo. Assim
assumimos d # 0. Vamos fazer uma série de mudancas de coordenadas para chegar na
forma do polinémio que precisamos. Aplicando uma mudanga de variaveis do tipo = —
ax + By + v temos

dr+ey+ frdlar+Py+7)+ey+ [

Podemos considerar

dy+ f =0
da=-—1
ds +e =0
ou seja, é necessario e suficiente que v = —f/d,a = —1/d, 5 = —e/d. Assim mostramos,

nesse caso, que W ¢ isomorfo a C; = Z(y? — x).
Para o outro caso usando uma mudanca de variaveis do tipo x — x+y e y — i(z —y)
podemos assumir que p é da forma

p=xy—+dr+ey—+ f.
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Primeiro aplicando x — x — e obtemos
p=xy+dx+ f.
Segundo aplicando y +— y — d obtemos
p=xy+f
Note que f # 0 pois p é irredutivel. Por dltimo aplicando o x — — fx obtemos
p=uaxy— 1.

Assim mostramos, nesse caso, que W é isomorfo a Cy = Z(zy — 1). Agora basta provar
que C; é isomorfa a A! e Cy é isomorfa a A' — {0}. Usando o Coroléario 4 basta mostrar
que os anéis de coordenadas sao isomorfos, mas mostra-se que as aplicacoes a seguir sao
isomorfismos

¢ Ch— Al
(z,y) = (z,2%) =

Y Cy — A — {0}
(x,y) = (z,1/z) — x.

Note que
A(Ch) = K[z, yl/(y — 2*) = k[z] = k[z]/(0) = A(AY)
A(C) = Kla )/ (zy — 1) = ke, 1/a] = kla]w) = A(A' — {0}).
2) Seja X = A' — {ay,...,a;}. Entao o anel de coordenadas de X é
A(X> - k[I](a:—a1)(a:—a2)...(a:—an)

que nao ¢ isomorfo a k[z] ao anel de coordenadas de A! pois o primeiro é um anel local e
o segundo nao.

3) Seja U C P? uma conica projetiva, isto ¢, U = Z(F) com F € k[x,y, z| homogéneo
irredutivel e de grau 2. Considere a desomogeneizagao

f=az*+bry+cy’ +dx+ey+ f € k[,
de F' com respeito a z e a correspondente variedade afim

V=2Z(f)=Z(F)NZ(z—1) C A

(z,y)"

Como
f=(ax+by+c)(dr+ey+g) < F=(ax+by+cz)(dx + ey + gz)

sabemos que f é irredutivel. Note que se o grau de f nao é dois, entao f =dx+ey+ f e
dai F' = doz + eyz + f22, contradi¢do novamente.

Assim, V é uma conica afim plana e pelo item item 1 é isomorfa a Z(y* — ) ou
Z(xy —1). Entao U é isomorfa a Z(y? — zz) ou Z(xy — 2?) que sdo claramente isomorfas
bastando fazer y — z.
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Exemplo 37 Uma conica em A? ¢ isomorfa ou a A! ou a A' — {0}

Considere uma conica W dada por um polinomio quadratico irredutivel f € k[z,y|, por-
tanto A(W) é isomorfo a A(Y) ou a A(Z) onde Y é a curva plana definida por y = z?
e Z a curva plana definida pelo polinémio zy = 1, temos que A(Y) é isomorfo a k[x] e
portanto temos que Y ¢ isomorfo a Al. Assim pelo Corolario 4 temos que W é isomorfo
a Al

Agora caso A(W) seja isomorfo a A(Z), como A(Z) é isomorfo a A' — {0}, segue
analogo ao caso acima que W & isomorfo a A’ — {0}.

Exemplo 38 O espaco afim A! nao é isomorfo a nenhum subconjunto proprio dele.

Considere Y € X = A! um subconjunto préprio, e suponha que existe um isomorfismo
¢: X — Y, como ¢ é isomorfismo temos que ¢ admite uma inversa a qual é também um
morfismo, onde

¢po¢~t = Idy

gb_l Ogb = Idx.

Mas veja que como Y é subconjunto proprio de X existe um a € X tal que a ¢ Y e
portanto temos que a nao pertence a imagem de ¢ o 1. Porém, existe x € Y tal que
¢~(z) = a, logo a inversa nao pode ser bem definida e portanto ¢ nao é isomorfismo,
logo X e Y nao sao isomorfos como queriamos.

Exemplo 39 Qualquer conica em P? ¢ isomorfica a P*.

Se C' & uma conica em P? entdo ela é a projetivizacdo de uma conica irredutivel C; no
espago afim A?. Pelo Exemplo 36 a conica C) é isomorfa a A' ou A!' — {0}, mas a
projetivizacao de ambas resultando no espaco P! e logo em todos os casos temos que a
projetivizacao de C} ¢é isomorfa a P!.

Exemplo 40 A? nao é homeomorfo a P2.

Pelo Teorema de Bezout ([21], Capitulo 5) quaisquer duas curvas em P? possuem interse-
cao, porém duas retas paralelas ndo possuem intersecio em A? portanto os conjuntos A2
e P? ndo podem ser isomorfos.

Exemplo 41 Existe uma variedade quase afim o qual nao é afim. Por exemplo X =
A% —{(0,0)} ndo é uma variedade afim.

De fato como X é o complementar do conjunto {(0,0)} o qual é algébrico segue que X é
um aberto em A2, logo X ¢ uma variedade quase afim. Porém, X nao é afim pois ele nao
é fechado em A". De fato, se X fosse uma variedade afim teriamos que A? = X U {0} e
portanto A? seria unido de dois subconjuntos fechados proprios, ou seja, A? seria redutivel,
absurdo, pois ele é uma variedade afim, portanto como {0} é sempre fechado por ser finito
segue que X nao pode ser fechado e portanto nao é uma variedade afim.

Exemplo 42 Seja Y uma hipersuperficie em A" dada pela equacao f(zq,...,z,) = 0.
Entdo A" — Y ¢é isomorfo a uma hipersuperficie H em A" dada por z,.1f = 1. Em
particular, A™ — Y é afim, e seu anel afim é k[zy,...,x,];.
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Para P = (ay,...,an41) € H, seja ¢(P) = (ay,...,a,). Entdo ¢ é um morfismo de H
para A"”. Também temos que ¢ é dado por uma aplicacao bijetiva de H em A" —Y. Como
a aplicacdo é bijetiva temos que ¢ é um isomorfismo se e somente se ¢~! é um morfismo.
Mas ¢ (a1, ...,a,) = (ay,...,an, 1f(a1,...,a,)), entdo pelo Lema 2 segue que ¢! é um
morfismo.

Proposicao 26 Seja Y C P" uma variedade algébrica, entao existe uma base para a
topologia consistindo de conjuntos abertos afins para Y.

Prova: Seja P € Y um ponto qualquer e U C Y um aberto contendo P, como Y
¢ uma variedade podemos sem perda de generalidade assumir que U =Y, pois U é um
aberto de uma variedade, portanto U é uma variedade quase afim ou quase projetiva.

Suponha que Y é uma variedade quase afim em A" e seja Z = Y — Y o qual é
fechado em A". Como P € Y temos que P ¢ Z, portanto existe um polinémio f tal que
f(P) # 0. Seja H a hipersuperficie dada por f = 0 em A", entdo Z C H e P ¢ H.
Portanto P € Y — Y N H, o qual ¢ aberto de Y pois Y N H ¢ uma intersecao de fechado
que é fechado.

Por outro lado temos que Y —Y N H é um fechado de A" — H, o qual é afim e portanto
segue que Y — Y N H é afim, como P e Y foram tomados arbitrariamente os conjuntos
afim definidos por Y —Y N H como foi construido forma uma base topoldgica para Y pois
dado qualquer vizinhaca aberta de um P existe uma subvizinhaca na forma ¥ —Y N H .
|

3.3 Aplicacoes Racionais

Nesse secao estudaremos o conceito de aplicacoes racionais, essas aplicacoes sao mor-
fismos definidos sobre um conjunto aberto. Este tipo de aplicacao é importante para o
estudo de variedades algébricas, uma vez que uma aplicacao racional carrega as proprie-
dades de uma variedade algébrica para uma outra variedade. Assim podemos analisar as
propriedades de uma variedade algébrica a partir de uma outra variedade através de uma
aplicacao racional.

Lema 3 Sejam X e Y duas variedades quaisquer, ¢ e p dois morfismos de X para Y. Se
existe um aberto U C X tal que ¢|y = p|y, entdo ¢ = p em todo X.

Prova: Seja X e Y duas variedades em P". Podemos considerar Y = P", pois para Y
qualquer basta aplicar o morfismo inclusao Y — P". Considere o produto P" x P", o qual
tem uma estrutura de variedade projetiva dada pela variedade de Segre

pxp: X —=>P"xP"
z = (0(x), p()).

Seja 0 = {P x P|P € P"} o subconjunto diagonal de P" x P". Este conjunto é definido
pelas equacoes {z;y; = z;y;]i,7 = 0,1,...,n} e portanto é um subconjunto fechado de
P™ x P™. Pela hipotese existe um aberto U tal que ¢ x p(U) C 6. Mas U é denso em X,
e ¢ é fechado, portanto ¢ x p(X) C 0.

Como U é um aberto em X o qual ¢ uma variedade temos que U é denso em X,
suponha que ¢ # p, ou seja, existe x € X tal que ¢(z) # p(z) e seja V uma vizinhanca
qualquer de x em X, como U é denso temos que U NV # (), entao seja a € U NV como
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a € U temos que ¢(a) = p(a) como ¢ é morfismo temos que para qualquer fungio regular
f temos que f o ¢ é regular para algum aberto V', portanto f o p = f o ¢ para qualquer
aberto, entdo ¢(z) = p(x) o que é um absurdo. Logo ¢ = p.

[

Definicao 48 Sejam X e Y variedades projetivas. Uma aplicacao racional ¢ : X — Y é
uma classe de equivaléncia de pares (U, ¢y) onde U é um aberto nao vazio em X e ¢y é
o morfismo ¢ restrito em U, e onde (U, ¢y) = (V, ¢y) sdo equivalentes se e somente se,
oy e ¢y sao iguais em U NV. A aplicagao racional ¢ é dita dominante se para algum par
(U, py) a imagem ¢y é densa em Y.

Perceba que a relacao acima serd de fato uma relacao de equivaléncia. De fato, seja ¢
uma aplicacao racional de X em Y e sejam U, V,W C X entao

1. Reflexiva E claro que (U, ¢y) = (U, ¢p) pois ¢y = ¢p.

2. Simetria temos que (U, ¢y) = (V, ¢v) se e somente se ¢y = ¢y em U NV, isso se
e somente se, oy = ¢y em VN U.

3. Transitiva Se (U, ¢y) = (V, oy) e (V, dv) = (W, ow) temos que ¢y = ¢y em UNV
e oy = o em V NW portanto temos que ¢y = ¢y = o em U NV NW, como
UNVNW éum aberto temos que pelo Lema 3 que ¢y = ¢ em todo aberto UNW
e portanto (U, ¢y) = (V, ¢y ), logo vale a transitividade.

Definicao 49 Uma aplicacao birracional ¢ : X — Y é uma aplicacao racional a qual
admite inversa p : Y — X tal que, po ¢ = Idx e ¢ o p = Idy como aplicagoes racionais.
Se existe uma aplicagao birracional entre X e Y dizemos que X e Y sao birracionalmente
equivalentes, ou apenas birracionais.

Uma variedade Y ¢ dita racional se ¢ birracionalmente equivalente a P para algum n.

Exemplo 43 Toda conica plana em P? é racional.

Pelo Exemplo 39 toda conica de P? ¢ isomorfa a P!, portanto toda conica é birracio-
nalmente equivalente a P!,

Teorema 5 Sejam duas variedades X e Y, entao existe uma bijecao entre
1. O conjunto das aplicagoes racionais de X e Y.
2. O conjunto de homomorfismos de k-algebras de K (Y') para K (X).

Esta correspondéncia é dada por uma equivaléncia de categorias de variedades e aplicacoes
racionais dominantes com a categoria de extensao de corpos finitamente gerados de k.

Prova: [15] Teorema 4.4.

Corolario 5 Para quaisquer duas variedades X e Y, as seguintes condigoes sao equiva-
lentes:

1. X e Y sao birracionalmente equivalentes.
2. existe subconjuntos abertos U C X e V C Y com U isomorfo a V.

3. K(X) = K(Y) como k-algebras.
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Prova: (i = ii) Seja ¢ : X — Y uma aplicagdo birracional e seja ¢~ ' sua inversa,
entao existem U C X e V C Y tais que a ¢ é dada por (U, ¢) e sua inversa ¢~ ' ¢ dada
por (V,¢~1), portanto ¢ ¢ um morfismo bijetor de ¢ : U — V, logo ¢ um isomorfismo de
U e V portanto U e V' sao isomorfos.

(79 = 4i1) Segue diretamente da Defini¢do 42 de corpo de fungdes.

(791 = 1) Segue do Teorema 5. [

Proposicao 27 Seja X uma variedade algébrica de dimensao r, entao X ¢é birracional a
uma hipersuperficie Y em Pr+!,

Prova: |15] Proposicao 4.9 .

Proposicao 28 Se f e g sao fungoes regulares em conjuntos abertos U e V de uma
variedade X respectivamente, onde f = g em U NV entao a funcao dada por f em U e
por g em V & uma funcao regular em U U V.

Prova: De fato seja F' a funcao definida por f se o dominio estd em U e por g se o
dominio estd em V', se x € UNV, entao temos que F(x) = f(z) = g(x). Como U e V sdo
abertos temos que U NV ¢ aberto e portanto existe uma vizinhanca de U, de x tal que

_ p(ry,. .., zp)
q(zy,...,xy,)

portanto F' é regular em U U V. Também temos que F(z) é uma curva regular pois f
e g o sao. Sem perda de generalidade se x € U — U NV temos que F(x) = f(x) para
UuU(UNV) que é aberto e portanto se x € U —U NV entdo existe uma vizinhanga aberta
de x dada por U, C U tal que

p(ay, .-, Tn)

F=r= q(z1, ..., 2,)

Portanto, F' é regular em U, como F' é regular em U e em U NV segue que F' é regular

em U — U NV e portanto é regular em todo seu dominio.
|

Corolario 6 Se f ¢ uma funcao racional em X, entao existe um maior conjunto aberto
U de X o qual f é representado por uma funcao regular. Diremos que f esta definida nos
pontos de U.

Suponha que f é racional em alguma aberto U C X. Se f é racional para algum outro
aberto V' temos pela Proposicao 28 que f é racional em U UV, entao seja Y a familia
de todos os subconjuntos de X os quais f é racional. Portanto pela Proposicao 28 temos
que f é racional no conjunto dado por M = J; -5 U e por construgdo esse conjunto é o

maior em X o qual f é racional.
[ |

3.4 Variedades de Veronese e Segre-Veronese

Nesta secao estudaremos dois tipos especificos de variedades algébricas, as variedades
de Veronese e a de Segre-Veronese. Estas serao as variedades as quais faremos o estudo
e analise sobre a dimensao de suas variedades secantes e o seu defeito em relagao as suas
variedades secantes.
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Definicao 50 Seja n e d inteiros positivos. Definimos a variedade de Veronese V' sendo
a imagem do morfismo que leva pontos de P" em todos os mondémios de grau d das
coordenadas de P", mais precisamente esse morfismo é dado por

o P PN

(o ay - :an) = (23 al ey o2,

em que N = (";d) — 1.
A variedade de Veronese como estd definida de fato é uma variedade algébrica projetiva,

pois ¢ um mergulho de P* para PV como é observado no Exemplo 77.

Exemplo 44 A variedade de Veronese V3! é a imagem do morfismo

vy : Pt — P2
(mo : 1) = (38 2 20Ty 23).
Exemplo 45 A variedade de Veronese V2 é a imagem do morfismo
vy PP > P°

(zo: @1 m9) > (2] 1 27 1 5 1 XXy : ToTo 1 T1T).

Exemplo 46 A variedade de Veronese V' é a imagem do morfismo
vy P — PV

(o i my) > (] oy -1 22).

Exemplo 47 Dada uma variedade de Veronese V' podemos representar ela matricial-
mente, considere a variedade V;? dada por

(w0 : @y o) > (25 27 1 25 1 XXy : TeTg : T1T9)

entao a matriz simétrica P dada por

T3 TT1 ToTo
_ 2
P = Tor1 T T1T2 |,
Lol T1T9 [E%

é a representagao matricial de V7.

Defini¢ao 51 Sejam n = (ny,...,n,) ed = (dy,...,d,) duas r-uplas de inteiros posi-
tivos, com ny < -+ < m,. Sejamd =dy+---+d,, n =ny+---+n,, e Nn,d) =
IT—, (”:d) — 1. Entao a variedade de Segre-Veronese SV3' é dada pela imagem do mor-
fismo

vg PP oX e x P — PNwma)
(T10 - Ty o X0 Ty, ) > (Mo i My)

onde My, ..., My sao todas os monoémios de grau d; em relacdo as variaveis de P! para
i = 1,...,r. A Segre-Veronese como estia definida é de fato uma variedade algébrica
projetiva, pois ¢ um mergulho de Segre como no Exemplo 35.

Quandor > 1ed; =dy = --- = d, = 1 temos o caso particular que chamamos de

variedade de Segre que sera dada pelo morfismo:
Uiy P X X P PY

(Trg 1@y 2o 1@, e Ty DXy, 1 Xy, ) (M i ee et My).
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Exemplo 48 A variedade de Segre S\/((ll’ll)) ¢ dada por

vy P x P PP

(o : 21 1 yo 1 y1) = (ToYo : ToW1 : T1Yo : T1Y1)-

Exemplo 49 A variedade de Segre SV((ll’f)) é dada por

vy} P x PP PP

(o 21 Yot Y1 2 Y2) = (ToYo : ToYr © ToYa : T1Yo : T1Y1 © T1Y2).
Exemplo 50 A variedade de Segre-Veronese S ‘/((1121)) é dada por
(L1) w1 1 5
V(19 PPxP =P

($0 X1 1Yo ?Jl) — (:roy§ - ToYolUr - xoyf : wlyS 1Yot - $1y%)-

Exemplo 51 A variedade de Segre-Veronese SV((lll)) é dada por
vyt PP x P x P PP

(.770 X1 Yo Y1t 2o - 21) — (l’oonU CXoYrco -ttt xlylzl).

Podemos utilizar a seguinte indexacao para as coordenadas de uma variedade de Segre-
Veronese.

Definicao 52 Sejam n e d inteiros positivos, defina o conjunto
Amd:{lz (il,...,id),Ogil S Sldgn}

Para todo I,.J € A, 4 definimos a distancia entre eles d(1, J) sendo o nimero de coorde-
nadas em que eles se diferem. Ou seja, dados I = (iy,...,iq) € J = (ji1,- .., ja), €xiste um
r > 0, distintos indices Ay,..., A\, C {1,...,d} e distintos indices 7,...,7. C {1,...,d}
tais que iy, = jr, paratodo 1 >k >re {ix , A#XN,... . NN {j, , 7#7,....,%} =0.

Portanto d(I, J) = d — r. Note que A, 4 tem didmetro d e tamanho (”:gd) = N(n,d) + 1.

Sejamn = (ny,...,n,.)ed = (dy, ..., d,) duas r-uplas de inteiros positivos, e considere
o conjunto

A = An,d = An17d1 X - X Anr,dr'
Dados I = (I',...,I"),J = (J',...,J") € A, definimos a distancia entre eles por

d(I,J)=dI', J") + - +d(I",J").

Perceba que A tem diametro de tamanho d e tamanho [] (”#di) = N(n,d) + 1. Essa

i=1 \ n,
distancia é chamada de distancia de Hamming. Dada uma Segre-Veronese SV e I =
(I,..., 1) € A, defina

er =v5(er,...,er)=0:---:0: M;=1:0:---:0) € PV.
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Exemplo 52 Para a Segre-Veronse SV((;’;)) temos que
A=A xNo={I=((r1,22),([1,%2)),0< 21 <25 <1 e 0<y <y < 1}

Para simplificar a notacao vamos considerar ((xy,z2), (y1,¥2)) = (1, %2, Y1, Y2) assim te-
mos que A é dado por

A ={(0000), (1000, (0100), (0010), (0001), (1100), (1010), (1001),
(0110), (0101), (0011), (1110), (1101), (1011), (0111), (1111)}.

E temos os pontos coordenados

6(0000)=($(2)y(2):0:---:0):(1:01---:0)
eaooy = (0: wozyyg :0:++-:0)=(0:1:0:---:0)
ey =(0:-:0:2y}) =(0:---:0:1).
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4 Espacos e Projecoes Osculadoras

4.1 Espacos Osculadores

Nesta secao vamos estudar os espacos osculadores das variedades de Segre-Veronense
com o proposito de determinar os geradores de um espaco osculador dados os parametros
da variedade. Determinar quais sao os geradores serd importante para determinar em
quais condi¢oes uma projecao osculadora é birracional.

Definicao 53 Seja X C P" uma variedade projetiva de dimensao m e P um ponto liso.
Considere

o A™ = AN X
O P
t= (tlv"‘ﬂtm) H@(t) = (901(75)7-“#%(15))

uma parametrizacao local. Para cada I = (4y,...,4,,) com iy, ..., > 0 inteiros, defini-
mos:
m
u’ = E Zj.
i=1

Considere ¢; sendo a derivada parcial de ¢ dada por:

ol

LT ae o

entao o espaco osculador de ordem s de X no ponto P é dado pelo o fecho projetivo:

T3(X) = Tor(0): 1] < 5).

Note que se n = 0 nao teremos derivadas parciais e portanto o inico elemento do espaco
osculador centrado no ponto P é o proprio P.

Exemplo 53 O espago T} é chamado espago tangente a variedade X sobre o ponto P.
Exemplo 54 Considere a seguinte variedade de Veronense:

V. PSP

(yo:+ys)
(x:y:2)m (2% 2y 2z 9y yz: 2.

Seja P=(1:0:0:0:0:0) €Y e considere a seguinte parametrizacao no aberto
P°\ (yo = 0) : dada por
CA2 5
@ A — A(107~-»7$4) Ny
0— P

(t1,ta) = (t1,ta, 1], tita, 13).
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Logo temos as seguintes derivas ¢ para |I]| < 2.

%:@Q%@@
%:@Lmﬂm
%%:mwﬂm
%?4%@&%
ii:@mMM-

Portanto, como ¢(0,0) = (0,0,0,0,0), tem-se que os espagos osculadores de V> sobre o
ponto P serao

TS ={P}.

T = {((0,0,0,0,0),(1,0,0,0,0), (0, 1,0,0,0)).

TI% = <(07 O’ 07 O? 0)7 (17 07 O? 07 0)7 (07 17 07 07 0)7 (O, 07 27 07 0), (O, 07 07 Oa 2)7 <O7 07 07 17 O)> = PS'

Como o espaco osculador de ordem 2 & igual ao espaco P° temos que os espacos osculadores
de ordem maior que 2 serao todos iguais a P°, pois temos que

Tp=P CTiCP
para k > 2 e portanto Tk = IP° para qualquer k > 2 .

Exemplo 55 Considere a variedade de Segre S V((f;)) dada pelo morfismo

(2,1 | m2 1 3
U(1,2) PP X P — ]P(Zo:zlz--~:28)

(xo tT1 T2 Yot yl) — (xoyS - ToYolr - on% : xﬂ/g S T1YolYr - $1yf : x2y§ L T2YolYr - Izy%»

Considere P=(1:0:---:0) € SV(Z’I), considere o aberto P8\ (zy = 1) e tome a seguinte
(1,1)
parametrizacao sobre este aberto

A3 8 (2,1)
@ A — A(Z‘o:m:x?) N S‘/(l,l)
0O— P
(ti,ta, ts) > p(ty, ta, ts) = (t1, ], ta, tita, tita, t3, tits, t1t3)

Como ja vimos TP = {P}. Temos as seguintes derivadasy; para |I| < 2
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. <1a 2t17 07 t2a 2t1t2a Oa t37 2t1t3)

ot

S_Z =(0,0,1,t,3,0,0,0)
g_i, = (0,0,0,0,0, 1,4, £2)
‘227? = (0,2,0,15,0,0,2t,)
%p = (0,0,0,0,0,0,0,0)
(SZZ = (0,0,0,1,2t1,0,0,0)
ifg = (0,0,0,0,0,0,1,2,)
;ng — (0,0,0,0,0,0,0,0)
%9; =(0,0,0,0,0,0,2)
%9; = (0,0,0,1,0,0,0).

Aplicando em ¢(0) = 0 obtemos

)
8—90(0) — (1,0,0,0,0,0,0,0) = e;
1
P
2(0) = (0,0,1,0,0,0,0,0) = e
Bt
B
920) = (0,0,0,0,0,1,0,0) = e
Bt
82
Z20) = (0,2,0,0,0,0,0,0) = 2,
o2
82
2 2(0) = (0,0,0,0,0,0,0,0) = 0
12
0%

f— 1 f—
5, (0)=(0.0,0,1,0,0,0,0) = e,
0

0) = (0,0,0,0,0,0,1,0) =
8t1t3() (7777777) €7
0%

0) = (0,0,0,0,0,0,0,0) = 0
at2t3(> (7 ) ) ) b ) ) )
D¢
2% 0)=(0,0,0,0,0,0,0,2) = 2
8t%t3() (777a777) €s
0%

g, (0 = (0,0,0,0,2,0,0,0) = 2e
1
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Assim obtemos que os espacos osculadores de S ‘/((12,11)) sobre o ponto P até a ordem 2 sao
dados por

TP = {P}.

Tl = <60a €1, €3, €6>'

2
TP = <60a €1, €3, €4, €5, €6, €7, €8>-

E perceptivel que quanto maior a dimensdo da variedade maior sera o nimero de
espacos osculadores distintos, além disso o processo computacional para encontrar tais
espaco osculadores é cada vez maior conforme aumenta os valores dos parametros. Para
otimizar o calculo para encontrar os espacos osculadores vamos utilizar a notacao da
Definicao 52.

Exemplo 56 Considere a Segre-Veronese e a parametrizacao do Exemplo 55 entao temos
que

0
_90(0) = (17 07 07 07 Oa 07 07 O) = €1 = €(0),(0,1)
8t1 e
0
Z2(0) = (0,0,1,0,0,0,0,0) = €5 = e(1) 0
0752 T
0
Z2(0) = (0,0.0,0,0,1,0,0) = g = ez 00)
3t3 Y
52
S (0) = (0,2,0,0,0,0,0,0) = 26 = 2e(0) 1) = 2 (eo,€1)
1
[l
7 (0) = (0,0,0,0,0,0,0,0) = 0
2
82
81552 (O) = (Oa 0,0,1,0,0,0, 0) = €4 = €(1),(0,1)
5?2
8751;03 (O) = (OJ 07 07 07 OJ 07 17 0) = €7 = €(2),(0,1)
0%
0)=1(0,0,0,0,0,0,0,0)=0
8t2t3( ) ( ) b b M) ) b b )
32
TSO(O) = <O7 07 07 07 07 07 07 2) = 268 = 26(2),(1,1)
5?2
£ 2(0) = (0,0,0,0,2,0,0,0) = 2e5 = 2e(11.1),

onde o indice {(i)(7,k)} indica quais as varidveis que compde 0 monomio representado.
Portanto, os espago osculadores serao:

1
Op = <€1>€3766>7

2 8
OP = <€1762,63,64765766767769 = A°.

Portanto,

T} = {€(0),0,1)s €(1),(0,0): €(2),(0,0))>

TPQ’ = <6(0)7(0,1)7 €(0),(1,1)5 €(1),(0,0)> €(1),(0,1)-€(2),(0,0)» €(1),(1,1)> €(2),(0,1)> 6(2)7(171)>
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Seja A = {000,001, 100,200,011, 101,201,211, 111}. Considere a distancia como na Defi-
ni¢ao 5H2
d(abe,d'b'd) = d(a,a’) + d(be,b'c)
d(a,a") =1 = d4u
d(be,b'd") =2 — Oppy — Oeer-

Em que d,, é 0 numero de coordenadas iguais entre a e a’. Observe que o espago osculador
Tpk é o espaco gerado pelas uplas de A que possuem distancia menor ou igual a k da upla
eo = egop. Podemos generalizar essa propriedade do espaco osculador para uma variedade
Segre-Veronese genérica, ou seja, vamos escrever um espaco o osculador como o gerado
por uplas de A.

Proposigdo 29 Considere a notagao da Definicao 52, seja I' = (iy,...,41),...,[1 =
(ipyvyiy) com 0 <i; <mjel=(I'... ,I"). Considere o ponto

er = ovg(€iy,---,€)
entao para qualquer s > 0 temos que
T2, (SVE) = (ejld(I, J) < s).

Em particular, T¢ (SV§) = PV para s > d.

Prova: Podemos assumir sem perda de generalidade que I' = (0,...,0),...,I" =
(0,...,0) e seja (zx)xer a representacdo das coordenadas de PN®d) considere a pa-
rametrizacao

¢ AZ" 5 SV (27 #0) C AN

a qual é dada por

r dj
A= (aji)j=1,. ri=1,., nj HHQM{; )
J=tk=1 K=(K,. . K™)eA—{I}
onde K7 = (#1,....73,) € Ay, q; para cada j = 1,...,7. Dados inteiros [ e m defina
deg; m K como o grau do polinémio
r dj
o(A)x =111 @i
j=1k=1

com respeito a a;,, onde ¢(A)x ¢ a K-ésima coordenada do ponto ¢(A). Entao 0 <
degljm]_ K < d, e o grau de ¢(A)x com respeito as variaveis a;; ¢ no maximo d. Primeiro
M (A .
| # de grau \;, ao derivarmos apenas uma
a
l1,mq

analisaremos a derivada em uma variave

vez ¢(A)x obtemos

Ak _ g e 8(A)

aah,ml al17m1

Ao derivarmos pela segunda vez sobre a variavel a;, ,,,, obtemos

P(A)k P(A) K
R — degy, my K (degy m K — 1
0, O D
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Essa expressao pode ser reescrita como

82¢(A>K _ (degllﬂmK)! ¢(A)K

2 2 !
aall7m1 (degllyle - 2)' a’h,ml

Com isso, através de um processo de inducao obtemos a seguinte expressao para a derivada
Ai-ésima em relacao & variavel a;,

8)\1 _ (degll,m1K)!¢(A)K ¢<A)K
daM (degiym K — M) a

ll,m1 allyml

Portanto, temos a escrita explicita para essa derivada. Caso degj, m, K < A1, como
. coA e r d; ~ .2

deg, m, K € o grau do polinémio szl | a4 com relacao a variavel a;, ,,,, e portanto

se derivarmos este polinémio A\ vezes com respeito a variavel a;, ,,, o resultado sera 0 pois

A1 € maior que o grau. Agora faremos o caso da derivada de multiplas variaveis, dada a

derivada parcial

DA (A
daM

liymy * lg,my

Caso deg, m; K < A; para algum j temos que a derivada parcial seré 0, entao suponhamos
que degy; m; K > A; para todo j, neste caso temos

P NG(A) (awm))).

daM

l1,m1

Como sabemos explicitamente a derivada em uma varidvel temos

YA P (degiym K)'d(A) i
(%Lfll’ml . Ga;‘tfmt aa;\;m . 8@2\;’% (degiy m K — Al)!az\l{ml .

Calculando a derivada em relagao a variavel ay, ,,, obtemos

a>‘1+m+>\t¢(‘4)K _ a>‘3+m+>\t (deglz,MQK)! (degh,ﬂn K)'¢(A)K
da)' ... da) dar® ...0a," (degiy my K — )\2)!01;\227”12 (degr, my K — A1)la)™ '

li,my - le,my l3,m3 le,me l1,m1
Repetindo o processo sucessivamente chegaremos no seguinte produtorio:

Pt ( A t (degzj,mjK)!
dat 8(a’\2K - H Aj O(A) k.
(deglj,mjK - /\j)'a

ly,my = ey my j=1 lymy

Perceba que o grau dessa derivada em relagao a variavel a;. ,,,. é deg;. ,,,. K — \;. Por-
. . S y

tanto se degy; ,m; K — A\; > 0 para algum j esta derivada serd um polinomio homogéneo
de grau deg;, m; K — A; em relagdo a aj;,,,, ¢ portanto serd 0 quando A = 0. Caso
degy;m; K — A; < 0 para algum j a derivada serd 0 pois o grau da derivada ¢ maior que
o grau do polinémio na variavel a;; ,,,. Portanto, o tinico caso em que a derivada parcial
avaliada em A = 0 nao se anula é quando deg;; ,»,, K = A; para todo j, neste caso temos
que a derivada é dada por

9P+ A (0) ¢
= deg. m. K)!),
8@?117% . 8&1’\;% 11;[1 <( 9t,m; K) )



ou seja, temos que
a)\1+-"+)\z ¢(O)K

dat dat

ly,mq * ly,mye

se degy; m, K # A;j para algum j, e

MG (0) ¢ _ ﬁ ().

0@1)‘117% . 8aAf
se degy; m; X = \j para todo j. Agora note que o calculo feito até aqui é a derivada parcial
na K-ésima coordenada de ¢(A). Perceba que para cada duas coordenadas K e L, temos
que existe um j tal que deg; ,n, K # degy,m; L. Portanto, isso quer dizer que apenas em
uma coordenada € possivel que deg; ., K = A; para todo j, dessa maneira ao calcular a
derivada parcial de ¢(A) teremos apenas uma coordenada J nao nulo ou seja

AL A !
P (oo Tk )

A At
8al117m1 ot aalt,mt j=1

ou melhor A ( )

T (

— ... |
8af117m1 . ..8aﬁ’;mt = () (e
Onde J € A é caracterizado por
degl,mJ == )\j,

se (I,m) = (l;, m;) para algum j, e caso contrario temos
deg;mJ = 0.

Agora, dados J € A e s tais que d(I,J) < s temos que J = (J',...,J") e que o
d(JN I + -+ d(J", I") = d(J,I) < s. Cada J* é uma d;-upla e considere k; o nimero
de coordenadas distintas e ndo nulas de J?, assim podemos escrever J* como

J'=(0,0,...,0,J1, .. Jh e T TR,

onde cada coordenada J! representa a varidvel @, agora sejam \;,..., A\ sendo o

nimero de vezes que cada coordenada nao nula de J* aparece, como essas coordenadas
sao nao nulas temos que

dA(J T = Xy + -+ Nig, -

Portanto temos
d(J, 1) =dJN T+ +d( T T) = Mg+ )+ O+ M)

Tomando t = k; + - - - 4+ k, faremos uma reindexacao da seguinte maneira
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)\11 = )\1

)\12 — AQ
Ak = gy
)\21 — Akl—i-l
)\22 - )\k‘1+2

A2ky = Nyt

)\rkr' = Akl"""kr .

Ou seja, temos A, = )\mel(k,)m com ky = 0. Portanto, dados J € A e s existem
. A izo (U .
A1, ..., Ap associados as variaveis a; m,; com j =0,...,¢ em que [; = u e m; = v quando

Aj = Auw, logo d(J,I) = A\ + - - -+ A,. Entao temos

< oM ()
0

PR Ty 1<l,....; <r,1<m;<njj=1,... ,t> = (ey|d(J, I) < s).

Corolario 7 Para um ponto qualquer p € SV temos que

e n+1—1 ny+1,—1
dimT;SVy' = E E ( I ) ( L :
=1 0<hh <dy,...,0<I-<dr,
I=l1+l2++1

para todo 0 < s < d, enquanto que T;(SVd“) = PNd) para qualquer s > d. Em
particular, para a variedade de Veronese V' temos que

1 -1
dimT:Vy = n + (”; >+---+ <"+8 )
s
para qualquer 0 < s < d.

Prova: Podemos considerar sem perda de generalidade p = e; onde I = (0,0, ...,0),
note que pela Proposicao 29

T3SV = {esld(J.1) < s)
e portanto temos que

dimT V" = dim e |d(J,I) < s) = dim(e;|d(J, I) < s).

Agora como cada e; é um ponto coordenada a dimensao serd dada pelo nimero de e;
menos 1 que geram o espaco osculador. Portanto, temos de encontrar o niimero e; que
geram o espago osculador. Primeiro note que

dim(e;|d(J. 1) < s) =Y dim{e;|d(J, ) =1).

=1
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Calculamos entdo a dimensao de cada (e;|d(J,I) = [). Como a distancia d(J, ) é dada
pelo nimero de coordenadas diferentes entre [ e J e como I = (0,...,0) entdo a distancia
d(J,I) sera dada pelo nimero de coordenadas nao nulas de J. Portanto, precisamos
encontrar o namero de e; que possuem [ coordenadas nao nulas.

Considere uma fatoracao qualquer [ = l; +--- 41, onde [; com i = 1,...,r sao inteiros
nao negativos em que 0 < [; < d; para todo ¢ = 1,...,r. Portanto queremos todas
as combinagoes de [; elementos entre n;, usando [18] temos que o total de possibilidade
para que ey tenha [; sub-coordenadas dependentes de n; que serao nao nulas é dado por
("J“ll_l) Portanto, temos que o nimero de e; que terd exatamente [ coordenadas nao

nulas sera
Z n1+l1—1 nT—i—lT—l
1 l, '

0<li<d,...,0<1- <dr,
l:l1+l2++lr

Como observamos anteriormente temos

S

(esd(J, 1) < s) =Y eyld(J, 1) =1)

=1
e portanto temos que o ntmero de geradores de (e;|d(J, I) < s) sera
i Z <n1+l1—1> <TLT+Z7«—1>
I=1 0<l; <dy,....0<I <d.., b b
=l +la++lyr

Observacao 5 Por questoes de conveniéncia usaremos a indexacao de A sem os paren-
teses, por exemplo, o ponto e 1)(1,1) serd denotado apenas por: ejq11.

Exemplo 57 Considere a Segre-Veronese SV((;_’;)) dada pela imagem do morfismo

sv: P x Pt — P?ZO:Zl:,._:ZB)
(w0 : 12 yo 1) = (TQU < TqYo1 © TYT + ToT1Yp : ToT1Yo1  TOTIY  TYG T TIYoYr T TTYY)-
Entao tomando P = eg = eyggo temos

A = {0000, 0001, 0011, 0100, 0101,0111, 1100, 1101, 1111}

d(abed, a'b'dd") = d(ab, a't’) + d(cd, 'd’)

€0000 = €0
€0001 = €1
€0100 = €3
€0011 = €2
€0101 = €4
€1100 = €6
€0111 = €5
€1101 = €7
€1111 = €s3-
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Portanto, temos que os espagos osculadores de S ‘/((2121)) com centro em P sao dados por

1
Tp = {€0000, €0001, 60100> = <€0,€1, 63>

{
Tp =
{
{

€0000, €0001, €0100, €00115 €0101, 61100> = (80, €1, €3, €2, €4, €6>

3 _ _
Tp = {€0000, €0001, €0100, €0011 60101761100760111761100 = (60761763762764, €6, 65,€7>

4 ]

Tp = {€0000, €0001, €0100, €0011 60101,61100,60111761101761111> = (60,61763762, €4, 667657677€8> =P°.
Exemplo 58 Considere a variedade de Segre-Veronese

SVLL P x P! x Pt — P

2,2,2 ° (Z0:21:~~~1226)

Seja P = eq = egooo entao teremos que o seguinte conjunto A
A = {000000, 000001, 000011, 000100,000101,000111,001100,001101, 001111,

010000, 010001, 010011, 010100, 010101, 010111, 011100,011101,011111,
110000, 110001, 110011, 110100, 110101, 110111, 111100, 111101, 111111}.

Portanto pela Proposicao 29 temos que os espacos osculadores de ordem 1 e 2 com centro
em P serao

1 _ _
Tp = <€000000, €000001, €000100 6010000) = <€0, €1, 63)

2 _
Tp = <€000000, €000001; €0001005 €0100005 €000011, €001100; €110000, €000101, €010100, e010001>

= <607 €1, €3,€2,¢€4, e6>'
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4.2 Projecoes Osculadoras

Considere uma variedade de Veronese V' € PV™% ¢ um ponto coordenado e; =
eg,.. € V] paraalgum i € {0,1,...,n}. Escrevemos (21)rea, , paras as coordenadas em
PNea | onde A, 4 é como na Definigio 52 e N(n,d) = |A,.4] — 1.

Precisaremos de uma aplicacao racional auxiliar para estudar a projecao centrada em
um espaco osculador, considere entao a projecao

PP — Pt

(i) = (25) i

que faz o seguinte diagrama comutar

P”*********f?df ,,,,,,,, >V”C]P’N(”vd)

| d -

im :Hi

‘ n—1 \1‘/

N 7Y n—1 N(n—1,d)
Pr—tl----oomm oo VT CP ’

e induz a projecao linear:

I - Vi — vyt

(ZI)IeAn,d = (ZI)IeAn,d\zgﬂ-

Uma forma de determinar a birracionalidade é através da dimensao da fibra da aplicacao,
portanto usaremos o seguinte lema para isso

Lema 4 Dados y € P" !, z € m;'(y) e Y = o0 '(y) temos que a fibra de II; sobre o
ponto Y é dada por

F=11;1(Y) = ovg(m; ' (y) = ovg((z, 1)) = Vy
Prova: De fato, se y € P" ' e 2 € mr; }(y) temos que
-1

o (y) =< z,e; >,

7

que ¢ a fibra de m; sobre o ponto y. Como ov} é um isomorfismo pelo diagrama temos

F = ovy(m ' (y) = ovg({z,e:)).

[
Considere a variedade de Veronese V;' e o espaco osculador T, de ordem s centrado
em ey, pela Proposicdo 29 temos que o espago osculador é gerado por {e;|d(I,J) < s}
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com J € A, 4. Dessa forma, a projegao linear de V;' centrada no espago osculador 77 ¢
dada por:

L0 Vg — PNOe)

(ZI)IEAWI = (ZI)IEAfL’da

onde A} ;= {J € Apa,d(J, 1) > s} e N(n,d,s) =|A;, ;| — 1. Usaremos o seguinte lema
durante a demonstracao dos resultados da birracionalidade de I%.

Lema 5 Sejam f: X — Z,9g: X — Yeh:Y — Z aplicacoes racionais tais que f = hog.
Sey € Y entao g '(y) C f~'(h(y)). Em particular, se f é birracional sobre sua imagem
entao g é birracional sobre sua imagem.

Prova: Sejam y € Y e z € g !(y). Entao f(z) = hog(x) = h(g(z)) = h(y). Isto prova
a primeira parte.
Para a segunda parte como f é birracional entao f~!(h(y)) tem um tnico ponto para
y € Y geral, e portanto a fibra ¢g71(y) de qualquer ponto geral y € Y por g tem também
apenas um ponto.
|

Lema 6 Considere a projecao da variedade de Veronese V' C PN d > 2 com centro
no espago osculador 77 de ordem s sobre o ponto ¢; = e € V', 0<s<d—1:

I3V — PNds),
Entao I' ¢ uma aplicacao birracional para qualquer s < d — 2, além disso Ff‘l = 11,.
Prova: Para o caso onde s = d — 1 aplicando a Proposicao 29 a projecao é dada por
(Zl)feAn,d = (ZI)IeAn,d|d(1,J)>d—1,
observando que para qualquer J € A, 4 tal que d(J, (4,...,7)) > d — 1 temos
d(J,(i,...,i) =d<i¢ J

Portanto a projecao Ff‘l ¢ igual a projegao linear II;. Agora consideremos s < d — 2,
temos que Ff‘z pode ser fatorado por I'/ para todo 0 < 7 < d — 3.

%4 - PN (n.d.j)

S o)

Com I'{"* = ¢; o I/ onde ¢; é dado por
¢j : PN("’de) N ]PN(n,d,d—2)

(21) 1€ ald(1,0)>5 = (Z1)1€A, 44 |d(1,0)>d—2-

48



Portanto, pelo Lema 5, se F‘ij_Q for birracional entao Ff também serd birracional para
todo 0 < j < d — 3. Assim, é suficiente prova apenas a birracionalidade de H?’2. Nos
podemos assumir que ¢ > 0 e considerar a colecao de indices

J(]: (O,...,0,0),Jl = (0,...,0,1),...,Jn: (O,...,O,TZ) eA(n,d)~
Note que d(Jj, (4,...,7)) > d — 1 para qualquer j € {1,...,n}. Defina a projecao linear

v PN(n,d,s) NN IP)N

(ZJ).]|d(I,J)>d72 = 2y -5 20,)-

A composicao

yolf2ov] : P" --s P"

(zo:---:ap) > (20 ag - adta,) = (mo - xp).

¢ a aplicacao identidade pelo fato de que 297! fatora todas as coordenadas e como o espaco

& projetivo temos que (z8 ‘xg : ---: xl tw,) = (w0 : --- : x,), portanto segue que "% ¢
birracional.

[ |

Agora seja SV C PN yma variedade de Segre-Veronese, como na Definicio 51

temos n = (ny,...,n,) ed = (dy,...,d,). Sem perda de generalidade considere n; <

ngy < --- <n,. Usando a notacao da Proposicao 29, tome o ponto coordenado
er=el®el® - ®elr € SV,

com 0 <i4; <n;, I=((ir,...,%),...,(i,...,%)). Denote por (z7)sep as coordenadas de
PN(®d) om que
A = An,d = Anlydl X+ X An'r‘yd'r

e N(n,d) = |A] — 1.
A partir de agora, iremos considerar d = dy +dy + -+ + d,. Dados s < d—1¢e
I'=(I',....,I") onde I” = (i,...,i) € Ay, q,, considere

A* = {J € Ald(I,]) > s).

Dessa maneira a proje¢ao linear de SVy' centrada no espago osculador 77, de ordem s em
ey é definida por por

HTESI : Svdn N ]P)N(n,d,s)
(27)gen = (27) gens-

para todo s < d — 1, em que N(n,d,s) = |[A®| — 1.
Para estudar as condicoes de birracionalidade da projecao HT?I precisamos definir uma
aplicagao racional auxiliar ¥; para cada [ =1,...,r. Seja

¥y SV --» PV
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para cada | € {1,...,7}, onde a aplicagdo ¥, é a composi¢ado do produto de aplicagoes

T T
F?ll_Q X H HZJ : ‘/d’?l X oo X ‘/dnr ——3 ]P)N(n17d17d1_2) X H IP)N(nJ_LdJ)
=2

Jj=2

com a Segre mergulhada

,
PN (ndidi=2) o HPN(nj_l’dj) oy PNt
=2

As outras aplicagoes ¥; com 2 < [ < r sao definidas analogamente. Em coordenadas, se
escrevem as aplicagoes ¥; da seguinte maneira

¥y SV --» PN

(z5) = (20)gen;s
onde Ay = {J = (J*,...,J") € A|d(J', (iy,...,3))) > d; — 1 e i; & J7 para todo j # [}.
J

Proposicdo 30 Considere a projecio da variedade de Segre-Veronese SV c PN@d)
com centro no espaco osculador I: de ordem s no ponto e; = e @ e @ - .- @el € SV

€I 1 2 r
com(0<s<d-—1:

gy - SVE --» PN (@)

Entao HTSI ¢ uma aplicagao birracional para qualquer s < d — 2, por outro lado II,a-1 faz
e er
o seguinte diagrama comutar:

n
avd

P ox ... x P Svdn C PN(n’d)
iy X X T, 3 HTg;1 i
\:/ o.,un-l ‘l’
Pri—l s ... x Pl d SV -1 — pN(n-1,d)
onde n-1 = (ny —1,...,n, — 1). Além disso, o fecho da fibra de Il a-1 é a variedade de
€r

1,1
Segre-Veronese SV,

Prova: Primeiramente temos que Il;4-2 pode ser fatorado por II,; para todo 0 <
EI EI
J < d— 3 como no seguinte diagrama

% . PN(nd,j)

PN (n,d,d—2)
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em que
¢ . ]P;N(n,d,j) N ]P;N(n,d,d72)
(21)senjar,.ry>; = (27)serldr,g)>d—2

Portanto, pelo Lema 5 se 114-2 é birracional temos que toda IL; também serd para
EI €
todo j = 0,...,d—3. Portanto, é suficiente provar a birracionalidade para Il 4-2. Perceba
er
que IL;a-2 fatora a aplicacao ¥; pois
er

J=(' . T eN=dJ ) >d—1+Y di=d—1>d-2
J#1

n,d,d—2)

Escreva 7; : PN --» PM como a projecao fazendo o seguinte diagrama comutativo:

d—2

SV i PN(nd,d—2)

RS T

PN

e tome um ponto geral -
x € a2 (SVYP) C PNEdd=2),
er

e considere z; = 7y(x),l = 1,...,r. Denote por F' C P" o fecho da fibra de HTéiI—Q sobre o
ponto x e por F; o fecho da fibra de ¥; sobre o ponto z;. Pelo Lema 5 temos F' C Fj, seja
y € F ponto geral, e escreva y = ov3(y1,...,yr), com y; € P, j=1,...,r. Entdo pelo
Lema 4 temos que F; é a imagem sobre ovg de

(Y1,€iy) X -+ X <yl—1»6il_1> XYy X <yl+1»€z‘l+1> X o X (Y, €;,) C PP

Como F C F; para todo [ = 1,...,r temos que F' C NF; e como NF; = {(y1,...,y:)} =
{y} segue que F' = {y}, isso nos da que HTEF2 é birracional.

[ |

Em seguida analisaremos as condicoes de birracionalidade para o caso de projecoes

lineares centradas em um espacgo gerado por varios espagos osculadores sobre pontos em

posigoes gerais. Primeiro faremos para o caso da variedade de Veronese V' C PV (n.d) com

pontos coordenados e; = e(;_; € Vi, i € {0,1,...,n}. Para todo m € {1,...,n} seja

s = (S0, .., 5m) uma (m+ 1)-upla de inteiros positivos e seja s = so+- - - + 5,,. Considere
€iys- -+ €, € V;' pontos coordenados distintos, denotaremos por T C PNmd) g
K2 7% 1007 hm,
espaco linear gerado por (T2°,..., TSm).
*0 im

Pela Proposi¢ao 29 temos que a projegao de V' centrada em T;°%m C PN () ¢
dada por

I’
70""’6im

[80s8m . ‘/C'ln N IP)N(n,d,s)

€igrer€ipy
(ZI)IeAn,d = (ZJ)JeAfL’d-

Onde A, = {J € A,q4ld(J,(j,...,j)) > sjparatodoj = 0,...,m} é nao vazio e

N(n,d,s) = |A5 4 — 1.
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Lema 7 Sejad > 2e 0 < s; < d— 2 para todo j = 0,...,m. Entao sen < d e
s <n(d—1)—2 temos que FjOOS;” é uma aplicagao birracional sobre sua imagem.

Prova: Para mostrar a birracionalidade de I';%*m exibiremos Jy,...,J, € A} ; e a
. ~ . 207 im )
projecao linear
v IPN(n’d) s P
(21)rens , = (22;)j=0,..n

tais que a composigao y o I';%*m oy : P" --» P" & uma transformagao de Cremona de
2077 m,

P, ou seja, essa composicao tem que ser da forma

v o [80sm o Ug SPY -y PP

€igyr-€ip,

1 1 1
(%‘)ie{o,...,n} = (— e —) .

o I1 Tn

Separamos em dois casos, primeiro o caso onde m < n e o segundo caso onde m = n.
Suponha m < n entao tome J; € Aj ; com 0 < j < n onde J; é dado por

Ji=(0,1,....5—1L,j+1,....n,n,...,n).

Como m < n, temos que para todo j = 0,...,n temos que d(J;, (4,...,7)) =d—1>s;
parai = 0,...,m, portanto temos que J; de fato estd em A ;. Assim, obtemos a aplicagao

80,--+y8m, n.mpn __ n
fy © Feiow'veim o Ud . IP) * ]P

(l’z‘)ie{o,...,n} = (xjj)je{o,l,...,n}'

Perceba que essa ¢ uma transformagao de Cremona para P, de fato, temos que yoI'g0
iQ
é dada por

d—n+1 d—n+1 . . d—n)
n n : : .. .

(aji)ie{o’.”,n} — ([L’lflj'g R 4 T Xox1... T

Perceba que x47" fatora todas as coordenadas, logo podemos retird-lo e daf temos
(23)icg0,.my = (T1T2 .. Tyt ToTa .. Ty i o+ 1 Tg ... Tpo).

Como P™ é uma espaco projetivo podemos dividir todas as coordenadas da imagem ~ o
[50%m o g por Toxy . .. Ty, OU seja, a imagem de (z;) serd dada por

€igyeerCipy,
1 1
(wi)iE{O,...,n} — (— e —) .

Zo Tn

Portanto, temos que v o I';>*m o vy ¢ de fato a transformagao de Cremona a qual ¢
. . 19+ Cim
birracional.
Caso m = n temos que existe s; # d — 2 caso contrario teriamos

s=Mn+1)(d-2)=n(d-1)—n+d-2,
e de s <n(d—1)— 2 terfamos que

—n+d<0,
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ou seja

d <n,
o que ¢ uma contradicao com a hipodtese. Logo existe pelo menos um 0 < ¢ < n tal que
s; < d—2,seja s o conjunto de todos os ¢ = 0,...,n tais que s; < d — 2, seja k o nimero
de elementos de § e denote § = {3, ..., 5 1}, entdo temos que
k—1
s=m+1-k)(d-2)+Y 3.
i=0

Assim temos

k—1
nd—1)—n+d—2—-k(d—2)+ ) 5 <n(d—1)—2,
i=0
ou seja, temos que
k—1
—n+d—k(d—2)+)» §<0
i=0
k—1
d—n<k(d-2)—) 5
=0
logo
k—1
d—n<)» (d—2-35;)
1=0

Agora considere a familia de J; dada da seguinte maneira

Jj:(071,...,j—1,j+1,‘..,n,8~0,...,§Q,S~1,...,Sl,...,§h7‘..,8h)

onde cada 5; é inserido d — §; — 2 vezes até que J; complete uma d-upla, isso é possivel,
pois J; é uma n-upla com uma d — n-upla e como d —n < Zf:_ol(d — 2 — §;) existe uma
quantidade suficiente de s; para completar a d — n-upla dessa maneira. Agora note que
tomando J; desta maneira temos

d(J] (l, ce ,Z)) > 8;

para todo ¢, = 0,...,n. De fato, se s;, = d — 2 temos que d(J;, (¢,...,7)) =d — 1 e caso
s; € § temos d(J;, (i,...,1)) > s; pois J; possui um méximo de d — s; — 1 coordenadas
iguais a . Portanto segue que J; € A®, entao considere a proje¢ao

v IEDN(n,d) s P

(ZI)IeAi’d = (ZJJ- )j={0,-~7n}'
Assim, obtemos a aplicacao

805-+ySm n.mpn __ n
,Y © Feiov'"veim © Ud : P » IP)

(xi)iE{O,...,n} = (ZJj)j:{O,...,n}-
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Perceba que essa ¢ uma transformagao de Cremona para P", de fato, temos que yoI'g0» %
iQ
é dada por

(xi)ie{o,...,n} — (3711’2 X5 XX XTI X Jjn,l.’lj‘g),
em que
d512d522 d—3p_1—-2 g
Tz = a5 5 cwg el

onde 1 <h<kel<g<d-—s,—2. Perceba que z; ¢ um fator em comum de todas as
coordenadas, logo podemos retiré-lo e dai temos

(%i)icgo,..my = (T1T2 .. Ty S BTy .. Ty 2o D Lo Tyy).

Como vimos no caso anterior, esta ¢ a transformacao de Cremona e portanto temos que

yolgr " owvg éuma transformacao de Cremona a qual é birracional.
0”

Lema 8 Sejad > 2e 0 < s; < d— 2 para todo j = 0,...,m. Entao se n < d e
s =n(d—1) —1 temos que Fgoosgn ¢ uma aplicacao constante.

Prova: Considere primeiramente o caso m < n, como s; < d — 2 para i =0,...,n entao
temos que

s<(m+1)(d—2)<n(d-2)=nd—2n=nd—n—n=n(d—1) —
mas pela hipotese temos que s = n(d — 1) — 1, ou seja,
nd—-1)—1<n(d—-1)—
—1 < —n,
ou
n < 1.

A tlnica maneira de satisfazer a inequagao acima é tomando n = 1 e teriamos que m = 0
pois m < n, logo a projecao osculadora ¢ centrada em apenas um espaco osculador e ji
tratamos esse caso.

Agora considere J € A ;, entao temos que d(J, (4,...,1)) > s;, ou seja, J possui um
maximo de d — s; — 1 coordenadas iguais a ¢ para todo ¢ = 0,...,n. Sejam Ag,..., A\,
onde \; representa a quantidade coordenadas iguais a ¢ de J, assim temos que

d=X+ "+ A,

<d—-sp—1+d—s1—1+---+d—s,—1
=(n+1)d —3—(n—|—1)
=n+1)(d-1)—
(n+1)(d )—n(d—1)+1

nd—1)+(d—-1)—n(d—-1)+1
=d.

Portanto, segue que \; = d —s; — 1 para ¢« = 0,...,n ¢ a Unica possibilidade para
satisfazer d(J, (7,...,1)) = s;, ou seja, a imagem da projegao Fggoﬁ-,-y%m ¢ dada por um

€4,
unico ey, portanto FSO """ ‘m & uma aplicagao constante.
i
[ |

54



Lema 9 Sejad >2e¢0<s; <d—2paratodoj=0,...,m. Sen>dentao I'} %I
é birracional sobre sua imagem. R

Prova: Seja Ky ={0,...,n —d}. Para todo j € K, considere
(Jio)j = (n—d+1,n—d+2,...,n)

uma d-upla, note que d((Jx,);, (¢,...,1)) > d—2 para todo i = 0,...,n. Portanto temos
que (Jx,); € A} 4 para todo j € Ko. Entao definimos a projegao linear

Vi, ]P)N(n,d,s) N ]Pm—d

(ZI)IeA;d = (Z(JKQ)j)jEKO‘

Entdo a composicao g, o [T 24720y : P ——5 P4 ¢ a projecao linear dada por

Cigr-eriCiy

YK, © Fd—2,...,d—2 ° ,U;L o LN ]P)n—d

Cig-++sCiny

(ﬁﬂi)ie{o,...,n} = (xj)jEKo'

De maneira analoga, para cada subconjunto K C {0,...,n} com n —d + 1 elementos
distintos definimos a projecdo linear vx : PN(4s) __5 P~ em que a composicdo vk o
[d2-2d=2 oy & a proje¢ao linear dada por

620 ,...,ei-n

YK © l—\d—Q,...,d—Q o Uzi’b Py IP)n—d

81'0,...,el'n

(xi>i€{0,‘..,n} — (CBi)z‘eK-

Como v} é um isomorfismo, pelo Lema 5 temos que FZ;Q"“’d’2 ¢ birracional.
iq

o€y

Corolario 8 Seja d > 2 entao Fg,_z""’d_g ¢ birracional.
T RAN

R

Prova: O caso n = 1 ja foi trabalhado no Lema 9, entao considere n > 2 e note que
s =n(d — 2) ou seja
s=n(d—1)—n<n(d—-1)—2.

d—2,....d—2

Se n < d temos que pelo Lema 7 temos que I'?Y é birracional. Caso n > d temos

i 1€y,

pelo Lema 9 que ['Y"2--4=2 ¢ birracional.
20 L

n

d—2,...,d—2,min{n,d}—2

€igy 1€y

Corolario 9 Sejad > 2,sen > 2 entao I
Fd72,...,d72,min{n,d}fl

€ig e Cip

é birracional, por outro lado,

nao ¢ birracional.

. . d—2,...,d—2min{n,d}—2 , .. .
Prova: Primeiro provaremos que I'e, [77%, nd}=2 4 birracional, de fato, separemos
em dois caso, primeiro se n < d entdo min{n,d} = n e logo

d—2,....d—2,n—2

€ig)s-€iyy

Portanto, temos que

s=n(d-2)4n—-2=n(d—-1)—n+n—-2=n(d—1) -2,
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d—2min{nd}—2 , 1. .
logo pelo Lema 7 temos que F%, el.nflmm{” =2 & birracional.

Caso n > d temos que min{n,d} = d e portanto temos que

d—2,...,d—2min{n,d}—2 d—2,...,d—2,d— 2
r =T

€igresCipy g €ig sy,

cryd—2,min{n,d}—2 ,

Assim pelo Lema 9 temos que re é birracional.

6107 1€,

Ld— Qm;n{n,d}—l PR . .

Agora provaremos que F%, ei, nao é birracional, separemos em dois casos

novamente. Suponha n < d, logo, min{n,d} = n e portanto temos
Fd—l...,d—?,mzn{n,d}—l Fd 2,..,d—2,n— 1

eiov---vein 6107 ezn

Assim temos que

s=nd-2)4n—1=n(d—-1)—n+n—-1=n(d—1)—1

d—2,min{n,d}—1

e portanto satisfaz as hipoteses do Lema 8, ou seja, F%, e,

constante, logo nao é birracional.
Caso n > d temos que min{n,d} = d e portanto

¢ uma aplicacao

d—2,...,d—2,min{n,d}—1 __ Fd 2,...,d—2,d—1

€ig 1€y €ig e - eln

. d—2,min{n,d}—1

Temos que Fd ! fatora F%, i, , e pelo Lema 6 temos que ng_l = II,,, portanto

yd—2min{n,d}—1

nao é blrramonal isso implica que F%, e nao é birracional. |

n
d 3mzn{2n d}—2 d—3,min{2n,d}—1

Corolario 10 Se d > 3 entao Fez . é birracional mas F%, e

nao é birracional.

n

d—3min{2n,d}—2 . 1. .
Prova: Primeiramente provaremos que F%, >y min{2nd}=2 4 hiyracional. Suponha que

2n < d, ou seja, min{2n,d} = 2n, logo

Fd—3,...,d—3,mm{2n,d}—2 Fd—3,...,d—3,2n—2

€igs-€iyy €igre€iyy

e portanto temos que

=n(d—-3)+2n—2=n(d—1)—2n+2n—-2=n(d—-1) — 2.

Pelo Lema 7 segue que F%, d=3min{2ndy =2 o pivracional.
Suponha que 2n > d, ou seja, min{2n,d} = d, logo

d=3,....d=3;min{2n,d} =2 _ pd=3,..d-3,d-2

€igyre-sCiy eiov'"vein

Dessa maneira, temos que
=n(d—-3)+d—2=n(d—1)—2n+d—2.
Como temos 2n > d entao —2n + d < 0 e portanto

s=n(d—-1)—2n+d—-2<n(d—1) —2.

..,d—3,min{2n,d}—2

Segue do Lema 7 que F%v ei, é birracional.
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d=3,...,d=3,min{2n,d} -1 _ [d—3,..,d=3.2n—1 4

€igyeerCiyy €igseerCiy,

Agora considere 2n < d entao temos que I’
portanto temos

s=nd-3)+2n—1=n(d—-1)—-2n+2n—1=n(d—1) - 1.
Portanto Fgf3,...€,§l—3,min{2n,d}—1
=3 {i—3,mii~f2r{,cﬁ—l

€igyre-rCi

satisfaz as hipoteses do Lema 8 e portanto temos que

¢ uma aplicacao constante, a qual nao é birracional.
d-3,....,d=3min{2n,d}—1 [d—3,..,d=3,d—1

€igrerCiyy €igyseerCipy

n

Caso 2n > d temos que T’ , assim temos que Ff’l

fatora ['23-4=34=1 " Pelo Lema 6 temos I'¥"1 = II,. , logo ndo é birracional, portanto
) n in

yeeesCipy
3,...,d—3,d—1
6.

1Ty,

segue que Fg; nao pode ser birracional.
iQ
[ |
Agora iremos estudar a projecao osculadora de uma Segre-Veronese centrada no espaco

gerado por varios espacos osculadores. Seja SVP C PV®9) yma variedade de Segre-

Veronese, e considere (z7)7ea a representacdo de suas coordenadas em PN, Considere
os pontos coordenadas ey, er,, ..., er, € SVy' onde

L=, --,...,5) € A
Seja s = (Sg,...,Sm) uma (m + 1)-uplas de inteiros positivos, e seja s = sg + -+ +
s$m- Denote por Tgh 7 = C PN@®d) o espaco linear gerado pelos espagos osculadores
Tg;;, ..., TP . Pela Proposigdo 29 a proje¢ao de SV centrada em Tjﬁ)’;;;jfg? ¢ dada por

N(n,d, s)
H SO seees s . -—— IED ()
Te?O’Wé’Ilm.SVd“

(21)1rea ¥ (27)ens-

Em que A% ={J € A|ld({;,J) > s;Vj} é ndo vazio e N(n,d, s) = |A%| — 1.
Proposicao 31 Sejam r,d > 2. Entao a projecao Mpa-2.a-2 SVP ——s PN, d-2) ¢
birracional.
Prova: Para cada [ € {1,...,7} considere o conjunto
_ J ;
wefomwmen{im e e
e considere a projecao linear
¥ SV ——s PV
(21)1en + (27)JeA,
Note que A; C A2, de fato, seja J € A; entdo temos que
d(J, L) =d(J', (iy...,9) + - +d(J", (i,...,17)),

comi=0,...,n;—1, quando j # [ temos que 0, ...n;—1 ¢ J7 e portanto d(J7, (4,...,7)) =
dj, quando j = [ temos que d(J*, (,...,i)) = d; — 1 e portanto

d(J,;)=di+-+d, —1=d—1>d—2.

Logo J € A%2 e portanto A; C A%2. Dessa forma A9? fatora A;, entdo existe uma

projecao linear 7; : PN(dmd-2) __5 PN ta] que &, = 7 0 I a-2..a-2 e que faz o seguinte
EIO ..... eln171

diagrama comutar
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Quando j = [ a restri¢ao de X; o ov] para

{pt} > {pty x P™ < {pt} x - - x {pt}

com {pt} um ponto geral, é isomorfa & proje¢ao osculadora

Fg—?,...e,c.i—Q : Svdn N ]P)N(nl,dl,d-2)‘
g€ 1

Quando j # [, a restricao de ¥J; o ov§ para

{pt} > x{pt} x P x {pt} x .- x {pt}

é isomorfa a projecao com centro em (eg,...,e,,_1) que por sua vez é birracional pelo
Coroléario 8.
Considere z; = 7y(z) com [ = 1,...7. Seja F' C P" o fecho da fibra de Il 2. a2

EIO ..... er 1
sobre x e F; o fecho da fibra de 3; sobre x;. Pelo Lema 5 temos que F' C Fj. Seja
y € F C F; um ponto geral com y = ov§(y1,...,y,), comy; € P% e j=1,...,r. Entao,
F; & a imagem sobre ov} de

<y176i07 s 7€n—1>><' : ‘X<?/l—17€0> CIE 7€n—1>xylx<yl+1a60a s 76n—1>x' . 'X<y7"760a o 76n—1>-

Como F' C Fj temos que F' = M=, F}, mas note que N1 F; = {(y1,...,9-)} = {y}-
Portanto temos F' = {y}, logo Il 4-2...a-2 & birracional.
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5 Defeitos Secantes

5.1 Defeitos Secantes em Variedade de Veronese

Nessa secao comecaremos o estudo de defeitos secantes em variedades algébricas. Em
geral, nao é simples determinar se uma variedade é ou nao h-defeituosa. Para isso, usare-
mos as projecoes osculadoras definidas no capitulo anterior como hipdteses dos resultados
para determinar o defeito das variedades de Veronese e Segre-Veronese. Para um estudo
mais aprofundado sobre os defeitos secantes veja [19].

Definicao 54 Sejam X C PV, uma secante h-linear de X ¢ um espaco linear de X gerado
por h pontos z1,...,x, € X denotado por < zq,...,x, >.

Definicao 55 Seja X C PV, uma variedade algébrica e h um inteiro ndo negativo, de-
finimos a variedade h-secante de X pelo fecho projetivo da uniao de todas as secantes
h-lineares

Secp, X = U < P1y.--,Pn >

P1,---Pk

Exemplo 59 Em uma variedade algébrica a secante 2-linear passando por dois pontos é
a reta passando por esses pontos, por 3 pontos nao colineares serd a variedade 3-linear
gerada por eles.

Observacao 6 A Sec, X é uma variedade algébrica ([19] Russo, 2001).

Definicao 56 Seja X C PV uma variedade algébrica de dimensao n, chamamos de di-
mensao esperada de Sec;, X a dimensao méaxima a qual ela pode ter. Temos por [19] que
a dimensao esperada é dada por

expdim(Sec, X) = min{N,h(n + 1) — 1}.

Assim, caso
dim(Sec, X) < expdim(Sec, X),

dizemos que a variedade X é h-defeituosa.
Exemplo 60 Toda variedade X C PV nao-degenerada nio é 1-defeituosa.

De fato, considere n a dimensao de X, para h = 1 temos que a dimensao esperada de
Sec; X é
expdim(Sec; X) = min{N,1(n+ 1) — 1} = min{N,n} = n.

Note que, dado x € X temos que

x € (x) C U (x;) = Sec1 X.

zr,€X
Portanto segue que X C Sec; X e logo Sec; X = X. Assim
dim(Sec1 X) = dimX = n = expdim(Sec; X),

logo X é nao 1-defeituosa.
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Proposiciao 32 Seja X C PV uma variedade ndo-degenerada. Se X é h-defeituosa, entao
X é k-defeituosa para todo k > h.

Exemplo 61 A superficie de Veronese V2 é 2-defeituosa.

De fato, considere a variedade V> como a imagem de um morfismo o : P> — P° dado
por
(mo : 1 1 o) > (T3 : ToT1 : ToTo © T T1T9 1 X3).
Agora considere um ponto P = (22 : zoz1 : zowa @ 23 1179 : 23) € Vi pode ser visto
matricialmente da seguinte maneira

x% ToT1 Tolo o 0 O Ty T1 X9
P = Tox1 IE% T12o = 0 ;1 O To T1 To
ToTy T1Ty T3 0 0 zy To T1 Ty
Como a matriz
To T1 T2
To T1 T2
To I1 X2

tem posto 1 enquanto que a matriz

Zo 0 0
0 I 0
0 0 i)

possui posto entre 1 e 3, logo o posto(P) < min{1,3} o que implica que
posto(P) = 1.

Ou seja, a matriz do ponto P ¢ simétrica de posto 1. Portanto podemos considerar V2
um subconjunto das matrizes simétricas de posto 1, logo

Secy(Vy) C {M + N; M, N € M3 matrizes simétricas de posto 1}
= {M € M| matriz simétrica de posto 2}
= {M € M3|M matriz simétrica de determinante nulo}
= Z(det(M)) = Z((yoysys + Y1yay> + Y2y19a — Y3ys — YiYs — Yoy1))-

Dessa maneira Secy(Vy?) ¢ uma hipersuperficie de grau 3 em P°, logo a codimensao ¢ 1 e a
dimensao dela é 4, porém a dimenséio esperada de Secy(Vy?) é 2(2+ 1) — 1 = 5. Portanto
V2 é 2 defeituosa.

Exemplo 62 A variedade V' é n-defeituosa para todo n > 2.

No exemplo anterior provamos para n = 2, agora usaremos a mesma estratégia para um
n qualquer. Considere a variedade VJ* como a imagem de o : P* — PV dada por

(T =m0 :an) = (TF 1 XX 1 XXy 1 T3 1 XTI XXy e T,

Entao, analogamente ao exemplo anterior temos que V;' pode ser representado como o
conjunto das matrizes simétricas n + 1 X n + 1 com posto 1

T2 momy - ToTy
2
oIy .Il e T1Tp
2
Toly 1Ty - x,
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Portanto temos que

Sec,(Vy') = {My + -+ M| M, ..., M, € M, ; matrizes simétrica de posto 1}
= {M € M,,;1|M matriz simétrica de posto n}

= {M € M,,,1|M matriz simétrica com determinante nulo}

= Z(det(M)).

Como M é uma matriz n+1xn+1 temos que det(M) é dado por um polinémio homogéneo
de grau n + 1 e temos que Sec, (V") é uma hipersuperficie de dimensao N — 1 em PV,
porém a dimensao esperada de Sec, (V") é

expdim(Sec,(Vy')) = min{N,n(n+ 1) — 1}
=min{N,n*+n — 1}

:N’
pois comoNz(”f)—lz"Q%?’”temos
2n? + 2 243
n2+n—1=¥—1>”;”— —N-1

para todo n > 2. Portanto
dim(Sec,(V3')) = N — 1 < N = expdim(Sec,(V5')),

ou seja, V3" é n defeituosa.

Calcular a dimensao da variedade h-secante de uma variedade nem sempre é uma
tarefa facil. Para nos auxiliar, iremos utilizar o Lema de Terracini o qual apresenta uma
formula para a dimensao da variedade k-secante de uma variedade X.

Teorema 6 (Lema de Terracini) Seja X C PV uma variedade algébrica projetiva nao
degenerada. Entao se char(K) = 0, existe um subconjunto aberto U C Sec, X tal que

(T, X, ..., T, X) =T,Sec;, X
paratodo z € U,z; € X,i=1,...,k,z € (z1,...,7). Em particular
dim(Secy X) = 2dim(X) — dim(T, X NT,X)
para todo z,y € X sendo pontos gerais.
Prova: Teorema 1.3.1 [19]

Exemplo 63 A variedade de Veronese V;} C P° é 2-defeituosa.

De fato, tome dois pontos gerais p, ¢ € P?, sem perda de generalidade podemos considerar
p=(1:0:00eq=(0:0:1), considere P=(1:0:0:0:0:0),Q=(0:0:1:0:0:
0) € P° as imagem de V;? sobre os pontos p e q. Seja [ C P? a reta passando por p e g e
seja L a imagem de [ por V2. Perceba que

[={(ty:0:t) € P?|(ty: 1) € P},
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portanto temos L é dada pelo conjunto
L={(t;:0:17:0:tot;:0) € P°|(tp: t;) € P'}.

Vamos agora construir os espacos osculadores TpL e Ty L seguindo a Definicao 53. Con-
sidere a parametrizagao no aberto P° (zy = 0)

p:A' - A°NY
0— P
tl = gp(tl) = (Oat%707t170)'

Assim temos que

i
— =1(0,0,0,0,0
8t0 (7777)
dp
— =1(0,2¢4,0,1,0).
8751 (71a77)

Portanto temos que

TpL = ((0,0,0,0,0),(0,0,0,1,0))
=((1:0:0:0:0:0),(1:0:0:0:1:0))
((1:0:0:0:0:0),(0:0:0:0:1:0)).

Agora considere a parametrizagao no aberto P5 (o = 0)

6: A 5 ATOY
0—Q
to — Sp(to) = (t(2)7070707t070)'

Assim temos que

dp
§J4%Q@Lm
96
%;m@mmn

Portanto temos que

ToL = {(0,0,0,0,0), (0,0,0,1,0))
(0:0:1:0:0:0),(0:0:1:0:1:0))
((0:0:1:0:0:0),(0:0:0:0:1:0)).

Assim temos que (0:0:0:0:1:0) € TpL NTLQ portanto temos que
dim(TpL NTgyL) > 0.
Como L C V? implica que
{(0:0:0:0:1:0)} C (TpVy NTQVY).

Assim temos que
dim(TpVy NToVy) > 0.
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Pelo Lema de Terracini temos que
dim(Secy (V) = dim(Vy) + dim(Vy?) — dim(TpVy N TVy),
ou seja
dim(Secy(Vy)) = 242 — dim(TpVy N ToVy) < 4 < 5 = expdim(Secy(Vy)).
Portanto V? é 2 defeituosa.

Exemplo 64 A variedade de Veronese V" é 2-defeituosa.

De fato, considere sem perda de generalidade p=(1:0:---:0)eg=(0:1:---:0)
dois pontos gerais de P" e sejam P = (1:0:---:0),Q =(0:1:0:---:0) C PV as
imagens de p e ¢ por V' respectivamente. Seja [ a reta passando por p e ¢ ou seja

I={(a:b:0:---:0)|(a:b) € P'}
Entao a imagem de [ pela Veronese sera
L={(@*:*:0:---:0:ab:0:---:0)|(a:b) CP'}.

Agora vamos encontrar os espacos osculadores TpL e Ty L, note que P = ey e Q = e()
pela Proposicao 29 temos que os espagos osculadores de ordem 1 sao dados por

TpL =T, L ={e;,J € Ald(J,(00)) < 1}

ToL =T,

(1)

L=Ae;,J € Ald(J, (11)) < 1}.
Note que para J = (01) temos que

d(J, (00)) = 1

d(J,(11)) = 1.

Portanto temos que e; € TpL e ey € TpL logo temos que e; € TpLNTyL. Como L C V3
temos que

ey € TP‘/Qn N TQ‘/{L,

e portanto
dimTpVy' NTVy' > 0.

Temos que a dimensao esperada da variedade 2-secante de V3" é
expdim(SecyVy') = min{N,2(n + 1) — 1},
em que N é dado por

(n+1)+2-1 n*  3n
N = =g
( 2 SR

Pelo Lema de Terracini a dimensao de Sec, V" é dada por
dim(SecyVy') = 2dim(Vy') — dim(TpVy N TpVy'),
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mas note que
2dim(Vy') —dim(TpVy' NTHVy') = 2n—dim(TpVy' NTHVy') < 2n < min{N,2(n+1) —1},

pois
n?  3n

N=—+—>2
g T o

2(n+1)—1=2n+1>2n,

para todo n > 2, logo
dim(SecyVy') < expdim(SecaVy')

e portanto V3" é 2-defeituosa.

5.2 Degeneracao de Espacos Osculadores

Para o estudo do defeito secante de uma variedade usaremos a técnica de degeneragao
de espacos osculadores, uma das hipoteses necessarias para utilizar essa técnica é que
uma projecao osculadora especifica seja genericamente finita. Para o caso da variedade
de Segre-Veronese foi provado na Proposicao 31 que a projecao osculadora Il .42, 42 &

birracional, e veremos que segue direto da definicao que birracional implica em generica-
mente finita. Isso nos ajudard a encontrar uma cota para o defeito secante da variedade
de Segre-Veronese.

Definicao 57 Sejam X,Y C P" variedades algébricas e seja f : X — Y uma aplicagao
racional, dizemos que f é genericamente finita quando para todo p € Y ponto geral temos
que f~!(y) é um conjunto finito.

Observacao 7 Toda aplicacao birracional é genericamente finita, pois a imagem inversa
de um ponto geral por uma aplicacao birracional ¢ apenas um ponto o qual forma um
conjunto finito.

Exemplo 65 Considere C' C P? uma curva eliptica plana dada por f = zy?

z)(x — 22) e a projegao

— z(z —

7Ty:IP’2—>IP’1

(x:y:z)—=(x:2)

com centro (0,1,0). Seja ¢ a restricdo de m, sobre a curva C. Entdo ¢ é genericamente
finita, mas nao é birracional.

De fato seja (zg, 29) € P! um ponto geral da imagem de ¢, entdo a imagem inversa de
¢ sobre o ponto (zg, 29) ¢ dada por

¢71(l’0, ZO) = {(.T(], Yy, Zo) < ]PQ‘ZOyZ + .To(x(] + Zo)(l’o + 220) = O}

Desconsiderando os casos especiais em que g = zg = 0, g = 29 ou xg = 2z, temos
que y assumiréd dois valores possiveis, portanto a pré-imagem de ¢ sobre um ponto geral
serd um conjunto finito de dois elementos, portanto ela é genericamente finita, mas nao é
birracional.
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Definicao 58 Seja X C PV uma variedade algébrica projetiva e sejam py,...,pp € X
pontos gerais com espacos tangentes 7, X. Chamamos de uma projecao h-tangencial de
X a projecao linear

Txp X C PN ——5 PN

com centro em (T, X,..., T, X).

Para a demonstracao de que a variedade de Segre-Veronese nao é h-defeituosa para
um certo h usaremos um resultado auxiliar. A proposicao a seguir foi desenvolvida por
L. Chiantini e C. Ciliberto (|11], 2001) e ela apresenta condi¢bes necessarias e suficientes
para que uma variedade X C PV nao seja (h + 1)-defeituosa.

Proposigao 33 |[[11], Proposition 3.5] Seja X C PY uma variedade projetiva nao dege-
nerada de dimensao n, e sejam xq,...,r, € X pontos gerais. Assuma que

N —dim( (T, X,..., T, X)) —1>n.

Entdo a projecdo tangencial 7x j, é genericamente finita se e somente se X nao é (h + 1)-
defeituosa.

Agora, considere X C PV uma variedade projetiva, e f : A — P! uma familia de
subespacos k-dimensionais de P*. Para qualquer ¢ € P! nés denotamos por A, = P* a
fibra de f~'(t) e por ma,|x a restri¢do para X da proje¢ao linear my, : P* --» P**~! com
centro em A;.

Proposigdo 34 [[17], Proposicao 4.8] Se existe ty € P' tal que my, |x : X --» P"71 ¢
genericamente finita entao ma, x : X --» P"—*=1 ¢ genericamente finita para t € P! geral.

Lema 10 Sejam I e Il duas projecoes tais que U C V, se Il é genericamente finita,
entao Il também é genericamente finita.

Prova: Suponha que Il seja genericamente finita, ou seja, a fibra de um ponto geral x
por Iy, é um conjunto finito, como U C V pelo Lema 5 temos que

I CORSRIOAC)

logo a fibra de x em Il esta contida na fibra de x por Ily, que por sua vez é finita, logo
[Ty é genericamente finita.
|
Agora vamos estudar o conceito de degeneracao de espacos osculadores. A partir
da degeneracao poderemos carregar algumas propriedades de um espacgo osculador para
outros espacos osculadores de ordem menor.

Definicao 59 Seja X C PV uma variedade projetiva. Dizemos que espagos osculadores
Th,T)2, ..., T) degeneram para um espaco T se existem morfismos ¢; : P! — X tais

que ¢;(to) = p1 € ¢(tx) = pi € 0 limite quando ¢t — 0 de
ky ok e
T, = (T T¢22(t),...7T¢n(t)>

p1?
estéa contido em T:l )

A partir da definicao de degeneracao de espacos osculadores introduziremos o conceito
de regularidade m-osculadora e 2-osculadora forte. Essas propriedades nos dizem em qual
espaco osculador o gerado por varios espagos osculadores ird degenerar.
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Definicao 60 Seja X C PV uma variedade projetiva. Dizemos que X possui regularidade
m-~osculadora se dados py,...,p, € X e k inteiro positivo temos que o espaco

_ k k
T, = (TF,...,TF)

p1?

se degenera em T2+,
Dizemos que X possui regularidade 2-osculadora forte se para todo p # ¢ € X pontos
gerais e k; e ko inteiros positivos temos que o espaco

< T, TF >

se degenera em T),F1 2 +1,

As propriedades de regularidade 2-osculadora e m-osculadora nos permitem determinar
quantos e quais espacos osculadores de uma variedade algébrica X degeneram em um
espaco osculador maior. Para determinar o defeito secante de uma variedade seguiremos
0s seguintes passos. Dada uma projecao osculadora que seja genericamente finita vamos
determinar quantos tangentes degeneram nos espacos osculadores dessa projecao através
das regularidades 2-osculadora forte e m-osculadora. Posteriormente, com a Proposi¢ao
34 garantimos que a projecao com centro nos espacos tangentes é genericamente finita e
por fim com a Proposicao 33 determinamos o defeito secante de acordo com a quantidade
de tangentes que degeneram nos espacos osculadores.

Mostrar que uma variedade possui regularidade m-osculadora ou regularidade 2-osculadora
forte nao é trivial, vejamos o exemplo da curva racional normal de grau n a qual possui
regularidade 2-osculadora forte.

Proposigao 35 A curva racional normal C,, C P" de grau n possui regularidade 2-
osculadora forte.

Considere pontos gerais p,q € C,, com p = ¢y e ¢ = e, e tome a curva racional normal
dada por

Y Pt — P"
Y(s:t) e (8" s it

onde ¥(1 : 0) = pe (0 :1) = q. Considere a parametrizacao da curva racional para
s =1 de P para A" em torno do ponto p

@ Al = A"
s> (1,t,...,t") = eg +teg +tey + -+ +t"e,.

Entao o espaco osculador de ordem k; em p é dado por

0, = (p!V(0),...,"(0))

T,*r = 0,™,
observe que
W) = (1,2t,...,nt" Y
@) =(0,2,...,n(n —1)t""2)

e (t) = (0,...,0,1!,(155—)})!@..., (nTi!l)!t”l>.
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Como ¢(0) = 0 temos que a derivada [-ésima de ¢ em 0 é
©D(0) = (0,0,...,11,0,...,0) = lle,

para todo [ < n, portanto
Ogl = <1!€1, . 7k1!€k1>7

tomando o fecho de O]’jl obtemos
T,* = Ot = (e, €1, ..., e, ) ~ PFL.

Entao dado o espaco
T, = (T, T¥,) = (O, 0F,) = 0,
é suficiente mostrar que o limite 7 quando t — 0 dado por
A ki Ak
O = 11_{% (Op', O@Q(t)>

:lg% <p = (p(O)a 90/(0)7 R cp(kl)(o)a gp(t), (p’(t), s 790(k2)(t)>

¢ igual a PF1+k2+1 Temos que

_1; k k
Co = 1g>%<0p1’0302(t)>
= (e1,€9,..., €, te1 +tieg + -+ t"e,, 200 + 6tes + - -+ n(n — D" 2e,,...,).

Vamos considerar sem perda de generalidade k; < ko, usando os vetores ey, e, .. ., €k,
eliminamos as componentes ej, e, . . . , e, dos vetores p(t), M (t), 0@ (t), ..., o*2)(t). Cha-
mando de gp(()o) (1), gpél)(t), go(()z) (t),... ,gp(()k2)(t), respectivamente, os vetores resultantes, te-
mos:

. k:
Oo =limer, .., en, 0 (), 06 (£), 067 (8)s - 06 (1)),

onde o <p(()l) (t) para l—0,..., ko é dado por

SDéO) (t) - tk1+1€k1+1 + tk1+2€k1+2 —|— e + tnen = Z tjej

n! ,
‘P(()l)(t) = (ks + DtFreg o+ + e — Z jtj_lej

ki +1)! n! ! :
( 1 ) !tkl_k2+1€k1+1 + . + tn—kzen — Z . j t]—er]

(k2)
= ——
900 ( ) (kl . kQ + 1)

Assim temos

Ot = <€i,i = 1,,]61,@0(()1)(75) = Z (j j_'z,)”fjiej,i = 0,1,...,k2> .

Jj=k1+1
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Vamos fazer uma representacdo matricial de O;. Considere a matriz (k1 + ka4 1) X n por

blocos
A Id 0\ (Id 0 O
-~ \0 B") \0 B C)’
cujas linhas sao as coordenadas dos vetores geradores de O, na base e, ...,e,. O bloco

Id é a matriz identidade de tamanho k; e B é uma matriz quadrada de tamanho ks + 1.
Vamos provar que B’ tem posto maximo, e portanto pode ser escalonada. Note que

tk1+1 tk1+2 L. tn
ki+1 th ki+2 thitl s nt" 1
B/
(k1+1)! . tkl—i-l—k:g (k1+2)! . tk1+2—k2 . n! ' tn—k:g
(k1—ka+1)! (k1—ka+2)! (n—k2)!
1 t ce the
e ky+1 (k1 +2)t e (k1 + ko + 1)tk
(/ﬂ;rl)! (k142)! .tk1+2fk2 (k1+k2.+1)!tk2
(k1—ko+1)!  (k1—k2+2)! (k1+1)!

é quadrada de tamanho k5 + 1. Note que

det(D) = det(M)t™
ondem=0+1+2+---+ky e M é a matriz

1 1 . 1
ki +1 ki +2 ki +ky+1
M= |G+ Dk (k1 +2)(ka+1) -+ (ky 4 ko 4 1) (ky + ko)
(k:l-.&-l)! (kl}z)! o (k1+/§2+1)!
(k1 —ka+1)! (k1 —ka+2)! (k1 +1)!
1 1 e 1
ki +1 ki+2 ki +ky+1
ol ki +Dk/2 (i +2) (ki +1)/2 - (k1 + ko + 1) (k1 + ko) /2
(k1~'|>1)! (k1~'i>2)! . (k1+k'2+1)!
(k17k2+1)k2! (klfk‘2+2)k2! (k1+1)!k2!
k1+1 (k1+2) . k1+ka+1
ki ‘ f
1+1) (k1+2) . (k1+ 2+1)
( 1 1 1 k .
_ (k1+1) (k1+2) (k1+k2+1) . (( 1+ ]))
= 2 2 2 = 1 .
: : : ' (i)
k1+1 k142 k1+ko+1
Cu) o) o ()

Note que k; +j > i—1 e segue por |14, Corolario 2| que det(M) # 0. Portanto a matriz é
(%)

escalonavel. Considere ¢,/ ,

(t) os vetores cujas as coordenadas sao dadas pelas linhas da

resultante do escalonamento da matriz M, entdo podemos substituir go(()i) (t) por @ii)od(t).

Portanto, como a matriz A possui posto maximo temos que todos os vetores de Oy sao
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linearmente independentes o que implica que

— ) @) (k2) \ o Akitka+1
00_11_1)% <61’62""7€k1?gpmod7¢mod7"'7¢mod A AT

Tomando o fecho de O, obtemos T} = Pkitketl — Tpl“”€2+1 como queriamos.
[ |

Exemplo 66 Considere X C PV uma variedade algébrica com regularidade 2-osculadora,
forte, entao dados p,q € X temos que

T = (T}, T}
degenera em T7. Para ky = 3, k; = 1 temos que
T, ={T,.1,)

degenera em Tp57 como em Tg’ se degeneram dois espacos tangentes, portanto temos que
em Tp5 se degeneram 3 espacos tangentes.

Exemplo 67 Seja X C PV variedade algébrica que possui regularidade m-osculadora, e

regularidade 2-osculadora forte, entao dados py,...p, € X temos que
T=(T,,....T, )

degenera em 77, ou seja, temos que em Tg’l degeneram m espacos tangentes. Como X

p1’
tem regularidade 2-osculadora forte temos que

_ 3 gl
T = <Tp1’Tl1>
se degenera em T;p como TSI degeneram m tangentes, temos que temos que em Tp51
degeneram m + 1 tangentes.

5.3 Defeitos Secantes da Segre-Veronese

Nessa secao iremos estabelecer condigoes suficientes para que uma variedade de Segre-
Veronese nao seja h-defeituosa utilizando o método desenvolvido em [17] onde é aplicado
para estudar o defeito secante das variedades Grassmanianas, porém, pode se aplicar esse
resulatado em outros tipos de variedades. Em [6] esse método foi utilizado para estudar
o defeito secante de variedades de Segre-Veronese.

Perceba pelos exemplos do final da Secao 5.2 que dada uma variedade algébrica com
as propriedades de regularidade m-osculadora e regularidade 2-osculadora forte é possivel
determinar quantos espacos tangentes cabem dentro de um espaco osculador. Podemos
explicitar a quantidade de espagos tangentes que degeneram em um espaco osculador.
Definimos h,,(k) como o namero de tangentes que degeneram em um espaco osculador
de ordem k de acordo com a regularidade m-osculadora e regularidade 2-osculadora forte.
Esse h,,(k) é definido da seguinte maneira.

Definicao 61 Seja m < 2 um inteiro. Defina a fungao

I NZO — Nzo.
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da seguinte forma: h,,(0) = 0. Para qualquer k£ > 1, escreva
k+1=2M42% 4 ... 42N ¢
onde \; > Ay > ---> )\ > 1,e € {0,1} e defina
B (k) := mM ™ m?2™t 4 it
Em particular hy,(2k) = h,,(2k — 1) e ho(k) = [2].

Ficara claro durante a demonstracdo do Teorema 7 que 0 h,,(k) como esta definido

representa a quantidade de tangentes que degeneram em um espaco osculador de ordem
k.

Exemplo 68 Seja X C PV uma variedade com regularidade 5-osculadora e 2-osculadora,
forte. Temos que
9+1=10=2"+2"
portanto
hs(9) =51 + 571 = 26,
ou seja, podemos degenerar
1 gl 1
<Tp1’Tp2’ U ’Tp26>
para dentro de T}, .

Exemplo 69 Seja X C PV uma variedade com regularidades n + l-osculadora e 2-
osculadora forte, entdao temos a Tabela 5.3 mostrando os valores de h, (k) de acordo
com o k.

Tabela 5.1: Valores de h,,(k) conforme k varia.

k hn+1<k)

3 n+1

5 (n+1)+1

7 (n+ 1)

9 (n+1)2+1

11| (n+1)*+(n+1)
13| (nyl)*+(n+1)+1
15 (n+1)*

17 (n+1)°+1

9] (n+1)P°+(n+1)

Para nos auxiliar na demonstracao dos proximos resultados vamos classificar as vari-
edades a partir de quais de suas projecoes osculadoras sao genericamente finitas.

Definicao 62 Seja X C PV uma variedade algébrica, dizemos que X possui tipo

]ﬁ, .. .,kl,kz, C ,]{?2, .. .,kT., .. ‘7kr — ]{;(il)?k(@)? . k(“)
1 2

ey M

quando dados j = iy + - - - + ¢, pontos py,...,p; temos que a projegao osculadora

1 Tkv‘>

100tpy

Tp11 ----- le " " (Tp

¢ genericamente finita.
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Exemplo 70 Considere a Segre-Veronese X = 51/32;52752 entao pela Proposigao 31 temos

que a projecao osculadora Il,;77  é genericamente finita, portanto X tem tipo (7,7) =
€Ig Iy
7).

Para utilizar a técnica de degeneracao de espacos osculadores precisaremos que a
variedade possua regularidade m-osculadora e 2-osculadora forte. O Lema 11 nos garante
que uma Segre-Veronese possui essas propriedades.

Lema 11 [[6], Proposi¢io 5.1 e Proposicao 5.10] A variedade de Segre-Veronese SV} C
PN(®d) possui regularidade 2-osculadora forte e regularidade (n; + 1)-osculadora, onde
n={ny,....,n.pen <nyg<---<n,.

Agora vamos exibir uma cota para o defeito secante da Segre-Veronese S V;? a partir
de sua regularidade 4-osculadora e 2-osculadora forte.

Exemplo 71 A Segre-Veronese SV;?? nao ¢ h-defeituosa para h < 16.

Considere X = § V;fgg’. Pelo Lema 11 temos que X possui regularidade 2-osculadora forte e
4-osculadora, pela Proposicao 31 temos que a projecao osculadora HTT%?I,’SZ e ¢ birracional,
isto implica que essa projecao é genericamente finita.
Tome pontos gerais a = ay,as,b = by, by, ¢ = ¢1,co de X. Como X tem regularidade
2-osculadora forte entao podemos degenerar
LY =12 .1, .1, T, , T3 T.)

al?) —ag? c17) 7 C2

ennl
LY =ViCc U =T, 1), T2)

ay? Cc1

por meio de uma familia

Lt = (T3 T! ,T,fl,Tblé,T?’ T}

a1’ *al c1r *

), t € PL.

Como X tem tipo (5,5,5) entao Iy, é genericamente finita. Como V; C U; pelo Lema 10
temos que IIy; é genericamente finita. Pela Proposigao 34 segue que Il é genericamente
finita. Isso implica que X tem tipo (3,1,3,1,3,1).
Agora como X tem regularidade 4-osculadora entao podemos degenerar 4 tangentes
em um espaco osculador T;’. Portanto podemos degenerar
‘Lg ::<72i’j;;’jzz’7247122771i’jlt’j}t’722772L711i711;7712711i771i>

em
LY =Vo C Uy =(T7 T, T}, T,. . T3, T..)

a1’ —as? c1? 7 ¢Cs

por meio de uma familia

Lé = <T¢111 ) Talgv T;g, T;iv Tal57 Tbll ’ Tblg’ Tblgv Tblfl’ Tb15a Tcll’ Tcltzv Tclg’ Tclfl? Tcl5>7
como Iy, é genericamente finita, temos pelo Lema 10 que Ily, é genericamente finita.
Seguindo o mesmo argumento de L} temos que X tem tipo 1!°). Entdo pela proposicio
33 temos que X nao é 16-defeituosa.

Para a demonstracao dos proximos resultados iremos aplicar a hipétese de m-osculadora
repetidas vezes. Para facilitar esse processo vamos utilizar o seguinte lema.
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Lema 12 Seja X C PV uma variedade projetiva com regularidade m-osculadora.

1. Se X tem tipo (2° — 1) entdo X tem tipo

c—l)

(1,...,1) =10

2. Se X tem tipo (2t —1,...,2% — 1) entdo X tem tipo

(1,...,1) = 1 etm™h,

Prova: Parte 1 Como X tem tipo (2° — 1) entdo a projegao HTIQDC—I ¢ genericamente
finita. Agora perceba que para todo ¢ > 1 temos que

2°—1=2(2"—1)+ 1

Portanto, pela a regularidade m-osculadora temos que dados pontos gerais P, ..., P, 0
espaco osculador
0 2¢-11 20—1-1
Ly = (Tp, oo T )

se degenera em .
LF = Vi Uy = (T2

por meio de uma familia

t 2c=1_1 p2e—l1 2¢—1_1
Ly=(Tp, ~"Tp .. Tp 7).

Como X tem tipo (2° — 1) entdo Iy, é genericamente finita. Pelo Lema 10 temos que
Iy, é genericamente finita. Pela Proposicao 34 segue que II;: € genericamente finita para
algum t. Isso implica que X tem tipo (2¢7' —1,...,2¢71 — 1) = (2! — 1)(™). Podemos
repetir 0 mesmo processo ¢ — 2 vezes sucessivamente até

ge=le=l) _1=9_1=1,

isso implica que X tem tipo

k—l)

h=(1,...,1) =1

Parte 2: Agora suponha que X tem tipo (2 —1,...,2% — 1). Pela regularidade m
osculadora temos que
c1—1 c1—1
LY = <T1%11 L TEth

se degenera em

L =Vi C Uy =(Tp ")

por meio de uma familia

t _ g2eiTlo1 p2e17l] 201711
Ly = (Tp, ’Tpg ""’TPXﬁ ).
Isso implica que dados pontos gerais (s, ..., (), temos que o espaco osculador

0 __ 0 2¢2—1 299 —1\ __ 2c1—1_1 201—1_1 p2c2-1 2% —1
Ly= (LY, T4~ ...., T3 ™) = (T3, s T TR T T T
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se degenera em
LY =Vy CUs= (U0, 15" ..,Tg);-1> = (T3 137" ,ngj’—l)
por meio de uma familia
t 262 1_ 2%t 1
L <L17 T T Qj >
2c 1_ 2c 1_ 2c 1_ 26 2¢5 —
<TP11 ! T et TPt1 ! 15 o1 ..,TQ; .

Como X tem tipo (2¢* —1,...,2% — 1) entao Iy, é genericamente finita. Pelo Lema 10
temos que IIy, é genericamente finita. Pela Proposigao 34 segue que II; é genericamente
finita para algum ¢. Isso implica que X tem tipo

(207t -1, 20712 1 29 — 1) = (297t — 1)) 92 1 2% —1).
Podemos repetir o mesmo processo ¢; — 2 vezes sucessivamente até
el 1 =2_1=1,
isso implica que X tem tipo
h=(1,...,1,2%—1,...,29 —1) = (10" 222 _1 .. 29 —1).
Agora aplicando o mesmo procedimento para cada 2% — 1 concluimos que X tem tipo
h = (1(mcl_1), cee l(mcrl)) = (T m®T),

|

Agora vamos generalizar o Exemplo 71 para uma variedade algébrica com regulari-

dade m-osculadora e 2-osculadora forte, vamos utilizar a mesma estratégia do exemplo,
repetindo o procedimento de degenerar um espago osculador em outro repetidas vezes.

Teorema 7 [[6], Teorema 4.7 | Seja X C PV uma variedade projetiva com regularidade

m-osculadora e regularidade 2-osculadora forte. Sejam kqi,...,k; > 1 inteiros tais que a
projecao osculadora II k..., & genericamente finita. Entao X nao é h-deteituosa para
Pl ,,,,, P,

h < (Zl: hm(kj)> +1

onde h,, é como na Defini¢ao 61.

Prova: Para a prova do Teorema iremos utilizar a técnica de degeneracao de espacos
osculadores feita no Exemplo 71 simplificando a notacao para a degeneracao.

Primeiro vamos fazer a degeneracao para Tllill e em seguida repetimos o processo ana-
logamente para os outros T;ﬁ Vamos considerar todos os k; sendo impares, caso contrario
tome k; — 1, isso nao é problema pois h,(k;) = h,,(k; — 1) quando k; é par.

Seja T} = <T1]§§, o ,Tk ), entdo podemos escrever Tkl’”_"kl da seguinte maneira

TEp = (TR TR, T = (TR T)).
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Para k; considere Ay sendo o maior inteiro tal que
ky > 2M — 1.

Suponha k; > 2M — 1. Dados Py, P, pontos gerais, como X possui regularidade 2-
osculadora podemos degenerar

L(l) = <T1%j1_17 ;27T1>
em
LY =V, C Uy = (T, Th)
por meio de uma familia A
Ly =(Tp ' Tp Th),

onde u = k; — 2*. Como X tem tipo (ki, ko, ..., k) entdo II;, é genericamente finita.

Pelo Lema 10 temos que IIy; ¢ genericamente finita. Pela Proposi¢ao 34 segue que I« ¢

genericamente finita para algum t. Isso implica que X tem tipo (2" — 1,u, ky, ..., k).
Agora para T, repetimos o mesmo processo, seja Ap 0 maior inteiro tal que

u> 20— 1.

Analogamente, como X possui regularidade 2-osculadora forte, existem P, P; € X tais
que
2M —1 g222—1
(T2 T2 T )

se degenera em
2M —1 g
<TP1 ’ TP27 T1>

onde u; = u—2*? — 2 e pelo mesmo argumento de \; temos que X tem tipo (2 —1,2*2 —

L,uy, ko, ..., k). Novamente podemos usar a regularidade 2-osculadora para separar o u;
em 2" — 1 e uy. Podemos repetir esse processo sucessivamente até que u; = 2N — 1
para algum j inteiro. Assim concluimos que X tem tipo (2™ —1,...,2% — 1, ko, ..., k).

Perceba que
kp=2M =1+ 425 14 (j—1) =2+ +2Y — 1,

ou seja
by +1=2% 4. 2%,

Para cada k; podemos repetir o processo de degeneracao feito para ki, assim X tem
tipo
(Mt — 1, 20— M 1 e 1 20— 2N
para Aii, ..., Ay, inteiros positivos tais que
ki +1=2% ... 4 2

paIa Cada Z — 1, e ,l. COII (0] )( lem legularidade m—()sculadma, I)elo | ema ]f! t
X lem 'lpO €mos qlle
h — (l(”>\11 1)7‘..](mA1‘71 1)"”’](m>‘ll_l) ( Aljl—l))

))'

IR
1

_ (1(mk11—1+...+mﬁj1*1) 1(m>‘11*1+...+m)‘lﬂ'17
Y

g o e
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Portanto temos que X tem tipo

(1mk) (k)Y — (Sl ),

g ey

Entao pela Proposigao 33 X nao é (h + 1)-defeituosa, onde h é dado por

[ |

Perceba que para utilizarmos o Teorema 7 precisamos que a variedade possua regulari-

dade m-osculadora e 2-osculadora forte. Pelo Lema 11 garantimos essas hipoteses para as

variedades de Segre-Veronese. Assim, conseguimos aplicar o Teorema 7 e obtermos uma
cota para o defeito secante nas variedades de Segre-Veronese.

Teorema 8 ([6], Teorema 4.8 ) A Segre-Veronese SVJ* C P™ & ndo h-defeituosa para
h S nlhn1+1(d - 2) + 1,

onde h,, é como na Definicao 61.
Prova: Pelo Lema 11 temos que SV possui regularidade 2-osculadora forte e regu-

laridade (n; 4 1)-osculadora. Pela Proposicao 31, temos que a projecao Il a-2..a—2 &
€I €I, _1

birracional, portanto ela é finitamente gerada. Logo, SV satisfaz as hipéteses do Teorema
7. Logo segue que SV3 nao é h-defeituosa para

h S nlhn1+1(d — 2) + 1.

Exemplo 72 A variedade SV;g3 nao é 16-defeituosa.

J&a vimos pelo Exemplo 71 que é SV;’? ¢ nao 16-defeituosa, usando o Teorema 8 temos,
h <3hgi1(5) + 1.

Note que
541=06=2%+2"

assim temos que
hy(5) = 4' +4° =5,

o que nos da
h<3-5+1=16.

Exemplo 73 A variedade S 1/217’217’21 nao é 3-defeituosa.

Pelo Teorema 7 temos que S \/217’217’21 ¢ nao h-defeituosa para
h < (1hi41(4)) + 1.

Note que
44+1=5=2"+1,
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dessa forma temos que
ho(4) = 2271 =2,

e portanto temos que
h<1-241=3.

portanto, SV;”;”; ¢ nao h-defeituosa para h < 3.

Exemplo 74 A variedade Sfof nao ¢ 186-defeituosa.

Pelo Teorema 7 temos que S fof ¢ nao defeituosa para
h < (5hs541(10)) + 1.

Note que
10+1=11=2>+2 41,

dessa forma temos que
he(10) = 6> 1 +6' ! =37,

e portanto temos que
h<5-37T+1=186.

portanto, Sfof ¢ nao h-defeituosa para h < 186.

Exemplo 75 Segue diretamente do Teorema 8 que a variedade S

para h < njh,, +1(r —2) + 1.

para h < ho(d — 2) + 1.
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