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Resumo

O problema do defeito secante consiste em estudar a dimensão da variedade h-secante
de uma variedade algébrica. Dizemos que a variedade é h-defeituosa quando sua h-secante
não possui a dimensão esperada. Nesse trabalho estudaremos os defeitos secantes das va-
riedades de Segre-Veronese utilizando os espaços osculadores para determinar o defeito
das variedades h-secantes.
Palavras-Chaves: Variedades de Segre-Veronese, Defeitos Secantes, Espaços Osuclado-
res, Geometria Algébrica.



Abstract

The problem of secant defectivity consists in studying the dimension of the h-secant
variety of an algebraic variety. We say that an algebraic variety is h-defective when its
h-secant variety does not have the expected dimension. In this work we will study the
secant defectivity of the Segre-Veronese varieties using the osculating spaces to determine
the defect of the h-secant varieties.
Keywords: Segre-Veronese Varieties, Secant Defectivity, Osculating Spaces, Algebraic
Geometry.
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1 Introdução

Um dos principais objetos de estudo da Geometria Algébrica são as variedades algébri-
cas projetivas. Essas estruturas consistem no lugar geométrico dos zeros de uma família
de polinômios em um espaço projetivo PN . Essa caracterização das variedades projetivas
nos permite uma série de estudos sobre estas estruturas.

Um dos focos no estudo de variedades projetivas é a análise dos defeitos secantes
destas variedades. Dada uma variedade X ⊂ PN temos que uma secante h-linear de X
é o espaço linear gerado por h pontos de X, entendemos por variedade h-secante de X o
fecho projetivo da união de todas as secantes h-lineares, denotamos a variedade h-secante
de X por SechX. Se X tem dimensão n prova-se que a dimensão de SechX é no máximo
min{N, (n+ 1)h− 1}, esta é chamada a dimensão esperada de SechX. Dizemos que X é
h-defeituosa quando sua variedade h-secante não possui a dimensão esperada e dizemos
que X é defeituosa quando X é h-defeituosa para algum h. O estudo de defeitos secantes
consiste em determinar se uma variedade é ou não h-defeituosa.

As classes de variedades para as quais estudaremos os defeitos secantes serão as vari-
edades de Veronese e Segre-Veronese. Uma variedade de Veronese é um mergulho de Pn
com um certo grau d. Assim, a variedade de Veronese é dada por dois parâmetros n e d
onde n é a dimensão do espaço projetivo e d é o grau do mergulho. Já uma variedade de
Segre-Veronese é dada por parâmetros n1, . . . , nr e d1, . . . , dr e consiste no mergulho do
produto de r espaços projetivos Pni cada um deles com grau di.

O problema do defeito secante para variedades de Veronese foi completamente resolvido
em [55]. Nesse artigo Alexander and Hirshowitz mostraram que exceto para a Veronese
mergulhada com grau 2 a qual é sempre defeituosa, a Veronese de dimensão n e grau d é
não h-defeituosa exceto para os seguintes casos

(d, n, h) ∈ {(4, 2, 5), (4, 3, 9), (3, 4, 7), (4, 4, 14)}.

Já o problema de defeitos secantes para variedades de Segre-Veronse foi resolvido para
alguns casos especiais. Alguns desses casos são abordados em [11], [22], [44] e [1212].

Para o entendimento dos resultados sobre variedades algébricas é necessário primeiro
uma revisão dos principais conceitos e resultados de Geometria Algébrica. Dessa maneira,
o Capítulo 22 deste trabalho é dedicado a introduzir os conceitos básicos da Geometria
Algébrica e Álgebra Comutativa que envolvem o espaço a�m.

Posteriormente, no Capítulo 33 revisaremos os mesmos conceitos vistos no Capítulo 22
porém agora com foco no espaço projetivo. Adentraremos em uma parte mais especí�ca
da Geometria Algébrica, a qual nos focaremos no estudo das variedades algébricas com
foco nas variedades de Veronese e Segre-Veronese.

Para a obtenção dos resultados principais envolvendo defeitos secantes será necessário o
uso de ferramentas auxiliares. Dessa maneira, no Capítulo 44 apresentaremos as de�nições
e principais resultados sobre espaços osculadores e as projeções com centro nesses espaços,
as quais chamamos de projeções osculadoras. Essas projeções nos auxiliarão no estudo de
defeitos secantes das variedades de Veronese e Segre-Veronese.

Por �m, no Capitulo 55 faremos o estudo dos defeitos secantes por meio das projeções
osculadoras. Apresentaremos um teorema que estabelece uma cota h que garante que
uma variedade de Segre-Veronese é não k-defeituosa para k ≤ h. Este resultado exige
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que a variedade tenha regularidade m-osculadora e 2-osculadora forte e que a projeção
osculadora desse espaço é �nitamente gerado, então essa variedade não é h-defeituosa para
um h especí�co.

Os resultados abordados nesse trabalho apesar de serem feitos para as variedades de
Veronese e Segre-Veronese também podem ser feitos de maneira bastante similar para
outras classes de variedades, como por exemplo para as variedades Grassmanianas.
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2 Conceitos Preliminares e Exemplos

2.1 Álgebra Comutativa

Nessa seção revisaremos e formalizaremos os conceitos de álgebra que serão necessários
ao longo do desenvolvimento do trabalho. Para o embasamento dessa seção utilizaremos
o livro texto [77].

Durante todo o desenvolvimento do estudo vamos considerar A sendo um anel comu-
tativo com unidade e k sendo um corpo de característica 0.

De�nição 1 Um anel A é um conjunto com duas operações binarias (adição e multipli-
cação) tais que

1. A é um grupo abeliano com respeito à adição.

2. A multiplicação é associativa e distributiva sobre a adição.

3. xy = yx para todo x, y ∈ A.

4. Existe elemento identidade 1 tal que 1 · x = x para todo x ∈ A.
Dizemos que A é um corpo se A− 0 é um grupo com relação à multiplicação.

De�nição 2 Um ideal a de um anel A é um subconjunto de A o qual é um subgrupo
aditivo e para todo x ∈ A temos

xa ⊂ a.

Dizemos que um ideal p de A é primo se para todo a, b ∈ A tal que ab ∈ p temos que
a ∈ p ou b ∈ p.

Dizemos que um ideal m de A é maximal, quando dado um ideal I ⊂ A tal que m ⊂ I
temos que, I = A ou I = m.

Dizemos que um anel A é local quando A possui um único ideal maximal.

Exemplo 1 Considere A o anel dos números inteiros, então o ideal p = (6) não é primo
pois 2 · 3 = 6 ∈ p mas 2, 3 /∈ p.

Exemplo 2 No anel dos números inteiros A = Z todo ideal primo é um ideal gerado por
um número primo, a recíproca também é válida.

Além disso, todo ideal primo de Z é um ideal maximal. De fato seja (p) ∈ Z um ideal
primo, suponha que exista um ideal m ⊂ Z tal que (p) ( m. Portanto, existe um q ∈ Z
tal que q /∈ (p) e q é um gerador de m. Como p é primo temos que mdc(p, q) = 1 isso
implica que existem a, b ∈ Z tais que

1 = ap+ bq.

Como p, q ∈ m segue que 1 ∈ m e portanto m = Z. Isso mostra que (p) é maximal.
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Exemplo 3 No anel de polinômios A = k[x] um ideal é primo se e somente se ele é gerado
por um elemento irredutível.

O ideal gerado por p = (x2 − 4) não é primo pois

x2 − 4 = (x+ 2)(x− 2),

assim x+ 2, x− 2 /∈ p, mas o produto deles pertence ao ideal.

Proposição 1 Seja A um anel, então todo ideal maximal de A é um ideal primo.

Prova: Seja M um ideal maximal de A. Sejam a, b ∈ A tais que ab ∈ M , suponha
sem perda de generalidade que a /∈M . Portanto 〈a,M〉 = A, pois

M ⊂ 〈a,M〉 ⊂ A,

como M é maximal segue que 〈a,M〉 = A. Temos então que existem x ∈ A e m ∈M tais
que

1 = ax+m.

Multiplicando ambos os lados da igualdade por b temos

b = abx+ bm.

Como ab ∈M e b ∈M concluímos que b = abx+bm ∈M . PortantoM é um ideal primo.
�

Proposição 2 Todo anel A 6= 0 possui ao menos um ideal maximal.

Prova: [77] Teorema 1.3.

De�nição 3 Um ideal p de A é dito principal se ele é gerado por um único elemento
irredutível, ou seja, existe p ∈ A irredutível tal que

(p) = p.

Dizemos que A é uma anel principal se todo ideal de A é principal.

Exemplo 4 O anel de de polinômios em uma variável A = k[x] é um anel principal.

De fato, como k é algebricamente fechado os únicos elementos irredutíveis de k[x] são os
polinômios de grau 1. Portanto, considere um ideal a ∈ k[x] gerado por dois elementos
irredutíveis f = a0 + a1x e g = b0 + b1x, então temos que a soma

b1f − a1g = b1a0 + b1a1x− a1b0 − a1b1x

= b1a0 − a1b0.

está em a, porém b1f − a1g é uma constante, como k é um corpo existe c ∈ k tal que
(b1f − a1g)c = 1 como f, g ∈ a então 1 ∈ a. Isso implica que a = (1) logo a é principal.
Portanto k[x] é um anel principal.

Exemplo 5 Considere o anel de polinômios em duas variáveis k[x, y], então o ideal (x+
1, y − 1) não é principal, pois não pode ser gerado por um único elemento irredutível.
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De�nição 4 Seja A um anel, dizemos que x ∈ A é um divisor de zero se existe y ∈ A
com y 6= 0 tal que

x · y = 0.

Se A não possui divisores de zero, dizemos que A é um domínio de integridade.

Exemplo 6 Nem todo anel comutativo é um domínio. Considere o anel Z4 = {0̄, 1̄, 2̄, 3̄}
então Z4 não é um domínio pois 2̄ é divisor de zero pois

2̄ · 2̄ = 0̄.

Exemplo 7 Nem todo domínio é um corpo. Por exemplo considere o anel dos inteiros,
então Z é um domínio pois é um anel comutativo sem divisores de zero, porém Z não é
um corpo pois nem todo elemento possui inverso multiplicativo, no caso 2 ∈ Z mas não
existe a ∈ Z tal que

2 · a = 1.

De�nição 5 Seja A um anel comutativo, um elemento x ∈ A é dito nilpotente se existe
n ∈ N tal que

xn = 0.

Observação 1 Todo elemento nilpotente é um divisor de zero.

De�nição 6 Em um anel A o conjunto de todos os elementos nilpotentes é chamado de
nilradical de A e denotamos por R.

A interseção de todos os ideais maximais de A é chamado de radical de Jacobson de
A e denotamos por R′.

Proposição 3 Seja A um anel, então o nilradical de A é a interseção de todos os ideais
primos de A.

Prova:[77] Proposição 1.8.

De�nição 7 Um homomor�smo de anéis é uma aplicação f de um anel A para um anel
B tal que

1. f(x+ y) = f(x) + f(y).

2. f(xy) = f(x)f(y).

3. f(1) = 1.

Proposição 4 Seja A um anel, então as seguintes a�rmações são equivalentes:

1. A é um corpo.

2. Os únicos ideias em A são 0 e (1).

3. Todo homomor�smo de A para um anel B é injetivo.
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Prova: (1 ⇒ 2) Seja a 6= 0 um ideal de A. Seja a ∈ a então como A é um corpo segue
que existe b ∈ A tal que ab = 1. Portanto 1 = ab ∈ a, como 1 ∈ a temos que a = A.

(2 ⇒ 3) Seja φ : A → B um homomor�smo de anéis, então temos que o 1 /∈ Ker(φ).
Como Ker(φ) é um ideal segue que Ker(φ) = 0, portanto φ é injetivo.

(3 ⇒ 1) Suponha x ∈ A não sendo uma unidade de A, ou seja, (x) 6= (1). Tomando
B = A/(x), temos que B não é o anel zero. Seja um homomor�smo φ : A → B, então
Ker(φ) = (x) mas por hipótese Ker(φ) = 0, logo (x) = (0).

�

Proposição 5 x ∈ R⇔ 1− xy é uma unidade em A para todo y ∈ A.

Prova: [77] Proposição 1.9.

De�nição 8 Seja A um anel, dizemos que A é um anel Noetheriano se satisfaz as seguin-
tes condições equivalentes:

1. Todo conjunto não vazio de ideais tem elemento maximal.

2. Toda cadeia ascendente de ideais em A é estacionária.

3. Todo ideal em A é �nitamente gerado.

De�nição 9 Em um anel comutativo A chamamos de um A-módulo um grupo abeliano
M o qual é linear em relação a A. Ou seja, um A-módulo é um par (M,φ) em que φ é
uma aplicação de A×M para M dada por

φ : A×M →M

(a, x) 7→ ax.

Essa aplicação satisfaz as seguintes propriedades

a(x+ y) = ax+ ay

(a+ b)x = ax+ bx

(ab)x = a(bx)

1x = x,

Para todo a, b ∈ A e x, y ∈M .

Exemplo 8 1. Todo ideal de A é um A-módulo. Em particular A é um A-módulo
sobre ele mesmo.

2. Se A é um corpo k, então todo A-módulo é um k-espaço vetorial.

3. Se A = Z então um A é um grupo abeliano.

Sejam M e N A-módulos. Uma aplicação f : M → N é um homomor�smo de A-
módulos se

f(x+ y) = f(x) + f(y)

f(ax) = a · f(x),

para todo a ∈ A e x, y ∈M .
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De�nição 10 Um anel A é dito anel graduado com uma família (An)n≥0 de subgrupos
aditivos de A se A =

⊕∞
n=0 e AmAn ⊂ Am+n para todo m,n ≥ 0.

De�nição 11 Sejam A e B aneis comutativos. Considere f : A→ B um homomor�smo
de anéis e de�na o produto

ab = f(a)b.

Então este produto caracteriza B como um A-módulo. Dizemos que B munido com esse
produto é uma A-álgebra.

2.2 Variedades A�ns

Nesta seção revisaremos os conceitos básicos da Geometria Algébrica que serão ne-
cessários para o desenvolvimento do estudo. Serão revisados os conceitos fundamentais
da geometria a�m, bem como os principais resultados. Será usado como base para este
capítulo os livros texto [1515] e [2020].

De�nição 12 Considere um corpo k algebricamente fechado, chamamos o espaço a�m
plano A2

k ou A2 o espaço formado pelas 2-uplas de k.

A2 = {(x, y) | x, y ∈ k}.

De�nição 13 Considere agora A = k[x, y] o anel de polinômios de 2 variáveis sobre k.
Dado um polinômio f ∈ A, uma curva algébrica sobre o espaço a�m A2 induzida por este
polinômio é dada pelo conjunto de pontos em A2 que anulam f , ou seja, são os pontos no
conjunto

Z(f) = {P ∈ A2 | f(P ) = 0}.

Chamaremos este conjunto de conjunto de zeros de f , esse conjunto de�ne a variedade
algébrica a�m induzida pelo polinômio f .

De�nição 14 Em A = k[x, y] seja T ⊂ A um ideal de A. Então de�nimos como sendo o
conjunto de zeros de T o conjunto dado por

Z(T ) = {P ∈ A2 | f(P ) = 0 para todo f ∈ T}.

De�nição 15 Um subconjunto Y ∈ A2 é chamado de conjunto algébrico se existe um
subconjunto T ⊂ k[x, y] tal que Y = Z(T ).

Exemplo 9 Seja f ∈ A[x] um polinômio irredutível e T = (f) o ideal gerado por f ,
então o conjunto algébrico gerado por T é a curva algébrica associada ao polinômio f .

De fato a curva algébrica associada a um polinômio f é o conjunto de pontos onde
f = 0 ou seja Z(f), mas como f ∈ T então Z(T ) ⊂ Z(f) e se g ∈ T então g = fh e
portanto g(x) = 0 para todo x ∈ Z(f), portanto Z(f) ⊂ Z(T ), logo Z(T ) = Z(f).

Portanto qualquer função polinomial determina um conjunto algébrico em A2 e além
disso podemos ver sua representação grá�ca.

Exemplo 10 Em C2, o circulo de raio r dado pela equação f(x, y) = x2 + y2 − r2 é um
conjunto algébrico, e sua representação grá�ca
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Figura 2.1: Exemplo 1010

Exemplo 11 [1313] Se f(x, y) = y2 +x(x2− 1) então Z(f) possui a seguinte representação
grá�ca:

Figura 2.2: Exemplo 1111

Exemplo 12 [1313] Se f(x, y) = y2 +x2(x− 1) então Z(f) possui a seguinte representação
grá�ca:

Figura 2.3: Exemplo 1212

Exemplo 13 O conjunto X = {(x, cos(x)) : x ∈ C} não é algébrico em C2.
De fato, suponha que X = Z(S) para algum ideal S ⊂ C[x, y]. Como X 6= R2, então

S 6= ∅, e podemos tomar P ∈ S não nulo tal que P (x, cos(x)) = 0 para todo x ∈ C.
Perceba que P é periódica na coordenada y, como P é um polinômio temos que P é de
classe C∞, então podemos escrever P (x, y) = Q(x, y)y+p(x). Considere agora a sequência
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θk = π
2

+ 2kπ para k ∈ N, então

p(θk) = P (θk, 0) = P (θk, cos(θk)) = 0.

Portanto, p(x) possui in�nitas raizes, mas p(x) é um polinômio pois S ⊂ C[x, y], logo
p(x) = 0. Portanto P (x, y) = Q(x, y), ou seja, qualquer ponto da forma (x, 0) anula
P (x, y), logo (x, 0) ∈ Z(S) = X para todo x ∈ C. Em particular (1, 0) ∈ X, absurdo pois
pela de�nição de X temos que (1, 0) /∈ X. Concluímos que X não pode ser algébrico.

Exemplo 14 Dois ideais distintos podem ter o mesmo conjunto algébrico, se f ∈ A[x],
então os ideais I = (f) e J = (f 2) são distintos, mas os conjuntos algébricos Z(I) e Z(J)
são iguais pois Z(I) = Z(f) = Z(f 2) = Z(J).

Proposição 6 Sejam f e g polinômios em k[x, y], temos que se f e g não possui compo-
nentes em comum então Z(f)

⋂
Z(g) é um conjunto �nito de pontos.

Prova: O resultado segue do Teorema de Bezout [2121][Capitulo 5].
�

Podemos generalizar as de�nições anteriores para um espaço a�m de dimensão n.
Considere um corpo k algebricamente fechado, chamamos o espaço a�m n-linear An

k ou
An o espaço formado pelas n-uplas de k.

An = {(a1, . . . , an) | a1, . . . , an ∈ k}.

De�nição 16 Considere agora A = k[x1, . . . , xn] o anel de polinômios de n variáveis
sobre k, então dado um polinômio f ∈ A, uma hipersuper�cie sobre o espaço a�m An

induzida por este polinômio é dada pelo conjunto de pontos em An que zeram f , ou seja,
são os pontos do conjunto

Z(f) = {P ∈ An | f(P ) = 0}.

Chamaremos este conjunto de conjunto zeros de f , o qual de�ne a variedade algébrica
a�m induzida pelo polinômio f .

De�nição 17 Em A = k[x1, . . . , xn] seja T ⊂ A um subconjunto de A. Então de�nimos
como sendo o conjunto de zeros de T o conjunto dado por

Z(T ) = {P ∈ An | f(P ) = 0 para todo f ∈ T}.

Um subconjunto Y ∈ An é chamado de conjunto algébrico se existe um conjunto
T ⊂ A tal que Y = Z(T ).

Observação 2 Note que Z(T ) = Z(〈T 〉), dessa maneira podemos considerar o conjunto
algébrico sendo o conjunto de zeros de um ideal de A.

Proposição 7 A união de dois conjuntos algébricos é um conjunto algébrico. A interseção
de uma família de conjuntos algébricos é um conjunto algébrico.

Prova: Sejam Y1 = Z(T1) e Y2 = Z(T2) dois conjuntos algébricos de An, mostraremos
que Y1 ∪ Y2 = Z(T1T2) onde T1T2 é o conjunto dos produtos entre um elemento de T1 e
um elemento de T2.

10



Se P ∈ Y1 ∪ Y2 então ou P ∈ Y1 ou P ∈ Y2, dado f ∈ T1T2 temos que f = gh com
g ∈ T1 e h ∈ T2, suponha sem perda de generalidade que P ∈ Y1, portanto g(P ) = 0 e
portanto temos que

f(P ) = g(P )h(P ) = 0.

Assim P ∈ Z(T1T2) logo Y1 ∪ Y2 ⊂ Z(T1T2).
Reciprocamente, tome P ∈ Z(T1T2). Suponha sem perda de generalidade que P /∈ Y1,

então existe um f ∈ T1 tal que f(P ) 6= 0. Como para qualquer g ∈ T2, fg(P ) = 0 implica
que g(P ) = 0, e poranto P ∈ Y2, oque implica P ∈ Y1 ∪ Y2. Portanto Y1 ∪ Y2 ⊃ Z(T1T2)

Seja Yα = Z(Tα) é uma família de conjuntos algébricos, suponha P ∈ ∩Yα, então
P ∈ Z(Tα) para todo α, assim temos que P ∈ Z(∪Tα). Portanto Yα ⊂ Z(∪Tα).

Agora considere P ∈ Z(∪Tα), ou seja, para todo f ∈ ∪Tα temos que f(P ) = 0,
portanto P ∈ Z(Tα), ou seja, P ∈ ∩Yα. Isto implica que Yα ⊃ Z(∪Tα). Portanto⋂

Yα = Z(∪Tα),

então
⋂
Yα é um conjunto algébrico.

�

Exemplo 15 Sejam a ⊂ S um ideal homogêneo e f ∈ S um polinômio homogêneo de
grau maior que 0, tal que f(P ) = 0 para todo P ∈ Z(a) em Pn, então f q ∈ a para algum
q > 0.

Temos que f ∈ I(Z(a)) e além disso Z(a) ⊂ Z(f).

De�nição 18 De�nimos a topologia de Zariski em An com os abertos sendo os comple-
mentares de um conjunto algébrico. De fato é uma topologia, pois a Proposição 77 garante
as propriedades de união de dois abertos, interseção de uma família de abertos e que os
conjuntos vazios e An são abertos.

Exemplo 16 Considere o espaço a�m A1 com a topologia de Zariski, como todo ideal de
A = k[x] é principal, então todo conjunto algébrico é um conjunto de zeros de um único
polinômio. Portanto, sendo k algebricamente fechado temos que qualquer f ∈ A pode ser
escrito como f = c(x − a1) . . . (x − an) com c, a1, . . . , an ∈ k, logo Z(f) = {a1, . . . , an}.
Portanto qualquer conjunto algébrico de A1 é um conjunto �nito.

De�nição 19 Um conjunto não vazio Y de um espaço topológico X é dito irredutível se
não existem Y1 e Y2 subconjuntos próprios tais que Y = Y1∪Y2 em que cada um é fechado
em Y . O conjunto vazio não é considerado irredutível.

Exemplo 17 A1 é um espaço topológico irredutível.

Com a topologia de Zariski temos que todos os subconjuntos fechados próprios são
�nitos, e como A1 é in�nito segue que não existem fechados A1 e A2 tais que A1 = A1

⋃
A2.

Outra de�nição equivalente para caracterizar um conjunto irredutível X é se dado
quaisquer dois abertos A1 e A2 em X a interseção entre eles é não vazia, de fato caso se
A1

⋂
A2 = ∅ teremos que o complementar da interseção é o X e então

X = (A1

⋂
A2)c

= (A1)c
⋃

(A2)c.
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Note que (A1)c e (A2)c são fechados, isso contraria o fato de X ser irredutível, logo X é
irredutível se, e só se, A1

⋂
A2 6= ∅ para quaisquer A1, A2 ⊂ X abertos.

Analogamente, se X é um conjunto tal que para quaisquer dois abertos A1 e A2 temos
A1

⋂
A2 6= ∅, então X será irredutível, de fato se X não for irredutível existem fechado

próprios B1, B2 tais que X = B1

⋃
B2, então temos que B1

c e B2
c são complementares e

também temos
B1

c
⋂

B2
c = (B1

⋃
B2)c = ∅.

pois B1

⋃
B2 = X, ou seja B1

c⋂B2
c = ∅, o que contradiz a hipótese, logo X é irredutível.

Exemplo 18 Se Y é um subconjunto aberto de um espaço irredutível X então, Y é
irredutível e denso em X.

De fato, pela equivalência se X é um conjunto irredutível e Y é um subconjunto
aberto então dado qualquer a ∈ X e qualquer vizinhança Ua temos Y

⋂
Ua 6= ∅, pois X é

irredutível, logo todo a ∈ X é um ponto limite de Y portanto Y = X como queríamos.

De�nição 20 Uma variedade algébrica a�m (ou variedade a�m) é um subconjunto irre-
dutível fechado de An com a topologia induzida. Um subconjunto aberto de uma variedade
a�m é chamado de variedade quase a�m.

Teorema 1 (Hilbert's Nullstellensatz) Seja k um corpo algebricamente fechado, seja a
um ideal em A = k[x1, . . . , xn] e seja f ∈ A um polinômio qual se anula em todos todos
os pontos de Z(a). Então f r ∈ a para algum inteiro r > 0.

De�nição 21 Seja Y ⊂ An subconjunto qualquer, de�nimos o ideal de Y em A o conjunto
I(Y ) dado por

I(Y ) = {f ∈ A | f(P ) = 0 para todo P ∈ Y }.

Proposição 8 (a) Se T1 ⊆ T2 são subconjuntos de A, então Z(T1) ⊇ Z(T2).
(b) Se Y1 ⊆ Y2 são subconjuntos de An então I(Y1) ⊇ I(Y2).
(c) Para quaisquer dois subconjuntos Y1, Y2 de An temos I(Y1) ∪ I(Y2) = I(Y1) ∩ I(Y2).
(d) Para qualquer ideal a ⊂ A, I(Z(a)) =

√
a o radical de a.

(e)Para qualquer subconjunto Y ⊆ An, Z(I(Y )) = Y , o fecho de Y .

Prova: (a), (b), e (c) são diretos, o item (d) é consequência do Hilbert's Nullstellensatz.
Para a prova do item (e), note que Y ⊆ Z(I(Y )) o qual é fechado, portanto Y ⊆

Z(I(Y )). Por outro lado, seja W um fechado qualquer contendo Y , então W = Z(a) para
algum ideal a. Então Z(a) ⊇ Y pelo item (b), IZ(a) ⊆ I(Y ), mas certamente a ⊆ IZ(a),
então pelo item (a) segue que W = Z(a) ⊇ ZI(Y ). Portanto ZI(Y ) = Y .

�

Corolário 1 Existe uma bijeção entre os conjuntos algébricos de An e os ideais radicais
em An (isto é, os ideais que são iguais aos seu próprio radical) dada por Y 7→ I(Y )
e a 7→ Z(a) que inverte a inclusão de conjuntos. Portanto, um conjunto algébrico é
irredutível, se e somente se, ele é um ideal primo.

Prova: Pelos itens (d) e (e) da Proposição 88 temos que essa aplicação é bijetora e pelos
itens (a) e (b) temos que essa aplicação inverte a inclusão.

(⇒) Seja fg ∈ I(Y ), então Y ⊆ Z(fg) = Z(f)
⋃
Z(g). Portanto

Y = (Y
⋂

Z(f))
⋃

(Y
⋂

Z(g)),
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em que ambos são conjuntos fechados de Y , como Y é irredutível, segue que Y =
Y
⋂
Z(f), ou Y = Y

⋂
Z(g), ou seja f ∈ I(Y ) ou g ∈ I(Y ) portanto I(Y ) é primo.

(⇐) Seja p um ideal primo, e suponha que Z(p) = Y1

⋃
Y2. Então p = I(Y1)

⋂
I(Y2),

logo ou p = I(Y1) ou p = I(Y2). Portanto Z(p) = Y1 ou Z(p) = Y2, de todo modo Z(p) é
irredutível.

�

Exemplo 19 An é irredutível pois corresponde ao ideal zero em A[x0, . . . , xn] o qual é
primo.

Note que o conjunto de zeros do ideal zero p = {0} é Z(p) = An como é p é primo segue
pelo Corolário 11 que Z(p) = An é irredutível.

Proposição 9 Seja X um espaço topológico Noetheriano, então todo subconjunto fe-
chado não vazio Y pode ser expresso como uma união �nita Y = Y1

⋃
· · ·
⋃
Yr de conjun-

tos fechados irredutíveis Yi. Suponha que Yi ) Yj para i 6= j, então Yi são unicamente
determinados. Os Yi são chamados de componentes irredutíveis de Y .

Prova: (Existência). Seja G o conjunto de subconjuntos fechados não vazios de X
que não podem ser escritos como uma união �nita de subconjuntos fechados irredutíveis.
Se G é não vazio, então como X é Noetheriano segue que G possui um elemento minimal
Y . Então Y não é irredutível por construção. Portanto existem subconjuntos fechados
próprios Y ′ e Y ′′ tais que Y = Y ′

⋃
Y ′′. Pela minimalidade de Y cada Y ′ e Y ′′ não pode

ser escrito como união de subconjuntos fechados irredutíveis, portanto Y também não
pode, absurdo. Concluímos assim que todo conjunto fechado Y pode ser escrito como a
união de Y = Y1

⋃
· · ·
⋃
Yr de conjuntos irredutíveis.

(Unicidade) Suponha que Y = Y ′1
⋃
· · ·
⋃
Y ′s seja uma outra representação para Y .

Então Y ′1 ⊆ Y = Y1

⋃
· · ·
⋃
Yr então Y ′1 =

⋃
(Y ′1
⋂
Yi). Mas Y ′1 é irredutível, então

Y ′1 ⊆ Yi para algum i, a menos de ordem dizemos que i = 1, Analogamente concluímos
que Y1 ⊆ Y ′j para algum j, e portanto Y1 = Y ′1 , repetindo o processo sucessivamente
chegamos que Yi = Y ′i para todo i = 1, . . . , r, portanto as escritas são iguais e isso garante
a unicidade.

�

Corolário 2 Todo conjunto algébrico em An pode ser expresso unicamente como uma
união de variedades, onde nenhuma está contido em outra.

De�nição 22 Se X é um espaço topológico, de�nimos como dimensão de X (denotado
por dimX ) o supremo de todos os inteiros n tais que existe um cadeia Z0 ⊂ Z1 ⊂ · · · ⊂ Zn
de subconjuntos fechados irredutíveis de X. De�nimos a dimensão de um a�m ou quase
a�m variedade sendo dimensão dele como um espaço topológico.

Exemplo 20 A dimensão de A1 é 1, pois os únicos subconjuntos fechados e irredutíveis
de A1 são o vazio e o próprio A1.

De�nição 23 Seja F = {f1, . . . , fk} ⊂ A[x1, . . . , xn] uma família de polinômios de grau
1, então dizemos o conjunto dado por Z(F ) é uma variedade linear a�m em An.

A forma geométrica que essa variedade linear assume varia de acordo com o espaço
a�m onde ela se encontra, por exemplo, considere em R2 o polinômio f ∈ R[x, y] de grau
um, então Z(f) será uma reta em R2, em R3 se f ∈ R[x, y, z] é um polinômio de grau
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1, então Z(f) de�ne um plano em R3. Em geral uma variedade linear de�nido por um
polinômio de grau 1 em An terá dimensão n− 1.

2.3 Exemplos Complementares

Nessa seção descrevemos alguns exemplos e resultados relacionados à Geometria Algé-
brica e à Álgebra Comutativa que não são essenciais para o estudo de defeito de secante,
mas que são interessantes para o leitor se familiarizar com o assunto.

Exemplo 21 Todo conjunto �nito de An é algébrico.
Provemos primeiro que vale para o conjunto unitário {a} ⊂ An com a = (a1, . . . , an).

Considere os polinômios v1 = x1− a1, v2 = x2− a2, . . . , vn = xn− an ∈ k[x1, . . . , xn] então

vi(a) = ai − ai = 0

para todo i = 1, . . . , n, portanto {a} ⊂ Z(v1, . . . , vn). Perceba que Z(v1, . . . , vn) = {a}
pois se b = (b1, . . . , bn) ∈ Z(v1, . . . , vn) então

bi − ai = 0⇒ bi = ai

para todo = 1, . . . , n, ou seja, a = b. Portanto Z(v1, . . . , vn) = {a}. Isso mostra que {a}
é um conjunto algébrico.

Se B = {b1, . . . , bk} é um conjunto �nito de k elementos então B = {b1} ∪ · · · ∪ {bk}.
Como provamos acima cada {bi} é um conjunto algébrico, como B é a união �nita de
conjuntos algébricos segue que B é algébrico, portanto qualquer conjunto �nito é algébrico.

Exemplo 22 Todo subconjunto algébrico de A1 não trivial é �nito.

De fato em A1 considere X = Z(I) um conjunto algébrico onde I ⊂ k[x]. Para qualquer
polinômio não nulo f ∈ k[x] temos que Z(f) é �nito e como Z(I) ⊂ Z(f) para todo f ∈ I
temos que Z(I) é �nito.

Exemplo 23 O espaço A2 munido com a topologia de Zariski não é equivalente ao pro-
duto de espaços A1 × A1 com a topologia do produto.

De fato, tome o conjunto algébricoX = Z(x2+y2−1) ⊂ A2. Note queX é um conjunto
algébrico de A2 e é composto pelos elementos do circulo unitário, que por sua vez possui
in�nitos elementos. Mostraremos que X não é um conjunto algébrico de A1 × A1. De
fato, suponha que

X = A1 × A2,

com A1, A2 conjuntos algébricos de A1. Pelo Exemplo 2222 temos que ou A1, A2 são �nitos
ou A1, A2 = A1, vamos separar por casos.

Caso A1 e A2 sejam �nitos então A1×A2 é um conjunto �nito o que seria um absurdo
pois X possui in�nitos elementos.

Caso A1 = A2 = A1 então A1 × A2 = A1 × A1, o que também é um absurdo pois
X 6= A1 × A1 basta ver que (0, 0) /∈ X mas (0, 0) ∈ A1 × A1.

Caso A1 = A1 e A2 seja �nito, então A1×A2 é o conjunto de retas paralelas
⋃
Z(x−a)

com a ∈ A2. Portanto existe um numero �nito de valores de y tais que (x, y) ∈ A1 × A2,
porém existe in�nitos y tais que (x, y) ∈ X para algum x ∈ A1. Isso implica que X é
diferente de A1 × A2.
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Portanto em todos os casos X não pode ser escrito como o produto cartesiano de
conjuntos algébricos em A1 × A1. Isso implica que X não é um conjunto algébrico de
A1 × A1, mas é algébrico em A2, logo A1 × A1 não é equivalente a A2.

Exemplo 24 Em A2 uma variedade linear é sempre uma reta pois dado um polinômio
f(x, y) = ax+ by + c o conjunto dos zeros de f de�nem uma reta.

Exemplo 25 Em C3 tome f ∈ C[x, y, z] com f(x, y, z) = 4x−5y+10z então Z(f) de�ne
um plano

Figura 2.4: Exemplo 2525

De�nição 24 Um espaço topológico X é chamado Noetheriano se satisfaz a seguinte
propriedade: para qualquer sequência Y1 ⊇ Y2 ⊇ . . . de conjuntos fechados existe um
inteiro r tal que Yr = Yr+1 = Yr+2 = . . . .

Proposição 10 An é um espaço Noetheriano.

Prova: De fato, seja Y1 ⊇ Y2 ⊇ . . . uma sequência de conjunto fechados, então I(Y1) ⊆
I(Y2) ⊆ . . . é uma cadeia crescente de ideais em A = k[x1, . . . , xn]. Como A é um
anel Noetheriano, então existe r inteiro tal que, I(Yi) = I(Yr) para todo i ≥ r, logo
Yi = Z(Ii) = Z(Ir) = Yr, portanto An é Noetheriano.

�

De�nição 25 Se Y ⊆ An é um conjunto algébrico a�m, de�nimos o anel coordenado
a�m A(Y ) de Y por A/I(Y ).

De�nição 26 Em um espaço topológico X, de�nimos a dimensão de X denotada por
dimX como sendo o supremo de todos os inteiros n tais que existe uma cadeia Z0 ⊂
Z1 ⊂ · · · ⊂ Zn de subconjuntos fechados irredutíveis de X. De�nimos a dimensão de uma
variedade a�m ou quase-a�m como sendo a sua dimensão como espaço topológico.

De�nição 27 Em um espaço topológico A, a altura de um ideal primo p é o supremo
de todos os inteiros n tais que existe uma cadeia p0 ⊂ p1 ⊂ · · · ⊂ pn de ideais primos
distintos. De�nimos a dimensão de A como sendo o supremo das alturas de todos os
ideais primos.

Proposição 11 Se Y é um conjunto algébrico a�m, então a dimensão de Y é igual à
dimensão do seu anel de coordenadas a�m A(Y ).
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Prova: Se Y é um conjunto algébrico a�m de An então os subconjuntos fechados
irredutíveis de Y correspondem aos ideais primos de A = k[x1, . . . , xn] que contém I(Y ).
Estes estão em correspondência com os ideais primos de A(Y ). Como dimY é o tamanho
da maior cadeia de ideais primos em A(Y ) logo eles possuem a mesma dimensão. �

Teorema 2 Seja k um corpo e B um domínio de integridade o qual é uma k-álgebra
�nitamente gerada. Então
(a) A dimensão de B é igual ao grau de transcendência do corpo quociente k(B) de B
sobre k.
(b) Para ideal primo p de B, temos que

altura(p) + dim(Bp) = dimB.

Prova: [1515] Teorema 1.8A.

Proposição 12 A dimensão de An é n.

Prova: De acordo com a Proposição 1111 temos que dim(k[x1, . . . , xn]) = n e portanto
segue do item (a) do Teorema 22 que dim(An) = dim(k[x1, . . . , xn]) = n. �

Proposição 13 Seja A um domínio de integridade Notheriano, A é um domínio de fato-
ração única, se e somente se, todo ideal primo de tamanho 1 é principal.

Prova: [1515] Teorema 1.12A.

Proposição 14 Uma variedade Y em An tem dimensão n − 1 se e somente se Y é o
conjunto de zeros Z(f) de um polinômio não constante irredutível em A = k[x1, . . . , xn].

Prova: Primeiro mostraremos que se f é um polinômio irredutível então Z(f) é uma
variedade. De fato, como f é irredutível o ideal p = (f) é primo, portanto p tem altura 1
e a variedade Z(f) possui dimensão n− 1.

Suponhamos que dim(Y ) = n− 1, então pela Proposição 1313 temos que Y é um ideal
primo, e como o anel de polinômios A é um domínio de fatoração única, segue que todo
ideal é principal, portanto Y = Z(f) com f irredutível pois Y é primo. �

Exemplo 26 A curva cúbica torcida Y = {(t, t2, t3) | t ∈ k} é uma variedade a�m de A3

de dimensão 1.

Provaremos que o ideal de Y dado por I(Y ) = (y−x2, z−x3) é um conjunto algébrico
irredutível. Para isso mostraremos que I(Y ) é primo e aplicaremos o Corolário 11.

Sejam f, g tais que fg ∈ I(Y ). Vamos utilizar os seguintes isomor�smos k[x, y, z] ∼=
(k[x, y])[z], k[x, y] ∼= (k[x])[y] e pelo algoritmo da divisão para polinômios em uma variável
temos

f(x, y, z) = (x3 − z)f1(x, y, z) + (x2 − y)f2(x, y) + f3(x),

g(x, y, z) = (x3 − z)g1(x, y, z) + (x2 − y)g2(x, y) + g3(x).

Como fg ∈ I(Y ) então f3(x) · g3(x) ∈ I(Y ) portanto

f3(x) · g3(x) = (x3 − z)h1(x, y, z) + (x2 − y)h2(x, y).

Considerando (x, y, z) = (t, t2, t3) temos f3(t) · g3(t) = 0 para todo t ∈ k, como k é
algebricamente fechado temos que f3 · g3 = 0, então ou f3 = 0 ou g3 = 0, logo temos
que f ∈ I(Y ) ou g ∈ I(Y ). Portanto I(Y ) é primo, pelo Corolário 11 concluímos que Y é
irredutível.
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De�nição 28 Uma variedade algébrica X de dimensão d em An é dita não degenerada
se não existe n′ < n tal que X ⊂ An′ .

Exemplo 27 Em C3 a esfera é um variedade não degenerada, pois a esfera é dada por
S = Z(x2 + y2 + z2− 1) o que de�ne uma quádrica em C3, portanto S é não degenerada.

Exemplo 28 Todo hiperplano é degenerado, pois ele está em um espaço isomorfo a A2.
Considere C3 então o hiperplano dado por

π = 8x+ 5y − 10z + 10

Possui representação grá�ca:

Figura 2.5: Exemplo 2828

Exemplo 29 Em R3 considere f = x2 + z2− 1. Portanto a variedade algébrica dada por
V = Z(f) é um cilindro representado geometricamente por pela Figura 2.6

Figura 2.6: Exemplo 2929

Exemplo 30 Em R3 considere os polinômios f = (z−2)2−x2−y2 e g = (x2+y2+z2−4),
então temos as variedade algébricas C = Z((z− 2)2− x2− y2) e E = Z(x2 + y2 + z2− 4),
onde C é um cone e E é uma esfera de raio 2.
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Figura 2.7: Representação grá�ca do cone C e a esfera E

Pela Proposição 77 temos que a união de duas variedade algébricas é uma variedade
algébrica, logo Z(f)

⋃
Z(g) é uma variedade algébrica dada por

Figura 2.8: Representação grá�ca da união do cone C e a esfera E

Além disso o conjunto dado por X = Z(f, g) é uma variedade algébrica também e ela
é dada pela interseção do cone C com a esfera E.

Figura 2.9: Representação grá�ca da interseção entre o cone C e a esfera E

O exemplo acima nos induz a pensar a seguinte propriedade: seja a família de polinô-
mios F = {f1, . . . , fk} ⊂ A[x1, . . . , xn], então a variedade algébrica dada por V = Z(F ) é
igual a a interseção de cada Z(fi) com i = 1, . . . , k, ou seja,

V = Z(F ) = Z(f1) ∩ · · · ∩ Z(fk).

De�nição 29 Chamamos de espectro de A o conjunto de todos os ideais primos de A, e
denotamos por spec(A).

Exemplo 31 O espectro spec(A) de um anel comutativo A com a topologia de Zariski é
um conjunto irredutível, se, e somente se, o nilradical de A é um ideal primo.

Considere f ∈ A e denotemos por Xf o complemento de V (f). Pelo Corolário 11 V (f)
é o conjunto de todos os ideais primos de A que contém f , portanto a família {Xf}f∈A
de�ne um base na topologia de Zariski para spec(A). Se spec(A) é irredutível então a
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interseção entre quaisquer dois ideais primos de A é não vazia, pois eles são fechados na
topologia de Zariski.

(⇒) Sejam x, y ∈ A com xy ∈ N(A). Então xy ∈ p para todo p ⊂ A primo. Temos
três casos

1. x ∈ p para todo p ∈ spec(A)⇒ x ∈ N(A).

2. y ∈ p para todo p ∈ spec(A)⇒ y ∈ N(A).

3. spec(A) = V ({x})∪ V ({y}), como spec(A) é irredutível isso implica que spec(A) =
V ({x}) ou spec(A) = V ({y}).

Em todos os 3 casos temos que spec(A) é um ideal primo.
(⇐) Suponha que spec(A) não é irredutível. Portanto, existem fechados próprios V (E)

e V (F ), com E,F ⊂ A, tais que

spec(A) = V (E) ∪ V (F ).

Portanto existem p ∈ V (E) \ V (F ) e q ∈ V (F ) \ V (E).
Tome x ∈ F \ p e y ∈ E \ q. Mostremos que xy ∈ N(A) mas x, y /∈ N(A). De fato,
x, y /∈ N(A) pois x /∈ p e y /∈ q. Porém, xy ∈ N(A), pois dado um ideal primo r de A
temos

r ∈ spec(A) = V (E) ∪ V (F )

⇒ E ⊂ r ou F ⊂ r

⇒ y ∈ r ou x ∈ r⇒ xy ∈ r.

Exemplo 32 Considere os anéis A1 = C[x, y]/(xy) e A2 = C[x, y]/(x2).
Note que A1 e A2 não são domínios. Podemos escrever

A1 = {f(x) + g(y) : f, g ∈ C[t]} ∼= C[x]⊕ C[y], onde xy = 0

A2 = {f(y) + xg(y) : f, g ∈ C[t]} ∼= C[y]⊕ xC[y], onde x2 = 0

Note que x é nilpotente em A2, pois (x)2 = x2 = 0. Além disso, A1 não possui nilpotentes
pois:

f ∈ C[x, y], fn = 0 ∈ A1

⇒ fn = xyg, g ∈ C[x, y]

⇒ x|fn ⇒ x|f

⇒ y|fn ⇒ y|f.

Com um argumento similar mostra-se que o N(A2) = (x). Note que N(A1) = 0, mas ele
não é primo pois A1 não é domínio. Note que N(A2) = (x) é primo, pois A2/(x) ∼= C[y] é
domínio. Portanto, pelo exemplo anterior concluímos que spec(A2) é irredutível, enquanto
que spec(A1) não é irredutível.
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3 Variedades Projetivas

Nesse capítulo estudaremos os conceitos fundamentais sobre variedades algébricas so-
bre o espaço projetivo. Usaremos como texto base o livro [1515], portanto para um estudo
mais aprofundado é recomendado a leitura do mesmo.

3.1 Espaço Projetivo

Seja k um corpo algebricamente fechado. De�nimos o n-espaço projetivo sobre k,
denotado por Pnk (ou apenas Pn), como o conjunto de todas as retas de An+1 passando
pela origem, esse conjunto de�ne uma classe de equivalência dos elementos não nulos de
An+1 onde se P,Q ∈ An+1 então P ≡ Q se e somente se P,Q e 0 são colineares. De fato
isso é uma classe de equivalência, pois sendo P,Q e R ∈ Pn temos que:

1. obviamente P ≡ P pois sempre existe uma reta passando por dois pontos P e 0.

2. se P ≡ Q então eles são colineares com o 0 e portanto Q,P e 0 são colineares e
Q ≡ P .

3. se P ≡ Q e Q ≡ R então existem retas f e g passando por P,Q, 0 e Q,R, 0
respectivamente, como existe uma única reta passando por Q e 0 então as retas f e
g são iguais e portanto P,R e 0 são colineares assim P ≡ R.

Exemplo 33 Considere o espaço projetivo P2. Podemos construir o espaço P2 da seguinte
forma: considere o plano z = 1 e tome todas as retas em k3 que passam pela origem e
interceptam o plano z = 1, então essas retas de�nem uma relação de equivalência em P2

onde dois pontos estão na mesma classe de equivalência se, e somente se, eles estão na
mesma reta passando pela origem.

Figura 3.1: Representação grá�ca de P2

De�nição 30 Em Pn um ponto P é representado por uma n+ 1-upla P = (a0 : · · · : an),
os valores a0, . . . , an são chamados coordenadas homogêneas de P .
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Considere S = k[x0, . . . , xn] um anel de polinômios, então podemos separar os elemen-
tos de S por graus, mais precisamente qualquer polinômio de S pode ser escrito como soma
de polinômios homogêneos. Considere Sd o conjunto de todos os polinômios homogêneos
de S com grau d então temos S = ⊕d∈NSd.

De�nição 31 De�nimos por Sh o subconjunto de todos os polinômios homogêneos de S.

De�nição 32 Um ideal P ⊂ S é dito homogêneo se e somente se ele pode ser gerado por
elementos homogêneos. A soma, o produto, a interseção e o radical de ideais homogêneos
é também um ideal homogêneo.

Em Pn não podemos de�nir uma função a partir de um f ∈ S qualquer, pois um
ponto de Pn terá varias representações em coordenadas homogêneas. Se f é um polinômio
homogêneo de grau d então f(Za0, . . . , Zan) = Zdf(a0, . . . , an), ou seja, para qualquer
escolha de coordenadas homogêneas de um ponto P temos que a condição de f(P ) =
0 está bem de�nida. Portanto, para estudar zeros de polinômios Pn é preciso fazer a
homogenização dos polinômios.

De maneira análoga ao que �zemos para o espaço a�m, chamamos de zeros de um
polinômio homogêneo o conjunto dado por Z(f) = {p ∈ Pn|f(P ) = 0}. Se T é um
conjunto qualquer de polinômios homogêneos de S de�nimos os zeros de T por

Z(T ) = {P ∈ Pn|f(P ) = 0 para todo f ∈ T}.

De�nição 33 Um subconjunto Y de Pn é dito um conjunto algébrico se existe um con-
junto T de polinômios homogêneos de S tal que Y = Z(T ).

Proposição 15 A união de dois conjuntos algébricos é um conjunto algébrico. A inter-
seção de uma família de conjuntos algébricos é um conjunto algébrico. O conjunto vazio
e Pn são conjuntos algébricos.

Prova: Sejam Y1 = Z(T1) e Y2 = Z(T2) dois conjuntos algébricos de Pn, mostraremos
que Y1 ∪ Y2 = Z(T1T2) onde T1T2 é o conjunto dos produtos entre um elemento de T1 e
um elemento de T2.

Se P ∈ Y1 ∪ Y2 então ou P ∈ Y1 ou P ∈ Y2, dado f ∈ T1T2 temos que f = gh com
g ∈ T1 e h ∈ T2. Suponha sem perda de generalidade que P ∈ Y1, portanto g(P ) = 0 e
portanto temos que

f(P ) = g(P )h(P ) = 0.

Assim, P ∈ Z(T1T2) logo Y1 ∪ Y2 ⊂ Z(T1T2).
Reciprocamente, tome P ∈ Z(T1T2). Suponha que P /∈ Y1, então existe um f ∈ T1

tal que f(P ) 6= 0. Como para qualquer g ∈ T2, fg(P ) = 0 implica que g(P ) = 0. Assim
P ∈ Y2, o que implica P ∈ Y1 ∪ Y2. Portanto Y1 ∪ Y2 ⊃ Z(T1T2).

Seja Yα = Z(Tα) é uma família de conjuntos algébricos, mostraremos que ∩Yα =
Z(∪Tα).

Suponha P ∈ ∩Yα, então P ∈ Z(∩Tα) para todo α, assim temos que P ∈ Z(∪Tα).
Portanto ∩Yα ⊂ Z(∪Tα).

Agora considere P ∈ Z(∪Tα), ou seja, para todo f ∈ ∪Tα temos que f(P ) = 0.
Portanto P ∈ Z(Tα), ou seja, P ∈ ∩Yα. Isto implica que ∩Yα ⊃ Z(∪Tα). Portanto⋂

Yα = Z(∪Tα),

e então
⋂
Yα é um conjunto algébrico.
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Perceba que Z(1) = ∅ onde 1 é o polinômio constante igual a 1, portanto ∅ é um
conjunto algébrico. Por outro lado, Z(0) = Pn, pois qualquer ponto aplicado no polinômio
nulo resulta na origem, portanto Pn é um conjunto algébrico.

�

De�nição 34 De�nimos a topologia de Zariski em Pn tomando os conjuntos abertos
sendo o complemento de um conjunto algébrico.

De�nição 35 Uma variedade algébrica projetiva é um conjunto algébrico irredutível em
Pn, com a topologia induzida. Um conjunto aberto de uma variedade projetiva é uma
variedade quase projetiva. A dimensão de uma variedade projetiva é a sua dimensão como
espaço topológico.

Exemplo 34 A curva racional normal dada por Y = {(s3 : s2t : st2 : t3) : (s : t) ∈
P1} ⊂ P3

(x:y:z:w) é um variedade projetiva.
Mostraremos que a curva racional Y é dada pelo conjunto dos zeros do ideal I =

(wy − z2, x2w − y3, xw − yz). De fato, seja P = (x : y : z : w) ∈ Y então P é da forma
P = (s3 : s2t : st2 : t3) portanto temos

wy − z2 = s2tt3 − (st2)2 = 0

x2w − y3 = s6t3 − s6t3 = 0

xw − yz = s3t3 − s2tst2 = 0.

Portanto temos que P ∈ Z(I) e isso implica que Y ⊂ Z(I).
Agora seja P = (x : y : z : w) ∈ Z(I) um ponto. Se w 6= 0 então podemos assumir

w = 1 e daí pelos geradores de I temos

y = z2 e x = zy = z3,

portanto p = (z3 : z2 : z : 1) ∈ Y .
Se w = 0 então temos z = 0 e y = 0 e x é livre, então tomando x = 1,s = 1 e t = 0

o ponto P é da forma P = (1 : 0 : 0 : 0) = (s3 : s2t : st2 : t3) ∈ Y , isso implica que
I(Z) ⊂ Y . Portanto Z(I) = Y , logo Y é algébrico.

De�nição 36 Seja S = k[x0, . . . , xn] e Y um subconjunto qualquer de Pn. De�nimos o
ideal homogêneo de Y o conjunto

I(Y ) = {f ∈ S|f é homogêneo e f(P ) = 0 para todo P ∈ Y }.

Se Y é um conjunto algébrico, de�nimos o anel de coordenadas homogêneas de Y como
sendo S(Y ) = S/I(Y ).

Se f ∈ S é um polinômio linear homogêneo, então o conjunto dos zeros de f é chamado
de hiperplano. Em particular denotamos o conjunto de zeros de xi por Hi, para i =
0, 1, . . . , n. Considere Ui o conjunto aberto Pn −Hi. Então Pn é coberto pela união dos
Ui, pois se P = (a0 : · · · : an) ∈ Pn, então ao menos uma coordenada de P é diferente de
zero, ou seja, aj 6= 0 e portanto P ∈ Uj.

Considere um mor�smo φi : Ui → An da seguinte maneira: Se P = (a0 : · · · : an) ∈ Ui,
então φi(P ) = Q, onde Q é o ponto de coordenadas a�ns dado por

Q =

(
a0

ai
, . . . ,

ai−1

ai
,
ai+1

ai
, . . . ,

an
ai

)
.
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Note que φi esta bem de�nida desde que os índices aj
ai

independem da escolha de coorde-
nadas homogêneas.

Proposição 16 [ [1515], Proposição 2.2] O mor�smo φi é um homomor�smo de Ui com a
topologia de Zariski induzida sobre Pn.

Proposição 17 Pn é um espaço topológico Noetheriano.

Prova: De fato, temos pela Proposição 1010 que o espaço a�m An é Noetheriano. Considere
uma cadeia de conjuntos Y1 ⊃ Y2 ⊃ . . . no espaço Pn. Para cada Yi existe um conjunto
Vi em An onde para cada y ∈ Yi temos que a classe de equivalência de yi é igual a classe
de algum xi ∈ Vi, assim temos a cadeia de conjuntos V1 ⊃ V2 ⊃ . . . em An, como An é
Noetheriano temos que existe um inteiro r tal que para todo s ≤ r temos

Vs = Vs+1

Portanto, como os Ui representam as classes de equivalência dos Yi temos que para todo
s ≤ r que Ys = Ys+1. Concluímos assim que Pn é Noetheriano.

�

Proposição 18 Seja S = k[x0, . . . , xn] e Sh o subconjunto de todos os polinômios homo-
gêneos de S. Então são válidas as seguintes propriedades:

1. Se T1 ⊆ T2 são subconjuntos de Sh então Z(T1) ⊇ Z(T2).

2. Se Y1 ⊆ Y2 são subconjuntos de Pn, então I(Y1) ⊇ I(Y2).

3. Para quaisquer dois subconjuntos Y1, Y2 de Pn temos que I(Y1∪Y2) = I(Y1)∩ I(Y2).

4. Se a ⊂ S é um ideal homogêneo com Z(a) 6= ∅ então I(Z(a)) =
√
a.

5. Para qualquer subconjunto Y ⊂ Pn, Z(I(Y )) = Y .

Prova:

1. Seja p ∈ Z(T2) ou seja para todo f ∈ T2 temos f(P ) = 0, tome um g ∈ T1 então
como T1 ⊂ T2 temos que g ∈ T2 e logo g(P ) = 0 para qualquer g ∈ T1, portanto
p ∈ Z(T1) o que implica que Z(T2) ⊂ Z(T1).

2. Seja f ∈ I(Y2) então f(P ) = 0 para todo P ∈ Y2, como Y1 ⊂ Y2 então para todo
P1 ∈ Y1 temos f(P1) = 0, isso implica que f ∈ I(Y1) e portanto I(Y2) ⊂ I(Y1).

3. Primeiro mostraremos que I(Y1 ∪ Y2) ⊂ I(Y1) ∩ I(Y2). Considere f ∈ I(Y1 ∪ Y2),
então para todo P ∈ Y1 ∪ Y2 temos f(P ) = 0. Portanto, para todo x ∈ Y1 temos
x ∈ Y1∪Y2, isso implica que f(x) = 0, logo f ∈ I(Y1). Analogamente mostra-se que
f ∈ I(Y2), com isso temos que f ∈ I(Y1) ∩ I(Y2), ou seja

I(Y1 ∪ Y2) ⊆ I(Y1) ∩ I(Y2).

Agora mostraremos que I(Y1) ∩ I(Y2) ⊂ I(Y1 ∪ Y2). Considere g ∈ I(Y1) ∩ I(Y2),
então g ∈ I(Y1) e g ∈ I(Y2), isso nos dá que para todo ponto p1 ∈ Y1 temos

g(p1) = 0,
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e para todo p2 ∈ Y2 temos
g(p2) = 0.

Portanto para todo ponto p ∈ Y1∪Y2 temos g(p) = 0, isso implica que g ∈ I(Y1∪Y2),
ou seja, (Y1 ∪ Y2) ⊇ I(Y1) ∩ I(Y2).

4. Pelo Hilbert's Nullstellensatz 11 temos que se f ∈ I(Z(a)) então existe algum r > 0
tal que f r ∈ a, o que implica em I(Z(a)) ⊂

√
a.

Agora tomando f ∈
√
a temos que existe r > 0 tal que f r ∈ a, então f r(P ) = 0 para

todo P ∈ Z(a), portanto temos que f(P ) = 0, e assim f ∈ I(Z(a)), isto implica que
√
a ⊂ I(Z(a)).

5. Note que Y ⊂ I(Z(Y )) e como I(Z(Y )) é fechado, segue que o Y ⊂ I(Z(Y )).
Suponha que exista um outro conjunto fechado W tal que Y ⊂ W . Portanto temos
que existe um ideal a tal que W = Z(a) e como Y ⊂ W = Z(a) pelo item (2) temos
I(Z(a)) ⊂ I(Y ) e pelo item (1) concluímos que

Z(I(Y )) ⊂ Z(I(Z(a)) = Z(a) = W.

Assim, se um conjunto fechado W contém Y então Z(I(Y )) ⊂ W e portanto
Z(I(Y )) = Y .

�

Proposição 19 Um conjunto algébrico Y ⊆ Pn é irredutível se e somente se I(Y ) é um
ideal primo.

Prova: (⇒) Suponha Y algébrico. Seja fg ∈ I(Y ), então Y ⊂ Z(fg) = Z(f) ∪ Z(g),
pois dado P ∈ Y temos que fg(P ) = 0 logo P ∈ Z(fg), então temos

Y = (Y ∩ Z(f)) ∪ (Y ∩ Z(g)).

Considere os conjuntos fechados Y1 = (Y ∩ Z(f)) e Y2 = (Y ∩ Z(g)), então Y = Y1 ∩ Y2,
como Y é algébrico segue que Y1 ⊂ Y2 ou Y2 ⊂ Y1, isso implica que Y = Y1 ou Y = Y2.
Suponha sem perda de generalidade que Y = Y1 então Y ⊂ (Y ∩ Z(f)) e portanto
Y ⊂ Z(f), com isso concluímos que f ∈ I(Y ) isso mostra que I(Y ) é primo.

(⇐) Seja I(Y ) primo. Suponha que existam fechados Y1 e Y2 tais que Y = Y1 ∪ Y2,
portanto pela Proposição 1818 item (3) temos que I(Y ) = I(Y1) ∩ I(Y2).

Suponha I(Y ) 6= I(Y1), caso contrário teríamos I(Y1) ⊂ I(Y2) e isso implicaria em
Y2 ⊂ Y1. Considere f ∈ I(Y1) tal que f /∈ I(Y ), para todo g ∈ I(Y2) temos fg ∈
I(Y1) ∩ I(Y2) = I(Y ), mas como I(Y ) é primo por hipótese temos que f ∈ I(Y ) ou
g ∈ I(Y ), como f /∈ I(Y ) então g ∈ I(Y ). Isto implica que I(Y ) = I(Y2) e portanto
I(Y2) ⊂ I(Y1), pela Proposição 1818 item (2) temos que Y1 ⊂ Y2, isso mostra que Y é
irredutível.

�

Proposição 20 Pn é irredutível nele mesmo.

Prova: Note que I(Pn) = {0} e como S = k[x1, . . . , xn] é domínio de integridade segue
que {0} é um ideal primo e portanto I(Pn) = {0} é irredutível.

�
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3.2 Mor�smos

Primeiramente trabalharemos o conceito de função regular em uma variedade quase
a�m X em An, posteriormente introduziremos esse conceito para variedades projetivas,
para isso iremos considerar funções de uma variedade Y em um corpo k.

De�nição 37 Seja X uma variedade algébrica quase a�m. Uma função f : X → k
é regular em um ponto x ∈ X se existe uma vizinhança aberta Ux de x e polinômios
g, h ∈ A = k[x1, . . . , xn], tais que h não assume valor nulo em Ux e f = g/h em Ux.
Dizemos que f é regular em X se é regular em todo ponto de X.

Lema 1 Uma função regular f é contínua quando k está identi�cado com A1 na topologia
de Zariski.

Prova: Mostraremos que f−1 leva um conjunto fechado em conjunto fechado. Para tal
é su�ciente mostrar que f−1(a) = {P ∈ Y |f(P ) = a} é fechado para qualquer a ∈ k,
provaremos que vale localmente para um subconjunto de Y . Um subconjunto Z de um
espaço topologico Y é fechado se e somente se Y pode ser coberto por conjuntos abertos
U tais que Z ∩ U é fechado em U para cada U . Então seja U um aberto o qual f pode
ser representado como g/h com g, h ∈ A, e h não nulo em U . Então temos que

f−1(a) ∩ U = {P ∈ U |g(P )/h(P ) = a}.

Mas g(P )/h(P ) = a se e somente se (g − ah)(P ) = 0. Portanto f−1(a) ∩ U =
Z(g − ah) ∩ U que é fechado, isso implica que f−1(a) é fechado em Y , portanto f é
contínua.

�
Podemos enunciar a De�nição 3737 e o Lema 11 para um espaço projetivo. A partir daqui

vamos considerar Y uma variedade quase projetiva de Pn.

De�nição 38 Seja Y uma variedade algébrica quase projetiva. Uma função f : Y → k
é regular em um ponto P ∈ Y se existir uma vizinhança aberta U com p ∈ U ⊂ Y , e
polinômios homogêneos g, h ∈ S = k[x0, . . . , xn], de mesmos graus, tal que h não se anula
em U e f = g/h em U . Dizemos que f é regular em Y se é regular em todo ponto de Y .

De�nição 39 Seja k um corpo algebricamente fechado. Chamaremos de variedade sobre
k uma variedade que seja a�m, quase a�m, projetiva ou quase projetiva de�nida sobre
k. Se X, Y são duas variedades, um mor�smo σ : X → Y é uma aplicação contínua
tal que para todo conjunto aberto V ⊂ Y e todo função regular f : V → k, a função
f(σ) : σ−1(V )→ k é regular.

Exemplo 35 (Mergulho de Segre ) Seja φ : Pr × Ps → PN um mor�smo dado por

(a0 : · · · : ar)× (b0 : · · · : bs) 7→ (aibj)i=0,...,r;j=0,...,s

onde N = rs + r + s − 1. Note que φ está bem de�nida e é injetiva. A imagem de φ é
uma subvariedade de PN e é chamada Mergulho de Segre.

Proposição 21 Seja X uma variedade quase a�m, e sejam f e g duas funções regulares
tais que f = g para algum aberto U ⊂ X, então f = g em todo X.
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Prova: De fato, desde que X é uma variedade quase a�m ele é irredutível, e portanto
todo aberto de X é denso. Como U é denso em X e f e g são contínuas segue que f = g
em todo X. �

De�nição 40 Seja k um corpo algebricamente fechado. Se X, Y são duas variedades
sobre k, um mor�smo φ : X → Y é uma aplicação contínua de modo que para todo
conjunto aberto V ⊂ Y e para toda função regular f : V → k, a função f ◦φ : φ−1(V )→ k
é regular.

Proposição 22 A composição de dois mor�smos é um mor�smo.

Podemos classi�car um mor�smo baseado em propriedades. Dizemos que um mor�smo
é um isomor�smo quando ele admite inversa e sua inversa é também um mor�smo. Ou
seja um isomor�smo é um mor�smo bijetor.

Observação 3 Todo isomor�smo é bijetivo e bicontínuo, mas um mor�smo bijetivo e
bicontínuo não necessariamente é um isomor�smo, pois para isso sua inversa deve ser um
isomor�smo.

De�nição 41 Seja Y uma variedade. Denotamos por O(Y ) o anel de todas as funções
regulares de Y . Se P é um ponto de Y , de�nimos o anel local de P em Y por OP,Y (ou
apenas OP ) o anel das funções que são regulares em um aberto U ⊂ Y que contém P .
Ou seja, um elemento de OP é um par 〈U, f〉 onde U é uma vizinhança aberta de P em
Y e f é uma função regular em U .

Observação 4 Note que OP é um anel local. De fato o seu ideal maximal é o conjunto
das funções regulares que se anulam em P . Se f(P ) 6= 0 , então 1/f é regular em alguma
vizinhança de P . Portanto o corpo residual OP/m é isomorfo a k.

De�nição 42 Seja Y uma variedade projetiva, de�nimos o corpo de funções de Y de-
notado por K(Y ) onde um elemento de K(Y ) é uma classe de equivalência dos pares
< U, f >, em que U é um subconjunto aberto não vazio de Y e f é uma função regular
em U . Dois pares < U, f > e < V, g > serão iguais como classe de equivalência se f = g
em U ∩ V . Os elementos de K(Y ) são chamados de funções racionais em Y .

Proposição 23 O corpo de funções K(Y ) é a união de todos os OP para todo P ∈ Y .

Note que K(Y ) é de fato um corpo. Desde de que Y é irredutível, quaisquer dois
abertos não vazios possuem interseção não vazia. Portanto podemos de�nir adição e
multiplicação em K(Y ), fazendo dele um anel.

Teorema 3 Seja Y ⊂ An uma variedade a�m com anel de coordenadas a�m A(Y ) então

1. O(Y ) ∼= A(Y );

2. Para cada ponto P ∈ Y , seja mp ⊆ A(Y ) o ideal das funções que se anulam em P .
Então existe P 7→ mp uma correspondência 1 − 1 entre os pontos de Y e os ideais
maximais de A(Y ) .

3. Para cada P,OP ∼= A(Y )mP e dimOP = dimY ;

4. K(Y ) é isomorfo ao corpo quociente de A(Y ).
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Prova: [1515] Teorema 3.2.

Proposição 24 Seja Ui ⊆ Pn o conjunto aberto de�nido pela equação xi 6= 0, então a
função φi : Ui → An é um isomor�smo de variedades.

Prova: Já mostramos que φ é um homomor�smo, então falta veri�car que as funções
regulares são as mesmas para qualquer conjunto aberto. Em Ui as funções regulares são
localmente quocientes de polinômios homogêneos em x0, . . . , xn de mesmo grau. Em An

as funções regulares são localmente quocientes de polinômios em y1, . . . , yn. Perceba que
essas duas de�nições são idênticas, portanto as funções regulares permanecem as mesmas
como queríamos.

�

De�nição 43 Seja Y ⊂ PN uma variedade projetiva de dimensão n. Considere um ponto
P ∈ Y , então uma parametrização local de Y sobre o ponto P é uma aplicação da forma
φ : An → U ∩ Y onde P ∈ U e U ⊂ Am.

De�nição 44 Seja Y ⊂ An uma variedade a�m e seja f1, . . . , ft ∈ k[x1, . . . , xn] o conjunto
de geradores para o ideal de Y . Então Y é não singular em um ponto P ∈ Y se o posto
da matriz ‖ (∂fi/∂xj)(P ) ‖ é n−m onde m é a dimensão de Y . Dizemos então que P é
um ponto não singular ou ponto liso de Y . Se todos os pontos em Y são lisos então Y é
dita uma variedade não singular.

De�nição 45 Seja Y ⊂ PN uma variedade projetiva de dimensão n. Dizemos que P ∈ Y
é um ponto não singular ou ponto liso de Y se dada uma parametrização local φ : An →
Y ∩ U com P ∈ U ⊂ AN sobre P temos que P é um ponto não singular de φ.

De�nição 46 Seja S um anel graduado, e p um ideal primo homogêneo de S. Denotamos
por S(p) o subanel dos elementos de grau 0 na localização de S com respeito ao subconjunto
multiplicativo T consistindo dos elementos homogêneos de S que não estão em p.

Teorema 4 Seja Y ⊆ Pn uma variedade projetiva com anel de coordenadas S(Y ). então
as seguintes a�rmações são válidas:

1. O(Y ) = k.

2. Para qualquer ponto P ∈ Y , seja mP ⊆ S(Y ) o ideal gerado pelo conjunto de
polinômios homogêneos f ∈ S(Y ) tal que f(P ) = 0. Então OP = S(Y )(mp).

3. K(Y ) ∼= S(Y )(0).

Prova: [1515] Teorema 3.4.

Proposição 25 Seja X uma variedade qualquer e seja Y uma variedade a�m. Então
existe uma aplicação bijetiva de conjuntos dada por

α : Hom(X, Y )→ Hom(A(Y ),O(X))

em que Hom(X, Y ) é o conjunto dos mor�smos de variedades e Hom(A(Y ),O(X)) é o
conjunto dos mor�smos de k-álgebras.

Prova: [1515] Propsição 3.5.
�
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Corolário 3 Se X, Y são duas variedades a�ns, então X e Y são isomorfos se e somente
se A(X) e A(Y ) são isomorfos como k-álgebras

Lema 2 Seja X um variedade qualquer, e seja Y ⊂ An uma variedade a�m. Uma
aplicação de conjuntos ψ : X → Y é um mor�smo se e somente se xi ◦ ψ é uma função
regular em X para cada i, onde x1, . . . , xn são funções coordenadas em An.

Corolário 4 Se X, Y são duas variedades a�ns, então X e Y são isomorfos se e somente
se A(X) e A(Y ) são isomorfos como k-álgebras

De�nição 47 SejaX ⊂ An uma variedade quase a�m tal queX = Z(I)\Z(f) = Y \Z(f)
onde f ∈ k[x1, . . . , xn] = A e I é um ideal primo de A. Então o anel de coordenadas de
X é A(X) = A(Y )(f) = (A/I)(f), (localização no conjunto multiplicativo {f j : j ∈ N}.)

Exemplo 36 1. Seja Y a curva plana de�nida por y = x2 em A2, então A(Y ) é
isomorfo ao anel k[x].

2. Seja Z a curva plana de�nida pelo polinômio xy = 1 então A(Z) não é isomorfo ao
anel k[x].

3. Seja f um polinômio quadrático qualquer em k[x, y] e seja W a cônica de�nida por
f , então A(W ) é isomorfo a A(Y ) ou A(Z).

1) Seja W = Z(p) uma cônica irredutível e p ∈ k[x, y] irredutível dado por

p = ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f.

Como f tem grau 2 então com uma mudança linear de variáveis podemos assumir que

p = y2 + dx+ ey + f

ou
p = x2 + y2 + dx+ ey + f.

No primeiro se d = 0 o polinômio não é irredutível, o que leva a um absurdo. Assim
assumimos d 6= 0. Vamos fazer uma série de mudanças de coordenadas para chegar na
forma do polinômio que precisamos. Aplicando uma mudança de variáveis do tipo x 7→
αx+ βy + γ temos

dx+ ey + f 7→ d(αx+ βy + γ) + ey + f.

Podemos considerar

dγ + f =0

dα =− 1

dβ + e =0

ou seja, é necessário e su�ciente que γ = −f/d, α = −1/d, β = −e/d. Assim mostramos,
nesse caso, que W é isomorfo a C1 = Z(y2 − x).

Para o outro caso usando uma mudança de variáveis do tipo x 7→ x+ y e y 7→ i(x− y)
podemos assumir que p é da forma

p = xy + dx+ ey + f.
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Primeiro aplicando x 7→ x− e obtemos

p = xy + dx+ f.

Segundo aplicando y 7→ y − d obtemos

p = xy + f.

Note que f 6= 0 pois p é irredutível. Por último aplicando o x 7→ −fx obtemos

p = xy − 1.

Assim mostramos, nesse caso, que W é isomorfo a C2 = Z(xy − 1). Agora basta provar
que C1 é isomorfa a A1 e C2 é isomorfa a A1 − {0}. Usando o Corolário 44 basta mostrar
que os anéis de coordenadas são isomorfos, mas mostra-se que as aplicações a seguir são
isomor�smos

φ : C1 → A1

(x, y) = (x, x2) 7→ x

ψ : C2 → A1 − {0}
(x, y) = (x, 1/x) 7→ x.

Note que
A(C1) = k[x, y]/(y − x2) ∼= k[x] = k[x]/(0) = A(A1)

e
A(C2) = k[x, y]/(xy − 1) ∼= k[x, 1/x] = k[x](x) = A(A1 − {0}).

2) Seja X = A1 − {a1, . . . , ak}. Então o anel de coordenadas de X é

A(X) = k[x](x−a1)(x−a2)...(x−an)

que não é isomorfo a k[x] ao anel de coordenadas de A1 pois o primeiro é um anel local e
o segundo não.

3) Seja U ⊂ P2 uma cônica projetiva, isto é, U = Z(F ) com F ∈ k[x, y, z] homogêneo
irredutível e de grau 2. Considere a desomogeneização

f = ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f ∈ k[x, y]

de F com respeito a z e a correspondente variedade a�m

V = Z(f) = Z(F ) ∩ Z(z − 1) ⊂ A2
(x,y).

Como

f = (ax+ by + c)(dx+ ey + g)⇔ F = (ax+ by + cz)(dx+ ey + gz)

sabemos que f é irredutível. Note que se o grau de f não é dois, então f = dx+ ey+ f e
daí F = dxz + eyz + fz2, contradição novamente.

Assim, V é uma cônica a�m plana e pelo item item 1 é isomorfa a Z(y2 − x) ou
Z(xy− 1). Então U é isomorfa a Z(y2 − xz) ou Z(xy− z2) que são claramente isomorfas
bastando fazer y 7→ z.

29



Exemplo 37 Uma cônica em A2 é isomorfa ou a A1 ou a A1 − {0}

Considere uma cônica W dada por um polinômio quadrático irredutível f ∈ k[x, y], por-
tanto A(W ) é isomorfo a A(Y ) ou a A(Z) onde Y é a curva plana de�nida por y = x2

e Z a curva plana de�nida pelo polinômio xy = 1, temos que A(Y ) é isomorfo a k[x] e
portanto temos que Y é isomorfo a A1. Assim pelo Corolário 44 temos que W é isomorfo
a A1.

Agora caso A(W ) seja isomorfo a A(Z), como A(Z) é isomorfo a A1 − {0}, segue
análogo ao caso acima que W é isomorfo a A1 − {0}.

Exemplo 38 O espaço a�m A1 não é isomorfo a nenhum subconjunto próprio dele.

Considere Y ⊂ X = A1 um subconjunto próprio, e suponha que existe um isomor�smo
φ : X → Y , como φ é isomor�smo temos que φ admite uma inversa a qual é também um
mor�smo, onde

φ ◦ φ−1 = IdY

e
φ−1 ◦ φ = IdX .

Mas veja que como Y é subconjunto próprio de X existe um a ∈ X tal que a /∈ Y e
portanto temos que a não pertence a imagem de φ ◦ φ−1. Porém, existe x ∈ Y tal que
φ−1(x) = a, logo a inversa não pode ser bem de�nida e portanto φ não é isomor�smo,
logo X e Y não são isomorfos como queríamos.

Exemplo 39 Qualquer cônica em P2 é isomór�ca a P1.

Se C é uma cônica em P2 então ela é a projetivização de uma cônica irredutível C1 no
espaço a�m A2. Pelo Exemplo 3636 a cônica C1 é isomorfa a A1 ou A1 − {0}, mas a
projetivização de ambas resultando no espaço P1 e logo em todos os casos temos que a
projetivização de C1 é isomorfa a P1.

Exemplo 40 A2 não é homeomorfo a P2.

Pelo Teorema de Bezout ([2121], Capítulo 5) quaisquer duas curvas em P2 possuem interse-
ção, porém duas retas paralelas não possuem interseção em A2 portanto os conjuntos A2

e P2 não podem ser isomorfos.

Exemplo 41 Existe uma variedade quase a�m o qual não é a�m. Por exemplo X =
A2 − {(0, 0)} não é uma variedade a�m.

De fato como X é o complementar do conjunto {(0, 0)} o qual é algébrico segue que X é
um aberto em A2, logo X é uma variedade quase a�m. Porém, X não é a�m pois ele não
é fechado em An. De fato, se X fosse uma variedade a�m teríamos que A2 = X ∪ {0} e
portanto A2 seria união de dois subconjuntos fechados próprios, ou seja, A2 seria redutível,
absurdo, pois ele é uma variedade a�m, portanto como {0} é sempre fechado por ser �nito
segue que X não pode ser fechado e portanto não é uma variedade a�m.

Exemplo 42 Seja Y uma hipersuperfície em An dada pela equação f(x1, . . . , xn) = 0.
Então An − Y é isomorfo a uma hipersuperfície H em An+1 dada por xn+1f = 1. Em
particular, An − Y é a�m, e seu anel a�m é k[x1, . . . , xn]f .
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Para P = (a1, . . . , an+1) ∈ H, seja φ(P ) = (a1, . . . , an). Então φ é um mor�smo de H
para An. Também temos que φ é dado por uma aplicação bijetiva de H em An−Y . Como
a aplicação é bijetiva temos que φ é um isomor�smo se e somente se φ−1 é um mor�smo.
Mas φ−1(a1, . . . , an) = (a1, . . . , an, 1f(a1, . . . , an)), então pelo Lema 22 segue que φ−1 é um
mor�smo.

Proposição 26 Seja Y ⊂ Pn uma variedade algébrica, então existe uma base para a
topologia consistindo de conjuntos abertos a�ns para Y .

Prova: Seja P ∈ Y um ponto qualquer e U ⊂ Y um aberto contendo P , como Y
é uma variedade podemos sem perda de generalidade assumir que U = Y , pois U é um
aberto de uma variedade, portanto U é uma variedade quase a�m ou quase projetiva.

Suponha que Y é uma variedade quase a�m em An e seja Z = Y − Y o qual é
fechado em An. Como P ∈ Y temos que P /∈ Z, portanto existe um polinômio f tal que
f(P ) 6= 0. Seja H a hipersuperfície dada por f = 0 em An, então Z ⊂ H e P /∈ H.
Portanto P ∈ Y − Y ∩H, o qual é aberto de Y pois Y ∩H é uma interseção de fechado
que é fechado.

Por outro lado temos que Y −Y ∩H é um fechado de An−H, o qual é a�m e portanto
segue que Y − Y ∩ H é a�m, como P e Y foram tomados arbitrariamente os conjuntos
a�m de�nidos por Y −Y ∩H como foi construído forma uma base topológica para Y pois
dado qualquer vizinhaça aberta de um P existe uma subvizinhaça na forma Y − Y ∩H .
�

3.3 Aplicações Racionais

Nesse seção estudaremos o conceito de aplicações racionais, essas aplicações são mor-
�smos de�nidos sobre um conjunto aberto. Este tipo de aplicação é importante para o
estudo de variedades algébricas, uma vez que uma aplicação racional carrega as proprie-
dades de uma variedade algébrica para uma outra variedade. Assim podemos analisar as
propriedades de uma variedade algébrica a partir de uma outra variedade através de uma
aplicação racional.

Lema 3 Sejam X e Y duas variedades quaisquer, φ e ρ dois mor�smos de X para Y . Se
existe um aberto U ⊂ X tal que φ|U = ρ|U , então φ = ρ em todo X.

Prova: Seja X e Y duas variedades em Pn. Podemos considerar Y = Pn, pois para Y
qualquer basta aplicar o mor�smo inclusão Y → Pn. Considere o produto Pn×Pn, o qual
tem uma estrutura de variedade projetiva dada pela variedade de Segre

φ× ρ : X → Pn × Pn

x 7→ (φ(x), ρ(x)).

Seja δ = {P × P |P ∈ Pn} o subconjunto diagonal de Pn × Pn. Este conjunto é de�nido
pelas equações {xiyi = xjyj|i, j = 0, 1, . . . , n} e portanto é um subconjunto fechado de
Pn × Pn. Pela hipótese existe um aberto U tal que φ× ρ(U) ⊂ δ. Mas U é denso em X,
e δ é fechado, portanto φ× ρ(X) ⊂ δ.

Como U é um aberto em X o qual é uma variedade temos que U é denso em X,
suponha que φ 6= ρ, ou seja, existe x ∈ X tal que φ(x) 6= ρ(x) e seja V uma vizinhança
qualquer de x em X, como U é denso temos que U ∩ V 6= ∅, então seja a ∈ U ∩ V como
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a ∈ U temos que φ(a) = ρ(a) como φ é mor�smo temos que para qualquer função regular
f temos que f ◦ φ é regular para algum aberto V , portanto f ◦ ρ = f ◦ φ para qualquer
aberto, então φ(x) = ρ(x) o que é um absurdo. Logo φ = ρ.

�

De�nição 48 Sejam X e Y variedades projetivas. Uma aplicação racional φ : X → Y é
uma classe de equivalência de pares 〈U, φU〉 onde U é um aberto não vazio em X e φU é
o mor�smo φ restrito em U , e onde 〈U, φU〉 = 〈V, φV 〉 são equivalentes se e somente se,
φU e φV são iguais em U ∩ V . A aplicação racional φ é dita dominante se para algum par
〈U, φU〉 a imagem φU é densa em Y .

Perceba que a relação acima será de fato uma relação de equivalência. De fato, seja φ
uma aplicação racional de X em Y e sejam U, V,W ⊂ X então

1. Re�exiva É claro que 〈U, φU〉 = 〈U, φU〉 pois φU = φU .

2. Simetria temos que 〈U, φU〉 = 〈V, φV 〉 se e somente se φU = φV em U ∩ V , isso se
e somente se, φV = φU em V ∩ U .

3. Transitiva Se 〈U, φU〉 = 〈V, φV 〉 e 〈V, φV 〉 = 〈W,φW 〉 temos que φU = φV em U ∩V
e φV = φW em V ∩W portanto temos que φU = φV = φW em U ∩ V ∩W , como
U ∩V ∩W é um aberto temos que pelo Lema 33 que φU = φW em todo aberto U ∩W
e portanto 〈U, φU〉 = 〈V, φV 〉, logo vale a transitividade.

De�nição 49 Uma aplicação birracional φ : X → Y é uma aplicação racional a qual
admite inversa ρ : Y → X, tal que, ρ ◦ φ = IdX e φ ◦ ρ = IdY como aplicações racionais.
Se existe uma aplicação birracional entre X e Y dizemos que X e Y são birracionalmente
equivalentes, ou apenas birracionais.

Uma variedade Y é dita racional se é birracionalmente equivalente a Pn para algum n.

Exemplo 43 Toda cônica plana em P2 é racional.

Pelo Exemplo 3939 toda cônica de P2 é isomorfa a P1, portanto toda cônica é birracio-
nalmente equivalente a P1.

Teorema 5 Sejam duas variedades X e Y , então existe uma bijeção entre

1. O conjunto das aplicações racionais de X e Y .

2. O conjunto de homomor�smos de k-álgebras de K(Y ) para K(X).

Esta correspondência é dada por uma equivalência de categorias de variedades e aplicações
racionais dominantes com a categoria de extensão de corpos �nitamente gerados de k.

Prova: [1515] Teorema 4.4.

Corolário 5 Para quaisquer duas variedades X e Y , as seguintes condições são equiva-
lentes:

1. X e Y são birracionalmente equivalentes.

2. existe subconjuntos abertos U ⊂ X e V ⊂ Y com U isomorfo a V .

3. K(X) ∼= K(Y ) como k-álgebras.
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Prova: (i ⇒ ii) Seja φ : X → Y uma aplicação birracional e seja φ−1 sua inversa,
então existem U ⊂ X e V ⊂ Y tais que a φ é dada por 〈U, φ〉 e sua inversa φ−1 é dada
por 〈V, φ−1〉, portanto φ é um mor�smo bijetor de φ : U → V , logo é um isomor�smo de
U e V portanto U e V são isomorfos.

(ii⇒ iii) Segue diretamente da De�nição 4242 de corpo de funções.
(iii⇒ i) Segue do Teorema 55. �

Proposição 27 Seja X uma variedade algébrica de dimensão r, então X é birracional à
uma hipersuperfície Y em Pr+1.

Prova: [1515] Proposição 4.9 .

Proposição 28 Se f e g são funções regulares em conjuntos abertos U e V de uma
variedade X respectivamente, onde f = g em U ∩ V então a função dada por f em U e
por g em V é uma função regular em U ∪ V .

Prova: De fato seja F a função de�nida por f se o domínio está em U e por g se o
domínio está em V , se x ∈ U ∩V , então temos que F (x) = f(x) = g(x). Como U e V são
abertos temos que U ∩ V é aberto e portanto existe uma vizinhança de Ux de x tal que

F = f = g =
p(x1, . . . , xn)

q(x1, . . . , xn)
,

portanto F é regular em U ∪ V . Também temos que F (x) é uma curva regular pois f
e g o são. Sem perda de generalidade se x ∈ U − U ∩ V temos que F (x) = f(x) para
U ∪ (U ∩V ) que é aberto e portanto se x ∈ U −U ∩V então existe uma vizinhança aberta
de x dada por Ux ⊂ U tal que

F = f =
p(x1, . . . , xn)

q(x1, . . . , xn)
.

Portanto, F é regular em U , como F é regular em U e em U ∩ V segue que F é regular
em U − U ∩ V e portanto é regular em todo seu domínio.

�

Corolário 6 Se f é uma função racional em X, então existe um maior conjunto aberto
U de X o qual f é representado por uma função regular. Diremos que f está de�nida nos
pontos de U .

Suponha que f é racional em alguma aberto U ⊂ X. Se f é racional para algum outro
aberto V temos pela Proposição 2828 que f é racional em U ∪ V , então seja Σ a família
de todos os subconjuntos de X os quais f é racional. Portanto pela Proposição 2828 temos
que f é racional no conjunto dado por M =

⋃
U⊂Σ U e por construção esse conjunto é o

maior em X o qual f é racional.
�

3.4 Variedades de Veronese e Segre-Veronese

Nesta seção estudaremos dois tipos especí�cos de variedades algébricas, as variedades
de Veronese e a de Segre-Veronese. Estas serão as variedades as quais faremos o estudo
e análise sobre a dimensão de suas variedades secantes e o seu defeito em relação às suas
variedades secantes.
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De�nição 50 Seja n e d inteiros positivos. De�nimos a variedade de Veronese V n
d sendo

a imagem do mor�smo que leva pontos de Pn em todos os monômios de grau d das
coordenadas de Pn, mais precisamente esse mor�smo é dado por

vnd : Pn → PN

(x0 : x1 : · · · : xn) 7→ (xd0 : xd−1
0 x1 : · · · : xdn),

em que N =
(
n+d
d

)
− 1.

A variedade de Veronese como está de�nida de fato é uma variedade algébrica projetiva,
pois é um mergulho de Pn para PN como é observado no Exemplo ??.

Exemplo 44 A variedade de Veronese V 1
2 é a imagem do mor�smo

v1
2 : P1 → P2

(x0 : x1) 7→ (x2
0 : x0x1 : x2

1).

Exemplo 45 A variedade de Veronese V 2
2 é a imagem do mor�smo

v2
2 : P2 → P5

(x0 : x1 : x2) 7→ (x2
0 : x2

1 : x2
2 : x0x1 : x0x2 : x1x2).

Exemplo 46 A variedade de Veronese V n
2 é a imagem do mor�smo

vn2 : Pn → PN

(x0 : · · · : xn) 7→ (x2
0 : x0x1 : · · · : x2

n).

Exemplo 47 Dada uma variedade de Veronese V n
d podemos representar ela matricial-

mente, considere a variedade V 2
2 dada por

(x0 : x1 : x2) 7→ (x2
0 : x2

1 : x2
2 : x0x1 : x0x2 : x1x2)

então a matriz simétrica P dada por

P =

 x2
0 x0x1 x0x2

x0x1 x2
1 x1x2

x0x2 x1x2 x2
2

 ,

é a representação matricial de V 2
2 .

De�nição 51 Sejam n = (n1, . . . , nr) e d = (d1, . . . , dr) duas r-uplas de inteiros posi-
tivos, com n1 ≤ · · · ≤ nr. Sejam d = d1 + · · · + dr, n = n1 + · · · + nr, e N(n,d) =∏r

i=1

(
ni+di
ni

)
− 1. Então a variedade de Segre-Veronese SV n

d é dada pela imagem do mor-
�smo

vnd : Pn1 × · · · × Pnr → PN(n,d)

(x10 : · · · : x1n1 : · · · : xr0 : · · · : xrnr) 7→ (M0 : · · · : MN)

onde M0, . . . ,MN são todas os monômios de grau di em relação as variáveis de Pi para
i = 1, . . . , r. A Segre-Veronese como está de�nida é de fato uma variedade algébrica
projetiva, pois é um mergulho de Segre como no Exemplo 3535.

Quando r > 1 e d1 = d2 = · · · = dr = 1 temos o caso particular que chamamos de
variedade de Segre que será dada pelo mor�smo:

vn(1,...,1) : Pn1 × · · · × Pnr → PN

(x10 : x11 : · · · : x1n1
: · · · : xr0 : xr1 , · · · : xrnr ) 7→ (M0 : · · · : MN).
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Exemplo 48 A variedade de Segre SV (1,1)
(1,1) é dada por

v
(1,1)
(1,1) : P1 × P1 → P3

(x0 : x1 : y0 : y1) 7→ (x0y0 : x0y1 : x1y0 : x1y1).

Exemplo 49 A variedade de Segre SV (1,2)
(1,1) é dada por

v
(1,2)
(1,1) : P1 × P2 → P5

(x0 : x1 : y0 : y1 : y2) 7→ (x0y0 : x0y1 : x0y2 : x1y0 : x1y1 : x1y2).

Exemplo 50 A variedade de Segre-Veronese SV (1,1)
(1,2) é dada por

v
(1,1)
(1,2) : P1 × P1 → P5

(x0 : x1 : y0 : y1) 7→ (x0y
2
0 : x0y0y1 : x0y

2
1 : x1y

2
0 : x1y0y1 : x1y

2
1).

Exemplo 51 A variedade de Segre-Veronese SV (1,1,1)
(1,1,1) é dada por

v
(1,1,1)
(1,1,1) : P1 × P1 × P1 → P8

(x0 : x1 : y0 : y1 : z0 : z1) 7→ (x0y0z0 : x0y1z0 : · · · : x1y1z1).

Podemos utilizar a seguinte indexação para as coordenadas de uma variedade de Segre-
Veronese.

De�nição 52 Sejam n e d inteiros positivos, de�na o conjunto

Λn,d = {I = (i1, . . . , id), 0 ≤ i1 ≤ · · · ≤ id ≤ n}.

Para todo I, J ∈ Λn,d de�nimos a distância entre eles d(I, J) sendo o número de coorde-
nadas em que eles se diferem. Ou seja, dados I = (i1, . . . , id) e J = (j1, . . . , jd), existe um
r ≥ 0, distintos índices λ1, . . . , λr ⊂ {1, . . . , d} e distintos índices τ1, . . . , τr ⊂ {1, . . . , d}
tais que iλk = jτk para todo 1 ≥ k ≥ r e {iλλ 6= λ1, . . . , λr} ∩ {jττ 6= τ1, . . . , τr} = ∅.
Portanto d(I, J) = d− r. Note que Λn,d tem diâmetro d e tamanho

(
n+d
d

)
= N(n, d) + 1.

Sejam n = (n1, . . . , nr) e d = (d1, . . . , dr) duas r-uplas de inteiros positivos, e considere
o conjunto

Λ = Λn,d = Λn1,d1 × · · · × Λnr,dr .

Dados I = (I1, . . . , Ir), J = (J1, . . . , Jr) ∈ Λ, de�nimos a distância entre eles por

d(I, J) = d(I1, J1) + · · ·+ d(Ir, Jr).

Perceba que Λ tem diâmetro de tamanho d e tamanho
∏r

i=1

(
ni+di
ni

)
= N(n,d) + 1. Essa

distância é chamada de distância de Hamming. Dada uma Segre-Veronese SV n
d e I =

(I1, . . . , Ir) ∈ Λ, de�na

eI = vnd(eI1 , . . . , eIr) = (0 : · · · : 0 : MI = 1 : 0 : · · · : 0) ∈ PN .
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Exemplo 52 Para a Segre-Veronse SV (1,1)
(2,2) temos que

Λ = Λ1,2 × Λ1,2 = {I = ((x1, x2), (y1, y2)), 0 ≤ x1 ≤ x2 ≤ 1 e 0 ≤ y1 ≤ y2 ≤ 1}.

Para simpli�car a notação vamos considerar ((x1, x2), (y1, y2)) = (x1, x2, y1, y2) assim te-
mos que Λ é dado por

Λ ={(0000), (1000), (0100), (0010), (0001), (1100), (1010), (1001),

(0110), (0101), (0011), (1110), (1101), (1011), (0111), (1111)}.

E temos os pontos coordenados

e(0000) = (x2
0y

2
0 : 0 : · · · : 0) = (1 : 0 : · · · : 0)

e(1000) = (0 : x0x1y
2
0 : 0 : · · · : 0) = (0 : 1 : 0 : · · · : 0)

...

e(1111) = (0 : · · · : 0 : x2
1y

2
1) = (0 : · · · : 0 : 1).
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4 Espaços e Projeções Osculadoras

4.1 Espaços Osculadores

Nesta seção vamos estudar os espaços osculadores das variedades de Segre-Veronense
com o propósito de determinar os geradores de um espaço osculador dados os parâmetros
da variedade. Determinar quais são os geradores será importante para determinar em
quais condições uma projeção osculadora é birracional.

De�nição 53 Seja X ⊂ Pn uma variedade projetiva de dimensão m e P um ponto liso.
Considere

ϕ : Am → An ∩X
0 7→ P

t = (t1, . . . , tm) 7→ ϕ(t) = (ϕ1(t), . . . , ϕn(t))

uma parametrização local. Para cada I = (i1, . . . , im) com i1, . . . , im ≥ 0 inteiros, de�ni-
mos:

|I| =
m∑
j=1

ij.

Considere ϕI sendo a derivada parcial de ϕ dada por:

ϕI =
∂Iϕ

∂ti11 · · · ∂tinn
,

então o espaço osculador de ordem s de X no ponto P é dado pelo o fecho projetivo:

T sP (X) = 〈ϕI(0); |I| ≤ s〉.

Note que se n = 0 não teremos derivadas parciais e portanto o único elemento do espaço
osculador centrado no ponto P é o próprio P .

Exemplo 53 O espaço T 1
P é chamado espaço tangente à variedade X sobre o ponto P.

Exemplo 54 Considere a seguinte variedade de Veronense:

V : P2 → P5
(y0:···:y5)

(x : y : z) 7→ (x2 : xy : xz : y2 : yz : z2).

Seja P = (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0) ∈ Y e considere a seguinte parametrização no aberto
P5 \ (y0 = 0) : dada por

ϕ : A2 → A5
(x0,...,x4) ∩ Y

0 7→ P

(t1, t2) 7→ (t1, t2, t
2
1, t1t2, t

2
2).
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Logo temos as seguintes derivas ϕI para |I| ≤ 2.

∂ϕ

∂t1
= (1, 0, 2t1, t2, 0)

∂ϕ

∂t2
= (0, 1, 0, t1, 2t2)

∂2ϕ

∂t21
= (0, 0, 2, 0, 0)

∂2ϕ

∂t22
= (0, 0, 0, 0, 2)

∂2ϕ

∂t1t2
= (0, 0, 0, 1, 0).

Portanto, como ϕ(0, 0) = (0, 0, 0, 0, 0), tem-se que os espaços osculadores de V 2
2 sobre o

ponto P serão

T 0
P = {P}.
T 1
P = 〈(0, 0, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0, 0)〉.
T 2
P = 〈(0, 0, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0, 0), (0, 0, 2, 0, 0), (0, 0, 0, 0, 2), (0, 0, 0, 1, 0)〉 = P5.

Como o espaço osculador de ordem 2 é igual ao espaço P5 temos que os espaços osculadores
de ordem maior que 2 serão todos iguais a P5, pois temos que

T 2
P = P5 ⊂ T kP ⊂ P5

para k > 2 e portanto T kP = P5 para qualquer k ≥ 2 .

Exemplo 55 Considere a variedade de Segre SV (2,1)
(1,2) dada pelo mor�smo

v
(2,1)
(1,2) : P2 × P1 → P8

(z0:z1:···:z8)

(x0 : x1 : x2 : y0 : y1) 7→ (x0y
2
0 : x0y0y1 : x0y

2
1 : x1y

2
0 : x1y0y1 : x1y

2
1 : x2y

2
0 : x2y0y1 : x2y

2
1).

Considere P = (1 : 0 : · · · : 0) ∈ SV (2,1)
(1,1) , considere o aberto P8 \ (z0 = 1) e tome a seguinte

parametrização sobre este aberto

ϕ : A3 → A8
(x0:···:x7) ∩ SV

(2,1)
(1,1)

0 7→ P

(t1, t2, t3) 7→ ϕ(t1, t2, t3) = (t1, t
2
1, t2, t1t2, t

2
1t2, t3, t1t3, t

2
1t3)

Como já vimos T 0
P = {P}. Temos as seguintes derivadasϕI para |I| ≤ 2
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∂ϕ

∂t1
= (1, 2t1, 0, t2, 2t1t2, 0, t3, 2t1t3)

∂ϕ

∂t2
= (0, 0, 1, t1, t

2
1, 0, 0, 0)

∂ϕ

∂t3
= (0, 0, 0, 0, 0, 1, t1, t

2
1)

∂2ϕ

∂t21
= (0, 2, 0, t2, 0, 0, 2t3)

∂2ϕ

∂t22
= (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

∂2ϕ

∂t1t2
= (0, 0, 0, 1, 2t1, 0, 0, 0)

∂2ϕ

∂t1t3
= (0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 2t1)

∂2ϕ

∂t2t3
= (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

∂2ϕ

∂t21t3
= (0, 0, 0, 0, 0, 0, 2)

∂2ϕ

∂t21t2
= (0, 0, 0, 1, 0, 0, 0).

Aplicando em ϕ(0) = 0 obtemos

∂ϕ

∂t1
(0) = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) = e1

∂ϕ

∂t2
(0) = (0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0) = e3

∂ϕ

∂t3
(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0) = e6

∂2ϕ

∂t21
(0) = (0, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0) = 2e2

∂2ϕ

∂t22
(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) = 0

∂2ϕ

∂t1t2
(0) = (0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0) = e4

∂2ϕ

∂t1t3
(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0) = e7

∂2ϕ

∂t2t3
(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) = 0

∂2ϕ

∂t21t3
(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2) = 2e8

∂2ϕ

∂t21t2
(0) = (0, 0, 0, 0, 2, 0, 0, 0) = 2e5
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Assim obtemos que os espaços osculadores de SV (2,1)
(1,1) sobre o ponto P até a ordem 2 são

dados por

T 0
P = {P}.
T 1
P = 〈e0, e1, e3, e6〉.
T 2
P = 〈e0, e1, e3, e4, e5, e6, e7, e8〉.

É perceptível que quanto maior a dimensão da variedade maior será o número de
espaços osculadores distintos, além disso o processo computacional para encontrar tais
espaço osculadores é cada vez maior conforme aumenta os valores dos parâmetros. Para
otimizar o cálculo para encontrar os espaços osculadores vamos utilizar a notação da
De�nição 5252.

Exemplo 56 Considere a Segre-Veronese e a parametrização do Exemplo 5555 então temos
que

∂ϕ

∂t1
(0) = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) = e1 = e(0),(0,1)

∂ϕ

∂t2
(0) = (0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0) = e3 = e(1),(0,0)

∂ϕ

∂t3
(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0) = e6 = e(2),(0,0)

∂2ϕ

∂t21
(0) = (0, 2, 0, 0, 0, 0, 0, 0) = 2e2 = 2e(0),(1,1) = 2ϕ(e0, e1)

∂2ϕ

∂t22
(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) = 0

∂2ϕ

∂t1t2
(0) = (0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0) = e4 = e(1),(0,1)

∂2ϕ

∂t1t3
(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0) = e7 = e(2),(0,1)

∂2ϕ

∂t2t3
(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) = 0

∂2ϕ

∂t21t3
(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2) = 2e8 = 2e(2),(1,1)

∂2ϕ

∂t21t2
(0) = (0, 0, 0, 0, 2, 0, 0, 0) = 2e5 = 2e(1),(1,1),

onde o índice {(i)(j, k)} indica quais as variáveis que compõe o monômio representado.
Portanto, os espaço osculadores serão:

O1
P = 〈e1, e3, e6〉,

O2
P = 〈e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7, e8〉 = A8.

Portanto,

T 1
P = 〈e(0),(0,1), e(1),(0,0), e(2),(0,0)〉,
T 2
P = 〈e(0),(0,1), e(0),(1,1), e(1),(0,0), e(1),(0,1).e(2),(0,0), e(1),(1,1), e(2),(0,1), e(2),(1,1)〉
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Seja Λ = {000, 001, 100, 200, 011, 101, 201, 211, 111}. Considere a distância como na De�-
nição 5252

d(abc, a′b′c′) = d(a, a′) + d(bc, b′c′)

d(a, a′) = 1− δaa′
d(bc, b′c′) = 2− δbb′ − δcc′ .

Em que δaa′ é o numero de coordenadas iguais entre a e a′. Observe que o espaço osculador
Tp

k é o espaço gerado pelas uplas de Λ que possuem distância menor ou igual a k da upla
e0 = e000. Podemos generalizar essa propriedade do espaço osculador para uma variedade
Segre-Veronese genérica, ou seja, vamos escrever um espaço o osculador como o gerado
por uplas de Λ.

Proposição 29 Considere a notação da De�nição 5252, seja I1 = (i1, . . . , i1), . . . , I1 =
(ir, . . . , ir) com 0 ≤ ij ≤ nj e I = (I1, . . . , Ir). Considere o ponto

eI = σvnd(ei1 , . . . , eir)

então para qualquer s ≥ 0 temos que

T seI (SV
n
d ) = 〈ej|d(I, J) ≤ s〉.

Em particular, T seI (SV
n
d ) = PN(n,d) para s ≥ d.

Prova: Podemos assumir sem perda de generalidade que I1 = (0, . . . , 0), . . . , Ir =
(0, . . . , 0) e seja (zK)K∈Λ a representação das coordenadas de PN(n,d), considere a pa-
rametrização

φ : A
∑
ni → SV n

d ∩ (zI 6= 0) ⊂ AN(n,d)

a qual é dada por

A = (aj,i)j=1,...,r;i=1,...,nj 7→

 r∏
j=1

dj∏
k=1

aj,ijk


K=(K1,...,Kr)∈Λ−{I}

,

onde Kj = (ij1, . . . , i
j
dj

) ∈ Λnj ,dj para cada j = 1, . . . , r. Dados inteiros l e m de�na
degl,mK como o grau do polinômio

φ(A)K =
r∏
j=1

dj∏
k=1

aj,ijk

com respeito a al,m, onde φ(A)K é a K-ésima coordenada do ponto φ(A). Então 0 ≤
deglj ,mj K ≤ dl, e o grau de φ(A)K com respeito às variáveis aj,i é no máximo d. Primeiro

analisaremos a derivada em uma variável ∂
λ1φ(A)K

∂a
λ1
l1,m1

de grau λ1, ao derivarmos apenas uma

vez φ(A)K obtemos
∂φ(A)K
∂al1,m1

= degl1,m1K
φ(A)

al1,m1

.

Ao derivarmos pela segunda vez sobre a variável al1,m1 obtemos

∂2φ(A)K
∂a2

l1,m1

= degl1,m1K(degl1,m1K − 1)
φ(A)K
a2
l1,m1

.
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Essa expressão pode ser reescrita como

∂2φ(A)K
∂a2

l1,m1

=
(degl1,m1K)!

(degl1,m1K − 2)!

φ(A)K
a2
l1,m1

.

Com isso, através de um processo de indução obtemos a seguinte expressão para a derivada
λ1-ésima em relação à variável al1,m1

∂λ1

∂aλ1l1,m1

=
(degl1,m1K)!φ(A)K
(degl1,m1K − λ1)!

φ(A)K

aλ1l1,m1

.

Portanto, temos a escrita explícita para essa derivada. Caso degl1,m1K < λ1, como
degl1,m1K é o grau do polinômio

∏r
j=1

∏dj
k=1 aj,ijk

com relação à variável al1,m1 e portanto
se derivarmos este polinômio λ1 vezes com respeito à variável al1,m1 o resultado será 0 pois
λ1 é maior que o grau. Agora faremos o caso da derivada de múltiplas variáveis, dada a
derivada parcial

∂λ1+···+λtφ(A)K

∂aλ1l1,m1
. . . ∂aλtlt,mt

.

Caso deglj ,mjK < λj para algum j temos que a derivada parcial será 0, então suponhamos
que deglj ,mjK ≥ λj para todo j, neste caso temos

∂λ1+···+λtφ(A)K

∂aλ1l1,m1
. . . ∂aλtlt,mt

=
∂λ2+···+λt

∂aλ1l2,m2
. . . ∂aλtlt,mt

(
∂λ1(φ(A))

∂aλ1l1,m1

)
.

Como sabemos explicitamente a derivada em uma variável temos

∂λ1+···+λtφ(A)K

∂aλ1l1,m1
. . . ∂aλtlt,mt

=
∂λ2+···+λt

∂aλ2l2,m2
. . . ∂aλtlt,mt

(
(degl1,m1K)!φ(A)K

(degl1,m1K − λ1)!aλ1l1,m1

)
.

Calculando a derivada em relação à variável al2,m2 obtemos

∂λ1+···+λtφ(A)K

∂aλ1l1,m1
. . . ∂aλtlt,mt

=
∂λ3+···+λt

∂aλ3l3,m3
. . . ∂aλTlt,mt

(
(degl2,m2K)!

(degl2,m2K − λ2)!aλ2l2,m2

)(
(degl1,m1K)!φ(A)K

(degl1,m1K − λ1)!aλ1l1,m1

)
.

Repetindo o processo sucessivamente chegaremos no seguinte produtório:

∂λ1+···+λtφ(A)K

∂aλ1l1,m1
. . . ∂aλtlt,mt

=
t∏

j=1

(
(deglj ,mjK)!

(deglj ,mjK − λj)!a
λj
lj ,mj

)
φ(A)K .

Perceba que o grau dessa derivada em relação à variável alj ,mj é deglj ,mjK − λj. Por-
tanto se deglj ,mjK − λj > 0 para algum j esta derivada será um polinômio homogêneo
de grau deglj ,mjK − λj em relação a alj ,mj , e portanto será 0 quando A = 0. Caso
deglj ,mjK − λj < 0 para algum j a derivada será 0 pois o grau da derivada é maior que
o grau do polinômio na variável alj ,mj . Portanto, o único caso em que a derivada parcial
avaliada em A = 0 não se anula é quando deglj ,mjK = λj para todo j, neste caso temos
que a derivada é dada por

∂λ1+···+λtφ(0)K

∂aλ1l1,m1
. . . ∂aλtlt,mt

=
t∏

j=1

(
(deglj ,mjK)!

)
,
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ou seja, temos que
∂λ1+···+λtφ(0)K

∂aλ1l1,m1
. . . ∂aλtlt,mt

= 0,

se deglj ,mjK 6= λj para algum j, e

∂λ1+···+λtφ(0)K

∂aλ1l1,m1
. . . ∂aλtlt,mt

=
t∏

j=1

((λj)!) ,

se deglj ,mjK = λj para todo j. Agora note que o cálculo feito até aqui é a derivada parcial
na K-ésima coordenada de φ(A). Perceba que para cada duas coordenadas K e L, temos
que existe um j tal que deglj ,mjK 6= deglj ,mjL. Portanto, isso quer dizer que apenas em
uma coordenada é possível que deglj ,mjK = λj para todo j, dessa maneira ao calcular a
derivada parcial de φ(A) teremos apenas uma coordenada J não nulo ou seja

∂λ1+···+λtφ(0)

∂aλ1l1,m1
. . . ∂aλtlt,mt

=

(
0, 0, . . . , 0,

t∏
j=1

(λj)!, 0, . . . , 0

)
,

ou melhor
∂λ1+···+λtφ(0)

∂aλ1l1,m1
. . . ∂aλtlt,mt

= (λ1!) · · · (λt!)eJ .

Onde J ∈ Λ é caracterizado por
degl,mJ = λj,

se (l,m) = (lj,mj) para algum j, e caso contrário temos

degl,mJ = 0.

Agora, dados J ∈ Λ e s tais que d(I, J) ≤ s temos que J = (J1, . . . , Jr) e que o
d(J1, I1) + · · · + d(Jr, Ir) = d(J, I) ≤ s. Cada J i é uma di-upla e considere ki o número
de coordenadas distintas e não nulas de J i, assim podemos escrever J i como

J i = (0, 0, . . . , 0, J i1, . . . , J
i
1, . . . , J

i
ki
, . . . , J iki),

onde cada coordenada J im representa a variável alm, agora sejam λi1, . . . , λiki sendo o
número de vezes que cada coordenada não nula de J i aparece, como essas coordenadas
são não nulas temos que

d(J i, I i) = λi1 + · · ·+ λiki .

Portanto temos

d(J, I) = d(J1, I1) + · · ·+ d(Jr, Ir) = (λ11 + · · ·+ λ1k1) + · · ·+ (λr1 + · · ·+ λrkr).

Tomando t = k1 + · · ·+ kr faremos uma reindexação da seguinte maneira
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λ11 = λ1

λ12 = λ2

...

λ1k1 = λk1
λ21 = λk1+1

λ22 = λk1+2

...

λ2k2 = λk1+k2

...

λrkr = λk1+···+kr .

Ou seja, temos λmn = λ∑m−1
i=0 (ki)+n

com k0 = 0. Portanto, dados J ∈ Λ e s existem
λ1, . . . , λt associados às variáveis alj ,mj com j = 0, . . . , t em que lj = u e mj = v quando
λj = λuv, logo d(J, I) = λ1 + · · ·+ λt. Então temos

〈
∂λ1+···+λtφ(0)

∂λ1al1,m1 . . . ∂
λ1alt,mt

|1 ≤ l1, . . . , lt ≤ r, 1 ≤ mj ≤ nj, j = 1, . . . , t

〉
= 〈eJ |d(J, I) ≤ s〉.

�

Corolário 7 Para um ponto qualquer p ∈ SV n
d temos que

dimT spSV
n
d =

s∑
l=1

∑
0≤l1≤d1,...,0≤lr≤dr,

l=l1+l2+···+lr

(
n1 + l1 − 1

l1

)
· · ·
(
nr + lr − 1

lr

)
,

para todo 0 ≤ s ≤ d, enquanto que T sp (SV n
d ) = PN(n,d) para qualquer s ≥ d. Em

particular, para a variedade de Veronese V n
d temos que

dimT spV
n
d = n+

(
n+ 1

2

)
+ · · ·+

(
n+ s− 1

s

)
,

para qualquer 0 ≤ s ≤ d.

Prova: Podemos considerar sem perda de generalidade p = eI onde I = (0, 0, . . . , 0),
note que pela Proposição 2929

T spSV
n
d = 〈eJ |d(J, I) ≤ s〉

e portanto temos que

dimT spV
n
d = dim〈eJ |d(J, I) ≤ s〉 = dim〈eJ |d(J, I) ≤ s〉.

Agora como cada eJ é um ponto coordenada a dimensão será dada pelo número de eJ
menos 1 que geram o espaço osculador. Portanto, temos de encontrar o número eJ que
geram o espaço osculador. Primeiro note que

dim〈eJ |d(J, I) ≤ s〉 =
s∑
l=1

dim〈eJ |d(J, I) = l〉.
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Calculamos então a dimensão de cada 〈eJ |d(J, I) = l〉. Como a distância d(J, I) é dada
pelo número de coordenadas diferentes entre I e J e como I = (0, . . . , 0) então a distância
d(J, I) será dada pelo número de coordenadas não nulas de J . Portanto, precisamos
encontrar o número de eJ que possuem l coordenadas não nulas.

Considere uma fatoração qualquer l = l1 + · · ·+ lr onde li com i = 1, . . . , r são inteiros
não negativos em que 0 ≤ li ≤ di para todo i = 1, . . . , r. Portanto queremos todas
as combinações de li elementos entre ni, usando [1818] temos que o total de possibilidade
para que eJ tenha li sub-coordenadas dependentes de ni que serão não nulas é dado por(
ni+li−1

li

)
. Portanto, temos que o número de eJ que terá exatamente l coordenadas não

nulas será ∑
0≤l1≤d1,...,0≤lr≤dr,

l=l1+l2+···+lr

(
n1 + l1 − 1

l1

)
· · ·
(
nr + lr − 1

lr

)
.

Como observamos anteriormente temos

〈eJ |d(J, I) ≤ s〉 =
s∑
l=1

〈eJ |d(J, I) = l〉

e portanto temos que o número de geradores de 〈eJ |d(J, I) ≤ s〉 será
s∑
l=1

∑
0≤l1≤d1,...,0≤lr≤dr,

l=l1+l2+···+lr

(
n1 + l1 − 1

l1

)
· · ·
(
nr + lr − 1

lr

)
.

�

Observação 5 Por questões de conveniência usaremos a indexação de Λ sem os paren-
teses, por exemplo, o ponto e(1,1)(1,1) será denotado apenas por: e1111.

Exemplo 57 Considere a Segre-Veronese SV (1,1)
(2.2) dada pela imagem do mor�smo

sv : P1 × P1 → P8
(z0:z1:···:z8)

(x0 : x1 : y0 : y1) 7→ (x2
0y

2
0 : x2

0y0y1 : x2
0y

2
1 : x0x1y

2
0 : x0x1y0y1 : x0x1y

2
1 : x2

1y
2
0 : x2

1y0y1 : x2
1y

2
1).

Então tomando P = e0 = e0000 temos

Λ = {0000, 0001, 0011, 0100, 0101, 0111, 1100, 1101, 1111}

d(abcd, a′b′c′d′) = d(ab, a′b′) + d(cd, c′d′)

e0000 = e0

e0001 = e1

e0100 = e3

e0011 = e2

e0101 = e4

e1100 = e6

e0111 = e5

e1101 = e7

e1111 = e8.
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Portanto, temos que os espaços osculadores de SV (1,1)
(2.2) com centro em P são dados por

T 1
P = 〈e0000, e0001, e0100〉 = 〈e0, e1, e3〉
T 2
P = 〈e0000, e0001, e0100, e0011, e0101, e1100〉 = 〈e0, e1, e3, e2, e4, e6〉
T 3
P = 〈e0000, e0001, e0100, e0011, e0101, e1100, e0111, e1101〉 = 〈e0, e1, e3, e2, e4, e6, e5, e7〉
T 4
P = 〈e0000, e0001, e0100, e0011, e0101, e1100, e0111, e1101, e1111〉 = 〈e0, e1, e3, e2, e4, e6, e5, e7, e8〉 = P8.

Exemplo 58 Considere a variedade de Segre-Veronese

SV 1,1,1
2,2,2 : P1 × P1 × P1 → P26

(z0:z1:···:z26)

Seja P = e0 = e0000 então teremos que o seguinte conjunto Λ

Λ = {000000, 000001, 000011, 000100, 000101, 000111, 001100, 001101, 001111,

010000, 010001, 010011, 010100, 010101, 010111, 011100, 011101, 011111,

110000, 110001, 110011, 110100, 110101, 110111, 111100, 111101, 111111}.

Portanto pela Proposição 2929 temos que os espaços osculadores de ordem 1 e 2 com centro
em P serão

T 1
P = 〈e000000, e000001, e000100, e010000〉 = 〈e0, e1, e3〉
T 2
P = 〈e000000, e000001, e000100, e010000, e000011, e001100, e110000, e000101, e010100, e010001〉

= 〈e0, e1, e3, e2, e4, e6〉.
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4.2 Projeções Osculadoras

Considere uma variedade de Veronese V n
d ⊂ PN(n,d) e um ponto coordenado ei =

e(i,...,i) ∈ V n
d para algum i ∈ {0, 1, . . . , n}. Escrevemos (zI)I∈Λn,d paras as coordenadas em

PN(n,d) , onde Λn,d é como na De�nição 5252 e N(n, d) = |Λn,d| − 1.
Precisaremos de uma aplicação racional auxiliar para estudar a projeção centrada em

um espaço osculador, considere então a projeção

πi : Pn → Pn−1

(xi) 7→ (xj)j 6=i

que faz o seguinte diagrama comutar

Pn

Pn−1 V n−1
d ⊆ PN(n−1,d)

V n
d ⊆ PN(n,d)

σvnd

πi Πi

σvn−1
d

e induz a projeção linear:

Πi : V n
d → V n−1

d

(zI)I∈Λn,d 7→ (zI)I∈Λn,d|i/∈I .

Uma forma de determinar a birracionalidade é através da dimensão da �bra da aplicação,
portanto usaremos o seguinte lema para isso

Lema 4 Dados y ∈ Pn−1, z ∈ π−1
i (y) e Y = σvn−1

d (y) temos que a �bra de Πi sobre o
ponto Y é dada por

F = Π−1
i (Y ) = σvnd (π−1

i (y)) = σvnd (〈z, ei〉) ∼= V 1
d

Prova: De fato, se y ∈ Pn−1 e z ∈ π−1
i (y) temos que

π−1
i (y) =< z, ei >,

que é a �bra de πi sobre o ponto y. Como σvnd é um isomor�smo pelo diagrama temos

F = σvnd (π−1
i (y)) = σvnd (〈z, ei〉).

�
Considere a variedade de Veronese V n

d e o espaço osculador T seI de ordem s centrado
em eI , pela Proposição 2929 temos que o espaço osculador é gerado por {eJ |d(I, J) ≤ s}
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com J ∈ Λn,d. Dessa forma, a projeção linear de V n
d centrada no espaço osculador T seI é

dada por:

Γsi : V n
d → PN(n,d,s)

(zI)I∈Λn,d 7→ (zI)I∈Λsn,d
,

onde Λs
n,d = {J ∈ Λn,dd(J, I) > s} e N(n, d, s) = |Λs

n,d| − 1. Usaremos o seguinte lema
durante a demonstração dos resultados da birracionalidade de Γsi .

Lema 5 Sejam f : X → Z, g : X → Y e h : Y → Z aplicações racionais tais que f = h◦g.
Se y ∈ Y então g−1(y) ⊂ f−1(h(y)). Em particular, se f é birracional sobre sua imagem
então g é birracional sobre sua imagem.

Prova: Sejam y ∈ Y e x ∈ g−1(y). Então f(x) = h ◦ g(x) = h(g(x)) = h(y). Isto prova
a primeira parte.

Para a segunda parte como f é birracional então f−1(h(y)) tem um único ponto para
y ∈ Y geral, e portanto a �bra g−1(y) de qualquer ponto geral y ∈ Y por g tem também
apenas um ponto.

�

Lema 6 Considere a projeção da variedade de Veronese V n
d ⊂ PN(n,d), d ≥ 2 com centro

no espaço osculador T sei de ordem s sobre o ponto ei = e(i,...,i) ∈ V n
d , 0 ≤ s ≤ d− 1 :

Γsi : V n
d → PN(n,d,s).

Então Γsi é uma aplicação birracional para qualquer s ≤ d− 2, além disso Γd−1
i = Πi.

Prova: Para o caso onde s = d− 1 aplicando a Proposição 2929 a projeção é dada por

(zI)I∈Λn,d 7→ (zI)I∈Λn,d|d(I,J)>d−1,

observando que para qualquer J ∈ Λn,d tal que d(J, (i, . . . , i)) > d− 1 temos

d(J, (i, . . . , i)) = d⇔ i /∈ J.

Portanto a projeção Γd−1
i é igual à projeção linear Πi. Agora consideremos s ≤ d − 2,

temos que Γd−2
i pode ser fatorado por Γji para todo 0 ≤ j ≤ d− 3.

V n
d

PN(n,d,d−2)

PN(n,d,j)

Γd−2
i

φj

Γji

Com Γd−2
i = φj ◦ Γji onde φj é dado por

φj : PN(n,d,s) → PN(n,d,d−2)

(zI)I∈Λn,d|d(I,J)>j 7→ (zI)I∈Λn,d,s|d(I,J)>d−2.
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Portanto, pelo Lema 55, se Γd−2
i for birracional então Γji também será birracional para

todo 0 ≤ j ≤ d − 3. Assim, é su�ciente prova apenas a birracionalidade de Πd−2
i . Nós

podemos assumir que i ≥ 0 e considerar a coleção de índices

J0 = (0, . . . , 0, 0), J1 = (0, . . . , 0, 1), . . . , Jn = (0, . . . , 0, n) ∈ Λ(n,d).

Note que d(Jj, (i, . . . , i)) ≥ d− 1 para qualquer j ∈ {1, . . . , n}. De�na a projeção linear

γ : PN(n,d,s) 99K PN

(zJ)J |d(I,J)>d−2 7→ (zJ0 , . . . , zJn).

A composição

γ ◦ Γd−2
i ◦ vnd : Pn 99K Pn

(x0 : · · · : xn) 7→ (xd−1
0 x0 : · · · : xd−1

0 xn) = (x0 : · · · : xn).

é a aplicação identidade pelo fato de que xd−1 fatora todas as coordenadas e como o espaço
é projetivo temos que (xd−1

0 x0 : · · · : xd−1
0 xn) = (x0 : · · · : xn), portanto segue que Γd−2

i é
birracional.

�
Agora seja SV n

d ⊂ PN(n,d) uma variedade de Segre-Veronese, como na De�nição 5151
temos n = (n1, . . . , nr) e d = (d1, . . . , dr). Sem perda de generalidade considere n1 ≤
n2 ≤ · · · ≤ nr. Usando a notação da Proposição 2929, tome o ponto coordenado

eI = ed1i1 ⊗ e
d2
i2
⊗ · · · ⊗ edrir ∈ SV

n
d ,

com 0 ≤ ij ≤ nj, I = ((i1, . . . , i1), . . . , (ir, . . . , ir)). Denote por (zI)I∈Λ as coordenadas de
PN(n,d) em que

Λ = Λn,d = Λn1,d1 × · · · × Λnr,dr

e N(n,d) = |Λ| − 1.
A partir de agora, iremos considerar d = d1 + d2 + · · · + dr. Dados s ≤ d − 1 e

I = (I1, . . . , Ir) onde Ij = (i, . . . , i) ∈ Λnj ,dj , considere

Λs = {J ∈ Λ|d(I, J) > s}.

Dessa maneira a projeção linear de SV n
d centrada no espaço osculador T seI de ordem s em

eI é de�nida por por

ΠT seI
: SV n

d 99K PN(n,d,s)

(zJ)J∈Λ 7→ (zJ)J∈Λs .

para todo s ≤ d− 1, em que N(n,d, s) = |Λs| − 1.
Para estudar as condições de birracionalidade da projeção ΠT seI

precisamos de�nir uma
aplicação racional auxiliar Σl para cada l = 1, . . . , r. Seja

Σl : SV n
d 99K PNl .
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para cada l ∈ {1, . . . , r}, onde a aplicação Σ1 é a composição do produto de aplicações

Γd1−2
i1
×

r∏
j=2

Πij : V n1
d1
× · · · × V nr

dr
99K PN(n1,d1,d1−2) ×

r∏
j=2

PN(nj−1,dj)

com a Segre mergulhada

PN(n1,d1,d1−2) ×
r∏
j=2

PN(nj−1,dj) ↪→ PN1 .

As outras aplicações Σl com 2 ≤ l ≤ r são de�nidas analogamente. Em coordenadas, se
escrevem as aplicações Σl da seguinte maneira

Σl : SV n
d 99K PNl

(zJ) 7→ (zJ)J∈Λl ,

onde Λl = {J = (J1, . . . , Jr) ∈ Λ|d(J l, (il, . . . , il)) > dl − 1 e ij /∈ J j para todo j 6= l}.

Proposição 30 Considere a projeção da variedade de Segre-Veronese SV n
d ⊂ PN(n,d)

com centro no espaço osculador ΠT seI
de ordem s no ponto eI = ed1i1 ⊗e

d2
i2
⊗· · ·⊗edrir ∈ SV

n
d

com 0 ≤ s ≤ d− 1:
ΠT seI

: SV n
d 99K PN(n,d,s).

Então ΠT seI
é uma aplicação birracional para qualquer s ≤ d− 2, por outro lado ΠT d−1

eI
faz

o seguinte diagrama comutar:

Pn1 × · · · × Pnr

Pn1−1 × · · · × Pnr−1 SV n-1
d ⊂ PN(n-1,d)

SV n
d ⊂ PN(n,d)

σvn
d

πi1×···×πir Π
Td−1
eI

σvn-1
d

onde n-1 = (n1 − 1, . . . , nr − 1). Além disso, o fecho da �bra de ΠT d−1
eI

é a variedade de

Segre-Veronese SV 1,...,1
d .

Prova: Primeiramente temos que ΠT d−2
eI

pode ser fatorado por ΠT jeI
para todo 0 ≤

j ≤ d− 3 como no seguinte diagrama

SV n
d

PN(n,d,d−2)

PN(n,d,j)

Γd−2
i

φ

Γji
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em que

φ : PN(n,d,j) → PN(n,d,d−2)

(zJ)J∈Λ|d(I,J)>j 7→ (zJ)J∈Λ|d(I,J)>d−2

Portanto, pelo Lema 55 se ΠT d−2
eI

é birracional temos que toda ΠT jeI
também será para

todo j = 0, . . . , d−3. Portanto, é su�ciente provar a birracionalidade para ΠT d−2
eI

. Perceba
que ΠT d−2

eI
fatora a aplicação Σl pois

J = (J1, . . . , Jr) ∈ Λl ⇒ d(J, I) ≥ dl − 1 +
∑
j 6=l

dj = d− 1 > d− 2.

Escreva τl : PN(n,d,d−2) 99K PNl como a projeção fazendo o seguinte diagrama comutativo:

SV n
d

PNl

PN(n,d,d−2)

Σl =τl◦Γd−2
i

τl

Γd−2
i

e tome um ponto geral
x ∈ ΠT d−2

eI
(SV n

d ) ⊆ PN(n,d,d−2).

e considere xl = τl(x), l = 1, . . . , r. Denote por F ⊂ Pn o fecho da �bra de ΠT d−2
eI

sobre o
ponto x e por Fl o fecho da �bra de Σl sobre o ponto xl. Pelo Lema 55 temos F ⊂ Fl, seja
y ∈ F ponto geral, e escreva y = σvnd(y1, . . . , yr), com yj ∈ Pnj , j = 1, . . . , r. Então pelo
Lema 44 temos que Fl é a imagem sobre σvnd de

〈y1, ei1〉 × · · · × 〈yl−1, eil−1
〉 × yl × 〈yl+1, eil+1

〉 × · · · × 〈yr, eir〉 ⊂ Pn.

Como F ⊂ Fl para todo l = 1, . . . , r temos que F ⊂ ∩Fl e como ∩Fl = {(y1, . . . , yr)} =
{y} segue que F = {y}, isso nos dá que ΠT d−2

eI
é birracional.

�
Em seguida analisaremos as condições de birracionalidade para o caso de projeções

lineares centradas em um espaço gerado por vários espaços osculadores sobre pontos em
posições gerais. Primeiro faremos para o caso da variedade de Veronese V n

d ⊂ PN(n,d), com
pontos coordenados ei = e(i,...,i) ∈ V n

d , i ∈ {0, 1, . . . , n}. Para todo m ∈ {1, . . . , n} seja
s = (s0, . . . , sm) uma (m+ 1)-upla de inteiros positivos e seja s = s0 + · · ·+sm. Considere
ei0 , . . . , eim ∈ V n

d pontos coordenados distintos, denotaremos por T s0,...,smei0 ,...,eim
⊂ PN(n,d) o

espaço linear gerado por 〈T s0ei0 , . . . , T
sm
eim
〉.

Pela Proposição 2929 temos que a projeção de V n
d centrada em T s0,...,smei0 ,...,eim

⊂ PN(n,d) é
dada por

Γs0,...,smei0 ,...,eim
: V n

d 99K PN(n,d,s)

(zI)I∈Λn,d 7→ (zJ)J∈Λs

n,d
.

Onde Λs
n,d = {J ∈ Λn,d|d(J, (j, . . . , j)) > sj para todo j = 0, . . . ,m} é não vazio e

N(n, d, s) = |Λs
n,d| − 1.
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Lema 7 Seja d ≥ 2 e 0 ≤ sj ≤ d − 2 para todo j = 0, . . . ,m. Então se n ≤ d e
s ≤ n(d− 1)− 2 temos que Γs0,...,smei0 ,...,eim

é uma aplicação birracional sobre sua imagem.

Prova: Para mostrar a birracionalidade de Γs0,...,smei0 ,...,eim
exibiremos J0, . . . , Jn ∈ Λs

n,d e a
projeção linear

γ : PN(n,d) 99K Pn

(zI)I∈Λs

n,d
7→ (zJj)j=0,...,n

tais que a composição γ ◦ Γs0,...,smei0 ,...,eim
◦ vnd : Pn 99K Pn é uma transformação de Cremona de

Pn, ou seja, essa composição tem que ser da forma

γ ◦ Γs0,...,smei0 ,...,eim
◦ vnd : Pn 99K Pn

(xi)i∈{0,...,n} 7→
(

1

x0

:
1

x1

: · · · : 1

xn

)
.

Separamos em dois casos, primeiro o caso onde m < n e o segundo caso onde m = n.
Suponha m < n então tome Jj ∈ Λs

n,d com 0 ≤ j ≤ n onde Jj é dado por

Jj = (0, 1, . . . , j − 1, j + 1, . . . , n, n, . . . , n).

Como m ≤ n, temos que para todo j = 0, . . . , n temos que d(Jj, (i, . . . , i)) = d − 1 > sj
para i = 0, . . . ,m, portanto temos que Jj de fato está em Λs

n,d. Assim, obtemos a aplicação

γ ◦ Γs0,...,smei0 ,...,eim
◦ vnd : Pn 99K Pn

(xi)i∈{0,...,n} 7→ (xJj)j∈{0,1,...,n}.

Perceba que essa é uma transformação de Cremona para Pn, de fato, temos que γ◦Γs0,...,smei0
é dada por

(xi)i∈{0,...,n} 7→ (x1x2 . . . x
d−n+1
n : x0x1 . . . x

d−n+1
n : · · · : x0 . . . x

d−n
n ).

Perceba que xd−nn fatora todas as coordenadas, logo podemos retirá-lo e daí temos

(xi)i∈{0,...,n} 7→ (x1x2 . . . xn : x0x2 . . . xn : · · · : x0 . . . xn−1).

Como Pn é uma espaço projetivo podemos dividir todas as coordenadas da imagem γ ◦
Γs0,...,smei0 ,...,eim

◦ vnd por x0x1 . . . xn, ou seja, a imagem de (xi) será dada por

(xi)i∈{0,...,n} 7→
(

1

x0

: · · · : 1

xn

)
.

Portanto, temos que γ ◦ Γs0,...,smei0 ,...,eim
◦ vnd é de fato a transformação de Cremona a qual é

birracional.
Caso m = n temos que existe si 6= d− 2 caso contrário teríamos

s = (n+ 1)(d− 2) = n(d− 1)− n+ d− 2,

e de s ≤ n(d− 1)− 2 teríamos que

−n+ d ≤ 0,
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ou seja
d ≤ n,

o que é uma contradição com a hipótese. Logo existe pelo menos um 0 ≤ i ≤ n tal que
si < d− 2, seja s̃ o conjunto de todos os i = 0, . . . , n tais que si < d− 2, seja k o número
de elementos de s̃ e denote s̃ = {s̃0, . . . , s̃k−1}, então temos que

s = (n+ 1− k)(d− 2) +
k−1∑
i=0

s̃i.

Assim temos

n(d− 1)− n+ d− 2− k(d− 2) +
k−1∑
i=0

s̃i ≤ n(d− 1)− 2,

ou seja, temos que

−n+ d− k(d− 2) +
k−1∑
i=0

s̃i ≤ 0

d− n ≤ k(d− 2)−
k−1∑
i=0

s̃i.

logo

d− n ≤
k−1∑
i=0

(d− 2− s̃i).

Agora considere a família de Jj dada da seguinte maneira

Jj = (0, 1, . . . , j − 1, j + 1, . . . , n, s̃0, . . . , s̃0, s̃1, . . . , s̃1, . . . , s̃h, . . . , s̃h)

onde cada s̃i é inserido d − s̃i − 2 vezes até que Jj complete uma d-upla, isso é possível,
pois Jj é uma n-upla com uma d − n-upla e como d − n ≤

∑k−1
i=0 (d − 2 − s̃i) existe uma

quantidade su�ciente de s̃i para completar a d − n-upla dessa maneira. Agora note que
tomando Jj desta maneira temos

d(Jj, (i, . . . , i)) > si

para todo i, j = 0, . . . , n. De fato, se si = d− 2 temos que d(Jj, (i, . . . , i)) = d− 1 e caso
si ∈ s̃ temos d(Jj, (i, . . . , i)) > si pois Jj possui um máximo de d − si − 1 coordenadas
iguais a i. Portanto segue que Jj ∈ Λs, então considere a projeção

γ : PN(n,d) 99K Pn

(zI)I∈Λs

n,d
7→ (zJj)j={0,...,n}.

Assim, obtemos a aplicação

γ ◦ Γs0,...,smei0 ,...,eim
◦ vnd : Pn 99K Pn

(xi)i∈{0,...,n} 7→ (zJj)j={0,...,n}.
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Perceba que essa é uma transformação de Cremona para Pn, de fato, temos que γ◦Γs0,...,smei0
é dada por

(xi)i∈{0,...,n} 7→ (x1x2 . . . xnxs̃ : x0x1 . . . xnxs̃ : · · · : x0 . . . xn−1xs̃),

em que
xs̃ = xd−s̃1−2

s̃1
xd−s̃2−2
s̃2

. . . x
d−s̃h−1−2
s̃h−1

xgs̃h ,

onde 1 ≤ h ≤ k e 1 ≤ g ≤ d− s̃h − 2. Perceba que xs̃ é um fator em comum de todas as
coordenadas, logo podemos retirá-lo e daí temos

(xi)i∈{0,...,n} 7→ (x1x2 . . . xn : x0x1 . . . xn : · · · : x0 . . . xn−1).

Como vimos no caso anterior, esta é a transformação de Cremona e portanto temos que
γ ◦ Γs0,...,smei0 ,...,eim

◦ vnd é uma transformação de Cremona a qual é birracional.
�

Lema 8 Seja d ≥ 2 e 0 ≤ sj ≤ d − 2 para todo j = 0, . . . ,m. Então se n ≤ d e
s = n(d− 1)− 1 temos que Γs0,...,smei0 ,...,eim

é uma aplicação constante.

Prova: Considere primeiramente o caso m < n, como si ≤ d− 2 para i = 0, . . . , n então
temos que

s ≤ (m+ 1)(d− 2) ≤ n(d− 2) = nd− 2n = nd− n− n = n(d− 1)− n

mas pela hipótese temos que s = n(d− 1)− 1, ou seja,

n(d− 1)− 1 ≤ n(d− 1)− n

−1 ≤ −n,
ou

n ≤ 1.

A única maneira de satisfazer a inequação acima é tomando n = 1 e teríamos que m = 0
pois m < n, logo a projeção osculadora é centrada em apenas um espaço osculador e já
tratamos esse caso.

Agora considere J ∈ Λs
n,d, então temos que d(J, (i, . . . , i)) > si, ou seja, J possui um

máximo de d − si − 1 coordenadas iguais a i para todo i = 0, . . . , n. Sejam λ0, . . . , λn
onde λi representa a quantidade coordenadas iguais a i de J , assim temos que

d = λ0 + · · ·+ λn

≤ d− s0 − 1 + d− s1 − 1 + · · ·+ d− sn − 1

= (n+ 1)d− s− (n+ 1)

= (n+ 1)(d− 1)− s
= (n+ 1)(d− 1)− n(d− 1) + 1

= n(d− 1) + (d− 1)− n(d− 1) + 1

= d.

Portanto, segue que λi = d − si − 1 para i = 0, . . . , n é a única possibilidade para
satisfazer d(J, (i, . . . , i)) = si, ou seja, a imagem da projeção Γs0,...,smei0 ,...,eim

é dada por um
único eJ , portanto Γs0,...,smei0 ,...,eim

é uma aplicação constante.
�
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Lema 9 Seja d ≥ 2 e 0 ≤ sj ≤ d− 2 para todo j = 0, . . . ,m. Se n > d então Γd−2,...,d−2
ei0 ,...,ein

é birracional sobre sua imagem.

Prova: Seja K0 = {0, . . . , n− d}. Para todo j ∈ K0 considere

(JK0)j := (j, n− d+ 1, n− d+ 2, . . . , n)

uma d-upla, note que d((JK0)j, (i, . . . , i)) ≥ d− 2 para todo i = 0, . . . , n. Portanto temos
que (JK0)j ∈ Λs

n,d para todo j ∈ K0. Então de�nimos a projeção linear

γK0 : PN(n,d,s) 99K Pn−d

(zI)I∈Λs

n,d
7→ (z(JK0

)j)j∈K0 .

Então a composição γK0 ◦ Γd−2,...,d−2
ei0 ,...,ein

◦ vnd : Pn 99K Pn−d é a projeção linear dada por

γK0 ◦ Γd−2,...,d−2
ei0 ,...,ein

◦ vnd : Pn 99K Pn−d

(xi)i∈{0,...,n} 7→ (xj)j∈K0 .

De maneira análoga, para cada subconjunto K ⊂ {0, . . . , n} com n − d + 1 elementos
distintos de�nimos a projeção linear γK : PN(n,d,s) 99K Pn−d em que a composição γK ◦
Γd−2,...,d−2
ei0 ,...,ein

◦ vnd é a projeção linear dada por

γK ◦ Γd−2,...,d−2
ei0 ,...,ein

◦ vnd : Pn 99K Pn−d

(xi)i∈{0,...,n} 7→ (xi)i∈K .

Como vnd é um isomor�smo, pelo Lema 55 temos que Γd−2,...,d−2
ei0 ,...,ein

é birracional.
�

Corolário 8 Seja d ≥ 2 então Γd−2,...,d−2
ei0 ,...,ein−1

é birracional.

Prova: O caso n = 1 ja foi trabalhado no Lema 99, então considere n ≥ 2 e note que
s = n(d− 2) ou seja

s = n(d− 1)− n ≤ n(d− 1)− 2.

Se n ≤ d temos que pelo Lema 77 temos que Γd−2,...,d−2
ei0 ,...,ein

é birracional. Caso n > d temos

pelo Lema 99 que Γd−2,...,d−2
ei0 ,...,ein

é birracional.
�

Corolário 9 Seja d ≥ 2, se n ≥ 2 então Γ
d−2,...,d−2,min{n,d}−2
ei0 ,...,ein

é birracional, por outro lado,

Γ
d−2,...,d−2,min{n,d}−1
ei0 ,...,ein

não é birracional.

Prova: Primeiro provaremos que Γ
d−2,...,d−2,min{n,d}−2
ei0 ,...,ein

é birracional, de fato, separemos
em dois caso, primeiro se n ≤ d então min{n, d} = n e logo

Γd−2,...,d−2,n−2
ei0 ,...,ein

.

Portanto, temos que

s = n(d− 2) + n− 2 = n(d− 1)− n+ n− 2 = n(d− 1)− 2,
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logo pelo Lema 77 temos que Γ
d−2,...,d−2,min{n,d}−2
ei0 ,...,ein−1

é birracional.
Caso n > d temos que min{n, d} = d e portanto temos que

Γd−2,...,d−2,min{n,d}−2
ei0 ,...,ein−1

= Γd−2,...,d−2,d−2
ei0 ,...,ein

.

Assim pelo Lema 99 temos que Γ
d−2,...,d−2,min{n,d}−2
ei0 ,...,ein

é birracional.

Agora provaremos que Γ
d−2,...,d−2,min{n,d}−1
ei0 ,...,ein

não é birracional, separemos em dois casos
novamente. Suponha n ≤ d, logo, min{n, d} = n e portanto temos

Γd−2,...,d−2,min{n,d}−1
ei0 ,...,ein

= Γd−2,...,d−2,n−1
ei0 ,...,ein

.

Assim temos que

s = n(d− 2) + n− 1 = n(d− 1)− n+ n− 1 = n(d− 1)− 1

e portanto satisfaz as hipóteses do Lema 88, ou seja, Γ
d−2,...,d−2,min{n,d}−1
ei0 ,...,ein

é uma aplicação
constante, logo não é birracional.

Caso n > d temos que min{n, d} = d e portanto

Γd−2,...,d−2,min{n,d}−1
ei0 ,...,ein

= Γd−2,...,d−2,d−1
ei0 ,...,ein

.

Temos que Γd−1
ein

fatora Γ
d−2,...,d−2,min{n,d}−1
ei0 ,...,ein

, e pelo Lema 66 temos que Γd−1
ein

= Πn, portanto

não é birracional, isso implica que Γ
d−2,...,d−2,min{n,d}−1
ei0 ,...,ein

não é birracional. �

Corolário 10 Se d ≥ 3 então Γ
d−3,...,d−3,min{2n,d}−2
ei0 ,...,ein

é birracional mas Γ
d−3,...,d−3,min{2n,d}−1
ei0 ,...,ein

não é birracional.

Prova: Primeiramente provaremos que Γ
d−3,...,d−3,min{2n,d}−2
ei0 ,...,ein

é birracional. Suponha que
2n ≤ d, ou seja, min{2n, d} = 2n, logo

Γd−3,...,d−3,min{2n,d}−2
ei0 ,...,ein

= Γd−3,...,d−3,2n−2
ei0 ,...,ein

e portanto temos que

s = n(d− 3) + 2n− 2 = n(d− 1)− 2n+ 2n− 2 = n(d− 1)− 2.

Pelo Lema 77 segue que Γ
d−3,...,d−3,min{2n,d}−2
ei0 ,...,ein

é birracional.
Suponha que 2n > d, ou seja, min{2n, d} = d, logo

Γd−3,...,d−3,min{2n,d}−2
ei0 ,...,ein

= Γd−3,...,d−3,d−2
ei0 ,...,ein

.

Dessa maneira, temos que

s = n(d− 3) + d− 2 = n(d− 1)− 2n+ d− 2.

Como temos 2n > d então −2n+ d < 0 e portanto

s = n(d− 1)− 2n+ d− 2 < n(d− 1)− 2.

Segue do Lema 77 que Γ
d−3,...,d−3,min{2n,d}−2
ei0 ,...,ein

é birracional.
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Agora considere 2n ≤ d então temos que Γ
d−3,...,d−3,min{2n,d}−1
ei0 ,...,ein

= Γd−3,...,d−3,2n−1
ei0 ,...,ein

e
portanto temos

s = n(d− 3) + 2n− 1 = n(d− 1)− 2n+ 2n− 1 = n(d− 1)− 1.

Portanto Γ
d−3,...,d−3,min{2n,d}−1
ei0 ,...,ein

satisfaz as hipóteses do Lema 88 e portanto temos que

Γ
d−3,...,d−3,min{2n,d}−1
ei0 ,...,ein

é uma aplicação constante, a qual não é birracional.

Caso 2n > d temos que Γ
d−3,...,d−3,min{2n,d}−1
ei0 ,...,ein

= Γd−3,...,d−3,d−1
ei0 ,...,ein

, assim temos que Γd−1
in

fatora Γd−3,...,d−3,d−1
ei0 ,...,ein

. Pelo Lema 66 temos Γd−1
en = Πein

, logo não é birracional, portanto

segue que Γd−3,...,d−3,d−1
ei0 ,...,ein

não pode ser birracional.
�

Agora iremos estudar a projeção osculadora de uma Segre-Veronese centrada no espaço
gerado por vários espaços osculadores. Seja SV n

d ⊂ PN(n,d) uma variedade de Segre-
Veronese, e considere (zI)I∈Λ a representação de suas coordenadas em PN(n,d). Considere
os pontos coordenadas eI0 , eI1 , . . . , eIn1 ∈ SV

n
d onde

Ij = ((j, . . . , j), . . . , (j, . . . , j)) ∈ Λ.

Seja s = (s0, . . . , sm) uma (m + 1)-uplas de inteiros positivos, e seja s = s0 + · · · +
sm. Denote por T s0,...,smeI0 ,...,eIm

⊂ PN(n,d) o espaço linear gerado pelos espaços osculadores
T s0eI0

, . . . , T smeIm . Pela Proposição 2929 a projeção de SV n
d centrada em T s0,...,smeI0 ,...,eIm

é dada por

ΠT
s0,...,sm
eI0

,...,eIm
:SV n

d

99K PN(n,d, s)

(zI)I∈Λ 7→ (zJ)J∈Λs .

Em que Λs = {J ∈ Λ|d(Ij, J) > sj∀j} é não vazio e N(n,d, s) = |Λs| − 1.

Proposição 31 Sejam r, d ≥ 2. Então a projeção ΠT d−2,...,d−2
eI0

,...,eIn1−1

: SV n
d 99K PN(n,d, d-2) é

birracional.

Prova: Para cada l ∈ {1, . . . , r} considere o conjunto

Λl =

{
J = (J1, . . . , Jr) ∈ Λ|

{
0, . . . , n1 − 1 /∈ J j se j 6= l

d(J l, (i, . . . , i)) ≥ dl − 1 ∀i ∈ {0, . . . , n1 − 1}

}
e considere a projeção linear

Σl : SV n
d 99K PNl

(zI)I∈Λ 7→ (zJ)J∈Λl ,

Note que Λl ⊂ Λd-2, de fato, seja J ∈ Λl então temos que

d(J, Ii) = d(J1, (i, . . . , i)) + · · ·+ d(Jr, (i, . . . , i)),

com i = 0, . . . , n1−1, quando j 6= l temos que 0, . . . n1−1 /∈ J j e portanto d(J j, (i, . . . , i)) =
dj, quando j = l temos que d(J1, (i, . . . , i)) = dl − 1 e portanto

d(J, Ii) = d1 + · · ·+ dr − 1 = d− 1 > d− 2.

Logo J ∈ Λd-2 e portanto Λl ⊂ Λd-2. Dessa forma Λd-2 fatora Λl, então existe uma
projeção linear τl : PN(d,n,d-2) 99K PNl tal que Σl = τl ◦ ΠT d−2,...,d−2

eI0
,...,eIn1−1

e que faz o seguinte

diagrama comutar
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SV n
d

PNl

PN(n,d,d-2)

Σl=τl◦Γd−2
i

τl

Π
T
d−2,...,d−2
eI0

,...,eIn1−1

Quando j = l a restrição de Σl ◦ σvnd para

{pt} × · · · × {pt} × Pnl × {pt} × · · · × {pt}

com {pt} um ponto geral, é isomorfa à projeção osculadora

Γd−2,...,d−2
ei0 ,...,ein1−1

: SV n
d 99K PN(nl,dl,d-2).

Quando j 6= l, a restrição de Σl ◦ σvnd para

{pt} × · · · × {pt} × Pnj × {pt} × · · · × {pt}

é isomorfa à projeção com centro em 〈e0, . . . , en1−1〉 que por sua vez é birracional pelo
Corolário 88.

Considere xl = τl(x) com l = 1, . . . r. Seja F ⊂ Pn o fecho da �bra de ΠT d−2,...,d−2
eI0

,...,eIn1−1

sobre x e Fl o fecho da �bra de Σl sobre xl. Pelo Lema 55 temos que F ⊂ Fl. Seja
y ∈ F ⊂ Fl um ponto geral com y = σvnd(y1, . . . , yr), com yj ∈ Pnj e j = 1, . . . , r. Então,
Fl é a imagem sobre σvnd de

〈y1, ei0 , . . . , en−1〉×· · ·×〈yl−1, e0, . . . , en−1〉×yl×〈yl+1, e0, . . . , en−1〉×· · ·×〈yr, e0, . . . , en−1〉.

Como F ⊂ Fl temos que F = ∩l=1,...rFl, mas note que ∩l=1,...rFl = {(y1, . . . , yr)} = {y}.
Portanto temos F = {y}, logo ΠT d−2,...,d−2

eI0
,...,eIn1−1

é birracional.

�
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5 Defeitos Secantes

5.1 Defeitos Secantes em Variedade de Veronese

Nessa seção começaremos o estudo de defeitos secantes em variedades algébricas. Em
geral, não é simples determinar se uma variedade é ou não h-defeituosa. Para isso, usare-
mos as projeções osculadoras de�nidas no capítulo anterior como hipóteses dos resultados
para determinar o defeito das variedades de Veronese e Segre-Veronese. Para um estudo
mais aprofundado sobre os defeitos secantes veja [1919].

De�nição 54 Sejam X ⊂ PN , uma secante h-linear de X é um espaço linear de X gerado
por h pontos x1, . . . , xh ∈ X denotado por < x1, . . . , xh >.

De�nição 55 Seja X ⊂ PN , uma variedade algébrica e h um inteiro não negativo, de-
�nimos a variedade h-secante de X pelo fecho projetivo da união de todas as secantes
h-lineares

SechX =
⋃

p1,...,pk

< p1, . . . , ph >.

Exemplo 59 Em uma variedade algébrica a secante 2-linear passando por dois pontos é
a reta passando por esses pontos, por 3 pontos não colineares será a variedade 3-linear
gerada por eles.

Observação 6 A SechX é uma variedade algébrica ([1919] Russo, 2001).

De�nição 56 Seja X ⊂ PN uma variedade algébrica de dimensão n, chamamos de di-
mensão esperada de SechX a dimensão máxima a qual ela pode ter. Temos por [1919] que
a dimensão esperada é dada por

expdim(SechX) = min{N, h(n+ 1)− 1}.

Assim, caso
dim(SechX) < expdim(SechX),

dizemos que a variedade X é h-defeituosa.

Exemplo 60 Toda variedade X ⊂ PN não-degenerada não é 1-defeituosa.

De fato, considere n a dimensão de X, para h = 1 temos que a dimensão esperada de
Sec1X é

expdim(Sec1X) = min{N, 1(n+ 1)− 1} = min{N, n} = n.

Note que, dado x ∈ X temos que

x ∈ 〈x〉 ⊂
⋃
xi∈X

〈xi〉 = Sec1X.

Portanto segue que X ⊂ Sec1X e logo Sec1X = X. Assim

dim(Sec1X) = dimX = n = expdim(Sec1X),

logo X é não 1-defeituosa.

59



Proposição 32 Seja X ⊂ PN uma variedade não-degenerada. Se X é h-defeituosa, então
X é k-defeituosa para todo k ≥ h.

Exemplo 61 A superfície de Veronese V 2
2 é 2-defeituosa.

De fato, considere a variedade V 2
2 como a imagem de um mor�smo σ : P2 → P5 dado

por
(x0 : x1 : x2) 7→ (x2

0 : x0x1 : x0x2 : x2
1 : x1x2 : x2

2).

Agora considere um ponto P = (x2
0 : x0x1 : x0x2 : x2

1 : x1x2 : x2
2) ∈ V 2

2 pode ser visto
matricialmente da seguinte maneira

P =

 x2
0 x0x1 x0x2

x0x1 x2
1 x1x2

x0x2 x1x2 x2
2

 =

 x0 0 0
0 x1 0
0 0 x2

 x0 x1 x2

x0 x1 x2

x0 x1 x2

 .

Como a matriz  x0 x1 x2

x0 x1 x2

x0 x1 x2


tem posto 1 enquanto que a matriz  x0 0 0

0 x1 0
0 0 x2


possui posto entre 1 e 3, logo o posto(P ) ≤ min{1, 3} o que implica que

posto(P ) = 1.

Ou seja, a matriz do ponto P é simétrica de posto 1. Portanto podemos considerar V 2
2

um subconjunto das matrizes simétricas de posto 1, logo

Sec2(V 2
2 ) ⊂ {M +N ;M,N ∈M3 matrizes simétricas de posto 1}

= {M ∈M3| matriz simétrica de posto 2}
= {M ∈M3|M matriz simétrica de determinante nulo}
= Z(det(M)) = Z((y0y3y5 + y1y4y2 + y2y1y4 − y2

2y3 − y2
1y5 − y0y

2
4)).

Dessa maneira Sec2(V 2
2 ) é uma hipersuper�cie de grau 3 em P5, logo a codimensão é 1 e a

dimensão dela é 4, porém a dimensão esperada de Sec2(V 2
2 ) é 2(2 + 1)− 1 = 5. Portanto

V 2
2 é 2 defeituosa.

Exemplo 62 A variedade V n
2 é n-defeituosa para todo n ≥ 2.

No exemplo anterior provamos para n = 2, agora usaremos a mesma estratégia para um
n qualquer. Considere a variedade V n

2 como a imagem de σ : Pn → PN dada por

(x = x0 : · · · : xn) 7→ (x2
0 : x0x1 · · · : x0xn : x2

1 : x1x2 : · · · : x1xn : · · · : x2
n).

Então, analogamente ao exemplo anterior temos que V n
2 pode ser representado como o

conjunto das matrizes simétricas n+ 1× n+ 1 com posto 1
x2

0 x0x1 · · · x0xn
x0x1 x2

1 · · · x1xn
...

...
...

x0xn x1xn · · · x2
n

 .
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Portanto temos que

Secn(V n
2 ) = {M1 + · · ·+Mn|M1, . . . ,Mn ∈Mn+1 matrizes simétrica de posto 1}

= {M ∈Mn+1|M matriz simétrica de posto n}
= {M ∈Mn+1|M matriz simétrica com determinante nulo}
= Z(det(M)).

ComoM é uma matriz n+1×n+1 temos que det(M) é dado por um polinômio homogêneo
de grau n + 1 e temos que Secn(V n

2 ) é uma hipersuper�cie de dimensão N − 1 em PN ,
porém a dimensão esperada de Secn(V n

2 ) é

expdim(Secn(V n
2 )) = min{N, n(n+ 1)− 1}

= min{N, n2 + n− 1}
= N,

pois como N =
(
n+2

2

)
− 1 = n2+3n

2
temos

n2 + n− 1 =
2n2 + 2n

2
− 1 >

n2 + 3n

2
− 1 = N − 1

para todo n ≥ 2. Portanto

dim(Secn(V n
2 )) = N − 1 < N = expdim(Secn(V n

2 )),

ou seja, V n
2 é n defeituosa.

Calcular a dimensão da variedade h-secante de uma variedade nem sempre é uma
tarefa fácil. Para nos auxiliar, iremos utilizar o Lema de Terracini o qual apresenta uma
formula para a dimensão da variedade k-secante de uma variedade X.

Teorema 6 (Lema de Terracini) Seja X ⊂ PN uma variedade algébrica projetiva não
degenerada. Então se char(K) = 0, existe um subconjunto aberto U ⊂ Sec2X tal que

〈Tx1X, . . . , TxkX〉 = TzSeckX

para todo z ∈ U, xi ∈ X, i = 1, . . . , k, z ∈ 〈x1, . . . , xk〉. Em particular

dim(Sec2X) = 2dim(X)− dim(TxX ∩ TyX)

para todo x, y ∈ X sendo pontos gerais.

Prova: Teorema 1.3.1 [1919]

Exemplo 63 A variedade de Veronese V 2
2 ⊂ P5 é 2-defeituosa.

De fato, tome dois pontos gerais p, q ∈ P2, sem perda de generalidade podemos considerar
p = (1 : 0 : 0) e q = (0 : 0 : 1), considere P = (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0), Q = (0 : 0 : 1 : 0 : 0 :
0) ∈ P5 as imagem de V 2

2 sobre os pontos p e q. Seja l ⊂ P2 a reta passando por p e q e
seja L a imagem de l por V 2

2 . Perceba que

l = {(t0 : 0 : t1) ∈ P2|(t0 : t1) ∈ P1},
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portanto temos L é dada pelo conjunto

L = {(t20 : 0 : t21 : 0 : t0t1 : 0) ∈ P5|(t0 : t1) ∈ P1}.

Vamos agora construir os espaços osculadores TPL e TQL seguindo a De�nição 5353. Con-
sidere a parametrização no aberto P5 (x0 = 0)

ϕ : A1 → A5 ∩ Y
0 7→ P

t1 7→ ϕ(t1) = (0, t21, 0, t1, 0).

Assim temos que
∂ϕ

∂t0
= (0, 0, 0, 0, 0)

∂ϕ

∂t1
= (0, 2t1, 0, 1, 0).

Portanto temos que

TPL = 〈(0, 0, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1, 0)〉
= 〈(1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0), (1 : 0 : 0 : 0 : 1 : 0)〉
= 〈(1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0), (0 : 0 : 0 : 0 : 1 : 0)〉.

Agora considere a parametrização no aberto P5 (x2 = 0)

φ : A1 → A5 ∩ Y
0 7→ Q

t0 7→ ϕ(t0) = (t20, 0, 0, 0, t0, 0).

Assim temos que
∂φ

∂t0
= (2t0, 0, 0, 1, 0)

∂φ

∂t1
= (0, 0, 0, 0, 0).

Portanto temos que

TQL = 〈(0, 0, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1, 0)〉
= 〈(0 : 0 : 1 : 0 : 0 : 0), (0 : 0 : 1 : 0 : 1 : 0)〉
= 〈(0 : 0 : 1 : 0 : 0 : 0), (0 : 0 : 0 : 0 : 1 : 0)〉.

Assim temos que (0 : 0 : 0 : 0 : 1 : 0) ∈ TPL ∩ TLQ portanto temos que

dim(TPL ∩ TQL) ≥ 0.

Como L ⊂ V 2
2 implica que

{(0 : 0 : 0 : 0 : 1 : 0)} ⊂ (TPV
2

2 ∩ TQV 2
2 ).

Assim temos que
dim(TPV

2
2 ∩ TQV 2

2 ) ≥ 0.
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Pelo Lema de Terracini temos que

dim(Sec2(V 2
2 )) = dim(V 2

2 ) + dim(V 2
2 )− dim(TPV

2
2 ∩ TQV 2

2 ),

ou seja

dim(Sec2(V 2
2 )) = 2 + 2− dim(TPV

2
2 ∩ TQV 2

2 ) ≤ 4 < 5 = expdim(Sec2(V 2
2 )).

Portanto V 2
2 é 2 defeituosa.

Exemplo 64 A variedade de Veronese V n
2 é 2-defeituosa.

De fato, considere sem perda de generalidade p = (1 : 0 : · · · : 0) e q = (0 : 1 : · · · : 0)
dois pontos gerais de P n e sejam P = (1 : 0 : · · · : 0), Q = (0 : 1 : 0 : · · · : 0) ⊂ PN as
imagens de p e q por V n

2 respectivamente. Seja l a reta passando por p e q ou seja

l = {(a : b : 0 : · · · : 0)|(a : b) ∈ P1}

Então a imagem de l pela Veronese será

L = {(a2 : b2 : 0 : · · · : 0 : ab : 0 : · · · : 0)|(a : b) ⊂ P1}.

Agora vamos encontrar os espaços osculadores TPL e TQL, note que P = e(00) e Q = e(11)

pela Proposição 2929 temos que os espaços osculadores de ordem 1 são dados por

TPL = Te(00)L = {eJ , J ∈ Λ|d(J, (00)) ≤ 1}

TQL = Te(11)L = {eJ , J ∈ Λ|d(J, (11)) ≤ 1}.

Note que para J = (01) temos que

d(J, (00)) = 1

e
d(J, (11)) = 1.

Portanto temos que eJ ∈ TPL e eJ ∈ TPL logo temos que eJ ∈ TPL∩TQL. Como L ⊂ V n
2

temos que
eJ ∈ TPV n

2 ∩ TQV n
2 ,

e portanto
dimTPV

n
2 ∩ TQV n

2 ≥ 0.

Temos que a dimensão esperada da variedade 2-secante de V n
2 é

expdim(Sec2V
n

2 ) = min{N, 2(n+ 1)− 1},

em que N é dado por

N =

(
(n+ 1) + 2− 1

2

)
− 1 =

n2

2
+

3n

2
.

Pelo Lema de Terracini a dimensão de Sec2V
n

2 é dada por

dim(Sec2V
n

2 ) = 2dim(V n
2 )− dim(TPV

n
2 ∩ TQV n

2 ),
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mas note que

2dim(V n
2 )−dim(TPV

n
2 ∩TQV n

2 ) = 2n−dim(TPV
n

2 ∩TQV n
2 ) ≤ 2n < min{N, 2(n+1)−1},

pois

N =
n2

2
+

3n

2
> 2n

e
2(n+ 1)− 1 = 2n+ 1 > 2n,

para todo n ≥ 2, logo
dim(Sec2V

n
2 ) < expdim(Sec2V

n
2 )

e portanto V n
2 é 2-defeituosa.

5.2 Degeneração de Espaços Osculadores

Para o estudo do defeito secante de uma variedade usaremos a técnica de degeneração
de espaços osculadores, uma das hipóteses necessárias para utilizar essa técnica é que
uma projeção osculadora especí�ca seja genericamente �nita. Para o caso da variedade
de Segre-Veronese foi provado na Proposição 3131 que a projeção osculadora ΠT d−2,...,d−2

eI0
,...,eIn1−1

é

birracional, e veremos que segue direto da de�nição que birracional implica em generica-
mente �nita. Isso nos ajudará a encontrar uma cota para o defeito secante da variedade
de Segre-Veronese.

De�nição 57 Sejam X, Y ⊂ Pn variedades algébricas e seja f : X → Y uma aplicação
racional, dizemos que f é genericamente �nita quando para todo p ∈ Y ponto geral temos
que f−1(y) é um conjunto �nito.

Observação 7 Toda aplicação birracional é genericamente �nita, pois a imagem inversa
de um ponto geral por uma aplicação birracional é apenas um ponto o qual forma um
conjunto �nito.

Exemplo 65 Considere C ⊂ P2 uma curva elíptica plana dada por f = zy2 − x(x −
z)(x− 2z) e a projeção

πy : P2 → P1

(x : y : z) 7→ (x : z)

com centro (0, 1, 0). Seja φ a restrição de πy sobre a curva C. Então φ é genericamente
�nita, mas não é birracional.

De fato seja (x0, z0) ∈ P1 um ponto geral da imagem de φ, então a imagem inversa de
φ sobre o ponto (x0, z0) é dada por

φ−1(x0, z0) = {(x0, y, z0) ∈ P2|z0y
2 + x0(x0 + z0)(x0 + 2z0) = 0}.

Desconsiderando os casos especiais em que x0 = z0 = 0, x0 = z0 ou x0 = 2z0, temos
que y assumirá dois valores possíveis, portanto a pré-imagem de φ sobre um ponto geral
será um conjunto �nito de dois elementos, portanto ela é genericamente �nita, mas não é
birracional.
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De�nição 58 Seja X ⊂ PN uma variedade algébrica projetiva e sejam p1, . . . , ph ∈ X
pontos gerais com espaços tangentes TpiX. Chamamos de uma projeção h-tangencial de
X a projeção linear

τX,h : X ⊂ PN 99K PNh

com centro em 〈Tp1X, . . . , TphX〉.

Para a demonstração de que a variedade de Segre-Veronese não é h-defeituosa para
um certo h usaremos um resultado auxiliar. A proposição a seguir foi desenvolvida por
L. Chiantini e C. Ciliberto ([1111], 2001) e ela apresenta condições necessárias e su�cientes
para que uma variedade X ⊂ PN não seja (h+ 1)-defeituosa.

Proposição 33 [[1111], Proposition 3.5] Seja X ⊂ PN uma variedade projetiva não dege-
nerada de dimensão n, e sejam x1, . . . , xh ∈ X pontos gerais. Assuma que

N − dim( 〈Tx1X, . . . , TxhX〉)− 1 ≥ n.

Então a projeção tangencial τX,h é genericamente �nita se e somente se X não é (h+ 1)-
defeituosa.

Agora, considere X ⊂ PN uma variedade projetiva, e f : Λ → P1 uma família de
subespaços k-dimensionais de Pn. Para qualquer t ∈ P1 nós denotamos por Λt

∼= Pk a
�bra de f−1(t) e por πΛt|X a restrição para X da projeção linear πΛt : Pn 99K Pn−k−1 com
centro em Λt.

Proposição 34 [[1717], Proposição 4.8] Se existe t0 ∈ P1 tal que πΛt0 |X : X 99K Pn−k−1 é
genericamente �nita então πΛt|X : X 99K Pn−k−1 é genericamente �nita para t ∈ P1 geral.

Lema 10 Sejam ΠU e ΠV duas projeções tais que U ⊂ V , se ΠV é genericamente �nita,
então ΠU também é genericamente �nita.

Prova: Suponha que ΠV seja genericamente �nita, ou seja, a �bra de um ponto geral x
por ΠV é um conjunto �nito, como U ⊂ V pelo Lema 55 temos que

Π−1
U (x) ⊂ Π−1

V (x)

logo a �bra de x em ΠU está contida na �bra de x por ΠV que por sua vez é �nita, logo
ΠU é genericamente �nita.

�
Agora vamos estudar o conceito de degeneração de espaços osculadores. A partir

da degeneração poderemos carregar algumas propriedades de um espaço osculador para
outros espaços osculadores de ordem menor.

De�nição 59 Seja X ⊂ PN uma variedade projetiva. Dizemos que espaços osculadores
T k1p1 , T

k2
p2
, . . . , T knpn degeneram para um espaço T kp1 se existem mor�smos φj : P1 → X tais

que φj(t0) = p1 e φj(t∞) = pk e o limite quando t→ 0 de

Tt = 〈T k1p1 , T
k2
φ2(t), . . . , T

kn
φn(t)〉

está contido em T kp1 .

A partir da de�nição de degeneração de espaços osculadores introduziremos o conceito
de regularidade m-osculadora e 2-osculadora forte. Essas propriedades nos dizem em qual
espaço osculador o gerado por vários espaços osculadores irá degenerar.
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De�nição 60 SejaX ⊂ PN uma variedade projetiva. Dizemos queX possui regularidade
m-osculadora se dados p1, . . . , pn ∈ X e k inteiro positivo temos que o espaço

Tt = 〈T kp1 , . . . , T
k
pn〉

se degenera em T 2k+1
p1

.
Dizemos que X possui regularidade 2-osculadora forte se para todo p 6= q ∈ X pontos

gerais e k1 e k2 inteiros positivos temos que o espaço

< T k1p , T
k2
q >

se degenera em Tp
k1+k2+1.

As propriedades de regularidade 2-osculadora em-osculadora nos permitem determinar
quantos e quais espaços osculadores de uma variedade algébrica X degeneram em um
espaço osculador maior. Para determinar o defeito secante de uma variedade seguiremos
os seguintes passos. Dada uma projeção osculadora que seja genericamente �nita vamos
determinar quantos tangentes degeneram nos espaços osculadores dessa projeção através
das regularidades 2-osculadora forte e m-osculadora. Posteriormente, com a Proposição
3434 garantimos que a projeção com centro nos espaços tangentes é genericamente �nita e
por �m com a Proposição 3333 determinamos o defeito secante de acordo com a quantidade
de tangentes que degeneram nos espaços osculadores.

Mostrar que uma variedade possui regularidadem-osculadora ou regularidade 2-osculadora
forte não é trivial, vejamos o exemplo da curva racional normal de grau n a qual possui
regularidade 2-osculadora forte.

Proposição 35 A curva racional normal Cn ⊂ Pn de grau n possui regularidade 2-
osculadora forte.

Considere pontos gerais p, q ∈ Cn com p = e0 e q = en e tome a curva racional normal
dada por

ψ : P1 → Pn

ψ(s : t) 7→ (sn : sn−1t : · · · : tn),

onde ψ(1 : 0) = p e ψ(0 : 1) = q. Considere a parametrização da curva racional para
s = 1 de Pn para An em torno do ponto p

ϕ : A1 → An

s 7→ (1, t, . . . , tn) = e0 + te1 + t2e2 + · · ·+ tnen.

Então o espaço osculador de ordem k1 em p é dado por

Op
k1 = 〈ϕ(1)(0), . . . , ϕ(k1)(0)〉

Tp
k1 = Op

k1 ,

observe que

ϕ(1)(t) = (1, 2t, . . . , ntn−1)

ϕ(2)(t) = (0, 2, . . . , n(n− 1)tn−2)

...

ϕ(l)(t) =

(
0, . . . , 0, l!,

(l + 1)!

(1)!
t, . . . ,

n!

(n− l)!
tn−l

)
.
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Como ϕ(0) = 0 temos que a derivada l-ésima de ϕ em 0 é

ϕ(l)(0) = (0, 0, . . . , l!, 0, . . . , 0) = l!el,

para todo l ≤ n, portanto
Ok1
p = 〈1!e1, . . . , k1!ek1〉,

tomando o fecho de Ok1
p obtemos

Tp
k1 = Ok1

p = 〈e0, e1, . . . , ek1〉 ≈ Pk1 .

Então dado o espaço
Tt = 〈T k1p , T

k2
ϕ(t)〉 = 〈Ok1

p , O
k2
ϕ(t)〉 = Ot

é su�ciente mostrar que o limite T0 quando t→ 0 dado por

O0 = lim
t→0
〈Ok1

p , O
k2
ϕ(t)〉

= lim
t→0
〈p = ϕ(0), ϕ′(0), . . . , ϕ(k1)(0), ϕ(t), ϕ′(t), . . . , ϕ(k2)(t)〉

é igual a Pk1+k2+1. Temos que

O0 = lim
t→0
〈Ok1

p , O
k2
ϕ(t)〉

= 〈e1, e2, . . . , ek1 , te1 + t2e2 + · · ·+ tnen, 2e2 + 6te3 + · · ·+ n(n− 1)tn−2en, . . . , 〉.

Vamos considerar sem perda de generalidade k1 ≤ k2, usando os vetores e1, e2, . . . , ek1 ,
eliminamos as componentes e1, e2, . . . , ek1 dos vetores ϕ(t), ϕ(1)(t), ϕ(2)(t), . . . , ϕ(k2)(t). Cha-
mando de ϕ(0)

0 (t), ϕ
(1)
0 (t), ϕ

(2)
0 (t), . . . , ϕ

(k2)
0 (t), respectivamente, os vetores resultantes, te-

mos:

O0 = lim
t→0
〈e1, . . . , ek1 , ϕ

(0)
0 (t), ϕ

(1)
0 (t), ϕ

(2)
0 (t), . . . , ϕ

(k2)
0 (t)〉,

onde o ϕ(l)
0 (t) para l − 0, . . . , k2 é dado por

ϕ
(0)
0 (t) = tk1+1ek1+1 + tk1+2ek1+2 + · · ·+ tnen =

n∑
j=k1+1

tjej

ϕ
(1)
0 (t) = (k1 + 1)tk1ek1+1 + · · ·+ n!

(n− 1)!
tn−1en =

n∑
j=k1+1

jtj−1ej

...

ϕ
(k2)
0 (t) =

(k1 + 1)!

(k1 − k2 + 1)!
tk1−k2+1ek1+1 + · · ·+ n!

(n− k2)!
tn−k2en =

n∑
j=k1+1

j!

(j − k2)!
tj−k2ej.

Assim temos

Ot =

〈
ei, i = 1, . . . , k1;ϕ

(i)
0 (t) =

n∑
j=k1+1

j!

(j − i)!
tj−iej, i = 0, 1, . . . , k2

〉
.
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Vamos fazer uma representação matricial de Ot. Considere a matriz (k1 + k2 + 1)×n por
blocos

A =

(
Id 0
0 B′

)
=

(
Id 0 0
0 B C

)
,

cujas linhas são as coordenadas dos vetores geradores de Ot na base e0, ..., en. O bloco
Id é a matriz identidade de tamanho k1 e B é uma matriz quadrada de tamanho k2 + 1.
Vamos provar que B′ tem posto máximo, e portanto pode ser escalonada. Note que

B′ =


tk1+1 tk1+2 · · · tn

(k1 + 1)tk1 (k1 + 2)tk1+1 · · · ntn−1

...
...

...
(k1+1)!

(k1−k2+1)!
tk1+1−k2 (k1+2)!

(k1−k2+2)!
tk1+2−k2 · · · n!

(n−k2)!
tn−k2



B ∼= D =


1 t · · · tk2

k1 + 1 (k1 + 2)t · · · (k1 + k2 + 1)tk2
...

...
...

(k1+1)!
(k1−k2+1)!

(k1+2)!
(k1−k2+2)!

tk1+2−k2 · · · (k1+k2+1)!
(k1+1)!

tk2


é quadrada de tamanho k2 + 1. Note que

det(D) = det(M)tm

onde m = 0 + 1 + 2 + · · ·+ k2 e M é a matriz

M =


1 1 · · · 1

k1 + 1 k1 + 2 · · · k1 + k2 + 1
(k1 + 1)k1 (k1 + 2)(k1 + 1) · · · (k1 + k2 + 1)(k1 + k2)

...
...

...
(k1+1)!

(k1−k2+1)!
(k1+2)!

(k1−k2+2)!
· · · (k1+k2+1)!

(k1+1)!



∼


1 1 · · · 1

k1 + 1 k1 + 2 · · · k1 + k2 + 1
(k1 + 1)k1/2 (k1 + 2)(k1 + 1)/2 · · · (k1 + k2 + 1)(k1 + k2)/2

...
...

...
(k1+1)!

(k1−k2+1)k2!
(k1+2)!

(k1−k2+2)k2!
· · · (k1+k2+1)!

(k1+1)!k2!



=



(
k1+1

0

) (
k1+2

0

)
· · ·

(
k1+k2+1

0

)(
k1+1

1

) (
k1+2

1

)
· · ·

(
k1+k2+1

1

)(
k1+1

2

) (
k1+2

2

)
· · ·

(
k1+k2+1

2

)
...

...
...(

k1+1
k2

) (
k1+2
k2

)
· · ·

(
k1+k2+1

k2

)

 =

((
k1 + j

i− 1

))
(i,j)

.

Note que k1 + j ≥ i−1 e segue por [1414, Corolário 2] que det(M) 6= 0. Portanto a matriz é
escalonável. Considere ϕ(i)

mod(t) os vetores cujas as coordenadas são dadas pelas linhas da
resultante do escalonamento da matriz M , então podemos substituir ϕ(i)

0 (t) por ϕ(i)
mod(t).

Portanto, como a matriz A possui posto máximo temos que todos os vetores de O0 são
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linearmente independentes o que implica que

O0 = lim
t→0

〈
e1, e2, . . . , ek1 , ϕ

(0)
mod, ϕ

(1)
mod, . . . , ϕ

(k2)
mod

〉
≈ Ak1+k2+1.

Tomando o fecho de O0 obtemos T0 = Pk1+k2+1 = Tp
k1+k2+1 como queríamos.

�

Exemplo 66 Considere X ⊂ PN uma variedade algébrica com regularidade 2-osculadora
forte, então dados p, q ∈ X temos que

T = 〈T 1
p , T

1
q 〉

degenera em T 3
p . Para k1 = 3, k2 = 1 temos que

Tt = 〈T 3
p , T

1
q 〉

degenera em T 5
p , como em T 3

p se degeneram dois espaços tangentes, portanto temos que
em T 5

p se degeneram 3 espaços tangentes.

Exemplo 67 Seja X ⊂ PN variedade algébrica que possui regularidade m-osculadora e
regularidade 2-osculadora forte, então dados p1, . . . pm ∈ X temos que

T = 〈T 1
p1
, . . . , T 1

pm〉

degenera em T 3
p1
, ou seja, temos que em T 3

p1
degeneram m espaços tangentes. Como X

tem regularidade 2-osculadora forte temos que

T = 〈T 3
p1
, T 1

q 〉

se degenera em T 5
p1
, como T 3

p1
degeneram m tangentes, temos que temos que em T 5

p1

degeneram m+ 1 tangentes.

5.3 Defeitos Secantes da Segre-Veronese

Nessa seção iremos estabelecer condições su�cientes para que uma variedade de Segre-
Veronese não seja h-defeituosa utilizando o método desenvolvido em [1717] onde é aplicado
para estudar o defeito secante das variedades Grassmanianas, porém, pode se aplicar esse
resulatado em outros tipos de variedades. Em [66] esse método foi utilizado para estudar
o defeito secante de variedades de Segre-Veronese.

Perceba pelos exemplos do �nal da Seção 5.25.2 que dada uma variedade algébrica com
as propriedades de regularidade m-osculadora e regularidade 2-osculadora forte é possível
determinar quantos espaços tangentes cabem dentro de um espaço osculador. Podemos
explicitar a quantidade de espaços tangentes que degeneram em um espaço osculador.
De�nimos hm(k) como o número de tangentes que degeneram em um espaço osculador
de ordem k de acordo com a regularidade m-osculadora e regularidade 2-osculadora forte.
Esse hm(k) é de�nido da seguinte maneira.

De�nição 61 Seja m ≤ 2 um inteiro. De�na a função

hm : N≥0 → N≥0.
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da seguinte forma: hm(0) = 0. Para qualquer k ≥ 1, escreva

k + 1 = 2λ1 + 2λ2 + · · ·+ 2λl + ε,

onde λ1 > λ2 > · · · > λl ≥ 1, ε ∈ {0, 1} e de�na

hm(k) := mλ1−1 +mλ2−1 + · · ·+mλl−1.

Em particular hm(2k) = hm(2k − 1) e h2(k) =
[
k+1

2

]
.

Ficará claro durante a demonstração do Teorema 77 que o hm(k) como está de�nido
representa a quantidade de tangentes que degeneram em um espaço osculador de ordem
k.

Exemplo 68 Seja X ⊂ PN uma variedade com regularidade 5-osculadora e 2-osculadora
forte. Temos que

9 + 1 = 10 = 23 + 21,

portanto
h5(9) = 53−1 + 51−1 = 26,

ou seja, podemos degenerar
〈T 1

p1
, T 1

p2
, . . . , T 1

p26
〉

para dentro de T 9
p1
.

Exemplo 69 Seja X ⊂ PN uma variedade com regularidades n + 1-osculadora e 2-
osculadora forte, então temos a Tabela 5.35.3 mostrando os valores de hn+1(k) de acordo
com o k.

Tabela 5.1: Valores de hm(k) conforme k varia.
k hn+1(k)
3 n+ 1
5 (n+ 1) + 1
7 (n+ 1)2

9 (n+ 1)2 + 1
11 (n+ 1)2 + (n+ 1)
13 (n+1)2 + (n+ 1) + 1
15 (n+ 1)3

17 (n+ 1)3 + 1
19 (n+ 1)3 + (n+ 1)

Para nos auxiliar na demonstração dos próximos resultados vamos classi�car as vari-
edades a partir de quais de suas projeções osculadoras são genericamente �nitas.

De�nição 62 Seja X ⊂ PN uma variedade algébrica, dizemos que X possui tipo

(k1, . . . , k1, k2, . . . , k2, . . . , kr, . . . , kr) = (k
(i1)
1 , k

(i2)
2 , . . . , k(ir)

r )

quando dados j = i1 + · · ·+ ir pontos p1, . . . , pj temos que a projeção osculadora

Π
T
k1,...,k1,...,kr,...,kr
p1,...,pj

= Π〈Tk1p1 ,...,T
kr
pj
〉

é genericamente �nita.
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Exemplo 70 Considere a Segre-Veronese X = SV 2,2,2
3,3,3 então pela Proposição 3131 temos

que a projeção osculadora ΠT 7,7
eI0

,eI1

é genericamente �nita, portanto X tem tipo (7, 7) =

7(2).

Para utilizar a técnica de degeneração de espaços osculadores precisaremos que a
variedade possua regularidade m-osculadora e 2-osculadora forte. O Lema 1111 nos garante
que uma Segre-Veronese possui essas propriedades.

Lema 11 [[66], Proposição 5.1 e Proposição 5.10] A variedade de Segre-Veronese SV n
d ⊆

PN(n,d) possui regularidade 2-osculadora forte e regularidade (n1 + 1)-osculadora, onde
n = {n1, . . . , nr} e n1 ≤ n2 ≤ · · · ≤ nr.

Agora vamos exibir uma cota para o defeito secante da Segre-Veronese SV 3,3
2,5 a partir

de sua regularidade 4-osculadora e 2-osculadora forte.

Exemplo 71 A Segre-Veronese SV 3,3
2,5 não é h-defeituosa para h ≤ 16.

Considere X = SV 3,3
2,5 . Pelo Lema 1111 temos que X possui regularidade 2-osculadora forte e

4-osculadora, pela Proposição 3131 temos que a projeção osculadora ΠT 5,5,5
p1,p2,p3

é birracional,
isto implica que essa projeção é genericamente �nita.

Tome pontos gerais a = a1, a2, b = b1, b2, c = c1, c2 de X. Como X tem regularidade
2-osculadora forte então podemos degenerar

L0
1 = 〈T 3

a1
, T 1

a2
, T 3

b1
, T 1

b2
, T 3

c1
, T 1

c2
〉

em
L∞1 = V1 ⊂ U1 = 〈T 5

a1
, T 5

b1
, T 5

c1
〉

por meio de uma família

Lt1 = 〈T 3
a1
, T 1

at2
, T 3

b1
, T 1

bt2
, T 3

c1
, T 1

ct2
〉, t ∈ P1.

Como X tem tipo (5, 5, 5) então ΠU1 é genericamente �nita. Como V1 ⊂ U1 pelo Lema 1010
temos que ΠV1 é genericamente �nita. Pela Proposição 3434 segue que ΠLt1

é genericamente
�nita. Isso implica que X tem tipo (3, 1, 3, 1, 3, 1).

Agora como X tem regularidade 4-osculadora então podemos degenerar 4 tangentes
em um espaço osculador T 3

p . Portanto podemos degenerar

L0
2 = 〈T 1

a1
, T 1

a2
, T 1

a3
, T 1

a4
, T 1

a5
, T 1

b1
, T 1

b2
, T 1

b3
, T 1

b4
, T 1

b5
, T 1

c1
, T 1

c2
, T 1

c3
, T 1

c4
, T 1

c5
〉

em
L∞2 = V2 ⊂ U2 = 〈T 3

a1
, T 1

a5
, T 3

b1
, T 1

b5
, T 3

c1
, T 1

c5
〉

por meio de uma família

Lt2 = 〈T 1
a1
, T 1

at2
, T 1

at3
, T 1

at4
, T 1

a5
, T 1

b1
, T 1

bt2
, T 1

bt3
, T 1

bt4
, T 1

b5
, T 1

c1
, T 1

ct2
, T 1

ct3
, T 1

ct4
, T 1

c5
〉,

como ΠU2 é genericamente �nita, temos pelo Lema 1010 que ΠV2 é genericamente �nita.
Seguindo o mesmo argumento de Lt1 temos que X tem tipo 1(15). Então pela proposição
3333 temos que X não é 16-defeituosa.

Para a demonstração dos próximos resultados iremos aplicar a hipótese dem-osculadora
repetidas vezes. Para facilitar esse processo vamos utilizar o seguinte lema.
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Lema 12 Seja X ⊂ PN uma variedade projetiva com regularidade m-osculadora.

1. Se X tem tipo (2c − 1) então X tem tipo

(1, . . . , 1) = 1(mc−1).

2. Se X tem tipo (2c1 − 1, . . . , 2cj − 1) então X tem tipo

(1, . . . , 1) = 1(mc1−1+···+mcj−1).

Prova: Parte 1 Como X tem tipo (2c − 1) então a projeção ΠT 2c−1
P

é genericamente
�nita. Agora perceba que para todo c > 1 temos que

2c − 1 = 2(2c−1 − 1) + 1.

Portanto, pela a regularidade m-osculadora temos que dados pontos gerais P1, . . . , Pm o
espaço osculador

L0
1 = 〈T 2c−1−1

P1
, . . . , T 2c−1−1

Pm
〉

se degenera em
L∞1 = V1 ⊂ U1 = 〈T 2c−1

P1
〉

por meio de uma família

Lt1 = 〈T 2c−1−1
P1

, T 2c−1−1
P t2

, . . . , T 2c−1−1
P tm

〉.

Como X tem tipo (2c − 1) então ΠU1 é genericamente �nita. Pelo Lema 1010 temos que
ΠV1 é genericamente �nita. Pela Proposição 3434 segue que ΠLt1

é genericamente �nita para
algum t. Isso implica que X tem tipo (2c−1 − 1, . . . , 2c−1 − 1) = (2c−1 − 1)(m). Podemos
repetir o mesmo processo c− 2 vezes sucessivamente até

2c−(c−1) − 1 = 2− 1 = 1,

isso implica que X tem tipo

h = (1, . . . , 1) = 1(mk−1).

Parte 2: Agora suponha que X tem tipo (2c1 − 1, . . . , 2cj − 1). Pela regularidade m
osculadora temos que

L0
1 = 〈T 2c1−1−1

P1
, . . . , T 2c1−1−1

Pm
〉

se degenera em
L∞1 = V1 ⊂ U1 = 〈T 2c1−1

P1
〉

por meio de uma família

Lt1 = 〈T 2c1−1−1
P1

, T 2c1−1−1
P t2

, . . . , T 2c1−1−1
P tm

〉.

Isso implica que dados pontos gerais Q2, . . . , Qj temos que o espaço osculador

L0
2 = 〈L0

1, T
2c2−1
Q2

, . . . , T 2cj−1
Qj

〉 = 〈T 2c1−1−1
P1

, . . . , T 2c1−1−1
Pm

, T 2c2−1
Q2

, . . . , T 2cj−1
Qj

〉
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se degenera em

L∞2 = V2 ⊂ U2 = 〈U1, T
2c2−1
Q2

. . . , T 2cj−1
Qj

〉 = 〈T 2c1−1
P1

, T 2c2−1
Q2

. . . , T 2cj−1
Qj

〉

por meio de uma família

Lt2 = 〈Lt1, T 2c2−1−1
Q2

, . . . , T 2cj−1−1
Qj

〉

= 〈T 2c1−1−1
P1

, T 2c1−1−1
P t2

, . . . , T 2c1−1−1
P tm

, T 2c2−1
Q2

, . . . , T 2cj−1
Qj

〉.

Como X tem tipo (2c1 − 1, . . . , 2cj − 1) então ΠU2 é genericamente �nita. Pelo Lema 1010
temos que ΠV2 é genericamente �nita. Pela Proposição 3434 segue que ΠLt2

é genericamente
�nita para algum t. Isso implica que X tem tipo

(2c1−1 − 1, . . . , 2c1−1 − 1, 2c2 − 1, . . . , 2cj − 1) = ((2c1−1 − 1)(m), 2c2 − 1, . . . , 2cj − 1).

Podemos repetir o mesmo processo c1 − 2 vezes sucessivamente até

2c1−(c1−1) − 1 = 2− 1 = 1,

isso implica que X tem tipo

h = (1, . . . , 1, 2c2 − 1, . . . , 2cj − 1) = (1(mc1−1), 2c2 − 1, . . . , 2cj − 1).

Agora aplicando o mesmo procedimento para cada 2ci − 1 concluímos que X tem tipo

h = (1(mc1−1), . . . , 1(mcj−1)) = 1(mc1−1+···+mcj−1).

�
Agora vamos generalizar o Exemplo 7171 para uma variedade algébrica com regulari-

dade m-osculadora e 2-osculadora forte, vamos utilizar a mesma estratégia do exemplo,
repetindo o procedimento de degenerar um espaço osculador em outro repetidas vezes.

Teorema 7 [[66], Teorema 4.7 ] Seja X ⊂ PN uma variedade projetiva com regularidade
m-osculadora e regularidade 2-osculadora forte. Sejam k1, . . . , kl ≥ 1 inteiros tais que a
projeção osculadora Π

T
k1,...,kl
P1,...,Pl

é genericamente �nita. Então X não é h-defeituosa para

h ≤

(
l∑

j=1

hm(kj)

)
+ 1,

onde hm é como na De�nição 6161.

Prova: Para a prova do Teorema iremos utilizar a técnica de degeneração de espaços
osculadores feita no Exemplo 7171 simpli�cando a notação para a degeneração.

Primeiro vamos fazer a degeneração para T k1P1
e em seguida repetimos o processo ana-

logamente para os outros T kiPi . Vamos considerar todos os ki sendo impares, caso contrário
tome ki − 1, isso não é problema pois hm(ki) = hm(ki − 1) quando ki é par.

Seja T1 = 〈T k2P2
, . . . , T klPl 〉, então podemos escrever T k1,...,klP1,...,Pl

da seguinte maneira

T k1,...,klP1,...,Pl
= 〈T k1P1

, T k2P2
, . . . , T klPl 〉 = 〈T k1P1

, T1〉.
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Para k1 considere λ1 sendo o maior inteiro tal que

k1 ≥ 2λ1 − 1.

Suponha k1 > 2λ1 − 1. Dados P1, P2 pontos gerais, como X possui regularidade 2-
osculadora podemos degenerar

L0
1 = 〈T 2λ1−1

P1
, T uP2

, T1〉

em
L∞1 = V1 ⊂ U1 = 〈T k1P1

, T1〉
por meio de uma família

Lt1 = 〈T 2λ1−1
P1

, T uP t2 , T1〉,

onde u = k1 − 2λ1 . Como X tem tipo (k1, k2, . . . , kl) então ΠU1 é genericamente �nita.
Pelo Lema 1010 temos que ΠV1 é genericamente �nita. Pela Proposição 3434 segue que ΠLt1

é
genericamente �nita para algum t. Isso implica que X tem tipo (2λ1 − 1, u, k2, . . . , kl).

Agora para T uP2
repetimos o mesmo processo, seja λ2 o maior inteiro tal que

u ≥ 2λ2 − 1.

Analogamente, como X possui regularidade 2-osculadora forte, existem P2, P3 ∈ X tais
que

〈T 2λ1−1
P1

, T 2λ2−1
P2

, T u1P3
, T1〉

se degenera em
〈T 2λ1−1

P1
, T uP2

, T1〉
onde u1 = u−2λ2−2 e pelo mesmo argumento de λ1 temos que X tem tipo (2λ1−1, 2λ2−
1, u1, k2, . . . , kl). Novamente podemos usar a regularidade 2-osculadora para separar o u1

em 2λ3 − 1 e u2. Podemos repetir esse processo sucessivamente até que uj = 2λj − 1
para algum j inteiro. Assim concluímos que X tem tipo (2λ1 − 1, . . . , 2λj − 1, k2, . . . , kl).
Perceba que

k1 = 2λ1 − 1 + · · ·+ 2λj − 1 + (j − 1) = 2λ1 + · · ·+ 2λj − 1,

ou seja
k1 + 1 = 2λ1 + · · ·+ 2λj .

Para cada ki podemos repetir o processo de degeneração feito para k1, assim X tem
tipo

(2λ11 − 1, . . . , 2λ1j1 − 1, 2λ21 − 1, . . . , 2λ2j2 − 1, . . . , 2λl1 − 1, . . . , 2λljl−1)

para λ11, . . . , λljl inteiros positivos tais que

ki + 1 = 2λi1 + · · ·+ 2λiji

para cada i = 1, . . . , l. Como X tem regularidade m-osculadora, pelo Lema 1212 temos que
X tem tipo

h = (1(mλ11−1), . . . 1(m
λ1j1

−1
), . . . , 1(mλl1−1), . . . , 1(m

λljl
−1

))

= (1(mλ11−1+···+mλ1j1−1
), . . . , 1(mλl1−1+···+mλljl−1

)).
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Portanto temos que X tem tipo

(1(hm(k1)), . . . , 1(hm(kl))) = 1
∑l
i=1 hm(ki).

Então pela Proposição 3333 X não é (h+ 1)-defeituosa, onde h é dado por

h =
l∑

i=1

hm(ki).

�
Perceba que para utilizarmos o Teorema 77 precisamos que a variedade possua regulari-

dade m-osculadora e 2-osculadora forte. Pelo Lema 1111 garantimos essas hipóteses para as
variedades de Segre-Veronese. Assim, conseguimos aplicar o Teorema 77 e obtermos uma
cota para o defeito secante nas variedades de Segre-Veronese.

Teorema 8 ([66], Teorema 4.8 ) A Segre-Veronese SV n
d ⊂ Pn é não h-defeituosa para

h ≤ n1hn1+1(d− 2) + 1,

onde hm é como na De�nição 6161.

Prova: Pelo Lema 1111 temos que SV n
d possui regularidade 2-osculadora forte e regu-

laridade (n1 + 1)-osculadora. Pela Proposição 3131, temos que a projeção ΠT d−2,...,d−2
eI0

,...,eIn1−1

é

birracional, portanto ela é �nitamente gerada. Logo, SV n
d satisfaz as hipóteses do Teorema

77. Logo segue que SV n
d não é h-defeituosa para

h ≤ n1hn1+1(d− 2) + 1.

�

Exemplo 72 A variedade SV 3,3
2,5 não é 16-defeituosa.

Já vimos pelo Exemplo 7171 que é SV 3,3
2,5 é não 16-defeituosa, usando o Teorema 88 temos,

h ≤ 3h3+1(5) + 1.

Note que
5 + 1 = 6 = 22 + 21,

assim temos que
h4(5) = 41 + 40 = 5,

o que nos dá
h ≤ 3 · 5 + 1 = 16.

Exemplo 73 A variedade SV 1,1,1
2,2,2 não é 3-defeituosa.

Pelo Teorema 77 temos que SV 1,1,1
2,2,2 é não h-defeituosa para

h ≤ (1h1+1(4)) + 1.

Note que
4 + 1 = 5 = 22 + 1,
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dessa forma temos que
h2(4) = 22−1 = 2,

e portanto temos que
h ≤ 1 · 2 + 1 = 3.

portanto, SV 1,1,1
2,2,2 é não h-defeituosa para h ≤ 3.

Exemplo 74 A variedade SV 5,6,7
4,4,4 não é 186-defeituosa.

Pelo Teorema 77 temos que SV 5,6,7
4,4,4 é não defeituosa para

h ≤ (5h5+1(10)) + 1.

Note que
10 + 1 = 11 = 23 + 21 + 1,

dessa forma temos que
h6(10) = 63−1 + 61−1 = 37,

e portanto temos que
h ≤ 5 · 37 + 1 = 186.

portanto, SV 5,6,7
4,4,4 é não h-defeituosa para h ≤ 186.

Exemplo 75 Segue diretamente do Teorema 88 que a variedade SV n1,...,nr
1,...,1 é não h-defeituosa

para h ≤ n1hn1+1(r − 2) + 1.

Exemplo 76 Segue diretamente do Teorema 88 que a variedade SV 1,...,1
d1,...,dr

é não h-defeituosa
para h ≤ h2(d− 2) + 1.
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