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Resumo

Neste trabalho propomos o desenvolvimento de novos modelos de dois e trés campos
escalares reais acoplados que possuem solugdes BPS (Bogomolnyi-Prasad-Sommerfield).
Para tal fim utilizaremos o método recentemente proposto, conhecido como método de
extensao. Em particular, construiremos explicitamente novos modelos de dois e trés cam-
pos escalares acoplados, e também estudaremos a estabilidade linear de suas respectivas
solucoes BPS.

Palavras-chaves: Sélitons topologicos. Teorias de Campos. Método de deformagao. Mé-

todo de extensao.



Abstract

In this work we propose the development of new models of two and three fields coupled
scalar real supporting BPS solutions (Bogomolnyi-Prasad-Sommerfield). For this purpose,
we will use the recently proposed method, known as the extension method. In particular,
we will explicitly construct new models of two and three coupled scalar fields, and also

we will study the linear stability of their respective BPS solutions.

Key-words: Topological Solitons. Field theories. Deformation method. Extension method.
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1 Introducéao

Do que se tem relato, Solitons foram observados e estudados primeiramente pelo
engenheiro escocés John Scott Russell em 1834 [2]. Deste momento até a atualidade,
descrevemos defeitos topoldgicos como sendo solucdes topoldgicas de teoria de campos
nao-lineares cuja densidade de energia € concentrada e sua respectiva energia € nita
(defeitos topoldgicos que preservam a estrutura apés colidirem, mantém a nomeclatura
de Sdlitons), exigindo para tal efeito condicdes de contorno especiais [3]-[4]. As teorias
de defeitos topoldgicos apresentam importantes aplicacdes em diversas areas da fisica,
como na Teoria Quéantica de Campos e Fisica de Particulas [5], na Cosmologia [6]-[11], na
Matéria Condensada [12]-[15], entre outras.

Nesta dissertacdo trabalharemos com defeitos topoldgicos descritos por campos
escalares reais erfil + 1) dimensodes, que suportam solu¢cdes BPS (Bogomolnyi-Prasad-
Sommer eld) [16, 17]. Estas solu¢cdes sdo estaticas e satisfazem equacdes diferenciais de
primeira ordem, além da equacéo de Euler-Lagrange de segunda ordem. Além disso, solu-
cOes BPS sdo estaveis [18]-[21] e descrevem sistemas com energia minima. Recentemente
tem havido um grande interesse na investigacéo de teorias de multiplos campos escalares
em (1 + 1) dimens@es [22]-[32]. Tradicionalmente a analise de modelos de multiplos cam-
pos era realizada principalmente usando o método da orbita de tegtaal orbit method)

isto €, um funcional dos campos que serd utilizado para desacoplar os respectivos cam-
pos escalares reais. Contudo, este método demonstrou ser pouco e ciente para lidar com
modelos de multiplos campos escalares mais complexos, uma vez que a 6rbita ndo pode
ser arbitraria e requer tentativa e erro. Porém, mais recentemente foi proposto um novo
método que permite descrever de forma sistematica teorias de multiplos campos escalares
reais BPS em(1 + 1) dimensdes, a partir de diversas teorias BPS de um campo escalar
real. Esta estrategia € conhecida como método de extensdo [26, 29], o qual consiste em
iniciarmos com diversas teorias de um campo escalar real, as quais sao relacionadas entre
elas por mapeamentos, conhecidos como funcdes de deformacgéo [33]-[36]. Em seguida,
utilizaremos estas funcgdes, e suas inversas, para descrevermos diferentes expressoes para
as respectivas equacdes de primeira ordem, as quais serdo usadas para propor a equacao
de primeira ordem para teoria estendida através de um ansatz conveniente [26, 29]. Neste
trabalho, utilizaremos o método de extensdo para construir novos modelos de dois e trés
campos escalares reais BPS. Além disso, estudaremos a estabilidade classica ou linear
para cada modelo estendido obtido. Para tal objetivo, consideraremos teorias de campos
escalares bem conhecidos na literatura, tais como a teori& [36], a teoria tipo' ¢ [35],

o modelo sine-Gordon [3], o modelo periédico exético (modelo-E) [37, 38], e a teofia
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invertida ndo-BPS [36].

A dissertacdo esta dividida da seguinte forma. No capitulo 2, descrevemos o for-
malismo geral para as teorias ndo lineares topologicas ¢+ 1) dimensdes no caso de
n campos escalares reais. De nimos a carga topoldgica [3] associada as con guracdes dos
campos, permitindo assim classi car as con guracdes em topoldgicas (carga diferente de
zero) e nédo-topologicas (cargas nula). Finalizamos o capitulo descrevendo o formalismo
geral da estabilidade, onde usamos para tal m a formulagédo da estabilidade classica ou
linear [18]-[21]. No capitulo 3, apresentamos o método de deformacao [33]-[36] para o caso
de um campo escalar real. Este método consiste em iniciarmos com uma teoria de um
campo escalar real conhecida, para em seguida considerarmos uma funcdo continua, suave,
e inversivel que ird deformar o modelo original em uma nova teoria de um campo escalar
real, cuja solucdo deformada sera dada pelo inverso da funcdo de deformacé&o. Aplicare-
mos 0 meétodo nas teorias descritas acima. No capitulo 4, apresentaremos o método de
extensao para o caso de dois campos escalares. Particularizemos a estabilidade para este
cenario, focando no caso BPS. Tendo o formalismo em méos, utilizaremos os resultados
obtidos no capitulo 3 a m de ilustrarmos o método, construindo assim novos modelos
estendidos de dois campos. No capitulo 5, iremos generalizar o desenvolvimento feito no
capitulo 4 para o cenario de trés campos escalares reais. No capitulo 6, nalizaremos nosso
trabalho apresentando as conclusdes deste trabalho de dissertacdo, e as perspectivas de
investigacdes futuras. No apéndice A, resumimos algumas caracteristicas dos potenciais
soluveis Rosen-Morse |l e Scarf 1l [39]. No apéndice B, contém alguns célculos explicitos
derivados do capitulo 5.
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2 Formalismo geral para teorias BPS

Construiremos neste capitulo o formalismo geral para as teorias néo lineares topo-
I6gicas em(1+1) dimensdes. Primeiramente vamos obter as equacdes de Euler-Lagrange
para n campos escalares reais e as condicdes de contorno que garantirdo as estruturas
dos defeitos topoldgicos, ou seja, con guracdes de campos com densidade de energia con-
centrada e energia nita. Além disso, para potenciais exclusivamente positivos podemos
de nir as teorias BPS (Bogomol'nyi-Prasad-Sommer eld) que possuem caracteristicas
interessantes e convenientes além de serem fundamentais na construcdo do método de
extensdo. Finalizaremos este capitulo construindo, a partir de perturbacées lineares, o
formalismo geral da estabilidade destas teorias topoldgicas.

O formalismo geral para teorias de campos escalares reais efh + 1) dimensbes

i(t;x), parai =1;2;:::;n, pode ser descritos pela seguinte densidade Lagrangiana
1)
L= @ @ ; V() (2.1)
2 i=1
onde os defeitos topoldgicos para diferentes teorias serdo caracterizados pelo potencial
V() V(4 ; ,) Estamos considerando aqui a métrica = diag(1l; 1) e, em
unidade naturais, a seguinte notaca@ @—@2, x% = t, x! = x. Da densidade lagrangiana

obtemos a equacao de Euler-Lagrange

@, @ +2V-0; 2.2)
@,
parai =1;2;:::;n, e a seguinte densidade de energia
1X h i
H(tx)=T®= >, (@ 2+(@ ) + V() (2.3)
i=1

onde T é a componente temporal do tensor energia-momenfo , derivado a partir do
teorema de Noether [40] pela invariancia translacional das coordenadas espaco-temporais

dos campos escalares. Deste modo a energia funcional do sistema

Z, Z, 1X h [ !
E[]1=  dxH@Ex)= dx 5 (@ )*+(@ )° +V() ;5 (24
i=1

1=
€ dada pela integral espacial da densidade de energia (2.3) em todo espaco. Sendo assim,
ao considerarmos a invariancia sobre o grupo de Lorentz, podemos trabalhar no referencial
de con guracdes estatica$@ ; = 0), que pela eq.(2.2)

CAY
@’

x) = (2.5)
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para a seguinte notagdo ? & . ei = 1;2;:::;n. Multiplicando ambos os lados da

dx
express&o acima por (x)

" #
L d o2 _ @V,

> dx @, 0 (2.6)
e integrando na componente espacial
z z
1 2 _ @ V 0 — @ \ .
A= g k= d (2.7)

obtemos uma equacédo equivalente de primeira ordem. A energia funcional do sistema

estatico pode ser reescrita da forma

Z Z : Z Z :
E[ ]= 11 dx H (x) = 11 dx ;)@(?)2+V() - 11 dx_)@ g_vdi+V()
Zl 7 i=1 Zl i=1 [
= av()+V() =2 dv(); (2.8)

ao usarmos a eg.(2.7). Podemos observar da eq.(2.8) que a exigéncia de energia nita para
uma con guracao nao trivial impdem as seguintes condi¢cdes de contorno

(L)Y (1) 0 V()=0; (2.9)

deformaque ( ;; ; ,)representaos minimos degenerados do potendial( ) =0,

onde estamos considerando a notacao, g—?’. Assim vemos que o potencial possuira
pelo menos um minimo em conformidade com as condi¢Bes (2.9), gerando neste caso
as con guracdes nao-topoldgicas tipo lump. Todavia, quando dois ou mais minimos de-
generados existirem o potencial suportara con guragdes topoldgicas, denominadas kinks,
conectando assintoticamente os minimos adjuntos e " . Portanto, as condi¢cdes de con-
torno (2.9) permitem distinguir quais tipos de con guracdes topoldgicas sdo suportadas
pelo potencial, de modo que podemos de nir uma carga topolégica. No caso de potenciais
exclusivamente positivos podemos de nir uma funcdo suave dosampos escalared/( ),
conhecida como superpotencial ou pré-potencial [43], que relaciona com o potencial pela

expressao
1

V()= W?; (2.10)
2y,
em que denotamosV %". Consequentemente, podemos escrever as equacdes de
segunda ordem BPS a patrtir de (2.5)
X
X=wow (2.11)
j=1
ondei =1;2;:::;n, assim como a equacao de primeira ordem de (2.7)

0= W (2.12)
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de modo que con guragdes BPS (ou estados BPS) de primeira ordem também seréo
con guracdes das equacdes de segunda ordem (2.11) quarto ( )= W (), para
todoi ej. A energia funcional (2.8) para o sistema BPS sera dada por

Z i Z Z
Egps] ]:}w ' dxh( 92 + W?' N dx 2 w 2 7 dW( (x))
2iZ_1 1 i 2., 1 ' 1
1 +
= dw( (x))= W( ) W( ) ; (2.13)

onde temos completado o quadrado e consideramos a equacao de primeira ordem BPS
(2.12). A energia BPS deve ser ndo nula, de modo que podemos observar que sua expressao
depende somente da topologia do sistema, isto €, € uma fun¢do dos minimos degenerados
do potencial, além de representar os estados de energia minima do sistema. Daqui em
diante, exceto se mencionado o contrario, trabalharemos somente com teorias BPS, as
guais além das caracteristicas ja mencionadas acima, possuem a estabilidade linear como
sera mostrado nos proximos capitulos.

2.1 Carga topologica

Como vimos acima, os defeitos topoldgicos requerem condi¢cdes de contorno relaci-
onadas com os minimos degenerados de algum potencial em particular, descrevendo assim
os diferentes comportamentos assint6ticos das con guracdes. Uma vez que esperamos que
o sistema evolua no tempo, governado pela equacdo de campo (2.2), mantendo a energia
conservada. Devemos esperar que as condi¢des de contorno (2.9) também sejam invarian-
tes no tempo, permintindo assim de nir uma carga topoldgica [3]. Effl + 1) dimensdes,
comecemos considerando a seguinte de nicdo para a corrente topoldgica

j =a @h(); (2.14)

sendoa uma constante de normalizacdo, o0 pseudo-tensor completamente antissimé-
trico (Levi-Civita), e h( ) uma funcao arbitraria dependente dos campos Notemos que
por virtude das derivadas comutaremn(@ @ = @ @), vemos que a corrente topoldgica
€ automaticamente conservad@ | = 0. Sendo assim, uma vez que consideraremos So-
mente con guragcbes bem de nidas e topologicamente limitadas, assumiremntgs )
de modo que

j =a @ : (2.15)
Se considerassemos teorias em que a topologia das con guracdes ndo sejam necessaria-
mente limitadas [41], ainda poderiamos manter as descri¢fes realizadas acima ao rede-
nirmos a funcao arbitraria h( ) em termos do superpotencial [42], mantendo assim a
validade da carga topolégica mesmo para esses contornos. Sem perda de generalidade,
de nimos para as con gurac¢des estaticas a seguinte carga topolégica

z, z, h i

+

Q= . dxj°(x) = a . dx )= a[ (x=1) x=1 )=a ; (2.16)
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de modo a depender somente da topologia do sistema. Con gura¢cbes de campo que pos-
suemQ 6 0 "8 sdo denominadas solu¢des topoldgicas (kinks), e con guracdes
gue possuenQ =0 = sao solucdes nao-topoldgicas (lumps). Desta forma disse-
mos que as solucdes de campo séo caracterizadas por dois indices assintoticos
formando setores adjacentes que ndo mudam com a evolugao temporal do sistema. Por
conseguinte, vemos que esses setores sao invariantes homotopicos, isto €, invariantes sob
deformacdes arbitrarias continuas das con guracées de campos, 0 que justi ca chama-los
de setores topolégicos, sendo cada setor uma classe diferente. Além disso, uma vez que 0s
minimos degenerados sado distinguiveis pelos indices do setor, teremos uma quebra espon-
tanea de simetria e, neste caso espacialmente unidimensional, as teorias apresentardo a

simetria discreta $ . Como uma breve ilustracéo consideremos o potencial da teoria
4. da forma
2 2
V( ):? 1 27 (2.17)

de modo que os minimos degenerados do potencial s&o 1. Assim podemos ter

" Q=0quando = = 1, isto &, solugdes triviais de minimos,
" Q=+1 quando =1e = 1, onde convencionamos chamar de kink,
" Q= 1lqguando = 1le =1, de modo que chamamos de anti-kink.

Embora a de ni¢cdo de carga topoldgica possa parecer muito simples aqui, sua construcéo
se torna importante quando lidamos com teorias mais gerais como teorias de gauge [5],
onde a simetria do espaco dos minimos ndo € mais discreta. Contudo, devemos enfatizar
gue a de nicdo de carga topologica surge a partir das condicfes de contorno, e ndo de um
grupo de simétria.

2.2 Estabilidade

Com objetivo de estudarmos a estabilidade classica ou linear para um sistema
de n campos escalares estaticos que satisfazem a eq.(2.5), iremos considerar pequenas
utuacdes da forma

i(tGx)= () + i(tx); (2.18)

mica dos campos perturbados (2.18). Veremos que a di culdade consiste em determinar-
mos o espectro de autovalores do operador tipo Schrédinger associado aos modos normais
do modelo classico, cuja estabilidade ocorrera no caso deles serem todos de nidos semi-
positivos e com o modo-zero coincidindo com o estado fundamental. Este procedimento &
conhecido como a abordagem padréo [21].
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A evolucédo dindmica dos campos escalares perturbadqgst; x) é dada pela equa-
cao de Euler-Lagrange (2.2)

@i @ i+V.()=0; (2.19)
parai =1;2;:::;n, e ( 1 2;:::; n). Substituindo a eq.(2.18) na eq.(2.19)
@ @; +V,0=0; (2.20)
e expandindo o potencial perturbado em ordens lineares dét; x)
V() V.()+V, () 1+V, () o+ +V. () o (2.21)
de modo que ao considerarmos as equacfes de campos estéticos (2.5), obtemos
@é% g%+vill+ +V. i+ +V _ ,=0: (2.22)

Uma vez que as perturbagdes sdo em torno de solugbes estéaticés), vamos assumir
que

i(tx) = 4§ ki (X) cos wy t); (2.23)
k

e ao substituirmos na eq.(2.22), obtemos a equacao de autovalores tipo Schrodinger

H o (X) = wWg (x); (2.24)
onde
0 1 0 1
\% 11 \% 12 \% 1 \ 1 n kl(x)
\ 2 1 \ 2 2 \% 2 i \ 2 n kZ(X)
d? : : : : : : :
H= S+ ; k(x) = ;
dx? V., V., (2 V. i (X)
V n 1 V n 2 V n i V n n kn (X)
(2.25)

no qual a matriz acima esta escrita em termos das solu¢cfes estéticalx). Podemos
observar da eq.(2.24) que autovalores negativgw? < 0) destruird a estrutura da con-
guracdo estatica pela perturbacédo (2.23), desta forma a estabilidade s6 existira para
autovalores positivos semi-de nidogw?  0). Além disso, diferenciando a equagéo de
segunda ordem (2.5) com respeitoxae comparando com as expressoes (2.24,2.25), vemos

gue o modo-zerqH o(x) =0) é intrinseco ao formalismo com autoestado
0 1 0 1

01(X) cl)(x)
o(X) = a(X) E=NoB x) &; (2.26)

on(X) a(x)
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onde Ng € uma constante de normalizacdo e(x) € o autoestado fundamental, que
coincide com a con guracao de menor energia para um sistema BPS.

Nos proximos capitulos, particularizemos o formalismo desenvolvido acima para
os casos de dois e trés campos BPS. Sabe-se que para esses casos BPS ¢é possivel, a partir
da de nigao do superpotenciaW (2.10), descrever o Hamiltoniandd (2.25) em termos
de um operador de primeira ordem [1, 21]

H=A'A = A.A ; (2.27)

sendo

d
A= W (2.28)

Uma vez que,W é uma matriz quadrada real com dimensao correspondente ao numero

de campos, teremos qu&’ = A . Tendo de nido H conforme a eq.(2.27), a estrategia
seguinte sera buscar diagonalizar a matriz origin&/ , de modo que assim obtemos uma
matriz equivalente diagonalizada. O objetivo desta estrategia, de um modo geral, é o de
simpli car as andlises ao conduzir um sistema de autovalores tipo Schrddinger, que em
geral sera acoplado, em um sistema do mesmo género sO6 que desacoplado. Em outras
palavras, seguindo esse procedimento serd possivel analisar o sistema de equacdes de
autovalor de forma que as equagdes serdo independentes uma das outras.
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3 Meétodo de deformacéo

No cenario de modelos descritos por um Unico campo, um meétodo introduzido re-
centemente possibilita relacionar diferentes teorias por um difeomor smo de modo a gerar
uma nova familia de con guracfes topoldgicas ou nao-topolégicas. Este procedimento é
conhecido como método de deformacéo [33, 34], 0 qual descreveremos a seguir.

Consideremos a seguinte lagrangiana para um modelo de um campo escalar

1 1.,
LZQ@ @ V();, com V():EW; (3.1)
de modo a suportar a con guracado BPS satisfazendo a equacéo de primeira ordem
= W (): (3.2)

Com o modelo original em méos, introduzimos uma fungéo suave invertifetomo sendo
a funcdo deformacéo de nindo

(x)=1( (x); (3.3)
onde' é a nova con guracdo BPS deformada. Todavia, a obtencdo de uma nova teoria to-

poldgica deformada, derivada pela transformacéo (3.3), requererd um potencial deformado
gue relacione com o potencial original pela expressao

9C)= V() (3.
paraf. ;’—., gerando a lagrangiana deformada
e= @@ 9() com 9()= WA (35)
além da equacéo de primeira ordem
YO= W () (3.6)

cuja solugdo serd (x) = f 1( (x)). Sendo assim o método consiste em considerarmos
uma teoria inicial cujas solug¢des topoldgicas sdo conhecidas, e em seguida, propor uma
transformacédo na con guracao original por uma funcédo de deformacédo, gerando assim
uma nova con guragdo deformada para uma nova teoria deformada. Uma vez que esta-
mos considerando teorias que suportam con guragcdes BPS, podemos de nir uma relagéo
equivalente a (3.4) em termos dos suporpotenciais

W fep=w(e)=fw(); (3.7)

a partir da de nicéo (3.3). Obtendo assim a seguinte relacéo

d _Ww().
d' ()

(3.8)
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que sera importante para construirmos teorias de multi-campos escalares [44] que supor-
tam con guracbes BPS. De fato, ao promovermos a funcédo de deformacao (3.3) a uma
orbita no espaco de con guracfes dos campos, funcionando como um vinculo entre os
mesmos, veremos uma estrutura semelhante com a relacdo (3.8) para o caso de multi-
campos BPS [26, 29]. Permintindo assim descrever um novo método para sistemas de
multi-campos escalares acoplados gih+1) dimensdes, onde apresentaremos no préximo
capitulo.

Consideremos agora algumas teorias ja bem de nidas que suportam con guragcées
BPS para ilustrarmos o método de deformacdo. No préoximo capitulo partiremos desses
exemplos para ilustrarmos o0 método de multi-campos acoplados.

3.1 Adeformacac*$ '

Iniciando pelo modelo bem conhecido” [36], cujo potencial e o superpotencial
séo, respectivamente,

2
V)= 51 ; (3.9)

W () 1 2 (3.10)

onde € um parametro real positivo adimensional, de modo a suportar a con guracao
estatica BPS
(x)=tanh( x): (3.11)

Propondo uma deformac&o do modeld* da forma
=f(C)=j"j 1 (3.12)

resulta no modelo topolégico BPS tipo-® (denotamos pot f) [35]

2

0()= @D (3.13)
Weey="@i"; (3.14)
" (x)= (1+tanh( x)); (3.15)

que é uma versdo semelhante ao model8 [36]. Observemos que no exemplo acima

0 processo de deformacdo pode modi car os numeros de minimos degenerados. De fato,
podemos perceber que o modelo original possui 0os seguintes minimasf  1g, enquanto

o modelo deformado possui os minimos = f0; 1g. Consequentemente, ocorrendo a
interessante formacdo de novos setores topoldgicos. Além disso, podemos destacar que
ambos os modelos sdo BPS e estaveis [35, 36].
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3.2 Adeformacédo’$ sG

Como segundo exemplo, comecemos novamente pelo modélade nido pelas
egs.(3.9)-(3.11). Propondo agora a seguinte deformacao

=f()=sin( ); (3.16)

sendo um parametro real positivo adimensional e € o novo modelo deformado. Obtemos
o modelo sine-Gordon (denotamos por sG) [3], representado pelas seguintes expressdes

2
¥()= ﬁco§( ): (3.17)
W ()= —cos( ); (3.18)
(x) = 1 arcsin (tanh ( x )): (3.19)

Podemos observar que neste modelo possuimos in nitos minimos degenerados arranjados

nos valores , = k 1 -, comk 2 Z, de modo a gerar um niimero in nito de setores
topologicos equivalentes, onde no caso particular da solucéo (3.19) corresponde ao setor

( o; 1)- Além disso, este modelo BPS também é estavel [36].

3.3 A deformacédo sk modelo-E

No terceiro exemplo, adotamos como modelo original um modelo bosénico BPS
desenvolvido recentemente, nomeado de modelo exot{cenotamos por modelo-E[37,
38], da forma

V()= 22(1+ )2 cog ;In(1+ )2 (3.20)
W ()= (1L+ )cos ;In(1+ )2 (3.21)
(X) — earctan(sinh( X)) 1; (3_22)

sendo real, positivo e adimensional. Este modelo possui in nitos minimos degenerados
arranjados agora nos valores, = elk 2) 1, comk 2 Z, e naturalmente in nitos
setores topoldgicos. Contudo, observemos que neste caso 0s setores topoldgicos ndo sao
mais equivalentes, de modo que a energia BPS dependera do setor topolégico considerado
em particular. Portanto, devemos esclarecer que na con guracéo BPS (3.22) consideramos

0 caso conectado pelo setdr,; ;). O modelo-E suporta con guragdes BPS estaveis [37].

Ao deformar o modelo-E pela seguinte funcéo de deformacéo

=f()=e 1 (3.23)

obtemos novamente o modelo sG descrito pelas expressoées (3.17)-(3.19).
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3.4 A deformacdoc*$ #

Como ultimo exemplo consideramos um modelo BPS topolégico que deforma em
um modelo n&o-topolégico. Com esta nalidade, partindo do modelo* (3.9)-(3.11) e
propondo a seguinte deformacao

<

2
Ji=f0)="1 —; (3.24)

sendo um parametro real positivo adimensional e o novo modelo deformado, obtemos

o modelo “*-invertido (denotamos por #') [36]
|

2 2
¥O=5 1 - ; (3.25)
b
W)= | t g —; (3.26)
(x)= sech(x); (3.27)
onde 8

== Llse (0 (3.28)
I+ 1 se (x)<O0:

Apesar da eq.(3.26) estar coerente com a construcao de nida em (3.7), devemos esclarecer
que estamos extrapolando a de ni¢do, uma vez que, o modefb ndo é BPS. Note que este
modelo possui somente o minimo= f0g, de modo a resultar em uma con guracao nao-

topoldgica. Sendo assim, partimos de um modelo BPS estavel e descrevemos um modelo
ndo BPS instavel [36].
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4 Método de extensao para dois campos

Vamos agora descrever o método de extensdo a m de construirmos teorias de dois
campos escalares BPS a partir de teorias de um campo BPS, onde usaremos a not&¢Ho
para representar o superpotencial das teorias de um campo escalar, e correspondentemente
W® para o caso de dois campos escalares. Para uma teoria de dois campos escalares que
suportam con guracdes BPS, denotados por e' , vemos que das equacdes de primeira
ordem (2.12)
0= w®; 0= we; (4.1)

podemos escrever a seguinte relacao

d _ we )

W) (4.2)

apresentando assim uma estrutura semelhante a expreséo (3.8) derivada em termos dos
superpotenciais de um campo escalar. De fato, 0 novo método se inspira hessa semelhanca
para estender a estrutura da expressao de um campo em dois campos, dai o0 nome método
de extenséo [26]. Para tal, iniciamos com uma teoria de um campe utilizamos a defor-
macédo = f (') parareescrever a equacéo de primeira ordem em trés modos equivalentes

0_ W(l)( ); 0_ W(l)(v ); 0_ W(l)( - ); (43)

onde na segunda expressdo zemos o0 uso total da fun¢adb f (' ) a m de escrevermos
w® com uma funcdo somente de, enquanto na terceira expressao utilizamos parcial-
mente a funcéo deformacgéo de modo qu(l) seja expresso por ambose' . Obviamente,
h& uma ambiguidade na obtencao da Ultima expresséo, uma vez que ela dependeré de qual
escolha arbitraria foi parcialmente executada.

Visto que o campo deformada também satisfaz uma equacéo de primeira or-
dem BPS (3.6), podemos assim utilizar a inversa da funcdo de deformatdb f ()
para escrevermodV.® (3.7), de modo anélogo ao caso anterior, nas seguintes relagées
equivalentes

v 0 W'(l)(l )’ 1 0 W.(l)( )1 v 0 W'(l)( ;n ): (44)
Tendo as relacdes (4.3) e (4.4) determinadas, estamos agora aptos em promover a
extensdo atraveés do seguinte ansatz

WO )= aWP )+ aWw® (G )+ aaW®P( )+ prgl )+ pag(;’ )+ psg( );(4.5)
WA )= WO )+ WO )+ WO )+ g )+ e )+ s ); (4.6)
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onde, por consisténcia, os parametras, b, p e g parai = 1;2;3, devam satisfazer as

restricoes
x3 x3 x3 x3
a= h=1; e p= g=0: (4.7)
i=1 i=1 i=1 i=1
Além disso, também por condicGes de consisténaipe ¢ sdo funcdes arbitrarias que seréo

determinadas pela exigéncia d&/@ ( ;' ) ser suave e continuo, ou seja, pela condi¢éo
W2 )= W) (4.8)
Portanto ao substituirmos as egs.(4.5) e (4.6) na condicao (4.8) obtemos

0=pg()+pg(;') e’ ) ®wg()+aWw?()+aw?(;" )
WY () W) (4.9)

de modo a determinar a forma especi ca das funcog® g, com uma certa arbitrariedade

de escolha nos parametros e no arranjo dos termos. Devido essas arbitrariedades podemos
dizer que havera inumeros modelos resultantes, possibilitanto assim determinar diferen-
tes expressoes parﬁv(z)( ) e WO (;' ). Nosso principal objetivo aqui é construir
modelos que suportem con guracdes BPS, de modo que isso sera alcancado escolhendo
cuidadosamente essas formas. Depois de fazer isso, podemos voltar ao sistema dado pelas
egs.(4.5) e (4.6), e realizar integracdes simples para nalmente determinarmos a forma de
W® (" ). Além disto, podemos veri car diretamente que a solugdo do modelo estendido

de dois campos séo as respectivas solucdes BPS para os modelos de um campo original
e deformado, com a funcdo deformacdo sendo agora estendida a uma Orbita no espaco
das con guracdes. A seguir, descreveremos a estabilidade linear para dois campos BPS
e ilustraremos 0 método de extensao construindo explicitamente novos modelos de dois
campos escalares interessantes.

4.1 Estabilidade linear para dois campos

Preocupemos agora em avaliar a estabilidade classica ou linear no caso particular
de dois campos escalares acoplados, onde focaremos aqui em con guracdes BPS [21].
Portanto, utilizaremos os resultados construidos na secédo 2.1 no caso de dois campos
BPS, nos quais continuaremos denotando pore " .

Vimos na sec¢ao 2.1 que ao considerarmos a perturbacéo linear (2.18) em torno dos
campos estaticos (x) e’ (x), da forma

(EX)= )+ () cos i); (4.10)

X
2oAx) =" (X)+ k(X) cos (wt); (4.11)
k
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obtemos um problema de autovalores tipo Schrodinger (x) = wZ ,, com

oo 1 0 1
;2+@V VoA : (=@ A
X A \

VooV F 0 (09 K(x)

H = (4.12)

sendo a matriz descrita somente em termos dos campos estétics) e ' (x). Uma vez
gue estamos propondo que o potenci¥l( ;' ) suporte estados BPS (2.10)

1 2 1 2
entdo podemos escrever as seguintes expressdes
Vv = W2 22 woOw@ + w® 2y wowe : (4.14)
Vo= WO e wOw® + w@ e wOw® | (4.15)
V. =V =wWPwW® + wOW@ L+ wOw@ + wow®@ - (4.16)

Substituindo as egs.(4.14) (4.16) na eq.(4.12), encontramos que a matri/ que de ne
o operador linear de primeira ordenA ¢é dada por (2.28)
w® w®
w=@ @ A ; (4.17)
(ARSI VA®
f ()5 (X)9
permitindo reescrever o operador tipo Schrdodinger na forma (2.27). Da seguinte constata-
cdoA’ = A , observamos que no caso BPS o operador tipo Schrodingeisera positivo
semi-de nido (wx 0 8 k), e com estado fundamental (2.26) coincidindo com o modo

zero(wp = 0) apresentando, na base que esta de nidd em (4.17), a seguinte forma
0 1 0 1 0 1

=0 Wazne Wasy,a WM, (418)
o(X) %) WA (x)

sendoNy uma constante de normalizacdo. Portanto, asseguramos a estabilidade linear
das con guracdes BPS, pelo menos para algum vinculo entre os parametros. No que diz
respeito a determinacao explicita do espectro de autovalor@s), vemos que o0 acopla-
mento entre 0s campos estaticos resulta em geral no acoplamento das utuacfes em (4.12).
Contudo, podemos contornar esta di culdade inerente a equacao de autovalor ao conside-
rarmos o operador de primeira ordem (4.17) com sua matriz origindl sendo trocada por
uma matriz diagonal equivalente, tornando geralmente o problema mais maleavel. Sendo
assim, ao considerarmos um operador equivalente de primeira ordem da forma

0 1
d u. 0
A= —+@ A 4.19
Ix o u (4.19)
resulta na expressao [21]
S
1 1

U= S WOewe 2w w® e w? (4.20)
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Substituindo (4.19) em (5.25), obtemos duas equacdes de autovalor

#
2
c&z U0 k()= wie k(0); (4.21)
#
2
5z T U 00 k09 = wie k00; (4.22)

onde 0s potenciais mecanico-quanticos sao dados por

_ 2, du
U (x)=u+ o (4.23)

Vale ressaltar que, em geral, este método requer algumas simpli cacdes devido os termos
dentro da raiz em (4.20) trazerem algumas complicacfes para os calculos analiticos expli-
citos. Sendo assim, quando aplicarmos essas constru¢cdes acima nos respectivos modelos,
tentaremos simpli car os termos da raiz sempre que possivel de modo a permitir realizar-
mos uma analise analitica da estabilidade das con guracdes BPS para modelos de dois
campos. Caso contrario, os problemas espectrais correspondentes devem ser analisados de

um ponto de vista numérico.

4.2 Modelo acoplado®+ "' ¢ e estabilidade

Como um primeiro exemplo, utilizaremos o método de extensao para acoplarmos
ateoria * com a teoria' § descritos na seco 3.1. Iniciando pela teorid (3.10)

wPcy= 1 2, (4.24)
e considerando a fungéo de deformacéo (3.12)
=fC)=j"j 1 (4.25)
vimos que resulta no modelo deformado?® (3.14) da forma
WOey= @) (4.26)

Podemos agora utilizar a funcdo de deformacéo (4.25) para escrever o superpotencial de
* (4.24) nas trés expressdes equivalentes (4.3)

whey =gty (4.273)
whGry = @+ @iy, (4.27b)
wWey = @ ¥, (4.27c)

de modo que na primeira expressdo zemos uma transformacad f (') completa,
enquanto na segunda zemos uma transformacao parcial. De forma analoga, utilizando a
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funcdo de deformacdo inversa! f 1( ), escrevemos o superpotencial deformado (4.26)
nas expressoes equivalentes

W = @iy (4.28a)
w ¢y = ra (4.28b)
WPy = a (4.28¢)

onde o parametro é uma constante e assume o valor= 1 depedendo da respectiva
solucdo' (3.15). A m de especicarmos as funcbeg, devemos agora substituir as
equacoes (4.27) e (4.28) na condicao (4.9), obtendo explicitamente

Pg )+ P0G ) e(;" ) ®eg()
= by 2 ai1j'j) 2 bs + a,: (4.29)

Como temos uma liberdade nos parametros (4.7), podemos faper= 0 e = 0, e
rearranjar os termos de modo que

P2g (" )= by 2 bz, (4.30)
g (;")=2 a1j"') a2, (4.31)

resultando emps = po, = p, € apOs integracdes simples, nas seguintes expressoes
!

o) = = Zrzagn (4.322)
P2 2
o) = — 2 (L'} 2% (4.32b)
) qz 1 2 ) .
em que denotamog' j = ' . Além disso, podemos usar a funcdo deformacdo, e sua
inversa, para escrever
b, )
Pg( ) = 7(1"' )>+2 bz (1+ ), (4.33a)
ag() = 2+ 2 (@ (4.33b)

Com as funcdeg especi cadas acima, podemos de nir agora 0 ansatz (4.5) e (4.6), ob-
tendo respectivamente

WO ) = et @) 2 e @)D 2 a9
#
+k;2(1+ Y +2by 1+ ) ; (4.34)

we(: ) b @D 22 (L) @)

2a @0 m+—%§ 24 by (4.35)
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gue por uma integracdo simples resulta em

W@y = ;(a b+ c+1)j' j ;(a+c 1)'2+é(a+b+c jj'?
+a ' ;(a+ b 2+;(a+b c 1) ?j j+;(2 a+ b
+;(1+c a) 2 é(a+b 2c) 3 é(a 2b+c 1) ; (4.36)

para os parametros renomeadas 2a;,b b, ec 2a,+a b, 2b +1.Notequeo
modelo acima acopla o campocom' , mostrando assim que o método de extensao gera de
fato o modelo( “+ ' f). Além disso, podemos veri car diretamente que as con guragdes

(x)=tanh( x) e ' (x)= (L+tanh( x)); (4.37)

séo as respectivas solucdes da equacéo de primeira ordem para dois campos BPS (4.1)
guando W@ e W® sao de nidos pelas expressdes (4.34) e (4.35). Este modelo contém
trés minimos degenerados, nos valores, = ( 1;0), m, = (1;2), emz =(1; 2), sendo

dois deles setores BPS. A saber, o0 setor conectando o minimpcom m, e o setor que
conectam; commg, onde pela eq.(2.13) vemos que os dois setores apresentam a seguinte
energiaEgps =8 =3.

Existem varios outros setores topoldgicos que aparecem dependendo da escolha nos
valores dos parametros. Por exemplo, pa@= b=0 ec= 1, recuperamos o setor BPS
associado ao modelo*, conectando os dois minimo§ 1;0), com energiaEgps =4 = 3.

Por outro lado, também podemos veri car que a con guragéo trivial =0 néo pertence
ao espaco dos minimos deste potencial. Por m, teremos que para os val@esc =1

e b= 0, o superpotenciaW @ ( ;' ) torna-se uma fungdo harmonica dos campos, isto é
w® = w®@ e consequentemente toda solugdo sera solucio BPS [45, 46].

Estudaremos agora a estabilidade do modelo estendido®+ ' § . Sendo assim
devemos considerar o superpotencial (4.36) e os estados BPS (4.37) na expressao (4.20),
obtendo neste caso a expressao

u =b+(c 1)tanh(x) b+ (1+ c)tanh(x) 2; (4.38)

onde consideramos = 1. A m de realizar um estudo analitico da estabilidade, elimina-
remos a raiz assumindo a condicdo

b j1+d; (4.39)

de modo que os potenciais mecanico-quanticos (4.23) correspondem neste caso as expres-
sOes (ver gura 1)

U (x)
U (x)

AP +4 +8bctanh (x)  2c(2c 1) sech (X); (4.40)
4 6 sech(x): (4.41)



Capitulo 4. Método de extensdo para dois campos 32

Figura 1 Potencial mecanico-quanticoU, (x) associado ao modelo estendido*+ ' f)
para diferentes valores dos parametros. Na esquerda, tracamos o potencial
comc= 1, eb=0:6 (linha sdlida), eb=0:125(linha tracejada). Na direita,
tracamos o potencial cont = 2, e b= 1:5 (linha sdlida), eb = 1:1 (linha
tracejada).

Desta forma podemos observar que ambos apresentam a forma do potencial Rosen-Morse
I1[39] (ver apéndice A). Para o potencial, (x) (4.40) vemos que os parametros de Rosen-
Morse Il sao

A= 2c; B =4bc; (4.42)

onde pela condigéo de estabilidade (A.3) devemos ter

q
c<0; jo < jd; 0 k<A 4ibjd; (4.43)

sendok o nimero de estados ligados (de modo gke2 N). Devemos agora escolher

explicitamente alguns valores para os parametra® c que respeitem as condi¢cdes descritas
acima. Por exemplo, perceba que se escolhernbgs 0 devemos ter pela condicéo (4.39)

quec= 1, resultando em

U:(x)= U (x)=4 65sechi(x); (4.44)

de modo que ambos potenciais séo iguais e a estabilidade é garantida. Agord, sé a
condicao (4.39) ndo pode ser satisfeita, impedindo a continuacao do estudo da estabilidade
neste caso, pelo menos analiticamente. Para nalizar, quando considerarbos 0 vemos
gue das condic¢des (4.39) e (4.43), encontramos a condicao

jil+¢d b<jg; (4.45)

gue, por consisténcia, exige < &:2. Além disso, analisando os possiveis valores de
k, vemos que no intervalo 3 1+ -2 <c < 1, teremos somente um estadk = 0.
2

. . P
Todavia, se agora considerarmos o0s valores em que % 1+ %, podemos ter as
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seguintes possibilidades
8

3 0, se i c+ 3 ? b <jd;
k= o 1 ) (4.46)
_§Oandl' se jl+qg b<= c+i":

jCi 2

Podemos também perceber que o potencidl (x) apresentara autovalores comuns ao do
potencialU (x), isto éE; =0 e E; = 3, somente se

_I!
"3
2

_ E (1+0@+2c)2.

b (1+4c) '

1 <c< L (4.47)
Na tabela 1, escolhemos alguns valores particulares para os parametros a m de ilustrar

Nnossos resultados. Para todos esses casos, a estabilidade das solugcfes esta garantida.

C b kK| Ex=! E
-1/ 06 |0 0
-110.125]/ 0 0

1 2.81
-2 15 |0 0
-2 11 |0 0

1 3.24

Tabela 1 Numero de estados ligados e seus autovalores para diferentes valores dos parametiasc.

4.3 Modelo acoplado®+ sG e estabilidade

Como segundo exemplo, vamos acoplar a teori4 com a teoria sG descritos na
secdo 3.2. Sendo assim, partindo do superpotenciél (3.10) e considerando a seguinte
funcdo de deformacéo (3.16)

=f()=sin( ) (4.48)

obtemos o superpotencial sG (3.18)
W®( Y= —cos( ): (4.49)

Pela funcao de deformacéo (4.48) iniciamos 0 método de extensdo escrevendo 0 superpo-
tencial * nas seguintes expressées equivalentes

wWey = @ ¥, (4.50a)
why) = cod( ); (4.50b)
wheG oy =@ sin(); (4.50c)
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e de forma andloga podemos escrever o superpotencial sG como segue

W) = —cos( ) (4.51a)
q

w9y = -1 % (4.51b)

WO ) = 1 sin( ) (4.51¢)

Como temos uma certa liberdade na escolha dos parametros (4.7) e no arranjo dos ter-
mos, sera conveniente fazdy, = b; = 0, a m de eliminarmos os ultimos dois termos
equivalentes déflv(l) gue apresentam funcionais com raiz quadrada. Sem perda de gene-
ralidade, escolhnemos ainda fazen = p, = g =0, demodoa xarbp =1,ps =0 e

& = . Portanto, podemos especi car as fun¢cdegsp substituindo as equacdes (4.50) e
(4.51) na condicéo (4.9) junto com os parametros, obtendo assim

g (; )= 2a,sin( )+ a cos( ): (4.52)

Por uma integracéo simples, temos

o )= o 2 sin )+% 2 cos( ) (4.53)
assim como
&g )= " 2a; + % sir’( )cos( ); (4.54)

ao utilizarmos a funcdo de deformacéo. Substituindo os resultados acima no ansatz (4.5)
e (4.6), obtemos respectivamente

WG ) = mcod( )rad s )@ a a) 1 ; (459
waee; ) = Ecos( ) + 2a1+% sin’( )cos( ) a sin@2 )
#
aZT 2cos( ) ; (4.56)

onde devemos realizar integragdes simples para obtermos o superpotencial de dois campos

da forma

3

we(; ) = 4 a )y a st ) 2 ’sin( )+ s )

=2
2

1 a2 - 3
+ = + = : :
3 28, > sin°( ) (4.57)

Observe que agora temos acoplado o campeom , mostrando que o método de extensao
gerou o modelo( %+ sG). Este modelo é uma generalizacdo dos modelos de campos
acoplados néo lineares desenvolvidos recentemente em [47]. Podemos veri car diretamente
que as con guragdes

(x) =tanh( x) e (x) = 1 arcsin (tanh ( x )); (4.58)
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sao as respectivas solucdes BPS da equacao de primeira ordem (4.1) quando as deriva-
das parciais forem de nidas por (4.55) e (4.56). Este modelo BPS conecta os minimos

degeneradosn, =  1; comm, = 1;— ,comenergisEgps =2 £+ % .Aes-

2
tabilidade do modelo “*+ sG , consiste agora em substituir o superpotencial (4.57) e os
estados BPS (4.58) na expresséao (4.20). A m de simpli car, escolhemos faage  2a;

e =1 de modo que

u = gtanh(x) ;sgr(x)tanh(x); (4.59)

onde sgnk) é a funcgéo sinal. Da equacgéo acima, obtemos 0s seguintes potenciais mecéanico
guantico (4.23)

U (x)= ;(5 3sgnx)) 2(2 sgn(x))sectf(x): (4.60)

Os potenciais acima podem também serem associados ao potencial Rosen-Morse |1 (A.1),
sendoB =0 e = 1. Contudo, devido a fungcéo sgn), podemos ver da gura 2 que

eles agora serdo descontinuos de modo a requerer uma atencdo mais especial no que diz
respeito ao nosso objetivo de determinar os autovalores. Com esta nalidade, consideremos

a equacéo de Schrodinger

' @ E+U(x)i ( x)=0; (4.61)

assumindo~=2m =1 e que as energias discretd&s sdo de nidas pelo seguinte potencial
composto e descontinuo

Ux)= UBx) ( x)+ URKX) (x) = X (x U (x); (4.62)

onde (x) denota a fungdo degrau unitario, = fL;Rg de modo que (Lx) ( x)e

(Rx) (x), e UFR)(x) os dois correspondentes potenciais continuos e simétricos, os
guais admitimos que os correspondentes niveis de energia e funcdes de onda de todos o0s
estados estacionarios sao conhecidos. Uma vez que as funcbes de onda ndo podem ser
qgualquer fungcédo, devemos pressupor que x) e @ ( X) qx) sejam continuos em
x =0, além de ( x) ser nulo nos extremog ( 1 ) =0). Desta forma, podemos seguir
os procedimentos introduzidos em [48, 49] a m de determinarmos os niveis de energia no
caso de potenciais compostos, fazendo uso do chamado teorema de fatorizacdo da fungéo
de Green [50]. Iniciemos considerando as fungdes de Green para os potergf&i§) (x)
" @ E + Ul )(x)l GO x%E)= (x x9; (4.63)
para = fL;Rg, de modo queG=R)(x;x%E) sdo as funcbes de Green associadas aos
respectivos potenciaigJ-) (x) e UR)(x). A funcéo de Green deve ser limitada nos extre-
mos G( )(x=1 ;x%E) = 0, para ambos os casok = fL;Rg, enquanto a diferencial
@ GU)(x;x%E) apresenta descontinuidade em = x°= 0, de forma que

@G (0;0E) @Gl '(0;0 ;E)=1; (4.64)
@G')(0;0";E)+ @G'’(0;0 ;E)=0; (4.65)
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para os limitesx®! 0 . A eq.(4.64) é uma identidade geral, enquanto a expressao (4.65)
€ uma consequéncia da simetria no ponto = 0, onde sera util para simpli carmos as
analises. Multiplicando a eq.(4.63) por( x) pela esquerda e a eq.(4.61) p&{ ) (x;x%E),
obteremos ao subtrair os resultados e considerar a relacéo

Ux) U0 (x)GOx%E)=  ( x) UGDGX%E)( x); (4.66)
onde denotamos U = UR)(x) UM)(x), as seguintes expressdes

() @GO (x;x%E) GUIx%E) Bx)  ( x) UGH(XEE)( x)
= (x)(x x9; (4.67)

para = fL;Rg. Integrando a eq.(4.67) d€0; 1 ), e realizando uma integracao por partes
assumindo( x= 1 )=0eG()(x= 1 ;x%E)=0, obtemos
Z 1
GU0;x5E) 40) (0) G)(0;x%E) dx ( x) UGOx%E)( x)
0

= (X)) (4.68)
para = fL;Rg. Analogamente, podemos agora integrar del ;0) para obter
VA 0
©0) @G (0;x5E) GU(O:x%E) 10) dx (x) UG (xx5E)( x)
1

= (x9 (x9: (4.69)

Deste modo, podemos considerar = fRg na eq.(4.68) e = fLg na eq.(4.69) para
descrever a seguinte relagdo compactada

GO0;x%E) 90) (0) @GU©O;x% E)=  ( xY (x9; (4.70)
gue ao assumirmos os limites! 0 , teremos

©0)= () @G 0;0;E) Ix)G')(0;0;E); (4.71)
0= (0) @G )(0;0 ;E) 9Y0)G )(0;0:E): (4.72)

Somando as duas expressdes acima e usando a relacao (4.65), encontramos

0= 2 10)GM(0;0E); (4.73)
0= 2 Y0)G"(0;0:E); (4.74)

de modo que podemos escrever
h i
GR(0;0:E)+ GY(0;0;E) %0)=0: (4.75)

Para o caso 40) = 0 teremos queG‘ )(0;0;E), para = fL;Rg, apresentard um polo
emE = Ep, uma vez que estamos assumindo possuir estados ligados. Adsinsera um
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Figura 2 Potenciais mecanico-quanticos descontinudsd (x) associados ao modelo es-
tendido ( *+ sG), para =1ea, = 2a.

autoestado comum para ambos potenciai$™) e UR). Todavia, para 0) 6 0, obtemos
a seguinte equacgéao transcendental

GM(0;0;E)+ GR(0;0;E)=0; (4.76)

cujos autovaloresE permitidos pelo potencial compostd) sé&o todos os valores que satis-

fazem a equacéo acima (4.76). Sendo assim, devemos agora prosseguir na determinacéo da

funcéo de Green associada aos potencibi$) e UR) | isto é, devemos determinar a fungéo

de Green associada ao potencial Rosen-Morse Il [51] cBn= 0 e = 1. Neste cenario,

descrevemos a funcdo de Green associada ao potencial Rosen-Morsg(fM)(x; x% E)

por h i
@+A%ech(x) E° GRM)(x;x®E)= i (x x9; (4.77)

onde consideramos =2m =1,A%= A(A+1),eE®= E A?comA sendo o parametro

dado em (A.1). A m de determinarmosG(fM)(x; x% E), consideremos a seguinte equagio

de Green para e m inteiros

@ (1 +1)sect?(x) + m? tanh()jtanh(xs) = i (x Xa); (4.78)
cuja solug&o é bem conhecida
tanh(xy)j tanh(xa) = iz(m )( 1+ m+1)
(Xo  Xa)P, ™(tanh(xp))P, ™( tanh(xa)) + (Xp$ Xa) ; (4.79)

onde (x) é a fungéo degrau unitaria, = ( m;L) a fungdo gama, ;" (x) séo os polind-

mios de Legendre associados. Observe que as fungbes acima estam descritas em termos
dos parametros discretosn e |. Todavia, uma vez que a funcdo gama e os polinémios

de Legendre sdo bem de nidos no dominio complexo, podemos estender o dominio das
variaveis discretas para o continuo, de modo que

=( v, (4.80)

Po(y) = 1 1+z ?F a1+ a1 b'l y (4.81)
ay_ (1 b) l Z ’ ] " 2 ] .
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onde aqui consideramos,; b; e y variaveis reais, eF (a; gy c;y) a funcdo hipergeométrica.
Deste modo ao compararmos a eq.(4.77) com a eq.(4.78), vemos que

[(A) = A; m(A;E) = IOA2 E: (4.82)

Por consequinte, podemos indiretamente derivar a funcio de GreBfM)(x;x% E) subs-
tituindo as relacdes acima (4.82) na eq.(4.79), de modo que

GRY) (x: xO E) = '2('DA2 E A1+ A+ AZ E)

(x x%PApW(tanh(x))PApAz B( tanh(x9)+(x$ x9 ; (4.83)

que ao considerarmos o caso particular= x°= 0, obtemos

P
i AZ E A
G"M)(0;0;E) = 2 2 P E

1+A+pm 2 +PATE 2 2"ATE

2, 2. (4.84)

2 1 A+ AZ E o2 2+A+ AZ E
2 2

O espectro discreto de autovalores satisfaz a relacao

i( A
k!
(x x()PApW(tanh(x))PApAz E( tanh(x9)

lim (E EG(x;x%E) = A2 E, (1+2 A k)
I Ex

+(x$ x9 : (4.85)

Retornando para o0 nosso caso em particular, podemos decompor o poterdidlx) (4.60)
como segue

uY =4 6sech(x); uR =1 2sech(x); (4.86)
de modo que
. P—
i (3 E I 1 E
G (0;0;E) = ZE(Q?_L; cR(0;0:E) = 5 (4.87)

Substituindo a equacéo acima (4.87) na equacéao transcendental (4.76), permite escrever

P—P—
E 1 E 4 E+E(B E)=0; (4.88)
sendo assim permitido somente o autovaldt = 0 para o potencial descontinudJ; (x).

Pela eq.(4.85), podemos ver que o autovalor da energia zero é comum aos potenciais de-
compostos, 0 que é consistente com o fatoHe= 0 ser um pélo da funcéo de Green (4.83)
para ambos os casos. Uma equacdo transcendental idéntica sera obtida para o potencial

U (x), uma vez queU™®) = Uf™) | que novamente permitira apenas o autovalor de
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Figura 3 A linha sdlida (vermelha) € o gra co da solucédo ) para os valores de paréa-
metrosa; =3 ea, = 1. A linha tracejada (azul) € o gra co da solugéo ( )
para os valores de parametra; = lea,=1,com =1.

energia zero. Esses resultados nos levam a garantir a estabilidade para as solugbes BPS
do modelo estendidq “+ sG), pelo menos para nossa escolha particular de parametros.
Podemos constatar que o superpotencial (4.57) gera também os minimos degene-

rados 1;(2k 3)- ,e 1;(2k+ 3)- , sendok 2 Z. De modo que podemos destacar a
existéncia de outras solugdes BPS, onde um exemplo em particular séao

(1 al) e( 2(1 az)*az) x . .
(1 a) a)+ el 2L ayra) X 2
guando os parametros; e a, satisfazem as restricbea, < (1 a;), ea, 6 2(1 ay),
pois do contrario teremos que (x) torna-se uma exponencial ao violarmos a primeira
restricdo, e uma constante na violacdo da segunda. Pela escdha 0, temos que estas
solugdes conectam o0 minimm; a um NOvVo minimoms = La . >— . A energia BPS

()(x) = Ox)= — 2k (4.89)

1 a1 ax’
sendo agora da forma
3
2(1 al) Ao

E = — : 4.90
PPST6 1 & ay)? (4:99)

Uma outra solucdo possivel é dada pelas seguintes expressées

1 ag)+ e a) a) x 1

® (x) = ( 1) O(x)= — 2k+ = ; (4.91)

(3 (1 ay)+ €@ ay a) x’ 5

quandoa, > (1 al), e novamentea, 6 2(1 a;). Para k = 0, as solu¢cbes agora

conectam o minimom, para 0 hovo minimomy = I 1a1a1a2 , 5~ . As novas soluges em
(4.91) geram a mesma energia BPS que as solu¢cdes em (4.89), dada na eq.(4.90). Plotamos

ambas solugbes (x) na gura 3.

4.4 Modelo acopladeG+ E) e estabilidade

Com o método da extenséo objetivamos acoplar agora a teoria sG com o modelo-E,
onde ambos estdo representados na secdo 3.3 juntamente com a funcdo de deformacgéo que
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relaciona as teorias. Tendo o superpotencial do modelo-E (3.21)
w®()y= (1+ )cos ;In @+ ) (4.92)
e a seguinte funcdo de deformacgéao (3.23)
=f()=¢e 1 (4.93)

obtemos o superpotencial sG (3.18). Desta forma, podemos escrever as seguintes expres-
sOes equivalentes para o modelo-E

w@d() = 1+ )cos ;In(1+ G (4.94a)
wh() = e cos( ); (4.94b)
wo: )y = @+ )cos( ); (4.94c¢)
e para o modelo sG

W) = —cos( ) (4.95a)
W) = —cos ;In(1+ )2 (4.95b)

" #

@, 2 1 1
W7 (; ) = = cos —- cos ZIn(1+ )2 5 (4.95c)

Substituindo as equacdes (4.94) e (4.95) na condicao (4.9) cpn= g = 0, obtemos

P9 (5 ) @g(; )= a e cos( ) sin( )+ al+ )sin( )
(132 )cos - sin iln(1+ )?
(1% )sin ;In(1+ )2 (4.96)

Assim podemos agrupar os termos de modo que apds uma integracao simples, resulta nas
seguintes funcbeg

.y = & B g 2 .

a; ) = pze cos( ) 0p (L + )sm 2In(1+ )° | (4.97)
: _ 2 b 1 a 20 .

o; ) = Qcos —- cos Z,ln(1+ )? o t sin( ); (4.98)

onde utilizaremos novamente a funcdo de deformacado para reescrever as expressdes acima

nas respectivas formas
b3 |n(1+ ) . 1 2

sin —In(1+ . (4.99
T, (1) o7 2T S @59

2 bz a o . .
& ) as cog - 2% 3 1 sin( ): (4.100)

g0 ) 221(1+ ) cos ;In(1+ )2
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A partir desses resultados, retornamos no ansatz (4.5) e (4.6), obtendo

WO(; ) = aa+ eos( )+ (1 @)1+ )eos i+ )’

NLE In(1(;+)) i ;m(“ = (4.101)
WA ) = —@1 b)cos( )+ Bcos ;In(1+ )2

+ 22 1+ )% sin( ): (4.102)

Assim construimos o superpotencial de dois campos
1 1
W@ ) = E(l a)(1+ )2 2cos 5 In(L+ )? +sin éIn(1 + )?

+L23 In(1+ ) cos ;In(1+ )2 +sin ;In(1+ )?
2! a,h i
ta, +— cos( )+ o 5 € cos( )+2€ sin( )

+—(1 by)sin( ); (4.103)

para o modelo(sG+ E) ao acoplarmos o campo com o campo . Este superpotencial
suporta as seguintes con guracdes BPS

. 1 .

(x) = eFcansinh(x) 1 @ (x) = =arctan (sinh( x )) ; (4.104)
conectando os minimos degeneradog = e “2 1, =2 emy,= e~? 1,=2
com energia 5

Egps = = 5+ 2cosh : (4.105)

Para estudar a estabilidade do modelgsG+ E), devemos agora considerar o superpoten-
cial (4.103) e os estados BPS (4.104) na expressao (4.20), obtendo
: by

u = E sech(x )+ a, + b3 2+ 76 2 arctan(sinh( x )) + a, 2e2arctan(sinh( X)) tanh( X )

2 Ee arctan(sinh( x )) + a, earctan(sinh( X)) 2tanh2( X)

e 4 arctan(sinh( x )) .
+ ZeZarctan(smh( X)) sech(x )
4 4

©

#Hi

2 2=

2grarctan(sinh( X)) 1 4 g, 2grarcansinh( X)) tanh( x ) . :(4.106)

Novamente, com objetivo de realizarmos um estudo analitico do potencial mecénico quan-
tico associado, escolhnemas = b; = 0, de modo que ao substituirmos a eq.(4.106) na
eq.(4.23), resulta
U@(x)= 2 2sec( x) 3 2Zsech(x )tanh( x ); (4.107)
UQx)= 2 2 Zsech( x); (4.108)
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Figura 4 Potenciais mecanico-quanticodJ, (linha sdlida) e U (linha tracejada) do
modelo estendidqsG+ E) paraa, = b =0,e =1.

correspondendo respectivamente nos potenciais Scarf 1l (A.1) e Rosen-Morse |l (A.6).
Todavia, esta escolha de parametros trivialmente desacopla os campas , como pode
ser visto na gura 4.

Dada a di culdade de analisarmos analiticamente os potenciais quanticos para um
valor mais geral dos parametr@, e b, partiremos entdo para uma analise qualitativa de
aproximacao dos estados ligados para algumas con guracdes de parametros. Sendo assim,
0 maximo que poderemos garantir aqui € que existe estabilidade para alguns valores muito
pequenos dos parametros, ou seja, 0s potenciais possuem o modo zero como seu estado
fundamental, e ndo ha autovalores de energia negativa. Claro, uma andlise mais precisa e
geral requerira um estudo numérico mais profundo.

Comecemos considerando alguns pequenos valores dos parametrash;, e no-
temos como o potencial se deforma por essas pertubacdes. Nas guras 5 e 6 plotamos
0s potenciais para algumas con guracdes com = 0, e b; com alguns valores pequenos.
Enquanto, nas guras 7 e 8, plotamos con guracfes coly = 0, e a, pequeno. Portanto,
uma vez que valores nulos da, e b; geram potenciais mecanico-quanticos exatamente
soluveis desacoplados, podemos perceber que para valores muito pequenos dos parametros
(. 10 ?), continuaremos possuindo potenciais exatamente sollveis com acoplamento fraco
(ver gura 9). Permitindo assim desenvolver uma teoria de perturbacgdo independente do
tempo que determinara as corre¢des perturbativas nos autovalores, onde consideraremos
correcoes de primeira ordem. Primeiramente consideremas= 0 e b = .10 ?,
obtendo o seguinte Hamiltoniano perturbado

H=Ho+ H oy (4.109)

com

0
Ho = dd:2+<Eg) E; H1=%) E; (4.110)
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onde U sao os potenciais exatamente sollveis (4.107) e (4.108), enquanf]d sao as
correcdes de primeira ordem, que neste caso sdo dadas por

2 .
e 2arctan(sinh( x)) o 3 secﬁ( X) ; (4.1112)

C
=
=
1

U = 22 3sech(x) : (4.112)

No tratamento perturbativo, o espectro de autovaloE, sera expandido em série de po-
téncia , da seguinte forma

Exc=EQ+ E®+ 1 (4.113)

onde Elﬁo) sdo os autovalores ndo perturbados, representados neste caso respectivamente
por (A.2) e (A.7). Enquanto Eﬁl) séo as corregdes de primeira ordem determinadas pela
expressao 7 ,
@_-+h ® ® |
EJ' = . OQUL7 (X)) k(X)) +  (X)U(X) k(x) dx; (4.114)

onde y e  sao as autofuncdes associadas aos potenciais Scarf Il (A.8) e Rosen-Morse Il
(A.4), respectivamente. Sendo assim, ao compararmos as formas explicitas das eqs.(4.107)
e (4.108) com as dos potenciais exatamente sollveis, tereltAos em ambos 0S casos,

enquantoB = para u? eB = para u®, ApOs os célculos, concluimos que ambos
possuirdo somente o estado fundamentdak 0, o modo zero, com
0 1 0

rctan(sinh( x ))
=@ o(X) A-@ sech(x )ée?

A (4.115)
o(X) sech(x )

e energiaE((,O) = 0. Agora, usando explicitamente a eq.(4.114) vemos que a corre¢cao per-
turbativa para este cenario sera nuI(xEél) = 0). Portanto, até primeira ordem de correcéo,
vemos que os potenciais perturbados apresentardo somente o estado fundamental com au-
tovalor nulo (Eq = 0).

Consideremos agoraocasg=0 ea, = . 10 2. De modo similar, encontrare-
mos em correcdes de primeira orde”

ud = 2 2 3sec( x) 2sech(x)tanh( x) : (4.116)
u® = 2 2graclansinh( x)) 2 3 gechl( x ) 2 sech(x )tanh( x ) :(4.117)

Determinando novamente os parametros e as autofungdes, e retornamos na eq.(4.114),
descobrimos que a corre¢do de primeira ordem para o0 modo zero também desaparece.
Portanto, podemos garantir que em correcdes de primeira ordem o regime de acoplamento
fraco, paraa, . 10 2eb; . 10 ?, descreve um modelo estendidsG+ E) estavel. Como ja
mencionamos, valores mais gerais dos parametros de acoplamento, requerird uma analise
numérica mais completa do problema espectral.



Capitulo 4. Método de extensdo para dois campos 44

Figura 5 Potenciais mecéanico-quanticod); (na esquerda) dJ (na direita) paraa, =0
e = 1. Para ambos, plotamos os valorels = 0, s = 0:01, el = 0:8,
representado com linhas pontilhadas, sélidas e tracejadas, respectivamente.

Figura 6 Potenciais mecéanico-quanticod); (na esquerda) dJ (na direita) paraa, =0
and = 1. Para ambos, plotamos os valorelgs = 0, b; = 0:01, e by = 0:4,
representado com linhas pontilhadas, sélidas e tracejadas, respectivamente.

Figura 7 Potenciais mecanico-quanticod), (na esquerda) éJ (na direita) para b; =0
e = 1. Para ambos, plotamos os valores, =0, a, = 001, anda, = 0:8,
representado com linhas pontilhadas, sélidas e tracejadas, respectivamente.
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