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Resumo
Neste trabalho propomos o desenvolvimento de novos modelos de dois e três campos
escalares reais acoplados que possuem soluções BPS (Bogomolnyi-Prasad-Sommerfield).
Para tal fim utilizaremos o método recentemente proposto, conhecido como método de
extensão. Em particular, construiremos explicitamente novos modelos de dois e três cam-
pos escalares acoplados, e também estudaremos a estabilidade linear de suas respectivas
soluções BPS.

Palavras-chaves: Sólitons topológicos. Teorias de Campos. Método de deformação. Mé-
todo de extensão.



Abstract
In this work we propose the development of new models of two and three fields coupled
scalar real supporting BPS solutions (Bogomolnyi-Prasad-Sommerfield). For this purpose,
we will use the recently proposed method, known as the extension method. In particular,
we will explicitly construct new models of two and three coupled scalar fields, and also
we will study the linear stability of their respective BPS solutions.

Key-words: Topological Solitons. Field theories. Deformation method. Extension method.
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1 Introdução

Do que se tem relato, Sólitons foram observados e estudados primeiramente pelo

engenheiro escocês John Scott Russell em 1834 [2]. Deste momento até a atualidade,

descrevemos defeitos topológicos como sendo soluções topológicas de teoria de campos

não-lineares cuja densidade de energia é concentrada e sua respectiva energia é �nita

(defeitos topológicos que preservam a estrutura após colidirem, mantém a nomeclatura

de Sólitons), exigindo para tal efeito condições de contorno especiais [3]-[4]. As teorias

de defeitos topológicos apresentam importantes aplicações em diversas áreas da física,

como na Teoria Quântica de Campos e Física de Partículas [5], na Cosmologia [6]-[11], na

Matéria Condensada [12]-[15], entre outras.

Nesta dissertação trabalharemos com defeitos topológicos descritos por campos

escalares reais em(1 + 1) dimensões, que suportam soluções BPS (Bogomolnyi-Prasad-

Sommer�eld) [16, 17]. Estas soluções são estáticas e satisfazem equações diferenciais de

primeira ordem, além da equação de Euler-Lagrange de segunda ordem. Além disso, solu-

ções BPS são estáveis [18]-[21] e descrevem sistemas com energia mínima. Recentemente

tem havido um grande interesse na investigação de teorias de multiplos campos escalares

em (1 + 1) dimensões [22]-[32]. Tradicionalmente a análise de modelos de multiplos cam-

pos era realizada principalmente usando o método da órbita de teste(trial orbit method)

[22]-[25], que consiste em introduzirmos uma órbita teste da formaO(� 1; : : : ; � n ) = 0 ,

isto é, um funcional dos campos que será utilizado para desacoplar os respectivos cam-

pos escalares reais. Contudo, este método demonstrou ser pouco e�ciente para lidar com

modelos de multiplos campos escalares mais complexos, uma vez que a órbita não pode

ser arbitrária e requer tentativa e erro. Porém, mais recentemente foi proposto um novo

método que permite descrever de forma sistemática teorias de multiplos campos escalares

reais BPS em(1 + 1) dimensões, a partir de diversas teorias BPS de um campo escalar

real. Esta estrátegia é conhecida como método de extensão [26, 29], o qual consiste em

iniciarmos com diversas teorias de um campo escalar real, as quais são relacionadas entre

elas por mapeamentos, conhecidos como funções de deformação [33]-[36]. Em seguida,

utilizaremos estas funções, e suas inversas, para descrevermos diferentes expressões para

as respectivas equações de primeira ordem, as quais serão usadas para propor a equação

de primeira ordem para teoria estendida através de um ansatz conveniente [26, 29]. Neste

trabalho, utilizaremos o método de extensão para construir novos modelos de dois e três

campos escalares reais BPS. Além disso, estudaremos a estabilidade clássica ou linear

para cada modelo estendido obtido. Para tal objetivo, consideraremos teorias de campos

escalares bem conhecidos na literatura, tais como a teoria� 4 [36], a teoria tipo ' 6 [35],

o modelo sine-Gordon [3], o modelo periódico exótico (modelo-E) [37, 38], e a teoria� 4I
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invertida não-BPS [36].

A dissertação está dividida da seguinte forma. No capítulo 2, descrevemos o for-

malismo geral para as teorias não lineares topológicas em(1 + 1) dimensões no caso de

n campos escalares reais. De�nimos a carga topológica [3] associada as con�gurações dos

campos, permitindo assim classi�car as con�gurações em topológicas (carga diferente de

zero) e não-topológicas (cargas nula). Finalizamos o capítulo descrevendo o formalismo

geral da estabilidade, onde usamos para tal �m a formulação da estabilidade clássica ou

linear [18]-[21]. No capítulo 3, apresentamos o método de deformação [33]-[36] para o caso

de um campo escalar real. Este método consiste em iniciarmos com uma teoria de um

campo escalar real conhecida, para em seguida considerarmos uma função continua, suave,

e inversível que irá deformar o modelo original em uma nova teoria de um campo escalar

real, cuja solução deformada será dada pelo inverso da função de deformação. Aplicare-

mos o método nas teorias descritas acima. No capítulo 4, apresentaremos o método de

extensão para o caso de dois campos escalares. Particularizemos a estabilidade para este

cenário, focando no caso BPS. Tendo o formalismo em mãos, utilizaremos os resultados

obtidos no capítulo 3 a �m de ilustrarmos o método, construíndo assim novos modelos

estendidos de dois campos. No capítulo 5, iremos generalizar o desenvolvimento feito no

capítulo 4 para o cenário de três campos escalares reais. No capítulo 6, �nalizaremos nosso

trabalho apresentando as conclusões deste trabalho de dissertação, e as perspectivas de

investigações futuras. No apêndice A, resumimos algumas características dos potenciais

solúveis Rosen-Morse II e Scarf II [39]. No apêndice B, contém alguns cálculos explícitos

derivados do capítulo 5.
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2 Formalismo geral para teorias BPS

Construiremos neste capítulo o formalismo geral para as teorias não lineares topo-

lógicas em(1 + 1) dimensões. Primeiramente vamos obter as equações de Euler-Lagrange

para n campos escalares reais e as condições de contorno que garantirão as estruturas

dos defeitos topológicos, ou seja, con�gurações de campos com densidade de energia con-

centrada e energia �nita. Além disso, para potenciais exclusivamente positivos podemos

de�nir as teorias BPS (Bogomol'nyi-Prasad-Sommer�eld) que possuem características

interessantes e convenientes além de serem fundamentais na construção do método de

extensão. Finalizaremos este capítulo construindo, a partir de perturbações lineares, o

formalismo geral da estabilidade destas teorias topológicas.

O formalismo geral para teorias den campos escalares reais em(1 + 1) dimensões

� i (t; x ), para i = 1; 2; : : : ; n, pode ser descritos pela seguinte densidade Lagrangiana

L =
1
2

nX

i =1

@� � i @� � i � V (� ); (2.1)

onde os defeitos topológicos para diferentes teorias serão caracterizados pelo potencial

V(� ) � V(� 1; � � � ; � n ). Estamos considerando aqui a métrica� �� = diag(1; � 1) e, em

unidade naturais, a seguinte notação@� � @
@ x� , x0 = t, x1 = x. Da densidade lagrangiana

obtemos a equação de Euler-Lagrange

@2
t � i � @2

x � i +
@ V
@ �i

= 0; (2.2)

para i = 1; 2; : : : ; n, e a seguinte densidade de energia

H(t; x ) = T00 =
1
2

nX

i =1

h
(@t � i )

2 + ( @x � i )
2
i

+ V(� ); (2.3)

ondeT00 é a componente temporal do tensor energia-momentoT �� , derivado a partir do

teorema de Noether [40] pela invariancia translacional das coordenadas espaço-temporais

dos campos escalares. Deste modo a energia funcional do sistema

E[� ] =
Z 1

�1
dx H(t; x ) =

Z 1

�1
dx

 
1
2

nX

i =1

h
(@t � i )

2 + ( @x � i )
2
i

+ V(� )

!

; (2.4)

é dada pela integral espacial da densidade de energia (2.3) em todo espaço. Sendo assim,

ao considerarmos a invariância sobre o grupo de Lorentz, podemos trabalhar no referencial

de con�gurações estáticas(@t � i = 0) , que pela eq.(2.2)

� 00
i (x) =

@ V
@ �i

; (2.5)
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para a seguinte notação� 0
i � d

dx � i e i = 1; 2; : : : ; n. Multiplicando ambos os lados da

expressão acima por� 0
i (x)

1
2

"
d

dx
(� 0

i )
2
#

=
@ V
@ �i

� 0
i ; (2.6)

e integrando na componente espacial

1
2

(� 0
i )

2 =
Z @ V

@ �i
� 0

i (x)dx =
Z @ V

@ �i
d� i ; (2.7)

obtemos uma equação equivalente de primeira ordem. A energia funcional do sistema

estático pode ser reescrita da forma

E[� ] =
Z 1

�1
dx H(x) =

Z 1

�1
dx

 
1
2

nX

i =1

(� 0
i )

2 + V(� )

!

=
Z 1

�1
dx

 nX

i =1

Z @ V
@ �i

d� i + V(� )

!

=
Z 1

�1
dx

� Z
dV(� ) + V(� )

�

= 2
Z 1

�1
dxV(� ); (2.8)

ao usarmos a eq.(2.7). Podemos observar da eq.(2.8) que a exigência de energia �nita para

uma con�guração não trivial impõem as seguintes condições de contorno

� i (�1 ) ! ��
�
i ; � 0

i (�1 ) ! 0; V(�� ) = 0 ; (2.9)

de forma que�� � ( �� 1; � � � ; �� n ) representa os mínimos degenerados do potencialV� i
( �� ) = 0 ,

onde estamos considerando a notaçãoV� i
� @ V

@ �i
. Assim vemos que o potencial possuirá

pelo menos um mínimo em conformidade com as condições (2.9), gerando neste caso

as con�gurações não-topológicas tipo lump. Todavia, quando dois ou mais mínimos de-

generados existirem o potencial suportará con�gurações topológicas, denominadas kinks,

conectando assintoticamente os mínimos adjuntos��
�

e ��
+

. Portanto, as condições de con-

torno (2.9) permitem distinguir quais tipos de con�gurações topológicas são suportadas

pelo potencial, de modo que podemos de�nir uma carga topológica. No caso de potenciais

exclusivamente positivos podemos de�nir uma função suave dosn campos escalaresW(� ),

conhecida como superpotencial ou pré-potencial [43], que relaciona com o potencial pela

expressão

V(� ) =
1
2

nX

i =1

W 2
� i

; (2.10)

em que denotamosW� i
� @ W

@ �i
. Consequentemente, podemos escrever as equações de

segunda ordem BPS a partir de (2.5)

� 00
i =

nX

j =1

W� j
W� j � i

; (2.11)

ondei = 1; 2; : : : ; n, assim como a equação de primeira ordem de (2.7)

� 0
i = � W� i

; (2.12)
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de modo que con�gurações BPS (ou estados BPS) de primeira ordem também serão

con�gurações das equações de segunda ordem (2.11) quandoW� i � j
(� ) = W� j � i

(� ), para

todo i e j . A energia funcional (2.8) para o sistema BPS será dada por

EBP S [� ] =
1
2

nX

i =1

Z 1

�1
dx

h
(� 0

i )
2 + W 2

� i

i
=

1
2

nX

i =1

Z 1

�1
dx

�
� 0

i � W� i

� 2
�

Z 1

�1
dW(� (x))

= �
Z 1

�1
dW(� (x)) =



 W(��

+
) � W(��

�
)


 ; (2.13)

onde temos completado o quadrado e consideramos a equação de primeira ordem BPS

(2.12). A energia BPS deve ser não nula, de modo que podemos observar que sua expressão

depende somente da topologia do sistema, isto é, é uma função dos mínimos degenerados

do potencial, além de representar os estados de energia mínima do sistema. Daqui em

diante, exceto se mencionado o contrário, trabalharemos somente com teorias BPS, as

quais além das características já mencionadas acima, possuem a estabilidade linear como

será mostrado nos próximos capítulos.

2.1 Carga topológica

Como vimos acima, os defeitos topológicos requerem condições de contorno relaci-

onadas com os mínimos degenerados de algum potencial em particular, descrevendo assim

os diferentes comportamentos assintóticos das con�gurações. Uma vez que esperamos que

o sistema evolua no tempo, governado pela equação de campo (2.2), mantendo a energia

conservada. Devemos esperar que as condições de contorno (2.9) também sejam invarian-

tes no tempo, permintindo assim de�nir uma carga topológica [3]. Em(1 + 1) dimensões,

comecemos considerando a seguinte de�nição para a corrente topológica

j � = a� �� @� h(� ); (2.14)

sendoa uma constante de normalização,� �� o pseudo-tensor completamente antissimé-

trico (Levi-Civita), e h(� ) uma função arbitrária dependente dos campos� . Notemos que

por virtude das derivadas comutarem(@� @� = @� @� ), vemos que a corrente topológica

é automaticamente conservada@� j � = 0. Sendo assim, uma vez que consideraremos so-

mente con�gurações bem de�nidas e topologicamente limitadas, assumiremosh(� ) � �

de modo que

j � = a� �� @� � : (2.15)

Se considerássemos teorias em que a topologia das con�gurações não sejam necessaria-

mente limitadas [41], ainda poderíamos manter as descrições realizadas acima ao rede-

�nirmos a função arbitrária h(� ) em termos do superpotencial [42], mantendo assim a

válidade da carga topológica mesmo para esses contornos. Sem perda de generalidade,

de�nimos para as con�gurações estáticas a seguinte carga topológica

Q =
Z 1

�1
dxj 0(x) = a

Z 1

�1
dx � 0(x) = a [� (x = 1 ) � � (x = �1 )] = a

h
��

+
� ��

� i
; (2.16)
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de modo a depender somente da topologia do sistema. Con�gurações de campo que pos-

suemQ 6= 0
�
��

+
6= ��

� �
são denominadas soluções topológicas (kinks), e con�gurações

que possuemQ = 0
�
��

+
= ��

� �
são soluções não-topológicas (lumps). Desta forma disse-

mos que as soluções de campo são caracterizadas por dois índices assintóticos
�
��

�
; ��

+ �
,

formando setores adjacentes que não mudam com a evolução temporal do sistema. Por

conseguinte, vemos que esses setores são invariantes homotópicos, isto é, invariantes sob

deformações arbitrárias contínuas das con�gurações de campos, o que justi�ca chamá-los

de setores topológicos, sendo cada setor uma classe diferente. Além disso, uma vez que os

mínimos degenerados são distinguíveis pelos índices do setor, teremos uma quebra espon-

tânea de simetria e, neste caso espacialmente unidimensional, as teorias apresentarão a

simetria discreta� $ � � . Como uma breve ilustração consideremos o potencial da teoria

� 4, da forma

V(� ) =
� 2

2

�
1 � � 2

� 2
; (2.17)

de modo que os mínimos degenerados do potencial são�� = � 1. Assim podemos ter

ˆ Q = 0 quando ��
+

= ��
�

= � 1, isto é, soluções triviais de mínimos,

ˆ Q = +1 quando ��
+

= 1 e ��
�

= � 1, onde convencionamos chamar de kink,

ˆ Q = � 1 quando ��
+

= � 1 e ��
�

= 1, de modo que chamamos de anti-kink.

Embora a de�nição de carga topológica possa parecer muito simples aqui, sua construção

se torna importante quando lidamos com teorias mais gerais como teorias de gauge [5],

onde a simetria do espaço dos mínimos não é mais discreta. Contudo, devemos enfatizar

que a de�nição de carga topológica surge a partir das condições de contorno, e não de um

grupo de simétria.

2.2 Estabilidade

Com objetivo de estudarmos a estabilidade clássica ou linear para um sistema

de n campos escalares estáticos que satisfazem a eq.(2.5), iremos considerar pequenas

�utuações da forma

� i (t; x ) = � i (x) + � i (t; x ); (2.18)

para i = 1; 2; : : : ; n, e em primeira ordem nas perturbações, avaliaremos a evolução dinâ-

mica dos campos perturbados (2.18). Veremos que a di�culdade consiste em determinar-

mos o espectro de autovalores do operador tipo Schrödinger associado aos modos normais

do modelo clássico, cuja estabilidade ocorrerá no caso deles serem todos de�nidos semi-

positivos e com o modo-zero coincidindo com o estado fundamental. Este procedimento é

conhecido como a abordagem padrão [21].
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A evolução dinâmica dos campos escalares perturbados� i (t; x ) é dada pela equa-

ção de Euler-Lagrange (2.2)

@2
t � i � @2

x � i + V� i (�) = 0 ; (2.19)

para i = 1; 2; : : : ; n, e � � (� 1; � 2; : : : ; � n ). Substituindo a eq.(2.18) na eq.(2.19)

@2
t � i � @2

x � i � � 00
i (x) + V� i (�) = 0 ; (2.20)

e expandindo o potencial perturbado em ordens lineares de� i (t; x )

V� i (�) � V� i
(� ) + V� i � 1

(� ) � 1 + V� i � 2
(� ) � 2 + � � � + V� i � n

(� ) � n ; (2.21)

de modo que ao considerarmos as equações de campos estáticos (2.5), obtemos

@2 � i

@ t2
�

@2 � i

@ x2
+ V� i � 1

� 1 + � � � + V� i � i
� i + � � � + V� i � n

� n = 0: (2.22)

Uma vez que as perturbações são em torno de soluções estáticas� i (x), vamos assumir

que

� i (t; x ) =
X

k

� ki (x) cos (wk t); (2.23)

e ao substituirmos na eq.(2.22), obtemos a equação de autovalores tipo Schrödinger

H 	 k(x) = w2
k 	 k(x); (2.24)

onde

H = �
d2

dx2
+

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

V� 1 � 1
V� 1 � 2

� � � V� 1 � i
� � � V� 1 � n

V� 2 � 1
V� 2 � 2

� � � V� 2 � i
� � � V� 2 � n

...
...

...
...

...
...

V� i � 1
V� i � 2

� � � V� i � i
� � � V� i � n

...
...

...
...

...
...

V� n � 1
V� n � 2

� � � V� n � i
� � � V� n � n

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

; 	 k(x) =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

� k1(x)

� k2(x)
...

� ki (x)
...

� kn (x)

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

;

(2.25)

no qual a matriz acima está escrita em termos das soluções estáticas� i (x). Podemos

observar da eq.(2.24) que autovalores negativos(w2
k < 0) destruirá a estrutura da con-

�guração estática pela perturbação (2.23), desta forma a estabilidade só existirá para

autovalores positivos semi-de�nidos(w2
k � 0). Além disso, diferenciando a equação de

segunda ordem (2.5) com respeito ax e comparando com as expressões (2.24,2.25), vemos

que o modo-zero(H 	 0(x) = 0) é intrínseco ao formalismo com autoestado

	 0(x) =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

� 01(x)
...

� 0i (x)
...

� 0n (x)

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

= N0

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

� 0
1(x)
...

� 0
i (x)
...

� 0
n (x)

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

; (2.26)
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onde N0 é uma constante de normalização e	 0(x) é o autoestado fundamental, que

coincide com a con�guração de menor energia para um sistema BPS.

Nos próximos capítulos, particularizemos o formalismo desenvolvido acima para

os casos de dois e três campos BPS. Sabe-se que para esses casos BPS é possível, a partir

da de�nição do superpotencialW (2.10), descrever o HamiltonianoH (2.25) em termos

de um operador de primeira ordem [1, 21]

H = Ay
� A � = A+ A � ; (2.27)

sendo

A � = �
d

dx
+ W : (2.28)

Uma vez que,W é uma matriz quadrada real com dimensão correspondente ao número

de campos, teremos queAy
� = A � . Tendo de�nido H conforme a eq.(2.27), a estrátegia

seguinte será buscar diagonalizar a matriz originalW , de modo que assim obtemos uma

matriz equivalente diagonalizada. O objetivo desta estrátegia, de um modo geral, é o de

simpli�car as análises ao conduzir um sistema de autovalores tipo Schrödinger, que em

geral será acoplado, em um sistema do mesmo gênero só que desacoplado. Em outras

palavras, seguindo esse procedimento será possível analisar o sistema de equações de

autovalor de forma que as equações serão independentes uma das outras.
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3 Método de deformação

No cenário de modelos descritos por um único campo, um método introduzido re-

centemente possibilita relacionar diferentes teorias por um difeomor�smo de modo a gerar

uma nova família de con�gurações topológicas ou não-topológicas. Este procedimento é

conhecido como método de deformação [33, 34], o qual descreveremos a seguir.

Consideremos a seguinte lagrangiana para um modelo de um campo escalar

L =
1
2

@� � @� � � V (� ); com V(� ) =
1
2

W 2
� ; (3.1)

de modo a suportar a con�guração BPS satisfazendo a equação de primeira ordem

� 0 = W� (� ): (3.2)

Com o modelo original em mãos, introduzimos uma função suave invertívelf como sendo

a função deformação de�nindo

� (x) = f (' (x)) ; (3.3)

onde' é a nova con�guração BPS deformada. Todavia, a obtenção de uma nova teoria to-

pológica deformada, derivada pela transformação (3.3), requererá um potencial deformado

que relacione com o potencial original pela expressão

eV(' ) =
1
f 2

'
V(� ! f (' )) ; (3.4)

para f ' � df
d ' , gerando a lagrangiana deformada

eL =
1
2

@� ' @� ' � eV(' ); com eV(' ) =
1
2

fW 2
' ; (3.5)

além da equação de primeira ordem

' 0 = fW' (' ); (3.6)

cuja solução será' (x) = f � 1 (� (x)) . Sendo assim o método consiste em considerarmos

uma teoria inicial cujas soluções topológicas são conhecidas, e em seguida, propor uma

transformação na con�guração original por uma função de deformação, gerando assim

uma nova con�guração deformada para uma nova teoria deformada. Uma vez que esta-

mos considerando teorias que suportam con�gurações BPS, podemos de�nir uma relação

equivalente a (3.4) em termos dos suporpotenciais

W� (� ! f (' )) = W� (' ) = f '
fW' (' ); (3.7)

a partir da de�nição (3.3). Obtendo assim a seguinte relação

d �
d '

=
W� (� )
fW' (' )

; (3.8)
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que será importante para construirmos teorias de multi-campos escalares [44] que supor-

tam con�gurações BPS. De fato, ao promovermos a função de deformação (3.3) a uma

órbita no espaço de con�gurações dos campos, funcionando como um vínculo entre os

mesmos, veremos uma estrutura semelhante com a relação (3.8) para o caso de multi-

campos BPS [26, 29]. Permintindo assim descrever um novo método para sistemas de

multi-campos escalares acoplados em(1+1) dimensões, onde apresentaremos no próximo

capítulo.

Consideremos agora algumas teorias já bem de�nidas que suportam con�gurações

BPS para ilustrarmos o método de deformação. No próximo capítulo partiremos desses

exemplos para ilustrarmos o método de multi-campos acoplados.

3.1 A deformação� 4 $ ' 6
l

Iniciando pelo modelo bem conhecido� 4 [36], cujo potencial e o superpotencial

são, respectivamente,

V(� ) =
� 2

2

�
1 � � 2

� 2
; (3.9)

W� (� ) = �
�
1 � � 2

�
; (3.10)

onde � é um parâmetro real positivo adimensional, de modo a suportar a con�guração

estática BPS

� (x) = tanh ( � x ): (3.11)

Propondo uma deformação do modelo� 4 da forma

� = f (' ) = j ' j � 1; (3.12)

resulta no modelo topológico BPS tipo-' 6 (denotamos por' 6
l ) [35]

eV(' ) =
� 2

2
' 2 (2 � j ' j)2 ; (3.13)

fW' (' ) = � ' (2 � j ' j) ; (3.14)

' � (x) = � (1 + tanh ( � x )) ; (3.15)

que é uma versão semelhante ao modelo� 6 [36]. Observemos que no exemplo acima

o processo de deformação pode modi�car os números de mínimos degenerados. De fato,

podemos perceber que o modelo original possui os seguintes mínimos�� = f� 1g, enquanto

o modelo deformado possui os mínimos�' = f 0; � 1g. Consequentemente, ocorrendo a

interessante formação de novos setores topológicos. Além disso, podemos destacar que

ambos os modelos são BPS e estáveis [35, 36].
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3.2 A deformação� 4 $ sG

Como segundo exemplo, comecemos novamente pelo modelo� 4 de�nido pelas

eqs.(3.9)-(3.11). Propondo agora a seguinte deformação

� = f (� ) = sin ( � � ); (3.16)

sendo� um parâmetro real positivo adimensional e� é o novo modelo deformado. Obtemos

o modelo sine-Gordon (denotamos por sG) [3], representado pelas seguintes expressões

eV(� ) =
� 2

2� 2 cos2 (� � ); (3.17)

fW� (� ) =
�
�

cos (� � ); (3.18)

� (x) =
1
�

arcsin (tanh (� x )) : (3.19)

Podemos observar que neste modelo possuímos in�nitos mínimos degenerados arranjados

nos valores�� k =
�
k � 1

2

�
�
� , com k 2 Z, de modo a gerar um número in�nito de setores

topológicos equivalentes, onde no caso particular da solução (3.19) corresponde ao setor

(�� 0; �� 1). Além disso, este modelo BPS também é estável [36].

3.3 A deformação sG$ modelo-E

No terceiro exemplo, adotamos como modelo original um modelo bosônico BPS

desenvolvido recentemente, nomeado de modelo exótico(denotamos por modelo-E) [37,

38], da forma

V(� ) =
� 2

2
(1 + � )2 cos2

� 1
2

ln (1 + � )2
�

; (3.20)

W� (� ) = � (1 + � ) cos
� 1

2
ln (1 + � )2

�

; (3.21)

� (x) = earctan (sinh ( � x )) � 1; (3.22)

sendo� real, positivo e adimensional. Este modelo possui in�nitos mínimos degenerados

arranjados agora nos valores�� k = e(k� 1
2 )� � 1, com k 2 Z, e naturalmente in�nitos

setores topológicos. Contudo, observemos que neste caso os setores topológicos não são

mais equivalentes, de modo que a energia BPS dependerá do setor topológico considerado

em particular. Portanto, devemos esclarecer que na con�guração BPS (3.22) consideramos

o caso conectado pelo setor(�� 0; �� 1). O modelo-E suporta con�gurações BPS estáveis [37].

Ao deformar o modelo-E pela seguinte função de deformação

� = f (� ) = e� � � 1; (3.23)

obtemos novamente o modelo sG descrito pelas expressões (3.17)-(3.19).
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3.4 A deformação� 4 $ � 4I

Como último exemplo consideramos um modelo BPS topológico que deforma em

um modelo não-topológico. Com está �nalidade, partindo do modelo� 4 (3.9)-(3.11) e

propondo a seguinte deformação

j � j = f (� ) =

vu
u
t 1 �

� 2

� 2 ; (3.24)

sendo� um parâmetro real positivo adimensional e� o novo modelo deformado, obtemos

o modelo� 4-invertido (denotamos por� 4I ) [36]

eV(� ) =
� 2

2
� 2

 

1 �
� 2

� 2

!

; (3.25)

fW� (� ) = � � ! �

vu
u
t 1 �

� 2

� 2 ; (3.26)

� (x) = � sech (� x ); (3.27)

onde

! =
�

j � j
=

8
<

:
1 se � (x) � 0

� 1 se � (x) < 0 :
(3.28)

Apesar da eq.(3.26) estar coerente com a construção de�nida em (3.7), devemos esclarecer

que estamos extrapolando a de�nição, uma vez que, o modelo� 4I não é BPS. Note que este

modelo possui somente o mínimo�� = f 0g, de modo a resultar em uma con�guração não-

topológica. Sendo assim, partimos de um modelo BPS estável e descrevemos um modelo

não BPS instável [36].
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4 Método de extensão para dois campos

Vamos agora descrever o método de extensão a �m de construirmos teorias de dois

campos escalares BPS a partir de teorias de um campo BPS, onde usaremos a notaçãoW (1)

para representar o superpotencial das teorias de um campo escalar, e correspondentemente

W (2) para o caso de dois campos escalares. Para uma teoria de dois campos escalares que

suportam con�gurações BPS, denotados por� e ' , vemos que das equações de primeira

ordem (2.12)

� 0 = W (2)
� ; ' 0 = W (2)

' ; (4.1)

podemos escrever a seguinte relação

d �
d '

=
W (2)

� (�; ' )

W (2)
' (�; ' )

; (4.2)

apresentando assim uma estrutura semelhante a expresão (3.8) derivada em termos dos

superpotenciais de um campo escalar. De fato, o novo método se inspira nessa semelhança

para estender a estrutura da expressão de um campo em dois campos, daí o nome método

de extensão [26]. Para tal, iniciamos com uma teoria de um campo� e utilizamos a defor-

mação� = f (' ) para reescrever a equação de primeira ordem em três modos equivalentes

� 0 = W (1)
� (� ); � 0 = W (1)

� (' ); � 0 = W (1)
� (�; ' ); (4.3)

onde na segunda expressão �zemos o uso total da função� ! f (' ) a �m de escrevermos

W (1)
� com uma função somente de' , enquanto na terceira expressão utilizamos parcial-

mente a função deformação de modo queW (1)
� seja expresso por ambos� e ' . Obviamente,

há uma ambiguidade na obtenção da última expressão, uma vez que ela dependerá de qual

escolha arbitrária foi parcialmente executada.

Visto que o campo deformada' também satisfaz uma equação de primeira or-

dem BPS (3.6), podemos assim utilizar a inversa da função de deformação' ! f � 1(� )

para escrevermosfW (1)
' (3.7), de modo análogo ao caso anterior, nas seguintes relações

equivalentes

' 0 = fW (1)
' (' ); ' 0 = fW (1)

' (� ); ' 0 = fW (1)
' (�; ' ): (4.4)

Tendo as relações (4.3) e (4.4) determinadas, estamos agora aptos em promover a

extensão através do seguinte ansatz

W (2)
� (�; ' ) = a1W (1)

� (' ) + a2W (1)
� (�; ' ) + a3W (1)

� (� ) + p1 g(' ) + p2 g(�; ' ) + p3 g(� ); (4.5)

W (2)
' (�; ' ) = b1

fW (1)
' (' ) + b2

fW (1)
' (�; ' ) + b3

fW (1)
' (� ) + q1 ~g(' ) + q2 ~g(�; ' ) + q3 ~g(� ); (4.6)
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onde, por consistência, os parâmetrosai , bi , pi e qi para i = 1; 2; 3, devam satisfazer as

restrições
3X

i =1

ai =
3X

i =1

bi = 1; e
3X

i =1

pi =
3X

i =1

qi = 0: (4.7)

Além disso, também por condições de consistência,g e ~g são funções arbitrárias que serão

determinadas pela exigência deW (2) (�; ' ) ser suave e contínuo, ou seja, pela condição

W (2)
� ' (�; ' ) = W (2)

' � (�; ' ): (4.8)

Portanto ao substituirmos as eqs.(4.5) e (4.6) na condição (4.8) obtemos

0 = p1 g' (' ) + p2 g' (�; ' ) � q2 ~g� (�; ' ) � q3 ~g� (� ) + a1W (1)
� ' (' ) + a2W (1)

� ' (�; ' )

� b2
fW (1)

' � (�; ' ) � b3
fW (1)

' � (� ); (4.9)

de modo a determinar a forma especí�ca das funçõesg e ~g, com uma certa arbitrariedade

de escolha nos parâmetros e no arranjo dos termos. Devido essas arbitrariedades podemos

dizer que haverá inúmeros modelos resultantes, possibilitanto assim determinar diferen-

tes expressões paraW (2)
� (�; ' ) e W (2)

' (�; ' ). Nosso principal objetivo aqui é construir

modelos que suportem con�gurações BPS, de modo que isso será alcançado escolhendo

cuidadosamente essas formas. Depois de fazer isso, podemos voltar ao sistema dado pelas

eqs.(4.5) e (4.6), e realizar integrações simples para �nalmente determinarmos a forma de

W (2) (�; ' ). Além disto, podemos veri�car diretamente que a solução do modelo estendido

de dois campos são as respectivas soluções BPS para os modelos de um campo original

e deformado, com a função deformação sendo agora estendida a uma órbita no espaço

das con�gurações. A seguir, descreveremos a estabilidade linear para dois campos BPS

e ilustraremos o método de extensão construindo explicitamente novos modelos de dois

campos escalares interessantes.

4.1 Estabilidade linear para dois campos

Preocupemos agora em avaliar a estabilidade clássica ou linear no caso particular

de dois campos escalares acoplados, onde focaremos aqui em con�gurações BPS [21].

Portanto, utilizaremos os resultados construídos na seção 2.1 no caso de dois campos

BPS, nos quais contínuaremos denotando por� e ' .

Vimos na seção 2.1 que ao considerarmos a perturbação linear (2.18) em torno dos

campos estáticos� (x) e ' (x), da forma

� 1(t; x ) = � (x) +
X

k

� k(x) cos (wk t); (4.10)

� 2(t; x ) = ' (x) +
X

k

� k(x) cos (wk t); (4.11)
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obtemos um problema de autovalores tipo SchrödingerH 	 k(x) = w2
k 	 k , com

H = �
d2

dx2
+

0

@
V� � V� '

V' � V' '

1

A

�
�
�
�
�
�
f � (x);' (x)g

; 	 k(x) =

0

@
� k(x)

� k(x)

1

A ; (4.12)

sendo a matriz descrita somente em termos dos campos estáticos� (x) e ' (x). Uma vez

que estamos propondo que o potencialV(�; ' ) suporte estados BPS (2.10)

V(�; ' ) =
1
2

�
W (2)

� (�; ' )
� 2

+
1
2

�
W (2)

' (�; ' )
� 2

; (4.13)

então podemos escrever as seguintes expressões

V� � =
�
W (2)

� �

� 2
+ W (2)

� W (2)
� � � +

�
W (2)

� '

� 2
+ W (2)

' W (2)
' � � ; (4.14)

V' ' =
�
W (2)

' '

� 2
+ W (2)

' W (2)
' ' ' +

�
W (2)

� '

� 2
+ W (2)

� W (2)
� ' ' ; (4.15)

V� ' = V' � = W (2)
� ' W (2)

� � + W (2)
� W (2)

' � � + W (2)
� ' W (2)

' ' + W (2)
' W (2)

� ' ' : (4.16)

Substituindo as eqs.(4.14)� (4.16) na eq.(4.12), encontramos que a matrizW que de�ne

o operador linear de primeira ordemA � é dada por (2.28)

W =

0

@
W (2)

� � W (2)
� '

W (2)
' � W (2)

' '

1

A

�
�
�
�
�
�
f � (x);' (x)g

; (4.17)

permitindo reescrever o operador tipo Schrödinger na forma (2.27). Da seguinte constata-

çãoAy
� = A � , observamos que no caso BPS o operador tipo SchrödingerH será positivo

semi-de�nido (wk � 0 8 k), e com estado fundamental (2.26) coincidindo com o modo

zero(w0 = 0) apresentando, na base que está de�nidaW em (4.17), a seguinte forma

	 0(x) =

0

@
� 0(x)

� 0(x)

1

A = N0

0

@
� 0(x)

' 0(x)

1

A = N0

0

@
W (2)

� (x)

W (2)
' (x)

1

A ; (4.18)

sendoN0 uma constante de normalização. Portanto, asseguramos a estabilidade linear

das con�gurações BPS, pelo menos para algum vínculo entre os parâmetros. No que diz

respeito a determinação explícita do espectro de autovalores(wk), vemos que o acopla-

mento entre os campos estáticos resulta em geral no acoplamento das �utuações em (4.12).

Contudo, podemos contornar esta di�culdade inerente a equação de autovalor ao conside-

rarmos o operador de primeira ordem (4.17) com sua matriz originalW sendo trocada por

uma matriz diagonal equivalente, tornando geralmente o problema mais maleável. Sendo

assim, ao considerarmos um operador equivalente de primeira ordem da forma

A � = �
d

dx
+

0

@
u+ 0

0 u�

1

A ; (4.19)

resulta na expressão [21]

u� =
1
2

�
W (2)

� � + W (2)
' '

�
�

s
1
4

�
W (2)

� � � W (2)
' '

� 2
+

�
W (2)

� '

� 2
: (4.20)
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Substituindo (4.19) em (5.25), obtemos duas equações de autovalor
"

�
d2

dx2
+ U+ (x)

#

� k(x) = w2
k � k(x); (4.21)

"

�
d2

dx2
+ U� (x)

#

� k(x) = w2
k � k(x); (4.22)

onde os potenciais mecânico-quânticos são dados por

U� (x) = u2
� +

du�

dx
: (4.23)

Vale ressaltar que, em geral, este método requer algumas simpli�cações devido os termos

dentro da raiz em (4.20) trazerem algumas complicações para os cálculos analíticos explí-

citos. Sendo assim, quando aplicarmos essas construções acima nos respectivos modelos,

tentaremos simpli�car os termos da raiz sempre que possível de modo a permitir realizar-

mos uma análise analítica da estabilidade das con�gurações BPS para modelos de dois

campos. Caso contrário, os problemas espectrais correspondentes devem ser analisados de

um ponto de vista numérico.

4.2 Modelo acoplado
�

� 4 + ' 6
l

�

e estabilidade

Como um primeiro exemplo, utilizaremos o método de extensão para acoplarmos

a teoria � 4 com a teoria' 6
l descritos na seção 3.1. Iniciando pela teoria� 4 (3.10)

W (1)
� (� ) = �

�
1 � � 2

�
; (4.24)

e considerando a função de deformação (3.12)

� = f (' ) = j ' j � 1; (4.25)

vimos que resulta no modelo deformado' 6
l (3.14) da forma

fW (1)
' (' ) = � ' (2 � j ' j) : (4.26)

Podemos agora utilizar a função de deformação (4.25) para escrever o superpotencial de

� 4 (4.24) nas três expressões equivalentes (4.3)

W (1)
� (' ) = � j ' j(2 � j ' j); (4.27a)

W (1)
� (�; ' ) = � (1 + � (1 � j ' j)) ; (4.27b)

W (1)
� (� ) = � (1 � � 2); (4.27c)

de modo que na primeira expressão �zemos uma transformação� ! f (' ) completa,

enquanto na segunda �zemos uma transformação parcial. De forma análoga, utilizando a
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função de deformação inversa' ! f � 1(� ), escrevemos o superpotencial deformado (4.26)

nas expressões equivalentes

fW
(1)
' (' ) = � ' (2 � j ' j); (4.28a)

fW
(1)
' (�; ' ) = � ' (1 � � ); (4.28b)

fW
(1)
' (� ) = � � (1 � � 2); (4.28c)

onde o parâmetro� é uma constante e assume o valor� = � 1 depedendo da respectiva

solução ' � (3.15). A �m de especi�carmos as funçõesg, devemos agora substituir as

equações (4.27) e (4.28) na condição (4.9), obtendo explicitamente

p1 g' (' ) + p2 g' (�; ' ) � q2 ~g� (�; ' ) � q3 ~g� (� )

= � � b 2 ' � 2 � � a 1(1 � j ' j) � 2 � � b 3 � + � � a 2 � : (4.29)

Como temos uma liberdade nos parâmetros (4.7), podemos fazerp1 = 0 e q3 = 0, e

rearranjar os termos de modo que

p2 g' (�; ' ) = � � b 2 ' � 2 � � b 3 �; (4.30)

q2 ~g� (�; ' ) = 2 � � a 1(1 � j ' j) � � � a 2 �; (4.31)

resultando emp3 = � p2, q1 = � q2, e após integrações simples, nas seguintes expressões

g(�; ' ) = �
�
p2

 
b2

2
' 2 +2b3 � j ' j

!

; (4.32a)

~g(�; ' ) =
� �
q2

�

2a1 � (1 � j ' j) �
a2

2
� 2

�

; (4.32b)

em que denotamosj ' j = � ' . Além disso, podemos usar a função deformação, e sua

inversa, para escrever

p3g(� ) =
� b 2

2
(1 + � )2 + 2 � b 3 � (1 + � ); (4.33a)

q1~g(' ) = � �
�

2a1 +
a2

2

�

(1 � j ' j)2: (4.33b)

Com as funçõesg especi�cadas acima, podemos de�nir agora o ansatz (4.5) e (4.6), ob-

tendo respectivamente

W (2)
� (�; ' ) = �

"

a1j ' j(2 � j ' j) �
b2

2
' 2 + a2 (1 + � (1 � j ' j)) � 2b3 � j ' j + a3(1 � � 2)

+
b2

2
(1 + � )2 + 2b3 � (1 + � )

#

; (4.34)

W (2)
' (�; ' ) = �

�

b1 ' (2 � j ' j) + �
�

2a1 +
a2

2

�

(1 � j ' j)2 + b2 ' (1 � � )

+2a1 � � (1 � j ' j) � �
�

b3 +
a2

2

�

� 2 + � b3

�

; (4.35)
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que por uma integração simples resulta em

W (2) (�; ' ) = �
� 1
2

(a � b+ c + 1) j ' j �
1
2

(a + c � 1) ' 2 +
1
6

(a + b+ c � 1) j ' j ' 2

+ a � j ' j �
1
2

(a + b) � ' 2 +
1
2

(a + b� c � 1) � 2 j ' j +
1
2

(2 � a + b)�

+
1
2

(1 + c � a)� 2 �
1
6

(a + b� 2c) � 3 �
1
6

(a � 2b+ c � 1)
�

; (4.36)

para os parâmetros renomeadosa � 2a1, b � b2 e c � 2a1 + a2 � b2 � 2b1 + 1. Note que o

modelo acima acopla o campo� com' , mostrando assim que o método de extensão gera de

fato o modelo(� 4 + ' 6
l ). Além disso, podemos veri�car diretamente que as con�gurações

� (x) = tanh ( � x ) e ' � (x) = � (1 + tanh ( � x )) ; (4.37)

são as respectivas soluções da equação de primeira ordem para dois campos BPS (4.1)

quando W (2)
� e W (2)

' são de�nidos pelas expressões (4.34) e (4.35). Este modelo contém

três mínimos degenerados, nos valoresm1 = ( � 1; 0), m2 = (1 ; 2), e m3 = (1 ; � 2), sendo

dois deles setores BPS. A saber, o setor conectando o mínimom1 com m2 e o setor que

conectam1 com m3, onde pela eq.(2.13) vemos que os dois setores apresentam a seguinte

energiaEBP S = 8 � = 3.

Existem vários outros setores topológicos que aparecem dependendo da escolha nos

valores dos parâmetros. Por exemplo, paraa = b= 0 e c = � 1, recuperamos o setor BPS

associado ao modelo� 4, conectando os dois mínimos(� 1; 0), com energiaEBP S = 4 � = 3.

Por outro lado, também podemos veri�car que a con�guração trivial� = 0 não pertence

ao espaço dos mínimos deste potencial. Por �m, teremos que para os valoresa = c = 1

e b = 0, o superpotencialW (2) (�; ' ) torna-se uma função harmônica dos campos, isto é

W (2)
� ' = W (2)

' � , e consequentemente toda solução será solução BPS [45, 46].

Estudaremos agora a estabilidade do modelo estendido
�
� 4 + ' 6

l

�
. Sendo assim

devemos considerar o superpotencial (4.36) e os estados BPS (4.37) na expressão (4.20),

obtendo neste caso a expressão

u� = b+ ( c � 1) tanh (x) �

s �

b+ (1 + c) tanh (x)
� 2

; (4.38)

onde consideramos� = 1. A �m de realizar um estudo analítico da estabilidade, elimina-

remos a raiz assumindo a condição

b � j 1 + cj; (4.39)

de modo que os potenciais mecânico-quânticos (4.23) correspondem neste caso as expres-

sões (ver �gura 1)

U+ (x) = 4 b2 + 4c2 + 8bctanh (x) � 2c(2c � 1) sech2 (x); (4.40)

U� (x) = 4 � 6 sech2 (x): (4.41)
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Figura 1 � Potencial mecânico-quânticoU+ (x) associado ao modelo estendido(� 4 + ' 6
l )

para diferentes valores dos parâmetros. Na esquerda, traçamos o potencial
com c = � 1, e b= 0:6 (linha sólida), eb= 0:125(linha tracejada). Na direita,
traçamos o potencial comc = � 2, e b = 1:5 (linha sólida), e b = 1:1 (linha
tracejada).

Desta forma podemos observar que ambos apresentam a forma do potencial Rosen-Morse

II [39] (ver apêndice A). Para o potencialU+ (x) (4.40) vemos que os parâmetros de Rosen-

Morse II são

A = � 2c; B = 4bc; (4.42)

onde pela condição de estabilidade (A.3) devemos ter

c < 0; jbj < jcj; 0 � k < A �
q

4 jbj jcj; (4.43)

sendok o número de estados ligados (de modo quek 2 N). Devemos agora escolher

explicitamente alguns valores para os parâmetrosbec que respeitem as condições descritas

acima. Por exemplo, perceba que se escolhermosb = 0 devemos ter pela condição (4.39)

que c = � 1, resultando em

U+ (x) = U� (x) = 4 � 6 sech2(x); (4.44)

de modo que ambos potenciais são iguais e a estabilidade é garantida. Agora, seb < 0 a

condição (4.39) não pode ser satisfeita, impedindo a continuação do estudo da estabilidade

neste caso, pelo menos analiticamente. Para �nalizar, quando consideramosb > 0 vemos

que das condições (4.39) e (4.43), encontramos a condição

j1 + cj � b < jcj; (4.45)

que, por consistência, exigec < � 1=2. Além disso, analisando os possíveis valores de

k, vemos que no intervalo� 1
2

�
1 +

p
2

2

�
< c < � 1

2 , teremos somente um estadok = 0.

Todavia, se agora considerarmos os valores em quec � � 1
2

�
1 +

p
2

2

�
, podemos ter as
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seguintes possibilidades

k =

8
>>><

>>>:

0; se
1
jcj

�
c + 1

2

� 2
� b < jcj;

0 and 1; se j1 + cj � b <
1
jcj

�
c + 1

2

� 2
:

(4.46)

Podemos também perceber que o potencialU+ (x) apresentará autovalores comuns ao do

potencial U� (x), isto é E0 = 0 e E1 = 3, somente se

b=

vu
u
t (1 + c)(1 + 2 c)2

(1 + 4c)
;

 

� 1 �

p
3

2

!

< c < � 1: (4.47)

Na tabela 1, escolhemos alguns valores particulares para os parâmetros a �m de ilustrar

nossos resultados. Para todos esses casos, a estabilidade das soluções está garantida.

c b k Ek = ! 2
k

-1 0.6 0 0
-1 0.125 0 0

1 2.81
-2 1.5 0 0
-2 1.1 0 0

1 3.24

Tabela 1 � Número de estados ligados e seus autovalores para diferentes valores dos parâmetrosb e c.

4.3 Modelo acoplado
�

� 4 + sG
�

e estabilidade

Como segundo exemplo, vamos acoplar a teoria� 4 com a teoria sG descritos na

seção 3.2. Sendo assim, partindo do superpotencial� 4 (3.10) e considerando a seguinte

função de deformação (3.16)

� = f (� ) = sin ( � � ); (4.48)

obtemos o superpotencial sG (3.18)

fW (1)
� (� ) =

�
�

cos (� � ): (4.49)

Pela função de deformação (4.48) iniciamos o método de extensão escrevendo o superpo-

tencial � 4 nas seguintes expressões equivalentes

W (1)
� (� ) = � (1 � � 2); (4.50a)

W (1)
� (� ) = � cos2(� � ); (4.50b)

W (1)
� (�; � ) = � (1 � � sin(� � )) ; (4.50c)
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e de forma análoga podemos escrever o superpotencial sG como segue

fW
(1)
� (� ) =

�
�

cos(� � ); (4.51a)

fW
(1)
� (� ) =

�
�

q
1 � � 2; (4.51b)

fW
(1)
� (�; � ) =

�
�

q
1 � � sin(� � ): (4.51c)

Como temos uma certa liberdade na escolha dos parâmetros (4.7) e no arranjo dos ter-

mos, será conveniente fazerb2 = b3 = 0, a �m de eliminarmos os últimos dois termos

equivalentes defW
(1)
� que apresentam funcionais com raiz quadrada. Sem perda de gene-

ralidade, escolhemos ainda fazerp1 = p2 = q3 = 0, de modo a �xar b1 = 1, p3 = 0 e

q2 = � q1. Portanto, podemos especi�car as funçõesg substituindo as equações (4.50) e

(4.51) na condição (4.9) junto com os parâmetros, obtendo assim

q2~g� (�; � ) = � � �
�
2a1 sin (� � ) + a2 �

�
cos (� � ): (4.52)

Por uma integração simples, temos

~g(�; � ) = �
� �
q2

�

2a1 � sin (� � ) +
a2

2
� 2

�

cos (� � ); (4.53)

assim como

~g(� ) =
� �
q1

�

2a1 +
a2

2

�

sin2(� � ) cos (� � ); (4.54)

ao utilizarmos a função de deformação. Substituindo os resultados acima no ansatz (4.5)

e (4.6), obtemos respectivamente

W (2)
� (�; � ) = �

h
a1 cos2(� � ) + a2 (1 � � sin(� � )) + (1 � a1 � a2)

�
1 � � 2

�i
; (4.55)

W (2)
� (�; � ) = �

"
1
�

cos(� � ) + �
�

2a1 +
a2

2

�

sin2(� � ) cos(� � ) � a1 � � sin(2� � )

�
a2 �

2
� 2 cos(� � )

#

; (4.56)

onde devemos realizar integrações simples para obtermos o superpotencial de dois campos

da forma

W (2) (�; � ) = �

"

� � (1 � a1 � a2)
� 3

3
� a1 � sin2(� � ) �

a2

2
� 2 sin(� � ) +

1
� 2 sin(� � )

+
1
3

�

2a1 +
a2

2

�

sin3(� � )
�

: (4.57)

Observe que agora temos acoplado o campo� com� , mostrando que o método de extensão

gerou o modelo(� 4 + sG). Este modelo é uma generalização dos modelos de campos

acoplados não lineares desenvolvidos recentemente em [47]. Podemos veri�car diretamente

que as con�gurações

� (x) = tanh ( � x ) e � (x) =
1
�

arcsin (tanh (� x )) ; (4.58)



Capítulo 4. Método de extensão para dois campos 35

são as respectivas soluções BPS da equação de primeira ordem (4.1) quando as deriva-

das parciais forem de�nidas por (4.55) e (4.56). Este modelo BPS conecta os mínimos

degeneradosm1 =
�
� 1; � �

2 �

�
comm2 =

�
1; �

2 �

�
, com energiaEBP S = 2 �

�
2
3 + 1

� 2

�
. A es-

tabilidade do modelo
�
� 4 + sG

�
, consiste agora em substituir o superpotencial (4.57) e os

estados BPS (4.58) na expressão (4.20). A �m de simpli�car, escolhemos fazera2 = � 2a1

e � = 1 de modo que

u� = �
3
2

tanh(x) �
1
2

sgn(x) tanh(x); (4.59)

onde sgn(x) é a função sinal. Da equação acima, obtemos os seguintes potenciais mecânico

quântico (4.23)

U� (x) =
1
2

(5 � 3sgn(x)) � 2(2 � sgn(x)) sech2(x): (4.60)

Os potenciais acima podem também serem associados ao potencial Rosen-Morse II (A.1),

sendoB = 0 e � = 1. Contudo, devido à função sgn(x), podemos ver da �gura 2 que

eles agora serão descontínuos de modo a requerer uma atenção mais especial no que diz

respeito ao nosso objetivo de determinar os autovalores. Com esta �nalidade, consideremos

a equação de Schrödinger
h
� @2

x � E + U(x)
i

	( x) = 0 ; (4.61)

assumindo~ = 2m = 1 e que as energias discretasE são de�nidas pelo seguinte potencial

composto e descontínuo

U(x) = U(L)(x)� (� x) + U(R)(x)� (x) =
X

�
� (�x )U(� )(x); (4.62)

onde � (x) denota a função degrau unitário,� = f L; Rg de modo que� (Lx ) � � (� x) e

� (Rx) � � (x), e U(L=R )(x) os dois correspondentes potenciais contínuos e simétricos, os

quais admitimos que os correspondentes níveis de energia e funções de onda de todos os

estados estacionários são conhecidos. Uma vez que as funções de onda não podem ser

qualquer função, devemos pressupor que	( x) e @x 	( x) � 	 0(x) sejam contínuos em

x = 0, além de	( x) ser nulo nos extremos(	( �1 ) = 0) . Desta forma, podemos seguir

os procedimentos introduzidos em [48, 49] a �m de determinarmos os níveis de energia no

caso de potenciais compostos, fazendo uso do chamado teorema de fatorização da função

de Green [50]. Iniciemos considerando as funções de Green para os potenciaisU(L=R )(x)
h
� @2

x � E + U(� )(x)
i

G(� )(x; x0; E) = � (x � x0); (4.63)

para � = f L; Rg, de modo queG(L=R )(x; x0; E) são as funções de Green associadas aos

respectivos potenciaisU(L )(x) e U(R)(x). A função de Green deve ser limitada nos extre-

mos G(� )(x = �1 ; x0; E) = 0 , para ambos os casosk = f L; Rg, enquanto a diferencial

@x G(� )(x; x0; E) apresenta descontínuidade emx = x0 = 0, de forma que

@x G(� )(0; 0+ ; E) � @x G(� )(0; 0� ; E) = 1 ; (4.64)

@x G(� )(0; 0+ ; E) + @x G(� )(0; 0� ; E) = 0 ; (4.65)
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para os limitesx0 ! 0� . A eq.(4.64) é uma identidade geral, enquanto a expressão (4.65)

é uma consequência da simetria no pontox = 0, onde será útil para simpli�carmos as

análises. Multiplicando a eq.(4.63) por	( x) pela esquerda e a eq.(4.61) porG(� )(x; x0; E),

obteremos ao subtrair os resultados e considerar a relação

�
U(x) � U(� )

�
	( x)G(� )(x; x0; E) = � �� (� �x ) � U G(� )(x; x0; E)	( x); (4.66)

onde denotamos� U = U(R)(x) � U(L )(x), as seguintes expressões

	( x) @2
x G(� )(x; x0; E) � G(� )(x; x0; E)	 00(x) � �� (� �x ) � U G(� )(x; x0; E)	( x)

= � 	( x)� (x � x0); (4.67)

para � = f L; Rg. Integrando a eq.(4.67) de(0; 1 ), e realizando uma integração por partes

assumindo	( x = �1 ) = 0 e G(� )(x = �1 ; x0; E)=0, obtemos

G(� )(0; x0; E)	 0(0) � 	(0) G(� )(0; x0; E) � �
Z 1

0
dx � (� �x ) � U G(� )(x; x0; E)	( x)

= � 	( x0)� (x0); (4.68)

para � = f L; Rg. Analogamente, podemos agora integrar de(�1 ; 0) para obter

	(0) @x G(� )(0; x0; E) � G(� )(0; x0; E)	 0(0) � �
Z 0

�1
dx � (� �x ) � U G(� )(x; x0; E)	( x)

= � 	( x0)� (x0): (4.69)

Deste modo, podemos considerar� = f Rg na eq.(4.68) e� = f Lg na eq.(4.69) para

descrever a seguinte relação compactada

G(� )(0; x0; E)	 0(0) � 	(0) @x G(� )(0; x0; E) = � � 	( x0)� (�x 0); (4.70)

que ao assumirmos os limitesx ! 0� , teremos

� 	(0) = 	(0) @x G(� )(0; 0� ; E) � 	 0(x)G(� )(0; 0;E); (4.71)

0 = 	(0) @x G(� )(0; 0� � ; E) � 	 0(0)G(� )(0; 0;E): (4.72)

Somando as duas expressões acima e usando a relação (4.65), encontramos

	(0) = � 2	 0(0)G(R)(0; 0;E); (4.73)

� 	(0) = � 2	 0(0)G(L )(0; 0;E); (4.74)

de modo que podemos escrever

h
G(R)(0; 0;E) + G(L )(0; 0;E)

i
	 0(0) = 0 : (4.75)

Para o caso	 0(0) = 0 teremos queG(� )(0; 0;E), para � = f L; Rg, apresentará um polo

em E = E0, uma vez que estamos assumindo possuir estados ligados. AssimE0 será um
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Figura 2 � Potenciais mecânico-quânticos descontínuosU� (x) associados ao modelo es-
tendido (� 4 + sG), para � = 1 e a2 = � 2a1.

autoestado comum para ambos potenciaisU(L ) e U(R) . Todavia, para 	 0(0) 6= 0, obtemos

a seguinte equação transcendental

G(L)(0; 0;E) + G(R)(0; 0;E) = 0 ; (4.76)

cujos autovaloresE permitidos pelo potencial compostoU são todos os valores que satis-

fazem a equação acima (4.76). Sendo assim, devemos agora prosseguir na determinação da

função de Green associada aos potenciaisU(L ) e U(R) , isto é, devemos determinar a função

de Green associada ao potencial Rosen-Morse II [51] comB = 0 e � = 1. Neste cenário,

descrevemos a função de Green associada ao potencial Rosen-Morse II
�
G(RM )(x; x0; E)

�

por
h
� @2

x + A0sech2(x) � E 0
i

G(RM )(x; x0; E) = � i� (x � x0); (4.77)

onde consideramos~ = 2m = 1, A0 = � A(A +1) , eE 0 = E � A2 comA sendo o parâmetro

dado em (A.1). A �m de determinarmosG(RM )(x; x0; E), consideremos a seguinte equação

de Green paral e m inteiros
h
� @2

x � l (l + 1) sech2(x) + m2
i �

tanh(x)j tanh(xa)
�

m;l
= � i� (x � xa); (4.78)

cuja solução é bem conhecida
�

tanh(xb)j tanh(xa)
�

m;l
= �

i
2

�( m � l)�( l + m + 1) �
�

� (xb � xa)P � m
l (tanh(xb))P � m

l (� tanh(xa)) + ( xb $ xa)
�

; (4.79)

onde� (x) é a função degrau unitária,� = �( m; L ) a função gama, ePm
l (x) são os polinô-

mios de Legendre associados. Observe que as funções acima estam descritas em termos

dos parâmetros discretosm e l. Todavia, uma vez que a função gama e os polinômios

de Legendre são bem de�nidos no domínio complexo, podemos estender o domínio das

variáveis discretas para o contínuo, de modo que

� = �( y); (4.80)

Pb
a (y) =

1
�(1 � b)

� 1 + z
1 � z

� b
2

F
�

� a;1 + a; 1 � b;
1 � y

2

�

; (4.81)
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onde aqui consideramosa; b; e y variáveis reais, eF (a; b; c; y) a função hipergeométrica.

Deste modo ao compararmos a eq.(4.77) com a eq.(4.78), vemos que

l(A) = A; m(A; E ) =
p

A2 � E: (4.82)

Por consequinte, podemos indiretamente derivar a função de GreenG(RM )(x; x0; E) subs-

tituindo as relações acima (4.82) na eq.(4.79), de modo que

G(RM )(x; x0; E) = �
i
2

�(
p

A2 � E � A)�(1 + A +
p

A2 � E) �
�

� (x � x0)P �
p

A 2 � E
A (tanh(x))P �

p
A 2 � E

A (� tanh(x0)) + ( x $ x0)
�

; (4.83)

que ao considerarmos o caso particularx = x0 = 0, obtemos

G(RM )(0; 0;E) = �
i
2

�
� p

A2 � E � A
�

� 2
�
1 +

p
A2 � E

� �

�
�
1 + A +

p
A2 � E

�
� 2

�
1+

p
A 2 � E
2

�
� 2

�
2+

p
A 2 � E
2

�

� 2
�

1� A+
p

A 2 � E
2

�
� 2

�
2+ A+

p
A 2 � E

2

� : (4.84)

O espectro discreto de autovalores satisfaz a relação

lim
E ! Ek

(E � Ek)G(x; x0; E) =
i (� 1)k

k!

q
A2 � Ek �(1 + 2 A � k) �

�

� (x � x0)P �
p

A 2 � E
A (tanh(x))P �

p
A 2 � E

A (� tanh(x0))

+( x $ x0)
�

: (4.85)

Retornando para o nosso caso em particular, podemos decompor o potencialU+ (x) (4.60)

como segue

U(L)
+ = 4 � 6 sech2(x); U(R)

+ = 1 � 2 sech2(x); (4.86)

de modo que

G(L)
+ (0; 0;E) =

i
2

(3 � E)
E

p
4 � E

; G(R)
+ (0; 0;E) =

i
2

p
1 � E
E

: (4.87)

Substituindo a equação acima (4.87) na equação transcendental (4.76), permite escrever

E
p

1 � E
p

4 � E + E(3 � E) = 0 ; (4.88)

sendo assim permitido somente o autovalorE = 0 para o potencial descontínuoU+ (x).

Pela eq.(4.85), podemos ver que o autovalor da energia zero é comum aos potenciais de-

compostos, o que é consistente com o fato deE = 0 ser um pólo da função de Green (4.83)

para ambos os casos. Uma equação transcendental idêntica será obtida para o potencial

U� (x), uma vez queU(L/R )
� = U(R/L )

+ , que novamente permitirá apenas o autovalor de
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Figura 3 � A linha sólida (vermelha) é o grá�co da solução� (+) para os valores de parâ-
metros a1 = 3 e a2 = � 1. A linha tracejada (azul) é o grá�co da solução� (� )

para os valores de parâmetroa1 = � 1 e a2 = 1, com � = 1.

energia zero. Esses resultados nos levam a garantir a estabilidade para as soluções BPS

do modelo estendido(� 4 + sG), pelo menos para nossa escolha particular de parâmetros.

Podemos constatar que o superpotencial (4.57) gera também os mínimos degene-

rados
�
� 1; (2k � 1

2) �
�

�
, e

�
1; (2k + 1

2) �
�

�
, sendok 2 Z. De modo que podemos destacar a

existência de outras soluções BPS, onde um exemplo em particular são

� (� )(x) =
(1 � a1) � e(� 2(1� a1 )+ a2 ) � x

((1 � a1) � a2) + e(� 2(1� a1 )+ a2 ) � x
; � (� )(x) =

�
�

�

2k �
1
2

�

; (4.89)

quando os parâmetrosa1 e a2 satisfazem as restriçõesa2 < (1 � a1), e a2 6= 2(1 � a1),

pois do contrário teremos que� � (x) torna-se uma exponencial ao violarmos a primeira

restrição, e uma constante na violação da segunda. Pela escolhak = 0, temos que estas

soluções conectam o mínimom1 a um novo mínimom3 =
�

1� a1
1� a1 � a2

; � �
2 �

�
. A energia BPS

sendo agora da forma

EBP S =
�
6

�
�
�2(1 � a1) � a2

�
�
�
3

(1 � a1 � a2)2 : (4.90)

Uma outra solução possível é dada pelas seguintes expressões

� (+) (x) =
(1 � a1) + e(2(1 � a1 )� a2 ) � x

(a2 � (1 � a1)) + e(2(1 � a1 )� a2 ) � x
; � (+) (x) =

�
�

�

2k +
1
2

�

; (4.91)

quando a2 > (1 � a1), e novamentea2 6= 2(1 � a1). Para k = 0, as soluções agora

conectam o mínimom2 para o novo mínimom4 =
�
� 1� a1

1� a1 � a2
; �

2 �

�
. As novas soluções em

(4.91) geram a mesma energia BPS que as soluções em (4.89), dada na eq.(4.90). Plotamos

ambas soluções� � (x) na �gura 3.

4.4 Modelo acoplado(sG+ E) e estabilidade

Com o método da extensão objetivamos acoplar agora a teoria sG com o modelo-E,

onde ambos estão representados na seção 3.3 juntamente com a função de deformação que
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relaciona as teorias. Tendo o superpotencial do modelo-E (3.21)

W (1)
� (� ) = � (1 + � ) cos

� 1
2

ln (1 + � )2
�

; (4.92)

e a seguinte função de deformação (3.23)

� = f (� ) = e� � � 1; (4.93)

obtemos o superpotencial sG (3.18). Desta forma, podemos escrever as seguintes expres-

sões equivalentes para o modelo-E

W (1)
� (� ) = � (1 + � ) cos

� 1
2

ln(1 + � )2
�

; (4.94a)

W (1)
� (� ) = � e � � cos(� � ); (4.94b)

W (1)
� (�; � ) = � (1 + � ) cos(� � ); (4.94c)

e para o modelo sG

fW
(1)
� (� ) =

�
�

cos(� � ); (4.95a)

fW
(1)
� (� ) =

�
�

cos
� 1

2
ln(1 + � )2

�

; (4.95b)

fW
(1)
� (�; � ) =

2�
�

"

cos
� � �

2

�

cos
� 1

4
ln(1 + � )2

�

�
1
2

#

: (4.95c)

Substituindo as equações (4.94) e (4.95) na condição (4.9) comp1 = q3 = 0, obtemos

p2g� (�; � ) � q2~g� (�; � ) = � � � a 1e� �
�

cos(� � ) � sin(� � )
�

+ � � a 2(1 + � ) sin(� � )

�
�
�

b2

(1 + � )
cos

� � �
2

�

sin
� 1

4
ln(1 + � )2

�

�
�
�

b3

(1 + � )
sin

� 1
2

ln(1 + � )2
�

: (4.96)

Assim podemos agrupar os termos de modo que após uma integração simples, resulta nas

seguintes funçõesg

g(�; � ) = � �
a1

p2
e� � cos(� � ) �

�
�

b3

p2

�
(1 + � )

sin
� 1

2
ln(1 + � )2

�

; (4.97)

~g(�; � ) = �
2�
�

b2

q2
cos

� � �
2

�

cos
� 1

4
ln(1 + � )2

�

� � �
a2

q2

 

� +
� 2

2

!

sin(� � ); (4.98)

onde utilizaremos novamente a função de deformação para reescrever as expressões acima

nas respectivas formas

g(� ) = �
� a 1

p2
(1 + � ) cos

� 1
2

ln(1 + � )2
�

�
� b 3

� 2 p2

ln(1 + � )
(1 + � )

sin
� 1

2
ln(1 + � )2

�

; (4.99)

~g(� ) = �
2� b 2

� q 2
cos2

� � �
2

�

�
� � a 2

2q2

�
e2 � � � 1

�
sin(� � ): (4.100)
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A partir desses resultados, retornamos no ansatz (4.5) e (4.6), obtendo

W (2)
� (�; � ) = � a 2(1 + � ) cos(� � ) + � (1 � a2)(1 + � ) cos

� 1
2

ln(1 + � )2
�

+
� b 3

� 2

 
ln(1 + � ) � � �

(1 + � )

!

sin
� 1

2
ln(1 + � )2

�

; (4.101)

W (2)
� (�; � ) =

�
�

(1 � b3) cos(� � ) +
� b 3

�
cos

� 1
2

ln(1 + � )2
�

+
� � a 2

2

�
e2 � � � (1 + � )2

�
sin(� � ): (4.102)

Assim construimos o superpotencial de dois campos

W (2) (�; � ) =
�
5

(1 � a2)(1 + � )2
�

2 cos
� 1

2
ln(1 + � )2

�

+ sin
� 1

2
ln(1 + � )2

��

+
� b 3

� 2

� �
� � � ln(1 + � )

�
cos

� 1
2

ln(1 + � )2
�

+ sin
� 1

2
ln(1 + � )2

��

+ � a 2

 

� +
� 2

2

!

cos(� � ) +
� a 2

10

h�
5 � e2 � �

�
cos(� � ) + 2 e2 � � sin(� � )

i

+
�
� 2 (1 � b3) sin(� � ); (4.103)

para o modelo(sG+ E) ao acoplarmos o campo� com o campo� . Este superpotencial

suporta as seguintes con�gurações BPS

� (x) = earctan (sinh ( � x )) � 1 e � (x) =
1
�

arctan (sinh(� x )) ; (4.104)

conectando os mínimos degeneradosm1 =
�
e� �= 2 � 1; � �= 2�

�
e m2 =

�
e�= 2 � 1; �= 2�

�
,

com energia

EBP S =
2�
5� 2

�
5 + � 2 cosh�

�
: (4.105)

Para estudar a estabilidade do modelo(sG+ E), devemos agora considerar o superpoten-

cial (4.103) e os estados BPS (4.104) na expressão (4.20), obtendo

u� =
�
2

8
<

:
sech(� x ) +

�

a2 + b3 � 2 +
b3

� 2 e� 2 arctan(sinh( � x )) + a2 � 2 e2 arctan(sinh( � x ))
�

tanh(� x )

� 2

" � b3

�
e� arctan(sinh( � x )) + a2 � e arctan(sinh( � x ))

� 2

tanh2(� x )

+
e� 4 arctan(sinh( � x ))

4� 4

�

� 2 e2 arctan(sinh( � x )) sech(� x )

�
�

� 2 e2 arctan(sinh( � x )) � 1
��

b3 + a2 � 2 e2 arctan(sinh( � x ))
�
tanh(� x )

� 2
# 1

2

9
=

;
: (4.106)

Novamente, com objetivo de realizarmos um estudo analítico do potencial mecânico quân-

tico associado, escolhemosa2 = b3 = 0, de modo que ao substituirmos a eq.(4.106) na

eq.(4.23), resulta

U(0)
+ (x) = � 2 � � 2 sech2(� x ) � 3� 2 sech(� x ) tanh( � x ); (4.107)

U(0)
� (x) = � 2 � 2 � 2 sech2(� x ); (4.108)
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Figura 4 � Potenciais mecânico-quânticosU+ (linha sólida) e U� (linha tracejada) do
modelo estendido(sG+ E) para a2 = b3 = 0, e � = 1.

correspondendo respectivamente nos potenciais Scarf II (A.1) e Rosen-Morse II (A.6).

Todavia, está escolha de parâmetros trivialmente desacopla os campos� e � , como pode

ser visto na �gura 4.

Dada a di�culdade de analisarmos analiticamente os potenciais quânticos para um

valor mais geral dos parâmetroa2 e b3, partiremos então para uma análise qualitativa de

aproximação dos estados ligados para algumas con�gurações de parâmetros. Sendo assim,

o máximo que poderemos garantir aqui é que existe estabilidade para alguns valores muito

pequenos dos parâmetros, ou seja, os potenciais possuem o modo zero como seu estado

fundamental, e não há autovalores de energia negativa. Claro, uma análise mais precisa e

geral requerirá um estudo numérico mais profundo.

Comecemos considerando alguns pequenos valores dos parâmetrosa2 e b3, e no-

temos como o potencial se deforma por essas pertubações. Nas �guras 5 e 6 plotamos

os potenciais para algumas con�gurações coma2 = 0, e b3 com alguns valores pequenos.

Enquanto, nas �guras 7 e 8, plotamos con�gurações comb3 = 0, e a2 pequeno. Portanto,

uma vez que valores nulos dea2 e b3 geram potenciais mecânico-quanticos exatamente

solúveis desacoplados, podemos perceber que para valores muito pequenos dos parâmetros

(. 10� 2), continuaremos possuindo potenciais exatamente solúveis com acoplamento fraco

(ver �gura 9). Permitindo assim desenvolver uma teoria de perturbação independente do

tempo que determinará as correções perturbativas nos autovalores, onde consideraremos

correções de primeira ordem. Primeiramente consideremosa2 = 0 e b3 = � . 10� 2,

obtendo o seguinte Hamiltoniano perturbado

H = H0 + �H 1; (4.109)

com

H0 = �
d2

dx2
+

0

B
B
B
@

U(0)
+ 0

0 U(0)
�

1

C
C
C
A

; H1 =

0

B
B
B
@

U(1)
+ 0

0 U(1)
�

1

C
C
C
A

; (4.110)
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onde U(0)
� são os potenciais exatamente solúveis (4.107) e (4.108), enquantoU(1)

� são as

correções de primeira ordem, que neste caso são dadas por

U(1)
+ = �

� 2

� 2 e� 2 arctan(sinh( � x ))
�
2 � 3 sech2(� x )

�
; (4.111)

U(1)
� = � � 2

�
2 � 3 sech2(� x )

�
: (4.112)

No tratamento perturbativo, o espectro de autovalorEk será expandido em série de po-

tência � , da seguinte forma

Ek = E (0)
k + � E (1)

k + : : : ; (4.113)

onde E (0)
k são os autovalores não perturbados, representados neste caso respectivamente

por (A.2) e (A.7). Enquanto E (1)
k são as correções de primeira ordem determinadas pela

expressão

E (1)
k =

Z 1

�1

h
� �

k(x)U(1)
+ (x)� k(x) + � �

k(x)U(1)
� (x) � k(x)

i
dx; (4.114)

onde� k e � k são as autofunções associadas aos potenciais Scarf II (A.8) e Rosen-Morse II

(A.4), respectivamente. Sendo assim, ao compararmos as formas explícitas das eqs.(4.107)

e (4.108) com as dos potenciais exatamente solúveis, teremosA = � em ambos os casos,

enquantoB = � � para U(0)
+ , e B = � para U(0)

� . Após os cálculos, concluímos que ambos

possuirão somente o estado fundamentealk = 0, o modo zero, com

	 0 =

0

@
� 0(x)

� 0(x)

1

A =

0

@
sech(� x )earctan(sinh( � x ))

sech(� x )

1

A ; (4.115)

e energiaE (0)
0 = 0. Agora, usando explicitamente a eq.(4.114) vemos que a correção per-

turbativa para este cenário será nula(E (1)
0 = 0) . Portanto, até primeira ordem de correção,

vemos que os potenciais perturbados apresentarão somente o estado fundamental com au-

tovalor nulo (E0 = 0) .

Consideremos agora o casob3 = 0 e a2 = � . 10� 2. De modo similar, encontrare-

mos em correções de primeira ordemU(1)
�

U(1)
+ = � � 2

�
2 � 3 sech2(� x ) � 2 sech(� x ) tanh( � x )

�
; (4.116)

U(1)
� = � � 2 � 2 e2 arctan(sinh( � x ))

�
2 � 3 sech2(� x ) � 2 sech(� x ) tanh( � x )

�
: (4.117)

Determinando novamente os parâmetros e as autofunções, e retornamos na eq.(4.114),

descobrimos que a correção de primeira ordem para o modo zero também desaparece.

Portanto, podemos garantir que em correções de primeira ordem o regime de acoplamento

fraco, paraa2 . 10� 2 eb3 . 10� 2, descreve um modelo estendido(sG+ E) estável. Como já

mencionamos, valores mais gerais dos parâmetros de acoplamento, requerirá uma análise

numérica mais completa do problema espectral.
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Figura 5 � Potenciais mecânico-quanticosU+ (na esquerda) eU� (na direita) para a2 = 0
e � = 1. Para ambos, plotamos os valoresb3 = 0, b3 = � 0:01, e b3 = � 0:8,
representado com linhas pontilhadas, sólidas e tracejadas, respectivamente.

Figura 6 � Potenciais mecânico-quanticosU+ (na esquerda) eU� (na direita) para a2 = 0
and � = 1. Para ambos, plotamos os valoresb3 = 0, b3 = 0:01, e b3 = 0:4,
representado com linhas pontilhadas, sólidas e tracejadas, respectivamente.

Figura 7 � Potenciais mecânico-quanticosU+ (na esquerda) eU� (na direita) para b3 = 0
e � = 1. Para ambos, plotamos os valoresa2 = 0, a2 = � 0:01, and a2 = � 0:8,
representado com linhas pontilhadas, sólidas e tracejadas, respectivamente.
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