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RESUMO

O calculo variacional esta diretamente relacionado a modelagem energética
dos sistemas fisicos em geral. A vantagem desta abordagem sobre as
abordagens classicas (Newtonianas), € que um  sistema pode ser
subdividido em varios sub-sistemas cuja modelagem pode ser mais simples
que a do todo. Como a energia total de um sistema € a soma das energias
das partes, é possivel obter-se um resultado global a partir dos resultados
parciais. Ja nos métodos classicos, baseados na forca, ndo existe esta
flexibilidade, quando muito é possivel a aplicacio do método da
superposicdo de efeitos. Contudo, este método ndo se aplica aos sistemas
ndo lineares. Em geral, as aplicacdes de engenharia estdo sempre ligadas a
solucdo de um conjunto de equacgbes descritivas dos fendmenos. Partir
dessas equacOes e chegar a um funcional, que as represente, é o problema
inverso do céalculo variacional. Este trabalho apresenta uma descricdo dos
métodos que tém sido empregados para a solucdo deste problema, bem
como generaliza o teorema de Vainberg, que foi o ponto de partida para
todos esses métodos. A partir desse teorema este trabalho propde meétodos
que se aplicam a uma classe mais geral de problemas, como por exemplo a
formulacdo variacional das equacOes de Navier-Stokes. Este trabalho
aborda, principalmente, a formulacdo variacional das equacdes de
Maxwell, inclusive a formulagdo quaternidnica, que conduz ao lagrangeano
eletromagnético cléssico acrescido de um termo complexo, o qual permite
que o funcional ao ser variado resulte nas quatro equacbes de Maxwell.
Finalmente apresenta-se a formulacdo das equacdes de Maxwell por
intermédio de formas diferenciais. A vantagem do método energético sobre
a formulacéo fraca é que o primeiro fornece cotas superior e inferior para a

solugdo numeérica dos problemas.



ABSTRACT

The variational calculus is directly related to the energetic modeling of
physical systems in general. The advantage of such approach in relation to
the classical approaches (Newtonians) is that a system can be subdivided in
many sub-systems whose modeling can be simpler than the one of the
whole. As the total energy of a system is the sum of the energy of the parts,
it is possible to obtain a global result from the partial results. Nevertheless,
in the classic methods, based on force, such flexibility does not exist, the
most possible way is to apply the effect superposition method. However,
this method does not apply to non-linear systems. In general, the
engineering applications are always linked to the solution of a set of
descriptive equations of the phenomena. Starting in these equations and
reaching a functional, which represent them, is the inverse problem of the
variational calculus. This paper presents a description of the methods which
have been employed for the solution of this problem. Morever, this paper
generalize the Vainberg theorem, which was the starting point for all these
methods. From this theorem, this paper proposes methods that apply to a
more general class of problems, such as, for example, the variational
formulation of Navier-Stokes equations. This work approaches, principally,
the variational formulation of Maxwell, including the quaternionic
formulation, which takes to the langrangian classic electromagnetic field
added of a complex term, which allows the functional, when varied, to
result in the four Maxwell equations. Finally, the formulation of Maxwell
equations by means of differential forms is presented. The advantage of the
energetic method on the weak formulation is that the former provides

superior and inferior quotes to the numeric solution of the problems.



Capitulo 1

INTRODUCAO

As aplicacdes de engenharia e da fisica-matematica estdo sempre ligadas a
solugéo de um conjunto de equacGes descritivas. O conjunto de equagdes descritivas
inclui as equacBes de equilibrio dindmico, equacBes constitutivas, condicbes de
contorno ou iniciais, e pode estar, ou ndo, na forma de equacdes diferenciais. Uma
formulacdo alternativa ao conjunto descritivo pode ser feita em termos de um funcional,

e é entdo, chamada de principio variacional.

A forma de encarar um problema no célculo variacional é procurar aqueles
pontos em um espaco de funcdo apropriado nos quais o funcional é estacionério.
Procedimentos j& bem conhecidos conduzem a uma ou mais equagdes de Euler-
Lagrange, condi¢cdes de contorno naturais ou “dinamicas”, e condig¢des iniciais. Se essas
equac0es correspondem ao conjunto de equacgdes descritivas, entdo o problema de busca
dos pontos estacionarios do funcional fornece uma descri¢do alternativa do problema
fisico.

A existéncia de um principio variacional para uma equacao diferencial ou para
um sistema de equac0es diferenciais € um conhecimento valioso. Se existir um principio
variacional, ele sera de grande ajuda na construcdo de uma solugdo para o problema
fisico modelado pelo conjunto de equagdes descritivas. O principio variacional também
fornece um veiculo para um desenvolvimento teérico do problema , como a mecénica
Hamiltoniana, por exemplo. Por fim, o fato de que um problema admita uma

formulacdo variacional em muitos casos prové um apelo a interpretacao fisica.

Cronologicamente, dado um problema fisico, em geral, primeiro determina-se o
conjunto de equacdes descritivas desse problema, em seguida, a partir desse conjunto de
equac0es, é deduzido o principio variacional. Uma vez que o funcional seja conhecido,
hd uma tendéncia em se apresentar o funcional primeiro, e em seguida deduzir as

equacOes descritivas a partir dele.

A formulagdo variacional de um problema néo-linear, além de ser uma maneira
elegante de expressar as leis fisicas, permite solucGes através de métodos numéricos

conhecidos e de rapida convergéncia.



O célculo variacional fornece meios para a deducdo das condicBes que

descrevem o ponto estacionario de um funcional.

Contudo, 0 processo reverso ndo é tdo simples. Determinar o funcional cuja
variacdo resultava nas equacGes de equilibrio dindmico, como as equacgdes de Euler-
Lagrange, era 0 maior obstaculo. Tratava-se essencialmente de um procedimento de
tentativa e erro, em alguns casos e, em outros, passivel de uma abordagem metodoldgica

e sistematica.

Deve ser dito que muito tempo e esforco foram feitos para desenvolver métodos
para a construcdo de principios variacionais. Descobrir um principio variacional era
como uma arte. Normalmente, aplicava-se varias transformacfes as equacdes de
equilibrio dinamico e entdo usava-se o calculo variacional para verificar se as equacgdes
de equilibrio dindmico reapareciam como as equacfes de Euler-Lagrange. Quando se
era bem sucedido nessa busca, apresentava-se, na maioria das vezes, apenas o funcional,

mas ndo o caminho e as pesquisas na busca deste.

Para tornar o assunto ainda mais dificil, deve-se dizer que ha problemas para 0s

quais ndo existe uma formulagao variacional.

A pesquisa por um principio variacional é o problema inverso do célculo
variacional, isto €, encontrar o funcional cujos pontos estacionarios sejam descritos
pelas equacdes descritivas. O que suscita uma questdo, ainda mais fundamental, qual
seja, a da existéncia, ou ndo, do funcional. Até muito recentemente ambas as questfes

encontravam-se em aberto.

Dentro do contexto da moderna analise funcional, contudo, a condicdo de
existéncia de solucdo do problema inverso foi estabelecida, em principio, por Vainberg
em 1954. A resposta a questdo da existéncia de um principio variacional era
equivalente a determinar se um operador era ou ndo um operador potencial. Se o
operador fosse um operador potencial, o principio variacional era dado diretamente por

uma sistematica de calculo.

Enzo Tonti apresentou um trabalho de simplificacdo da teoria mais abstrata de
Vainberg, tornando-a mais acessivel aos fisicos e engenheiros. Tonti reconheceu a
importancia do trabalho de Vainberg, e desenvolveu um formalismo e um procedimento
para deduzir varias formulas operacionais para determinar se um dado operador era, ou

n&o, potencial. Finlayson usou o formalismo de Tonti e estendeu o conceito de operador



adjunto as equacOes ndo-lineares. Apos o surgimento desse trabalho, disponibilizaram-
se resultados para equacdes diferenciais ordinadrias de quarta ordem, e sistemas de

equac0es diferenciais parciais de segunda ordem.

As condicBes para a existéncia de um potencial sdo muito restritivas. Além
disso, sabe-se que a maioria dos problemas reais sdo de natureza dissipativa, 0 que
conduz a inexisténcia de um potencial. De fato, demonstra-se que uma equacao
diferencial escalar cuja derivada de mais alta ordem é de ordem impar, ndo tem
potencial. Alguns operadores podem ser transformados em uma forma alternativa que
satisfaca as condigcdes para a existéncia de um potencial. Novamente, contudo, as
condigdes para sua existéncia também sdo muito restritivas e as técnicas que permitem

esta transformacdo sdo dificeis de serem sistematizadas.

Assim, uma série de problemas de grande importdncia ndo podiam ser
formulados variacionalmente. Desta forma, o objetivo desta tese & apresentar um
método simples e eficaz, capaz de efetuar a modelagem variacional de problemas

originariamente ndo potenciais.

Neste trabalho a nocdo de Formulagdo Forte sera generalizada, de modo que, na
mesma, seja possivel a inclusdo de certos tipos de operadores que em teorias anteriores
existentes eram tidos como ndo-potenciais (passando agora a ser potenciais). Para
atingir esse objetivo, inicialmente estender-se-4 o conceito de adjunto de um operador
(definidos num espago de Hilbert ), relacionando o0 mesmo com uma forma bilinear
continua e ndo-degenerada, ndo sO simétrica, como usual, mas também podendo ser

anti-simétrica.

O capitulo 2 apresentara uma serie de definicdes e conceitos necessarios a
compreensdo do trabalho. Apresentara, também, a titulo de contribui¢cdo, um teorema
entitulado por nds “Teorema Fundamental do Problema Inverso do Célculo das
VariagcOes” que € a generalizacdo do teorema de M. M.Vainberg sobre a potencializacao
de operadores. Este teorema fundamental sera a base para boa parte deste trabalho.

Ja o capitulo 3, apresentard uma curta revisdo dos trabalhos feitos nesta area,
classificando, no final, os principais correntes seguidas pelos pesquisadores ao longo da
historia.

No capitulo 4, serdo apresentados aspectos importantes da formulacdo

variacional para sistemas de equacdes diferenciais.



No capitulo 5, sera apresentado, também como contribuicdo, um método de
formulacdo variacional, denominado de “Decomposicdo do Operador”. Tal método é
uma conseqiiéncia do Teorema Fundamental apresentado no capitulo 2. Neste capitulo,
além de vérios exemplos que visam ilustrar 0 método proposto, sera apresentado o
método na formulacdo variacional das equacdes de Navier-Stokes, que até entdo vém
sendo citadas como exemplo classico de equacBes que ndo admitem formulacédo
variacional.

No capitulo 6, sera apresentada a formulacdo variacional das equagdes de
Maxwell, utilizando-se um operador anti-simétrico.

O capitulo 7 apresentard a formulacdo quaternionica das equacdes de Maxwell,
bem como a sua formulacdo variacional na forma de quatérnios. Esta formulacéo torna-
se interessante na medida em que fornece como resultado, o lagrangeano classico
acrescido de uma parte complexa, de modo que a variagéo deste lagrangeano resulta no
sistema formado pelas quatro equactes de Maxwell.

O capitulo 8 apresentard a formulacdo das equacbes de Maxwell por meio de
formas diferenciais e a consequiente formulagéo variacional.

No capitulo 9 serdo apresentadas as conclus@es gerais do trabalho.
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Capitulo 2

DEFINICOES E CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Este capitulo tem por objetivo, além da introducdo de uma série de conceitos e
notagcdes que serdo empregadas no decorrer do trabalho, a apresentacdo e demonstragdo
do Teorema Fundamental do Problema Inverso do Calculo das Variacdes, que é a
generalizacdo do Teorema de M. M. Vainberg, que trata da potencialidade de

operadores.

Os espacgos vetoriais reais serdo denotados por X ou por Y. J& 0s espacos
euclidianos, no corpo dos reais, de dimensdo n, serdo denotados por [ ". Se necessario
poderdo ser considerados, também, espacos euclidianos definidos no corpo dos
complexos [1. Quando X for um espago munido de uma forma bilinear o , néo-

degenerada, esta forma sera representada por o( , ) ou (, ) , ou ainda, simplesmente,

por ().

2.1 O Conceito de Operador e de Funcional

Uma aplicacdo de um subconjunto D (D < X )em um outro espago vetorial Y

sera chamada de operador e denotada por N: X —»Y ou por N:D—Y,onde D é 0

dominio de N (DED(N)). Ocasionalmente N poderd ser escrita como N() @)

conjunto de todos os operadores de X em Y serd representado por [ X,Y].

Um operador ser dito linear se for, simultaneamente, homogéneo e aditivo, isto

é, f(ax+pBy)=af(x)+Bf(y), considerando x,y e X e a, 8 €l . Caso contrario o

operador é dito ndo-linear.
Um funcional sera definido como um operador membro de [X 0 ]ou, também,

como [X,0].

11



Se X e Y, forem espacos vetoriais topologicos, entdo o espaco vetorial formado

por todos os operadores lineares continuos de X em Y serd indicado por L [X,Y]. E

usual, na literatura, indicar L [X 0 ]por X e chaméa-lo de espaco dual de X. No caso de

espacos vetoriais de dimensdo n , munidos de um produto tensorial, os elementos de

X “podem ser obtidos a partir dos elementos de X por meio de um isomorfismo definido

por uma métrica g.

No caso em que N(-), com dominio em X, for um operador néo-linear, X ser

um espagco tangente a um ponto da variedade ndo-linear, e X “serd o espago cotangente.

2.2 O Conceito de Operador Adjunto
Sejam X e Y , espacos vetoriais munidos de formas bilineares (,) e ()

ndo-degeneradas. Dado um operador linear N:X —Y”, ha um segundo operador,

denominado de operador adjunto N:Y — X", tal que :

(vN@), = <u, N (v)> 2.1)

paratodoue XeveY.

Para que o operador adjunto N () seja bem definido, € necessario que D(N)

seja denso, em X, como estd demonstrado no Apéndice A, que também apresenta uma

tabela que retine alguns operadores, e seus respectivos adjuntos.

2.3 O Conceito de Circulacao e de Potencial no Espaco de Funcdes

Sejam X e Y dois espacos vetoriais tangentes a duas variedades V, e V, (que

satisfacam os requisitos de diferenciabilidade e continuidade usuais).

Seja y, uma curva parametrizadapor Al emV, e N: X - Y,

12



Vx

Fig. 2.1 — Circulagdo de um operador N(u)

Define-se como circulagdo de N(u), por meio de uma integral ao longo da linha vy ,

como segue
1
r:ij() j< ))> da (2.2)
7 0 Y
Se o resultado de (2.2) independer da trajetoria vy, entre esses pontos, diz-se que 0

operador N () é um operador potencial.

No caso em que N(-)é potencial, a integral (2.2), pode ser feita, por

simplicidade ao longo de uma reta, isto é :

F[u] =j DN AU di}dQ (2.3)

Q

Vale a pena salientar que o funcional F[u]é denominado de potencial do

operador N () enquanto que este ultimo é dito gradiente do primeiro, ou seja :

N (u)=grad (F[u]) (2.4)

13



2.4 Diferenciabilidade em Variedades

Falando de maneira intuitiva, uma variedade diferenciavel € um espaco
topoldgico no qual a operacdo de diferenciacdo pode ser efetuada. Tal variedade se
comporta localmente como um espaco euclidiano. Um espaco topoldgico conveniente
para tal conceito é denominado de Hausdorff, mais propriamente, um espago separavel
de Hausdorff. Um espaco topoldgico é dito separavel, se ele contiver uma base contavel
para a sua topologia, e serd denominado Hausdorff se dado dois pontos da variedade,
existirem vizinhancas disjuntas que contenham um deles. Esses espagos separaveis de
Hausdorff de dimensdo n apresentam estruturas diferenciaveis de classe k. No decorrer
deste trabalho, ficara subentendido que quando se falar em diferenciabilidade, estara
sendo considerado um espaco separavel de Hausdorff de classe k. Convém salientar que
todos 0s espacos métricos sdo espacos de Hausdorff.

Ressalta-se, também, que quando for mencionado espagos vetoriais topoldgicos
estard sendo feita referéncia a espagos tangentes e/ou cotangentes a variedades dotadas

das respectivas aparelhagens de diferenciabilidade de ordem k.

2.5 A Derivada de Operadores

Considere um operador N : X —Y , onde X e Y sdo espacgos vetoriais, sendo que

Y é um espaco vetorial topologico. Dados u,p € X e ¢ €] , suponha que

£—0 <

D(N)(p) - N;co:nm{N(“”‘”)‘N(“q @9)

exista.

Em se confirmando a existéncia de (2.5), entdo pode-se afirmar que
D(N)(¢) <Y e que (2.5) é chamada de diferencial de Géateaux de N em u, “na diregéo
@”. Diz-se que N é Gateaux-diferenciavel em u quando N € Gateaux-diferenciavel em
u, em todas “as dire¢es”. O operador DN(u): X —Y é chamado de derivada de

Gateaux em u .

14



M. M. Vainberg [1], considera a definicdo de derivada em espacos de Banach e

também introduz a notacdo DN (u,@)=N’(u)¢. Neste trabalho preferiu-se indicar

DN (U,(p) = N ¢, que se acha em conformidade com a literatura atual.
Teorema : Se F [u] é potencial, entdo sua derivada de Gateaux é igual a N (u)

Demonstracgéo :

ECLE0)

Flo=1lim

e—0

&

B 1 1
—tim2 | (u +2p) [N(Au+Aep)di—u[N (}tu)d/%}dQ =
L 0 0

1 1 1
=lim=[| u[N(4u+Azp)di+ep[N(4u +/’tg(p)d/1—ujN(/1u)d/1}dQ =
0 0 0

_jim M N (Au + Aep) — N (Au)

>0 ol

1
dA+gp[N(Au+ ﬂe(p)dﬂ}dﬂ =
0

=I[ujNgu(z¢)dz+¢jN (}tu)d/l}dfzzjgo[j. N;u(zu)dij (ﬂu)d/l}dQ

onde N, é o adjunto de N, . Como N é um operador potencial, tem-se que :
N, =N/, logo
1

ifp[] f(A0) d/1+IN (Au dﬂ}dQ I(p{[ M(iu)d/ﬂiN(iu)d/’t}dQ (2.6)

0

Lema (L2.1): N;u(/lu):i;—iN(/lu)

Demonstracéo :
Fazendo Au =h,tem-se que: AN, (u) = AN; (u)

Aplicando a definicdo da derivada de Gateaux, vem :

N/ (u) :dd—gN(h+gu) -~ AN/ (u) :AdiN(thgu)

=0 & e=0

15




considerando g =h + ¢u

dg

de

=0

29 Nm = 2L Ny =

liN(h+gu :liN(h+gu)
de dg 0 dh dAu

=0

4
dA

Portanto,

—1-

[N

d
N(Au)-u :/Id—/lN(/iu)

d
AN (U )=A—N(Au
lu() dﬂ, ( )

Substituindo o lema (L2.1) em (2.6), vem

1 1 1 d 1

N/ (Au)dA+ |N(Au)dA dQ = A—N(Au)dA+ | N(Au)dA dQ
ol e o e e e

o d
tem-se que ;Ld_;tN(/w) :H[AN (Au)]—-N(Au)

j(pﬁzf—lN(zu)dz +jN (iu)dﬁ,}dﬁ = jgoﬁ;—ﬂ[m (Au)]da —TN (Au)dA +jN (zu)dz}dg S

[o[AN(2u)] d@ = [N(u)pdO

0

Ou seja,

grad (F[u])=N(u)

2.6 Generalizacdo do Teorema de Vainberg — Teorema Fundamental

do Problema Inverso do Calculo das Variagdes

O teorema apresentado no item 2.5, deve-se, entre a outros autores, a M. M.

Vainberg [1]. O objetivo deste topico € o de torna-lo mais genérico, incluindo o caso de

operadores ndo-lineares N () ndo necessariamente potenciais. De um certo modo, este

teorema serd fundamental para a solu¢do do problema inverso do calculo variacional,
pois mostrard outros aspectos da variacdo de um funcional que se perde quando se

supde que o operador € potencial.

16



Sera demonstrado que :

D(F[u])((p):IN(u)gon+J‘DA,’w(ﬂu)d/1}on 2.7)
onde

A, (Au) =N, (Au)— Ny, (Au) (2.8)
ou seja,

A (1) = N; (u) = NG (u) (29)

que € um operador anti-simétrico.

No caso em que A, (u) =0, obter-se-4 o teorema de Vainberg, como enunciado
classicamente. Neste caso diz-se que o operador N(u) para ser potencial terd que

obedecer a uma condicdo de simetria dada por A, (u)=0. Vainberg expressa isso da

seguinte maneira :

wNpdQ = | pNydQ (2.10)
M

pois nesse caso a integracdo no parametro A de 0 a 1 é universal, valendo para qualquer
trajetdria y. Consequientemente, 0 teorema que serd demonstrado, traz em seu bojo a

condicéo de potencialidade ou néo, do operador N(-).
E evidente que aqui tem-se como hipdtese que a derivada de N (+), indicada por

N/ admite um operador adjunto N/, que seria definido por meio de (2.1), ou seja
(w.Ni(0)), =(o.N;(w)) (2.11)

Quando N/ =N/, obtém-se a condigio de simetria de Vainberg. E importante

frisar que o dominio de N/ devera ser denso em X.

Entdo a seguir, dentro dessas hipoteses de diferenciabilidade e densidade de

dominio apresentar-se-a a demonstracao do teorema.

Demonstracao :
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De (2.8), tem-se

D(F[u])(e) I[IN Au (pd/”t}dQ+J‘[J. o ﬁ,go)udﬁ,}d (2.12)
De acordo com o lema (L2.1)
N (Au) ——[AN (Au) |- N, (Au)

logo (2.12), pode ser reescrita como

IH{ [AN (Au)] =N ( /Iu)}¢d/1}dQ+J.D W ;w)udz}d

(2.13)
mas
J‘{ujNgu(ﬂgp)d}t}dQ :J.{goj.mu(/"tu)dl}dﬂ
entdo (2.13), fica
jN (pdeUA;u (Au) dﬂ}on (2.14)

Corolério:

No caso em que a forma o, for anti-simétrica, o raciocinio anterior € 0 mesmo,
resultando em

1

D(F[u])(@)=(N(u).@) - <j L (Au)d2, > (2.15)

0 o

Ent&o, no caso geral

D(F[u])(9)=(N(u).0), +({A(u).0), (2.16)
onde A '[ /1u dA, conforme o seja simétrica ou anti-simétrica. Portanto,
grad (F[u])=N(u)+ A(u) (2.17)

E importante observar que se N (u) for potencial, A(u) é zero. Logo, o presente

teorema contém o respectivo teorema de Vainberg como caso particular.

Afim de melhor elucidar o teorema acima, considere o0 seguinte exemplo :
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Seja H o espaco de Hilbert das funcdes u em LZ[Q, Hg’[a,b]], onde Q= [O,+oo], com

derivadas parciais continuas até a terceira ordem.
Seja N:H — H, definido por

N(u) =2uu, —u,, +Uu, (2.18)
Diferenciando (2.18), obtém-se
.0
Nu(ﬂ=&[2wp—¢xx +0,] (2.19)

para cada u fixado em H.

Considere agora a forma bilinear o: H x H —[1 , definida por

(uv) T( j udx}vdx (2.20)

a

seja calcular (N/o,v)

(Njo,v) _T[J.Nu(pdx]vdx Iﬁ ZU(D—(DXX+g0x)d)A(}VdX:jl(2u¢—(oxx+g0X)VdX
a 0 a

(2.21)

integrando (2.21) por partes para colocar ¢ em evidéncia.
b ~

(Nyp,v) = j(2uv —V, =V, )X = <(2uv Vo =V, ), ,(p> = <NLjv, go> (2.22)
ou seja,
Nov =(2uv -V, —Vv,), (2.23)
portanto, a diferenca N/v— N/v = A'v, pode ser calculada e resulta em
Av=-2v, (2.24)

Logo, o operador N() ndo é potencial segundo o critério de Vainberg.

Contudo, pelo Teorema Fundamental, apresentado acima, este operador pode ser

decomposto como sgue :

N(-)=P()-A() (2.25)
onde

P(-) ésimétrico em relacdo a o (potencial em relagéo a o);

19



A(-) éanti-simétrico em relacéo a o

Portanto,

N(u)=P(u)—A(u)

(o sinal de “—** é devido a anti-simetria em relagdo a o)
Assim,
P(u) =2uu, —u,,,
i 1
A(u)= j A (Au)da = E(—Zuxx) =-U,
0

substituindo (2.27), (2.28) em (2.26), resulta
N (U) = (2UUX - uxxx) - (_uxx)

Portanto, o funcional relativo a (2.29) é

Flu]= <.:|‘ N (iu)d/i,u> = <§uux,u>a —<%um,u>a +<%uxx,u>a

Flu]= <%u2 —%uxxu +%uxu>

Aplicando as equacdes de Euler-Lagrange ao funcional (2.31), resulta
oo 1, 1 1

—=>U"—-=U, +=U,
ou 3 2 2

a1 6[6Lj 1
=—u..—| —|==u

o

ou, 2 oxlau ) 2

oL 1 & (el 1
—=—SU. | — |=—ZU,
ou,, 2  ox“\ ou, 2

- (u2 —uxx)X =2uu, —u, = P(u)

Neste caso, a variagcdo do funcional produz

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)
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D(F[u])(@)=[&(L)-A(u)](e)=[P(u)-A(u)](p) (2.36)

Observacdo 1 :

A equacdo de Euler-Lagrange so reproduz a parte o-simétrica do operador N ()

Observacio 2 :

O operador § aparece na equacao de Euler-Lagrange , o que difere da equacéo
X

X
de Euler-Lagrange classica, devido o termo j que esta presente em o.
a

2.7 Operador Potencial Linear

Considere o caso particular em que o operador N () seja um operador potencial

e linear. Neste caso, a equacéo (2.5)

N(u+g(p)—N(u)

D(N)(¢)=N;p= Iim{

>0

}: N(p) (2.37)

Neste caso, a condicao de simetria proposta em (2.7), pode ser escrita como

[N =[pN@)de (2.38)

Portanto, N;(-)=N(-). Aplicando-se a equagéo (2.3), para determinar o

funcional correspondente, tem-se :

F[u]:% j uN (u)dQ (2.39)
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Capitulo 3

REVISAO BIBLIOGRAFICA DO CALCULO
VARIACIONAL INVERSO

A descricdo matematica de um fenémeno fisico € usualmente feita em funcéo de

um conjunto de equacdes, escrito como segue :

N(u)-P =0 (3.1)

Onde u representa uma funcdo desconhecida, possivelmente um vetor ou um

tensor; P representa uma funcéo conhecida e N () representa um operador genérico que

transforma a funcdo u, definida em espaco vetorial apropriado X, em outra funcdo,
definida no espaco vetorial Y , o qual inclui a funcdo conhecida P. Daqui para frente,
todas as funcdes e operadores podem ter o significado de vetores de funcdes e matrizes
de operadores.

Um entendimento mais profundo do fenémeno fisico pode ser obtido a partir da
formulacdo variacional, nos casos em que tal formulacdo seja possivel. A formulagdo
variacional pode ser usada como ponto de partida para analises tedricas sobre a
existéncia e unicidade da solucdo, ou pode ser usada como ponto de partida para a
construcdo de métodos de solu¢do numérica; com referéncia a esta Gltima justificativa
para a formulacao variacional, a disponibilidade de uma formulagéo variacional permite
o calculo de estimativas de erro.

Entretanto, ndo € sempre simples dar uma formulacdo variacional a um
problema matematico. Em particular na auséncia de simetria do operador que governa o
problema, com respeito a uma forma bilinear, € quase impossivel construir uma
formulacéo variacional relevante.

O problema da construcdo de um funcional a partir de um operador, foi
primeiramente estudado por Vainberg [1]. Quando foi estabelecido que a questdo da
existéncia de um principio variacional era equivalente a se determinar se o operador em
questdo era, ou ndo, potencial. Os resultados encontrados por Vainberg resultaram na
proposicdo de um teorema de escopo geral e abstrato, o que o colocou em uma condicéo

de inacessibilidade para matematicos e engenheiros por muito tempo. No capitulo
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anterior discutiu-se estes resultados e propds-se uma generalizagdo ainda maior deste
teorema ao qual deu-se o nome de Teorema Fundamental do Problema Inverso do
Calculo das Variagdes.

Em seguida, Morse e Feshbach [2] propuseram o, entdo chamado, “Método do
Operador Adjunto” como uma ferramenta para simetrizar operadores lineares nao-
simétricos de forma a obter a formulacdo variacional classica para os problemas
governados por tais operadores. Entretanto, este método requer a introducdo de um novo
conjunto de incdgnitas, as vezes, sem significado fisico. Nesse caso o funcional resulta
em duas variaveis, u e u” (variavel primal e variavel dual). Assim, a formulago feita
deixa de ser uma formulacdo forte, que é o interesse principal deste trabalho, tornando-
se desta forma um principio equivalente ao principio dos trabalhos virtuais, ou
formulacéo fraca.

Em 1968, Tonti [3] publicou um trabalho em que reenfatizou que a simetria do
operador, é para um operador diferencial, um requisito mais fraco do que o operador ser
auto-adjunto. Além disso, mostrou a condi¢do necessaria para que uma equacdo admita
uma formulacdo variacional e varios tipos de condi¢Bes suficientes. Com essas
condicBes tornou possivel uma inspec¢do sistematica de todas as teorias de campo para
encontrar novamente 0s principios variacionais ja conhecidos e outros novos com a
finalidade de completar o numero de principios variacionais possiveis em cada uma
dessas teorias [4, 5].

Em 1969, Tonti publicou um trabalho [6, 7] auto suficiente em que desenvolveu
um formalismo para se determinar quando uma equacgédo nao-linear, ou um sistema de
equacles nado-lineares admitem uma formulacdo variacional e como encontrar o
funcional correspondente.

Em 1972, Finlayson [8] estendeu o trabalho de Morse e Feshbach [2] para o caso
geral ndo-linear. Contudo ndo abrangeu todas as classes de equagdes ndo-lineares, como
por exemplo as equacOes de Navier-Stokes.

Em 1973 , Atherton e Homsy [9] apresentaram um trabalho que elucidava
muitas conseqiiéncias do teorema de Vainberg [1]. Deduziram férmulas operacionais
para o caso de operadores diferenciais de quarta ordem e para o caso escalar geral.
Aplicaram essas formulas para algumas equacdes diferenciais ndo-lineares que surgem
no estudo de ondas interfaciais. Trataram, também, o caso de vetores de operadores.
Construiram férmulas operacionais para determinar se existe, ou ndo, um potencial para

um sistema de equaces diferenciais de tamanho arbitrario, ordem arbitraria, e em um
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namero arbitrario de varidveis. Em resumo, fizeram uma revisdo dos trabalhos dos
autores ja mencionados anteriormente.

Também em 1973, Tonti [10] estudou o caso de problemas lineares, dependentes
do tempo, tais como, por exemplo, o caso da dindmica do continuo com condi¢des
iniciais que destroem a simetria com respeito as formas classicas bilineares. Suas
formulacBes variacionais sdo, portanto, ndo-classicas e, em geral, dificeis de serem
aplicadas a propositos préaticos.

Em 1978, Reiss e Haug [13] também estudaram os problemas lineares,
dependentes do tempo, estendendo o estudo de Tonti [10].

Magri [14], em 1974, propds uma técnica para obter formulacGes variacionais
associadas com operadores lineares ndo-potenciais, modificando convenientemente as
formas bilineares em jogo.

Tonti [15], em 1984, e Ortiz [16], em 1985, com base na referéncia anterior
propuseram um metodo para obter formulagGes variacionais associadas a Vvarios
problemas nao-lineares. Este método é baseado na escolha de uma funcéo kernel linear,

inversivel e simétrica K(-), a qual permite a construcdo, em uma maneira sistematica,

de funcionais estendidos associados a classes de problemas ndo-lineares. O uso pratico
desse método repousa na escolha da funcdo kernel, e pouca indicacdo é dada, pela teoria
geral, em como escolhé-la dentre o numero infinito de possiveis kernels. De uma forma

bastante resumida, o funcional estendido proposto por Tonti é o seguinte:
1
Flul= E<N (u), KN (u)) - (P, KN (u)) (3.2)

Auchmuty [17], em 1988, desenvolveu as idéias de Tonti. Os resultados obtidos
por Auchmuty podem ser vistos como baseados na divisdo do operador ndo-linear

N (-) em uma parte linear positivo definida S(-) , e uma parte residual R(.):

N()=S()+R() (3.3)

Explorando as consequéncias dessa divisdo, Auchmuty pode estender a teoria
original de Tonti, considerando como a funcio kernel K(-), o operador S™(-); isto

leva a reformulacao do funcional (3.2) a uma Unica funcéo desconhecida u.
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Mais interessante ainda, do ponto de vista de aplicacdo, € que Auchmuty pdde
escrever, explorando a teoria da dualidade ndo-convexa, um funcional dual estendido,
comecando a partir de um funcional Lagrangeano definido em termos de duas fungdes
desconhecidas, a original u e uma auxiliar v. Assim de forma resumida o funcional

Lagrangeano introduzido por Auchmuty é o seguinte :

Alu,v] = ((v-u),[R(u) - P)) —%(u, Su) +%<v, Sv) (3.4)

A equacdo (3.4), pode ser interpretada como um trabalho virtual somado a uma

formulacgdo energética em u e outra emv.

Desta forma a solucdo da equacdo (3.1) € encontrada primeiro, calculando o
minimo em relagdo a u do funcional Afu,Vv](obtendo assim, como mencionado acima,o
funcional dual estendido em uma Unica fungédo desconhecida v), e 0 maximo em relacao

av.

Todavia, Auchmuty escreveu o problema estendido somente para o caso linear.
Além disso, ndo fez nenhum comentario sobre o significado da funcdo auxiliar

desconhecida v, em relacdo a significado da funcéo real u.

Independentemente do trabalho de Auchmuty, Carini [18 - 23],desenvolveu essa
técnica, em relacdo a varias aplicacOes especificas no campo da mecénica do continuo.
Todavia, convém salientar que ndo se tem uma formulacdo energética, mas sim uma

formulacéo fraca.

Convém salientar que neste trabalho serd& empregado o neologismo
“potencializar” um dado operador no sentido de achar uma formulagdo energética

conveniente para ele.

A trajetoria historica de tentativas de solucdo do problema inverso do célculo
variacional poderia ser resumida da seguinte forma :

A definicdo de potencialidade de um operador ¢ feita em funcdo de uma forma

bilinear, ou seja, dada uma forma biIinear{-,-}a, um operador pode, ou ndo, ser
1

potencial em relacdo a ela. No caso de ndo ser, uma das técnicas desenvolvidas é a

definicdo de uma outra forma bilinear () , segundo a qual o operador torna-se
92
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potencial. Outra possibilidade seria a substituicdo de variaveis ou do operador. E

finalmente, existe a possibilidade de se combinar as duas técnicas.

3.1 Meétodo da Modificacdo da Forma Bilinear

Seguindo a trilha deixada por Tonti, Magri e outros, Neste item serdo
apresentados alguns exemplos de modificagdo do forma bilinear, com o objetivo de se

potencializar um operador.

Exemplo 1.

Considere a seguinte equacdo associada a um circuito RLC série, onde g é a

carga elétrica do circuito.

1
tht + th +Eq =0 (3-5)
Da equacéo (3.5) pode-se destacar o seguinte operador
1
P(q):(LDtt+RDt+qu (3.6)

O operador P() é um operador linear e pode ser facilmente verificado que nédo é

simétrico em relacdo & forma bilinear apresentada por (2.38).
Assim, o operador em questdo ndo é potencial, e portanto ndo possui uma

formulacéo variacional. Contudo, se a forma bilinear for redefinida convenientemente, o

operador P() torna-se potencial em relagéo a essa nova forma bilinear.

Considere a seguinte modificagdo na equagao (3.5) desse exemplo:

1 R 1
an+th+Eq:0-" qn"’tqt"'ﬁqzo (3.7)

Portanto, o operador fica redefinido da seguinte forma :

R 1
P(q):(Dﬁ—I—ED’(—FEJq (38)

Redefine-se a forma bilinear da forma usual para a seguinte :
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R

(uv)= J'uveIt dt (3.9)

R
Fazendo w=e' « :% p= % (3.9) pode ser reescrita como,
(v, P(@) = (v, P(@)@)=(y, D, («D,)q+ foa) =(q,P(w)) +r (3.10)

Portanto, pode-se observar que o operador tornou-se potencial, e portanto, permite a

formulacéo variacional.

F[q]=I<P(iq),q>dﬂ=<%(qf+ﬂq2)e“> (3.11)

Aplicando-se a equacdo de Euler-Lagrange em (3.11), obtém-se (3.5).

Exemplo 2:

Considere a seguinte equagéo diferencial ndo-linear :
2 5 2 5 2 5
Uy U +U =0..P(u)=u, Ut =0..P(u)=| D, T D,+D; |u (3.12)

O operador P, acima € um operador ndo-linear e ndo € simétrico segundo a
forma bilinear definida em (2.10). Portanto, o operador ndo é potencial.
Contudo, se a forma bilinear for redefinida, como mostrado a seguir, em (3.13),

verifica-se que a condicdo de simetria é alcangada

{u,v) = J'u -vt?dt (3.13)

(W, Pl(@) = (w.0t" + 20t +5u*pt’) = (y, D (D, ) p+5u‘t’p) = (p, Pi(y)) + 7 (3.14)
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Desta forma, com a redefinicdo da forma bilinear, o operador permite uma

formulacao variacional.

i 1 1
Flu]= iHUP(Au)tzdﬂ}dQ = I{Euuntz +uu,t +Eu6t2}dQ (3.15)

Q

que é equivalente a
1 1
Flul= || —=u? +=u® |t’dQ 3.16
[u] J ( Jul j (3.16)
Aplicando a equacéo de Euler-Lagrange em (3.16), retorna-se a (3.12).

3.2 Meétodo da Substituicdo de Variaveis

Na linha de trabalhos apresentados por Finlayson e outros, dado um operador e
verificando-se que ndo se trata de um operador potencial, pode-se tentar uma
substituicdo de varidveis de modo a torna-lo potencial. A seguir serdo apresentados

alguns exemplos desta técnica.

Exemplo 1:

Considere o0 seguinte operador :
P(u)=u,+Au, (3.17)

Observa-se que se trata de um operador linear e ndo-potencial visto que ndo é
simétrico segundo a forma bilinear explicitada por (2.38).
Porém, substituindo u por vy, 0 operador torna-se potencial :

P(V) =V, +Av,, =(D, + AD, )v (3.18)

Observa-se, claramente, que o operador P apresentado em (3.18) é potencial,

permitindo assim formulagéo variacional.
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FIvl= | “V.(z\/xt + AAVXX)dﬂ}dQ = | (%wn +%wax]d§2 (3.19)

ou, ainda

F[v]:j(lvv +1A(v )Zde (3.20)
: 2 t7x 2 X '

Aplicando a equacdo de Euler-Lagrange a (3.19) ou a (3.20), retorna-se ao operador
inicial.

Exemplo 2:
Considere o operador :
P(u)=u,+uu, (3.21)

Observa-se que se trata de um operador ndo-linear e nao-potencial, visto que a
derivada de Gateaux desse operador ndo é simétrica, ndo se verificando, portanto, a
equacéo (2.10).

Porém se a variavel u for substituida por vx 0 mesmo operador torna-se

potencial. Assim, fazendo a substituicdo proposta, a equacéo (3.21) torna-se

P (V) =V, +V,V,, (3.22)
A derivada de Gateaux de (3.22) fica
R/’(l//) = WX'( + VXl//XX + VXXWX = ( DXt + VX DXX + VXX DX ) W (3'23)

Observa-se que (3.23) satisfaz a eq. (2.10), de modo que o operador tornou-se

potencial, permitindo uma formulacéao variacional.

h 1 1
Flv]= (A A2 dA [dQ=|| = — dQ 3.24
[v] iuv (AV + APV, ) ] l[zwavvxvxxj (3.24)
ou ainda,
FIv= | (lv v+ (v )S]dg (3.25)
) 2 Xt 6 X

Aplicando-se a equacédo de Euler-Lagrange em (3.24) ou (3.25) obtém-se (3.21).
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As substituicbes de variaveis feitas acima, ndo tém um carater obvio e imediato
como pode ter transparecido. Assim, por exemplo, se ao invés de substituir-se u por vy,
mas u por V¢, em (3.21) o operador em quest@o néo se teria tornado potencial, conforme

mostrado a seguir

P (V) = Vi + ViV (3.26)
Assim, a derivada de Gateaux desse operador fica
Pv'(!//) =W TV TV = ( Dtt Vi Dtx T Vi Dt ) 4 (3-27)

Verificando que essa derivada de Gateaux ndo é simétrica, pois nao verifica
nem a equacdo (2.10). Portanto, a substituicdo proposta ndo foi adequada para tornar

potencial o operador.

Exemplo 3:

Considere a equacao de Korteweg de Vries, conhecida como equagédo KDV

P(u)=u, +U,, —6uu (3.28)

X

Ja se sabe, da literatura especializada, que este operador ndo € potencial. Porém,
se for feita a substituicdo da variavel u por vy, 0 operador torna-se potencial.

P (V)= Vi + Vi =BV, V,, (3.29)
A derivada de Gateaux de (3.29) resulta em
Pv’(l//) =¥y + Viox — 6Vx!//xx - 6Vxxl//x = ( Dxt + Dxxxx - 6Vx Dxx —-6v,D )l// (330)

XX =X

Verifica-se que essa derivada é simétrica, o que indica que o operador tornou-se

potencial, permitindo, assim uma formulagdo variacional.

Flvl= _[Hv.(/ivxt + AV, —6A%VV, )d /I}dQ = I(%th + %WXXXX - 2wxvxxjd£2 (3.31)
QLo Q

A eq. (3.31) pode ser reescrita como

Flv]= I(—%VNX +%va + vfde (3.32)
Q
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Assim, com esses exemplos, encerra-se a apresentacdo de exemplos ilustrativos
de potencializacdo de operadores, segundo as principais que contribuiram para a solucdo

do problema inverso do calculo das variacdes.
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Capitulo 4

FORMULACAO VARIACIONAL PARA EQUACOES
DIFERENCIAIS

Muitas leis fisicas podem ser formuladas em uma forma local, isto e,
relacionando o valor de uma ou mais variaveis em um ponto com os valores das
mesmas, ou outras, variaveis nas vizinhangas, resultando dai as variagdes das variaveis.

Assim, a forma local de uma lei fisica é descrita matematicamente por meio de
equac0es diferenciais. Isto explica porque as equaces diferenciais sao tdo frequentes na
fisica e na engenharia.

As equagdes diferenciais diferem, no minimo, em dois aspectos das outras
equac0es. Primeiro, os operadores diferenciais podem operar somente sobre funcdes que
possuam requisitos minimos de derivabilidade. O segundo aspecto que as diferencia das
demais equacdes, é que se deve atribuir a elas condi¢bes adicionais que podem ser:
condigdes iniciais, condi¢bes de contorno, ou ainda, condigdes de regularidade.
Condic0Oes essas que devem ser satisfeitas pelas funcdes.

Por isso faz-se uma distin¢éo entre operador diferencial formal, que é o conjunto
de simbolos de derivacdo com seus coeficientes, formando a equacdo propriamente dita
e que é denotado por N (italico maiusculo), e o operador diferencial que é o operador
diferencial formal mais as condi¢des adicionais, que € representado por N.

4.1 Conceituacéo Basica

As funcdes que satisfazem os requisitos de derivabilidade e condicGes
adicionais, formam um conjunto chamado de dominio do operador, e sera representado
por D(N).

Assim, uma equacéo diferencial sera denotada por :

N(u) = 0 (4.1)

Quando associa-se as equagOes diferenciais algumas condi¢des adicionais que

devam ser satisfeitas pelas funcbes u, prescreve-se um dominio. A equacdo juntamente
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com essas condicBes adicionais formam um problema, que pode ser representado por

uma das seguintes notacdes :

N(u)=0
N(u) =0 ou 4.2)
ue D(N)

Um operador diferencial formal ndo pode operar sobre todas as fun¢@es de um
espaco de fungbes, mas somente no subespaco daquelas fungdes que tenham os
requisitos de derivabilidade suficientes. Por exemplo, o operador diferencial formal N

definido por N(u) = (i* opera somente sobre as fungdes que possuem derivada segunda.
O subespaco formado por aquelas fungdes tendo os requisitos minimos de
derivabilidade sera chamado de espaco ambiente do operador formal N .
Cada dominio é um subespaco do espaco ambiente. Assim, 0 espaco ambiente
pode ser considerado como o “ambiente” no qual cada dominio pode ser acomodado.
Considere agora, uma relagéo diferencial ndo-linear :

v=N(u) (4.3)

Onde u é uma fungdo ou um conjunto de fungdes tais como um vetor, um tensor,

etc. Denotar-se-a por x, concisamente, as variaveis independentes, portanto, u=u(x).

Deve-se considerar apenas operadores formais tais que u e v sejam da mesma ordem

tensorial.

Exemplo de operadores diferenciais formais desse tipo séo:
e N(u)=mu(t)+hu(t) + ku(t) = y(t) (4.4)

que aparece nas oscilagdes. Ele transforma uma fungédo u(t) em uma funcao y(t).

e N(u)= Zk:{—&(ik(ﬂ(u);(—ukﬂ =v(x) (4.5)

que aparece na conducdo térmica para coeficientes de condutividade nédo lineares.

Ele transforma uma funcdo u(x) em uma funcao v(x).
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. N(u)=2{u“%+£}:ak(x,t) (4.6)

que aparece na fluido-dindmica. Ele transforma um vetor u'(x, v, z, t) (velocidade),
em um vetor a(x, y, z, t) (aceleragio).

1
e A() =E(ghtvk +0,Viu' =ey, (4.7)

que aparece na mecanica do continuo. Ele transforma um vetor (que é um tensor de
primeiro posto) u' em um tensor de segundo posto en.

1 , 0 , O , 0
e D(g)= 5[5:5,0 ax_ﬂ+ 050, PV 0,0, PV jgw =L (4.8)
que aparece na geometria diferencial. Ele transforma um tensor de segundo posto
em um conjunto de fungdes com trés indices, que sdo os simbolos de Christoffel

(neste caso de natureza néo tensorial).

Todo lagrangeano pode ser concebido como um operador formal néo linear, agindo

sobre o campo de funcdes qk,

L(a",d",t) = L(a) (4.9)

Como usual, qualquer que seja a ordem tensorial de u e v, pode-se associar u e v
como dois vetores em dois espacos de fungdo. O operador formal associa um vetor do
espaco u a um vetor do espaco v. Quando u e v sdo da mesma ordem tensorial esta
correspondéncia define um campo vetorial no espaco u.

Assim, um operador mapeando um tensor u em tensor v da mesma ordem
descreve um espaco vetorial no espaco de funcdes.

Essa interpretacdo relne a teoria de operadores e a teoria de campos vetoriais.
Assim, muitos conceitos de campos vetorias podem ser estendidos a operadores.

Analogamente, um funcional, tal como :

F[u]=”s1/1+uf+ujdxdy (4.10)

associa a cada vetor u do espaco u, um namero F, assim, um funcional descreve um

campo escalar no espaco de funcéo.
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Assim, estabelecida a relacdo entre operador e funcional, e usando as definigdes
estabelecidas acim, pode-se resumir 0s conceitos apresentados no capitulo anterior da
seguinte forma:

Dado um operador N, que seja potencial, a condi¢do necessaria e suficiente para
que as solugdes da equacao N(u) = 0, pertencentes ao dominio D(N), faca um funcional
estacionario entre todas as fungdes vizinhas é que o operador possua a derivada de
Géteaux simetrica.

Se o operador N for formalmente potencial, a condi¢cdo necessaria e suficiente
para que as solucbes da equacdo N(u) = 0, pertencentes ao espaco ambiente, faca um
funcional estacionario entre algumas fungdes vizinhas é que o operador possua a

derivada de Gateaux formalmente simétrica.

4.2 Formulacéo Variacional para Sistemas de Equacdes Diferenciais

Como dito anteriormente, N(u) ndo significa somente uma equacdo, mas também
um sistema de equacOes diferenciais. Neste caso, N significa a matriz ou o tensor do
operador diferencial formal do sistema inteiro. Contudo, como acontece
freqlientemente, em muitas aplicagdes praticas, tem-se dois sistemas de equacOes
diferenciais cujas matrizes ou operadores tensoriais tem uma estrutura diferente, como
por exemplo, em eletromagnetismo, os dois conjuntos das equacfes de Maxwell. Assim,
deduz-se a partir da regra geral de potencialidade formal a condicdo explicita para
deduzir dois sistemas de equacdes diferenciais a partir da estacionaridade de um dnico

funcional.

Dados os dois sistemas :

N(u,v)=0
(4.10)
M(u,v)=0

onde u e v sdo vetores ou tensores, ainda que de uma ordem tensorial diferente (por
exemplo, uma funcdo u e um vetor v), N e M sdo operadores formais de estruturas

diferentes. Pode-se denotar o sistema global por :
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R(u’v)z{N(u,v)}

M (u,v)

Fazendo (u,v) =w, aequacdo (4.11), fica

R(W) :{N(W)}

M (w)
Variando os operadores M e N, vem

ON(u,v) :%éu +%5v

oM (u,v) :ﬂ& +ﬂ§v
ou oV

Assim, em notacdo matricial, pode-se escrever que:

ON N
A
N (u,v) o ov
oR(W) =06 =
M (u,v)
M M | o
L &V OV |
fazendo
N N |
Fo VoY)
=J
oM M
L OV OV |

pode-se escrever a equacao (4.14) da seguinte forma:

u
SR(W) = Jém = Jow
Assim,
(SR(w), W) =(Jsw,w') = (5w, (3) R )+
onde w" é a variavel dual de w.

Definindo

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)
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g NN Ny Mg My (4.18)
Y Y Y &

Desta forma, pode-se escrever que :

Jz[N; N;}DJ*{(N;Y (Né)*}j(J*)Tz{EEQ;: ('V'u')*} (4.19)

M, My M) (M) D M)

ou ainda,

g Ne M, (4.20)
N, M,

N/ =M/ (4.21)

Portanto, pode-se concluir que o sistema de equacdes diferenciais (4.10), vem de
um unico funcional estacionario.

Para achar o funcional opera-se da seguinte forma :

I{u,v]=1[R]= j‘WR(iW)dﬂ, = Jl-[uM (Au, Av) +VN (Au, Av)[d 2 (4.22)

37



Capitulo 5

METODO DA DECOMPOSICAO DO OPERADOR

O método aqui proposto permitira a potencializacdo de um operador N () por

meio da aplicagdo do Teorema Fundamental do Problema Inverso do Célculo das
Variacgdes (2.6). Este método consiste na decomposicdo do operador proposto em duas
partes: uma simétrica e outra anti-simétrica, cada uma resultando em lagrangeano. Para
que isto seja possivel o operador dado tem que satisfazer as hipoteses do referido

teorema.

A parte simétrica de um operador hipotético N(u), pode ser determinada da

seguinte forma :

N, (u) = MU N () 1)

N, (u) = MU -N(b) 52

Convém ressaltar que o Lagrangeano da parte simétrica do operador corresponde
a parte conservativa do sistema, enquanto que o Lagrangeano da parte anti-simétrica
corresponde a parte dissipativa do sistema.

Torna-se necessario, também a definicdo de duas formas bilineares a serem
empregados no método, um para a parte simétrica do operador e outro para a parte anti-
simetrica do operador.

Para a parte simétrica do operador, define-se :

(u,v), :J'u-de:{v,u)s (5.3)
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Ja para a parte anti-simétrica, define-se, um produto anti-simétrico, que pode ser,

por exemplo :
j u- —dQ v,u), (5.4)

Assim, o funcional para esse operador fica assim, definido

1

F[u]=j<Ns(/1u),u>s + [(N, (Au),u), (5.5)

0

Uma vez que se conheca o funcional, pode-se voltar ao operador aplicando-se a
equacdo de Euler-Lagrange. Porém nessa formulacdo a equacao de Euler-Lagrange deve
ser aplicada em separado, aplica-se para o Lagrangeano da parte simétrica (Ls) € em
seguida para o Lagrangeano da parte anti-simétrica (L), conforme indicado a seguir.

Para a parte simétrica a equacao de Euler-Lagrange é aplicada assim :

E,[L]_éLS d{aL}rd_z[aLs}_m_o (5.6)
I ou dt dt?| au '

Para a parte anti-simétrica, tem-se :

2
£l [La]=aLa d {aL } dz{aL } 2D (5.7)
ou dt| ou dt“| ol

Portanto, a equacéo de Euler-Lagrange resultante seria:

Equacéo de Euler-Lagrange = E' + E"' =0 (5.8)

A seguir serd apresentada uma série de exemplos que ilustram a aplicacdo do

método.
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5.1 Aplicacdo do Método de Decomposicdo do Operador a Equacéo
do Circuito RLC Série

Afim de ilustrar o método exposto acima, considere o operador
1 ., ~ .
P(q) = Lq, + Rq, +Eq . Como ja se sabe, trata-se de um operador ndo-potencial. E sua

parte simétrica é :
1
P.(q) =(|—Dn +qu (5.10)

J& a parte anti-simétrica desse operador € :
P.(a)=(RD,)q (5.11)

Portanto, usando-se as formas bilineares (5.3) e (5.4), a formulacdo variacional
desse operador fica

F[Q]=%<PS(ZQ),Q>S+%< j(anq+ qjdt+ qufdt (5.12)

Integrando (5.12) por partes, pode-se chegar a outra configuracdo de funcional.

F[q]:%j( L2+~ qjdt+ quZdt (5.13)

t

Aplicando as equacdes de Euler-Lagrange ao funciona (5.13), resulta em :

E'[L]+E"[L,]=0 an+th+%=o (5.14)
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Portanto, pode-se observar que a aplicacdo da equacdo de Euler-Lagrange ao

funcional (5.13), obtém-se, o operador dado inicialmente.

5.2 A Decomposicdo do Operador P(U) =u, + Au,

Ainda com o intuito de ilustrar melhor o método proposto, considere o operador

P(u)=ut+AuX gque como ja se sabe, trata-se de um operador ndo-potencial. Por

inspecdo vé-se que se trata de um operador ndo possui parte simétrica. Assim, tem-se :

P.(u)=(D,+AD,)u (5.15)

a

Logo, a representacdo variacional desse operador fica :

du

F[u] :Jl.<Pa(/1u),u>a dA :£<Pa(u),u>:l_|'ut ~?j—l:dt+%jAux 5 =

(5.16)

Aplicando-se a equacédo de Euler-Lagrange apropriada a (5.16), resulta o operador dado.

5.3 Formulacéo Variacional da Equacéo de Modelagem de um Alto -

Falante

Outro exemplo interessante, ndo sé pela aplicacdo do método proposto, mas que
também ilustra a facilidade de interpretacdo fisica oferecida pela formulagdo

variacional é a modelagem de um autofalante.

Para tanto, considere o0 seguinte diagrama.
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L Induténcia

R Resisténcia

K Rigidez do Diafragma
u Atrito Viscoso

ei(t) Tensdo Aplicada

m Massa

i Corrente

e(r) 'i; :

T . D\\V/
\n;\ \

*‘Hl

i

Fig. 5.1 — Modelo fisico de um alto-falante

Depois de linearizada a equacao que rege este sistema pode ser escrita, como
N(u)=Al+Gu+Su+Cu=E(t) (5.17)

onde
coal Rl s g sfo ) o]
0 M 0 k -¢ 0 0 u 0

» x(t) éacoordenada do diafragma do autofalante;

e #(x) éo fluxo magnético no indutor
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p=¢+¢ (5.18)
O operador N (u) pode ser decomposto em parte simétrica e anti-simétrica, que

séo, respectivamente :

N (u) = Al +Gu +Cu (5.19)

N, (u)=Su (5.20)

As formas Dbilineares simétricas e anti-simétricas, adotadas, sao,

respectivamente:

(uv), = juvdt (5.21)

(uv), = I uvdt (5.22)

Assim, pode-se formar o seguinte funcional

Flu]=F[u]+F[u] (5.23)
Flu]=[(E,+E,~E —E.—E, )dt+ [(Dy +D,)dt (5.24)
onde

e E,= %kx2 Energia potencial da membrana;

43



e E,=_-q¢'% Trabalho da forca induzida pelo gerador;

e E = % L§®  Energia armazenada no indutor;

e E.= % Mx* Energia cinética da membrana;
1 ., i
e E, = 5 x4¢' Trabalho da forca magnética;

e D,= %qu Dissipacio de Rayleigh;

Dissipagéo por atrito viscoso.

5.4 Formulagéo Variacional das EquacGes de Navier-Stokes

As equacdes de Navier-Stokes tém sido apresentadas como um exemplo cléssico
de um sistema de equacOes diferencias nao-potenciais, € que portanto, ndo admitem
formulacdo variacional. Tal afirmativa é confirmada nos trabalhos de Finlayson [8] e
Atheton [9]. Contudo, o método proposto neste trabalho é capaz de conduzir a

formulacéo variacional dessas equacdes.

Para tanto, considere um escoamento compressivel bidimensional, em regime

permanente, isotérmico com viscosidade y:y(x,y)e coeficiente de viscosidade

2 : « - .
E=1 +§y ; com velocidade U = (u,v); pressdo P e massa especifica p, descrito pelas

equacOes de Navier-Stokes.

—u(uy +uy, )= &(uy +v,, )+ P+ p(uu+uyv)=0
(5.25)
—ﬂ(Vxx +vw)—§(uxy +vyy)+ P, + p(vxu +vyv) =0
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Pode-se associar o sistema de equacdes (5.25), a0 operador néo-linear N(-),

como segue
N (0) = —V? (i)~ V(&V )+ VP + p(Vi -0) (5.26)
onde,

<l

I
—
< c
L

<\

I

9
_ u, u ~ P
Sl v eele
- Vx Vy Py
oy
Agora, considere as seguintes formas bilineares, simétricas e anti-simétricas

<Bﬂ L\ZDS ) i(ulvl * ¥, )2 (5.27)

<Lﬂ L\ZD ) i(ulvz ~Ug%)dQ (5.28)

Pode-se observar que o operador N () € um operador ndo-linear, que pode ser

decomposto em uma parte simétrica e em outra parte anti-simétrica, respectivamente :

<

N, (0) =-V? (i)~ V(&V 1)+ VP (5.29)

N, ()= p(Vi-a) (5.30)
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Obviamente, pode-se escrever que

N (d) = N, (@) + N, (1) (5.31)

Naturalmente, a formulagéo variacional de (5.31) conduz ao seguinte funcional

Flu]=F[u]+F,[u] (5.32)

A parte simétrica de (5.32), pode ser determinada como

S

— —
<) <
e e
Il Il
NIk, N[ N

o

—
<l

—_
Il

Fs[u]=—j(y(€u)2+§(€~u)z)dQ+WP~UdQ (5.33)

Q

J& o funcional representativo de (5.30), pode ser obtido da seguinte maneira

F[ <jTSKEW (20)d 4,0 > <jp( ))d2, > §<p(§(u).(u)),u>a

de acordo com a definicdo da forma bilinear apresentada em (5.28) , resulta
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B oA R vl )

F,[0]= %J'p[uxuv+ u,v? —vu? —vyvu]dQ

Q

Integrando por partes, resulta

F,[0] =_|.,ouv(uX —vy)dxdy (5.34)
Q

Assim, substituindo (5.33) e (5.34) em (5.32), vem

Flu]= %j(u(ﬁu)z +&£(V-4, ”a))dQ + j(ﬁp : U)dQ—jpuv(ux v, )dQ (5.35)

Do ponto de vista da interpretacdo fisica, em FS[U], encontra-se as parcelas

responsaveis pela energia mecéanica e pela energia devida a P.

Em F, [U] , encontra-se a energia dissipada devido a vorticidade.
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Capitulo 6

FORMULACAO VARIACIONAL DAS EQUACOES DE
MAXWELL

Considere o seguinte sistema de equacgfes, o0 qual é parte do sistema geral das

equacOes de Maxwell.

{rotEJratB:O (6.1)

rotH -9,D=1J

Para que (6.1), possa ser escrita na forma matricial, faz-se necessario as
seguintes defini¢des

el ol e

{Otﬁﬁ}:a{ Bﬁﬁ}za{o 1}{[:)}:@\]B,onde J :{0 1} (6.3)
-0,D -D -1 0| B -10

Desta forma, o sistema de equagdes (6.1), pode ser escrito como segue

rotF +0JB =K (6.4)
Seja o operador M (F ,B), definido como
M (F ,B)=rotF +0JB (6.5)

lembrando que B = UF , entdo (6.5), pode ser reescrita como
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M (F)=rotF +0J UF (6.6)

desta forma a o sistema (6.1), pode ser resumido da seguinte maneira

M (F)=K 6.7)

Considere agora, a seguinte forma bilinear

(A B), :”A -BdtdQ (6.8)

pode-se observar que o operador (6.7) € potencial em relacdo a expressao (6.8).
Portanto, (M (F),A) =(A,M (F))_, logo pode-se concluir que é possivel

uma formulacao variacional deste operador, resultando no seguinte funcional
1
TIF1=5(M (F)F ), ~{K.F ), 69

Existe uma outra possibilidade de formulacdo variacional, que seré apresentada a
seguir, que é através da definicdo de um operador anti-simétrico. Portanto, define-se, a

seguir, 0 operador L de natureza anti-simétrica.
L(F)=J '™ (F)..L(F)=J Trot(F )-Ud,(F) (6.10)

O operador acima € anti-simétrico em relacdo a forma bilinear apresentada em
(6.8). Poréem, esse mesmo operador torna-se, obviamente, potencial em relacdo a

seguinte forma bilinear

(A.B),=[[{9A -BldudQ (6.11)

Qt

onde o sub-indice “a” indica que se trata de uma forma bilinear anti-simétrica.

Assim, de (6.11), resulta o seguinte funcional
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T[F ]=%<J ™ (F),F) -(3K,F) (6.12)

Antes que o funcional (6.12) seja expandido, considere 0s seguintes lemas:

Lema 1: J'rot(F)-F =divS, onde S é o vetor de Poynting
— — - T —
0 -1 - o= -
ITrot(F) - F = rotE | 1B _j—roti B ot B+ rotE  H =
1 OjjrotH||H rote H
=div(E x H) = divS

Lema2: 9,(UF )-F =oW

onde W =UF >=¢E?+uH?’=D-E+B-H

Lema3:J 'K-F =-J-E

e[ M?m -

I m

Substituindo os lemas acima na equacéo (6.12), resulta em

TIF ]:%jj(div§+atw)dtd9+jj(j- E)dtdQ (6.13)

No lagrangeano do funcional expresso em (6.13), pode-se identificar além do
vetor de Poynting, cujo significado j& é bastante conhecido, encontra-se o termo W que

representa a densidade de energia dos campos Ee H. J4 o termo J - E corresponde &

poténcia dissipada dentro da regido Q.
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Capitulo 7

FORMULACAO VARIACIONAL DAS EQUACOES DE
MAXWELL EMPREGANDO BIQUATERNIOS

Matematicamente 0s quatérnios representam uma extensao natural dos nimeros
complexos, formando uma algebra sob a adicdo e a multiplicacdo. Esta entidade
matematica foi criada por Sir William Rowan Hamilton e o nome quatérnio foi

empregado para denotar uma expressdo quadrinomial. A forma geral de um quatérnio q

é q=a,+ia, + ja, +ka,, onde {a,,a,,a,,a,} =l . Otermo a, é chamado de parte real,
enquanto os trés outros termos formam juntos um trinémio, a;i +a, j +a,k , chamado de

parte imaginéria ou parte vetorial do quatérnio g. Os fatores i, j,k constituem-se em

unidades imaginarias, ou simbolos sujeitos as leis de combinacdo apresentadas na tabela
B.1, do apéndice B.

Os biquatérnios tém a mesma estrutura dos quatérnios, porém as constantes

{a,,8,,8,,8,}, que antes eram reais agora pertencem ao conjunto dos nimeros
complexos, e 0 termo a,, passa a se chamar de parte escalar.

Os biquatérnios tem uma aplicacdo bastante notavel nas teorias de campo. A
modelagem biquaternionica para a descricdo de campos consiste em um operador na
forma de biquatérnio, normalmente referido como operador biquaterniénico, e um

campo também expresso na forma de um biquatérnio.

Os campos classicos, enfocados do ponto de vista da algebra biquaternidnica,
podem ser classificados em trés tipos :

e Campos gerais — descritos por biquatérnios em que tanto a parte escalar, como a

parte vetorial sdo diferentes de zero;

e Campos vetoriais — descritos por biquatérnios em que apenas a parte vetorial é
diferente de zero. Este é o caso, por exemplo, do campo eletromagnético, onde o
biquatérnio que o representa apresenta apenas a parte vetorial diferente de zero;
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e Campos escalares — descritos por biquatérnios em que apenas a parte escalar é

diferente de zero.

As equacgdes de Maxwell sdo uma das mais espetaculares demonstrages do
poder da algebra biquaternidnica. As equacbes de Maxwell podem ser escritas em
diferentes formas matematicas, a maioria delas por meio do célculo vetorial. Nos
topicos a sequir serd apresentada a formulacéo variacional das equacdes de Maxwell sob

a algebra biquaterniénica.

Na forma diferencial, e no sistema CGS, as equac¢des de Maxwell podem ser

escritas como

V.E=anp xE-_18B
c ot ) (7.1)
¥.B=0 GxB-27j, L0E
C c ot

Também na forma diferencial, porém no sistema MKS, as equacdes de Maxwell

podem ser escritas da seguinte maneira.

(7.2)

7.1 O Operador Diferencial Biquaternibnico

O operador diferencial biquaterniénico, tal como no caso dos quatérnios reais, é

o operador derivativo parcial V e mais a derivada temporal.

v:'_ﬁJriﬁJrjiJer:('_gﬁj,ondei=\/—71 (7.3)
cot ox "oy o0z \cot
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Conforme definido no apéndice A, o conjugado quaterniénico de (7.3), pode ser

representado por
P22 (i ) =z

Aplicando a definicdo de multiplicacdo para &lgebra quaternibnica, apresentada
no apéndice A, define-se o operador D’ Alembertiano.

VV =VV ﬂzz[%aﬁﬁ](i—ﬁ,—ﬂz[—ia—z+ﬁ2,0} (7.5)

Note que o operador acima é um operador escalar real e simétrico.

7.2 O Potencial Biquaternidnico

Trata-se de um biquatérnio que integra o potencial elétrico (¢) e o potencial

magnético A, ambos ja& definidos na teoria eletromagnética classica. Portanto, o
biquatérnio potencial fica assim definido

A=(ip,A) (7.6)

7.3 O Campo Biquaternionico

Uma vez definidos o operador diferencial e o biquatérnio potencial, o

biquatérnio campo resulta da aplicacdo do primeiro sobre o segundo, como segue
VA=( 129 )(i0A) 129 AiTp+ L P19 A a7
c ot 0
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Portanto, aplicando a condicdo de Lorentz e também as identidades do
eletromagnetismo classico, (7.6), pode ser reescrita como

F =VA=(0,-iE +B) (7.8)

7.4 A Sintetizacdo das Equacdes de Maxwell

Nesta etapa fica evidente uma das grandes vantagens dos quatérnios, que é a
capacidade de sintetizacdo das equagdes de campo. Serd mostrado a seguir, que todo o

conjunto das equacdes (7.1), pode ser representado em uma Unica equacao
quaternionica.

Para tanto, considere a seguinte operagédo

U =[ 12,9 )(0iE+8)<| 9498 IxBe 2 i 9xE 12

c ot c c ot

(7.9)
repare que (7.9), pode ser reescrita como
VF =VVA=?A=1(ip,A) = (7 p[? A) = (-i47zp,—4—ﬂjj (7.10)
C
definindo-se um quatérnio fonte ou densidade de corrente J, tal que
) . arr -
J =] A=(-I4izp,——J] (7.112)
c

observa-se que todo o conjunto de equacdes (7.1) fica resumido a seguinte expressao

VF = (7.12)

0 que fica evidente quando se compara o segundo membro das equacgoes (7.9) e (7.10).
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7.5 Formulacgéo Variacional

O processo de formulacdo biquaternionica descrito nos itens acima pode ser
representado através do seguinte diagrama.

<

Fig. 7.1 — Diagrama de Tonti para a formulagéo biquaterniénica das Eq. de Maxwell

Seja a seguinte forma bilinear : (A,B) = [ [(A-B)dtdQ (7.13)

Qt
Conforme mencionado anteriormente, o operador VV é simétrico, em relacéo a

(7.13), portanto permite a formulacéo variacional. Assim,

T[F]:%(WA, A>—<J,A>=%<VA,VA}—<J,A}=%<F,F>—<J,A> (7.14)

Considere os seguintes lemas

_ 122 =2 .
Lema 1. F-F:(\E\ ~|g] )+2|E~B
Lema 2: J -A=(47Z'p(0,—4{j‘ AJ

J-A= (-i47z'p,—4—ﬂjj : (igo,—/&) = (472'pg0,—4—7rj- Aj
C C

Portanto, (7.14), pode ser expandida da seguinte forma
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E*-B?) . _ -
T[F]=<¥+iE-B47rpgp+4TﬁJ-A> (7.15)

Observando-se o lagrangeano de (7.15), pode-se destacar que 0 termo

E? - B?
( ) representa a energia do campo eletromagnético enquanto que 0s termos

A - - . N ,
—4mpp +——1J - A representam as interacdes entre 0s campos e as cargas. Ja o termo
C

iE - B representa a uma densidade de poténcia do campo eletromagnético dissipada na

fronteira.

7.6  Variacao do Funcional

A variacédo do funcional (7.15), quando igualada a zero, resulta nas equacdes de

Maxwell, conforme mostrado a seguir

(E°-B%) . 4 - -
ST[F]=0o T+IE-B—47T,0¢+TJ-A =0 (7.16)

(552 —582)

ST[F]=0= +i5(|§-E)—5(47zp¢)+5(4%j-:&j20

Considere os seguintes lemas :

_ (6E*-6B°) (10E - )/ uxy = =
Lema 3: - =[EE—V Bj(5A)+V E(5p)
I 10(sA) . (1B, . o =
SE? =2E 5E—2E-{—E ~ VI ¢)]—2(EE(§A)+V E(§(o)j
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Desta forma, pode-se reescrever (7.16), como segue

ST[F]=

c ot c

(Ea_é_ﬁx |§+4—ﬂjj(5,5\)+(§~ E—4ﬂp)(5¢)+2i{£%§+?x Ej(5:&)+ﬁ' é(&ﬂ)}: 0

Pode-se observar que (7.17), retine as equacdes (7.1)
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Capitulo 8

FORMULACAO VARIACIONAL DAS EQUACOES DE
MAXWELL POR MEIO DE FORMAS DIFERENCIAS

Neste capitulo pretende-se formular as equacdes de Maxwell por intermédio da

algebra das formas diferenciais. Para tanto, admite-se dois postulados :

e A existéncia de uma 1-forma, que represente 0s potenciais elétrico e magnético

A=Ac';

e A existéncia de uma 3-forma que represente a densidade de corrente e a

densidade de carga.

Esses postulados implicam em idéias que serdo expressas em termos de formas

diferenciais em uma variedade quadri-dimensional

8.1 Notacéo

Considere [1 o campo dos numeros reais e L um espaco vetorial n-dimensional

sobre [1 com elementos «, S,---. Paracada p=0,1,2,---,n, constroi-se um NOvo espacgo

vetorial APLsobre [, chamado de espago de p-vetores em L. Comeca-se com

A’L=0,A'L=L,---. Daqui em diante serd analisado o espaco vetorial das p-formas,

APL.

Os elementos o de uma base de APLpode ser construido a partir de p

elementos ", j=1,2,+, p,(h; €01 ) de uma base de A'L, como segue :

H h

o =" A A A (8.1)

Entdo, APL(2< p <n), consiste de todas as combinag®es lineares dos p-vetores

o', sujeitos somente as seguintes restrigoes :
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o (az+bf)ra,nna, =a(a/\a2/\---/\ap)+b(ﬂ/\a2/\--'/\ap),vélido

tambem se qualquer ¢; for substituido por uma combinacdo linear;
e an--Aa,=0,separaqualquer par de indices i # j, a; =q;
* a, A Aa, mudade sinal se quaisquer dois «; forem intercambiados.

Assim, se Ae A"L, entdo A pode ser reescrito como uma combinacéo linear de

o, como indicado a seguir

A=Y Aot onde H =(h,h,, - h,) (8.2)

A diferencial de uma p-forma A:AJPGJ“, para J, =(Jp jpr+r ), € uma

(pt1)-forma

(dA), =& 0 (AJP) (8.3)

p+l I p+l aXJ

onde & € o tensor de permutagdo de Levi-Civita, usualmente definido como

+ \/a se H for uma permutacéo par de |
g = —\/E se H for uma permutacdo impar de |
0

g é o modulo do valor do determinante da métrica considerada.

Em particular, para uma 1-forma, J, =J, =(j,) e I, =1, =(i,i,), entdo
dA= (dA)_ . ot Ao =—2dx" Adx® (8.4)

8.2 Postulado dos Potenciais A e das Intensidades F

Considere uma 1-forma A= Ac', denominada de potencial. Deste potencial,

pode ser obtida uma 2-forma denominada intensidade eletromagnética F = Fija”, tal
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que F =dA. Portanto, o ponto de partida para o eletromagnetismo classico é a
especificacdo de uma 1-forma que represente uma funcdo potencial, A. Por outro lado,
dada a funcao F (2-forma), existem muitas 1-formas A que poderiam produzir 0 mesmo
F . Esta ndo unicidade é a base das teorias de restricao ( restricdo de Coulomb, restricao

de Lorentz, etc.).

Da forma dual de F , G=G;o", é possivel construir uma 3-forma que
represente a densidade de carga e de corrente J =J, o™, tal que J =dG. Também,

aqui, existem muitas 2-formas ,G, que produzem o mesmo J.

Do primeiro postulado, obtém-se um tensor covariante de segunda ordem, a

partir do qual, é possivel obter-se um primeiro par das equacdes de Maxwell, aquele que

relaciona as intensidades de campo E e B.

rotE + 28 _o. divB = 0 (8.5)
c ot

Do segundo postulado, determina-se uma 2-forma que relaciona as excitagfes de

campo, D e H a partir da qual torna-se possivel a obtencdo de um segundo par das

equacOes de Maxwell.

roti — 12 :4—”5; divD = 47p (8.6)
c ot c

8.3 O Primeiro Par das Equacdes de Maxwell

Se V for um espaco quadri-dimensional com coordenadas curvilineas gerais, ndo

orto-normais, os vetores §;(i=12,3,4), sdo tangentes a essas coordenadas e
aj(j :1,2,3,4), sdo elementos da base dual de g,. Contudo, considere o espaco de

Minkowski , com uma base ortonormal e com assinatura (+++—). Neste espaco a 1-

forma que representa o potencial pode ser escrita como

A= Ac' = Adx' + Adx® + Adx® — Adx* (8.7)
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onde, ,5\=A1dx1+A2dx2+A5dx3 corresponde ao potencial magnético, enquanto que
(p:ﬁdx“corresponde ao potencial elétrico. A diferencial de (8.7), de acordo com
C

(8.4), pode ser escrita como

F=dA= %dxi1 Adxt + %dxi1 AdX? + %dxi1 A dx® —E%dxil A dx*
ox" ox" ox" c ox"

(i,=12,34) (8.8)

desenvolvendo a equacéo (8.8), resulta

F =
+(6_A§_%jdx2 Adx® +(6—A§—8—Afjdx3 A dxt +(%—6—A‘;jdxl AdXE +
oX° oOX 1) GS) oX  OX
8.9

—la—Ajldx1 A dx* —la—Ajdx2 A dx? —la—Ajdx3 Adx* + ©9

C OX C OX C OX
—%dx1 A dx* —a—A;‘dx2 A dx? —a—'A‘;‘dx3 A dx?

OX OX OX

Considerando a densidade de fluxo magnético B como uma 2-forma, do tipo
B = B,,dx* A dx® + B,,dx* Adx" + B,dx* A dx? (8.10)
e a intensidade de campo elétrico E como uma 1-forma, do tipo
E = Edx' + E,dx* + E,dx° (8.11)

e comparando as equacdes (8.9), (8.10), (8.11) e ainda as identidades do

eletromagnetismo classico, pode-se reescrever (8.9) da seguinte forma

F =dA=B,dx’ Adx’ + B,,dx’ Adx' + B,dx" A dx* + E,dx" A dx* + E,dx* A dx* + E,dx® A dx*

(8.12)
Portanto, pode-se observar que (8.12) define os campos elétrico e magnético.
De acordo com o lemma de Poincaré, pode-se escrever
dF =ddA=0 (8.13)

portanto,
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(8823 0B, 6812
+
oxt 8x2 ox3

jdx Adx? AdXE +

16823 dx* dx2/\dx3+lﬁfﬁdx“/\dx3/\dx1+1aI312 dx* A dx! A dx® +
c ox* C oX c ox*

+(a£—a£3jdx Adx3 Adx? +[6—Es—a£1de A dxt A dx? +(a£1—a—Ezjdx1/\dx2/\dx4:0
ox*  ox OX OX oX~  OX

(8.14)

Observando-se a equacdo (8.14), e usando os elementos do calculo vetorial,

pode-se reescreve-la da seguinte maneira

dF = div,BdV, + dx* A (rotE +1%j =0 (8.15)
c

Assim, observa-se em (8.15) o primeiro par das equagbes de Maxwell retratado em
(8.5).

8.4 O Segundo Par das Equacdes de Maxwell

Considere um espaco vetorial V, e dois conjuntos de indices H = (hl, hz,---,hp) e

M =(m1,m2,-~-,mn7p). O primeiro, pode ser associado a qualquer p-forma, F =F,c",

e 0 ultimo associa-se a uma (n-p)-forma *F , que € definida como segue
*F =G, o" =g, F" (M=H) (8.16)

onde *F é chamado de dual de Hodge de F. Por exemplo, o dual de Hodge de uma 0-
forma, ou seja , de um escalar € um elemento de volume do espaco considerado,

conforme mostrado a seguir
*F=*l=g, o :\/5Xm AOXP A AdX" =dV

Para uma dada lei constitutiva, y , pode-se associar a uma p-forma F, uma (n-p)-

forma G, dual de Hodge, da seguinte maneira

G=y*F (8.17)

Para o caso em que F é uma 2-formae n=4, resultaem H =(i, j) e, assim
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G, =&, F' e G=4G,0"rc" (8.18)

ijkr
Desta forma, o dual de Hodge da equacéo (8.12), € o seguinte
G = H,dx" Adx* + H,dx* Adx* + H,dx® Adx* — D,dx* A dx® + D,dx* A dx® — D,dx" Adx* (8.19)

Conforme estabelecido pelo segundo postulado, a diferenciacdo exterior de

(8.19), resulta em uma 3-forma, que pode ser explicitada como

J= 4—”\] o Adxt —dmp o™ (i#4; ) =4k =4) (8.20)
c

portanto, ainda de acordo com o segundo postulado, pode-se escrever que dG =J

dG =
jdx A dx® A dx* +(8H3 oH, de Adxt A dx? +
OX Na
8.22
( jdx Adx? A dx? (6[)11+8D2 oD, jdx Adx? AdXE + ( )
OX OX ox®
D d AdX? A dx® — b, —2dx* Adx® Adx! —a—Dj’dx4 AdXt A dx?
ox* OX
Considerando H como uma 1-forma
H = H,dx" + H,dx* + H,dx® (8.23)

e D, como uma 2-forma
D = D,,dx* A dx® + D,,dx® A dx* + D,,dx" A dx’ (8.24)

comparando-se (8.22), (8.23) e (8.24), pode-se escrever que

dG—(curIH —ES—DJAdx —divD A dx* A dx® A dX _4 J,dxV A dx* —4zp A dx" A dX A dX®
c ox*

(8.25)
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desta forma, observando-se (8.25), reconhece-se 0 segundo par das equacgdes de

Maxwell, apresentado em (8.6).

8.5 Formulacgdo Variacional

Nesta secdo, pretende-se investigar brevemente, as implicacfes variacionais da
formulagdo das equacbes de Maxwell, quando estas sdo apresentadas como formas
diferenciais. Para tanto, considere o seguinte diagrama.

d* d

Fig. 8.1 — Diagrama de Tonti para a formulagéo das Eq. de Maxwell por meio de formas diferenciais

Definindo-se a seguinte forma bilinear : (a, ) = Ia A*BAQ (8.26)
Q

onde

/B éuma (p +1)-forma e dﬂ:—%(@jﬂjM)gM S M =iy

p

Assim, com base no diagrama acima, e na forma bilinear (8.26), pode-se
escrever o seguinte funcional

F [A,J]z%(F,ZF>+<A,J> (8.27)

a equacéo (8.27), pode ser reescrita como

F [A,J]:%j(FAG)dQ+j(AA*J)dQ (8.28)

Q

Lembrando que A, =¢, € o potencial elétrico o funcional (8.28) pode ser
expandido da seguinte forma
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F [A,J]:J‘H@J—A-j+pgp}dﬂ (8.29)

O Lagrangeano de (8.29) quando variado resulta no par de equacdes de Maxwell
representado por (8.6).
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Capitulo 9

CONCLUSOES

Este trabalho apresentou uma generalizagdo para o teorema de Vainberg, que aqui
foi referido como Teorema Fundamental do Problema Inverso do Calculo das
Variagbes. Um resultado importante que permitiu a criagdo de um método de

potencializacdo de operadores, que ainda ndo havia sido apresentado na literatura.

Foi dada uma formulagdo variacional para as equagdes de Navier-Stokes

aplicando o método proposto. Caso em que todos os métodos existentes falharam.

Também foram apresentadas trés formulacGes distintas para as equacdes de

Maxwell, a saber :

e A formulagdo usando um operador anti-simétrico, que conduziu ao lagrangeano
(6.13);

e A formulacdo biquaternidnica, que conduziu ao lagrangeano (7.15);
e A formulagéo usando formas diferenciais, que conduziu ao lagrangeano (8.29).

Tais funcionais diferem entre si, embora produzam as equagdes de Euler-
Lagrange desejadas. Foi mostrado, também que a formulagdo biquaterniénica, do ponto

de vista variacional, € a mais completa, pois reproduz as quatro equac6es de Maxwell.

No caso das formas diferenciais, o primeiro par das equacdes de Maxwell é uma
conseqliéncia direta da forma F ser exata (dF = 0). Por outro lado também, o uso de
formas diferenciais permite, facilmente, a generalizacdo para outras métricas diferentes

da métrica de Minkowski, bem como para o caso de variedades n-dimensionais.

Uma pesquisa futura poderia se concentrar no desenvolvimento da formulacéo

biquaternidnica associada a variedades n-dimensionais com métricas genéricas.

66



Apéndice A

OPERADOR ADJUNTO

A.1 Definicdo do Operador Adjunto

Considere que N : X —Y seja um operador linear, X e Y espacos com produtos
internos (-,-) e <>y respectivamente. D(F)é o dominio de F denso em X e D" o

subconjunto de Y seguinte:

D*:{er|EIZEX,<Fx,y> <x,z>x} (A.1)

y_

A.2 Definicdo de Adjunto Linear de F
Seja a aplicacdo F : X — Y, com dominio igual a D, tal que
F(y)=z Vye D’ (A.2)

seja 0 “adjunto linear” de F. Resulta imediatamente de (A.1), que

(Fx,y), :<x, Ify>X vx € Dom(F)
Lema 1: O adjunto linear de F é bem definido
Demonstracgéo :

Sejam y e z relacionados em (A.2) e suponha que, para todo x € Dom(F) exista um w tal
que :

(Fxy), =(xw), (A3)
Mostrar-se-4 que z=w

De (A2) e (A3) conclui-se que (x,z) =(x,w),VxeD(F), ou seja,
(x,z—w) =0,vxeD(F).

Logo z—w L D(F) e conseqlientemente z—w L D(F)= X, pois D(F) é denso em X,
portanto

z—-w=0,istoé, z=w
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Teorema1l: D’ éum subespaco vetorial de Y

Demonstracao :

Seja {y, y,} = D",istoé F(y,)=2z ¢ F(y,)=12,; {ay,@,} [
Entdo

(F(X).ay;) = (F(X), yi>=ai<x, F~(yi)>=<x,azi>

Logo

(Fx,ayy, +a,Y,) = (X o2, + a,2,)

Conseqlientemente

ay, +a,y,eD’

e

If(alyl +0!2y2) = allf(y1) + 0{2|f(y2)

A tabela a seguir apresenta alguns operadores com seus respectivos adjuntos.

1| d Fo_d 7(u.9) =[u(0$()],
dx dx
2wl fo_ 1 d 7.9) =[Wu()F(I];
dx w(Xx) dx
3 |T=v() T=—(v-() y(u.¢)=[(-ng)ds
4 |T=vx() T=Vx() y(u,g) = [u-(nxg)ds
5 |T=M T=M" Né&o ha

Tabela A.1 — Operadores e seus operadores adjuntos
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Apéndice B

QUATERNIOS E BIQUATERNIOS

B.1 Quatéernios

Matematicamente os quatérnios representam uma extensdo natural dos nimeros
complexos, formando uma algebra sob a adicdo e a multiplicacdo. Esta entidade
matematica foi criada por Sir William Rowan Hamilton e o nome quatérnios foi

empregado para denotar uma expressao quadrinomial. A forma geral de um quatérnio q
é q=a, +ia, + ja, +ka,, onde {a,,a,,a,,a,} =l . O termo a, é chamado de parte real,
enquanto os trés outros termos formam juntos um trinémio, a,i +a, j +a,k , chamado de
parte imaginaria ou parte vetorial do quatérnio g. Os fatores i, j,k constituem-se em

unidades imaginarias, ou simbolos sujeitos as leis de combinacdo apresentadas na tabela
AB-1, abaixo.

1 I j k
1 1 I ] Kk
i i -1 Kk -
] J -k -1 i
k Kk J -i -1

Tabela B.1 — O Anel dos Quatérnios
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Alternativamente, o quatérnio g pode ser representado como q :(ao,ai,az,as),
ou na forma g :(ao,q), onde g =aji+a,]j+ak.As unidades complexas i, j, k, podem

ser representadas por matrizes complexas de ordem 2, como segue:

|10 10 1 0 i
= . j= k=] . :
BNREFHEE
Assim, o quatérnio ¢ pode ser escrito como
q:{qo+ml qfﬂ%}:{z W}
_q2+iq3 QO_iql -W 7
Considerando os quatérnios o, =a,+a,+a,+a, , 0, =b, +b, +b, +b;, a tabela

AB-2 apresenta algumas operacdes comuns definidas sob a algebra dos quatérnios.

OPERACAO

Conjug. quaternidnico de q G =a,—-aji—a,] —ak = (ay,~a,~a,,~a,) = (2, )

Norma de q; norm(qg,) =g, x T, = a: +a; + af +a;

Valor absoluto de q; |q1|:Abs(q1)=\/a§+af+a§+a§

Adicao Ch+0p =8+ +(a, +b)T + (8, +0,) T +(a; +b,)k

0, +0, :a0+b0+(U+\7)

ag, =aa, +(aa, )i +(aa,) ] +(aa, )k

Escalonamento _
af, =ad, +al
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OPERACAO

0,0, = (@, +ia, + ja, + kay)x (b, +ib, + jb, + kb, ) =
= (aobo _a1b1_a2b2 _asba)"'
=+i(ab, +ab, —a,b, +a,b, )+
:+j(azbo +ab, +agh, _a1b3)+

Multiplicacé
HHiplicagdo = +k (2, ~ah +ab, +ab,)

0,0, = (ay,0)(by, V) = (agby —U -V, 8,V + byli + U x V)
Produto Escalar q, -0, = a,b, —a,b —a,b, —ab,
Quadrado de qs of = 0,0, = (a5 — U -0, 2a,0)
Inverso de .

% ol

Divisdo q 1 -

— | =—q, diviséo a esquerda

q2 L 2

(&j :qli divisio a direita
q2 R q2

Tabela B.2 — Operac¢des comuns com quatérnios

B.2 Quaternios Complexos ou Biquatérnios

Os biquatérnios sdo um anel que apresenta propriedades que permitem que
certas leis fisicas sejam apresentadas de uma forma elegante e compacta. Os

biquatérnios tem uma aplicacdo bastante notavel nas teorias classicas de campos.

A algebra biquaterniénica permite que varias entidades matematicas, tais como
esclares complexos, vetores complexos, vetores reais entre outras, possam ser
integradas em uma Unica e consistente representacdo. A notacdo empregada nessa

representacdo é simplesmente uma generalizagdo daquela usada em analise complexa.

71




Um biquatérnio Z e definido como Z =z, +zji+z,j+ 2,k , onde z_ sdo nimeros

complexos,

Z, =X, +\/——1Xa =Xx_+1x,. A tabela AB-3 ilustra alguns aspectos da operacdo de

conjugacao dos quatérnios.

I

Conjug. Quaternidnicode z |Z=z,-zi-2,j-zk

Conjugado Complexo =7 +71+7j+7'k
0 1 2 3

*

(zxw) =w'xZ’ (zxw)=WxZ

Tabela B.3 — Conjugados Biquaternidnicos
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