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L apresentado un método eficiente para construgio do
lugar das rafzes para o ganho X da fungéo de transferéncia
de malha aberta variando de - até +00, com utilizagdo do mé-
todo da continuagio, baseado no artigo de C. T. Pan ¢ K. S.
Chao, onde a construgdo é feita apenas para K positivo., To -~
dos os problemas de singularidades foram contornados na gera
¢do dos pontos para plotagem do lugar das raizes, podendo-se
desta maneira obter-se sempre convergéncia no método utiliza
do. Toda a programagdo computacional foi elaborada, bem como
as subrotinas para plotagem do diagrama pela impressora do
computador. A convergéncia é melhorada pela utilizacao de
Newton-Raphson em todos os pontos estimados para evitar-se
as gingularidades, pfincipalmente nos pontos multiplos com-

plexos.

ABSTRACT

A method is presented regarding the construction of
root locus for the open-loop transfer function gain varying
between - and +c. The continuation method is used. It is
based on a previous work by C. T. Pan and X. S. Chao. Their
method was nevertheless limited %o positive values of K.

A1l singularity problems were overcome in the genera-
tion of the diagram points for plotting root-loci, then con-
vergence is atbtained everywhere. The software including a
plotting subroutines, was developed.

Convergence i's improved by using Newton-Raphson in
all cases of estimated points in order to overcome singula -

rity, specially near complex multiple points,
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1. INTRODUGKO

> O primeiro trabalho significante em contrdle automd -
tico foi realizado no géculo dezoito por Jameg Watt para con
trolar a velocidade de wuma méquina a vapor. Deve-se mencio -
nar os trabalhos realizados posteriormente por Minorsky, Ha-
zen e Nyquist que provocaram um grande degenvolvimento no
primeiro estagio da evolugéo da teoria do contrdle,

Em 1922, Minorsky trabalhou em controladores autométi
cos utilizados para dirigir navios e mos trou como a estabili
dade pode ser determinada pelas egquag oes diferenciais que
descrevem um sistema em eatudo., J5 em 1932, Nyquist desenvol
vew um procedimento relativamente simples para determinar a
egtabilidede de sistemas com realimentagdo baseado na respos
ta de malha aberta para entradas senoidais, Em 1934, Hagzen
foi guem introduziu-o termo servomecanismo para um sistema
de controle de posicéo.

2

Nesta época, a andlise de sistemas de contrdle reali-
mentados foi realizada através da uuvjlzagao das equagdes d
ferenciaig destes sistemas.

Durante a segunda guerra mundial houve nuitas pesqui-
sas que possibilitaram o desenvolvimento de técnicas e méto-
dos de andlise e projeto de sistemas de contrdle através da
resposta em frequéncia do sistema. Aproximadamente om meados

(4

da década 1940 - 1950 o método da resposta em fregudnecia 34

J

foi operatiVamente usado em grande escala., Porém, este mdto-
do ndo era satisfatério porque em vdrios sistemas a resposia
transitoria obtida era muito aproximada devido as relagdes
empiricas entdo utilizadas e tinha-se necessidade de conhe-
cer com precisao o seu comportamento transitdrio.

J4 no fim desta década, com base na teoria das fun -
coes de varidveis complexas e na transformada de Laplace, ro
de estabelecer a possibilidade de controlar as respostas dos
sistemas tanto no domfnio do tempo como também no dominio da
frequéncia. Destacou-se o trabalho realizado por W. R. Bvans

e publicado em 1948, onde o autor apresentou a andlise gréfi
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ca de sistemas de contrdle realimentados, grafico este deno-
minado Lugar das Raizes, poxr apresentar em un plano coumplexo
0 lugar geométrico das raizes de unm polindmio quando conside
ra-se a variag¢iao de um parimetro.

0 método desenvolvido por Evans, juntamente com ou -—
tros métodos grdficos desenvolvidos por Bode, MNyquist e por
Nichols fazem parte atualmente da teoria cldssica do contro-
le, sendo utilizados em sistemas lineares onde vdrias especi.
ficagoes sdo fixadas.

O método do lugar das rafzes, dentro de seu campo de
aplicabilidade, foi e ainda ¢ muito usado, conforme vemos a
sva utilizagdo en sistemas de poténcia, como na andlise da
maquina sinerona com regulador conectada ao barramento infi-
nito feita por P. Anderson e A. Fouad |1l| em sua obra edita-
da em 1977, na deberminacdo de parametros estabilizadores
realizada por Fitzer e C. P. Oradat |2| e apresentada em mar
go de 1977. Mais recentemente, foi utilizado em sistemas in-
terconectados para determinag¢do dos autovalores do sistema
em termos da informagdo da conexdo por R. Decarlo e R. Saeks
|3] e finalmente a utilizacZo do método do lugar das rafzes
para determinacgfo da estabilidade dindmica na Estacdo Gera-
dora de lonticelo no Texas em um artigo apresentado em junho
de 1979 |4].

Com o advento do computador, viu-se a necegsidade de
congseguir~se uma técnica para, com utilizacfo deste, obter-
~se rapidamente o lugar das raizes para uma debterminada fun-
¢do de tranferéncia de um sistema em estudo, desde que este
sistema seja linear, fornecendo informagao da resposta em
frequéncia através da variacgfo de um parimetro, como tambdém,
possgibilitando analisar a resposta no dominio do tempo. Po-
rém, o tragado do lugar das raizes utilizando o computador
era problemético devido as varias singularidades existentes,
que interrompiam o seu tragado. Isto £0i contornado por C.
T. Pan e K. S. Chao gque apresentaram uma técnica onde & uti-
lizado o método da continuacio para obtengao dos pontos com-
plexos que serdo plotados no plano "s" através de uma subro-

tina desenvolvida para tal fim.
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2. OBJETIVO E DESENVOLVIMENTO DA TESE

Baseado no artigo de ¢. T. Pan ¢ K. S. Chao 51| R OH
desenvolvida toda a programagéo computacional para o traga-—
do do lugar das rafzes utilizando-ge o computador digital
Burroughs-B1700, sendo o grafico obtido pela impressora apds
todos os pontos terem sido gerados por uma expressio iterati
va, obtida pelo uso do conceito do método da continuacdo.

0 lugar das rafzes poderd ser tragado para gqualquer
fungao de transferéneia de um sistema linear, deade que seja

7
possivel fatorar os polindmios do numerador e denominador

0 o 2 g o S LT ol v A Faee r e Ay S D o L -
fungao ae sransterencia, Hbste grarflco ontido pesrmitira com O
g

complementares, analisar o comportamento

de um sistema tanto no dominio do Hempo como no dominio da
frequéneia, como Htambém extrair conclusSes a regpeito das

contribui¢Bes de cada parémetro neste comportamento.
Como no artigo bdsico os aubores sé apregentam & cong
trugdo do lugar das raizes para o ganho K da fungdo de trang

feréncia variando de zero até infinito, ubilizando-se outras

’.)

referéncias, foram introduzidas modificacles de tal modo que
a sua consirugdo pudesse ser efetuada com X variando de - o
a + . Desta maneira conseguiu-se aumentar o campo de apli-

A

cabilidade do método.

Tnicialmente & zpresentado o método da continuagdo e
suas aplicacdes, ressaltando o caso em que é utilizado para
determinar as rafzes de um polindmio e posteriormente como &
aplicado para obter-se o lugar da raizes,

A programagdo computacional elaborada é descrita jun-
tamente com as disponibilidades existentes. Vdrios exemplos
sin apresentados para mostrar a eficiéneia do método em de-
terminados casos pa?ticulares. Em um destes exemplos é apre-—
sentada a andlise qualitativa em fungdo da variagfo do ganho

de uma determinada fung@o de transferéncia de um sistema
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quando € suposto aplicado wm sinal na entrada deste. Tambén
¢ mostrado como ge pode congtruir o lugar das rafzes utili-
zando a mesma netodologia degenvolvida, em fungfdo da varia-
¢80 de qualquer parfmetro da funcdo de transferéncia do sis-
tema. »

Para finalizar sfio apresentadas as discussdes e con -
clugOes gerais, como btambém as recomendagdoes para futuros
trabalhos que venham aplicar ou complementar o que agqui foi
desenvolvido.



3. METODO DA CONTINUAGKO E SUAS APLICAGOUES

0 desenvolvimento ocorrido na dltima quarta parte des
te século na tecnologia aplicada na construcio dos computado
res digitais, proporcionendo um aumento na velocidade com que
oa calculos sdo realizados, exerceu uma profunda influéncia
em varios campos da ciéncia. En aplicacCes matemdticag, por
exenplo, os computadores sfo apropriados pars determinar as
solugles de grandes sistemas de equacGes diferenciais ordind
rias lineares ou ndo linearés, sujeitas a um valor inicial
dado. Muitas egquagBes bdsicas da fisica, como a segunda lei
de Newton, s8o formuladas como problemas de valor inicial.
bntretanto, muitos problemas de aplicacles matematicas ndo
s8o originalmente formulados desta maneira, daf cmérito domé
todo da continuagdo, pois ele prdprio proporciona, na refor-
mulacg8o de tais problemas, os valores iniciais necessdrios.
Métodos da continuago foram utilizados no século pas
sado nas provas tedricas da existéncia e unicidade de vdrios

oJlemaa, conforme é apresentado no hisgtdrico do artigo de

4

F icken |6| e mais recentemente nos trabalhos [7] e |8|. Nes-
te ultlmo, g0 exeminados vdrios casos rara og quais este mé
todo tem sido aplicado com sucesso, como na determinac¢fo das
rafzes de um polindmio, problemas de valdres no contdrno em
0es diferenciais ordindrias ndo lineares e outros,

0 método da continuwegfo foi utilizado por K. S. Chao

na andlise de circuitos eletrdnicos onde os

g R. Saeks
algoritmos da continuegfo apresentados por Branin |10],
Broyden |11|, Davidenko |12|.e Chua e Ushida |13] sfo exami-
nados e aplicados como por exemplo, na determinagdo das solu
¢Ses multiplas de sistemas de equagles ndo lineares e na de-
terminag8o da curva caracteristica de entrada-saida de cir-
cuitos resistivos nZo lineares. &
A idéia bdsica do método da continuag¢lo consiste em
converter a solucgdo, de uma famflia parametrizada de proble-
mas algébricos P(r), na solug8o de equagBes diferenciais

tajig como:

06



'i(r) =>i‘[x(r),r] (i)

onde x(r) é a soluclo do errigésimo problema da familia
P(r). Entfo pode-se determinar a golugfo x(r,) de um proble
ma inicial P(r ) por utilizagdo de wa dos métodos cldssicos
ou outros, onde as solugbes dos demais problemas sio obtidas
por intvgragdo de (1) com x(r ) como condicio jnicial.
Embora parega que wpela convnrqu da solugdo de um pro
blema algébrico numa solugdo de equagoes diferenciais, esta-
beleceu-se wum outro problema mais complicado, ndo é este o
caso e sim que a integragfo de (1) ao ser reduzido a um pro-
cesso numérico, prova-se ser menos incoémodo gue métodos dire

i
Ak

tos de sgolugfo. Isto pode ser observado por exemplo, na de-

A

—d

terminagédo das solugdes de vm gistema de equagdes nfAo linea-
res, onde a dificuldade bdasica estd no fato da matriz jaco-
biana tornar-se singular durante a azplicagfo de um método di
reto de solugdo, interrompendo o precesso utilizado., Ao ser
usado o método da continuacdo, este incoveniente & contorna-
do, niao so pﬁ“ﬂ1:¢ndo a continuidade da apliecacido deo wétodo,
como tambem fOLnocer mais do que uma solugfo caso o problema
original as apresente. Tembém como aplicagfo do método da
continuagdo temos a detﬁr“.pggﬁo'das raizes de um polindmio,

gue além de servir como exemplo de uhiliz:

é usado na programagdoc computacional dcosenvelvida para o tra

‘¢ado do lugar das raizes conforme verecmos no capitulo 5.

o

3.1. Determinacgfio das Sclu de um Sistema de Equagles ndo

Lineares

Seja um gistema de eguagoes nido lineares escrita na

S formas

Tix) = © (2)

o7



@ale  # g B 1 4 continuamente diferenciavel.

0 méﬁodo de Newton-Raphson é provavelmente o mais co-
nhecido e a técnica mais comumente utilizada para detbterminar
as raizes reais de tal sistema ndo linear. O método podera
convergircr contanto que o passo inicial esteja suficientemen—
te préximo da solugfo onde a matriz Jacobiana satisfaz a con
dicao de Lipschitz e ndo & singular no ponto solugédo. Entre-
tanto, o método € impraticdvel se o passo inicial estd longe
e interrompe o processo quando o jacobiano em algum estdgio
da iteragido torna-se singular.

Muitos métodos foram desenvolvidos para determinagao
das raizes de (2) fazendo-se uso de técnicas de deflagdo, mé
todos iterativos quase lineares e outros gue envolvem a soln
¢ao de uma equagio diferencial associada na qual a raiz x
de (2) é umn ponto critico, obtida por algoritmos iterativos,
correspondente a solugdo x(r). BEm particular, Branin |10]

resolve a eguagio diferencial dada por:

E_f[x(w] =1 Frai Gl (3)
dt

a gqual pode ser escrita no espago X como:

]

axT 2 TR -
at 3 (4)

onde J é a matriz jacobiana. Utilizando a formula iterativa

de Tuler tem—-se:

Tonn o o oo d - () BGe ) 5 B @il 200 (5)

T : Py :
onde X é o pasgo inicial para a raiz x°, J(xk) é a matriz

08



Jacobiane fde £(x) Secmputada pava X o he oo i inter

valo., 0 sinal + ou - gera cscolhidg a fim de fauzer xk' mno-
ver-sge na diregdo desejada. Branin mostrou que pela mudanga
do sinal em (5) apés cada mudanga de sinal do jacobiano ou
bara cada ponto solugdo, o processo para determinagéio da ra-
iz, o qual poderia de outra maneira ser interrompido devido
a singularidade Jacobiana, pode agora ser continuado.

Este método, porém, apresentava limitacdes gignifican
tes, sendo capaz de determinar todas as solugdes em apenas
alguns casos particulares.

K. 3. Chao e D. Tiu |14| utilizando a iddia sugerida
por Branin preferiram escrever a equagao diferencial asso-

ciada na forma:

H
!
\_b
H
{ ey |
B
P
ot
N~
—
y
.
—
<]
N
O
p—
(e
i
@)

a5 s 1
E'—t fi[}{(b)]

i = 1,2, 2 2 9 Il"l (6)

onde a condig¢2o inicial x_ deve tar situada na curva espa-

0
¢o & obtida da interseccgdo da

W

es
s solugOes de fi(x) = 0, com
it = digiEn onon Jaedhe
No espago x, (6) se reduz na equagific diferencial:

B o) G (7)

onde T denota matriz transposta. Utilizando Euler novamente,

tem—se o0 seguinte algoritmo jiterativo: -.

xk+1 == v J—l(xk) [ “:Q(Xk) el ‘-fnri(xk) :tfn(xk) JT

(8)
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Do mesmo modo anterior, o processo pode ser continua-
do através da mudanga do sinal de fn(xk) apés uma mudanga
no sinal do jacobiano ou apds a determinagao de cada ponto
solugo. As dificuldades anteriores sio agora superadag, nao
havendo problemas com as singularidades, sendo o método ca-
paz de determinar todas as solugles desde que & seja uma cur
va simples, ou seja, continuamente diferenciavel que nao cor
te a si mesma.

Como ilustragdo do método desenvolvido por Chao e
Liu, congidere um circuito nfo linear constitufdo por um dio
do tunel em série com uma resisténcia linear R, alimentado
por uma bateria gque fornece E volts. As equacdes deste cir-

cuito sdo:

£,(v,i) = g(v) =i =0
(9)

f,(v,i) = v + Ri - E 0

€ uma 'fungdo nio linear que descreve a curva carac
ica do diodo tdinel e i é a corrente através do circui-

ando (7) temos para a matriz jacobiana:

GE =
o
2
B>
3
T
s
\"J

dg/dv -1 |
e (10)
1 R
Como a curva & é definida por fl(v,i) = 0, todas as

solugoes podem ser determinadas. Dependendo do valor de E
utilizado, o circuito pode apresentar ate tres pontos de ope
ragao. Vejamos como estes pontos sao ObleOS aplicando-se a
férmula iterativa de Euler indicada na equagdo (8).
Inicjalmente é adotado um ponto inicial gqualquer Xy
(7. ip)' Considerando-se X5 cenoNpass0e iniecial, um ponto

10



*o €.£’ ¢ obbido por exemplo, fazendo-ge uso do método inver
29 generalizado [15]. Utilizando-ge (8) com sinal negativo e
Xo COMO ponto de partida os valdres computados de |f£,| de-
crescem e un dos rontos de operacio Q, é encontrado. O uso
do sinal positivo em (8) e Q1+ forga ile a crescer, resul-
tando em uma trajetéria divergente ao longo de Q, - Desde que
0 jacobiano muda de sinal num ponto P{; 0 sinal de f2 é nova
mente mudado para menos, obtendo-se o segundo ponto de opera
gao Q,. Avancando a busca na mesma, diregdo, nenhuma solugdo

5

€ encontrada pois o jacobiano cresce juntamente com If2
milarmente o Wltimo ponto de . operacHo Q, € obtido utilizan-
do-se o sinal positivo em (8) e x, como condigdo inicial. A
figura 1 mostra os trés pontos obtidos e as trajetérias com-
putadas para um caso particular onde g(v) foi aproximado por

um polindmio do quinto grau.

'2 volls

09

Fig. 1 - Ilustragdo dos pontos de operacgHo

3.2. Determinacdo das Raizes de um Polindmio

Utilizando o método apresentadoipor_E. Wasserstrom
|8] foi desenvolvido um programa para o computador para de-
terminagdo de todas as raizes de um polindmioc, o qual & uti-
lizado na programagdo para construgdo do lugar das rafzes,

11



razao pela qual a teoria desta solugdo numérica é apresenta-
da. .

Seja determinarmos as rafzes de um polindmio de gran
N, onde os coeficientes pertencem ao conjuntec dos ndmeros com
plexos, dado por:

N
fl(zl) = Z: a l)z? =G 5 (aLL))

Inicialmente construfmos uma base, ou seja, elegemos
arbitrariamente, porém preferencialmente prdéximo das solu-—
g¢oes, N nimeros complexos zéJ) 08 quais servirdo como raizes
da base. Os coeficientes correspondentes aéo) sdo enltdo cal-

culados pelo desenvolvimento do produto:

N N
o e e (o) .
fo(zo) = ‘[T (zo 2 )= Z: a =z, 0 @12)
= n=o
Em seguida definimos a seguinte expressfo:
)
N
£(5,2) = 2 = (1) [2(t)]E=0 (13)
n=o
com ag(t) =1, t € [0,1] . As fungdes an(t) obtidas devem ser

diferenciaveis com relag@o a t, satisfazendo as condigdes:

an(o) = aéo)
(14)
(1)
a
n

i

ij}
a (1)
ou seja, para t = 0 a expressfo (13) coincide com a base e
para t = 1 a mesma express@o coincide com o problema inicial.
Para formulagdo de um problema com valor iuicial, di

12



ferenciamos (13) em relagio a t e obbemos:

N-1
2 a () (z3)n
o (3) 5 N=OFEEes
dz 5 g(t,z(d)) Serey ; (15)
dt | 1

e o (i) () g
JOER SO e Hl

onde an(t) denota derivada em relagfo a t. Temos portanto N
equagoes identicas, mas com condigOes iniciais diferentes da
das por:

z9) (0) = Zéj)v J = 1,25..0,0 S16)

Integrando numéricamente (15) de t = 0 até t = 1, obtemos:

Z(j)(l) = Zl(j)a J=1,2,...,N (17)

i

onde devido as condigdes estabelecidas, os z(j)(l) 830 as
raizes desejadas do problema original.

Esta integracgdo pode ser feita uwtilizando-se um dos
métodos numéricos existentes para determinagfo da solugfo de
equagOes diferenciais. Por exemplo, utilizando-se o método
de Runge-Kutta de 42 ordem tem-se para as equagbes dadas em
(15) sujeitas as condig®es iniciais indicadas em (16) a se-

guinte férmula iterativa:

(3) = z(j) + (kfj) + 2k(j) +‘2k(j) + kﬁj)) h/6

1,m41 1,m 2: 3
onde 3y _ : (J)
NI ) (18)

B (G w2y 5l o () 7y

13



68
3

i

g(tm + h/2, zéj) + hkij)/Z)

i (9)

g(tm + h, ZQJ) + hk§3))

COmMEgi=y 2y N e my = o s
A grande vantagem na utilizagdo deste método consiste
na convergéncia ser sempre possivel , mesmo que os valores
iniciais estejam bastante afastados da solugdo, porém o tem-—
po de computagao aumenta gradativamente. Por esta razfo &
S

conveniente combinar este método com outros ja existentes

¢! co
mo o de Newton, cuja expressao iterativa é a seguinte:
. o £ Z(J)
Z(J) = Z(J) = 1( 11m) (Jq\
1, IN+1 1,m i
)
1( 1,m )

com = A2, e LR mE= O 2RSS G f1 é a derivada de i
em relagio a Z -
0 método de Newton apresenta rdpida convergéncia, po-
d » 7 a . 5 c
rém esta somente sera possivel se o valor inicisl estiver
bem prdximo da solucao. Logo, utilizando-se os vajlores obbi-
o 4 q . . o Do ; -
dos em (18) como valOres iniciais para aplicagfo do nétodo
de Newton, consegue-se refinar as solugdes em DOUCOS PUSSOS,

L) . " . g
obtendo-se sempre convergencia e reduzindo o tempo de compu-—

tagao.
NZo sera aqui apresentado um exemplo de utilizacao
deste método pois foge ao contexto deste trabalho, zendo que

no capitulo 5 é mencionado como foi aplicada esta técnica pa
: ~ A 0 .

ra determinacdo das raizes de um polinomio a fim de btornar

possivel a construgdo do lugar das raizes através da teoria

>

a ser explanada.

14



. O LUGAR DAS RALZES PELO METODO DA CONTINUAGRO

(e S - ~ -
oeja 0 gistema com realimentagao mostrado na figura 2,
5 o AL ~ A . - ! -
A fungfo de transferdncia de malha aberta pode ger cxpressa
por:

(H—Zl)(s~zz)o;.(s—zm)

G(s) H(s) = & Als)

= = (20)
B(s) (s-p,)(s-p,)...(s-p )

I d

onde X ¢ un fator denominado ganno de malha aberta e m < n,

A fungd@o de transferéncia de malha fechada és

T(s) = sl e Gl Ble)
: 1+ G(s)H(s) B(s) + KA(s) (21)

Nota-ge que na expressio (21) aparecem os polindmios

v

A(s) e B(s) ea fungdo de transferdneia G(s). Seria desejdvel
que a expressdo final fosse constituida somente por polindmios.
Porém, isto obrigaria a introdugfo de novas definigBes, por

exemnplo, G(s) = X' Q(s)/ P(s), razio pela qual achou-se conve

niente apresentda-la daquela maneira,

0 diagrama do lugar das rafzes para a fungdfio de trans

[

feréneia T(s) € definido como o lugar geométrico dos polos
3%

de T(s) quando K varia de ~m até +w. Este diagrama congis

0
s
o

de uvm conjunto de pontos denotado por £, situados no ple

complexo s de eixo real 0 e imaginario jw, tal que:
= )
g(=,K) = B(s) + K A(e) = @ (22)
isto €&,

A= felalegs) 2 Oy 82 @ 3 gy , (23)

i

3



R(s)

Fig. 2 - Sistema com realimentagdo

Ao invés de determinarmos as rafzes de (22) diretamen
te para cada valor de K, o que seria um trabalho exaustivo,
mesmo com a ajuda do computador, consideremos as seguintes

equagoes diferenciais relativas a este problema:

d

= g(s(t), K(t)) = - gls(t), K(t)), e(s(0), K(0)) = O
(24)
S ) K
dt
.
onde s(0) = s_ é uma raiz de (22) correspondente ao ganho

0
inicial K _, e & ¢ uma varidvel fictfcia introduzida. Aplican

do—-se a regra da cadeia em (23), obbtem-se:

i dg  dK '
L ale;k) = 28 doie L0 0k €255
at ds  at AL dt

e expressando em termos de ds/dt resulta:

|

95 _ (gle,k) :28)/ 58, S(0)= o -
dt oK 0g

(26)

st 1, ®O) = K&

0
dt

16



Ou as equagGes equivalentes considerando (22):

el ) s A B ALe)

e

s(O) = SO

dt BN RA (Sh) o
_ 27

S O = i

dt e

A equagdo acima pode ser resolvida por alguma técnica
de integracgo numérica. Por exemplo, utilizando—~se o método
de Euler, obtem~se:

B(sk) + K _J_(Sk) 1%

k

' 'l(sk)

B’ (sk) I (sk)

onde o sinal + ou - deve ser utilizado gquando um sumento ou
decréscimo no valor de X for desejado, ou ainda, para valod-
res de K variando desde O até +w, as expressdes anteriores
to

rnam-—-se:

B(Sk) + Ky A(sk) + A(Sk)

B'(sk) i+ KkiA'(Sk) (29)

G = o

e para valdres de K variando entre O e -, &as expressoes
correspondentes sdordadas na pagina seguinte, permitindo a
construgdo do lugar das raizes também para variagBes nega-

tivas do ganho K.

L7




sk+1.= Bics & 19, e
At (s, ) (30)

T —
1(}s:+1 i Kk ~ h

Para (24) obtem-se a seguinte solugéo:

g(s,K) = g(s(0), K(0)) e¥ = 07t =0

(3L)
K R

onde para algum par KO e s, considerado satisfazendo (22),
a trajetdéria correspondente obtida de (27) resultarsd na cur-—
va solugdo de g(s,K) = O com o ganho X variando. O sinal me—
nos utilizado em g em (24) & usado a fim de que sempre haja
convergéncia na trajetdria computada.,

Como o lugar das rafzes de T(s) contém 2n ramos par-
tindo dos polos da fungdo de transferéncia de malha aberta
para X = 0, sendo n ramos para valores positivos de X e os
outros n ramos devido aos valores negativos de K, no caso en
que estes polos sZo distintos, as n condi¢les iniciais consi

deradas em (29) e (30) serdo:

S(O) 1 e 112’ooo,n

I
o]

(32)

il
@]

K(0)

No caso em que a fungdo de transferdncia de malha a —
berta exibir polos repetidos, o termo ddrrespondente a ag/as
torna-se nulo quando estes polos sio considerados. Como re-—
sultado, a obtencgao dos pontos de partida quanto tivermos Po
los repetidos n&@o podera ser feita para K = 0. Porém, prdxi-



10 208 polos pode-~se obté-los congiderando-se ac proprieda~—
des do lugor das rafzes na vizinhenga de um polo repetido.
babendo-se que em um polo de ordem r, originam~se 2r ramos,
sendo r ramos devido & variagio positiva de K e r ramos de-
vido a variacgao negativa de K, que se alternam angularnente
e também que os ramos em seu infcio formam entre si angulos
de 180 e calculags un vetor As gue através da sua adigso
ao polo repetido tem~se um valor inicial cujo valor do ganho
correspondente é agora diferente de zero. Para este objetivo
consideremos que na fungfo expressa em (20) temos um polo re
petido Py com multiplicidade r, logo, g(s,K) pode ser escri-
to como: :

Sla, R = (s“pl)(sﬂpz),a.(s—pk)ro..(s—p

rol=he

e A ) (33)

Seja x um ponto complexo, o valor inicial a ser utilizado no

processo iterativo, logo:

ISR (34)

a5
m
()

onde € é wm nmero real arbitrariamente pequeno e o & o angu

lo de fase a ser determinado. Para s = x temos:
onde o valor de As pode ser avaliado por:

As = eeje o~ (Kf)ejﬁ)l/r S (36)

19



: A(s)(s=p )T
com Penm = o Pk

| (270)
B(a) BT

Portanto, teremos 2vr pontos de partida aproximados na vizi-

nhan¢a do polo repetido P Para os ganhos correspondentes a

estes pontos avaliados de (36). Para valdres positivos de K
temos:

= codlB+211) /r

(38)

Para valdres negativos de X, basta adicionar 7/r consideran-
do-se as regras construtivas do lugar das rafzes de nitmeros
5.1 e 7.6 da referéncia |16| em (38), obtendo-se:

Xzt =8P +l€ej(ﬁ-hﬂ4J2ﬂi)/f
ik —ie

(39)

A\7d
o

1 r

€
P

—

Logo, com a escolha conveniente dos 2n pontos de par~
tida, todos os 2n ramos que dar8o origem ao diagrama denoni-
nado lugar das raizes poderdo ser obtidos por integragf&o nu-
mérica fazendo-se uso do computador digital. Porém, esta in-
tegragéo serd interrompida conforme veremos, quando um ponto
multiplo for atingido, razio pela qual, sempre que na jinte-
gragdo houver sproximagfo de um destes-pontos, alguma provi-
déncia deverd ser tomada. Para isto, comegaremos estudando
estes pontos. '

Umn ponto s* satisfazendo:

20



dK Pyt G B(s) ) ] s

Gl S ds A(s) Bie=Ac)

L O < Ble TR

A% (%)

= 0 (40)

7

no plano complexo € chamado um ponto singular. Desde que o
aumerador de (40) é um polindmio com grau (n + m - 1), com
coeficientes reais, existem (n + m - 1) pontos singulares no
plano s. Denominamos de ponto multiplo, ao ponto satisfazen-—
do (40), gque nfo seja um zero nem um polo miltiplo e que sa-
tisfaga (22), ou seja, K obtido de:

B(s)
A(s)

K(s) = -

o= 5% (41)

— |l

0

deve ser um numero real. Voltando em (40), considerando o fa

7
to de que A(s™) h3o pode ser zero para X finito, sucede que

4

no lugar das raizes a condicdo:

A(s®)B' (™) - B(s¥)a' (s¥)

it

A(sﬁ)[B'(s%) +

+ XA (s®)] = 0 (42)
implica em:
o8 == Bl(eE?) o KA ) = © (43)
e VPZE 3 :

Logo, as expressles iterativas utilizando-se Ruler .

ndo sao validas para os pontos singulares e nodifica¢des se-

2



rto introduzidas para conbornar eates pontos. A condiglo es-
tabelecida em (40) inclue os pontos sobre o eixo real onde
dois ramos chegam ou saem, conhecidos como pontos de entrada
(brealk-in) e de safda (break-away) respectivamente na nota—
¢&o inglesa. Um ponto de safda é estabelecido quendo o valor
de |[K| é un mdximo local. Isto pode ser visto, quando se con
sidera a presenca de dois polos consecutivos no eixo real,
entdo, necessariamente deve existir um ponto miltiplo, no ca
s0, de saida, onde devido ao valor de |K| crescer a partir
dos polos, neste ponto, o seu valor é mdximo. Do mesmo mod.o,
um ponto de entrada € estabelecido guando o valor de |K| é
um minimo local, pois agora, apds atingido este valor, |K]|
.cresce com 0s ramos caminhando em diregfes opostas, sempre
tendendo a um zero ou a um outro ponto de saida.

Visto gue K € uma funcido real estimada de s para to-
do s pertencente a &, a derivada direcional dX/df& juntamente
om sueg derivadas de ordens superiores ao longo da diregfo

tangencial do lugar das raizes sf@o vem definidas. E entdo
n

siderar os locals de valdres extremos de K men-
cionados anteriormente ao longo de & usando a notagfo de de~

I’i*.i’a(ir_:, '.‘jreciongh_. Sega;

KiE) = R e (44)
A(s)

onde U e V 980 fungdes reais estimadas de x ey e 8 = X +
+ jy. A derivada direcional de K em um ponto s € ¢ na dire-

gao vnitdria v = e9° = v + j v.,, tangencial ao lugar das

= y
raizes, visto K ser real é&:
; AU U
CLE, = el 2 == & —= ¥ (45)
ag ax oy ¥

22



> (4 0 .
onde U(x,y) é o gradiente de U em (x,y) ¢ o ponto denota

produto intgrno, A equagiio acima tamnbém pode ser escrita na
Forma:

KGN QU . oU :
== = P —_— = — )(V ) 3 € % (46)
df : [ ax oy £ : J ]’

Considerando-se X(s) dado pela expressio (44) e fazendo-se
uso da condigado de Cauchy-Riemann, ou seja, aU/3y = — aV/ox,
ficamog com:

e TR R o () o |
dg dx ax ( )
47
ondep KU (sNE= @K (g fids

Do mesmo modo, as derivadas direcionais de ordens su-
eriores de K(s) com respeito a % sfo obtidas e pode-se es-

g

crever gue a derivada de ordem m sera dada por:
t

K _ pe [xl@)(q) om0 ] (48)

Assim, é observado de (48) que ao longo de £, X e suas deri-—
vadas direcionais s8o fungdes reais estimadas. Vejamos agora
un teorema que representa um papel importante na classifica-—
¢ao das singularidades para gue seja possivel contornd-las
adeguadamente,

0O ponto sﬁ passa a partir deste instante a designar
um ponto multiplo, visto que um ponto singular tem um signi-

ficado mais amplo, incluindo polos e zeros multiplos.

23



Teorema: Suponha uma fungfio anelftica p(s) tal que:
v %
p(s™) = &, para a real e a # 0
(k) _= ot
1Y (™) = 0, para k = 1525 <o =L

p Y (s*) # 0, para 2 < ge<in

-r

para algum ponto s” de tal forme gue Im[p(s)] = 0, Seja:

Rp = {s] Im[p(s)] = 0}

entZo, na vizinhanga de s, Rp consiste de um conjunto de g

T ] - 1 = % - 7

ramos Rpl, RP?_““,RPCl tal gque Rp1n szr\.,.n qu sT. Alem

disso, para cada i, 1 < i < g, Re[p(s)]lR ¢ ou um local de
2 D

B Ay LSy 5,3 Vi % Z
valor maximo ou de valor minimo para s se q for par e & uma

fungao crescente ou decrescente se q for impar.

Prova: Sem perda da generalidade, g® pode se conside-
rado como zero. Antes de considerar o caso geral, o teorema
PT

4
e provado para:

Identificando o conjunto Rh comos

i, = Lol walnies)ll = @F

Il
L
@

e considerando-se que 8 = X + ¥
+ r eJ%% temos gue:

i, = {ret®| rlsenge = 0} =

-

= {I'e']el e = _.i._'“/q, i= Oglgzgoa-,q—l}

onde e estd restrito na metade superior do planc s e r assu-
ne valdres negativos na metade inferior do mesmo plano. Lo -
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270) 0 Rh congigte de g ramos Rhi’ 1 =0,1,2,.0.,9~1 que se in-
terceptam em r = 0, Para cada i, tem-se:

Re[h(s)] R = a8+ rd COS(qBi) = a + 2% cos(if)

hi

™ a .
Em consequéncia, se q for par, r3 > 0 e

Re[h(s)]IR 2 a. guandol ‘cos(if) = i
hi
Re[h(s)]lR < a quando cos(iy) = -1

isto €, h(s)lR é¢ wm local de valor mdximo ou de valor mini

mo. Agora, se q for impar, para ceda i temos:

Re[h(s)]lR = a + r cos(in)
hi

Logo (h(S)IR ~ a) mudard de sinal, ou de maig para menos
hi

com r passando de valor negativo para positivo ou vice-ver-

.l_i
F s z 1 £ b =) ~Lad Ao e e
S0, dstore, ﬂ(S)lR € uwna fungdo monotdnica.
hi

11

Retornando ao caso geral, p(s) pode ser expandido em

torno de g% utilizando a série de Taylor, resultando:
m .
' E' x\1
p(s) = p(s™) + ‘Z._ci(ws )
i=q

@
= a + (S“SK)q 2::0 k (S*Sﬁ)k
—o A

-

Visto que a somatdria da equagdo acima € uma fungHo analfti-
ca e existe uma regiﬁo limitada por um pequeno disco ao re-

dor de s® sem conter outro ponto singular, do teorema da teo
ria de varidveis complexas (de acdrdo com a referéncia |17])
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temos a exist@ncia de uma fungio analfitica uls) tal que:

3k
E:ZCQ+k (s=8™) = exp(u(s))

Seja v(s) = exp(u(s)/q), entdo
p(s) = a + [(s~5®)v(s)]% & a + [£(9)]9

P, 3 oF A P
onde £(s™) = 0, £'(s®) % 0, portanto £(s) & un homomorfismor

Agora para o conjunto RP temos:

R = DSl Imlla + (CEE) 2]

o = e (ol w(g) € R}
Sogel R {s| £(s) € R,y i=0,1,2,...yq-1}
Se 'q for par, entéo s € Rpi resultando em f(s) € Ry 5+ Pros-
seguindo temos: |
Re[h(f(s))] > Re[n(0)] = Re[h(£(s™))] para cos(if) = 1
Re[h(£(s))] < Re[n(0)] = Re[n(£(s™))] para cos(if) = -1
isto é,
Re[p(s)] > Re[p(s®)] quando cos(if) = 1
Re[p(s)] < Re[p(s™)] quando cos(if) = -1

Portanto, Re[p(s)]lR é ou um local de-valor mdximo ou um lo
pi

) yd 5 5E Q. . 7

cal de valor minimo.para s = s . Similarmente, se q for im-

par entio pode-se mostrar gue Re[p(s)]lR € uma fungio cres-
pi
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cente ou decrescente,
, S 3 J2 ) {1
Como wuma consequencia direta do teorema visto, o se-

guinte coroldrio é deduzido:

. : *x . .
Coroldrio: Suponha s~ um ponto multiplo em 2 tal que:

K(SK> # 0

-k

d K — O’ = 09172,¢-uyq_“1

Y e _ (49)
a9k

onde K(s) = -B(s)/A(s), entl8o existem q ramos que se inter-
ceptam em § = s, Além disso, se g for par, ao longo de cada
ramo de intersecgfio do lugar das raizes para s = s>, K(s)
tem um valor maximo ow um valor minimo, por outro lado, se q
for fmpar, K(s™)'é uma funcdo monotdnica de s na vizinhanca

de s© 2m cada ramo.

Prova: Seja f(s) = -B(s)/A(s), entio f(s) é uvma fun-

¢édo analitica. Segue gue:
Blel 2 adllE) (g = .0

que comparando-se com a equagdo (22) € Sbvio gue:

Re[f(s)]

=
1l

In[f(s)], para todo s ¢ %

o
1l

Com aplicagdo do teorema visto para f(s), a prova do corold-

rio é completada.
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Conforme o corolario apresentado, os pontos mﬁltiplos
s80 caracterizados de acdrdo com os resultados ovtidos nas
derivadas de ordens superiores de K(s). Deve-se observar
que:

k k X
X : »
dg™ @sk ask :

I 5 S . - o . 0 0
Como g(s) € um polinomio de enésima ordem, com coeficientes
reais, a derivada parcial deste polindmio em relagdo a s po-
de ser facilmente obtida, entretanto, q pode ser no miximo

deuala my ‘podisk

n, r'

as™ A(s)

Com o corolario visto, o0s pontos sobre o eixo real on
de dois ramos chegom ou saem (break-in e break-away) podem
agora ser generalizados de acdrdo com a definicgdo abaixo:

axc

5 = 5
3 e cuaamado

Y

U

Definigao: No teorema, um ponto multiplo
de ponto miltiplo par se o valor de g for divisivel por dois
caso contrério, é chamado de ponto multiplo fmpar., ;

E claro que do coroldrio, no lugar das rafzes, um pog-
to miltiplo par é ou um local de maximo ouw de minimo ao lon-
go do ramo conforme definido no teorema. Os pontos de entra-—
da e de saida (break-in e break-away) sfo casos especiais de
pontos miltiplos pares'de ordem doils, disto &, al = 2, Nligeali=
zados no eixo real, Em geral, se um ponto miltiplo estéd loca
lizado fora do eixo real, o conceito des derivada direcional
pode ser usado para caracterizar este ponto. Considerando-se
a equagdo (48) e o coroldrio é obvio que para um ponto milti

plo de g-ésima ordem temos:
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d"'K '
: = 0 para k = 1,2,,”,(1"1
ag
(52)
el
g
dlq

existindo q ramos no ponto de interse cgdo correspondente A
este ponto no lugar das rafizes.

Una vez determinado e caracterizado os pontos milti-
plos, cada ramo do diagrama é obtido separvadamente para um
aunento de K, utilizando-se a equacfo (29) ¢ se houver inte—
resse nos valdres negativos de K, a equacfo (30) ¢ usada. Se
no ramo que estd sendo gerado, houver aproximagfo de um pon-
to mdltiplo impar, visto que K(s) & ums fungfio monotonica de
g em !, a derivada direcional de primeira ordem & wna fun-
gdo continua, logo, hd necesgidade de pular este ponto por
a@igdo de uma pequena variacgso |As| ao Longo da direc¢dHo tan-

encial do ramo. J4 para um ponto miltiplo par este procedi

mento nio € vdlido, visto gque no diagrama do lugar das rai-

b )

zes, este ponto singular é um ponto de mdximo ou de minimo,
onde tal construgdo nZo resulta ew uvm aumento a0 K| . Assim,
afim de prosseguir a plotagem do ramo quando uvm ponto singu-
lar par ¢ aproximado, hd necessidade de mudar a direcdo des-
te ramo. Dependendo do valor de g neste ponto, a muda nga de
direcdo Az € dada pors

o
Az = As e 971/4 (53)

onde Ag é um vetor suficientemente Pequeno na diregdo tan~-
gencial do ramo em guestdo. O fator exp(-j1/q) pode ser vis-
to como um operador rotacional, o gqual gira na diregdo hora-

ria de 71/q.

Conforme pode ser observado pelas afirmacdes anterio-—
D ¢

res, para construgdo do lugar das raizes, quando temos um
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Ponto miltiplo impar, dese jamos que q ramos se cortem neste
ponto, sendo por esta maneira denominado de vonto intersec-~
tante, ao passo que, na presenga de um ponto miltiplo par,
0s ramos devem apenas tocar este ponto, scndo por isso deno-
ninado de ponto tocante. As ilustra¢des graficas para egtes
dois tipos de singularidades sfo mostradas na figura 3 para
qQ=2eq = 3, onde 05 ramos sio numerados e as setas apon-—
tam na direg@o crescente de K, considerandc-se apenas valo-

res positivos para variag@io do ganho.

2 | \*//
// ; %/‘23\
(a) q = 2 (v) q = 3

Fig. 3 - Pontos miltiplos

1

Apds uma mudanga de diregZo devido & presenca de um
ponto tocante ou um pulo sobre o poato intersectante, hd ne-
cessidade de melhorar o valor obtido. Esta correciZo é impor-
tante pois com a utilizagdo de (53), ou com a2 adigfo de As,
o ponto obtido quanto mais afastado estiver do ponto mdlti-
plo, mais distante estard do ponto verdadeiro, ou seja, do
ponto correspondente para aguele valor de ¥ pertencente ao
lugar das raizes. Com a utilizagdo deste ponto estimado, com
uso de (29) ou (30), apds vdrias iteracgles, os valdres obti=
dos poderdo afastar-se cada vez mais dos verdadeiros, cessan
do a convergeéncia do método. Do mesmo modo, os valdres obti-—
dos com uso de (38) ou (39), como também s3o valdres aproxi-
mados, ao serem utilizados em uma das expressoes iterativas
de Euler para geragfo dos pontos poderdo ter o mesmo destino
anterior. Para evitar-se todos estes incovenientes, o ponto
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estimado é corrigido em poucos pagsog utilizando-gse o itera-—
¢ido de Newbon:

i B(Sk) T L_A(sk)

Sias Sesioith= (54)
KL e B'(sk) T KLA'(SK)

cujo valor de K ¢ estipulado inicislmente, podendo ser ava-
liado através do uso de:

A ] soo1:. (55)
ou K= ~Im[B(S)]/Be[A(s)J ‘ (56)

Caso o valor do ganho do ponto multiplo seja conheci-
do, o valor de X para o ponto estimado apds contornar esta
singularidade, pode ser obtido de:

= (s )t (57)

}

onde K(s™) é o ganho correspondente ao ponto miltiplo, Ah é
um pequeno acréscimo real cerrespondente 2o intervalo h usa-
do em (29) ou (30) e o sinal + ou ~ & wtilizado para ¥ 2 O

e K € O respectivamente.
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5. PROGRAMAGRO COMPUTACIONAL DESENVOLVIDA

Fol elaborado um programa na linguagem FORTRAN para o
computador digital Burroughs — B1700 que tem uma memdéria dis
ponivel com apenas 26 kbytes para a execucZo de programas
Os diagramas foram tracgados pela - impressora do computador,
apds todos os pontos terem sido gerados. O programa fornece
também os limites de egtabilidade, ou seja, os valores do ga
nho K em que o lugar das rafzes cruza o eixo jw.

A programagdo desenvolvida é constitufida por um pro-
grama principal e dezoito gubrotinas, sendo apresentado no
apéndice (2) uma liste agem do programa principal. Para facili

tar a compreensao da programagdo, femos a figura 4 que apre-
senta em um diagrama de blocos, 0s passog necessdrios até a
& apresentado o

obtenc¢zo dos pontos miltiplos. Na figura 5
procedimento para obtengdo de uwm ramo do lugar da
apenas para a variagdo positiva do ganho. Para val
vos, 0 procedimento é o MEeSMOo, vorém, as equagles indicadas
nos blocos sdo outras.

A fim de gue os comentdrios posteriores realizodos 80

re o programa principal possam ser melhor compr eendidos, ve

o

1§ eke 2
jamos as subrotinas usadas, nc gque diz respeito as suas apli

cagdes.

5.1. Subrotinas e suas Aplicacg¥es

ANGFI - Esta subrotina determina o médulo e o angulo
de um vetor para informar a direg¢do tangencial do lugar das
raizes em um ponto.

ARRED -~ Como os valdres calculados pelas expressdes
iterativas estdo sujeitos a erros de truncamento que se pro-
pagam no desenvolver do programa, estes deverfio ser levados
em considerac¢do sempre que dois pontos consecutivos forem u-—
gados para obter—se por exemplo, a diregdo naqual caminha um
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ramo do lugar das raizes. Portanto, esta subrotina avalia o
valor deste erro en fungdo do wvalor obtido.

CONEW ~ Utiliza o método de Newton-Raphson para, a
partir de um ponto estimado e um valor do ganho X, obter-se
um ponto que realmente pertence ao lugar das raizes para a-
quele valor de K estipulado. A expressfio iterativs usada é a

o

correspondente a equagdo (54) onde uma precis@o é estabeleci
da para o término das iteragBes.

DEPOL - ¥ utilizada para derivar um polindmio sempre
que for necessdrio, como por exemplo, nas equagdes (28) e
nas derivadas de K(s) para déterminagﬁo do valor de g no pon
to miltiplo.

DETK -~ Esta subrotina determina o valor ou valdores de
K para o limite de estabilidade tanto para variacfio positiva

como tzmbém negativa do ganho.

DIVX - E utilizada para dividir um polindmio pelo bi-
e -1 = A 1 5 e ST e Yip o - 3y ) <3 ra‘"‘ »}
nomio (s - a), usada por exemplo, na presenca de polos roud i

plos.

el : - = ! -
LIEST - Como um ramo do lugar das raizes pode cruzar

mais do que uma vez o0 eixo jw, podemos ter um ou mais tre~

chos em que o sistema deixa de ser estdvel. Esta subrotina

e encarrega de expressar claramente guando isto ccorre, im-

0N

primindo através da impressora estes intervalos em fungdo do
ganho K.

PLOTE — E a subrotina encarregada de plotar através
da impressora do computador, o diagrama do lugar das raizes.
Isto é feito utilizando-~se uma matriz cujos elementos s3o
simbolos,; sendo montada gradativamente, linha por linha. e
cialmente, foi utilizado o disco para armazenar os simbolos
correspondentes a formagdo do lugar das raizes, porém, devi-
do aos vdarios acessos ao disco, ocasionados pelo numero ele-
vado de pontos, o tempo de computacgdo era da ordem de trés
vezes maior guando comparado com o do primeiro procedimento.
Devido a isto, deu-se preferéncia ao uso da montagem da ma-
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triz.

Como pode-ge ter muitos pontos a serem plotados, gue
devido as aproximagoes nog cdlculos das posigoes a serem ocwu
padas por estes na matriz, resultaria nuna aglomeraciio de
pontos em ume rtegifio do lugar das raizes, decidiu-se gelfeetio
na-los por dois critérios. O primeiro elimina os pontos qgue
estio muito prdéximos através da deterninag@o de dois valores

obtidos em fungfio da escala utilizada para construcgfo do dia
grama e o segundo elimina simbolos da matriz ja montada, dei
xando o grafico mais claro. Este Wltimo critério, examina 13t
nha por linha da matriz e como se sabe, somente na linha em
que Im[g(s,K)] = 0 obtem-se trechos do lugar das raizes para
lelos ao eixo o. Logo, guando ocorrer a presenga de vdrios
simbolos, digemos x, consecutivos e paralelos ao eixo ante-
rior, é feita a eliminagfo dos simbolos extremos até resul-
tar ou o do meio, caso o valor de x seja fmpar, ou og dois
centrais, caso contririo.

Como a construgfo pode ser feita para K variando des-
de - o até + ®, utilizou-se os simbolos "+" e "-" para dife-
08 ramos, sendo o0 priweiro usado para i ©
mos do lugar das' reizes obtidos pela variag&o positiva do ga

nho e o segundo para variagZo negativa. Para indicagfo dos
polos, utilizou~se o simbolo "X", para os zeros , "OY e "M"

para 0 ponbtes miltiplos,

POLIC -~ Esta subrotina monta um polindmioc que pode
ter coeficientes complexos, a partir de nimercs complexos
quaisquer. K wtilizada para montagem do polindmioc base para
determinac8o das raizes de um polindmio de mesmo grau da ba-
ge. Pode ser utilizada também na determinacgdo das condigdes
iniciais quando houver polos repetidos complexos na fungfo
de tranferéncia de malha aberta utilizada para construggo do
lugar das raizes.

POLIN - E utilizada para montar um polindmio com coe-
ficientes reais, usada por exemplo, para montar o polinodmio

do numerador da equagdo (20), ou seja, A(s), a partir dos va
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lores opostos aos zeros da fungfio correspondente.,

PROD' - Esta subrotina & responsdvel pela determinagio
do produto de dois polindmios.

PSKR - Apds obtidas as raizes da equecdo (40), elimi-
nando-se as posgibilidades de uma delas ser um rolo ou zero
repetido, deve-sgse verificar guais destas raizes sio realmen—
te pontos miltiplos. Para isto, utiliza-se esta subrobtina
que determina o valor de X para. cada wma das raizes, e para
que sejam consideradas, o valor de K ohtido deve ger um nume
ro real. Porém, devido as aproximacgles sucessivas 4 admitido
k

un fator minimo pare as partes imagindrias destas raizes,

REFR -~ Esta subrotina refina as raizes obtidas pelo
wnétodo da continuacgfio para determinacio dos possiveis pontos
mu1f1plos através da utilizacio de Newton-Ravhson, para uma

determinada precisao estipulada.

tina verifica a existencia de polos

transferéncia iu‘malh aberta nio apresente polos nam zZeros
repetidos, ums varidvel é feita igual a zero para faecilitar

f
a aplicacdo do método,

Esta subrotinae poderia ser dispensada, casgo
mencionado no fornecimento dos dados T
dos, as swvas multiplicidades e demais dados, porém. comp13 ca

ria a entrada dos dadog.

SOMA ~ ® a subrotina responsdvel pela adicéo de dois
polindmios. ;

SUBT - Esta subrotins subtrai um polindmio de outro
polindmio.

VAPQ - Dstermina o valor numérico de um polindmio com

coeficientes reais para um ponto real ou complexo fornecido.

VAPOL - Determina o valor numérico de um polindumio
com coeficientes complexos para um ponto fornecido.



(// dados

obtengé@o do polindmio

correspondente & eq. (40)

existem polos ou zeros
multiplos?

n

dividir o polinomio
pelo valor multiplo
verificado

determinag@o das raizes com uso
do método da continuagdo

uso do método da Newton-Raphson,

ou seja, aplicag8o da eq. (19)
1

determinagdo dos pontos milti-

plos com utilizag8o da eg. (41)

l

determinagdo do valor de g atra-
vés das derivadas vistas em (49)

verificacdo dos valores limites
adotados para geracgdo dos pontos

Fig. 4 - Primeira etapa do programa principal
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existe polo multiplo s |condigGes iniciais calcu
na eg. (20)? ladas, egs. (38) e (39)

n

condigoes iniciais da-
das pela eq. (32)

=l ] =@

[

obtengdo do ponto
com uso de (29)

a diferenga entre dois
alterar o valor de

pontos consecutivos estd \ n
h na eq. (29)

entre os valores limites?

s
A o ponto obtido aprc—j\_ 8
Xima-se de um zero? //

N

)

o ponto atingiu um dos \ g terminou um ramo
m

limites dos eixos?

n

b

o ponto aproxima-se de

n
um ponto miltiplo?
=
é;no ponto mﬁltip16;>>E§£,.mudaI'a direcgéo de plo-
: tagem, egs. (53) e (54)
| impar

pular o ponto miltiplo
com adigdo de |As| na di
regdo tangencial do ramo

l Fig. 5 - Obteng8o de um ramo do

lugar das raizes para K > 0
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Todas as subrotinas utilizadas para operar com polind
mios foram feitas baseadas nas subrotinas existentes no ma-
nual da IBM, referéncia |18| e nas demais foram utilizadas
as referéncias [19]| e |20].

($3

5.2. Programa Principal

A liste das varidveis usadas no programa principal
com seus significados € apresentada no apéndice (1), razdo
pela qual nesta secgldo elas serfo apenas citadas.

O programa principal pode ser dividido em quatro par-
tes para melhor compreensdo do seu funcionamento. A primeira
e a segunda s32o representadas pelos diagramas de blocos apre
sentados nas figuras 4 e 5. A terceira € sobre a construgio
do lugar das raizes para variagdo negativa do ganho e a ﬁltg
ma parte compreende a determinag@o dos limites de estabilida
de e a impressdo do diagrama. :

Na primeira fase todas as informagCes necessidrias pa-
ra obtengdo dos ramos do lugar das raizes sfo estabelecidas,
através da determinagdo dos limites e pontos onde deve-se to
mar determinadas providéncias a fim de evitar-se as singula-=
ridades. -

Inicialmente, apds a leitura dos dados, s8o utiliza-
das as subrotinas POLIN e DEPOL para obtencZo dos poliha—
mios A(s) e B(s) e suas derivadas A'(s) e B'(s) da equagdo
(20). Fazendo-se uso das subrotinas PROD e SUBT obtem-se o
polindmio correspondente & equagdo (40) para determinag&o
dos pontos singulares. A verificagdo da existéncia de polos
e zeros multiplos € feita e caso seja verificada a presenga
de um deles ou de ambos, o polindmio obtido é dividido por
(s—2)"~! onde a é o polo ou o zero em guestdo e r é a sua
multiplicidade. O polindmio resultante, de acdrdo com a pro-
gramacéo tem grau NC.

A determinagdo das raizes do polindmio & feita com u-
so do método da continuagdo desenvolvido no item 3.2, sendo
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necessdrio construir uma base a partir das NC rafzes comple-
xas fornecidas juntamente com os outros dados, obtendo-se
deste modo o polinomio base indicado na equagdo (12), atra-
vés do uso da subrotina POLIC.

Considerando-se a expressf@io definida em (13) e os po-
linomios expressos em (11) e (12), a fim de sstisfazer as
condigOes exigidas para obtenc8@o daguela expressdo, 0S seus
coeficientes podem ser obtidos de:

an(t) =.aé°) - (aéo) - aél))'t,l N = O DR Syl

onde os indices o e 1 dizem respeito aos coeficientes do po-
linomio base e original respectivamente. Logo, para t = O

os coeficientes da expressdo (13) coincidem com os da base e
para t = 1, estes coeficientes coincidem com os do polindmio
original. Como estes coeficientes nZo sfo utilizados, pois
as solugdes s3o obtidas através da integragfo da equagdo di-
ferencial mostrada em (15), os coeficientes dos polindmics
do numerador e denominador desta eguagfo sdo obtidos direta=
mente com o uso de: '

& an(t) = argo) — a‘[(ll), n = O,l,z,.;.,N"l

nan(t)

nfal® - (a/® -alV)s] , n=1,2,...,N

(o e e
n =28n =1

pois para n = N, &

Na programagdo, a determinaciZo destes coeficientes é
feita facilmente com a utilizagdo de trés comandos DO, cujas
solugBes dependem do valor de t gue ¢ incrementado em cada
iteracdo. ' = '

Para solucdo da expressdo (15) & utilizado o método
de Runge-Kutta, cujés constantes da fdérmula iterativa (18)
sBo determinadas em fungdo de t e de uma das raizes do poli-
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nomio base, sendo o valor final obtido com uso do seguinte
comando:

; Z(K)=Z(K)+Hti{th1l+2*XK(2j+thK{3)+XK(‘t))IG
cujos valdres iniciais correspondentes ao indicado em (16)
utilizados na programagfo sdo: - - -

Z(K)==RACK)
T=0.

Logo, sempre que T for igual & unidade, pois T é acrescido
de H, determinou-se uma raiz, sendo que, para K = NC, obteve
-se todas as raizes do polindmio, ou seja, os possiveis pon-
tos mGltiplos.

Como estas raizes obtidas sfo aproximadas e hi neces-
sidade de ter-se uma boa precisfo devido &s futuras utiliza-
goes, as raizes sfo refinadas com utilizagdo da subrotina
REFR, a qual utiliza e expressdo (19), conseguindo-se em pou
cos passos a precisdo desejada., :

A determinagdo do valor de g indicado em (49) do capi
tulo anterior é feita através da utilizac8o das subrotinas
DEPOL, PROD, SUBT e VAPO. A expressfo K(s) = -B(s)/A(s) é de
rivada em relagao a s e fazendo-se s igual ao ponto miltiplo
verifica-se o resultado obtido. Se este for zero ou devido
as aproximagdes, menor que um pequeno valor real definido,
digemos €, torna-se a derivar K(s) até que o resultado obti-
do seja major do que e. Quando isto ocorrer, o valor de g se
ra igual ao numero total de derivadas efetuadas.

Como pode ocorrer gue um ponto miltiplo esteja fora
dos limites estabelecidos para gerag@o dos pontos, limites
estes fornecidos com os demais dados, estes sZ2o examinados
em fungao de todos os pontos mﬁltiplos'bbtidos, podendo-gse
redefinir ou ndo estes limites de acordo com os testes compa
rativos efetuados. '

Com isso, jé& é possivel iniciar a geragfio dos pontos
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para o tragado do lugar das rafzes, dando infcio & segunda
parte da programac¢fo indicada pelo diagrama de blocos apre-
sentado na figura 5. :

Para a geragdo dos pontés de um ramo para K > 0, ini-
cialmente é verificado através do valor de TAP da programa-
¢30, a existéncia de polos repetidos. Se todos os polos fo-
rem simples, &s condigGes iniciais para obtengfo dos ramos
sao fornecidas por (32). Se existir Pelo menos um polo repe-
tido, inicialmente sZo obtidos os ramos decorrentes deste po
lo, para posteriormente obter-se os ramos correspondentes
aos demais polos.

Na presenga de mais de um polo repetido, caso sejam
complexos, o valor correspondente & equacfo (37) & obtido
com uso das subrotinas POLIC e VAPOL, porém, se existe ape-
nas um polo multiplo, este necessariamente deve ser real, de
vendo-se utilizar as subrotinas POLIN e VAPO. Para determi-
nar-se o éngulo ¢ da equac8o (37) utiliza-se a subrotina
ANGFI. Os valdres iniciais correspondentes & equacdo (38),
ou seja, o ponto e o valor do ganho correspondente, s3o obti
dos adotando-se € = 0,2. Este ponto estimado é corrigido a-
través da subrotlna CONEW para o valor do ganho anteriormen
te determinado.

Uma vez estabelecidas as condigdes iniciais para gera
¢@o dos pontos que definirfio um ramo do lugar das rafzes, o
primeiro ponto e o ganho correspondente sdo obtidos com a u-
tilizag8o da equagdo (29). Outros pontos sfo obtidos, incre-
mentando-se o valor do ganho, devendo a diferenca entre dois
pontos consecutivos estar compreendida em um intervalo pre-
viamente estabelecido. Caso o acréscimo dado ao ganho fosse
mantido constante, os pontos gerados em certos trechos do lu
gar das raizes estariam muito afastados e em outros haveria
necessidade de calcular-se muitos pontos em vdo para gue hou
vesse um minimo deslocamento do Tramo obtido. Logo, caso a di
ferenga anteriormente citada caia fora dos limites estabele-
cidos, o valor de h da equagdo (29) é alterado, o Wltimo pon
to gerado € recalculado até que a diferenga seja satisfatd—
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ria,

Se um ponto gerado eproxima-se de um ponto miltiplo,
© valor de g deste Ultimo ponto & verificado e se for par,
através da utilizagdo das subrotinas ARRED e ANGFI, determi-
na-se a diregado tangencial ao lugar das rafzes. Para isto, a
diferenga entre os dois ultimos pontos consecutivos gerados
pela equagdo (29) é considerada, obtendo-se um vetor que de-
nominaremos de SB. Utilizando-se a eguagZo (53), muda-se a
diregdo do ramo pela adi¢8o de Az ao ponto multiplo, onde
As € obtido prelo produto do vetor SB por um Pequeno numero
real a fim de gue o ponto estimado apés a mudanga de dire-
¢8o figue o mais préximo possivel do ponto miltiplo. Se g
for impar, para contornar este ponto singular, calcula-se o
mesmo vetor As, sé que neste caso, como trata-se de um pon-
to onde os ramos se cruzam, o ponto resultante a fim de con-
tornar esta singularidade é obtido simplesmente pela adigdo
de As ao ponto multiplo. Em ambos os casos & utilizada a sub
rotina CONEW, pois o ponto obtido apds contornar = singulari
dade é aproximado e uma vez definido o valor do ganho pela
eguagdo (57), obtem~se um valor mais exato, evitando-se os
incovenientes Ja menciomados no capitulo anterior.

Para o termlno de um ramo, apés um ponto ser gerado,
hé necessidade de verlflcar se este aproxima-se de um zero
ou se atinge um dos limites dos eixos. Isto é feito com tes—
tes 18gicos e para aproximagdo de um zero, é estipulado um
valor de aproximagdo, pois como sabemos, para atingir real-
mente um zero, o0 ganho deve ser-infinito.

Apés o término de um ramo, se o polo inicialmente uti
lizado era repetido, novas condigOes iniciais s8o calculadas
e, caso contrdario, as condigdes iniciais sfio fornecidas por
(32), reiniciando-se o procedimento para ambos os casos. Is-
to se repete até gque n ramos sZo obtidos, sendo n o nimero
de polos da fungdo de transferéncia de malha aberta utiliza-
dae il =

A terceira parte do programa compreende a obtengao
dos ramos correspondentes aos valores de K negativos, sendo
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utilizado o mesmo procedimento apresentado na figura 5, sé
que sdo usades as equagdes (30) e (39) no lugar das equagoes
(29) e (38). 1Isto é feito através de uma varidvel LL, que
apés a obtengBo dos ramos para K > 0, ela & feita igual a 1.

A \{ltima parte compreende & obtencd@o dos limites de
estabilidade feita pela subrotina DETK através da verifica-
¢80 da mudanga do sinal na parte real “dos pontos gerados.
Sempre que uma mudanga de sinal for observada temos a presen
¢a de um valor limite. Compreende também a safda dos resulta
dos. Além da impress@o do lugar das rafzes feita pela subro-
tina PLOTE, o programa imprime os poloé e zeros da eqguagéo
(20), as rafzes obtidas pelo método da continuagg8o e os pon-
tos multiplos com os Valares de K e g correspondentes. Pode-
-se também, com utilizagfo da varidvel MJ, obter-se todos os
pontos estimados com uso das equagtes (29) e (30) com os va-
lores dos ganhos correspondentes. Os limites de estabilidade
sdo impressos apds o diagrama, permitindo assim efetuar um
estudo sobre a estabilidade da fung@o representativa do sis-
tema em estudo.
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6. RESULTADOS OBTIDOS

Vdrias fungdes de transferéncia foram utilizadas para
comprovar a programaciao elaborada. Para uma mesma fungdo de
transferéncia, obteve-se apresentagoes diferentes do lugar
das raizes para mostrar as flex1b111dades possiveis na pro-
gramagao elaborada. Os exemplos foram prop081tadamente sele-
cionados para mostrar a eficiéncia do método em diferentes
situacies.

Exemplo 1: Seja construir o lugar das rafzes para a
X

fungdo de transferéncia G(s) H(s) =
(s + 3)(s + 1)
para a variagdo de K desde O até + m.

Devido & variagdo de K, MPLOT & feito igual a 1. O po
lindmio para a determinagfo dos pontos multiplos é obtido.,
Devido & existéncia de um polo duplo em s = -1 (com r = 2),
0 polindmio em questio é dividido por {s + 1), obtendo-se di
retamente a ﬁnic? raiz real que d&a a localizagdo do ponto
multiplo. Através da determinagdo de g comprova-se tratar-se
de um ponto multiplo par. _

Como IAP = 1 (devido ao polo miltiplo existente), os
primeiros ramos gerados devem ser os devidos a este polo. A-
través da utilizagf8o da equagd@o (37) obteve-se:

pleflletvs fic i = 0,5 ejﬂ

(s + 3) | 8=—1

logo p = 0,5 e g = 1. Com € = 0,2 a primeira aproximagfo do
primeiro ponto do lugar das raizes é obtida:

2, S =1 % €ej(ﬂ5+2ﬂi)/1‘ = -1 + jo,2

K =M/ A0E=RON08
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Utilizando-se a subrotina CONEW para melhorar esta aproxima-
¢8o, obteve-se:

X, = - 0,9901932 + j 0,1987846

para K = 0,08

- -

Em seguida trabalha-se com a equagdo (29) tentando-se
um valor inicial de h desta equagfo igual a 0,06. Através do
aumento do ganho, devido aos acréscimos provocacos pela adi-
gdo de HH, outros prontos vao sendo gerados. Os valdres limi-
tes VMAX e VMIN s3o fixados em 0,25 e 0,02 respectivamente,
resultando que a diferenca entre dois pontos consecutivos ge
rados (SB) deve ser tal que:

0,02 < Re(SB) < 0,25

e 0,02 ¢ Im(SB) € 0,25

Se Re(S5B) e Im(SB) forem menores que 0,02, o valor de h &
aumentado, e caso uma delas ulirapasse o valor 0,25, o valor
de h é reduzido,

Uma vez obtido obprimeiro ramo, devido ao valor YMIN
ser atingido, e como r = 2, as condig¢Oes iniciais do segundo

ramo s2o calculadas, obtendo-se:

2y S L o) (0)5 2

K= 0,08
resultando apds ser utilizada a subrotina CONEW:

x, = - 0,9901934 - j 0,1987843 ..

2

O procedimento anterior é repetido, terminando quando
o limite pré-fixado de um dos eixos for atingido. Como temos
ainda um polo simples, as condigoOes iniciais para o terceiro
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ramge s&a:

2(0) = =3 + § O

K(Q) = C

Este ultimo ramo é obtido da mesma maneira gue os de-
mais, terminando quando o valor limite XMIN é atingido.

Embora tenha sido constatado a presenga de um ponto
maltiplo, este nfo pertence a nenhum dos ramos obtidos pois
0 valor do ganho correspondente € negativo e o lugar das rai
zes foi construido.apenas para valores de K positivos.

Uma vez que todos os ramos foram gerados, o lugar das
raizes é construido através da impressora do computador, sen
do determinado o limite de estabilidade. Neste caso, dois ra
mos cruzam o0 eixo Jjw e como o método € iterativo, o valor de
K correspondente a um dos ramos pode nfo ter exatamente o
mesmo valor correspondente ao outro ramo. Para evitar a indi
cagZo de dois valOres ou mais em outros casos, é feita uma
comparagio entre estes valOres limites obtidos e se dois ou
mais estiverem bem préximos (no caso, a diferenca entre eles
deve ser menor do gque 1), somente o primeiroc valor é conside
rado.

0 lugar das raizes bem como outros dados importantes

sfo mostrados na figura 6.
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Fig. 6 - Resultados do exemplo 1

axaexaxxx PQOLOS (RS B34 3

-3.000000 + J 0.000000
-1.000000 ¢ J 0.000000
~1.000000 + J 0.000000

COEFICIENTES DJ PCLINOMID PARA
DETERMINACAD D05 PONTOS MULTIPLOS

COEFICIENTE 1 0.7000000E+01
COEFICIENYE 2 0.1000000E+02
COSEFICIENTE 3 - 0.3000000E+01%
sxwxax PLNTO0 MULTIPLOD ftxéaxx GANHO VALOR DE Q
'-0.233333“_*01 « J (.00000J30E+00 -0.1185136E+01 2
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‘ Exemplo 2: Construir o lugar das raizes com K varian-—
do de ~m® a + ® para a seguinte fungdo de transferéncia:

G(s) H(s) = K (s + 3)
s(s®*+ 28 + 5)°

A particularidade desta fungfo é apresentar dois pa-
res de polos complexos coincidentes em s = -1 - j2 e s =
-1 + j2. O polindmio correspondente & equagio (40) é obtido

e seus coeficientes s@o apresentados. Como a fungdo de trang -

feréncia apresenta dois polos com multiplicidade r = 2y ol e
ferido polindmio € dividido por s? + 2s + 5, resultando em
um polindmio do terceiro grau. As trés raizes s8o determina-
das, porém, apenas uma delas ao ser aplicada a equacdo (41)
resulta em um valor real. Por isso, existe apenas um ponto
miltiplo. O valor de q deste ponto é determinado, bem como o
valor do ganho conforme é mostrado na figura 7, juntamente
com os outros dados, i

A geragdo dos pontos é feita inicialmente para K posi
tivo e através das condigBes iniciais devidas & um dos polos
repetidos. O primeiro ramo ocasionado pelo polo em =1 = j2
é obtido, partindo-se das condigOes iniciais'calculadas pela
utilizacgao das subrotinas POLIC, VAPOL e ANGFI devido ao po—
lindmio equivalente ao denominador da equagdo (37) ter coefi
cientes complexos. O mesmo ocorre para o segundo ramo, sd
que este caminha em direcg8o contrdria ao anterior devido ao
fator 2 wutilizado na equagdo (38) para o cdlculo das condi-
¢Oes iniciais. Em ambos os ramos, a geragZo dos pontos é in-
terrompida quando um dos limites dos eixos for atingido.

Uma vez determinados os dois ramos para o primeiro o
lo repetido, € feita a determinagf@io dos pontos para 0os
outros dois ocasionados pelo polo em -1 + j2, levando-se em
consideragdo as mesmas ponderagtes anteriores. O Wltimo ramo
para. K positivo é obtido partindo-se das condigSes iniciais
dadas por (32) e termina gquando o zero em -3 é atingido;
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Posteriormente € feita a geragfio dos pontos para vald
res negativos de K do mesmo modo anterior, sé que agora as
equagSes utilizadas sfio outras. Como o ponto miltiplo obtido
€ par com ganho negativo, dois ramos deverdo se aproximar
deste ponto. Um dos ramos ocasionado' pelo polo em -1 — a9} &
aproxima-se deste ponto e como q = 2, a mudanga de diregdo é
feita através da utilizagfo das subrotinas ARRED e ANGFI e
dos comandos:

SALJ)I=ZM(L)*ACR*CMPLXCSBR,SBI)*2ZX
AKCJ)=GALL)*HE/?2

onde o primeiro calcula o ponto resultante da mudanga de di-
reg&o provocado pelo fator exp(—jﬂ/ﬁ) da equagdo (53) e o se
gundo indica o valor do ganho correspondente a este ponto de
acordo com a equagdo (57) pois o ganho no ponto miltiplo
GA(L) é conhecido. Apés a mudanca de direcio é utilizada a
subrotina CONEW para corrigir o ponto estimado para o ganho.
adotado. Prossegpindo na obtencgdo dos pontos, este ramo cami
nha para o zero em. —3. O mesmo acontece para um dos ramos de
vido ao polo em -1 + j2, sé que apés a mudanga de diregdo,
como este ramo atinge o ponto maltiplo a 180° do ramo corres
pondente ao outro polo, este caminha em sentido contrdrio ao
zero, atingindo o limite XMIN estabelecido.

O lugar das raizes obtido, bem como os limites de es-
tabilidade sZo mostrados na figura 7. Na determinagdo das
condigOes iniciais devidas aos polos miltiplos é utilizada a
subrotina CONEW. Estes polos si@o complexos e dependendo do
valor de € adotado; os valores iniciais obtidos por (38) ou
(39) se fossem utilizados diretamente provocariam um aumento
no tempo para obteng@o dos outros pontos do lugar das raizes
podendo até fazer cessar a convergéncia do método. Do mesmo
modo, apés a mudanga de diregéo € utilizada esta subrotina,
evitando-se assim um aumento no tempo de computagdo.
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Fig. 7 - Resultados do exemplo 2

tﬁ‘tttt*.ZERﬂS AXTRAT Ak

=3.000000 ¢« J (C.COCOO0D

atarkacnxr POLOS akataraw

=1.60C000
=1.00€000
=1.00C000
=1-.C0C0O00

0-.C0G000

- > =

COEFICIENTES Dy
DETERMINACAD DC3

COEFICIENTE"
COEFICLENTE
COEFICIENTE
COEFICIENITE
CCEFICIENTE
COEFICIENTE

AN & W e

2. C0C000
2. 00C000
1 2-.0€0C000
2-000000
0-.C0C0Q00

[SERN S S S

PCLINOMIO PARA
PCNTOS MULTIPLOS

0.7500001E¢02
0.120C000€¢03
0-.1460000E+03
0.7€00001E+02
0-2700000g%02
0.4000000g+01

RAIZES OBYIDAS PELO METODO DA CONTINUACAD

RAIZ 1 =0.45957185¢00 = J 0.8761776E400
RAIZ 2 -0.3330857£401 ¢ J 0.00000C0E+00
0550 -0.4595716E%00 ¢ J 0.8761776E+00
axxxax PONTO MULTIPLO #*arxaxx = GANHO
-0.3830857E¢01 + J 0.C000000E¢00 -0.6654677E+03

LIMITE Df ESTARBILIDADE PARA K POSITIVO

INSTAVEL A PARFIR-BE K =" -Fal--

VALOR CE @

2

0 SISTEMA E INSTAVEL PARA QUALOUER VALOR DE K NEGATIVO
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Exemplo 3: Construir o lugar das raizes com K varian-
do de ~® a + ® para a seguinte fungio de transferéncia:

K
s(s + 3+ j¥3)(s + 3 = 3j¥3)

G(s) H(s) =

Como nesta fungdo de transferéncia nfo existem polos
nem zeros multiplos, todas as rafzes da equag8o (40) poderdo
ser pontos miltiplos. S&o determinadas duas rafzes e devido
a diferenga entre elas ser menor do que a precisio com que
se trabalha, conclui-se que trata-se de uma raiz dupla. Atra
vés da utilizagdo desta raiz na equagdo (41), observa-se que
o valor resultante é real e negativo, logo, este ponto mﬁlt;
plo corresponde & wum valor de K negativo. Em seguida, atra-
vés das derivagOes sucessivas indicadas em (52), obtem—se o
valor de q e como este valor é impar, trata-se de um ponto
onde os ramos apds atingi-lo devem permanecer na mesma dire-
¢8o anterior a aproximagfo.

O primeiro ramo é obtido considerando-se o ponto de

partidasy & :

s(0)
K(0)

0O+ jo
0

Como este ramo caminha em diregfo ao ponto miltiplo, gquando
a aproximagdo € sentida, deve-se pular este ponto com adigdo
de um vetor DS calculado na programagao por:

DS=CMPLX(0.3+COSCAT)»0.3xSINCAT))

onde AT é o @ngulo que indica a direg@o tangencial do ramo
determinado com auxilio das subrotinas ARRED e ANGFI. O va-
lor do ponto e o ganho correspondente s3o avaliados pelos co

mandos:
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%

SACJ¢1)=ZM(L)*DS
AKCJ+10=GA(L) ¢HE/2.'

Deve-se observar que DS foi adicionado ao ponto miltiplo e
néo ao ultimo ponto obtido com uso da equagdo iterativa,
pois alguma componente de DS pode resultar menor do que o va
lor da aproximagdo e ao ser adicionado ao ponto anterior a
singularidade n3o seria vencida.

A subrotina CONEW € utilizada pois o ponto determina—=
do nZo corresponde exatamente ao ganho estipulado, corrigin-

do-se desta maneira o valor de SA(J). Este ramo termina quan

do o limite XMIN € atingido.

Os outros ramos com_valares positivos de X sio também
obtidos da mesma maneira anterior, onde as singularidades
sdo contornadas conforme explicado.

Os ramos para K negativo sdo obtidos partindo-se das
condigdes iniciais dadas por (32) e com a utilizagéo da ex-
pressdo iterativa adequada, onde o valor do ganho é incremen
tado por um acréscimo negativo, terminando gquando os limites
estebelecidos para geragdo dos pontos sao atingidos. '

0 lugar das rafzes é mostrado na figura 8 bem como os
limites de estabilidade; sendo que, para K > 0 dois ramos
cruzam o eixo jw e como eles s3o simétricos em relagfo ao ei
x0 o, temos apenas um valor de K para o limite de estabilida

de.
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Fig. 8 - Resultados do exemplo 3

tatgtene POLQS tatnRnky

0.000000 ¢« J 0.00C000
=3.00C€000 - J 1.732050
=3.000000 + J

1.732050

CCEFICIENTES DO POLINCMIO PARA
CETERMINACAC DOS PONTOS MULTIPLDS =

COEFICIENTE 1 0-.120C000E+0Q2
COEFICTENTE 2 0-120C000E¢02
COEFICIENTE 3 0.300C000EeQ1

RAIZES OBSYIDAS PELO METODO DA CONTINUACAO

RaAlZ 1 ~C.200059GE*01 & § 0.0C0CO000E+0QQ
RA1Z 2 =0.1999022€¢01 ¢ J  0.0C0C000E+0Q0
- ‘ s -
txtxcxx PONTO MULTIPLO #exaza GANHQ VALOR DE Q

-0.2000990E+#01 # J 0.0000000E+Q0 : 0.7999995E+01 =3

LIMITE DE ESTABILIDADE PARA K FOSITIVO

INSTAVEL & PARTIR DE K-= 7135

0 SISTEMA E INSTAVEL PARA QUALOQUER VALOR DE K NEGATLVO
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Exemplo 4: Construir o lugar das rafzes com o ganho K
variando de' - o até + o para um sistema que tem a seguinte
fung@o de transferéncia:

G(s) H(s) = K(s2+ 2s + 4)
s8(s + 4)(s + 6)(s2+ 1,48 + 1)

Inicialmente é necessdrio fatorar os trindmios do nu-
merador e denominador devido as exigénecias do programa, ob-.
tendo-se:

82 + 28 +4=1(s8+1- 3jV3)(s+1+ jV3)

s2 + 1,43 + 1 = (s + 0,7 - jV0,51)(s + 0,7 + jV0,51)

O polin®mio correspondente & equacdo (40) & obtido e
como nao existem polos nem zeros multiplos, sZo determinadas
seis raizes pelo método da continua¢fo, sendo que apenag
duas constituem ‘pontos miltiplos com q = 2 conforme vemos na
figura 9. '

A gerag@o dos pontos correspondente ao primeiro ramo
é feita inicialmente considerando-se o primeiro polo forneci

do. Suas condigOes iniciais sdo:

H(O) = @ & 50

K(0) = O

Como este ramo aproxima-se de um ponto miltiplo par, é feita
a mudanca de diregf@io, prosseguindo a geragfo dos pontos até
ocorrer a aproximagio do zero (-1 + jV¥3'), onde temos o térmi

no de um ramo.
0s fatdres dé aproximagd@o para os pontos miltiplos

- s80 calculados na programacg@o considerando-se a diferenga en
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tre dois pontos consecutivos SB acrescida de uma constante
€. Com isto, evita-se a nulidade destes fatores, pois caso
contrdrio, a aproximag@o s6 seria estabelecida se o ponto ge
rado coincidisse com o ponto miltiplo em questdo. J4 para a
aproximagdo de um zero estes fatdres tem valores fixos na
programagdo.

Todos os demais ramos sao'obtidés sempre partindo-se
das condigOes iniciais fornecidas por (32) e terminando quan
do um dos limites dos eixos for atingido ou ocorrer a aproxi
magdo de um zero. O lugar das rafzes obtido & mostrado na fi
gura 9. '

Os limites de estabilidade s3o determinados, sendo
que neste caso, para K > O existem trés valdres limites sig-
nificativos pois o ramo que parte do polo em =0,7 + jfargi
corta o eixo jw em trés lugares distintos, o mesmo occorrendo
para o ramo originado pelo polo conjugado ao anterior, po-
rém, como o lugar das rafzes é simétrico em relacfo ao eixo
jw, os trés novos valdres de K sSo iguais aos anteriores.

Se os valdres limites VMAX e VMIN utilizados forem
elevados, o método pode ndo convergir rapidamente gerando
pontos que, embo}a caminhem no sentido correto constituindo
um ramo verdadeiro, apresentam as suas partes reais com osci
lagdes. Caso isto ocorra proéximo a0 eixo imagindrio, podera
haver a indicag8o de varios limites de estabilidadeufalsos.
Logo existe uma dependéncia entre o valor minimo estabeleci--
do na subrotina DETK e ja mencionado no exemplo 1 para que
dois ou mais ganhos sejam distintos e o lugar das raizes que
se deseja construir. ;

Os limites de estabilidade encontrados s3ao mostrados
apés o diagrama na>figura 9, e como sdo trés, é indicado como
se comporta este sistema de acdrdo com estes valdres.

Conforme podemos observar pelo lugar das raizes obti-
do, embora o sistema torne a ser estdvel no intervalo:

67 < K < 163
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8 resposta do sistema para um valor especifico de K dentro
deste intervalo terd uma componente oscilatdéria com uma cons
tante de tempo elevada. Esta componente & devida aos dois po
los complexos conjugados que ficam préximos do eixo jw. Como
o valor da parte real & bequena, menor do gque 0,2, a cons-
tante de tempo serd maior do que 5 segundos, sendo que, quan
to mais o valor de K se aproximar dos limites deste interva-
lo, menor se torna & parte real do ponto correspondente, au-
mentando cada vez mais a constante de tempo da envolvente .
desta oscilagZo amortecida. Para K = 163, por exemplo, terig
mos wuma constante de tempo de valor infinito, ou seja, a res
posta devido a esta componente seria oscilatéria com valdres
miximos constantes, deixando de ser estdvel a resposta do
sistema. E
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Fig. 9 - Resultados do exemplo 4
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0.5312002€+C3
0-3334001E+03
0.1274000E«03
C.303C00QE+02
0.300C000E«01

+ + 1+ 1+
G (& G (& G (&
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0.3334635€E+00
0.3334535E£+00
D.0C00300E+0D
J.2558927E+01
3.0CQC000E+0Q0
0.2558%227E+01

0.9486732E+01
=0.5064921E£401
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LIMITE OE ESTABILIOADE 2ARA K POSITIVO

INSTAVEL A PARTIR 0 & = 15.4
ATER Kie= 67 .0

ESTAVEL A PARTIR DE X = 67,1
ATE K = 163.0

INSTAVEL A PARTIR OE K = 163.9

0 SISTEMA E INSTAVEL PARA GUALQUER VALOR DE K NEGATIVO
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Exemplo 5: Construir o lugar das raizes para a fungdo

de transferéncia G(s) H(s) = K(s +1)(s + 3)
' s(s + 2)?

com K variando de - ® até + m.

Esta fungdo, devido a particuléfidade de apresentar
trés polbs iguais, mostra como funciona nesta situagdo a pro
gramagdo elaborada para determinacfo dos valdres iniciais.

Inicialmente € determinado o polindmio correspondente
a equagdo (40). Uma vez que este polindmio & dividido por
(s + 2)%, suas raizes sfo determinadas e das trés obtidas,
apenas uma constitui um ponto miltiplo. )

Para a determinagZo dos ramos devido & variagfo posi-
tiva de K, trés condigOes iniciais s3o estimadas. Da equag@o
(37) obtem-se:

Pejﬁ =g (S + l)(S + 3) =05 ejﬂ

8 . S=-2

EntZo, as trés condi¢des iniciais s3o:

T G -1,9 + 350,173205

Xoe =
x, = =2 + 0,2 ej(ﬂ+2ﬂ)/3 - B
0,2 ol L el o0,

3

3
para K = = (0,2 =Nesol6
0,5

Utilizando-se a subrotina CONEW estes valdres sfo cor

rigidos em poucos passos obtendo-se: ..

x, = -1,901203 + j0,1792213
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]

, = —2,191593

x, = -1,901203 - j0,1792218

para K = 0,016

Para cada valor inicial obtido é determinado um ramo
que termina quando ocorre a aproximagéb de um zero ou quando
unm dos limites para a obteng@o do lugar das raizes é atingi-
do. Apds os trés ramos devido ao polo de multiplicidade trés
serem obtidos, o0 Ultimo ramo originado pelo polo na origem é
gerado. : |

Os ramos para variagdo negativa de K s3o obtidos da :
mesma maneira, sendo os valdres iniciais calculados pela ex—
pressdo (39), onde para K = 0,016 obtem~se os seguintes vald
res aplds a corregdo efetuada pela subrotina CONEW:

x, = -2,105193 + j0,1672114
x, = =2,105195 - j0,1672151
PG —11795610

Apds os quatro ramos ocasionados pela variagao negati
va de K terem sido gerados, 0 lugar das raizes é tracado con
forme vemos na figura 10.

Conforme se observa no lugar das raizes obtido, do PO
lo triplo partem seis ramos, sepdo trés com valOres positi-
vos de K e trés com valdres negativos gue se alternam angu-
larmente entre si. Diminuindo-se o valor de € utilizado nas
equagdes (38) e (39) consegue-se aproximar mais 0s ramos des
te polo, porém, devido & proximidade entre os pontos, ao uti

lizar-se a subrotina CONEW poderd n&o haver convergencia pa-

ra todos os pontos estimados. o
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Fig. 10 - Resultados do exemplo 5

* o kg hky hg ZERU‘S LB B &8 X8 X

=1.C00000 ¢ .J 0.000000
=3.C000000 + J  (€.000000

rxrtwexxx POLQAS TR T
-2.00C000 & J (.000000
=2.000000 ¢+ J 0.000900
=2.000000 ¢+ J 0.000000
0.000009 ¢ J

COEFICIENTES DJ
DETERMINACAD DC>

CCEFICIENTE 1
COEFICIENTE 2
COSFICIENTE 3
COEFICIENTE &
COEFICIENTE 5
COEFICIENTE 6

nnlZES O3TICAS PELJ

0.000000

POLINOMID PARA
PCENTDS MULTIPLOS

0.2400000E+02
0.7200001E+Q2
0.9400000E+C2
0.8000000E+02
0.1800000E+02
0.2000000g+01

‘METCDO DA CTONTINUACAD

RAIZ 1 -0.3546B813E401 ¢+ J 0.00D0000E+00
RAIZ 2 ~0.726591JE40C = J 0.5638211E+03
RALZ 3 ~0.72659)SE400 + J 0.5638211E+00
wxtxts PONTO MULTIPLO s*cawx GANHC
-0.3546818E+01 # J 0-0000000E+00 -0.9425748E+01
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T. UTILIZAGAXO DE ESCALAS MISTAS

Seja a fungdo de transferéncia apresentada no capitu-
lo 3, dada pela equagdo (20). Quando a relagdo entre dois po
los ou entre dois zeros quaisquer, ou ainda, entre um polo e
um zero, for muito elevada, digamos acima de 20 unidades, 0
lugar das raizes terd os valdres limites do eixo o muito dis
tantes, o que implica numa condensagBo dos ramos no campo
disponivel para o tragado do lugar das rafzes. Como existe
interesse em analisar o sistema na regiflo préxima ao eixo i-—
maginério, esta condensag8o poderd dificultar as conclusoes
sobre a resposta do sistema. =

Fato semelhante ocorre tambdm gquando dois pontos mui-
to prdéximos cruzam o eixo jw, ou ainda, devido & presenga de
um ponto miltiplo bem préximo deste eixo, os ramos ao muda-
rem de diregZo provocado pela aproximagdo deste ponto singu-—
lar podem cortar o eixo imagindrio em vdrios pontos. Depen-
dendo das escalas utilizadas, ndoc se terd uma informag&o pre
cisa sobre o lugar das raizes.

Para contornar estes incovenientes foi elaborada uma
subrotina que constroe o lugar das rafzes utilizando escalas
mistas |21|. Os eixos sfo divididos em trechos de tal modo
que em uma regido é utilizada a escala decimal e em outra a
logaritmica. Esta subrotina responsdvel agora pela constru-
gdo do diagrama pela impressora substitui a anterior. _

A escala decimal é utilizada gquando a parte real ou
imagindria do ponto a ser plotado pertencer ao intervalo
[ -1,1] ou um outro intervalo definido através da varidvel:
XMAX da programacdo elaborada. O intervalo decimal & defini-
do em fungao do indice de detalhamento conveniente, pois o
campo decimal para a construgdo do diagrama é fixo, sendo os
seus valoOres limites definidos por este intervalo. A escala
logar{tmica fica estabelecida a partir do valor -XMAX até o
valor XMIN também fornecido pela programagfo. No caso, o lo-

garitmo utilizado é o decimal.
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Para a plotagem de um ronto, suas partes real e imagi
ndria s3o examinadas e dependendo dos testes efetuados, sfo
escolhidas as férmulas adequadas para determinagao das coor-
denadas deste ponto. Os valdres indicados nos eixos do dia-
grama s@o determinados em fungdo dos valdres limites forneci
dos, pois os campos decimal e logarltmlco da matriz a ser
montada sdo fixos. ]

Como aplicago, seja construir o lugar das rafzes pa-—
ra a seguinte fungfo de transferéncia:

G(s) H(s) = K (s + 10)
s (s + 1)(s + 30)

rara - < K <« +m®

Inicialmente, apdés ter sido verificado que nao exis-
tem polos ou. zeros multiplos é obtido o polindmio correspon—
dente & equagdo (40). Suas raizes sfo determinadas e apenas
uma delas satisfaz a equagd@o (41), obtendo-se um valor real
para K(s). Como q = 2, trata-se de um ponto miltiplo par.

Os pontos para construcdo do diagrama sido gerados;..
partindo-se dos valdres iniciais comuns, ou seja, a locali-
zagdo do polo e o valor nulo para o ganho. Devido & presenga
do ponto miltiplo par, dois ramos mudam de diregdo guando se
aproximam deste ponto.

Se a construgdo do lugar das raizes é feita utilizan-
do a subrotina PLOTE corrente, devido a4 existéncia de uma ' re
159&0 elevada entre os polos, ou seja, trinta no caso, o pon
to miltiplo é plotado muito proximo aos outros dois polos.
Isto se deve & escala utilizada imposta pelos valdres dos po
los existentes. Logo, os ramos entre os polos situados em -1
e O e o ponto miltiplo ndo sdo mostrados embora os pontos
pertencentes a estes trechos tenham sido calculados na gera-
¢do dos ramos. Com isto, tem-se uma visualizag8o imcompleta
do lugar das raizes,nesta regido, conforme se observa na fi-

gura 1l.l.
 Utilizando-se a subrotina onde s#@o utilizadas as esca

68



las linear e logaritmica, obteve—se o lugar das raizes mos-
trado na figura 11.2. Pode-se.observar gue o campo préximo
80 eixo imagindrio € aumentado e agora tem-se a visualiza-
¢80 dos ramos préximo ao ponto miltiplo.

Mais aplicagGes do uso de escalas mistas serdo vistas
no capitulo seguinte onde embora as relagoes entre os polos,
0S Zeros, e entre um polo e um zero sejam pequenas, teremos,
devido & presenga de um polo miltiplo muito proximo ao eixo
Jw, dois ramos cruzando este eixo em valdres muito pProximos.
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Fig. 11 - Utilizagdo de escalas mistas

Fig. 11.1 - Uso da escala decimal

Fig. 11.2 - Uso da escala decimal-logaritmica

kkxxkkkx JERQS Thkk hk kA

~10.000000 + J 0.000000

Tk kk ok

-1.00G000
-3C.000000 +
C-.000000 ¢+

CDEFI?IENTES DJ
DETZERMINACAD DOG>

COEFICIENTE
COEFICIENTE
CHERECTENTE
COEFICIENTE

£ oW N -

PpLas Ak hkAEK k&

J 0.000000
J 0.000009
0.000000

—

PCLINOMIO PARA
PCNTOS MULTIPLOS

0.3000000E+03
0.56200000E+03
0.5100000E+02
0.2000000E+C1

<w[ZES 03TIDAS PELJ METODD DA CONTINUACAD

RAlZ 1 -0.5089239E+00 + J 0.0CO0000E+00
RAIZ 2 ~0.1499554E402 + J 0.8358363E401
RAIZ 3 -0.,14995534E+02 - J 0.3358864E+01
skxesx PONTO MULTIPLD *%xxx+ GANADO YALOR 0E Q@
-0.5089289E£+00 ¢ J C.000000UE+00 0-7765632E+00 2
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8. ANALISE PELO LUGAR DAS RAIZES

Una vez obtido o lugar das rafzes de um sistema, pode
ser efetuada uma andlise deste diagrama com finalidade de in
formar o comportamento do sistema seja no dominio do tempo
como no dominio da frequenc1a. Permlte também avaliar a in-
fluéncia de cada parametro neste comportamento, como também
a possibilidade de uma rdpida avaliacgfo qualltatlva e a segu
rancga de uma determinacdo quantitativa exata.

Na referéncia |16| é mostrado como é feita a andlise
& partir do conhecimento dos polos e zeros de uma fungdo a-
través da resposta frequencial ou temporal do sistema, a fim
de verificar se satisfaz as especificagOes desegadas.

Inicialmente o estudo é apresentado para a configura-
¢ao0 bdsica que & a configuragdo dos polos e zeros no plano
complexo s, ou seja, das raizes dos polinOmios B(s) e A(s)
respectivamente, polindmios estes definidos no inicio do ca-
pitulo 4. Em seguida, é estendido para a configuragdo de ang
lise, que vem a ser a configuragdo resultante, gquando se con
sidera por exemglo, 0 sistema com realimentag@o unitdaria ne-
gativa e a fixagdo de um valor para o pardmetro varidvel. Es
te estudo pode ser esténdido para o caso mais geral indicado
na figura 2, desde gque a fungd@o de transferéncia de malha fe
chada seja a T(s) considerada no capitulo 4.

Ve jamos apenas como pode ser avaliada a resposta tem-
poral de um sistema em fung@o da configuragfo de andlise ob-
tida, o que serd empregado em um exemplo a seguir.

Para cada polo real simples p; que existir, resultard
uma expressdo no tempo da forma ki.exp(pit) como termo da so
ma gue constituird a resposta temporal. Conf?rme P; seja me-
G, igual ou maior que zero, esse termo serd uma exponen-
cial decrescente, uma constante, ou uma exponencial crescen-
te, respectivamente. Normalmente, espera-se P, < o, po?s ?s?e
fermo tenderda a zero a medida que o tempo tende para infini-

+ nio introduzindo instabilidade na resposta do sistema.
O,
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No caso de p; <0, o valor Il/pil serd a constante de tempo
da exponencial decrescente correspondente.

Para cada polo complexo simples, valem as mesmas con-
sideragdes do pardgrafo anterior para a parte real do polo
que fornece a envolvente da oscilacg@o amortecida resultante
a0 se considerar conjuntamente os dois termos originados pe-
los dois polos complexos conjugados. Para um par de polos
complexos conjugados temos um termo temporal composto pelo
produto de uma onda senoidal de frequencia angular w; Ppor
uma exponencial com costante de tempo [1/ci|.

Logo, obtido o lugar das raizes pode-se efetuar uma
andlise qualitativa da resposta temporal do sistema em fun-
¢80, por exemplo, do ganho K, para varias configuraéaes de
andlise. No caso de nfo existir uma que seja satisfatdria,
pode-se, se isto for possivel, variar a posicdo de um outro
parametro, por exemplo, a posigdo de um polo, buscando assim
a configuragédo apropriada.

Cabe observar ainda que caso se deseje conhecer a res
rosta no tempo de um sistema mediante qualquer entrada, so-
mente serd neceqsério adicionar os polos e zeros que caracte
rizam esta entrada aos da configuragao de andlise.

Exemplo: Seja a seguinte fungdo de transferéncia de
um sistema:
KE (SRt s s

G(s) H(s) =
(o o 2B fa < )

com H(s) =1 e -~ <K< +m® para a gqual deseja-se conhecer
a andlise gualitativa do comportamento do sistema em fungfo
da variagdo do ganho, mediante uma entrada impulsiva unitd-
ria. ‘ % :
Inicialmente é construido o lugar das rafzes apds o
polinomio do denominador da fungao de tranferéncia ser fato-
rado devido & exigéncia da programagéo elaborada. Obtem—-se
trés pontos multiplos que s&o mostrados na figura 12, sendo
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08 ramos obtidos a partir das condigoes iniciais dadas por
(32). Devido & presenga de um ponto miltiplo muito préximo
a0 eixo jw, com uso da escsala mista, tem-se uma ampliac8o
desta regiio, observando-se melhor a localizagao deste pon-
to, bem como os valdres das frequéncias dos pontos pertencen
tes a estes ramos que cruzam o eixo imagindrio, conforme mos
tra a figura 11.2. O valor de X correspondente a estes pon-
tos € indicado logo abaixo do diagrama obtido pelo computa-
dor, porém, devido & falta de espago na folha em que é apre-
sentado o diagrama, é mostrado na folha seguinte.

A andlise qualitativa serd feita em relag8o ao segun-
do diagrama em face das vantagens gue ele apresenta em rela-
¢do 20 primeiro. Como primeira informagdo do lugar das rai-
zes, temos que o sietema € estdvel para qualquer valor de K
menor do gque - 32,9,

Nesta andlise serfo utilizados apenas trés algarismos
significativos para os valdres obtidos na programagao, embo-
ra alguns valdres, conforme se observa na figura 12, possuam
seis algarismos. As freguéncias w sZo dadas em radianos por
segunde e as constantes de tempo ¢ e ¢ (em segundos) dizem
respeito as cons'tantes de tempo da envolvente da oscilagdo a
morteéida quando tem-se polos complexos conjugados e da expo
nencial ocasionada por um polo real.

a. Valores Negativos de K

Para -0,662 < K < 0O o sistema terd uma resposta
oscilatéria amortecida adicionada a uma resposta exponencial
decrescente. A componente oscilatdria amortecida terd as se-
guintes variagBes de freguéncia e da constante de tempo da

envolvente a medida que K varia desde O até -0,662;

1 >w>0 =
Aeiinwree sk
4 3,91
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A compo . i .
ponente exponencial decrescente terd uma constante de
tempo variando entre:

1 =
2 : 2,18

onde o valor 2,18 foi obtido pela aplicagd@o da propriedade
37.1 da referéncia |16|, a qual fornece:

Zraizes= D758 FChl o 5 = =50

logo s = -2,18

Para -1,11 < K € -0,662 teremos uma resposta expo-
nencial decrescente oriunda da adigdo de trés componentes ex
ponenciais que terdao as suas constantes de tempo variando
nos seguintes intervalos conforme o valor de K zumenta desde
-1,11 até -0,662:

1 B
by 3,91
i S b ol
2,64 = 3,91
il 2 =
— & C <

2,64 > 2,18

onde o valor 4,72 foi obtido da aplicacfo de:

Zraizesz —-25[2,64»"“ =} = -10

Para - 32,9 < K < -1,11 teremos uma resposta amorte-

. da oscilatéria devido 4 existéncia de duas componentes,
cida :

'cilatéria amortecida e outra exponencial. A componente
uma oS :

ilatéria terd uma frequéncia variando inicialmente de O
oscila
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até 1,22, diminuindo posteriormente & medida que K diminui
até 0,33, valores estes obtidos do lugar das raizes; e uma
constante de tempo da envolvente com a seguinte variagao cor

respondente:
1 S < —L
2,64 O & - -

A componente exponencial serd decrescente com uma constante
de tempo varidvel de acordo com a variagdo de K dada por:

S
4,72 10 =
onde o valor 10 corresponde ao ponto em que K = -32,9, obti-

do pela aplicag¢do da propriedade 37.1 referenciada anterior-
mente., :

Finalmente, para K < - 32,9 o0 sistema serd instdvel
pois para K = - 32,9 teremos uma resposta oscilatdéria devido
a adigdo de uma componente senoidal mantida com uma exponen-
cial decrescentey, J4 para -44,0 < K < - 32,9 teremos uma com
ponente oscilatdéria crescente adicionada a uma exponencial
decrescente e para K < -44,0 teremos a composigd@o de tres ex
ponenciais sendo uma delas obrigatdériamente crescente respon
sdvel pela instabilidade do sistema.

b. Valdres Positivos de K

Para qualquer valor de K positivo, o sistema serd esg--
tdvel, apresentando uma resposta oscilatdéria amortecida em
conjunto com uma resposta exponencial decrescente. A compo-
nente oscilatéria terd a seguinte variagfio de frequdncia,
bem como a constante de tempo da envolvente para unm aumento

v

do ganho:

l < w < @
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i 1
—= . &
4 4,5

onde o valor 4,5 foi obtido com aplicag8o da propriedade

37.1, a qual resulta:
Eraizes =2xs -1 =-10

A componente exponencial decrescente terd a seguinte varia-
¢do da sua constante de tempo de acordo com o aumento de K:
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Fig. 12 - Andlise pelo lugar das rafzes
Fig. 12.1 - Uso da escala decimal

Fig. 12.2 - Uso da escala mista
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-4.000000 - 1.000000
-4.00000C + 1.000000
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o
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2

-0.2639222E+01 + J 0.0000020E+00 -0.1112040E+01
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C SISTEMA E ESTAVEL PARA QUALQUER VALQOR DE K POSITIVC

LIMITE DE ESTAEILICACE PARA K MEGATIVQ

- INSTAVEL A PARTIR DE K = =32.9




9. O LUGAR DAS RAIZES EM FUNGAO DE QUALQUER PARAMETRO

Na referéncia |16| este tépico é apresentado de uma
maneira geral, onde o lugar das raizes pode ser construido
para um sistema de gqualquer estrutura e em fungdo de gqual-—
quer pardmetro. Nos capitulos anteriores este pardmetro era
0 ganho da fung8o de transferéncia de malha aberta. Ve jamos
0 caso em que o sistema apresenta apenas uma malha, gue é o
caso estudado até agui, e gqueremos construir o lugar das rai
zZes para a variacdo de um polo real ou um zero real para um
valor fixo de K. _

A funcdo de transferéncia do sistema deve ser manipu-
lada a fim de apresentar os zeros e polos correspondentes
aos polindmios A(s) e B(s) da equagdo (20) para que a progra
ma¢io elaborada possa ser utilizada. Para isto, consideremos
a fungfo de transferéncia de malha aberta expressa no capitg
lo 4, onde desejamos ter como pardmetro varidvel um polo, di
gamos 0 polo Pj o resultando:

' K(s - zl)(s - zz) .... (s - zm)

G(s) H(s) = (58)
2B = le el oo Eo w0 )

0 denominador da funcdo de transferéncia de malha fe-
chada T(s) definido anteriormente é dado por:

glsy p;) = (s -p¥s-p) ..le~p, )+

0 F(lsh= zl)(s - zz) cesls - Zn) (59)
Colocando p; em evidéncia obtemos:
g(s, p;) = C(s) - p; D(s)

onde: .
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C(s) = s (s - Pl)(s = Pz) eoe (3 - pn—l) g
TR RS (ST zl)(s - zz) o (fpe zm)

D(s) = (s - PI)(B = D,) ec. (8 - pn-x)

Una vez fixado o valor do ganhé-para o qual de deseja
analizar o comportamento do sistema face a variagdo do polo
P;» a@s raizes de C(s) serZo os polos e as de D(s) serfio os
zeros da nova configuracio bdsica associada.

Para a determinagfo das rafzes de C(s), quando a or-
dem deste polindmio for elevada, o método desenvolvido no ca
pitulo 3 pode ser utilizado, ou poderia ser construido um lu
gar das raizes auxiliar conforme & mostrado no capitulo 6 da
referéncia |16].

Uma vez determinadas as raizes de C(s) e D(s), o lu-
gar das raizes de T(s) é definido como o lugar geométrico .
dos polos de T(s), o gque corresponde as raizes de g(s, pi) =
= 0, quendo p; varia de - a + ®. Porém, como o sinal de
p; € negativo, os ramos indicados com o simbolo "+" no dia-
grama construido pela impressora do computador correspondem
as variacgOes negativas de P;» O0s ramos indicados com © simbo
lo "=" correspondem as variagOes positivas de P;» a0 se uti
lizar & mesma progremacao anteriormente elaborada., Isto tam—
bém pode ser observado através da comparagfo de g(s, 1 ) com
a funcfo g(s, K) enunciada no capitulo 4, obtendo-se:

B(s) = C(s)
A(s) = D(s) ' (60)
K = —Pi

Logo, apds fatorado, os polindmios C(s) e D(s), a programagdo
elaborada é utilizada normalmente, sem qualquer modificag3o,
bastando considerar o afirmado em (60) para verificaclo do
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comportaménto do sistema.

Caso desejdssemos construir o lugar das raizes em fun
¢éo da variagdo de um zero real, seria utilizado o mesmo ra-
ciocinio anterior, . colocando-se em evidéncia a raiz zi em
cuja variagd@o se esta interessado, tomando-se o cuidado de
gue neste caso, ao se especifizar o valor de Zs apds a obten
¢do do lugar das raizes, para uma determinada andlise, & im-

prescindivel levar em consideragdo o valor deste zero real.

Exemplo: Seja a mesma fungd@o de transferéncia do exem
plo anterior, onde estamos interessados na variag@o do polo
inicialmente fixado em -2. Supondo gque o valor de K foi de-
terminado e vale -5, temos que inicialmente manipular a se-
guinte funci@o de transferdncia:

G(s) H(a) = -5(s +1)
(s - pi)(s2 T8 SiaR e eTh)
Para um sistema com realimentacfo unitdria, H(s) = 1,

obtem - se a seguinte fung8o de transferéncia de malha fecha

da:
T(S) = KA(S) =
' B SN rE A Es))
= -5(s + 1)
(s - pi)(s2 s G e A7) o 5 (g o 1)
onde KA(s) a G(s)
B(s)
logo, C(s) = s® + 8s® + 128 = 5
D(s) = s? + 8s + 17
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Utilizando o programa para determinag&o das raizes de
un polindmio pelo método da continuagio, obteve-se as rafzes
do polindmio C(s) indicadas na figura 13.

RAIZES DBTIJQAS PELC METODC CA CONTINUACAD

R 1) = C.3375173E400 + 0.000C000E+CY I
R € ¢) = =0,5770162E5401 + 0.0COCQ00E+CO [
R € 1) = =0.25€67355E+01 + 0.000C000E+CD |

Fig. 13 - Apresentagdo das raizes de C(s) -

As raizes de D(s) ja s8o conhecidas e utilizando-se
as relagtes indicadas em (60), o lugar das raizes é plotado
conforme vemos na figura 14. Deve~se relembrar que devido ao
sinal negativc de D;y 2 indicag&o dos ramos no lugar das raji
zes estd com sinal trocado. =

Para uma entrada impulsiva unitdria, com K = -5, tem
-se 0 seguinte comportamento para o sistema:

O sistema €& estdavel para - o < Py < =0 3SS Sendofques
para -1,16 < p; < - 0,3 o sistema apresenta uma resposta pu-
ramente exponencial, composta pela soma de trés exponenciaisg.
Para p; < -1,16, o sistema terd uma resposta oscilatéria a-
mortecida mais uma exponencial decrescente. Logo, a nedida
que o valor do polo diminui, a constante de tempo da respos-
ta do sistema também diminui pois temos um ramo caminhando.
para a esquerda, o que corresponde a um valor decrescente de
Il/gil para a componente exponencial, o mesmo ocorrendo para
a componente oscilatoria. O valor de Pi é limitado em rela-
cdo ao elemento gque o produz. Por exemplo, se & devido & va-—
riagdo da capacitdncia de um condensador, existe um limitan—
te para o seu valor, embora tenha sido observado gue quantb
menor fogse o seu valor, melhor seria a resposta do sistema.

Para K = -5 e Py = -2, ao superpormos os dois luga-—
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res das rafzes obtidos, ou seja, as figuras 12.1 e 14, tere-
mos nos cruzamentos dos ramos em que jw = 0, os dois polos
de T(s) para estes valdres fixos dos pardmetros varidveis.
Isto é possivel devido as escalas utilizadas nos dois grafi-
cos serem iguais. N8o € possivel obter diretamente o tercei-
ro polo pois trata-se de um polo real. '

Da superposicZo dos diagrémas éﬁteve-se 0s seguintes
valores aproximados para os polos:

p. = —1487.++ 3 150

= 1587 %= 15810

g
il

Quanto ao terceiro polo pode-se dizer simplesmente
que o seu valor é menor do que -5,8, mas ao se utilizar a
propriedade 37.1 da referéncia |16| obtem-se:

e}
]

-10 + 2x1,87

1l

P -6,26
]

3

Se ao invés de utilizarmos os diagramas obtidos, re-
solvessemos o polinﬁmio do denominador de T(s) gquando se con
silderaSKE=S=bElcin S -2, as raizes obtidas estfo bem prd-
ximas dos valdres encontrados, o que vem a confirmar a vali-
dez da metodologia empregada. '

Se no lugar de K = =5 fosse utilizado outro valor,
por exemplo, K = -10, o lugar das raizes obtido enm fungdo da
variagdo do mesmo polo anterior é mostrado na figura 15. No-
ta-se agora que o sistema.é estdvel para p, < -0,6. A medis~
da gque diminuimos o valor de K, o valor limite de estabilida
de para o polo p; deve aumentar em médulo pois quando p; =
= -2 o valor limite vale - 32,9 conforme obtido no lugar das
raizes da figura 12.2.
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Fig. 15 - Lugar das rafzes em fungBo de um polo
' para K = -10
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10. CONCLUSOES E RECOMENDAGCUES PARA FUTUROS TRABALHOS

Vdrios lugares das rafzes foram construidos para de-
terminadas fungaeé de transferéncia, onde em cada uma tinha-
-se uma particularidade diferente, a qual era contornada na
construgdo do diagrama, mostrando-se a. eficiéncia do método
da continuagZo aplicado nesta tarefa. Com a utilizagdo de
Newton-Raphson em todos os pontos obtidos por cdlculos apro-
ximados, como por exemplc, no contdrno de um poato multiplo,
conseguiu~se melhorar a convergéncia do método.

Com o emprégo de |22| e |23| foi possivel elucidar
algumas idéias que ndo estavam totalmente claras no artigo
basico de Pan e Chao lSl; como no caso dos pontos de entra-
da (break-in) e de saida (break-away). Também contribuiram
na elabvoragdo de alguns dos exemplos apresentados.

Alguns erros foram observados no artigo bdsico, refe-
réncia |5|, sendo corrigidos e apresentados para futura pu-
blicagdo conforme mostra a referéncia |24|. Estes erros fo-
ram observados pela ndo convergéncia do método guando se uti
lizou inicialmente as férmulas apresentadas no artigo.

Através de um exemplo foi mostrado que pode-se cons-—
truir o lugar das raizes em fungdo de gualquer pafﬁmetro,
bastando apenas reescrever a fungao de transferéncia de tal
maneira que resulte dois polindmios, cnde em um deles ndo se
tem a influénecia do parfmetro varidvel, cujas raizes serdo
os polos da configuragd@o bdsica. Isto sé foi realizado para
um polo real, porém, com a referéncia |16| pcde-se estender
a outros parametros.

Em outro exemplo viu-se como a partir do lugar das
raizes pode-se analisar quelitativamente o efeito da varia-
¢80 do pardmetro em fungdo do gual foi construido o diagra-
ma na resposta do sistema perante um determinado sinal de en
trada. Supondo o ganho como pardmetro varidvel, pode-se ob-
ter para um determinado valor fixo de K, todos os polos da
configuragdo de andlise, bastando mandar imprimir todos-os

92



valdres calculados pelas férmulas iterativas. Isto seria
Util na determinag@o da resposta temporal de um sistema, on=
de se adicionaria os zeros e os polos ocasionados pelo sinal
de entrada a configurag8o de andlise entdo obtida.

Tem—-se portanto um programa de amplas aplicagSes na
construgio do lugar das raizes, permitindo o tragado do dia-
grama para variagfo de um parémetro desde - ® até + m, desde
que 0s polindmios do numerador e denominador da fungdo de
transferéncia de malha aberta possam ser fatorados.

Foram observadas algumas limitac®es no uso de determi
nados valdres de alguns parametros varidveis da programacgao
elaborada. Por exemplo, para um valor elevado de HH, teria-
—-se a construgcZo do diagrama com poucos pontos, porém com
uma péssima precisf@o, podendo até cessar a convergéncia do
nétodo. J4 para a construcdo do lugar das raizes com polos
muitc distantes, por exemplo, para a fungdo de transferéncia
utilizada no capitulo 7, se o valor de HH fosse muito peque=
no, seriam calculados muites pontos, o gue implicaria num au
mento no tempo de ccmputagfo. Logo,. para cada funcgdo de transg
feréneia o valon de HH é adotado em tdrno de 0,1, sendo que
os valbres de VMAX e VMIN serdo responsaveis pelo seu aumen—
to ou nio. Estes valdres sdo estipulados em fungdo da preci-
s8o que se deseja obter na construgdo do lugar das raizes,
do tempc gasto na computacdo e das distdncias entre os polos
e zeros da configuragf8o bdsica associada.

Na maioria dos casos, a escolha de HE em fung@o de HH
pela verificag&@o da diferenga entre os dois dltimos valores
gerados pela férmula iterativa foi Util, pois melhorou a pre
cisSo em certos trechos do diagrama e aumentou a velocidade
em outros, reduzindo consideravelmente o tempo de computacgao.
Porém, em uma determinada fung8o, devido & propagagio de er-
ros, na geragfo dos pontocs pertencentes a dois ramos parale-
los ao eixo imagindrio e simétricos entre si, & medida que
os valdres calculados se afastavam do eixo ¢, a parte imagi-
niria destes valores sofriam oscilagdes, o0 mesmo ocorrendo
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em menor escala para a parte real que deveria ser constante

e no caso, igual a -1,0,Logo, a convergéncia do método é di
ficultada, devendo-se alterar o valor de HE quando isto ocor
rer. Também se observou que quando um ramo do lugar das raf-
zes descreve uma trajetdéria curva que ndo corta o eixo real,
nas imediagaés do ponto onde ocorre a mudanca de diregao tem
-se baixa convergéncia provocada pelo valor corrente de HE.
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Apéndice 1 - Varidveis Utilizadas na Programaggo

1.1 - Varidveis Inteiras:

IAP -
A7 S
TGO —
TCODSES—=
ICON -
IDCOS o

IQ(I) -~
TR
TRZh% —
KX(L) -

LAP(I) -
LAZ(I) -
L -

LLN -
LLP -
M =

MJ =

MPLOT -

NC =
NCRES=
NIETE R —

numero de polos miltiplos

numero de zeros miltiplos

nimero de coeficientes do polindmio da equagdo (12)
numero de coeficientes do polindmio B(s)

nimero de coeficientes do polindmio A(s)

nimero de coeficientes do polindmio da equagdo (40),
desconsiderando os polos e zeros multiplos

vetor dos valdres de q dos pontos miltiplos

numero de polos simples -

numero de zeros simples

vetor indicativo da passagem por um ponto miltiplo
para evitar-se a reaproximagfo deste

vetor das multiplicidades dos polos repetidos

vetor das multiplicidades dos zeros repetidos

numero utilizado para selecionar as expressoes, on-
de para K > O, LL vale O e para K < 0, LL vale 1
nimero de valdres limites de estabilidade para K < 0
nimero de valores limites de estabilidade para K > O
numero de polos da equagdo (20)

numero utilizado para impressZo ou ndo (neste caso,
MJ =1) dos valdres obtidos pelas equagdes (29) e (30)
numero indicativo da variacd@o de K desejada. Para es-
te valor igual a um, o -lugar das rafzes é construido
apenas para K > O e caso contrdrio é construido para
-m<K<+® :
numero de zeros da equagdo (20)

nimero de raizes a serem determinadas

ntmero de pontos miltiplos determinados

nimero de iteragGes para determinagdo das rafzes, tal
que, NIT = 1/H

numero méximo de iteracgoes egtipulado para o método
de Newton-Raphson para refinamento das rafzes



1.2 - Varidveis Reais

AK(J) -

ARKN(I) -
AXKP(I) -

APRI

APRR

CO(T) -

coOD(I) -
CON(I) -

EPS

FI

GA(I) -

VMIN

X(1)
XD(I)
XK(I)

XMAX
XMIN

vetor dos ganhos

vetor dos valdres limites de estabilidade para K < O
vetor dos valdres limites de estabilidade para K > O
valor para aproximac&o da pdrte imagindria do ponto
miltiplo ‘ -

valor para aproximacdo da parte real do ponto milti-
plo

vetor dos coeficientes do polinOmio correspondente &
equagio (40), desconsiderados os valdres maltiplos
vetor dos coeficientes do polindmio B(s)
vetor dos coeficientes do polindmio A(s)
diferenga adotada para convergéncia entre dois valod-
res no método de Newton-Raphson

valor correspondente ao dngulo ¢ da equagfo (38) ou
(39)

vetor dos valores dos ganhos nos pontos miltiplos
valor do intervalo h utilizado na equagdo (18)
valor correspondente a HH, alterado no decorrer da
prograﬁagﬁo

valor inicial do intervalo h utilizado na equagéo
(29) ou (30) i

parte real de um ponto SA(J)

parte imagindria de um ponto SA(J)

valor correspondente ao médulo P da equagdo (37)
valor mdximo permitido entre dois pontos consecuti-
vos obtidos pela equacgdo (29) ou (30) _
valor minimo permitido entre dois pontos consecuti-
vos obtidos pela equagdo (29) ou (30)

vetor das partes reais de SA(J) para K € O

vetor das partes reais de SA(J) para K > O

vetor das constantes utilizadas no método de Runge-
-Kutta de 42 ordem _ _

valor médximo para Re[SA(J)] obtida

valor minimo para Re[SA(J)] obtida



Y(I) - vetor das partes imagindrias de SA(J) para K € O
YD(I) - vetor das partes reais de SA(J) para K > O
YMIN - velor minimo para Im[SA(J)] obtida

1.3 - Varidveis Complexas

CAP(I) -~ +vetor
CAZ(I) - vetor
COC(I) - wvetor

dos valdres opostos aos polos myltiplos
dos valOdres opostos aos zeros miltiplos
dos coeficientes do polindmio correspondente

a equacgdo (12)

CRAP(LX) - vetor

dos valores opostos ao polo miltiplo quando

este for complexo ~

dos coeficientes do polindmio correspondente

ao denominador da expressfio (15)

correspondente a As da equag8o (53)
dos coeficientes do polindmio correspondente

ao numerador da expressfo (15)

D(T)Ee — vetor
DS - valor
E(L)S: =~ Netor
RA(I) - vetor

dente
RAP(I) - . vetor
RAZ(I) - vetor
ROA - valor
RP(I) - vetor
SAI(TDE = Svetron

das raizes para formagdo da base correspon-
& equacdo (12)

dos valdres opostos aos polos

dos valodres opostos aos zeros
correspondente do' resultado da equagio (37)
dos valores opostos aos polos simples

dos pontos gerados para construggo do lugar

das raizes

SB - diferenga entre dois pontos consecutivos obtidos
com uso da equagdo (29) ou (30)

Z(K) - vetor

das raizes determinadas através da integra-

¢do da expressfo correspondente & equagfo (15)

ZN(GI9) = vetor

dos pontos miltiplos



Apéndice 2 - Programa Principal

HLRROUGHS G1800/81700 FCrIRAN COMPILER » MARK 6.1 RC 0L/2C/78 11 &4 »
/LUCF AB
L NO FAP ]
FILE

PROF

0002
0002
0002
0002
0003
0003
0003
000¢
000¢<
0COE
0007
0008
0009
0010
o011
0C12
00112
0015
001€
0017
o018
0015
0oQ2c¢c
0021
0Q2e
0022
0025
002¢
0027
ogze
002%
0C3c
0031
0032
00313
0034
003c<
0038
0037
0039
004¢C
0041
0042
0043
0064
0045
00&4E
[
00s8
004s
0csc
0051
0052
0052
0354
0CS3<
0055
0056
0Cs57
005¢
0059
00 60
acs1
0062
0063
006%
006¢€
0dee
006S
0071
0071

B 8e es Be ok M4 40 e %

.

WO 53 81 85 46 U8 G4 44 04 B8 48 06 Be 40 o4 s+ e Bs 48 88 B8

S% 0 s e ek 4E A M0 A8 B4 48 86 ws 08 ed b B4

0 64 B0 B3 S8 e #0 B0 6% w4 00 s e se 4

/RIvcluLLl

6=LP,UN:FT=PRINTER, UNLABELED :
OIMENSILN AKP(1C),ARNCIO), ZAC10)-2B€10),CC10),10C10),ADSC(20),308
*5(20),4L05(20)»BDDS(20),24AA(20),28BC20)52CCC20),2E020),LAPC10)pAKSE

- *3000),0a2C10) ,XDC3G00), YLC2000),%(3000),Y(3060),RNP(10)sKxK(10) 2

10

11

12

13
16

17
18

19
20

21
22

23

25
30

33

35

“p XPLCLludr YPLLL10D, XPRC10), YPRC10), XPMC10)» YPHCL10) o GACLC) »AUXCTO) 1
COXPLEA RAZCIO),RAP(LO),RAC10)-C0C(10)r20100,CC10)sxX¢8)»ECLO)eRN,2
*PrRO#Zn110)»REN,ZD»RED-DR(1C),CAPCL0),RP(10),5AC3000),56-8S, ASsB1
*DXsADX,cXrASP-BSPoCAsROA,0US,RZC10),CAZCI0),  CRAP(10)-CRKPC10)
COMFON «0DC10),ICCD-CONCLO)-ICON»COADCIQ)-ICQAD,COBC(10)»1COBD
DATA PuL /3.1815527/

TEMPO=4 4MEC])

READC(S5,2)Ho Ko XMIN-YMIN» XNAX, HHo HoEPSo NU-NIT, YNAX, YNIN,NPLUT N J
FORKATULCIS ,8F6.2,2F8e6,FL1C.8,2[3,2FT-4%,211)

READCS, 20)(CRAP(I)rI=1,N)

FORMATL«F10a6)

IAZ=0

[RZ=0

IF(M.Ew.0)GO0 TO 17

READCS,41)(RAZ(I)eI=1,H)

FOGREAT(<F10.6) =
CALL Re#RACK,RAZ, CAZ.[AZ.LAI.HZ-[RZI

HRITE(0,12)

FCRUAT s/ /232K »"raxnoana 2EFOS sacacata,/)

20 16 1=1-HM

XPRCI)==REAL(RAZ(I))

YPROI)==AIHAG(RAZI(I))

[IFCYPRui).GE.O)ED TC 13

S:D-.

AUXCI)=aBSTYPRC1))

GO 10 ze

S=D ™

AUXCI)=2PRCI)

ARITECu,21)XPRUTDLS,AUXCL)

CONTINhup

dRITE(n,18) ’ -

FORMAT(//»32Xs "sasanvne PCLQOS caacswsa™, /)

00 22 i=1l»N

KPL(l)zjﬂE\L(RAF(X))

YPLCIX==AIMAG(RAP(I))

IFCYPLLLI.GE.Q)GO TQ !9

5 LI

ALXCI)= A&S(YPL(!))

GO0 TO <u

Sa™y”

AUXCI)=YPLLT)

HR!IE(D.ZI)\PL(I).S.AUX(ll

FOAMAT (32X, F10.6,1XsA1,1X,"J"sF10.6)

CONTIhuL

CALL PutIN(M,sRAZ,CONe ICON)

CALL PuLLININ,RAF,COC,ICO)!}

CALL CcrOLCCQADSICOAD-CO4-ICOND

CALL Ce#rOL(COBO,ICOEBD,COULICQO)

CALL PaiLOCZA-»IDZA,CON,ICJIN,Cc0O8D,TIC0B0)

CALL €x1L0(¢ZB,1028,C00,ICcUp>Cc0AD,ICOAD)

CALL Suol(C0,E0c0,ZA,1024,28,1028)

HRITE(o,23)

FORMATYLs/»29Xo"COEFICIENIES DC FOLINOMIC PARA™,/»28X,"DETERMINACAD
» DOS PunTOS MULYIFLCS™»/)

00 30 4=1.10CO

ARITE(0»,25)1,C0OCI)

FORMAT LT Xe *COEFICIENYE®» 12,5X,E15.7)

CONT I hue

-IAP=0-

cALL RLrRA(hpRAF'CAP-IAP;LAP-EP-IEP)

NC= 1A ¢IRTZ¢[APOIRP-1 g

IFCIAP.L9.0)G0O 10 33

CALL CauXCCO, IDCA-CAP,[AP,LAP)

IFCIAZ.r0.0) GO TC 35

CALL GiayX(CC»r IDCO,CAZ,1RAZ,LA2)

IF(ANC.ui.1)GU” TC 26

fIFCNC.e6<0)G0O TC 211

K=1
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007s 3 LCKyaCnrLX(-
0ors 5 B 10 A COC(K)/CCC(K*1),0.)
tC
:g ,OETERNJNACAD GAS FAIZES PELC KNETOCO DA CONTINULACAQ
0ore H 36 REABCS,sT (R =
S s N FURFAIL;FLS.;:I)'l 1,NC)
oore : ARITE(Ca,38)
0079 t 58 FORMATU//,25X, "FA -
0080 SR FMIC(:CZM’ééEIgg:mu PELO NETOCO DA CONTINUACAQ™./)
00Aat z IE=ICO-a
ocsz 3 00 40 4=1,IcO
0083 = 40 ECI)=Cuc(Id=COCI)
0084 T K=l
008S 3 50 Z(K)==na(K) 2 ==
0088 3 r=0.
0ca? H DO 123 4L=1,nIT
ooee H L=1
008S 3 P=2(K)
009C H 70 DO 80 i=2,ICO
0091 z 80 OCL)=Cul(I)=-EC )]
0092 3 00 90 1=2,IcO
0093 H 9C DCL=1)=uCdalI=1)
0094 : CALL VarDLCRN-PrE-ICO)
009% 3 CALL VaFOLCRD,P,0,[E)
0096 : XKCL )=rA/RD
0097 : [F(L.Ee-%)GO TO 120
0099 : [F(L-Ew.2)Gd TO 100
0101 H T=T*H/ce
0102 : 100 [f(L.Ewe3)GO 10 (10
0105 3 P=Z(K)eneXK(L) /2.
0loc H L=Le1
010¢€ H GO T0 4w
0107 t 110 P=Z{K)eheXK(L)
o108 H L=Lel
0109 H GO 710 4o
0110 2 120 ZEKI=Zun)eHa(XK(L)e2eXK(2)¢2eXK(3)eXN(4L)) /6
o111 : 123 COMTIAw
0112 H K=Ke}
01113 H IF(K.GI.NC)EO 'TC 130
0115 H GO 10 5
:C
:C REFINAHLNTO DAS RAIZES = RrETQDQO DE NEMWTON
:C
011¢ : 130 CALL RzFR(NCrZ»1DCO,CT,EPS,NU)
0117 3 D0 1485 i=1»hC
O11e H ZACI)=ndALCZ())
0119 : ZBCI)=ALMAGCI(I))
o12c¢ H IF(25(1)«GE-D0)GC 10 135
0122 : §="=-" g
0123 : 25([)=a0SCZ3C(I))
0124 3 GO T0 140
oL2s 2 135 §="e"
0126 t 160 ARITECL,162)1,2AC1),S5,23C1)
o127 s 142 FONMATLcUXr"RALZ™2»12,A%XPELS7,1lXsal,1XKe®*",ELS.7)
o128 : 165 CONTINuE
:C
:C DETERM4AACAC DOS FOATOS ALLTIPLCS CUJO x RESULTA REAL
:C
0129 : 147 CALL FoRRCZMsMNCFR»Z,NC,GA)
=C %
sC DETERMIAACAG DE Q NC PONIC NULTIPLO
sC
013C e IFCACR.tQ.0) GO TC 211
0132 3 D0 20C «=1,AhCR
0133 2 [0CJ)=v
0134 2 00 150 4=1-ICON
013¢ 2 150 AQSCI)=cONCI)
013¢ g [ADS=ICULN
0137 3 Do 16C 4=1»1C00
0138 : 160 BOSCI)=.0DCI)
0139 : IBDS=1LuLD
0140 : 170 CALL CorOLCADDS»IADDS,ADS,1ADS)
0141 H CALL CorOLCBOCS,IEDDS,3DS,IEDS) -
0142 H CALL ProDCZAA»T12AA,ADS»TACS,3C0S5»1300S)
01412 3 catllL PrLDCZB5,»123E+BDS»150S,ADDS» IADDS)
0144 13 CALL SucT(ZCC, 12CC»28B-1ZEB,ZAA, [ZAR)D
016% : CALL PnLD(ZEleEo‘DS:IADS»ACS-IAQS’
O14¢ 3 IX=IN(J)
0147 1 CALL VAFOCREN, ZX,2CC, 1ZCC)
0148 3 CALL VAFrOCRED,ZX»2E,12ED
0149 H ORCJ)=ReN/RED
0150 2 DRR=REAL(DR(J)}) : Setuon

&
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0151
0152
0154
0156
01s7
o1se
015§
016C
0161
0162
0163
0164
0165
0166
0167
0l67
ol16e
0169
017¢C
0171
0173
0174
0175
0176
0177
oire
017s
018¢c

o181
0182
0186
0185
o187
0138
019¢C
0191

0192
0193
0198
019¢<
0196

01%7°

019¢
020C
0201
0202
02013
020%
0208
0207
gz20¢e
0209
0210
021t
0212
0214
021¢c
0216
0217
0218
0219
0220
0221
0222
0223
0224
0226
022e
022s
023¢c
0231
0232
0233
0ez3¢
023¢
0231
0238

hnuunu-nuunnuuununnuu-n-n-no--uw-uuunul-uuu-ua

180

190

195

200

201

S0 50 04 b4 M8 Se 00 S0 0 B B4 08 M S b se

202
203
204
205

B0 08 64 00 se 08 B B8 BT B8 35 86 B4 44 44 B4 6 20 4 e S0 e
o000

OO0

225

230

232
234

536

537

ORI=AINAGCORCJ))
IFCABS(LRR).GE.C.Q1)GO TJ 1$S
'!F(ABS¢LRI)-GE.0.OI)GO TJ 1$S
[QC2)=40Cy)l

00 18Q 4=1,1ZE

ADSCIN=(ECL)

TADS=1, k

00 190 .=1l.1ZCC

8DSCI)=,CclI)

IB0S=14C

GO T0 440

18CJdY)=iul el

CONTINW

KRITE(w,201) ' S

FORMATL//,18X, "sravee PON[D MULTIPLO secewe™, 13X, "CANHG",Sx»™=V
NG =75 ’ IPL ’ » "CANHQ "l- ALO

00 205 i=1.ACR
XKPHCI)=nREAL(ZMCT))
YPRCID)=AINAGCZH(I))
[FCYPHL1).GE.Q)CO TO 202
MCAR)
AUXCI)=aBSCYPHC]))
GO TQ cu3
="s"
AULX(I)=3PNC])
HRIIE(&,ZO‘,KPN(!)!SDAUX([)rGA(I)’[Q([’
FURHAI(JSX-ELS.T:IX:Al-lK—'J"-Elﬁ.f;5x’€|5-Ir5xrll,
CCNTIANuE

VERIFILACAG 0D0S VALGRES HAXINGS ACMITIOCS

00 209% «=1.KCR
IFCASSUYHINI-GE.1.46#3ABSCAIMAGCZF(I))I)IGE TQ 2G7
YTMIN==2.6aABSCAINAGCZHC(L)))
[FOXHINCLE-16oFEALCZNCT)))G0 Tg 208
XMIN=1l.4*REALCZF(]))
IFCXHAR.GEL.1.4*REALCZNCT)))IGO TO 209
XHAX=1a4oREALCZP(1))

CONTINGL

LL=0

00 215 w=1+NCR

KK(L)=y

CONTIRuy

RI=L

14A=0

[FCIAP-AE.0)GD 10 330

I=1

J=1

HE=HHeat,

IFC(IAF-AE.Q0)GD IO 230
SACJ)==hP(I)

AKCJ)=va

SB=SACu)

CALL Var0(35»,53,CCD,IC00)
CALL VvarO0{AS,S8-,CCN.LICON)
CALL YAro(BpX,Se.c0p0,Icdg0)
CALL YarO0CAOX»S5,C0AD»ICJAD)
[F(LLetks0)GO TC 232
SACJel)=SACJ)eHECBSeAX( J)»AS=AS)/(GOX+AX(J)*ADX)
GO Y0 cabk
SACJ#1)=SAC(J)~HE«(BS*+AK( J)eAS*AS) /(GOX+AK(J)*«ADK)
AKCJelJ=AKCJ) ¢HE

J=Jel

SB8=SA(Js=SA(J-1)
R5B=ABS(REAL(SB))
AISB=Ao>CAINAGCS3))
APRR=1.3=RSB*0.05
APRI=1.5+*A1SBs0.1
IFCRSB-LT.YRIK<AND.AISB.LI-VHMIN) GO TO S3E
IFCRSB-~uLE.VEAX.CR.AISB-GE.YKAX) GG TO 5137 -
GO Y0 5.9

RI=RL¢A

J=J=1

HE=HHaki o

GO T0 <20

IFCRL.ut.2)G0 VC S38
RI=RI/¢.

J=J=1

HE=HHak

GO 10 <30
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02139
024C
02a1
0242
02412
0244

0245
02k7
0248
0249
0250
0252
0253

0254
025¢
0258

0260
0262
0263
026°%
02686
0267
0269
0270
02ri

0272

02773
0274
0275
027¢€
0277
0278
027S
0280
0281
0287
0282
0284

028¢<
0287
0288
0289
029¢C
0291
0293
029<
0297
0298

0299
0300

0301

0302
0302
0304
0306
0307
0308
03o0e
0310
0311
0312
0311
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538 RI=RI=4

HE=tHan

J=J~1

GO V0 a0
SAR=REAL(SACJ))
SAL=AInAG(SA(J))

wi
—
L}

VERIFILACAD SE C FONTO ATINCIU UM ZERO (TERNIAD 00 RAFG I

IFCM.Ew.0) GO TC 247
DO 240 4=1,M
RAZI=As8AGC(RAZ(L))
RAZR=RLAL(RAZ(L))
[FCABSLOAR®RAZR)GTe0.25.GR-ABSCSALI*RAZ]).GT..0.25)GC 10 240
GO TO ac0

260 CONTINLL

VERIFILACAD SE O PONTQ AT(NGIU O LIKITE 00S EIX0S

267 [FCSAR-LE.XMAX)IGO TO 320
IFCSAR.LE.XHINICO TC 320
IFCABSCOAI).GE-ABSCYHIN)) GO 1O 320

VERIFILACAO SE APROXIRAKJS CE U¥ PONTO KFULTIPLO

[F(NCR-cQ.0)GO YO 230

D0 250 a=1,NCR

IFCKXKC(42.EQ.LIGC [0 250

ZR=REALAZN(L) )

ZI=AIMALCZH(L)Y)

[F{ABSL.R=SAR)<LE.APRR.A§D.ABS(2I-SAI).LE.AFRIIGO TQ 26Q
250 CONTIANuL

GO 70 30
260 KR(I)=u

VERIFILaCAO OE € AO PONTJ MLLTYIPLQ
[F{HOD(aQ(L),2))390,270,590
MUDAR A DIRECAOD Of PLOTAGEH

270 IX=CMPLA(O.»~1.)
ACR=0.4 2
CALL AnhED{SAR,SRRER)
CALL AnhEDCSAI»ARRE])
CALL AnuFICSBrANGPARRER,ARREL)
S8R=CC> ANG)
581=SINCANG)
JzJel
SACJY= k(L) PACRSCH¥PUXCSBR,SELIeZX
AKCJ)=ual L) *+HE 72
CALL CUMNEK(SA,AK,Q)
GO 10 <30

TERXINU OA PLOTAGENM OE UX RANOD

320 IF(I.Eu-N)GO TO 4CO
J=Jel
RI=1
D0 324 L=1,NCR
324 KRL(L)=v
IF(IAP.2Q.0)G0 10 325
{F(K.Le-IAP)GO TO 360
[FCIALes IRPIGO TC 380
325 I=1e1
GO T0 <e5

POLOS nePETIDOS = DETERMINACAC DAS CONDICQES INICIALS E PgN{Os

330 I=1
K=1
J=1
340 CA==CAFL(K)
CALL VvaFOCASP,CA.CONs ICON)
[FCIAP.LQ.1)G0 10 345
LX=0
00 343 4=1,N

IFCREALCRAPC(LD ) eEC-REALCCAPCK) Do ANDaATHIGCRAP(L)IVECLAINAG(CAP(K))

) GO Tu 343 .
Lx=LXed
CRAPCLAJI=RAPCL)
Y43 CONTINUL
CALL PuLIC(LXsCFAP-CRNPs[RNP)
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0314
031
0316
0317
osre
0319
0320
0321
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0363
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0347
034S
0350
0351
0352
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0356
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036C
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03627

0363
0365
0367
0368
0369
0370
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Q3ir3
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039¢C

G5 se B0 Es 08 40 U8 0P 68 06 08 B8 G4 40 B0 B0 B8 00 WS ) B4 98 V8 50 B4 66 B0 04 8 %0 04 00 60 00 00 80 04 Bb 60 0 e em W

OO0

aoOo

oo n

(x Wz Mg

%0 96 e B S8 9 08 BP G0 8O I BN 40 40 60 40 B8 60 e 08 48 45 06 AU 08 b 89 s se 08 00 6 B4 Be % 04 Pe 20 e we

GO 10 wa2

CALL VAroLCBSP+CA,CRNP+[RAP)
GO 10 >«8

345 CALL POLINCIRP,KP»RAPIRNP)

CALL VabO(BSPsCA,RNP, IRNP)

348 ROA==A>F/BSP

‘ROR=REAL(ROA): - - - - - C e e - - - -
ROI=AIMaGC(ROA)

RO=SQRI4LROR*RORSRCI*ROT)

ARRER=v.

ARREI=ve

CALL A&uFICROAFFI,ARRER, ARREI)

IL=0

EPS=0,c

550 IF(LL.Le.0)GO TC 352 . -l

AKCJ)==(EPS#eAF(K))/RO
ARG=(Fie2.ePle[LePI)/LAP(K)
GG 10 J5%6

352 AKC(J)=(LPSeal AP(K))/RO

ARG=CFaieZ.«PlalL)/LAP(K)

354 SACJ)==LAP(K)¢EPSaCMPLXCCCSCARG)»SINCARG))

CALL CunENCSA, AKSy)
GO 70 <5

360 IL=1ILey

IFCIt-cea LAPCK)IGC TO 370
[=1e¢l
GO 10 250

370 K=K+l

[F(K.GI.IAP)IGO 10 380
I=1el
GO TO 540

360 [F(I.EwaN)GO TO 4CO .-

[1A=1A¢s

I=1e¢1
SA(J)==hP(IR)
ARCJ)=v.

GO TO <5

PULAR o« PONTO MLLTIPLO €2 I*PAR) POR ADICAD DE 0S NA C. TANGENCIAL

390 CTALL AnnEDCSAR,ARRER)

CALL AxnEO(SAL, ARRED)

CALL AnuFICSBrAY,ARRER,ARKEL)
DS=CHPLA(0a32COSCAT),0.3eSIMCAT))
SA{Jels=ZH(L)¢DS
K(J*1,=GA(L) e+ HE/Z.

J=Jel \

CALL CunER(SA,AK.Q)

GO 70 <20

SAIGA ueTALHAOA DCS RESULIADOS

400 [F(HJarw.1) GO 10 410

IF(LL=rs.1)G0 TC 404
ARITECo,501)

601 FORMATL®1%,23X,"VALORES JETI00S PELO METOODO0 DA COANTINUACAQ™)

WRITECO»403)

403 FORMATU//15%, "aeaceraene  POHTOS  acewsmasssm,6X,%se GANHOS

en", IX,"LTERACAD"/)

504 D0 408 (=1,J

HRITELo,406)S5ACL)»AKCL) v

406 FORMATULAGXPELSaT,AX,E15.755%,E15.2,4X,T4)
408 CONTIMUL
410 IF(LL.cwa1)GO TC 415

Jd=J

CALL CciKCSArJsXD,YCs AKP,LLP» XXCo AK,LL)
[FCHPLLI.EQ.1)GC 10 425

HH==Hh

LL=1

GO 10 <a2

€15 CALL Qe iK{SArJeXeYrAXNsLLN YY,AK,LL)

PLOTAGeh 00S PONFCS ATRAVES DA SUBRQUINA pLQTE

425 CALL PLLYE(JJIJrHPLCT-N»ﬂ»HCRoXH[h:XHAX-XC-;D-!-Y:XFL-YPL-xPn.yPR,
. *XPReYPH,YKIN)

LEMITES DE "ESTAEBILLICAOE
.

IFCLLP-LT.0) GO TC A6S
MRITE(0,460)

460 FORMAFL//p20X,"C SISTEMA E ESTAVEL PARA OQUALQLER VYALOR CE X POSITI

ay 0%,/

90 00 00 40 40 B4 gu ee 00 60 S+ B0 oo B0 00 00 0 B 00 B8 0y 04 en B S2 B0 e we S b B e

40 oo B4 4s se 00 e 88 5a 00 08 g4 B¢ ap 63 B3 48 g 4e b

49 80 pa 5o ag B4 04 40 sa e ab 42 68 an 86 S8 sa ap B4 ap 08

85 o 80 sv 82 b8

3
3



0391 %65 HRITEC(o,4T70)

3 s
0392 3 470 FORMANL//,28X,~LIPITE DE ESVABILICADE PARA K POSITIVO™e /) ]
0393 H CALL LieSTCAKPSLLP,XXD) H
0394 3 . 482 [FONMPLUILEQ-1)GC 10 510 : e b T
0396 2 [FCLLANLT.0) GO TC 490 :
0398 3 HRITECL,685) 3
0399 3 AB5 FORMATU//»20Xs,"C SISTEMA E INSTAVEL PARA CUALGUER VALOR 0E K NEGAfT:
0399 3 2 [V0",/) 3
0400 2 GO 10 510 2
0401 2 490 HRITE(0»695) 3
0402 i 495 FORMATL//»28X,"UI¥ITE DE ESTASILIDADE PARA K NEGATIVO™»7) 2
0403 : CALL LatSTCAKN,LLA,YY) 1
04 04 3 510 TEHPO=LJIME(L)~1EX¥PO)/60Q). :
050% 3 WRITECu,9003)1EMFO :
0406 P 900 FORKATL®1,///,20X,"TEMPJ = *,F10.3,= HMINUTQS™,) s
0407 3 siop t
0408 t END :

NO ERRGCSS AND NO WARNINGa IN 408 STATEMENT5,C00E EMITTED = 69911 BITS (8739 BYTES)ORICC TULLT
CCHPILE TINE [S 9 HRINUTE> AHD 40-1 SECONDS FOF 422 CAROS AT 83 CARDS/KINUJE.
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