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“A matemática é a única ciência exata

em que nunca se sabe do que se está a falar

nem se aquilo que se diz é verdadeiro.”

— Bertrand Russel
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Resumo

A teoria qualitativa de equações diferenciais começou ainda no século XIX

com os trabalhos de Henri Poincaré e a partir dáı muito foi feito, desde uma

fundamentação teórica mais precisa até a resolução de problemas emergentes.

Um destes problemas é decidir a estabilidade de um ponto de equiĺıbrio de um

sistema diferencial com linearização não hiperbólica. Muitos avanços foram

feitos, mas ainda restam problemas em aberto, dentre os quais é decidir quando

um sistema anaĺıtico com um equiĺıbrio não hiperbólico monodrômico é foco

ou centro. Tal problema é conhecido como problema foco-centro.

Nesta dissertação, será abordado o problema foco-centro, revisando alguns

conceitos para o centro do tipo linear, para estabelecer alguns resultados para

o caso nilpotente. A falta de um algoritmo para analisar o caso nilpotente será

um dos temas abordados, com a apresentação de um teorema que fornece um

método para detecção de condições para a existência de um centro nilpotente.

Também será estudado este problema com uso das integrais primeiras, anali-

sando quando a sua existência é uma condição necessária e suficiente para um

equiĺıbrio ser um centro.

De modo a ilustrar os métodos estudados, será feita uma aplicação para

sistemas espećıficos.

Palavra chave: Problema Foco-Centro; Centro Nilpotente; Integral Pri-

meira; Liapunov.

3



Abstract

The qualitative theory of differential equations began in the nineteenth

century with the Henri Poincaré work and from there much has been done,

since a theoretical basis more accurate, to solving emerging problems. One of

this problem is to decide the stability of a equilibrium point of a differential

system with non-hyperbolic linearization. Many advances have been made, but

there are still open issues, for example decide when an analytical system with a

non-hyperbolic monodromic equilibrium point is focus or center. This problem

is known as the center-focus problem.

In this dissertation, the center-focus problem will be discussed by reviewing

some concepts for the center of the linear type, to establish some results for

the nilpotent case. The lack of an algorithm to analyze the case nilpotent will

be one of the topics covered with the presentation of a theorem that provides a

method for detecting conditions for the existence of a nilpotent center. It will

also be studied this problem with the use of first integrals, analyzing when its

existence is a necessary and sufficient condition for an equilibrium point be a

center.

In order to illustrate the methods used, an application will be made for

specific systems.

Keywords: Center-Focus Problem; Nilpotent Center; First Integral; Lia-

punov.
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Introdução

Na teoria qualitativa de equações diferenciais, o estudo e a caracterização

dos retratos de fase de campos planares é um dos problemas mais antigos. Um

problema ainda em aberto é o problema foco-centro.

Considere um sistema  x′ = P (x, y),

y′ = Q(x, y),
(1)

onde P e Q são funções anaĺıticas definidas em um aberto de R2, com P (0, 0) =

Q(0, 0) = 0.

Um caso de interesse é quando a linearização na origem apresenta autovalo-

res imaginários puros. Neste caso, a investigação do problema foco-centro pode

ser feita em três subcasos:

1. Ponto cŕıtico não degenerado: Para este caso, o problema foi teorica-

mente resolvido por Poincaré [20] e Liapunov [17]. No entanto, problemas

computacionais e a dificuldade de encontrar condições mais simples para

se analisar, não permitiram resolver o problema em um contexto mais

geral.

2. Ponto cŕıtico nilpotente: Neste caso, é necessário garantir primeiro

a monodromia, algo que foi feito por Andreev em [1]. Quanto a de-

terminação da estabilidade, muito já foi feito, de modo a generalizar

os métodos do caso não degenerado para este caso, mas ainda não há

nenhuma resposta definitiva. Este é um caso amplamente estudado, po-
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demos citar, por exemplo, [12], [11] e [10].

3. Ponto cŕıtico degenerado com linearização nula: Os resultados

atuais se referem à famı́lias espećıficas de sistemas e a solução geral ainda

parece estar distante, ver [15].

Nesta dissertação, a discussão é centrada no caso nilpotente, analisando o

problema com algumas ferramentas e apresentando exemplos para ilustrar os

resultados.

No Caṕıtulo 1, serão introduzidas algumas definições e teoremas que ser-

virão para a discussão ao longo do texto. Estes resultados foram escolhidos de

modo a deixar a dissertação o mais auto contida posśıvel, facilitando assim a

demonstração dos resultados de outros caṕıtulos.

No Caṕıtulo 2, alguns resultados acerca do problema foco-centro serão apre-

sentados, tais como os métodos utilizados para a determinação da estabilidade

no caso linear e no caso nilpotente. O foco principal será no método algébrico

de Liapunov, descrevendo-o em detalhes e culminando com um teorema mos-

trando como calcular o primeiro coeficiente de Liapunov. Vale ressaltar que,

um algoritmo para estudar centros nilpotentes atribúıdo a [12] será enunciado

e demonstrado aqui.

No Caṕıtulo 3, será feita uma aplicação das ferramentas desenvolvidas no

caṕıtulo anterior em alguns resultados desenvolvidos por mim e o meu orienta-

dor.

No Caṕıtulo 4, analisaremos o problema através das integrais primeiras,

investigando quando a sua existência é condição necessária e suficiente para

definir a estabilidade. Serão apresentados alguns resultados clássicos como o

Teorema do Centro Linear, junto com a sua demonstração, e um teorema de

existência de integrais primeiras de [18].

Ao fim desta dissertação, será apresentado o algoritmo utilizado para fazer

os cálculos presentes no trabalho.
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Caṕıtulo 1

Teoria Qualitativa de Equações

Diferenciais Ordinárias

Neste caṕıtulo vamos introduzir alguns conceitos que servirão de base para

o resto da dissertação. Este estudo pode ser encontrado em [9], [12], [22] e [15].

Seja ∆ ⊂ R2 um conjunto aberto. Definimos um campo vetorial de classe

Cr em ∆, como sendo uma função X : ∆ −→ R2 de classe Cr. Neste caso,

o r do Cr pode assumir qualquer valor inteiro positivo, ∞ ou ω, onde r = ω

representa uma função anaĺıtica.

Nesta dissertação, vamos trabalhar exclusivamente com campos anaĺıticos

em R2, a menos que seja especificado de outra maneira. Quando posśıvel,

alguns resultados serão enunciados da maneira mais geral posśıvel de modo a

não descaracterizar a referência onde foi consultada.

Um campo vetorial será representado da seguinte forma

X (x, y) = (P (x, y), Q(x, y)), (1.1)

onde P e Q são funções de classe Cr.

Um sistema de equações diferenciais será representado por x′ = P (x, y),

y′ = Q(x, y),
(1.2)
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onde P e Q são funções de classe Cr.

Será comum ao longo do texto, nos referenciarmos a um sistema diferencial

através do campo vetorial associado a ele e vice e versa.

Definição 1.0.1. Uma solução para (1.3) é uma função diferenciável φ : I −→

∆, onde I é um intervalo da reta, tal que

dφ(t)

dt
= X (φ(t)),

∀t ∈ I.

Será comum chamarmos de trajetórias ou curvas integrais do campo X ,

uma solução para a equação diferencial (1.3).

A noção de integração de um campo vetorial irá significar que, estamos

olhando para as curvas γ(t) = (x(t), y(t)), com t pertencendo a algum intervalo

de R, que são soluções da equação diferencial

X ′ = X (X), (1.3)

onde X = (x, y) ∈ ∆ e X ′ denota dX/dt. As variáveis X e t são chamadas de

variável dependente e variável independente, respectivamente. Convencionare-

mos que a variável t será chamada de tempo.

Definição 1.0.2. Um ponto p ∈ ∆ é dito um ponto de equiĺıbrio de X , se

X (p) = 0. Caso contrário, diremos que ele é um ponto regular de X .

Definição 1.0.3. Uma curva integral φ : I −→ ∆ de X chama-se máxima se,

para toda curva integral ψ : J −→ ∆ tal que, I ⊂ J e φ = ψ|I então I = J e

consequentemente φ = ψ. Chamaremos I de intervalo máximo.

Teorema 1.0.4. Seja X um campo vetorial de classe Cr, 1 ≤ r ≤ ∞ ou ω.

• (Existência e unicidade de soluções máximas) Para cada (x, y) ∈ ∆, existe

um intervalo aberto I(x,y), onde está definida a única solução máxima

φ(x,y) de (1.3) tal que φ(x,y)(0) = (x, y);
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• (Regularidade com relação às condições iniciais) O conjunto

D = {(t, x);x ∈ ∆ , t ∈ Ix} é aberto em R3 e a aplicação φ : D −→ ∆,

dada por φ(t, x) = φx(t) é de classe Cr. Mais ainda, φ satisfaz à equação

D1D2φ(t, x) = DX (φ(t, x)).D2φ(t, x),

para todo (t, x) ∈ D. Aqui a letra D denota a derivada de X e D2 a

derivada em relação a segunda variável de φ(t, x).

Definição 1.0.5. A aplicação φ : D −→ ∆ chama-se fluxo gerado por X .

Definição 1.0.6. O conjunto γp = {φ(t, p), t ∈ Ip}, isto é, a imagem da curva

integral de X pelo ponto p, chama-se órbita de X pelo ponto p.

Note que, q ∈ γp ⇐⇒ γp = γq. De fato, se q ∈ γp, então q = φ(t1, p) e

φ(t, q) = φ(t+ t1, p) e Ip − t1 := {t− t1, com t ∈ Ip} = Iq.

Temos então que, duas órbitas de X coincidem ou são disjuntas, isto é, ∆

fica decomposto numa união disjunta de curvas diferenciáveis, podendo cada

uma ser

• imagem biuńıvoca de um intervalo de R;

• um ponto;

• difeomorfa a um ćırculo.

Em resumo, temos o seguinte teorema.

Teorema 1.0.7. Se φ é uma solução máxima de (1.3) em I, verifica-se uma

única das seguintes alternativas:

• φ é biuńıvoca;

• I = R e φ é constante;

• I = R e φ é periódica, isto é, existe um s > 0 tal que φ(t + s) = φ(t),

para todo t ∈ R, e φ(t1) 6= φ(t2) se |t1 − t2| < s.
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Definição 1.0.8. Uma órbita periódica γ de um campo vetorial X é chamada

de ciclo limite se, existe uma vizinhança U de γ tal que a única órbita periódica

contida em U é γ.

Definição 1.0.9. O conjunto ∆ munido da decomposição em órbitas de X

chama-se retrato de fase de X . As órbitas são orientadas no sentido das curvas

integrais do campo X e os pontos de equiĺıbrio são munidos da orientação

trivial.

Definição 1.0.10. Sejam X1 e X2 campos vetoriais definidos nos abertos ∆1,

∆2 ⊂ Rn, respectivamente. Diz-se que X1 é topologicamente equivalente (resp.

Cr-equivalente) a X2 quando, existe um homeomorfismo (resp. um difeomor-

fismo Cr) h : ∆1 −→ ∆2 que leva órbita de X1 em órbita de X2, preservando a

orientação. Mais precisamente, sejam p ∈ ∆1 e γ1(p) a órbita orientada de X1

passando por p, então h(γ1(p)) é a órbita orientada γ2(h(p)) de X2 passando

por h(p).

Definição 1.0.11. Sejam φ1 : D1 −→ Rn e φ2 : D2 −→ Rn os fluxos gerados

pelos campos X1 : ∆1 −→ Rn e X2 : ∆2 −→ Rn, respectivamente. Diz-

se que X1 é topologicamente conjugado (Cr-conjugado) a X2 quando existe

um homeomorfismo (difeomorfismo de classe Cr) h : ∆1 −→ ∆2 tal que

h(φ1(t, x)) = φ2(t, h(x)) para todo (t, x) ∈ D1.

Definição 1.0.12. Sejam X : ∆ ⊂ Rn −→ Rn um campo de classe Cr definido

no aberto ∆ e A ⊂ Rn−1. Uma aplicação diferenciável f : A −→ ∆ de classe Cr

chama-se seção transversal local de X quando, para todo a ∈ A, Df(a)(Rn−1)

e X (f(a)) geram o espaço Rn. Seja Σ = f(A) munido da topologia induzida.

Se f : A −→ Σ for um homeomorfismo, diz-se que Σ é uma seção transversal

de X .

Teorema 1.0.13 (Fluxo Tubular). Seja p um ponto regular de

X : ∆ ⊂ Rn −→ Rn de classe Cr e f : A −→ Σ uma seção transversal lo-

cal de X de classe Cr com f(0) = p. Então existe uma vizinhança V de p em
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∆ e um difeomorfismo h : V −→ (−ε, ε) × B de classe Cr, onde ε > 0 e B é

uma bola aberta em Rn−1 de centro na origem tal que:

1. h (Σ ∩ V ) = {0} ×B;

2. h é uma Cr-conjugação entre X|V e o campo constante Y : (−ε, ε)×B −→

Rn, Y = (1, 0, 0, . . . , 0) ∈ Rn.

A demonstração deste resultado pode ser encontrada em [22].

Corolário 1.0.14. Seja Σ uma seção transversal de X . Para todo ponto p ∈ Σ

existem ε > 0, uma vizinhança V de p em Rn e uma função τ : V −→ R de

classe Cr tais que τ(V ∩ Σ) = 0 e

1. Para todo q ∈ V , a curva integral φ(t, q) de X|V é definida e biuńıvoca em

Jq = (−ε+ τ(q), ε+ τ(q));

2. ξ(q) = φ(τ(q), q) ∈ Σ é o único ponto onde φ(t, q)|Jq intercepta Σ. Em

particular, q ∈ Σ ∩ V se e só se τ(q) = 0;

3. ξ : V −→ Σ é de classe Cr e Dξ(q) é sobrejetiva para todo q ∈ V . Mais

ainda, Dξ(q).v = 0 se e só se v = αX (q) para algum α ∈ R.

A demonstração deste resultado pode ser encontrada em [22].

Definição 1.0.15. Seja p um ponto de equiĺıbrio de (1.1). O ponto de equiĺıbrio

p é dito monodrômico se não existem órbitas se aproximando, ou se afastando,

de p, com tangente bem definida em p.

Observação 1.0.16. Se uma órbita γ possuir tangente bem definida num

ponto de equiĺıbrio p, diremos que γ é uma órbita caracteŕıstica para p do

sistema (1.1).

Mais adiante falaremos de alguns resultados que garantem a monodromia

de um ponto de equiĺıbrio. Um fato importante, provado em [14], é que, quando

um campo X é anaĺıtico, um ponto monodrômico é sempre um foco ou centro.
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Definição 1.0.17. Seja um sistema de equações diferenciais anaĺıtico no plano

associado ao campo (1.1) e p ∈ R2 um ponto de equiĺıbrio de X . Dizemos que

DX (p) =


∂P

∂x
(p)

∂P

∂y
(p)

∂Q

∂x
(p)

∂Q

∂y
(p)


é a linearização do campo X em p.

Definição 1.0.18. Seja um sistema de equações diferenciais anaĺıtico no plano

associado ao campo (1.1) e p ∈ R2 um ponto de equiĺıbrio de X . Dizemos que p

é um ponto de equiĺıbrio hiperbólico de X se, a sua linearização DX (p) possui

todos os seus autovalores com partes reais não nulas. Caso contrário, diremos

que o ponto é não hiperbólico.

Definição 1.0.19. Seja p um ponto de equiĺıbrio de um campo (1.1) de classe

Cr, com r ≥ 1 ou r = ω. Então p é denominado:

1. não degenerado, se 0 não é um autovalor de DX (p);

2. degenerado, se o determinante de DX (p) é nulo. Um ponto degenerado

é chamado de:

(a) degenerado elementar, se apenas um dos autovalores de DX (p) for

nulo;

(b) nilpotente, se os dois autovalores são nulos, mas DX (p) 6= 0, isto é,

DX (p) não é a matriz nula;

(c) linearmente nulo, se DX (p) for uma matriz nula;

3. Dizemos que p é um centro se existe uma vizinhança U de p tal que todas

as órbitas de U -{p} são fechadas;

4. Dizemos que p é um foco se existe uma vizinhança U de p tal que todas

as órbitas de U - {p} espiralam na direção de p ou se afastam de p, para

t > 0.
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Definição 1.0.20. Diremos que (1.1) é reverśıvel com respeito a uma involução

ϕ, isto é, um difeomorfismo definido em um aberto U ⊂ R2 tal que ϕ ◦ϕ = Id,

se

Dϕ(x, y)X (x, y) = −X (ϕ(x, y)),

∀(x, y) ∈ U .

Definição 1.0.21. Seja H : U ⊂ R2 −→ R uma função não-constante, definida

numa vizinhança U de um ponto de equiĺıbrio p de um campo vetorial (1.1).

Dizemos que H é uma integral primeira de (1.1) se

1. H é constante ao longo de todas as órbitas do sistema;

2. H não é constante em nenhum aberto de U .

Definição 1.0.22. Seja um campo vetorial do tipo (1.1), definido em um aberto

∆ ⊂ R2. Seja ϕ(t) a curva integral passando pelo ponto p, definida no seu

intervalo máximo Ip, Ip = (ω−(p), ω+(p)). Se ω+(p) =∞, definimos o conjunto

ω(p) = {q ∈ ∆;∃(tn) com tn −→∞ e ϕ(tn) −→ q, quando n −→∞}.

Analogamente, se ω−(p) = −∞, define-se o conjunto

α(p) = {q ∈ ∆;∃(tn) com tn −→ −∞ e ϕ(tn) −→ q, quando n −→∞}.

Os conjuntos ω(p) e α(p) são chamados respectivamente de conjuntos ω-

limite e conjunto α-limite de p.

Teorema 1.0.23 (Teorema de Poincaré-Bendixson). Seja ϕ(t) = ϕ(t, p) uma

curva integral de X , definida para todo t ≥ 0, tal que γ+p esteja contida num

compacto K ⊂ ∆. Suponha que o campo X possua um número finito de

equiĺıbrios em ω(p). Tem-se então as seguintes alternativas:

1. Se ω(p) contém somente pontos regulares, então ω(p) é uma órbita periódica;
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2. Se ω(p) contém pontos regulares e equiĺıbrios, então ω(p) consiste de um

conjunto de órbitas, cada uma das quais tende a um desses pontos de

equiĺıbrios quando t −→ ±∞;

3. Se ω(p) não contém pontos regulares, então ω(p) é um ponto de equiĺıbrio.

A demonstração deste resultado pode ser encontrada em [22].

Suponhamos que (0, 0) seja um ponto de equiĺıbrio de um sistema de equações

diferenciais. O retrato de fase no caso dos sistemas bidimensionais lineares estão

bem estabelecidos, isto é, os retratos dos sistemas do tipo X ′ = AX, onde A

é uma matriz 2× 2 com entradas constantes e δ = detA 6= 0. Se δ < 0 temos

uma sela; se δ > 0 e σ = Tr A = 0 temos um centro; se δ > 0 e σ2 − 4δ < 0

temos um foco e se δ > 0 e σ2 − 4δ ≥ 0 temos um nó.

Figura 1.1: Ponto de equiĺıbrio do
tipo sela.

Figura 1.2: Ponto de equiĺıbrio do
tipo nó.
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Figura 1.3: Ponto de equiĺıbrio do
tipo centro.

Figura 1.4: Ponto de equiĺıbrio do
tipo foco.

No caso não linear, isto é, X ′ = AX + r(X), onde r é uma função anaĺıtica

definida em R2 sem termos lineares, com Dr(0) = 0, o estudo da estabilidade

de um ponto de equiĺıbrio hiperbólico ja está bem estabelecido, via Teorema

de Hartman, ver [22].

O estudo do próximo caṕıtulo irá se concentrar no caso não hiperbólico.
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Caṕıtulo 2

Um pouco sobre o problema

foco-centro

O estudo descrito neste caṕıtulo pode ser encontrado em [12], [11], [6], [15],

[2] e [16].

Suponhamos que a origem seja um equiĺıbrio isolado do campo planar

anaĺıtico X da forma (1.1). Vamos investigar o comportamento local deste

campo numa vizinhança da origem.

Proposição 2.0.24. Seja um campo planar anaĺıtico X da forma (1.1), com

um equiĺıbrio não degenerado isolado na origem. Suponha que os autovalores

de sua parte linear na origem são da forma λ1,2 = α ± iβ, α, β ∈ R, β 6= 0.

Então este campo pode ser escrito na forma x′ = αx− βy + F (x, y),

y′ = βx+ αy +G(x, y),
(2.1)

onde F (x, y) e G(x, y) são funções anaĺıticas numa vizinhança da origem, com

F , G e suas derivadas parciais em relação a x e y se anulando na origem.

Demonstração. Por hipótese, o campo X é anaĺıtico numa vizinhança da ori-
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gem, então podemos expressar P (x, y) e Q(x, y) como

P (x, y) =
∂P

∂x
(0, 0)x+

∂P

∂y
(0, 0)y + Φ(x, y),

Q(x, y) =
∂Q

∂x
(0, 0)x+

∂Q

∂y
(0, 0)y + Ψ(x, y),

onde as funções Φ(x, y) e Ψ(x, y) são anaĺıticas e Φ(0, 0) = Ψ(0, 0) = 0,

∂xΦ(0, 0) = ∂yΦ(0, 0) = ∂xΨ(0, 0) = ∂yΨ(0, 0) = 0.

Chamemos ∂xP (0, 0), ∂yP (0, 0), ∂xQ(0, 0) e ∂yQ(0, 0) respectivamente por a,

b, c e d. Segue então que (1.1) fica da forma x′ = ax+ by + Φ(x, y),

y′ = cx+ dy + Ψ(x, y).
(2.2)

Logo, a parte linear DX (0, 0) de (2.2) tem seu polinômio caracteŕıstico dado

por P (λ) = λ2 − (a+ d)λ+ (ad− bc).

Usando que a origem é um equiĺıbrio não degenerado e isolado, obtemos que

ad− bc 6= 0. Assim, δ = (a− d)2 − 4bc.

Por outro lado, como λ1,2 = α± iβ, α, β ∈ R, β 6= 0 então

δ < 0 −→ b, c 6= 0.

Considere então a seguinte mudança de coordenadas


x = −

(
α− d
βc

)
x̄− 1

c
ȳ,

y = − 1

β
x̄.

(2.3)

Observe que, o fato de β 6= 0 e c 6= 0, garante que (2.3) está bem definido.

Logo, (2.2), após a mudança (2.3), assume a forma

 x̄′ = αx̄− βȳ + F̄ (x̄, ȳ),

ȳ′ = βx̄+ αȳ + Ḡ(x̄, ȳ),
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completando a demonstração.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que (0, 0) é um centro de (1.1). Sa-

bemos que os autovalores da linearização são da forma

λ1,2 = ±βi e através de uma mudança linear de variáveis tal como na Pro-

posição 2.0.24, um reescalonamento do tempo do tipo βt = τ , (1.1) pode ser

escrito de uma das formas x′ = −y + F1(x, y),

y′ = x+ F2(x, y),
(2.4)

 x′ = y + F1(x, y),

y′ = F2(x, y),
(2.5)

 x′ = F1(x, y),

y′ = F2(x, y),
(2.6)

onde F1 e F2 são funções anaĺıticas cujos desenvolvimentos de Taylor iniciam-se

com termos quadráticos pelo menos, definidas numa vizinhança da origem.

Os sistemas (2.4), (2.5) e (2.6) são chamados respectivamente de centro do

tipo linear, nilpotente e degenerado.

Observemos o seguinte, o fato dos autovalores da linearização serem com-

plexos conjugados puros, não garante que a origem seja um centro.

Exemplo 1. Seja o sistema diferencial x′ = −y + x3,

y′ = x− y2.
(2.7)

Note que, a origem é um equiĺıbrio isolado e os autovalores da linearização são

λ = ±i, mas a origem é um foco repulsor.

Mais adiante na dissertação, mostraremos como determinar a estabilidade

deste sistema.
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Nas próximas seções vamos discutir um pouco sobre os tipos linear e o

nilpotente.

2.1 Sistemas do tipo linear

O estudo descrito nesta seção e seções subsequentes pode ser encontrado

em [12], [11], [6], [15], [2] e [16].

Ao longo deste caṕıtulo, vamos estudar algumas ferramentas que iremos

utilizar para analisar a estabilidade de um ponto de equiĺıbrio com autovalores

da linearização complexos puros.

2.1.1 Aplicação de Poincaré

A aplicação de Poincaré, também conhecida como aplicação de primeiro re-

torno, é uma função utilizada no estudo da estabilidade e bifurcação de órbitas

periódicas. Desenvolvido por Poincaré em seu artigo [20], este método oferece

algumas vantagens e algumas delas serão descritas ao longo da seção.

Definição 2.1.1. Sejam um campo vetorial X de classe Cr, γ uma órbita

periódica de X passando por um ponto p e Σ uma seção transversal de X em

M0 = (p,X (p)). Definimos a aplicação de Poincaré Π : Σ0 −→ Σ, com Σ0 ⊂ Σ,

como a função de primeiro retorno do fluxo em Σ, isto é, para cada ponto

de Σ0 pertencente a uma órbita suficientemente próxima de p, a aplicação de

Poincaré fornece o primeiro ponto em que a órbita intercepta Σ num tempo

positivo.

Observe que, Σ0 é escolhido suficientemente pequeno de modo que, a aplicação

Π esteja definida em todos os pontos de Σ0.

Proposição 2.1.2. Seja X um campo vetorial de classe Cr. Então, a aplicação

de Poincaré associada a uma órbita fechada γ de X , numa vizinhança da origem,

é um difeomorfismo de classe Cr sobre sua imagem Σ1.

A demonstração deste resultado pode ser encontrada em [15].
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Figura 2.1: Aplicação de Poincaré.

Proposição 2.1.3. Sejam ∆ ⊂ R2 um aberto e X um campo vetorial de

classe C1. Seja γ uma órbita periódica de X de peŕıodo T e Π : Σ0 −→ Σ a

transformação de Poincaré em uma seção transversal Σ em p ∈ γ. Então

Π′(p) = exp

(∫ T

0

divX (γ(t))dt

)
, (2.8)

onde divX (x, y) = ∂xP (x, y) + ∂yQ(x, y).

A demonstração deste resultado também pode ser encontrada em [22].

2.1.2 Função sucessão e valores focais

Seja um sistema diferencial x′ = αx− βy + Φ(x, y),

y′ = βx+ αy + Ψ(x, y);
(2.9)

onde Φ e Ψ são funções anaĺıticas cujos desenvolvimentos de Taylor iniciam-se

com termos quadráticos pelo menos, definidas numa vizinhança da origem.
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Vamos estudar o sistema (2.9), com interesse no caso α = 0. Fazendo uma

mudança de coordenadas polares

x = r cos θ, y = rsenθ,

obtemos
r′ = αr + Φ(r cos θ, rsenθ) + Ψ(r cos θ, rsenθ) = F (r, θ),

θ′ = β +
Ψ(r cos θ, rsenθ)

r
cos θ − Φ(r cos θ, rsenθ)

r
senθ = β + φ(r, θ),

(2.10)

onde Ψ = Ψ(r cos θ, rsenθ) e Φ = Φ(r cos θ, rsenθ).

Reduziremos o sistema (2.10) à equação

dr

dθ
= R(r, θ) =

F (r, θ)

β + φ(r, θ)
. (2.11)

O lema a seguir vai nos ajudar a decidir quando a equação (2.11) tem

solução.

Lema 2.1.4. A função R(r, θ) tem derivadas parciais cont́ınuas com respeito

a r até a ordem m na região −∞ < θ < ∞, 0 ≤ |r| < δ, onde δ é um número

real suficientemente pequeno.

A demonstração deste resultado pode ser obtida em [2].

Usando o Lema 2.1.4 juntamente com o Teorema de Existência e Unicidade

de Soluções, a equação (2.11) possui uma única solução r = f(θ; θ0, r0) com

condição inicial (θ0, r0), para −δ < r < δ, com δ suficientemente pequeno.

As órbitas do sistema (2.10) coincidem com as curvas integrais da equação

(2.11). Dáı, uma solução de (2.11) pode ser considerada como a equação de

uma curva L em coordenadas polares. Notemos que, se L é fechada então

existe somente uma curva L̄ do sistema (2.9) correspondente a ela. Agora, se

L não for fechada, então existe uma infinidade de curvas correspondentes a L,
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da forma

r = r(t), θ = θ(t) + 2kπ,

onde k = 0,±1,±2, . . ..

Então, para r0 suficientemente pequeno a solução r = f(θ; θ0, r0) da equação

(2.11) está definida para θ0 ≤ θ ≤ θ0 + 2π. Consideremos

r1 = f(θ0 + 2π; θ0, r0).

Fixemos θ = θ0. Obtemos então, um segmento transversal ao sistema com

ponto de origem em (0, 0). Chamemos de M0 e M1 as duas primeiras in-

tersecções de uma órbita de (2.9), com este segmento. Defina 0M0 = r0 e

0M1 = r1. Iremos chamar o ponto r1 de primeiro retorno e variando r0, obte-

mos uma função que definiremos abaixo.

Figura 2.2: Função sucessão.

Definição 2.1.5. Seja Π(x) a aplicação de Poincaré para uma órbita γ de um
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sistema diferencial anaĺıtico. Definimos a função sucessão como sendo

d(x) = Π(x)− x.

Se d(x0) = 0, então curva será fechada. Observe então que, se d(x) ≡ 0,

∀x ∈ Dom d, então o equiĺıbrio será um centro, caso contrário será um foco

atrator ou repulsor, dependendo do sinal de d.

Por definição, f(θ; 0, r0) satisfaz

df(θ; 0, r0)

dθ
= R(f(θ; 0, r0), θ).

Aplicando argumentos semelhantes àqueles utilizados na demonstração da

Proposição 2.1.3, obtemos

∂f(θ; 0, 0)

∂r0
= exp

(
2π
α

β

)
.

Observe que, a equação (2.11) é invariante pela mudança r0 por −r0 e de θ

por θ + π. De fato,

d(−r0)
d(θ + π)

= −dr0
dθ

= −R(r0, θ) = R((−r0), (θ + π)).

2.1.3 Algoritmo de Liapunov

A ideia principal consiste em construir, de maneira recursiva, uma função

de Liapunov que pode ser utilizada para determinar a estabilidade de um

equiĺıbrio.

Definição 2.1.6 (Estabilidade de Liapunov). Seja um sistema x′ = f(t, x),

onde f : U −→ Rn é cont́ınua e U ⊂ R × Rn é um aberto. Seja φ(t) uma

órbita deste sistema, definida para todo t ≥ 0. Então φ(t) é estável se ∀ε > 0,

∃δ > 0 e ψ(t) é uma outra solução do sistema então |ψ(0) − φ(0)| < δ, com

ψ(t) definida para todo t ≥ 0 e |ψ(t)− φ(t)| < ε, ∀t ≥ 0.

Definição 2.1.7. Dizemos que φ(t) é assintoticamente estável se for estável do
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tipo Liapunov e, além disso, existir em δ̄ tal que se

|ψ(0)− φ(0)| < δ̄ −→ lim
t→∞
|ψ(t)− φ(t)| = 0.

Considere P (n) ∪ {0}, onde 0 é o polinômio nulo, o espaço dos polinômios

homogêneos de grau n nas variáveis x e y e considere também uma função

V (x, y) =
1

2
(x2 + y2) +

∞∑
j=3

Vj(x, y), (2.12)

onde cada Vj ∈ P (j), j ≥ 3 e X(x, y) = (−y+F1(x, y), x+F2(x, y)) é o campo

associado a (2.4).

Para analisar a estabilidade da origem, precisamos estudar a derivada de V

na direção do campo vetorial X, cuja definição é da forma

V̇ (x, y) = ∇V (x, y).X(x, y). (2.13)

Se a função V é positiva definida em uma vizinhança da origem e V̇ (x, y) ≤

0, então a função V é chamada função de Liapunov para o sistema (2.4) na

origem, ver [22].

Teorema 2.1.8. Se V é uma função de Liapunov na origem para o sistema

(2.4), então o ponto de equiĺıbrio na origem é estável. Se, além disso, V̇ < 0,

então o equiĺıbrio é assintoticamente estável.

A demonstração deste resultado pode ser encontrado em [22].

Seja um sistema do tipo (2.4). Notemos que, a primeira aproximação deste

sistema tem a forma

x′ = −y, y′ = x. (2.14)

Os autovalores deste sistema são iguais à ±i. Vamos estudar então, a in-

fluência dos termos não lineares no comportamento das trajetórias do sistema

(2.4) em uma vizinhança da origem. Para isto, considere o seguinte método

de Poincaré, a intersecção das trajetórias do sistema com a seção transversal
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x = 0.

Para o tempo t = 0, a trajetória (x(t, h), y(t, h)) começa no ponto (0, h),

para h bem pequeno. Vamos denotar T (h), como sendo o tempo de retorno

entre duas sucessivas intersecções com x = 0. Vale ressaltar que, para um h

suficientemente pequeno, este tempo é finito e pode ser encontrado, uma vez

que (2.14) e (2.4) diferem por termos de ordem o((x2+y2)2) próximo da origem.

Dáı,

x(T (h), h) = 0 (2.15)

e y(T (h), h) pode ser aproximado por uma série de potências em termos de h

da forma

y(T (h), h) = h+ L̄2h
2 + L̄3h

3 + · · · (2.16)

Então, o primeiro coeficiente L̄m diferente de zero é chamado de coeficiente

de Liapunov. Estes coeficientes serão utilizados para determinar a estabilidade

ou instabilidade de um ponto de equiĺıbrio. É posśıvel mostrar que, o primeiro

coeficiente não nulo é necessariamente um ı́ndice ı́mpar da forma m = 2k + 1,

ver, por exemplo, [2].

Vamos descrever agora um método para encontrar uma expressão simbólica

para os coeficientes de Liapunov em uma vizinhança da origem em função do

campo. Para isto é necessário encontrar uma função de Liapunov para o sistema

(2.4) da forma

V (x, y) = V2(x, y) + V3(x, y) + · · ·+ Vn+1(x, y), (2.17)

onde V2(x, y) = (x2 + y2)/2 e

Vk(x, y) =
∑
i+j=k

Vi,jx
iyj,
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com Vi,j os coeficientes de Vk. Calculando V̇ (x, y) obtemos

V̇ (x, y) =
∂V (x, y)

∂x

(
−y +

∑
k=2

F1,k(x, y)

)
+
∂V (x, y)

∂y

(
x+

∑
k=2

F2,k(x, y)

)
.

onde F1,k e F2,k são os polinômios homogêneos de grau k do desenvolvimento

de Taylor de F1 e F2 respectivamente. Calculando o produto,

V̇ (x, y) = −xy + xy + xF1,2 + yF2,2 −
(
y
∂V3
∂x
− x∂V3

∂y

)
+ xF1,3 + yF2,3 + F1,2

∂V3
∂x

+ F2,2
∂V3
∂y
−
(
y
∂V4
∂x
− x∂V4

∂y

)
+ · · ·

Sabemos que P (n)∪{0} possui estrutura de espaço vetorial de dimensão finita.

Defina então a transformação linear

Tn : P (n) −→ P (n)

p 7−→ Tn(p) = y
∂p

∂x
− x∂p

∂y
.

Lema 2.1.9. Se n é ı́mpar, então Tn é um isomorfismo.

Lema 2.1.10. Se n é par, isto é, n = 2l, então o núcleo de Tn, ker(Tn), tem

dimensão 1 e é gerado por {(x2 + y2)l}.

As demonstrações destes dois resultados pode ser encontrada em [8].

Pelo Lema 2.1.9, existe algum V3 ∈ P (n) tal que

T3(V3(x, y)) = xF1,2 + yF2,2.

Por este motivo, os termos cúbicos de V̇ se anulam. Agora, pelo Lema 2.1.10

e o Teorema do Núcleo e Imagem, existe um V4 tal que

V̇ = L4(x
2 + y2)2 +O((x2 + y2)5),

onde O((x2 + y2)5) representam os termos de ordem maiores ou iguais a 5 e L4

é uma constante.
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Se L4 6= 0, então a função V (x, y) irá determinar a estabilidade da origem.

Mais precisamente, se L4 < 0, então V é uma função de Liapunov em alguma

vizinhança da origem então o equiĺıbrio é assintoticamente estável. Se L4 > 0,

então a origem é instável.

Agora se L4 = 0, nada podemos concluir. Prosseguimos então utilizando

os Lemas 2.1.9 e 2.1.10, de modo a obter uma nova expressão de V , tal que o

coeficiente de V̇ é L6(x
2 + y2)3 e assim sucessivamente.

Convencionaremos daqui para frente que, o primeiro coeficiente de Liapunov

será denotado por L1, o segundo por L2 e assim por diante.

Teorema 2.1.11. Se Ln = 0, n = 1, . . . , N , mas LN+1 6= 0, então a estabilidade

do equiĺıbrio na origem está bem determinada. Mais precisamente, se LN+1 <

0, então a origem é assintoticamente estável. Se LN+1 > 0, a origem é instável.

A demonstração pode ser encontrada em [3].

Teorema 2.1.12 (Centro de Liapunov). Se um campo vetorial X do tipo (2.4)

é anaĺıtico e Ln = 0, ∀n ≥ 1, então a origem é um centro. Além disso, a série

que define V é convergente numa vizinhança da origem e representa uma função

cujas curvas de ńıvel, contém as órbitas da equação diferencial correspondente

ao campo X.

A demonstração deste resultado pode ser encontrada em [8].

O próximo resultado, nos permite estabelecer uma relação entre os coefici-

entes de Liapunov e as constantes L2n que multiplicam o gerador do núcleo da

transformação, definida no Lema 2.1.10.

Lema 2.1.13. Sejam L̄2m+1, m ≥ 1 a m-ésima constante de Liapunov de

um sistema do tipo (2.4) e L2n, n ≥ 2 o coeficiente de V2n tal como definido

anteriormente. Então, se k ∈ N e L2j = 0, j = 1, 2, . . . , k − 1, então L̄2k−1 =

2π(2k − 1)!L2k.

Agora que está bem definido a constante de Liapunov com as constantes

definidas no Lema 2.1.10, vamos ilustrar o procedimento apresentando um te-
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orema, que fornece explicitamente o primeiro coeficiente de Liapunov para um

sistema diferencial do tipo (2.4).

Teorema 2.1.14. Seja um sistema anaĺıtico x′ = −y + F2(x, y) + F3(x, y) = −y + P (x, y),

y′ = x+G2(x, y) +G3(x, y) = x+Q(x, y),
(2.18)

onde

F2 = µ2,0x
2 + µ1,1xy + µ0,2y

2,

F3 = µ3,0x
3 + µ2,1x

2y + µ1,2xy
2 + µ0,3y

3

e

G2 = ν2,0x
2 + ν1,1xy + ν0,2y

2,

G3 = ν3,0x
3 + ν2,1x

2y + ν1,2xy
2 + ν0,3y

3

são os termos de grau 2 e 3 da expansão de Taylor de P (x, y) e Q(x, y), res-

pectivamente. Então, o primeiro coeficiente de Liapunov L1 é igual a

L1 = 3µ3,0 + µ1,2 + ν2,1 − 3ν3,0 + µ2,0µ1,1 + µ0,2µ1,1

+ 2µ0,2ν0,2 − ν0,2ν1,1 − ν2,0ν1,1 − 2ν2,0µ2,0.

Demonstração. Considere as transformações lineares T3 : P (3) −→ P (3) e

T4 : P (4) −→ P (4), definidas por

Tk(p) = y
∂p

∂x
− x∂p

∂y
,

onde p ∈ P (k) e k = 3, 4. Sejam p ∈ P (3) e q ∈ P (4) da forma

p(x, y) = α0x
3 + α1x

2y + α2xy
2 + α3y

3.
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e

q(x, y) = β0x
4 + β1x

3y + β2x
2y2 + β3y

3x+ β4y
4.

Como P (3) é isomorfo à R4 (P (3) ∼= R4), podemos usar que p(x, y) = (α0, α1, α2, α3).

Análogo para o q .

Dáı,

T3(p) = T ((α0, α1, α2, α3)) = (−α1, 3α0 − 2α2, 2α1 − 3α3, α2).

e

T4(q) = T ((β0, β1, β2, β3, β4)) = (−β1, 4β0 − 2β2, 3β1 − 3β3, 2β2 − 4β4, β3).

Seja V (x, y) = (x2+y2)/2+V3(x, y)+V4(x, y)+. . . uma função, onde Vi ∈ P (i),

com i = 3, 4l0dots. Calculemos então a derivada da função V na direção do

campo,

V̇ (x, y) = −xy + xy + xF2 + yG2 −
(
y
∂V3
∂x
− x∂V3

∂y

)
(2.19)

+ xF3 + yG3 + F2
∂V3
∂x

+G2
∂V3
∂y
−
(
y
∂V4
∂x
− x∂V4

∂y

)
· · · (2.20)

Observe que,

xF2 + yG2 = x(µ2,0x
2 + µ1,1xy + µ0,2y

2) + y(ν2,0x
2 + ν1,1xy + ν0,2y

2)

= µ2,0x
3 + (µ1,1 + ν2,0)x

2y + (µ0,2 + ν1,1)xy
2 + ν0,2y

3

∼= (µ2,0, µ1,1 + ν2,0, µ0,2 + ν1,1, ν0,2).

Pelo Lema 2.1.9, existe uma escolha para V3 = (b0, b1, b2, b3) ∈ P (3) tal que

T3(V3) = (−b1, 3b0 − 2b2, 2b1 − 3b3, b2) = (µ2,0, µ1,1 + ν2,0, µ0,2 + ν1,1, ν0,2),
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ou seja,

b1 = −µ2,0,

b2 = ν0,2,

3b0 − 2b2 = µ1,1 + ν2,0,

2b1 − 3a3 = µ0,2 + ν1,1.

Defina então,

V3(x, y) =

(
µ1,1 + ν2,0 + 2ν0,2

3

)
x3−µ2,0x

2y+ν0,2xy
2−
(

2µ2,0 + µ0,2 + ν1,1
3

)
y3.

Vamos encontrar agora os coeficientes de V4. Usando o Lema 2.1.10, podemos

encontrar um V4 ∈ P (4) tal que

xF3 + yG3 + F2
∂V3
∂x

+G2
∂V3
∂y
−
(
y
∂V4
∂x
− x∂V4

∂y

)
= L(x2 + y2)2,

onde L ∈ R é uma constante a ser determinada. Sendo assim, consideremos

xF3 + yG3 + F2
∂V3
∂x

+G2
∂V3
∂y

= c0x
4 + c1x

3y + c2x
2y2 + c3xy

3 + c4y
4.

Tome L = (3c0 + c2 + 3c4). Dáı,

c0x
4 + c1x

3y + c2x
2y2 + c3xy

3 + c4y
4 − L

8
(x2 + y2)2 ∈ Im(T (4)).

Fazendo as devidas simplificações na expressão anterior, obtemos(
5c0 − c2 − 3c4

8

)
x4 + c1x

3y +

(
−3c0 + 3c2 − 3c4

8

)
x2y2+

c3xy
3 +

(
−3c0 − c2 + 5c4

8

)
y4.

(2.21)
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Seja então V4(x, y) = d0x
4 + d1x

3y + d2x
2y2 + d3xy

3 + d4y
4. Como

T4(V4) = (−d1, 4d0 − 2d2, 3d1 − 3d3, 2d2 − 4d4, d3)

e levando em conta (2.21), obtemos as seguintes expressões para os coeficientes

de V4

d0 =
c1 + c3

4

d1 =
−5c0 − c2 − 3c4

8
,

d2 =
c3
4
,

d3 =
−3c0 − c2 + 5c4

8
,

d4 = 0.

Logo, para

V4(x, y) =
c3
4
x4 +

(
−5c0 − c2 − 3c4

8

)
x3y +

c3
4
x2y2 +

(
−3c0 − c2 + 5c4

8

)
xy3,

a expressão do V̇ fica

V̇ (x, y) =
L

8
(x2 + y2)2 + · · · .

Temos então que, se L 6= 0, então L irá definir a estabilidade do equiĺıbrio na

origem.
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Resta agora calcularmos, explicitamente, os ci, i = 0, 2, 4. Então,

xF3 + yG3 + F2
∂V3
∂x

+G2
∂V3
∂y

= x4µ1,1µ2,0 + 2x4µ2,0ν0,2 − 2x3yµ2,0
2 + x2y2µ0,2µ1,1

+ 2 x2y2µ0,2ν0,2 − x2y2µ2,0ν0,2 − 2x2y2µ2,0ν2,0

− x2y2ν1,1ν2,0 − 2xy3µ0,2µ2,0 − y4ν0,2µ0,2 − 2 y4ν0,2µ2,0

− y4ν0,2ν1,1 + x4µ3,0 + x3yµ2,1 + x3yν3,0 + x3y µ1,1
2

+ 2 x2xy µ1,1ν0,2 + x2xy µ1,1ν2,0 − x2xy µ2,0ν1,1 + x2y2ν2,1

− 2x2y yµ1,1µ2,0 + xy3µ0,3 − xy y2ν1,1µ0,2 − 2 xy y2ν1,1µ2,0

− x y3ν1,1
2 + y4ν0,3 + xxy2µ1,2 + xy2yν1,2.

Colocando em evidência os termos x4, x2y2 e y4 e comparando com os ci obte-

mos que

c0 = µ3,0 + µ2,0µ1,1 + 2µ2,0ν0,2,

c2 = µ0,2µ1,1 + 2µ0,2ν0,2 − 2µ2,0µ1,1 − 2 ν2,0µ2,0 + 2 ν0,2ν1,1 − ν2,0ν1,1 + µ1,2 + ν2,1,

c4 = ν0,3 − 2µ2,0ν0,2 − ν0,2ν1,1.

Portanto,

L = 3c0 + c2 + 3c4,

= 3µ3,0 + µ1,2 + ν2,1 − 3ν3,0 + µ2,0µ1,1 + µ0,2µ1,1

+ 2µ0,2ν0,2 − ν0,2ν1,1 − ν2,0ν1,1 − 2ν2,0µ2,0,

provando assim o teorema.

O Teorema 2.1.14 oferece uma fórmula para calcular o primeiro coeficiente

de Liapunov de um sistema do tipo (2.4). Caso ele seja nulo, prosseguimos

de maneira análoga para obter uma expressão para o segundo coeficiente de

Liapunov. Se ele também for nulo, prosseguimos calculando o terceiro, o quarto
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e assim sucessivamente.

2.2 Sistemas do tipo nilpotente

O estudo descrito nesta seção pode ser encontrado em [12], [11] e [15].

A ideia desta seção é tentar encontrar um método, tal como fizemos para

o caso linear, para determinar a estabilidade de um equiĺıbrio na origem, cuja

linearização possui autovalores complexos puros, mas o sistema possui a forma

(2.5).

Definição 2.2.1. Dizemos que dois campos vetoriais Cr X e Y , r ≥ 1 ou r = ω

são orbitalmente equivalentes em uma vizinhança de um ponto de equiĺıbrio na

origem se existir um difeomorfismo (difeomorfismo anaĺıtico para o caso ω),

levando a vizinhança do 0 em uma outra vizinhança de 0, mantendo o 0 fixo

e levando o retrato de fase de X no retrato de fase de Y , podendo reverter a

orientação.

Note que, o ponto de equiĺıbrio desta definição não precisa ser a origem,

basta considerar um translado linear, levando o ponto de equiĺıbrio até a origem.

Para o caso (2.5), não existe nenhum algoritmo que seja comparável ao

método de Poincaré-Liapunov para determinar condições para um equiĺıbrio

ser um centro. O resultado a seguir, funciona essencialmente para mostrar que

podemos utilizar o algoritmo de Poincaré-Liapunov para determinar centros

nilpotentes.

Teorema 2.2.2 (Teorema do Centro Nilpotente). Suponha que a origem do

sistema (2.5) é um centro. Então existem funções anaĺıticas M1 e M2, tais que

o sistema  x′ = y + F1(x, y) + εM1(x, y),

y′ = −εx+ F2(x, y) + εM2(x, y),
(2.22)

possui um centro do tipo linear na origem para todo ε > 0, onde M1(x, y) =

(x+ f)∂f/∂y e M2(x, y) = −(x+ f)∂f/∂x− f . A função f(x, y) é uma função
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anaĺıtica cujo desenvolvimento de Taylor inicia-se com termos quadráticos, pelo

menos.

Para fazer a demonstração, precisaremos do seguinte teorema, que pode ser

encontrado em [4].

Teorema 2.2.3. Se um sistema anaĺıtico (2.5) possui um centro na origem,

então existe uma mudança de variáveis anaĺıtica tal que o novo sistema também

tem a forma de (2.5) e é reverśıvel com respeito ao difeomorfismo (x, y, t) →

(−x, y,−t).

Demonstração do Teorema 2.2.2. Seja um sistema do tipo (2.5). Suponha que

a origem é um equiĺıbrio do tipo centro e isolado. Pelo Teorema 2.2.3, este

sistema é orbitalmente equivalente a um sistema tempo-reverśıvel numa vizi-

nhança próxima a origem. Então, existe uma mudança de variáveis anaĺıtica

da forma  x = u+ f(x, y),

y = v + g(x, y),
(2.23)

onde f e g são funções anaĺıticas. Usando estas novas variáveis, o sistema (2.5)

tem a forma  u′ = v + F̄1(u, v),

v′ = F̄2(u, v),
(2.24)

onde F̄1 e F̄2 são funções anaĺıticas, com desenvolvimento de Taylor começando

com termos de grau 2 em u e v. Por [4], existe um reescalonamento do tempo

dt = (1 + h(u, v))dτ , tal que (2.24) pode ser escrito da forma u′ = (v + F̄1(u, v))((1 + h(u, v))) = Y1(u, v),

v′ = (F̄2(u, v))((1 + h(u, v))) = Y2(u, v),
(2.25)

e este sistema é invariante pela simetria ϕ(u, v) = (−u, v).

Agora, considere a seguinte perturbação de (2.25) u′ = (v + F̄1(u, v))((1 + h(u, v))),

v′ = −εu+ (F̄2(u, v))((1 + h(u, v))),
(2.26)
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com ε > 0.

Afirmação, a origem é um centro no sistema (2.26). De fato, seja a simetria

ϕ(u, v) = (−u, v). Mostremos que, o sistema é invariante pela simetria. Cal-

culemos o Jacobiano de ϕ em (u, v),

Dϕ(u, v) =

 −1 0

0 1

 ,

X(u, v) = (X1(u, v), X2(u, v)),

onde

X1(u, v) = (v + F̄1(u, v))((1 + h(u, v)))

e

X2(u, v) = −εu+ (F̄2(u, v))((1 + h(u, v))).

Dáı,

Dϕ(u, v).X(u, v) =

 −1 0

0 1

 .

 X1(u, v)

X2(u, v)

 (2.27)

e

−X(ϕ(u, v)) = −(v+F̄1(u, v)(1+h(−u, v)),−ε(−u)+(F̄2(−u, v))((1+h(−u, v)))).

(2.28)

Como o sistema (2.25) é invariante por ϕ, vale que

 −1 0

0 1

 .

 Y1(u, v)

Y2(u, v)

 = −(Y1(−u, v), Y2(−u, v)),

ou seja, Y1(u, v) = Y1(−u, v) e Y2(u, v) = −Y2(−u, v). Logo, comparando os

termos em (2.27) e (2.28), resulta que

X1(u, v) = X1(−u, v) e X2(u, v) = −X2(−u, v).

Como X1(u, v) = Y1(u, v) e X2(u, v) = −εu+Y2(u, v), segue que (2.27) e (2.28)
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são iguais. Assim, (2.26) é invariante por ϕ.

Uma vez que, os autovalores da parte linear são λ = ±i, pela monodromia, e

(2.26) é invariante por ϕ, segue que a origem é um centro para todo ε > 0.

Retornando as variáveis antigas x e y, (2.26) fica igual à x′ = y + F1(x, y) + εM1(x, y),

y′ = −εx+ F2(x, y) + εM2(x, y),
(2.29)

onde ε > 0,

M1(x, y) = (x+ f)
∂f

∂y

e

M2(x, y) = −(x+ f)
∂f

∂x
− f.

Como (2.26) é um centro do tipo linear, para todo ε > 0 e as mudanças de

variáveis eram anaĺıticas, segue que o mesmo vale para (2.29), provando o

teorema.

O Teorema do Centro Nilpotente nos diz, a grosso modo, que um centro

anaĺıtico nilpotente é sempre limite de centros anaĺıticos lineares.

Teorema 2.2.4. Suponha que a origem de um sistema diferencial anaĺıtico

(2.5) é monodrômico e que este sistema é limite de centros do tipo linear da

forma (2.22). Suponhamos ainda que, não existe ponto de equiĺıbrio de (2.22)

tendendo a origem quando ε tende a zero. Então, o sistema (2.5) possui um

centro na origem.

A demonstração deste resultado pode ser encontrada em [11].

É importante notar no teorema anterior que, se a origem da famı́lia de

sistemas do tipo (2.22) não é um centro para todos os valores do seu parâmetro,

então não é posśıvel aplicar o método de Liapunov, dependendo apenas dos

coeficientes da função f(x, y).
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Considere então um problema, no qual queremos determinar condições ne-

cessárias para termos um centro nilpotente em um sistema nilpotente anaĺıtico.

Primeiramente precisamos garantir a monodromia do sistema anaĺıtico, pois

caso contrário nem teŕıamos um problema foco-centro. O próximo teorema vai

fornecer condições necessárias e suficientes para a monodromia de um equiĺıbrio

de um sistema anaĺıtico do tipo (2.5).

Teorema 2.2.5 (Andreev). Seja X = (y+F1(x, y), F2(x, y)) um campo vetorial

do tipo (2.5). Seja y = φ(x) uma solução da equação y+F1(x, y) = 0, contendo

a origem. Assumindo que a expansão da função F2(x, φ(x)) é da forma ξ(x) =

αkx
k+O(xk+1) e ∆(x) = divX(x, φ(x)) = βnx

n+O(xn+1), onde αk 6= 0, 2 ≤ k

e 1 ≤ n. Então, a origem é um foco ou centro se, e somente se, k é ı́mpar,

αk < 0 e ocorre um dos casos abaixo:

• k = 2n+ 1 e β2
n + 4αk(n+ 1) < 0;

• k < 2n+ 1;

• ∆(x) ≡ 0.

A demonstração deste resultado pode ser encontrada em [1].

Para dar uma ideia do funcionamento deste algoritmo, faremos uma aplicação

dele no próximo caṕıtulo.
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Caṕıtulo 3

Aplicações para centros

nilpotentes

Os resultados descritos neste caṕıtulo foram desenvolvidos por mim e o meu

orientador, utilizando os resultados desenvolvidos no Caṕıtulo 2.

Teorema 3.0.6. Seja um campo vetorial

X(x, y) = (y + xH(x, y), αx3 + yH(x, y)),

onde α < 0 e H(x, y) é um polinômio nas variáveis x e y. Então a origem

é um equiĺıbrio monodrômico do campo X se, e somente se, H(x, y) possuir

polinômios de grau ≥ 2.

Demonstração. SejaX(x, y) = (y+F1(x, y), F2(x, y)), onde F1(x, y) = xH(x, y),

F2(x, y) = αx3+yH(x, y) e H(x, y) =
∑l

i=rHi(x, y), onde os Hi são polinômios

homogêneos de grau i e r > 1. Considere G(x, y) = y + F1(x, y). Calculando a

derivada parcial de G(x, y) em relação a y

∂G

∂y
(x, y) = 1 + x

(
l∑
i=r

∂Hi(x, y)

∂y

)
. (3.1)

Observe que, G(0, 0) = 0 e ∂yG(0, 0) = 1, ∀r > 1. Logo, pelo Teorema da

Função Impĺıcita, existe uma vizinhança de (0, 0) tal que y = φ(x), para uma
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única função φ nesta vizinhança e G(x, φ(x)) = 0, com φ(x) passando pela

origem.

Como G é anaĺıtica, φ(x) também o é. Consideremos daqui para frente a

expansão de Taylor de φ(x) como sendo o próprio φ(x), de modo a simplificar

a escrita. Vale ressaltar que a expansão de φ(x) começa pelo menos com termos

lineares.

A divergência do campo X é

divX(x, y) = 2H(x, y) + x
∂H(x, y)

∂x
+ y

∂H(x, y)

∂y
.

Usando que y = φ(x), φ(x) = c1x+ c2x
2 + · · · = x(c1 + c2x+ · · · ) = x.z e

H(x, φ(x)) =
l∑
i=r

Hi(x, xz) =
l∑
i=r

xiHi(1, z) = xr

(
l∑

i=r+1

xi−1Hi(1, z)

)
,

temos

divX(x, φ(x)) = 2H(x, φ(x)) + x
∂H(x, φ(x))

∂x
+ φ(x)

∂H(x, φ(x))

∂y
,

= xr

(
H +

∂H(1, z)

∂x
+ zr

∂H(1, z)

∂y

)
,

(3.2)

onde H̄ =
(∑l

i=r+1 x
i−1Hi(1, z)

)
.

Comparando F2 com o Teorema de Andreev, temos que F2 precisa ter a forma

ξ(x) = αkx
k+O(xk), com k ı́mpar. Como k 6= 1, uma vez que estamos supondo

que a parte linear é nilpotente, segue que o próximo valor adequado para k é

3. Logo para garantir que a expansão de F2 tenha a forma ξ(x) = αx3 +O(x4),

precisamos que r ≥ 2. Como α < 0, k < 2r + 1 e as outras hipóteses se

verificam, pelo Teorema de Andreev a origem é um ponto monodrômico se, e

somente se, r ≥ 2.
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Teorema 3.0.7. Seja um campo vetorial

X(x, y) = (y + x(H2(x, y) +H3(x, y)), αx3 + y(H2(x, y) +H3(x, y))), (3.3)

onde α < 0,

H2(x, y) = b2,0x
2 + b1,1xy + b0,2y

2

e

H3(x, y) = b3,0x
3 + b2,1x

2y + b1,2xy
2 + b0,3y

3

são polinômios homogêneos de grau 2 e 3, respectivamente. Então a origem é

um centro se, e somente se, b2,0 = b0,2 = b3,0 = b1,2 = 0 e b0,3 = −5b2,1/3.

Demonstração. Por conveniência de escrita, considere H = H2(x, y)+H3(x, y).

Pelo Teorema 3.0.6, a origem é um ponto monodrômico. Considere então a

seguinte perturbação do sistema,

Xε(x, y) = (y + xH + εM1(x, y),−εx+ αx3 + yH + εM2(x, y)),

onde M1(x, y) = −(x + f)∂f/∂y, M2(x, y) = −(x + f)∂f/∂x − f , onde f é

uma função anaĺıtica com desenvolvimento de Taylor da forma

f(x, y) =
∞∑

i,j=1

ai,jx
iyj,

tal como no Teorema 2.2.2. A ideia agora é, calcular alguns coeficientes de Lia-

punov, de modo a tentar detectar algumas condições suficientes para a origem

ser um centro. Utilizando o algoritmo para o método algébrico de Liapunov no

software Maple c©, calculamos os três primeiros coeficientes de Liapunov, que

chamaremos aqui de L1, L2 e L3,

L1 =
(6 a0,2a1,1 − 3 a0,3) ε

3 + (−6 a0,2a1,1 + 12 a1,1a2,0 + 3 b0,2) ε
2

3 ε2 + 2 ε+ 3
(−12 a1,1a2,0 + 3 a2,1 + b0,2 + b2,0) ε+ 3 b2,0

3 ε2 + 2 ε+ 3
.
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Colocando o ε em evidência, obtemos que, para L1 = 0 é necessário que b0,2 = 0

e b2,0 = 0. Utilizando esta informação e fazendo algumas escolhas para os

termos de f expansão, o segundo coeficiente é dado por:

L2 = 30 ε6a0,2a1,1
3 + 30 ε6a0,2a1,1a1,2 − 10 ε5a0,2a1,1

3 − 30 ε6a0,2a1,3

−30 ε6a0,4a1,1 − 10 ε5a0,2a1,1a1,2 + 108 ε5a0,2a1,1a3,0 − 9 ε5a0,2a1,1b1,1 +

10 ε4a0,2a1,1
3 + 10 ε5a0,2a1,3 − 36 ε5a0,2a3,1 + 10 ε5a0,4a1,1

−36 ε5a1,1a2,2 + 45 ε5a1,1b0,3 + 10 ε4a0,2a1,1a1,2 − 36 ε4a0,2a1,1a3,0 +

3 ε4a0,2a1,1b1,1 − 30 ε3a0,2a1,1
3 + 90 ε4a0,2a1,1 − 10 ε4a0,2a1,3 +

12 ε4a0,2a3,1 + 15 ε4a0,2b1,2 − 30 ε4a0,2b3,0 − 10 ε4a0,4a1,1 + 12 ε4a1,1a2,2

−3 ε3a0,2a1,1b1,1 − 30 ε3a0,2a1,1 + 30 ε3a0,2a1,3 − 12 ε3a0,2a3,1 +

10 ε3a0,2b1,2 + 25 ε3a0,2b3,0 + 30 ε3a0,4a1,1 − 12 ε3a1,1a2,2 + 30 ε3a1,1a4,0 +

25 ε3a1,1b0,3 + 10 ε3a1,1b2,1 − 108 ε2a0,2a1,1a3,0 + 9 ε2a0,2a1,1b1,1 +

30 ε2a0,2a1,1 + 36 ε2a0,2a3,1 + 15 ε2a0,2b1,2 + 36 ε2a1,1a2,2 − 30 ε2a1,1a4,0

−30 ε2a1,1b0,3 + 15 ε2a1,1b2,1 − 90 a0,2ε a1,1 + 45 ε a0,2b3,0 + 90 ε a1,1a4,0.

Colocando ε em evidência, para L2 = 0, não é necessária nenhuma condição ex-

tra do campo. Fazendo as simplificações posśıveis, que a perturbação permite,

o terceiro coeficiente tem a seguinte forma

L3 = 54 ε2a2,2a3,1 + 6 ε2a2,2b1,2 − 85 ε2a3,1b0,3 − 14 ε2b0,3b1,2

−54 ε a2,2a3,1 − 15 ε a2,2b1,2 + 168 a4,0a3,1ε+ 76 ε a3,1b0,3

−29 ε a3,1b2,1 + 6 ε a4,0b1,2 + 14 ε b0,3b1,2 − 2 ε b1,2b2,1

−168 a3,1a4,0 + 14 a3,1b2,1 − 21 a4,0b1,2 + 2 b1,2b2,1ε.

Com o ε em evidência, obtemos que para L3 = 0 é necessário que b0,3 = −5/3b2,1

e b3,0 = b1,2 = 0.

Com estas condições em mãos, vamos reescrever o campo (3.3)
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 x′ = y + x(b1,1xy + b2,1x
2y − 5/3b2,1y

3),

y′ = αx3 + y(b1,1xy + b2,1x
2y − 5/3b2,1y

3).
(3.4)

Chamaremos

G1(x, y) = y + x(b1,1xy + b2,1x
2y − 5/3b2,1y

3)

e

G2(x, y) = αx3 + y(b1,1xy + b2,1x
2y − 5/3b2,1y

3).

Uma vez que a origem é um equiĺıbrio monodrômico, se mostrarmos que o

sistema é reverśıvel, então a origem será um centro.

Seja então ϕ : U ⊂ R2 −→ R2 uma função definida em uma vizinhança U da

origem, dada por ϕ(x, y) = (x,−y). É fácil ver que, ϕ é uma involução e um

difeomorfismo. Verifiquemos então se o sistema (3.4) é reverśıvel com respeito

a ϕ.

Observe que,

Dϕ(x, y) =

 1 0

0 −1


e

Dϕ(x, y).X(x, y) =

 1 0

0 −1

 (G1(x, y), G2(x, y)).

Por outro lado,

X(ϕ(x, y)) = X(x,−y) = (G1(x,−y), G2(x,−y)),

onde

G1(x,−y) = −y + x(b1,1x(−y) + b2,1x
2(−y)− 5/3b2,1(−y)3)

e

G2(x,−y) = αx3 + (−y)(b1,1x(−y) + b2,1x
2(−y)− 5/3b2,1(−y)3).
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Temos então que, Dϕ(x, y).X(x, y) = −X(ϕ(x, y)), provando que o campo é

reverśıvel com respeito a ϕ. Portanto, a origem do campo é um centro se, e

somente se, b2,0 = b0,2 = b3,0 = b1,2 = 0 e b0,3 = −5/3b2,1.
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Caṕıtulo 4

Integrabilidade de sistemas

diferenciais

O estudo descrito neste caṕıtulo pode ser encontrado em [7], [19], [18], [5]

e [10].

A ideia deste caṕıtulo é estudar o problema foco-centro para o caso nilpo-

tente, através de integrais primeiras. Veremos alguns resultados que garantem

a existência de integrais primeiras para certos tipos de sistemas nilpotentes e

quando que estes são suficientes para garantir a estabilidade do equiĺıbrio.

A argumentação abaixo pode ser encontrada em [5] e servirá para demons-

trarmos o Teorema do Centro Linear.

Seja um sistema

X ′ = AX + Υ(X), (4.1)

onde X ∈ Cn, A é uma matriz constante n× n e as coordenadas Xk de Υ são

séries de potências convergentes sem termos lineares.

Suponha que (4.1) possua um equiĺıbrio na origem cujos autovalores da

linearização são ki = ±iω, i=1,2, e os outros k3, k4, . . . , kn possuem parte real

negativa.

Através de uma mudança de variável, parecida com a da Proposição 2.0.24,

o sistema (4.1) se transforma em
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x′1 = iωx1 +X1(x1, x2, x̃),

x′2 = −iωx2 +X2(x1, x2, x̃),

x̃′ = Ãx̃+ X̃(x1, x2).

(4.2)

Por causa da mudança e do fato de que as componentes são reais, segue

que x2 = x̄1 e X2(x1, x2, x̃) = X̄1(x1, x2, x̃), onde a barra simboliza o complexo

conjugado. De acordo com um teorema, que pode ser encontrado em [5] na

página 60, existe uma mudança de variável


x1 = y1 + h1(y1, y2, ỹ),

x2 = y2 + h2(y1, y2, ỹ),

x̃ = ỹ + h̃(y1, y2),

(4.3)

transformando (4.2) em
y′1 = iy1 + y1P1(y1y2),

y′2 = −iy2 + y2P2(y1y2),

ỹ′ = ˜̃Aỹ + Ỹ (y1, y2, ỹ),

(4.4)

com Ỹ (y1, y2, 0) = 0, onde P1 e P2 são séries formais de potências de y1y2, sem

termos constantes.

Existem dois tipos posśıveis para a função P1:

1. Tipo 1, quando

P1(y1y2) = G(y1y2) + iH(y1y2),

onde G(y1y2) = g(y1y2)
n + · · · , com g 6= 0, H(y1y2) é uma série de

potências com coeficientes reais;

2. Tipo 2, quando

P1(y1y2) = iH(y1y2).

Analisemos primeiramente o Tipo 1.

Considere a expansão dos termos na mudança (4.3). Escolhendo um N
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grande, podemos truncar a expansão no N -ésimo termo de modo que o sistema

(4.4) pode ser escrito como
y′1 = iy1(1 + H̄2N

1 (y1y2)) + gy1(y1y2)
N + Y ∗1 ,

y′2 = −iy2(1 + H̄2N
2 (y1y2)) + gy2(y1y2)

N + Y ∗2 ,

ỹ′ = ˜̃Aỹ + Ỹ 2N+2 + Ỹ ∗,

(4.5)

onde Ỹ (ỹ, 0) = 0 e as expansões de Y ∗1 , Y ∗2 e Ỹ ∗ começam com termos de ordem

maiores que 2N + 2.

Lema 4.0.8. Para o Tipo 1, se g < 0, então a origem de (4.1) é assintoticamente

estável e se g > 0, então a origem é instável.

Demonstração. Como a mudança (4.4) é anaĺıtica basta verificar as afirmações

para o sistema (4.5).

Considere a função de Liapunov

U(y1, y2, ỹ) = y1y2 +W (ỹ),

onde W (ỹ) é uma forma quadrática satisfazendo

∂W

∂ỹ
˜̃Aỹ = g(y23 + · · ·+ y2n). (4.6)

Como ˜̃A possui os autovalores com partes reais negativas e a expressão do lado

direito de (4.6) é uma forma quadrática, pelo Lema na página 57 de [5], W (ỹ)

tem um sinal definido que depende de g.

Dáı, calculando a derivada de U na direção de (4.5) e fazendo as devidas sim-

plificações, obtemos

U̇ = g(2(y1y2)
N+1 + y23 + . . .+ y2n) + y1y

∗
2 + y2y

∗
1 +

∂W

∂ỹ
(Ỹ 2N+2 + Ỹ ∗).

Como y2 = ȳ1, a soma nos parênteses irá definir o sinal de g.

Pelas propriedades de Y ∗1 , Y ∗2 e Ỹ ∗, o mesmo ocorre com U̇ , em uma pequena

47



vizinhança da origem. Logo, se g < 0, U̇ e a origem é assintoticamente estável

pelo Teorema (2.1.8) e se g > 0, a origem é instável.

Analisemos agora o Tipo 2.

Considere novamente a mudança (4.3). Sabendo que, P1 = iH(y1y2) e

P2 = −iH(y1y2). Então, (4.4) se escreve como
y′1 = iy1(1 +H(y1y2)),

y′2 = −iy2(1 +H(y1y2)),

ỹ′ = ˜̃A′ỹ + Ỹ (y1, y2, ỹ),

(4.7)

Pelo teorema da página 62 em [5], segue que as séries h1, h2 e h̃ em (4.3)

são convergentes para |Y | < M , para algum M > 0.

É fácil ver que, o produto y1y2 é uma integral primeira das duas primeiras

equações de (4.7). Então, V = y1y2 é uma função de Liapunov. Em resumo,

provamos o seguinte lema.

Lema 4.0.9. Para o Tipo 2, a origem de (4.1) é estável.

Vamos agora descrever em detalhes a geometria das trajetórias de (4.7), para

|Y | < M . Observe que, o espaço real Re y1 e Im y1, y3, . . . , yn é estratificado

pelos cilindros invariantes

Γ : (Re y1)
2 + (Im y1)

2 = c,

com |y| < M e c ∈ R tal que, |c| < M , cuja intersecção com o hiperplano ỹ = 0,

resulta em uma famı́lia de curvas γ fechadas, que na verdade são ćırculos.

As soluções pertencentes a Γ tendem a soluções periódicas, quando

t −→ +∞. Como a solução geral das duas primeiras equações de (4.7) é

da forma

y1 = c1e
i(1+H)t e y2 = c2e

−i(1+H)t,

segue então que, o peŕıodo destas soluções é dado por 2π(1 + H)−1, com
√
c

sendo o raio das circunferências.
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A transformação x 7→ (Re y1, Im y1, ỹ) é anaĺıtica, real e com o Jacobi-

ano não nulo. Então, para uma vizinhança suficientemente pequena, a origem

é estratificada por superf́ıcies anaĺıticas invariantes (n-1)-dimensional cuja in-

tersecção com superf́ıcies anaĺıticas invariantes 2-dimensional passando pela

origem, resulta em órbitas fechadas.

Logo, esta intersecção é coberta com trajetórias fechadas, provando que a

origem é um centro.

Agora, considere a integral y1y2 = c de (4.7). Pelo Teorema da Função

Impĺıcita, a transformação (4.3) é invert́ıvel e a sua inversa é dada por
y1 = x1 + g1(x1, x2, x̃),

y2 = x2 + g2(x1, x2, x̃),

ỹ = x̃+ g̃(x1, x2),

(4.8)

onde g1, g2, g̃ são séries de potências convergentes.

Então,

H(x1, x2, x̃) = x1x2 + g(x1, x2, x̃),

onde

g = x1g2(x1, x2, x̃) + x2g1(x1, x2, x̃) + g1(x1, x2, x̃)g2(x1, x2, x̃)

é uma integral primeira de (4.2) e, portanto, o sistema é do Tipo 2. Em resumo,

temos o teorema.

Teorema 4.0.10. O sistema (4.2) é do Tipo 2 se, e somente se, o sistema

possui uma integral primeira.

Se n = 2, as conclusões que podemos chegar é que, se H for do Tipo 1,

então a origem será um foco atrator ou repulsor, dependendo do sinal de g, e se

h for do Tipo 2, a origem será um centro se, e somente se, possuir uma integral

primeira na origem, ou seja, provamos o seguinte teorema.
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Teorema 4.0.11 (Teorema do Centro Linear). Um sistema anaĺıtico do tipo

(2.4) possui um centro na origem se, e somente se, existe uma integral primeira

anaĺıtica local da forma H(x, y) = x2+y2+F (x, y), definida em uma vizinhança

da origem, onde F é uma função anaĺıtica com desenvolvimento de Taylor com

termos pelo menos quadráticos.

Lembremos que, o Teorema 2.2.2 nos diz que um centro nilpotente pode

ser aproximado por uma famı́lia a 1 parâmetro de centros lineares. Então,

pelo Teorema 4.0.11, para cada ε > 0 teremos uma integral primeira anaĺıtica

Hε(x, y). Uma pergunta razoável é a seguinte, será que um centro nilpotente

sempre possuirá uma integral primeira anaĺıtica definida numa vizinhança da

origem?

A resposta para esta pergunta virá ao longo do caṕıtulo.

A primeira coisa importante é garantir a existência de uma integral primeira

para sistemas diferenciais. O estudo abaixo pode ser encontrado em [18].

Definição 4.0.12. Seja um sistema do tipo (1.1). Definimos um sistema orto-

gonal à (1.1) como sendo X⊥(x, y) = (−Q(x, y), P (x, y)).

Observação:

1. Os pontos cŕıticos de X⊥ são os mesmos de X .

2. Se X0 é um ponto regular de X , então o par ordenado (X (x0),X⊥(x0))

formam uma base ortogonal, positivamente orientada de R2.

3. X⊥ possui a mesma regularidade que o campo X .

Vamos definir algumas notações que serão utilizadas quando convenientes.

Denotaremos por δ uma órbita de X e γ uma órbita de X⊥. Quando δ for

uma órbita periódica, denotaremos por ∆ o conjunto compacto com bordo δ.

Denotaremos também por α(γ) o conjunto α-limite de γ e por ω(γ) o conjunto

ω-limite de γ.
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Proposição 4.0.13. Se δ é uma órbita periódica orientada no sentido anti-

horário (horário), então o compacto ∆ é positivamente (negativamente) inva-

riante por X⊥.

Proposição 4.0.14. A intersecção de qualquer órbita periódica de X⊥ com

qualquer órbita periódica de X contém no máximo um ponto.

Demonstração. Se δ é uma órbita periódica orientada no sentido anti-horário,

então uma órbita periódica γ de X⊥ interceptando δ deve entrar em ∆. Se

existisse um outro ponto nesta intersecção, então, por causa da invariância

positiva de ∆, δ e γ devem ser tangentes em algum ponto, o que contraria a

ortogonalidade dos campos.

Definição 4.0.15. Suponha que a origem seja um centro de (1.1). Seja δ uma

órbita periódica não trivial de X ao redor da origem, de modo que ∆ satisfaz

∀δ ∈ ∆, δ é uma órbita periódica ao redor da origem. (4.9)

Definimos

N0 = int(∆),

com ∆ satisfazendo (4.9).

Teorema 4.0.16. Seja a origemO, um equiĺıbrio isolado de um sistemaX(x, y) =

(F1(x, y), F2(x, y)) de classe Ck, k ∈ N ∪ {∞, ω}. Então, O é um centro se,

e somente se, existe uma integral primeira H de classe Ck num aberto sem a

origem, com um mı́nimo isolado na origem. Se O é um centro, H está definido

sobre todo o N0.

Demonstração. Assumindo que O é um centro. A prova será conduzida em 6

etapas.

Sejam os sistemas

X(x, y) = (F1(x, y), F2(x, y))

e

X⊥(x, y) = (−F2(x, y), F1(x, y)).
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Seja também ∆ um compacto com bordo δ, que é uma órbita fechada com a

origem em seu interior, e N0 = int(∆).

Afirmação 1: Não existem órbitas periódicas ou homocĺınicas de X⊥ inter-

ceptando N0.

De fato, suponha que uma órbita fechada γ de X⊥ intercepte N0. Então, γ

irá cruzar transversalmente alguma órbita fechada de X em N0. Mas, sabemos

que, se duas órbitas fechadas se interceptam transversalmente, então elas pos-

suem pelo menos dois pontos em comum, o que contraria a Proposição 4.0.14.

Análogo, para uma órbita homocĺınica.

Afirmação 2: Qualquer órbita de X⊥, interceptando N0 tende a O, quando

t→∞ ou t→ −∞.

Imediato da Proposição 4.0.13 e do Teorema de Poincaré - Bendixson.

Afirmação 3: Qualquer órbita γ de X⊥ interceptando N0, intercepta todas

as órbitas periódicas de X em N0.

De fato, sem perda de generalidade, suponha que γ(t)→ 0, t→∞. Se existir

uma órbita periódica δ1 em N0 tal que δ1 ∩ γ = ∅, então γ estará inteiramente

contido no compacto ∆δ1 com bordo δ1 ou em R2 −∆δ1 .

Se γ ⊂ ∆δ1 , como não há outros equiĺıbrios em ∆δ1 , diferente de O, o α-limite de

γ será uma órbitas periódicas de X ou uma órbita homocĺınica, contradizendo

a Afirmação 1.

Se γ ⊂ R2 − ∆δ1 , então γ(t) não tende à 0 quando t → ∞, o que também é

uma contradição.

Afirmação 4: Existe uma integral primeira H.

Seja γ(t) uma órbita de X⊥ parametrizada interceptando N0. Para cada

x ∈ N0, seja δx o ciclo passando por x.

Defina β : N0 − {O} −→ R, uma função que associa, para cada x ∈ N0 − {O},

o valor t do parâmetro, onde γ intercepta δx, isto é, β(x) = t, quando γ(t) ∈ δx.

Pelas afirmações anteriores, é fácil ver que β está bem definida.
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Se γ(t)→ O, quando t→∞, defina então

H : N0 −→ R,

como sendo H(x) = e−β(x) = e−t, se x 6= O e H(O) = 0.

Se γ(t)→ 0, quando t→ −∞, a definição é análoga. A função H que definimos

é constante ao longo das trajetórias e possui um mı́nimo isolado em O. Vamos

assumir para as outras afirmações que, γ(t)→ 0 quando t→∞.

Afirmação 5: H é cont́ınua em O.

Com efeito, para cada ε > 0, seja δε o ciclo correspondente a t = −ln ε. Então

para cada x ∈ int(∆ε), β(x) > t e H(x) = e−β(x) < ε.

Afirmação 6: H é de classe Ck fora da origem.

Seja ψ(t, x) a solução de X⊥ passando por x em t = 0 e ϕ(s, x) a solução de X

nas mesmas condições. Tome x0 tal que, ψ(t, x0) = γ(t).

Se a função α : (s, t) −→ ϕ(s, ψ(t, x0)) possui uma inversa local Ck, então

podemos escrever

H(x) = e−πt◦α
−1

,

onde πt(s, t) = t e H(x) é de classe Ck fora da origem.

Como ϕ(s, .) é um Ck-difeomorfismo para cada s, é suficiente mostrar que a

inversibilidade local de α na curva γ, isto é, para s = 0. Calculando a matriz

Jacobiana

∂α

∂t
=

∂ϕ(s, ψ(t, x0))

∂t

=
∂ϕ

∂x1

∂x1
∂t

+
∂ϕ

∂x2

∂x2
∂t

=
∂ϕ

∂s

∂s

∂t
+
∂ϕ

∂x2
X⊥(ψ(t, x0))

O termo
∂ϕ

∂s

∂s

∂t
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se anula uma vez que o campo não depende de s. Dáı,

∂α

∂t
=

∂ϕ

∂x2
(−F2(ψ(t, x0)), F3(ψ(t, x0))),

onde ∂x2ϕ é uma matriz 2×2. Como a matriz [∂x2ϕ] é igual a matriz identidade

quando s = 0, veja [21], então∣∣∣∣∂(α)

∂(t)

∣∣∣∣ (0, t) = (f 2
1 + f 2

2 )(γ(t)) 6= 0

e α possui uma inversa suave em uma vizinhança de (0, t), provando o resultado.

A rećıproca é facilmente verificada.

Os dois próximos lemas podem ser encontrados em [13] página 177 e serão úteis

na demonstração.

Lema 4.0.17. Seja um sistema (1.1) com um equiĺıbrio na origem. Suponha

que H é uma integral primeira de (1.1) em uma vizinhança limitada D da

origem. Se H(0) = 0 e H(x) > 0 para x 6= 0 em D, então x = 0 é um ponto de

equiĺıbrio estável.

Demonstração. Se H(0) = 0, H(x) > 0 para x 6= 0 ∈ D, então ∀ε > 0

α := min|x|=εE(x) > 0.

Escolha 0 < δ < ε de modo que {x : |x| ≤ δ} ⊂ D e max|x|≤δH(x) < α.

Como H é uma integral primeira, segue que para uma solução x(t, x), vale que,

|x0| < δ =⇒ |x(t, x0)| < ε.

Provando o lema.

Lema 4.0.18. Em R2, todas as órbitas em uma vizinhança de um equiĺıbrio

estável isolado de um sistema que possui uma integral primeira devem ser

órbitas periódicas e o ponto de equiĺıbrio é um centro.
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Logo, se H é uma integral primeira de classe Ck num aberto sem a origem, com

um mı́nimo isolado na origem, então H não é constante em qualquer vizinhança

de O. Dáı, podemos usar os Lemas 4.0.17 e o 4.0.18 e o resultado segue.

O teorema anterior nos diz que, para um sistema do tipo (1.1) de classe Ck,

incluindo o caso anaĺıtico, a existência da integral primeira não garante que ela

é Ck na origem, muito menos anaĺıtica.

Os dois teoremas abaixo melhoram ainda mais as condições destas integrais

primeiras.

Teorema 4.0.19. Seja um sistema (1.1) de classe Ck, k ∈ N, com um ponto

de equiĺıbrio na origem O. Então, O é um centro se, e somente se, existir uma

integral primeira de classe Ck com um mı́nimo isolado na origem.

Se O é um centro, a integral está definida em todo o N0.

Teorema 4.0.20. Seja um sistema (1.1) de classe C∞ com um ponto de

equiĺıbrio na origem O. Então, O é um centro se, e somente se, existir uma

integral primeira de classe C∞ com um mı́nimo isolado na origem.

Se O é um centro, a integral está definida em todo o N0.

A demonstração destes dois últimos teoremas pode ser encontrada em [18].

Agora que já estabelecemos a existência, sobre certas condições, de uma

integral primeira, vamos estabelecer alguns resultados para sistemas do tipo

nilpotente.

Definição 4.0.21. Dizemos que uma série de potências

H =
∞∑

i,j=0

ai,jx
iyj

é uma integral primeira formal do sistema (2.5) se H satisfaz

∂H

∂x
(y + F1(x, y)) +

∂H

∂y
F2(x, y) ≡ 0.
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No próximo teorema, vamos analisar a existência de integrais primeiras

(anaĺıticas ou formais) definidas em uma vizinhança da origem de um centro

nilpotente. Este teorema pode ser encontrado em [7].

Teorema 4.0.22. Suponha que o sistema (2.5) possui um centro na origem.

a) Se F1(x, y) = yf(x, y2) e F2(x, y) = g(x, y2), então o sistema (2.5) possui

uma integral primeira anaĺıtica da forma H = y2 + F (x, y), com F uma

função com desenvolvimento de Taylor começando com termos de grau

maior que 2.

b) Se o sistema possui uma integral primeira formal, então esta integral pri-

meira formal é da forma H = y2 + F (x, y), com F uma função com

desenvolvimento de Taylor começando com termos de grau maior que

2. Em particular, se o sistema possui uma integral primeira anaĺıtica

definida na origem, então esta integral primeira anaĺıtica tem a forma

H = y2 + F (x, y), com F uma função com desenvolvimento de Taylor

começando com termos de grau maior que 2.

c) Como uma aplicação, nós caracterizamos os centros nilpotentes para siste-

mas diferenciais  x′ = y + P3(x, y),

y′ = Q3(x, y),

que possui uma integral primeira anaĺıtica, onde P3 e Q3 são polinômios

homogêneos de grau 3.

Demonstração. a) Suponha que o sistema (2.5) tenha a forma x′ = y + yf(x, y2),

y′ = g(x, y2),
(4.10)

onde f e g são funções com desenvolvimento de Taylor começando com termos

pelo menos quadráticos e que o sistema (4.10) possui um centro na origem.
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Considere a seguinte mudança de variáveis e reescalonamento do tempo

x = u,

y =
√
u2 + v2,

dτ =

(√
u2 + v2

v

)
dt,

definida no conjunto Σ = {(x, y)|y2−x2 > 0 e y > 0} e o semi-plano {v > 0}.

Nas novas variáveis (u, v, τ), o sistema (4.10) assume a forma u′ = u+ vf(u, u2 + v2),

v′ = −u+ g(u, u2 + v2)− uf(u, u2 + v2).
(4.11)

Observe que, o sistema (4.11) está definido em todo o R2.

Uma vez que a expansão das funções f e g começam com termos quadráticos,

temos que (4.11) é um centro linear, pois ele é reverśıvel com respeito à (u, v)→

(u,−v). Então, pelo Teorema 4.0.11, o sistema (4.11) possui uma integral

primeira anaĺıtica da forma H(u, v) = u2 + v2 + F (u, v), definida em uma

vizinhança da origem, onde F (u, v) uma função com desenvolvimento de Taylor

começando com termos pelo menos cúbicos.

Usando que o sistema é invariante pela transformação (u, v) → (u,−v), se

(u(t), v(t)) é uma solução de (4.11), então (u(−t),−v(−t)) também é uma

solução. Logo, o retrato de fase de (4.11) é simétrico com respeito ao eixo u.

Mais ainda, como eixo u não é formado por órbitas, pela monodromia, cada

órbita que possui um ponto no eixo u é simétrico, isto é, é invariante pela

simetria. Por este motivo, a sua integral primeira H(u, v) também é invariante

pela mesma simetria. Assim, H deve ter a forma H(u, v) = u2 + v2 + I(u, v2),

onde I(u, v2) é uma função com desenvolvimento de Taylor começando com

termos pelo menos cúbicos.

Voltando com as variáveis antigas obtemos que, para uma vizinhança de U1 da
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origem, a função anaĺıtica

H̄(x, y) = H
(
x,
√
y2 − x2

)
= y2 + I(x, y2 − x2)

é uma integral primeira de (4.10) em Σ∩U1. É fácil ver que H̄ é anaĺıtica, pois

é a composição de funções anaĺıticas.

Como a origem de (4.10) é um centro, seja U2 uma vizinhança na origem

invariante pelo fluxo do sistema tal que U2 ⊂ U1. Para cada órbita periódica γ

contida em U2 existe um ponto (x0, y0) ∈ Σ ∩ U2 tal que, localmente, γ pode

ser escrita como y = F (x), onde F é anaĺıtica. O arco γ∩Σ deve coincidir com

um arco da curva anaĺıtica H̄(x, y) = h, para algum h ∈ R, uma vez que H̄ é

uma integral primeira anaĺıtica de (4.10) em Σ∩U2. Por este motivo, em uma

vizinhança de (x0, y0) a curva H̄(x, y) = h pode ser escrita como y = G(x), com

G anaĺıtica. Como F e G são funções anaĺıticas de uma variável que coincidem

em uma vizinhança de um ponto (x0, y0), segue que as curva anaĺıticas γ e

H̄(x, y) = h coincidem em U2. Portanto, H̄ é uma integral primeira anaĺıtica

de (4.10) em U2, provando o item a) .

A demonstração dos itens b e c fogem um pouco do escopo proposto, mas

ela pode ser encontrada em [7].

Proposição 4.0.23. Seja o campo x′ = y + x2,

y′ = −x3.
(4.12)

Então (4.12) possui um centro nilpotente na origem, mas ele não possui nem

uma integral primeira anaĺıtica local e nem uma formal definida na origem.

Demonstração. Usando o Teorema 2.2.5, obtemos que a origem é um ponto de

equiĺıbrio monodrômico.

Afirmação, o sistema (4.12) é reverśıvel com respeito a involução ϕ(x, y) =
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(−x, y). De fato,

F (ϕ(x, y)) = (y + (−x)2,−(−x)3) = (y + x2, x3)

e

Dϕ(x, y).F (x, y) =

 −1 0

0 1

 .

 y + x2

−x3

 .

Observe que, Dϕ(x, y).F (x, y) = (−(y + x2),−x3) = −F (ϕ(x, y)), provando

que o sistema é reverśıvel. Como a origem é monodrômica, segue que a origem

é um centro nilpotente.

Pelo Teorema 4.0.22 item b, se o sistema possui uma integral primeira anaĺıtica

local na origem, então ela deve ser da forma H = y2 + F (x, y), com o desen-

volvimento de Taylor de F começando com termos de grau maior que 2.

Supondo que

F =
∞∑

i+j=3

fijx
iyj

e impondo que H é uma integral primeira, isto é, H satisfaz

∂H

∂x
(y + x2)− ∂H

∂y
(x3) ≡ 0.

Expandindo os termos obtemos

−x7f4,1 − 2x6yf3,2 − 3x5y2f2,3 − 4x4y3f1,4 − 5x3y4f0,5 + 5x6f5,0 + 4x5yf4,1

−4x3y3f0,4 + 2x3y3f2,3 + x2y4f1,4 + 4x5f4,0 + 5x4yf5,0 − 3x3y2f0,3 + 4x3y2f4,1

+2xy4f2,3 + y5f1,4 − x4f1,1 − 2x3yf0,2 + 4x3yf4,0 − 2x3y + 2x3f2,0 + x2yf1,1

+3x2y3f3,2 + y2f1,1 + 3x4y2f3,2 + 2xyf2,0.

Igualando os coeficientes dos termos de grau 3 a 0, obtemos que os coeficientes

f3,0, f2,1 e f1,2 devem se anular. Substituindo estes valores, obtemos
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−x7f4,1 − 2x6yf3,2 − 3x5y2f2,3 − 4x4y3f1,4 − 5x3y4f0,5 + 5x6f5,0 + 4x5yf4,1

−4x3y3f0,4 + 2x3y3f2,3 + x2y4f1,4 + 4x5f4,0 + 5x4yf5,0 − 3x3y2f0,3+

2xy4f2,3 + y5f1,4 − x4f1,1 − 2x3yf0,2 + 4x3yf4,0 − 2x3y + 2x3f2,0 + x2yf1,1

+3x2y3f3,2 + y2f1,1 + 3x4y2f3,2 + 2xyf2,0 + 4x3y2f4,1.

Igualando agora os coeficientes de grau 4 a 0, obtemos que f1,3, f2,2 e f3,1 devem

se anular e f4,0 = 1/2. Substituindo estes valores, obtemos

−x7f4,1−2x6yf3,2−3x5y2f2,3−4x4y3f1,4−5x3y4f0,5+5x6f5,0+4x5yf4,1+3x4y2f3,2

−4x3y3f0,4 +2x3y3f2,3 +x2y4f1,4 +5x4yf5,0−3x3y2f0,3 +4x3y2f4,1 +3x2y3f3,2

+2xy4f2,3+y5f1,4+2 x5−x4f1,1−2x3yf0,2+2 x3f2,0+x2yf1,1+2 xyf2,0+y2f1,1.

Notemos que, na expressão acima, o monômio x5 possui uma constante igual

a 2 e por este motivo a expressão não pode se anular, provando assim que H

não é uma integral primeira.

Este resultado responde a pergunta acerca da existência de integral primeira

anaĺıtica sempre que um ponto de equiĺıbrio for um centro. Veremos adiante

que, para o caso degenerado, o resultado é o mesmo.

Seja o campo  x′ = P (x, y),

y′ = Q(x, y),
(4.13)

onde P e Q são funções anaĺıticas tais que, P (0, 0) = Q(0, 0) = 0.

Suponha que a origem seja um centro degenerado. Temos então que, as

componentes do campo podem ser expressas como séries de potências tais como

P (x, y) = P2(x, y) + · · ·+ Pn(x, y) + · · · ,

Q(x, y) = Q2(x, y) + · · ·+Qn(x, y) + · · · ,
(4.14)

60



onde Pj e Qj são polinômios homogêneos de grau j, com j = 2, · · · .

Definição 4.0.24. Seja uma função anaĺıtica f(x, y) definida em uma vizi-

nhança de um ponto (x0, y0). Definimos o subgrau de f como sendo o menor

inteiro positivo j, tal que alguma derivada

∂jf

∂xiyj−i
(x0, y0) 6= 0.

Iremos denotar o subgrau como sendo, subdeg(x0,y0)f(x, y).

Definição 4.0.25. Uma direção caracteŕıstica para a origem do sistema (4.13)

é uma raiz ω ∈ S1 do polinômio homogêneo xQn(x, y) − yPn(x, y), com

n = min{subdeg(x0,y0)P (x, y), subdeg(x0,y0)Q(x, y)}, que pode ser representado

na forma ω = (cos(θ), sen(θ)), onde θ ∈ [0, 2π).

É imediato que, o número de direções caracteŕısticas é no máximo n + 1.

Os dois próximos resultados podem ser encontrados em [10].

Proposição 4.0.26. Seja γ(t) uma órbita caracteŕıstica para a origem do sis-

tema (4.13) e

ω = lim
x→+∞

γ(t)

||γ(t)||
.

Então, ω é uma direção caracteŕıstica do sistema (4.13).

Corolário 4.0.27. Se todas as ráızes do polinômio xQn(x, y)− yPn(x, y) pos-

suem parte imaginária não nula, então a origem é um ponto de equiĺıbrio mo-

nodrômico.

Com estas definições e teoremas bem estabelecidos, estamos em condição

de provar a proposição a seguir.
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Proposição 4.0.28. O campo

 x′ = −y3,

y′ = x3 +
x2 + y2

2
,

(4.15)

possui um centro na origem, mas não possui uma integral primeira anaĺıtica

definida na origem.

Demonstração. Mostremos primeiramente que a origem é um centro.

Seja F (x, y) = (−y3, x3 + (x2 + y2)/2) o campo associado à (4.15). Mostremos

que, o campo é reverśıvel com respeito à involução ϕ(x, y) = (x,−y). De fato,

Dϕ(x, y).F (x, y) =

 1 0

0 −1

 .

 −y3

x3 + (x2 + y2)/2


e

F (x,−y) = (y3, x3 + (x2 + y2)/2).

Note que, Dϕ(x, y).F (x, y) = −F (x,−y), provando que o campo é reverśıvel.

Agora, observemos que, a expansão das coordenadas do campo F possui um

subgrau 3. Dáı, P3(x, y) = −y3, Q3(x, y) = x3 e

xQ3(x, y)− yP3(x, y) = x4 + y4

possui todas as ráızes com a parte imaginária. Logo, pelo Corolário 4.0.27, a

origem é um ponto monodrômico e como ele é reverśıvel, segue que a origem é

um centro.

Para mostrar que o campo não possui integral primeira na origem, vamos utili-

zar w = (x3− (x2y2)/2)dx+ y3dy, que é a forma diferencial associada à (4.15).

De acordo com [19], a forma w possui uma integral primeira se existirem po-

linômios m e n nas variáveis x e y, tais que w = mdn. Então, como o campo e

a forma diferencial estão relacionados por meio de um isomorfismo, se a forma

diferencial possui uma integral primeira, então o campo também vai possuir.
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Observe que, o campo F possui polinômios de grau no máximo 3. Por este

motivo, suponha que

n(x, y) = x4b4,0 + x3yb3,1 + x2y2b2,2 + xy3b1,3 + y4b0,4

e

m(x, y) = a1,0x+ a0,1y + a0,0.

Assim,

mdn = (4x4a1,0b4,0 + 4x3ya0,1b4,0 + 3x3ya1,0b3,1 + 3x2y2a0,1b3,1

+ 2x2y2a1,0b2,2 + 2xy3a0,1b2,2 + xy3a1,0b1,3 + y4a0,1b1,3

+ 4 x3a0,0b4,0 + 3x2ya0,0b3,1 + 2xy2a0,0b2,2 + y3a0,0b1,3)dx

+ (x4a1,0b3,1 + x3ya0,1b3,1 + 2x3ya1,0b2,2 + 2x2y2a0,1b2,2

+ 3 x2y2a1,0b1,3 + 3xy3a0,1b1,3 + 4xy3a1,0b0,4

+ 4 y4a0,1b0,4 + x3a0,0b3,1 + 2x2ya0,0b2,2 + 3xy2a0,0b1,3

+ 4 y3a0,0b0,4)dy.

Comparando mdn com w, é fácil ver que a0,1 = a1,0 = 0. Logo,

mdn = (4x3a0,0b4,0 + 3x2ya0,0b3,1 + 2xy2a0,0b2,2 + y3a0,0b1,3)dx

+ (x3a0,0b3,1 + 2x2ya0,0b2,2 + 3xy2a0,0b1,3 + 4 y3a0,0b0,4)dy.

Não existe escolha para as constantes na expressão acima de modo que, w =

mdn. Logo, o campo F não possui uma integral primeira e o resultado segue.
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Anexo

Algoritmo Liapunov

> restart;
> for i from 2 to 4 do f[i] := sum(a[i-j, j]*x^(i-j)*y^j, j = 0

.. i) end do:

> for i from 2 to 3 do g[i] := sum(b[i-j, j]*x^(i-j)*y^j, j = 0

.. i) end do:

> for i from 2 to 2 do l[i] := sum(c[i-j, j]*x^(i-j)*y^j, j = 0

.. i) end do:

> f := sum(f[k], k = 2..4):

> H := sum(g[l], l = 2..3):

> L := sum(l[j], j=2):

> M := (x+f)*(diff(f, y)):

> N := -(x+f)*(diff(f, x))-f:

> V[2,0]:=1/2:V[1,1]:=0:V[0,2]:=1/2:
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> V[2]:=sum(’V[2-k,k]*x^(2-k)*y^k’,’k’=0..2):

> V[3]:=sum(’V[3-k,k]*x^(3-k)*y^k’,’k’=0..3):

> V[4]:=sum(’V[4-k,k]*x^(4-k)*y^k’,’k’=0..4):

> V[5]:=sum(’V[5-k,k]*x^(5-k)*y^k’,’k’=0..5):

> V[6]:=sum(’V[6-k,k]*x^(6-k)*y^k’,’k’=0..6):

> V[7]:=sum(’V[7-k,k]*x^(7-k)*y^k’,’k’=0..7):

> V[8]:=sum(’V[8-k,k]*x^(8-k)*y^k’,’k’=0..8):

Função de Liapunov e suas derivadas
> U:=mtaylor(V[2]+V[3]+V[4]+V[5]+V[6]+V[7]+V[8],[x,y],9):

Ux:=diff(U,x):Uy:=diff(U,y):

Tk(Vk)
> T[3]:=mtaylor(x*Uy-y*Ux,[x,y],4):T[4]:=mtaylor(x*Uy-y*Ux,[x,y],5)

-mtaylor(x*Uy-y*Ux,[x,y],4):

T[5]:=mtaylor(x*Uy-y*Ux,[x,y],6)-mtaylor(x*Uy-y*Ux,[x,y],5):

T[6]:=mtaylor(x*Uy-y*Ux,[x,y],7)-mtaylor(x*Uy-y*Ux,[x,y],6):

T[7]:=mtaylor(x*Uy-y*Ux,[x,y],8)-mtaylor(x*Uy-y*Ux,[x,y],7):

T[8]:=mtaylor(x*Uy-y*Ux,[x,y],9)-mtaylor(x*Uy-y*Ux,[x,y],8):

Definir o campo

> F:=H*x+M*epsilon+y: G:=-2*x^3+H*y+N*epsilon-epsilon*x:

Os Dk são os polinômios de grau k de V aplicado no campo.

D3

> D3:=mtaylor(Ux*(F)+Uy*(G),[x,y],4)-mtaylor(Ux*(F)+Uy*(G),[x,y],3):
> d30:=coeff(coeff(D3,x,3),y,0):d21:=coeff(coeff(D3,x,2),y,1):

d12:=coeff(coeff(D3,x,1),y,2):d03:=coeff(coeff(D3,x,0),y,3):

> S3:=solve({d30,d21,d12,d03},{V[3,0],V[2,1],V[1,2],V[0,3]}):
> V[1,2]:=subs( S3, V[1,2]):

V[3,0]:=subs( S3, V[3,0]):V[0,3]:=subs( S3, V[0,3]):

V[2,1]:=subs( S3, V[2,1]):
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Verficação

> simplify(D3):

D4
> D4:=mtaylor(Ux*(F)+Uy*(G)-eta[2]*(x^2+y^2)^2,[x,y],5)

-mtaylor(Ux*(F)+Uy*(G),[x,y],4):
> d40:=coeff(coeff(D4,x,4),y,0):d31:=coeff(coeff(D4,x,3),y,1):

d22:=coeff(coeff(D4,x,2),y,2):d13:=coeff(coeff(D4,x,1),y,3):

d04:=coeff(coeff(D4,x,0),y,4):

> solve({d40,d31,d22,d13,d04},{V[4,0],V[3,1],V[2,2],V[1,3],V[0,4],eta[2]}):

> V[0,4]:=0:

> S4:=solve({d40,d31,d22,d13,d04},{V[4,0],V[3,1],V[2,2],V[1,3],eta[2]}):
> V[4,0]:=subs( S4, V[4,0]):V[3,1]:=subs( S4, V[3,1]):

V[2,2]:=subs( S4, V[2,2]):V[1,3]:=subs( S4, V[1,3]):

V[0,4]:=subs( S4, V[0,4]):eta[2]:=subs( S4, eta[2]):

Verificação

> simplify(D4):

D5

> D5:=mtaylor(Ux*(F)+Uy*(G),[x,y],6)-mtaylor(Ux*(F)+Uy*(G),[x,y],5):
> d50:=coeff(coeff(D5,x,5),y,0):d41:=coeff(coeff(D5,x,4),y,1):

d32:=coeff(coeff(D5,x,3),y,2):d23:=coeff(coeff(D5,x,2),y,3):

d14:=coeff(coeff(D5,x,1),y,4):d05:=coeff(coeff(D5,x,0),y,5):

> S5:=solve({d50,d41,d32,d23,d14,d05},{V[5,0],V[4,1],V[3,2],
V[2,3],V[1,4],V[0,5]}):
> V[5,0]:=subs( S5, V[5,0]):V[4,1]:=subs( S5, V[4,1]):

V[3,2]:=subs( S5, V[3,2]):V[2,3]:=subs( S5, V[2,3]):

V[1,4]:=subs( S5, V[1,4]):V[0,5]:=subs( S5, V[0,5]):

Verificação

> simplify(D5):

D6
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> D6:=mtaylor(Ux*(F)+Uy*(G)-eta[3]*(x^2+y^2)^3,[x,y],7)

-mtaylor(Ux*(F)+Uy*(G),[x,y],6):
> d60:=coeff(coeff(D6,x,6),y,0):d51:=coeff(coeff(D6,x,5),y,1):

d42:=coeff(coeff(D6,x,4),y,2):d33:=coeff(coeff(D6,x,3),y,3):

d24:=coeff(coeff(D6,x,2),y,4):d15:=coeff(coeff(D6,x,1),y,5):

d06:=coeff(coeff(D6,x,0),y,6):

> solve({d60,d51,d42,d33,d24,d15,d06},{V[6,0],V[5,1],V[4,2],
V[3,3],V[2,4],V[1,5],V[0,6],eta[3]}):

> V[0,6]:=0:
> S6:=solve({d60,d51,d42,d33,d24,d15,d06},{V[6,0],V[5,1],
V[4,2],V[3,3],V[2,4],V[1,5],eta[3]}):
> V[6,0]:=subs( S6, V[6,0]):V[5,1]:=subs( S6, V[5,1]):

V[4,2]:=subs( S6, V[4,2]):V[3,3]:=subs( S6, V[3,3]):

V[2,4]:=subs( S6, V[2,4]):V[1,5]:=subs( S6, V[1,5]):

eta[3]:=subs( S6, eta[3]):

Verificação

> simplify(D6):

D7

> D7:=mtaylor(Ux*(F)+Uy*(G),[x,y],8)-mtaylor(Ux*(F)+Uy*(G),[x,y],7):
> d70:=coeff(coeff(D7,x,7),y,0):d61:=coeff(coeff(D7,x,6),y,1):

d52:=coeff(coeff(D7,x,5),y,2):d43:=coeff(coeff(D7,x,4),y,3):

d34:=coeff(coeff(D7,x,3),y,4):d25:=coeff(coeff(D7,x,2),y,5):

d16:=coeff(coeff(D7,x,1),y,6):d07:=coeff(coeff(D7,x,0),y,7):

> S7:=solve({d70,d61,d52,d43,d34,d25,d16,d07},{V[7,0],V[6,1],
V[5,2],V[4,3],V[3,4],V[2,5],V[1,6],V[0,7]}):
> V[7,0]:=subs( S7, V[7,0]):V[6,1]:=subs( S7, V[6,1]):

V[5,2]:=subs( S7, V[5,2]):V[4,3]:=subs( S7, V[4,3]):

V[3,4]:=subs( S7, V[3,4]):V[2,5]:=subs( S7, V[2,5]):

V[1,6]:=subs( S7, V[1,6]):V[0,7]:=subs( S7, V[0,7]):

Verficação

> simplify(D7):
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D8
> D8:=mtaylor(Ux*(F)+Uy*(G)-eta[4]*(x^2+y^2)^4,[x,y],9)

-mtaylor(Ux*(F)+Uy*(G),[x,y],8):
> d80:=coeff(coeff(D8,x,8),y,0):d71:=coeff(coeff(D8,x,7),y,1):

d62:=coeff(coeff(D8,x,6),y,2):d53:=coeff(coeff(D8,x,5),y,3):

d44:=coeff(coeff(D8,x,4),y,4):d35:=coeff(coeff(D8,x,3),y,5):

d26:=coeff(coeff(D8,x,2),y,6):d17:=coeff(coeff(D8,x,1),y,7):

d08:=coeff(coeff(D8,x,0),y,8):

> solve({d80,d71,d62,d53,d44,d35,d26,d17,d08},{V[8,0],V[7,1],
V[6,2],V[5,3],V[4,4],V[3,5],V[2,6],V[1,7],V[0,8],eta[4]}):

> V[0,8]:=0:
> S8:=solve({d80,d71,d62,d53,d44,d35,d26,d17,d08},{V[8,0],V[7,1]
,V[6,2],V[5,3],V[4,4],V[3,5],V[2,6],V[1,7],eta[4]}):
> V[8,0]:=subs( S8, V[8,0]):V[7,1]:=subs( S8, V[7,1]):

V[6,2]:=subs( S8, V[6,2]):V[5,3]:=subs(S8, V[5,3]):

V[4,4]:=subs( S8, V[4,4]):V[3,5]:=subs( S8, V[3,5]):

V[2,6]:=subs(S8, V[2,6]):V[1,7]:=subs( S8, V[1,7]):

eta[4]:=subs( S8, eta[4]):

Verificação

> simplify(D8):

Coeficientes de Liapunov

> L1:=eta[2]:L2:=eta[3]:L3:=eta[4]:

> collect(L1,epsilon):
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[17] M. A. Liapunov, Problème général de la stabilité du mouvement, Ann.

of Math. Stud., 17,Princeton University Press, Princeton, N. J.; Oxford

University Press, London, 1947. iv+272 pp. [paged 203-474].

70



[18] L. Mazzi, M. Sabatini, A Characterization of Centres via First Inte-

grals J. Differential Equations, 76 (1988), 222 - 237.

[19] R. Moussu, Une Démonstration Géométrique dún Théoréme de
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