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Resumo

A teoria qualitativa de equagoes diferenciais comecou ainda no século XIX
com os trabalhos de Henri Poincaré e a partir dai muito foi feito, desde uma
fundamentagao tedrica mais precisa até a resolucao de problemas emergentes.
Um destes problemas é decidir a estabilidade de um ponto de equilibrio de um
sistema diferencial com linearizacao nao hiperbdlica. Muitos avancgos foram
feitos, mas ainda restam problemas em aberto, dentre os quais é decidir quando
um sistema analitico com um equilibrio nao hiperbélico monodromico é foco
ou centro. Tal problema é conhecido como problema foco-centro.

Nesta dissertacao, serd abordado o problema foco-centro, revisando alguns
conceitos para o centro do tipo linear, para estabelecer alguns resultados para
o caso nilpotente. A falta de um algoritmo para analisar o caso nilpotente sera
um dos temas abordados, com a apresentacao de um teorema que fornece um
método para deteccao de condigoes para a existéncia de um centro nilpotente.
Também serd estudado este problema com uso das integrais primeiras, anali-
sando quando a sua existéncia é uma condicao necessaria e suficiente para um
equilibrio ser um centro.

De modo a ilustrar os métodos estudados, sera feita uma aplicagao para
sistemas especificos.

Palavra chave: Problema Foco-Centro; Centro Nilpotente; Integral Pri-

meira; Liapunov.



Abstract

The qualitative theory of differential equations began in the nineteenth
century with the Henri Poincaré work and from there much has been done,
since a theoretical basis more accurate, to solving emerging problems. One of
this problem is to decide the stability of a equilibrium point of a differential
system with non-hyperbolic linearization. Many advances have been made, but
there are still open issues, for example decide when an analytical system with a
non-hyperbolic monodromic equilibrium point is focus or center. This problem
is known as the center-focus problem.

In this dissertation, the center-focus problem will be discussed by reviewing
some concepts for the center of the linear type, to establish some results for
the nilpotent case. The lack of an algorithm to analyze the case nilpotent will
be one of the topics covered with the presentation of a theorem that provides a
method for detecting conditions for the existence of a nilpotent center. It will
also be studied this problem with the use of first integrals, analyzing when its
existence is a necessary and sufficient condition for an equilibrium point be a
center.

In order to illustrate the methods used, an application will be made for
specific systems.

Keywords: Center-Focus Problem; Nilpotent Center; First Integral; Lia-

punov.
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Introducao

Na teoria qualitativa de equagoes diferenciais, o estudo e a caracterizacao
dos retratos de fase de campos planares é um dos problemas mais antigos. Um
problema ainda em aberto é o problema foco-centro.

Considere um sistema
(1)

onde P e @ sao fungoes analiticas definidas em um aberto de R?, com P(0,0) =
Q(0,0) = 0.

Um caso de interesse é quando a linearizagao na origem apresenta autovalo-
res imaginarios puros. Neste caso, a investigacao do problema foco-centro pode

ser feita em trés subcasos:

1. Ponto critico nao degenerado: Para este caso, o problema foi teorica-
mente resolvido por Poincaré [20] e Liapunov [I7]. No entanto, problemas
computacionais e a dificuldade de encontrar condi¢des mais simples para
se analisar, nao permitiram resolver o problema em um contexto mais

geral.

2. Ponto critico nilpotente: Neste caso, é necessario garantir primeiro
a monodromia, algo que foi feito por Andreev em [I]. Quanto a de-
terminacao da estabilidade, muito ja foi feito, de modo a generalizar
os métodos do caso nao degenerado para este caso, mas ainda nao ha

nenhuma resposta definitiva. Este é um caso amplamente estudado, po-



demos citar, por exemplo, [12], [I1] e [10].

3. Ponto critico degenerado com linearizagao nula: Os resultados
atuais se referem a familias especificas de sistemas e a solugao geral ainda

parece estar distante, ver [15].

Nesta dissertagao, a discussao é centrada no caso nilpotente, analisando o
problema com algumas ferramentas e apresentando exemplos para ilustrar os
resultados.

No Capitulo 1, serao introduzidas algumas definicoes e teoremas que ser-
virao para a discussao ao longo do texto. Estes resultados foram escolhidos de
modo a deixar a dissertacao o mais auto contida possivel, facilitando assim a
demonstracao dos resultados de outros capitulos.

No Capitulo 2, alguns resultados acerca do problema foco-centro serao apre-
sentados, tais como os métodos utilizados para a determinagao da estabilidade
no caso linear e no caso nilpotente. O foco principal serd no método algébrico
de Liapunov, descrevendo-o em detalhes e culminando com um teorema mos-
trando como calcular o primeiro coeficiente de Liapunov. Vale ressaltar que,
um algoritmo para estudar centros nilpotentes atribuido a [12] serd enunciado
e demonstrado aqui.

No Capitulo 3, serd feita uma aplicagao das ferramentas desenvolvidas no
capitulo anterior em alguns resultados desenvolvidos por mim e o meu orienta-
dor.

No Capitulo 4, analisaremos o problema através das integrais primeiras,
investigando quando a sua existéncia é condigao necessaria e suficiente para
definir a estabilidade. Serao apresentados alguns resultados classicos como o
Teorema do Centro Linear, junto com a sua demonstragao, e um teorema de
existéncia de integrais primeiras de [18].

Ao fim desta dissertacao, sera apresentado o algoritmo utilizado para fazer

os calculos presentes no trabalho.



Capitulo 1

Teoria Qualitativa de Equacoes

Diferenciais Ordinarias

Neste capitulo vamos introduzir alguns conceitos que servirao de base para
o resto da dissertagao. Este estudo pode ser encontrado em [9], [12], [22] e [15].

Seja A C R? um conjunto aberto. Definimos um campo vetorial de classe
C™ em A, como sendo uma funcao X : A — R? de classe C". Neste caso,
o r do C" pode assumir qualquer valor inteiro positivo, oo ou w, onde r = w
representa uma funcao analitica.

Nesta dissertacao, vamos trabalhar exclusivamente com campos analiticos
em R2 a menos que seja especificado de outra maneira. Quando possivel,
alguns resultados serao enunciados da maneira mais geral possivel de modo a
nao descaracterizar a referéncia onde foi consultada.

Um campo vetorial sera representado da seguinte forma

X(x,y) = (P(z,y), Qz,y)), (1.1)

onde P e () sao funcoes de classe C".

Um sistema de equacoes diferenciais sera representado por

(1.2)



onde P e () sao funcoes de classe C".
Serda comum ao longo do texto, nos referenciarmos a um sistema diferencial

através do campo vetorial associado a ele e vice e versa.

Definigao 1.0.1. Uma solucao para (|1.3]) é uma fungao diferenciavel ¢ : [ —

A, onde I é um intervalo da reta, tal que

vVt e I.

Serda comum chamarmos de trajetorias ou curvas integrais do campo X,
uma solucao para a equacao diferencial .

A nocao de integracdo de um campo vetorial ira significar que, estamos
olhando para as curvas y(t) = (z(t),y(t)), com t pertencendo a algum intervalo

de R, que sao solugoes da equacao diferencial
X' = X(X), (1.3)

onde X = (z,y) € A e X’ denota dX/dt. As varidveis X e ¢ sdo chamadas de
variavel dependente e variavel independente, respectivamente. Convencionare-

mos que a variavel ¢ sera chamada de tempo.

Definicao 1.0.2. Um ponto p € A é dito um ponto de equilibrio de X', se

X (p) = 0. Caso contrario, diremos que ele é um ponto regular de X

Definigao 1.0.3. Uma curva integral ¢ : I — A de X chama-se maxima se,
para toda curva integral ¢ : J — A tal que, I C J e ¢ = | entao [ = J e

consequentemente ¢ = 1. Chamaremos I de intervalo maximo.
Teorema 1.0.4. Seja X um campo vetorial de classe C", 1 < r < 0o ou w.

¢ (Existéncia e unicidade de solugbes maximas) Para cada (z,y) € A, existe

um intervalo aberto I,,), onde estd definida a tnica solu¢ao mdaxima
P(ay) de (L.3)) tal que ¢z (0) = (z,y);
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e (Regularidade com relagdo as condigoes iniciais) O conjunto
D= {(t,x);x € A, tel,} éaberto em R3 e a aplicacao ¢ : D — A,

dada por ¢(t, z) = ¢.(t) é de classe C". Mais ainda, ¢ satisfaz a equagao
D1 Dsyp(t, x) = DX (4(t, %)) Da2op(t, ),
para todo (t,x) € D. Aqui a letra D denota a derivada de X e D, a
derivada em relagao a segunda variavel de ¢(¢, x).
Definicao 1.0.5. A aplicacao ¢ : D — A chama-se fluxo gerado por X.

Definicao 1.0.6. O conjunto v, = {¢(t,p), t € I,}, isto é, a imagem da curva
integral de X pelo ponto p, chama-se 6rbita de X pelo ponto p.

Note que, ¢ € 7, <= 7, = 7, De fato, se ¢ € 7,, entdo ¢ = ¢(t1,p) e
o(t,q) =t +t1,p)el,—ty :={t —t;, com tel,}=1I,

Temos entao que, duas orbitas de X' coincidem ou sao disjuntas, isto é, A
fica decomposto numa uniao disjunta de curvas diferenciaveis, podendo cada

uma ser
e imagem biunivoca de um intervalo de R;
e um ponto;
e difeomorfa a um circulo.
Em resumo, temos o seguinte teorema.

Teorema 1.0.7. Se ¢ é uma solugdo méxima de (1.3)) em I, verifica-se uma

unica das seguintes alternativas:
e ¢ é biunivoca;
e /| =R e ¢ ¢é constante;

e [ = R e ¢ é periddica, isto é, existe um s > 0 tal que ¢(t + s) = ¢(t),
para todo t € R, e ¢(t1) # ¢(ta) se |t; — ta] < s.

10



Definicao 1.0.8. Uma ¢érbita peridédica v de um campo vetorial X é chamada
de ciclo limite se, existe uma vizinhanca U de ~ tal que a tnica 6rbita periddica

contida em U é 7.

Definicao 1.0.9. O conjunto A munido da decomposicao em érbitas de X
chama-se retrato de fase de X'. As drbitas sao orientadas no sentido das curvas
integrais do campo X e os pontos de equilibrio sao munidos da orientagao

trivial.

Definicao 1.0.10. Sejam X; e X5 campos vetoriais definidos nos abertos Aq,
Ay C R", respectivamente. Diz-se que X; é topologicamente equivalente (resp.
C"-equivalente) a Xy quando, existe um homeomorfismo (resp. um difeomor-
fismo C") h : Ay — Ay que leva 6rbita de X; em 6rbita de Xy, preservando a
orientagao. Mais precisamente, sejam p € A; e y1(p) a 6rbita orientada de A}

passando por p, entao h(v(p)) é a dérbita orientada o(h(p)) de Xy passando
por h(p).

Definicao 1.0.11. Sejam ¢; : Dy — R" e ¢ : Dy — R™ o0s fluxos gerados
pelos campos X : Ay — R" e &, : Ay — R”, respectivamente. Diz-
se que A& é topologicamente conjugado (C"-conjugado) a X, quando existe
um homeomorfismo (difeomorfismo de classe C") h @ A; — A, tal que

h(p1(t, z)) = ¢o(t, h(z)) para todo (t,x) € Dy.

Definicao 1.0.12. Sejam X : A C R" — R™ um campo de classe C" definido
no aberto A e A C R"!. Uma aplicacao diferencidvel f : A — A de classe C"
chama-se segao transversal local de X quando, para todo a € A, Df(a)(R" 1)
e X(f(a)) geram o espago R". Seja ¥ = f(A) munido da topologia induzida.
Se f: A — ¥ for um homeomorfismo, diz-se que ¥ é uma secao transversal

de X.

Teorema 1.0.13 (Fluxo Tubular). Seja p um ponto regular de
X :ACR" — R"declasse C" e f: A — ¥ uma secao transversal lo-

cal de X de classe C" com f(0) = p. Entao existe uma vizinhanca V' de p em

11



A e um difeomorfismo h : V. — (—¢,€) X B de classe C", onde ¢ > 0 e B é

uma bola aberta em R"™! de centro na origem tal que:
1. h(X2NnV)={0} x B;

2. h é uma C"-conjugacao entre X'|, e o campo constante Y : (—¢,¢)x B —

R", Y = (1,0,0,...,0) € R".
A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [22].

Corolario 1.0.14. Seja ¥ uma secao transversal de X'. Para todo ponto p €
existem € > (0, uma vizinhanca V' de p em R" e uma fungao 7 : V.— R de

classe C" tais que 7(VNX)=0e

1. Paratodo g € V, a curva integral ¢(t, q) de X|y é definida e biunivoca em
Jy=(—e+71(q),e+7(q));

2. £(q) = ¢(7(q),q) € ¥ é o tinico ponto onde ¢(t,q)|;, intercepta ¥. Em
particular, ¢ € NV se e s6 se 7(q) = 0;

3. £:V — ¥ é de classe C" e DE(q) é sobrejetiva para todo g € V. Mais
ainda, D&(q).v = 0 se e sé se v = aX(q) para algum « € R.

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [22].

Definigao 1.0.15. Seja p um ponto de equilibrio de ([1.1]). O ponto de equilibrio
p € dito monodromico se nao existem orbitas se aproximando, ou se afastando,

de p, com tangente bem definida em p.

Observagao 1.0.16. Se uma orbita + possuir tangente bem definida num
ponto de equilibrio p, diremos que v é uma Orbita caracteristica para p do

sistema (|1.1]).

Mais adiante falaremos de alguns resultados que garantem a monodromia
de um ponto de equilibrio. Um fato importante, provado em [14], é que, quando

um campo X é analitico, um ponto monodromico é sempre um foco ou centro.

12



Definicao 1.0.17. Seja um sistema de equagoes diferenciais analitico no plano

associado ao campo ([1.1)) e p € R? um ponto de equilibrio de X'. Dizemos que

g—];(p) g—g(p)

o T

¢ a linearizacao do campo X em p.

Definicao 1.0.18. Seja um sistema de equagoes diferenciais analitico no plano
associado ao campo e p € R? um ponto de equilibrio de X. Dizemos que p
¢ um ponto de equilibrio hiperbédlico de X se, a sua linearizacao DX (p) possui
todos os seus autovalores com partes reais nao nulas. Caso contrario, diremos

que o ponto é nao hiperbdlico.

Definigao 1.0.19. Seja p um ponto de equilibrio de um campo (1.1]) de classe

C", com r > 1 our =w. Entao p é denominado:

1. ndo degenerado, se 0 nao é um autovalor de DX (p);

2. degenerado, se o determinante de DX (p) é nulo. Um ponto degenerado

¢ chamado de:
(a) degenerado elementar, se apenas um dos autovalores de DX (p) for
nulo;

(b) nilpotente, se os dois autovalores sdo nulos, mas DX (p) # 0, isto é,

DX (p) nao é a matriz nula;

(c) linearmente nulo, se DX (p) for uma matriz nula;

3. Dizemos que p é um centro se existe uma vizinhanca U de p tal que todas

as Orbitas de U-{p} sao fechadas;

4. Dizemos que p é um foco se existe uma vizinhanca U de p tal que todas

as Orbitas de U- {p} espiralam na direcao de p ou se afastam de p, para

t> 0.

13



Definigao 1.0.20. Diremos que (1.1]) é reversivel com respeito a uma involugao
@, isto é, um difeomorfismo definido em um aberto U C R? tal que o = Id,

se

Dp(z,y) X (z,y) = =X (p(z,9)),
V(z,y) € U.

Definicao 1.0.21. Seja H : U C R? — R uma funcao nao-constante, definida
numa vizinhanca U de um ponto de equilibrio p de um campo vetorial (1.1)).
Dizemos que H é uma integral primeira de ([1.1]) se

1. H ¢é constante ao longo de todas as drbitas do sistema;
2. H nao é constante em nenhum aberto de U.

Definigao 1.0.22. Seja um campo vetorial do tipo ([1.1]), definido em um aberto
A C R% Seja p(t) a curva integral passando pelo ponto p, definida no seu

intervalo maximo I, I, = (w_(p),w+(p)). Se wi(p) = oo, definimos o conjunto
w(p) ={qg € A;3(t,) com t, — oo e ¢(t,) — ¢, quando n — oo}.
Analogamente, se w_(p) = —oo, define-se o conjunto
a(p) ={q € A;3(t,) com t, — —o0 e @(t,) — ¢, quando n — oco}.

Os conjuntos w(p) e a(p) sao chamados respectivamente de conjuntos w-

limite e conjunto a-limite de p.

Teorema 1.0.23 (Teorema de Poincaré-Bendixson). Seja ¢(t) = ¢(t,p) uma
curva integral de X, definida para todo t > 0, tal que 7; esteja contida num
compacto K C A. Suponha que o campo X possua um nimero finito de

equilibrios em w(p). Tem-se entdo as seguintes alternativas:

1. Se w(p) contém somente pontos regulares, entao w(p) é uma érbita periddica;

14



2. Se w(p) contém pontos regulares e equilibrios, entao w(p) consiste de um
conjunto de orbitas, cada uma das quais tende a um desses pontos de

equilibrios quando ¢t — 4o0;
3. Se w(p) nao contém pontos regulares, entdo w(p) é um ponto de equilibrio.

A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [22].

Suponhamos que (0, 0) seja um ponto de equilibrio de um sistema de equagoes
diferenciais. O retrato de fase no caso dos sistemas bidimensionais lineares estao
bem estabelecidos, isto é, os retratos dos sistemas do tipo X’ = AX, onde A
é uma matriz 2 X 2 com entradas constantes e § = det A # 0. Se § < 0 temos
uma sela; se § > 0 e o0 = Tr A = 0 temos um centro; se 6 > 0 e 02 — 46 < 0

temos um foco e se § > 0 e 02 — 46 > 0 temos um no.

LN N N RN
NN N NN W N
NN N N NN Ry

P I B R
By RN W oW W W oW
Ny g DG By heweEe NE W

R
VR ARV
VRV R
o gn g um e e

I RV R

NN N N NN N WL
L T T L
N Y
L T
— o m w s NN N
E e A A A
A A
A A
s s s
P A O S A A

Figura 1.1: Ponto de equilibrio do Figura 1.2: Ponto de equilibrio do
tipo sela. tipo né.
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0, o estudo da estabilidade

trar no caso nao hiperbdélico.

Figura 1.4: Ponto de equilibrio do

tipo foco.

AX +r(X), onde r é uma fungao analitica
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Capitulo 2

Um pouco sobre o problema

foco-centro

O estudo descrito neste capitulo pode ser encontrado em [12], [11], [6], [15],
[2] e [16].

Suponhamos que a origem seja um equilibrio isolado do campo planar
analitico X da forma . Vamos investigar o comportamento local deste

campo numa vizinhanca da origem.

Proposicao 2.0.24. Seja um campo planar analitico X da forma , com
um equilibrio nao degenerado isolado na origem. Suponha que os autovalores
de sua parte linear na origem sao da forma A2 = a 18, a, f € R, 8 # 0.
Entao este campo pode ser escrito na forma

¥ = azr—pPy+ F(z,y), 2.1)

y = PBx+oay+Gz,y),

onde F(z,y) e G(x,y) sdo fungoes analiticas numa vizinhanga da origem, com

F, G e suas derivadas parciais em relacao a x e y se anulando na origem.

Demonstracao. Por hipétese, o campo X é analitico numa vizinhanga da ori-
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gem, entdo podemos expressar P(x,y) e Q(z,y) como

oP oP

P(z,y) = Ei;(0,0)$'+’Eﬂ;(oao)y‘+‘@($,y),
0 0

Q) = G200 + 20,0y + V(o).

onde as fungoes ®(z,y) e V(x,y) sao analiticas e ®(0,0) = ¥(0,0) = 0,
0,®(0,0) = 9,%(0,0) = 8,%(0,0) = 9,¥(0,0) = 0.

Chamemos 0, P(0,0), 9,P(0,0), 0,Q(0,0) e 9,Q(0,0) respectivamente por a,
b, ¢ e d. Segue entao que fica da forma

¥ = ar+by+ ®(x,y),
y+ O(z,y) (2.2)

Yy = cx+dy+ V(x,y).
Logo, a parte linear DX(0,0) de (2.2) tem seu polindémio caracteristico dado
por P(\) = \* — (a + d)\ + (ad — be).
Usando que a origem é um equilibrio nao degenerado e isolado, obtemos que
ad —bc # 0. Assim, § = (a — d)* — 4bc.
Por outro lado, como A2 = a £if3, a, f € R, 5 # 0 entao

0<0—0b,c#0.

Considere entao a seguinte mudanga de coordenadas

.- a—d i‘—l_

1

y = —=T.

5
Observe que, o fato de 8 # 0 e ¢ # 0, garante que ([2.3]) estd bem definido.

Logo, (2.2), ap6s a mudanca ([2.3)), assume a forma

(2.3)

]
Il

! az — By + F(z,7),
y = Br+ay+G(z,7y),
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completando a demonstracao. O]

Suponhamos, sem perda de generalidade, que (0,0) é um centro de (1.1)). Sa-
bemos que os autovalores da linearizacao sao da  forma

A2 = £Pi e através de uma mudanca linear de varidveis tal como na Pro-

posigao [2.0.24) um reescalonamento do tempo do tipo St = 7, (1.1)) pode ser

escrito de uma das formas

o = —y+ Fi(z,y),
(2.4)
vy = a4 F(z,y),
v o= y+ Fi(x,y),
- (2.5)
Yy = Fy(x,y),
-CE/ - Fl(xay)a
(2.6)
y, = FQ(x7y)7

onde Fi e F; sao fungoes analiticas cujos desenvolvimentos de Taylor iniciam-se
com termos quadraticos pelo menos, definidas numa vizinhanga da origem.
Os sistemas , e sao chamados respectivamente de centro do
tipo linear, nilpotente e degenerado.
Observemos o seguinte, o fato dos autovalores da linearizacao serem com-

plexos conjugados puros, nao garante que a origem seja um centro.

Exemplo 1. Seja o sistema diferencial

¥ = —y+ad,
Jo— e (2.7)

Note que, a origem é um equilibrio isolado e os autovalores da linearizagao sao

A = +17, mas a origem é um foco repulsor.

Mais adiante na dissertagao, mostraremos como determinar a estabilidade

deste sistema.
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Nas préximas secoes vamos discutir um pouco sobre os tipos linear e o

nilpotente.

2.1 Sistemas do tipo linear

O estudo descrito nesta secao e secoes subsequentes pode ser encontrado
em [12], [T1], [6], [15], [2] e [16].

Ao longo deste capitulo, vamos estudar algumas ferramentas que iremos
utilizar para analisar a estabilidade de um ponto de equilibrio com autovalores

da linearizacao complexos puros.

2.1.1 Aplicacao de Poincaré

A aplicacao de Poincaré, também conhecida como aplicacao de primeiro re-
torno, é uma funcao utilizada no estudo da estabilidade e bifurcacao de érbitas
periédicas. Desenvolvido por Poincaré em seu artigo [20], este método oferece

algumas vantagens e algumas delas serao descritas ao longo da secao.

Definicao 2.1.1. Sejam um campo vetorial X de classe C", v uma érbita
periédica de X passando por um ponto p e ¥ uma secao transversal de X em
My = (p, X(p)). Definimos a aplica¢ao de Poincaré IT : ¥y — 3, com ¥y C 3,
como a funcao de primeiro retorno do fluxo em ¥, isto é, para cada ponto
de Xy pertencente a uma Orbita suficientemente proxima de p, a aplicagao de
Poincaré fornece o primeiro ponto em que a orbita intercepta ¥ num tempo

positivo.

Observe que, ¥ é escolhido suficientemente pequeno de modo que, a aplicacao

IT esteja definida em todos os pontos de .

Proposicao 2.1.2. Seja X um campo vetorial de classe C”. Entao, a aplicacao
de Poincaré associada a uma 6rbita fechada v de X', numa vizinhanca da origem,

¢ um difeomorfismo de classe C" sobre sua imagem ;.
A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [15].
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Figura 2.1: Aplicacao de Poincaré.

Proposi¢ao 2.1.3. Sejam A C R? um aberto e X um campo vetorial de
classe C'. Seja v uma 6rbita periddica de X de perfodo T e IT : ¥y — ¥ a

transformacao de Poincaré em uma secao transversal ¥ em p € . Entao

II'(p) = exp (/0 div X(v(t))dt) , (2.8)
onde div X (z,y) = 0,P(x,y) + 0,Q(x,y).

A demonstragao deste resultado também pode ser encontrada em [22].

2.1.2 Funcao sucessao e valores focais

Seja um sistema diferencial

' ax — By + $(z,y),

(2.9)
Y Br + ay + ¥(z,y);

onde ® e ¥ sao fungoes analiticas cujos desenvolvimentos de Taylor iniciam-se

com termos quadraticos pelo menos, definidas numa vizinhanca da origem.
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Vamos estudar o sistema (2.9)), com interesse no caso o = 0. Fazendo uma

mudanca de coordenadas polares

xr =rcosf, y=rsend,

obtemos
" = ar+ ®(rcosb,rsend) + V(rcosf, rsend) = F(r,0),
v 0 7 o 0 0
o = 5+ (rcos @, rsen )COSQ— (rcos, rsen )sen9:ﬁ+¢(r,0),
T T
(2.10)
onde ¥ = U(rcosf, rsend) e & = ®(rcosf, rsend).
Reduziremos o sistema ([2.10)) a equagao
dr F(r,0)
— = 0) = ———"—. 2.11
@~ 0= 5 500) 240

O lema a seguir vai nos ajudar a decidir quando a equacao (2.11) tem

solucao.

Lema 2.1.4. A funcao R(r,0) tem derivadas parciais continuas com respeito
a r até a ordem m na regiao —oo < 0 < 00, 0 < |r| < J, onde ¢ é um nimero

real suficientemente pequeno.

A demonstracao deste resultado pode ser obtida em [2].

Usando o Lema juntamente com o Teorema de Existéncia e Unicidade
de Solugdes, a equagao (2.11)) possui uma tnica solugao r = f(0;6y,79) com
condigao inicial (6y,79), para —§ < r < d, com J suficientemente pequeno.

As orbitas do sistema ([2.10f) coincidem com as curvas integrais da equagao
(2.11)). Dai, uma solucao de pode ser considerada como a equagao de
uma curva L em coordenadas polares. Notemos que, se L é fechada entao
existe somente uma curva L do sistema correspondente a ela. Agora, se

L nao for fechada, entao existe uma infinidade de curvas correspondentes a L,
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da forma

r=r(t), 0=0(t)+ 2km,

onde k =0,4+1,+2,.. ..
Entao, para ry suficientemente pequeno a solugao r = f(6; 0y, 79) da equagao

(2.11)) esta definida para 6y < 6 < 6y + 27. Consideremos
r = f(eg -+ 27T, 90, '1"0).

Fixemos # = 6,. Obtemos entao, um segmento transversal ao sistema com
ponto de origem em (0,0). Chamemos de My e M; as duas primeiras in-
tersecgoes de uma orbita de , com este segmento. Defina 0My = r( e
0M; = r;. Iremos chamar o ponto 7 de primeiro retorno e variando rg, obte-

mos uma func¢ao que definiremos abaixo.

Figura 2.2: Func¢ao sucessao.

Defini¢ao 2.1.5. Seja II(z) a aplicagdo de Poincaré para uma 6rbita v de um
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sistema diferencial analitico. Definimos a func¢ao sucessao como sendo

Se d(zg) = 0, entdo curva serd fechada. Observe entao que, se d(z) = 0,
Vx € Dom d, entao o equilibrio serd um centro, caso contrario sera um foco
atrator ou repulsor, dependendo do sinal de d.

Por defini¢ao, f(6;0,rq) satisfaz

df (6;0,1o)

S R(F(8:0,70).).

Aplicando argumentos semelhantes aqueles utilizados na demonstracao da

Proposicao [2.1.3] obtemos

af(0;
JC(TS’O) = exp (271‘%) .

Observe que, a equagao ([2.11f) é invariante pela mudanca ry por —rg e de 6

por 0 + m. De fato,

d(—?”o) o dro . _
i —R(ro,0) = R((=rq), (0 4 )).

2.1.3 Algoritmo de Liapunov

A ideia principal consiste em construir, de maneira recursiva, uma funcao
de Liapunov que pode ser utilizada para determinar a estabilidade de um

equilibrio.

Definicao 2.1.6 (Estabilidade de Liapunov). Seja um sistema 2’ = f(t,z),
onde f : U — R" é continua e U C R x R" é um aberto. Seja ¢(t) uma
érbita deste sistema, definida para todo ¢ > 0. Entao ¢(t) é estavel se Ve > 0,
36 > 0 e ¥(t) é uma outra solugao do sistema entao [(0) — ¢(0)] < §, com
Y(t) definida para todo t > 0 e [¢(t) — ¢(t)| <€, VE > 0.

Defini¢ao 2.1.7. Dizemos que ¢(t) ¢é assintoticamente estavel se for estavel do
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tipo Liapunov e, além disso, existir em ¢ tal que se

9(0) = 6(0)] < 5 —> Jim [i(t) — 6(6)] = 0.

Considere P(n) U {0}, onde 0 é o polinémio nulo, o espaco dos polinémios

homogéneos de grau n nas variaveis x e y e considere também uma funcao

Viey) = 5 +9) + 3 Vi) (21

j=3
onde cada V; € P(j), 5 >3 e X(z,y) = (—y+ Fi(z,y),x+ F>(z,y)) é o campo
associado a ([2.4)).
Para analisar a estabilidade da origem, precisamos estudar a derivada de V'

na direcao do campo vetorial X, cuja definicao é da forma
V(z,y) = VV(r,y).X(z,y). (2.13)

Se a funcdo V é positiva definida em uma vizinhanca da origem e V (z, y) <
0, entao a funcao V é chamada funcao de Liapunov para o sistema (2.4 na

origem, ver [22].

Teorema 2.1.8. Se V é uma funcao de Liapunov na origem para o sistema
(2.4), entdo o ponto de equilibrio na origem é estével. Se, além disso, V<0,

entao o equilibrio é assintoticamente estavel.

A demonstracao deste resultado pode ser encontrado em [22].
Seja um sistema do tipo ([2.4)). Notemos que, a primeira aproximagao deste
sistema tem a forma

/

r=—y, y =ux (2.14)

Os autovalores deste sistema sao iguais a 4i. Vamos estudar entao, a in-
fluéncia dos termos nao lineares no comportamento das trajetérias do sistema
(2.4) em uma vizinhanga da origem. Para isto, considere o seguinte método

de Poincaré, a interseccao das trajetérias do sistema com a secao transversal
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x = 0.

Para o tempo t = 0, a trajetéria (z(t,h),y(t, h)) comega no ponto (0,h),
para h bem pequeno. Vamos denotar T'(h), como sendo o tempo de retorno
entre duas sucessivas interseccoes com x = 0. Vale ressaltar que, para um h
suficientemente pequeno, este tempo é finito e pode ser encontrado, uma vez
que e diferem por termos de ordem o((z%+y?)?) préximo da origem.
Dai,

x(T(h),h) =0 (2.15)

e y(T'(h), h) pode ser aproximado por uma série de poténcias em termos de h
da forma

y(T(h),h) = h+ Lyh* + Lsh® + - - (2.16)

Entdo, o primeiro coeficiente L,, diferente de zero é chamado de coeficiente
de Liapunov. Estes coeficientes serao utilizados para determinar a estabilidade
ou instabilidade de um ponto de equilibrio. E possivel mostrar que, o primeiro
coeficiente nao nulo é necessariamente um indice impar da forma m = 2k + 1,
ver, por exemplo, [2].

Vamos descrever agora um método para encontrar uma expressao simbolica
para os coeficientes de Liapunov em uma vizinhanca da origem em funcao do

campo. Para isto é necesséario encontrar uma funcao de Liapunov para o sistema

(2.4) da forma
V(l‘,y) = Vg(a?,y)—l—%,(:v,y)+—I—Vn+1(35,y), (217)

onde Vy(z,y) = (2® + y*)/2 e

Vk:(xay) = Z ‘/;inyj’

i+j=k
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com V;; os coeficientes de V;. Calculando V (z,) obtemos
V(z,y) = “or —y‘i‘;ﬂ,k(%y) +8—y x‘i‘;sz(%y) :

onde F}j e Fy ) sao os polinomios homogéneos de grau k& do desenvolvimento

de Taylor de F; e F; respectivamente. Calculando o produto,

' oV oV-
V(x7y) = —my—i—:vy—{—xFl,z—i—yFZ’Q_ (ya_3_x 3)
T oy
V- oV [ Vi oV
+ xF173+yF2,3+F1,2_3+F2,2—3 — y_4 _x_4

Sabemos que P(n)U{0} possui estrutura de espago vetorial de dimensao finita.

Defina entao a transformacao linear

T, : P(n)— P(n)
op  Op

— T,(p) =y=— —o—.

p (D) =yy —a o
Lema 2.1.9. Se n é impar, entao 7;, é um isomorfismo.

Lema 2.1.10. Se n é par, isto é, n = 2I, entdo o nucleo de T,,, ker(T},), tem

dimenséo 1 e é gerado por {(z? + y?)'}.

As demonstragoes destes dois resultados pode ser encontrada em [§].

Pelo Lema existe algum V3 € P(n) tal que
T3(Va(z,y)) = 2F12 + yFap.

Por este motivo, os termos ctbicos de V se anulam. Agora, pelo Lema [2.1.10

e o Teorema do Ntcleo e Imagem, existe um Vj tal que
V = Li(2® +%)° + O((2* + ¢*)°),

onde O((z% + y*)°) representam os termos de ordem maiores ou iguais a 5 e Ly

¢ uma constante.

27



Se Ly # 0, entao a fungao V(x,y) ird determinar a estabilidade da origem.
Mais precisamente, se Ly < 0, entao V' é uma funcao de Liapunov em alguma
vizinhanca da origem entao o equilibrio é assintoticamente estavel. Se Ls > 0,
entao a origem ¢ instavel.

Agora se Ly = 0, nada podemos concluir. Prosseguimos entao utilizando
os Lemas e [2.1.10, de modo a obter uma nova expressao de V, tal que o
coeficiente de V é Lg(22 + ¢?) e assim sucessivamente.

Convencionaremos daqui para frente que, o primeiro coeficiente de Liapunov

sera denotado por L, o segundo por Ly e assim por diante.

Teorema 2.1.11. Se L,, =0,n=1,..., N, mas Ly, # 0, entao a estabilidade
do equilibrio na origem estd bem determinada. Mais precisamente, se Ly <

0, entao a origem ¢ assintoticamente estavel. Se Ly, > 0, a origem ¢ instavel.
A demonstragao pode ser encontrada em [3].

Teorema 2.1.12 (Centro de Liapunov). Se um campo vetorial X do tipo (12.4))
é analitico e L,, = 0, Vn > 1, entao a origem é um centro. Além disso, a série
que define V' é convergente numa vizinhanca da origem e representa uma fungao
cujas curvas de nivel, contém as érbitas da equagao diferencial correspondente

ao campo X.

A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [§].
O préximo resultado, nos permite estabelecer uma relacao entre os coefici-

entes de Liapunov e as constantes Lo, que multiplicam o gerador do nicleo da

transformacao, definida no Lema [2.1.10]

Lema 2.1.13. Sejam E2m+1, m > 1 a m-ésima constante de Liapunov de
um sistema do tipo (2.4)) e Ls,, n > 2 o coeficiente de V3, tal como definido
anteriormente. Entao, se k € Ne Ly; =0, j = 1,2,...,k — 1, entao Loj_1 =

2m(2k — 1)! L.

Agora que estd bem definido a constante de Liapunov com as constantes

definidas no Lema [2.1.10, vamos ilustrar o procedimento apresentando um te-
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orema, que fornece explicitamente o primeiro coeficiente de Liapunov para um

sistema diferencial do tipo (2.4]).

Teorema 2.1.14. Seja um sistema analitico

o = —y+ F(z,y)+ F3(x,y) = —y + Px,y), (2.18)
Yy = x+G(x,y)+Gs(x,y) =x+ Qx,y),
onde
Fy = poor® + piazy + pogy’,
Fy = pzor® + po12®y + poozy® + posy®
e

2 2
Gy = 1or” + 1112y + VoY,

3 2 2 3
Gz = v302° + 12127y + 1122y + Vo 3Y

sao os termos de grau 2 e 3 da expansao de Taylor de P(x,y) e Q(z,y), res-

pectivamente. Entao, o primeiro coeficiente de Liapunov L; é igual a

Ly = 3uso+ puz2+ve1 — 330+ oot 1 + Ho2fi 1

+ 2#0,27/0,2 — Vo2l11 — Ve oli1 — 21/2,0#2,0

Demonstragao. Considere as transformagoes lineares T3 : P(3) — P(3) e

T, : P(4) — P(4), definidas por

op o

Tr(p) = Y9s Ty

onde p € P(k) e k =3,4. Sejam p € P(3) e g € P(4) da forma

p(z,y) = apr® + a2’y + asry® + asy’.
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q(z,y) = Box' + Brx’y + Box®y® + Bsy’x + Bay’.

Como P(3) éisomorfo a R? (P(3) = R*), podemos usar que p(z,y) = (ap, a, az, az).
Anélogo para o q .

Dai,

Ts(P) = T((Oéo, o, 0, 043)) = (—041, 3oy — 209, 2011 — 3z, 062)-

T4(Q) = T((ﬁ()a Bl? 527 ﬁ?n ﬁ4)) = (_517 4ﬁ0 - 2527 3ﬁ1 - 3537 2ﬁ2 - 4547 BS)

Seja V(z,y) = (2?+y?)/2+Va(z,y)+Vi(z,y)+. .. uma funcio, onde V; € P(i),
com ¢ = 3,4l0dots. Calculemos entao a derivada da funcao V na direcao do

campo,

V(%?J) = —aytay+aky+yGs — (y_ — T

aV- V- A% aV,
+ [EF3+?/G3+F2—3—|—G2—3— 1 Xz 1
ox oy

Observe que,

rFy +yGy = 55(#2,0552 + piaxy + #0,2?/2) + y(V2,in2 +viixy + Vo,2y2)

= ,u2,0£703 + (1 + V2,0)$2y + (po2 + V171)$y2 + V0,293

I

(K20, 1,1 + V2,0, Ho2 + V1,15 0,2)-
Pelo Lema [2.1.9] existe uma escolha para Vi = (bg, by, be, b3) € P(3) tal que

T5(V3) = (—by,3by — 2b9, 2by — 3b3, ba) = (2,0, 11 + V20, o2 + V1.1, Vo2)s
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ou seja,

by = —H2,0,
by = 2,
3bg —2by = 11+ vop,

2by —3a3 = o2+ V1.

Defina entao,

+ Voo + 21,
Vi(z,y) = (MM Qéo 072) $3—M2,0I2y+7/0,2$y2—<

2p00 + Mo + V11 3
3 v

Vamos encontrar agora os coeficientes de V. Usando o Lema [2.1.10, podemos

encontrar um V, € P(4) tal que

= L(z* +y°)*,

IV V- oV, oV,
aFy+yGs + Fy—— + Go— — ( - —4)

— -z
ox y ey dy
onde L € R é uma constante a ser determinada. Sendo assim, consideremos

oV oV
aF3 +yGs + an—; + Gza—; = cor* + a1’y + cx’y? + caxy® + .

Tome L = (3¢o + c2 + 3c4). Dai,

L
coxt + 123y + o’y + sy’ + cay?t — g(ZEQ + %)% € Im(T(4)).

Fazendo as devidas simplificacoes na expressao anterior, obtemos

dcyp —c2 — 3 -3 3co — 3
(W) 2t 4 eyxdy + ( Co+862 64) 2292+

(2.21)

—3co — 5
03xy3+( o 802+ C4)y4.
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Seja entao Vi(x,y) = dox* + dyz3y + dox?y® + dszy® + dyy*. Como
T4(‘/4> = (-dl, 4d0 — 2d2, 3d; — 3d3, 2dy — 4d4, d3>

e levando em conta (2.21)), obtemos as seguintes expressoes para os coeficientes

de V,

c1+cC
dO _ 1 . 3
dl _ —500 — Cy — 304,
8
C
d2 = 237
d3 _ —300 — Co + 504’
8
d4 - O

Logo, para

5y — ¢z — 3 —3¢)— 2+ 5
w(x,y)chx“vL( =2 8(:2 c4>x3y+%3x2y2+( 2 862+ 64)93113,

a expresséo do [/ fica
’ L 2 2\2
‘/(x’y)—_<:[; _|_y) +...

Temos entao que, se L # 0, entao L ira definir a estabilidade do equilibrio na

origem.
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Resta agora calcularmos, explicitamente, os ¢;, 1 = 0, 2,4. Entao,

vF3 +yGs + F2% + GQ%—‘;}) = 211 pia0 + 2 $4M2,0V0,2 — 2200 + Y po 21 1
+ 2 $U2y2,u0,2V0,2 — $2y2M2,0V0,2 —2 372y2M2,0V2,0
- 33292V1,1V2,0 -2 fﬂyguo,zuz,o - Z/4V0,2,U0,2 -2 y47/0,2ﬂ2,0
— Yvoavin +atugo + 2ypon + 2lyvso + 2y
+ 227y paavos + 2oy paveo — 2y pooiy + 27y ven

— 22%y Y1120 + l’yglio,:a -y 3/2V1,1M0,2 — 2y 92V1,1M2,0

— wyPvia? Fytuves + rayting + iy .

Colocando em evidéncia os termos z#, 22y? e y* e comparando com os ¢; obte-

mos que

Co = W30+ Mot + 22,0002,
Cy = o211 + 2 o202 — 2 2011 — 2V20p20 T 202011 — V2 ol11 + pig + Vo,

¢4 = V3 — 2#2,07/0,2 — Vo,2l1,1-

Portanto,

L = 300 + co + 364,
= 3ugo+ 2+ va1 — 33+ poopin + o2t

+  2p02v02 — Vo2li,1 — Vaol1,1 — 2V2,0/42,0,

provando assim o teorema. ]

O Teorema oferece uma férmula para calcular o primeiro coeficiente
de Liapunov de um sistema do tipo (2.4). Caso ele seja nulo, prosseguimos
de maneira andloga para obter uma expressao para o segundo coeficiente de

Liapunov. Se ele também for nulo, prosseguimos calculando o terceiro, o quarto
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e assim sucessivamente.

2.2 Sistemas do tipo nilpotente

O estudo descrito nesta segdo pode ser encontrado em [12], [11] e [15].
A ideia desta secao é tentar encontrar um método, tal como fizemos para
o caso linear, para determinar a estabilidade de um equilibrio na origem, cuja

linearizacao possui autovalores complexos puros, mas o sistema possui a forma

3.

Definicao 2.2.1. Dizemos que dois campos vetoriais C" X eY,r > lour =w
sao orbitalmente equivalentes em uma vizinhanga de um ponto de equilibrio na
origem se existir um difeomorfismo (difeomorfismo analitico para o caso w),
levando a vizinhanca do 0 em uma outra vizinhanca de 0, mantendo o 0 fixo
e levando o retrato de fase de X no retrato de fase de Y, podendo reverter a

orientacao.

Note que, o ponto de equilibrio desta definicao nao precisa ser a origem,
basta considerar um translado linear, levando o ponto de equilibrio até a origem.
Para o caso , nao existe nenhum algoritmo que seja comparavel ao
método de Poincaré-Liapunov para determinar condigoes para um equilibrio
ser um centro. O resultado a seguir, funciona essencialmente para mostrar que
podemos utilizar o algoritmo de Poincaré-Liapunov para determinar centros

nilpotentes.

Teorema 2.2.2 (Teorema do Centro Nilpotente). Suponha que a origem do
sistema (2.5) é um centro. Entao existem fungoes analiticas My e Mo, tais que

0 sistema

¥ = + Fi(x,y) + eMi(z,y),
Y 1( ?J) 1( y) (2'22>
y, = —691:+F2(91:,y)+€]\/[2(x,y),

possui um centro do tipo linear na origem para todo € > 0, onde M;(z,y) =

(x4 f)Of /0y e My(x,y) = —(x+ [)Of )0z — f. A fungao f(z,y) é uma funcao
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analitica cujo desenvolvimento de Taylor inicia-se com termos quadraticos, pelo

menos.

Para fazer a demonstracao, precisaremos do seguinte teorema, que pode ser

encontrado em [4].

Teorema 2.2.3. Se um sistema analitico possui um centro na origem,
entao existe uma mudanca de variaveis analitica tal que o novo sistema também
tem a forma de (2.5 e é reversivel com respeito ao difeomorfismo (z,y,t) —
(—l', Y, _t> :

Demonstragao do Teorema[2.2.3. Seja um sistema do tipo . Suponha que
a origem ¢ um equilibrio do tipo centro e isolado. Pelo Teorema [2.2.3] este
sistema é orbitalmente equivalente a um sistema tempo-reversivel numa vizi-
nhanga proxima a origem. Entao, existe uma mudanca de variaveis analitica

da forma

y = v+g(xy),

(2.23)

onde f e g s@o fungoes analiticas. Usando estas novas varidveis, o sistema ([2.5|)

tem a forma
v = v+ Fi(u,v),

- (2.24)
Vo= Fy(u,v),

onde F} e F, sao fungoes analiticas, com desenvolvimento de Taylor comecando
com termos de grau 2 em u e v. Por [4], existe um reescalonamento do tempo

dt = (14 h(u,v))dr, tal que (2.24)) pode ser escrito da forma

wo= (v Fi(u,0) (1 h(u,0)) = Yi(u,0),

) (2.25)
v o= (FQ(uv U))((l + h(“?”))) = YQ(U’J U)?
e este sistema ¢ invariante pela simetria p(u,v) = (—u,v).
Agora, considere a seguinte perturbagao de (2.25))
v o= (v+ Fi(u,0)(1+ h(u,v))),
(04 Fy(u,0)((1+ h(a,0) -

v o= —eu+ (Fy(u, v))((1 + h(u,v))),

35



com € > 0.
Afirmagao, a origem é um centro no sistema (2.26)). De fato, seja a simetria
o(u,v) = (—u,v). Mostremos que, o sistema é invariante pela simetria. Cal-

culemos o Jacobiano de ¢ em (u,v),

~1 0
Do(u,v) = :
0 1

X(u,v) = (X1(u,v), Xo(u,v)),

onde
X1(u,v) = (v+ Fi(u,v))((1+ h(u,v)))
Xo(u,v) = —eu + (Fo(u,v))((1 + h(u,v))).
Dali,
-1 0 Xi(u,v)
Dy(u,v).X (u,v) = : (2.27)
0 1 Xo(u,v)

—X(p(u,0)) = —(v+F(u, 0) (L+h(—u,v)), —e(—u)+(Fo(—u, v)) (1+h(—u, ).

(2.28)
Como o sistema (2.25]) ¢ invariante por @, vale que
-1 0 Y1 (u,v)
: = —(Yl(—u,v),YQ(—u,v)),
0 1 Yo (u,v)
ou seja, Yi(u,v) = Yi(—u,v) e Ya(u,v) = =Y5(—u,v). Logo, comparando os

termos em ([2.27)) e (2.28)), resulta que

Xi(u,v) = X1(—u,v) e Xo(u,v) = —Xo(—u,v).

Como X (u,v) = Yi(u,v) e Xo(u,v) = —eu+ Ya(u,v), segue que (2.27)) e (2.28))
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sao iguais. Assim, é invariante por .

Uma vez que, os autovalores da parte linear sao A\ = =i, pela monodromia, e
¢ invariante por ¢, segue que a origem ¢ um centro para todo € > 0.
Retornando as varidveis antigas x e vy, fica igual a

¥ = + Fi(x,y) + eMi(z,y),
y+ Fi(z,y) 1(z,y) (2.20)
Yy = —ex+ Fy(z,y) + eMa(z,y),
onde € > 0,
of
Mi(z,y) = (z+ f)==
o) = o+ D
e

My(w,9) =~ + gL~ 1.

Como ([2.26]) é um centro do tipo linear, para todo ¢ > 0 e as mudangas de
varidveis eram analiticas, segue que o mesmo vale para ([2.29), provando o

teorema.

O

O Teorema do Centro Nilpotente nos diz, a grosso modo, que um centro

analitico nilpotente é sempre limite de centros analiticos lineares.

Teorema 2.2.4. Suponha que a origem de um sistema diferencial analitico
(2.5) é monodromico e que este sistema é limite de centros do tipo linear da
forma . Suponhamos ainda que, nao existe ponto de equilibrio de ([2.22)
tendendo a origem quando € tende a zero. Entao, o sistema possui um

centro na origem.

A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [I1].

E importante notar no teorema anterior que, se a origem da familia de
sistemas do tipo nao é um centro para todos os valores do seu parametro,
entao nao é possivel aplicar o método de Liapunov, dependendo apenas dos

coeficientes da funcao f(z,vy).
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Considere entao um problema, no qual queremos determinar condigoes ne-
cessarias para termos um centro nilpotente em um sistema nilpotente analitico.
Primeiramente precisamos garantir a monodromia do sistema analitico, pois
caso contrario nem terfamos um problema foco-centro. O proximo teorema vai
fornecer condigoes necessarias e suficientes para a monodromia de um equilibrio

de um sistema analitico do tipo ({2.5)).

Teorema 2.2.5 (Andreev). Seja X = (y+Fi(z,y), Fo(x,y)) um campo vetorial
do tipo . Seja y = ¢(x) uma solugao da equagao y+ F(z,y) = 0, contendo
a origem. Assumindo que a expansao da fungao Fy(z, ¢(z)) é da forma &(z) =
aprt + 0z 1) e Alx) = div X (z, ¢(z)) = B2 +O0(z"™), onde oy, # 0,2 < k
e 1 < n. Entao, a origem é um foco ou centro se, e somente se, k é impar,

oy, < 0 e ocorre um dos casos abaixo:
e k=2n+1eB2+4dar(n+1)<0;

o k< 2n+1;

A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [I].
Para dar uma ideia do funcionamento deste algoritmo, faremos uma aplicagao

dele no préximo capitulo.
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Capitulo 3

Aplicacoes para centros

nilpotentes

Os resultados descritos neste capitulo foram desenvolvidos por mim e o meu

orientador, utilizando os resultados desenvolvidos no Capitulo 2.

Teorema 3.0.6. Seja um campo vetorial
X(x,y) = (y +xH(z,y), oz’ + yH(z,y)),

onde a < 0 e H(z,y) é um polinémio nas varidveis x e y. Entdo a origem
¢ um equilibrio monodrémico do campo X se, e somente se, H(x,y) possuir

polinomios de grau > 2.

Demonstmgdo. Seja X(.Z‘, y) = (y+F1<I7 y)7 FQ(xv y))7 onde Fl(x7 y) = xH(x, y)v
Fy(z,y) = ax®+yH(z,y) e H(z,y) = Zi‘:r H;(x,y), onde os H; sdo polinomios
homogéneos de grau i e r > 1. Considere G(z,y) = y + Fi(x,y). Calculando a

derivada parcial de G(x,y) em relagdo a y

l

oG OH;(z,y)
—_— =1 — . 3.1
o) = 1ea (Y 2040) 3
Observe que, G(0,0) = 0 e 0,G(0,0) = 1, Vr > 1. Logo, pelo Teorema da

Funcao Implicita, existe uma vizinhanca de (0,0) tal que y = ¢(x), para uma
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tnica fungdo ¢ nesta vizinhanga e G(z,¢(x)) = 0, com ¢(x) passando pela
origem.
Como G ¢ analitica, ¢(x) também o é. Consideremos daqui para frente a
expansao de Taylor de ¢(x) como sendo o préprio ¢(z), de modo a simplificar
a escrita. Vale ressaltar que a expansao de ¢(x) comega pelo menos com termos
lineares.

A divergeéncia do campo X é

OH (z,y) +y3H(x,y).

v X —92H
div X (z,y) (z,y) +x e o

Usando que y = ¢(x), ¢p(x) = 1o+ coz* +- - =z(c1+cex+ -+ ) =x2 0
!
:ZHZ'([E,QSZ Z$H12—$ (le 1H1z>,
i=r i=r+1

temos

OH (z,¢(x))

div X (z,¢(x)) = 2H(z,¢(z)) + T + ¢(x)

OH (z, ¢(x))

(3.2)

= <H+ —aHa(i’ ) + zr—aHé;’ %) ) ,

onde H = (ZEZTH o H(1, z))

Comparando F, com o Teorema de Andreev, temos que F5 precisa ter a forma
&(x) = apa®+0(2*), com k fmpar. Como k # 1, uma vez que estamos supondo
que a parte linear é nilpotente, segue que o préximo valor adequado para k é
3. Logo para garantir que a expansao de Fy tenha a forma &(z) = az®+ O(z4),
precisamos que r > 2. Como a < 0, k < 2r + 1 e as outras hipoteses se
verificam, pelo Teorema de Andreev a origem é um ponto monodromico se, e

somente se, r > 2. O
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Teorema 3.0.7. Seja um campo vetorial
X(LL’, y) - (y + CL’(HQ(ZE, y) + H3(CC, y))? axS + y(HQ(Ia y) + H3(x7 y)))? (33)

onde a < 0,

Hy(z,y) = 52,01’2 + b1y + bo,z?/2

Hs(z,y) = bs,ofﬂ3 + 52,1952?/ + 51,23392 + b073y3

sao polindmios homogéneos de grau 2 e 3, respectivamente. Entao a origem é

um centro se, e somente se, by = byo =bsg=b12=0e by3 = —bba;/3.

Demonstragao. Por conveniéncia de escrita, considere H = Hy(x,y)+ Hs(x, y).
Pelo Teorema [3.0.6] a origem é um ponto monodromico. Considere entao a

seguinte perturbacao do sistema,
XE(.Z', y) = (y +xH + EMl(Z', y)a —€T + ax?, + yH + 6M2(xa y))>

onde M(x,y) = —(x + f)0f /0y, Ma(z,y) = —(x + f)Of/0x — f, onde f é

uma funcao analitica com desenvolvimento de Taylor da forma

o0
f(z,y) = Z ai,jmiyja
ij=1
tal como no Teorema [2.2.2] A ideia agora é, calcular alguns coeficientes de Lia-
punov, de modo a tentar detectar algumas condigoes suficientes para a origem
ser um centro. Utilizando o algoritmo para o método algébrico de Liapunov no
software Maple®©, calculamos os trés primeiros coeficientes de Liapunov, que

chamaremos aqui de Lq, Ly e L3,

(6 a072a171 — 3 a073) 63 + (—6 a072a171 + 12 a171a270 + 3 bO,Q) 62
3e24+2e¢+3
(—12 1,120 + 3 a2 1 + bo’g + bg’o) €+ 3 ()270
3e2+2e+3 '

L1:
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Colocando o € em evidéncia, obtemos que, para L; = 0 é necessario que by = 0
e byp = 0. Utilizando esta informacao e fazendo algumas escolhas para os

termos de f expansao, o segundo coeficiente é dado por:

LQ = 30 6661072@1713 + 30 €6a072a171a1’2 —10 e‘r’ao,gal,l?’ —30 6661072@173
6 5 5 5
—30€ Ap,4Q11 — 10€ Q201,101 .2 + 108 ¢ Qp,201,103,0 — 9¢ (107261171[)171 +
10€ S +10€° —36¢€ +10€°
€ ap201,1 € 0p,201,3 € 10,2031 € 00,4011
5 5 4 4
—36¢ a11G022 +45¢ a171b0,3 +10¢ Qp,201,1Q12 — 36 € Ap,201,1030 +
3 6461072@171171’1 —30 63a0,2a1713 + 90 64a072a171 —10 €4a07261173 +
12¢* 15 €*agabi 2 — 30 €*agabs g — 10 €’ 12¢*
€ ap2a3,1 + 1o€ ap2012 —olU€ agob30 — L0€ apqa11 + 12€7ay 1a22
3 3 3 3
—3€ (lo?gal’lbl’l —30¢ Qp 2011 + 30€ Qp 2013 — 12¢ Q2031 +
10 63a072b172 + 25 €3a0’2b3’0 + 30 63a074a1,1 —12 630,1,10,2’2 + 30 e3a1,1a4,0 +
3 3 2 2
25€ a171b073 +10¢ a171b271 — 108 ¢ Ap,201,1430 +9e¢ a072a171b1,1 +
30 €2CL07QU,1,1 + 36 626L0726L371 -+ 15 626L072b172 + 36 e2a171a272 —30 626L1,16L470

—30 626L17lb()73 + 15 620,171()271 — 90 ap2€0ai 1 -+ 45 ¢ a0’2b3,0 + 9Ne a1104,0-

Colocando € em evidéncia, para Ly = 0, nao é necessaria nenhuma condicao ex-
tra do campo. Fazendo as simplificagoes possiveis, que a perturbacao permite,

o terceiro coeficiente tem a seguinte forma

L3 = 54 62612’2@3’1 -+ 6 €2a272b172 — 85 €2a371b073 — 14 626073[)1’2
—b4e a220a31 — 15¢ a2,2b172 + 168 Q4,003 1€ + 76 € a371b0,3
—29¢€ a371b271 + 6e a4’0b1’2 + 14¢ bojgbljg —2€ b1726271

—168 ag1a40 + 14 as b1 — 21 aspbr 2 + 2 by 202 s €.

Com o € em evidéncia, obtemos que para Ls = 0 é necessério que by = —5/3b21
(§ b370 = b172 =0.

Com estas condigbes em maos, vamos reescrever o campo ((3.3)
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= y+a(biizy + baixty — 5/3ba1y?), (3.4)
y = ax®+y(biizy + boix?y — 5/3b21y).

Chamaremos

Gi(z,y) =y + x(bi1zy + bo12%y — 5/3b219°)

Go(z,y) = ax® + y(by 12y + ba12*y — 5/3b219°).

Uma vez que a origem ¢ um equilibrio monodromico, se mostrarmos que o
sistema ¢é reversivel, entao a origem sera um centro.

Seja entdao ¢ : U C R? — R? uma funcao definida em uma vizinhanca U da
origem, dada por ¢(z,y) = (z,—y). B facil ver que, ¢ é uma involugdo e um

difeomorfismo. Verifiquemos entao se o sistema (3.4]) é reversivel com respeito

a p.
Observe que,

1 0

Do(z,y) =

0 —1

e
1 0
Dg@(ﬁ(f,y)X(fL’,y) = 0 1 (Gl(x7y)7G2(x7y))

Por outro lado,

X(@(I,y)) = X(:E, _y) = (Gl(xa _y>7G2(‘Ta _y)),

onde

Gi(z, —y) = =y + x(baz(—y) + by12*(—y) — 5/3b21(—y)?)

Gz, —y) = az’® + (_y)(bl,1$(_y> + 52,1332(_?/) - 5/352,1(_9)3)-
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Temos entao que, Dp(z,y).X(x,y) = —X(¢(x,y)), provando que o campo é
reversivel com respeito a . Portanto, a origem do campo é um centro se, e

somente se, b270 = bo’g = b370 = bl’g =0e boyg = —5/317271. ]
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Capitulo 4

Integrabilidade de sistemas

diferenciais

O estudo descrito neste capitulo pode ser encontrado em [7], [19], [18], [5]
e [10].

A ideia deste capitulo é estudar o problema foco-centro para o caso nilpo-
tente, através de integrais primeiras. Veremos alguns resultados que garantem
a existencia de integrais primeiras para certos tipos de sistemas nilpotentes e
quando que estes sao suficientes para garantir a estabilidade do equilibrio.

A argumentacao abaixo pode ser encontrada em [5] e servird para demons-
trarmos o Teorema do Centro Linear.

Seja um sistema

X' = AX + T(X), (4.1)

onde X € C", A é uma matriz constante n X n e as coordenadas X de T sao
séries de poténcias convergentes sem termos lineares.

Suponha que possua um equilibrio na origem cujos autovalores da
linearizacao sao k; = tiw, i=1,2, e os outros ks, k4, ..., k, possuem parte real
negativa.

Através de uma mudanca de varidvel, parecida com a da Proposigao [2.0.24]
o sistema se transforma em
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¥y = dwr + Xi(x1, 22, 7),
rh = —iwze + Xo(z1, 29, 7), (4.2)
JN]/ = AJNI+X(JI1,$2)
Por causa da mudanca e do fato de que as componentes sao reais, segue
que 15 = 1 e Xo(xy,79,%) = X1(21, 72, 7), onde a barra simboliza o complexo
conjugado. De acordo com um teorema, que pode ser encontrado em [5] na

pagina 60, existe uma mudanga de variavel

1 = Y1+ hiy,v2,9),
Ty = Yo+ ha(y1, 42, 9), (4.3)
Eo= §+hy, ),
transformando (4.2]) em
vy = i+ Pi(yiye),
Yy = —iy2 + yPa(y112), (4.4)
y = jg—i—i}(ylay%g)a

com f/(yl, y2,0) = 0, onde P, e P, s@o séries formais de poténcias de y,9, sem
termos constantes.

Existem dois tipos possiveis para a funcao P:

1. Tipo 1, quando
Pi(y1ye) = G(y1y2) + iH (y192),

onde G(11y2) = g(thy2)™ + --+, com g # 0, H(y1y2) é uma série de

poténcias com coeficientes reais;

2. Tipo 2, quando
Pi(y1y2) = iH (y192)-

Analisemos primeiramente o Tipo 1.

Considere a expansao dos termos na mudanga (4.3). Escolhendo um N
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grande, podemos truncar a expansao no N-ésimo termo de modo que o sistema

(4.4) pode ser escrito como

v, = (1 + HN (yiye)) + gyr (i)Y + Y7,
vy, = —iya(1 4+ H3N (19)) + gya(viye)Y + Y5, (4.5)
,!j/ — Ag+}72N+2+Y~*7

onde Y (7,0) = 0 e as expansdes de Y;*, Yy e Y* comecam com termos de ordem

maiores que 2N + 2.

Lema 4.0.8. Parao Tipo 1, se g < 0, entao a origem de (4.1)) é assintoticamente

estavel e se g > 0, entao a origem ¢é instavel.

Demonstracao. Como a mudancga (4.4]) é analitica basta verificar as afirmacgoes
para o sistema (4.5]).

Considere a fungao de Liapunov

Uyr,y2,9) = iy + W(5),

onde W (g) é uma forma quadratica satisfazendo

oW = _
57 AT =93+ + 0. (4.6)
Y
Como A possui os autovalores com partes reais negativas e a expressio do lado
direito de (4.6) é uma forma quadratica, pelo Lema na pagina 57 de [5], W (g)
tem um sinal definido que depende de g.

Dai, calculando a derivada de U na direcao de (4.5 e fazendo as devidas sim-

plificagcoes, obtemos

' ) . OW - 5
U = 9(2(y1yz)N+1 + y§ + ...+ yi) + 15 + gyt + a_g<Y2N+2 LY.

Como y» = 71, a soma nos parénteses ird definir o sinal de g.

Pelas propriedades de Y}*, ;" e Y*, o mesmo ocorre com U, em uma pequena
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vizinhanca da origem. Logo, se g < 0, U e a origem ¢ assintoticamente estavel

pelo Teorema (2.1.8) e se g > 0, a origem é instavel. O

Analisemos agora o Tipo 2.
Considere novamente a mudanga (4.3). Sabendo que, P, = iH(y1y2) e
Py, = —iH (y1y2). Entao, (4.4) se escreve como

vy = iyl + H(yiye)),
yy = —iya(l+ H(y192)), (4.7)
?j/ = Al@‘{‘?(yl,y%ﬂ%

Pelo teorema da pagina 62 em [5], segue que as séries hy, hy e h em
sao convergentes para |Y| < M, para algum M > 0.

E facil ver que, o produto ;Y2 € uma integral primeira das duas primeiras
equagoes de . Entao, V = 3192 é uma funcao de Liapunov. Em resumo,

provamos o seguinte lema.
Lema 4.0.9. Para o Tipo 2, a origem de (4.1)) é estavel.

Vamos agora descrever em detalhes a geometria das trajetérias de (4.7)), para
Y| < M. Observe que, o espaco real Re y; e Im y1,ys,...,y, é estratificado

pelos cilindros invariantes
I':(Rey)*+ (Imy,)* =,

com |y| < M e c € R tal que, |c| < M, cuja intersec¢ao com o hiperplano § = 0,
resulta em uma familia de curvas « fechadas, que na verdade sao circulos.

As solucoes pertencentes a I' tendem a solugoes periddicas, quando
t — +oo. Como a solucao geral das duas primeiras equagoes de é

da forma

i(1+H)t i(1+H)t

Y1 = C1€ e Yo = e

segue entao que, o perfodo destas solugoes é dado por 27(1 + H)™!, com +/c

sendo o raio das circunferéncias.
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A transformagao =z — (Re yi,Im y;,y) ¢é analitica, real e com o Jacobi-
ano nao nulo. Entao, para uma vizinhanga suficientemente pequena, a origem
¢ estratificada por superficies analiticas invariantes (n-1)-dimensional cuja in-
terseccao com superficies analiticas invariantes 2-dimensional passando pela
origem, resulta em orbitas fechadas.

Logo, esta interseccao é coberta com trajetérias fechadas, provando que a
origem é um centro.

Agora, considere a integral 1,92 = ¢ de . Pelo Teorema da Fungao

Implicita, a transformacao (4.3) é invertivel e a sua inversa é dada por

y1 = 1+ g1(z1, 29, T),
Yo = $2+92($1,$2,57), (4-8>
g = j+§($17x2)a

onde g1, g2, § sao séries de poténcias convergentes.
Entao,

H(x1,72,7) = 2129 + g(21, T2, T),
onde
g = xng('Ilv T2, ZZ‘) + x?.gl(xlv X2, j) + gl(xla Ta, j)QQ(l‘h Za, j)
¢ uma integral primeira de (4.2)) e, portanto, o sistema é do Tipo 2. Em resumo,

temos o teorema.

Teorema 4.0.10. O sistema (4.2) é do Tipo 2 se, e somente se, o sistema

possui uma integral primeira.

Se n = 2, as conclusoes que podemos chegar é que, se H for do Tipo 1,
entao a origem serd um foco atrator ou repulsor, dependendo do sinal de g, e se
h for do Tipo 2, a origem serda um centro se, e somente se, possuir uma integral

primeira na origem, ou seja, provamos o seguinte teorema.
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Teorema 4.0.11 (Teorema do Centro Linear). Um sistema analitico do tipo
(2.4)) possui um centro na origem se, e somente se, existe uma integral primeira
analitica local da forma H(x,y) = 2*+y*+ F(z, y), definida em uma vizinhanga
da origem, onde F' é uma funcao analitica com desenvolvimento de Taylor com

termos pelo menos quadraticos.

Lembremos que, o Teorema nos diz que um centro nilpotente pode
ser aproximado por uma familia a 1 parametro de centros lineares. Entao,
pelo Teorema [4.0.11] para cada € > 0 teremos uma integral primeira analitica
H.(z,y). Uma pergunta razodvel é a seguinte, serd que um centro nilpotente
sempre possuird uma integral primeira analitica definida numa vizinhanca da
origem?

A resposta para esta pergunta virda ao longo do capitulo.

A primeira coisa importante é garantir a existéncia de uma integral primeira

para sistemas diferenciais. O estudo abaixo pode ser encontrado em [18].

Definigao 4.0.12. Seja um sistema do tipo (|1.1)). Definimos um sistema orto-
gonal & (L.1) como sendo X*(z,y) = (-=Q(z,y), P(z,y)).

Observacgao:
1. Os pontos criticos de X+ sdo os mesmos de X.

2. Se X, é um ponto regular de X, entdo o par ordenado (X (x¢), X*(x))

formam uma base ortogonal, positivamente orientada de R2.
3. Xt possui a mesma regularidade que o campo X.

Vamos definir algumas notagoes que serao utilizadas quando convenientes.
Denotaremos por ¢ uma 6rbita de X e v uma 6rbita de X*+. Quando § for
uma orbita periddica, denotaremos por A o conjunto compacto com bordo 9.
Denotaremos também por () o conjunto a-limite de v e por w(y) o conjunto

w-limite de 7.
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Proposicao 4.0.13. Se § é uma érbita periédica orientada no sentido anti-
horédrio (horario), entdo o compacto A ¢é positivamente (negativamente) inva-

riante por X+.

Proposicao 4.0.14. A interseccao de qualquer drbita periédica de X+ com

qualquer 6rbita peridédica de X contém no maximo um ponto.

Demonstracao. Se 0 é uma Orbita periddica orientada no sentido anti-horario,
entdao uma Orbita periédica v de X+ interceptando § deve entrar em A. Se
existisse um outro ponto nesta interseccao, entao, por causa da invariancia
positiva de A, § e v devem ser tangentes em algum ponto, o que contraria a

ortogonalidade dos campos. O]

Definicao 4.0.15. Suponha que a origem seja um centro de (1.1)). Seja 6 uma

orbita periddica nao trivial de X ao redor da origem, de modo que A satisfaz
Vo € A,§ é uma 6rbita peridédica ao redor da origem. (4.9)

Definimos

NO = 111t(A),

com A satisfazendo (4.9)).

Teorema 4.0.16. Seja a origem O, um equilibrio isolado de um sistema X (z,y) =
(Fy(z,y), Fa(z,y)) de classe C*, k € N U {oo,w}. Entdo, O é um centro se,
e somente se, existe uma integral primeira H de classe C* num aberto sem a
origem, com um minimo isolado na origem. Se O é um centro, H esta definido

sobre todo o Ny.

Demonstracao. Assumindo que O é um centro. A prova sera conduzida em 6
etapas.

Sejam os sistemas

X($7y) = (F1($,y), F2(3:7y>)

Xt (z,y) = (—Fa(z,y), Fi(z,9)).
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Seja também A um compacto com bordo §, que é uma érbita fechada com a
origem em seu interior, e Ny = int(A).

Afirmacao 1: Nao existem 6rbitas periédicas ou homoclinicas de X+ inter-
ceptando N.

De fato, suponha que uma 6rbita fechada v de X+ intercepte Ny. Entao,
ird cruzar transversalmente alguma orbita fechada de X em N,. Mas, sabemos
que, se duas orbitas fechadas se interceptam transversalmente, entao elas pos-
suem pelo menos dois pontos em comum, o que contraria a Proposicao [£.0.14]
Anélogo, para uma orbita homoclinica.

Afirmacao 2: Qualquer 6rbita de X+, interceptando Ny tende a O, quando
t — oo out— —oo.

Imediato da Proposigao e do Teorema de Poincaré - Bendixson.
Afirmacao 3: Qualquer 6rbita v de X+ interceptando N, intercepta todas
as orbitas periodicas de X em N,.

De fato, sem perda de generalidade, suponha que v(¢) — 0, ¢ — 0o. Se existir
uma érbita periddica d; em Ny tal que 0; Ny = (), entao ~y estard inteiramente
contido no compacto A;, com bordo §; ou em R? — Ay,

Se v C Ay,, como nao hé outros equilibrios em Ay, , diferente de O, o a-limite de
~ serd uma Orbitas peridédicas de X ou uma érbita homoclinica, contradizendo
a Afirmacao 1.

Se v C R? — Ay,, entao v(t) nao tende & 0 quando ¢t — oo, o que também é
uma contradicao.

Afirmacgao 4: Existe uma integral primeira H.

Seja v(t) uma O6rbita de X1 parametrizada interceptando Ny. Para cada
x € Ny, seja d, o ciclo passando por x.

Defina 8 : Ny — {O} — R, uma fun¢ao que associa, para cada x € Ny — {O},
o valor t do parametro, onde 7 intercepta d,, isto é, B(x) = t, quando y(t) € J,.

Pelas afirmacoes anteriores, é facil ver que 3 estd bem definida.
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Se v(t) — O, quando t — oo, defina entao
H:Ny— R,

como sendo H(r) = e P@ =~ sex # O e H(O) = 0.

Se v(t) — 0, quando t — —o0, a defini¢ao é analoga. A fungao H que definimos
é constante ao longo das trajetorias e possui um minimo isolado em O. Vamos
assumir para as outras afirmagoes que, v(t) — 0 quando t — 0.

Afirmacgao 5: H é continua em O.

Com efeito, para cada € > 0, seja d. o ciclo correspondente a t = —In €. Entao
para cada x € int(A,), f(z) >t e H(z) = e P <.

Afirmacao 6: H ¢ de classe C* fora da origem.

Seja 1 (t, x) a solucao de X+ passando por x em t = 0 e ¢(s, z) a solucao de X
nas mesmas condigoes. Tome xq tal que, ¥(t,xo) = Y(t).

Se a fungdo « : (s,t) — ¢(s,¥(t,29)) possui uma inversa local C* entdo

podemos escrever

1

H(z)=em |

onde m(s,t) =t e H(x) é de classe C* fora da origem.
Como ¢(s,.) é um C*-difeomorfismo para cada s, é suficiente mostrar que a
inversibilidade local de o na curva =, isto é, para s = 0. Calculando a matriz

Jacobiana

da 690(37770(257370))
ot ot

Op 0r; Oy Oxs
6;1:1 ot 8.132 ot

Odpds Op |
st T G—@X (V(t, 0))

O termo
0,05
0s Ot
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se anula uma vez que o campo nao depende de s. Dali,

da Oy

E = 8—@(—FQ<'¢(75, 170))7 F3(¢(t7 IO)))’

onde 0,,% ¢ uma matriz 2 x 2. Como a matriz [0,,¢] é igual a matriz identidade

quando s = 0, veja [21], entao

'_@‘ (0,1) = (2 + £2)((1) # 0

e a possui uma inversa suave em uma vizinhanga de (0, t), provando o resultado.
A reciproca é facilmente verificada.
Os dois préximos lemas podem ser encontrados em [13] pagina 177 e serao tteis

na demonstracao.

Lema 4.0.17. Seja um sistema (1.1)) com um equilibrio na origem. Suponha
que H é uma integral primeira de (|1.1) em uma vizinhanca limitada D da
origem. Se H(0) =0 e H(z) > 0 parax # 0 em D, entdo z = 0 é um ponto de

equilibrio estavel.

Demonstragao. Se H(0) =0, H(x) > 0 para x # 0 € D, entao Ve > 0
a = minp—E(z) > 0.

Escolha 0 < § < € de modo que {z : |z| <0} C D e max)<sH(z) < a.

Como H é uma integral primeira, segue que para uma solugao x(t, z), vale que,
|zo] < 6 = |z(t, x0)| < €.
Provando o lema.

]

Lema 4.0.18. Em R?, todas as 6rbitas em uma vizinhanca de um equilibrio
estavel isolado de um sistema que possui uma integral primeira devem ser

orbitas periédicas e o ponto de equilibrio é um centro.
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Logo, se H é uma integral primeira de classe C* num aberto sem a origem, com
um minimo isolado na origem, entao H nao ¢ constante em qualquer vizinhanga

de O. Dai, podemos usar os Lemas [4.0.17 e 0 4.0.18| e o resultado segue.

]

O teorema anterior nos diz que, para um sistema do tipo (1.1)) de classe C*,
incluindo o caso analitico, a existéncia da integral primeira nao garante que ela
¢ C* na ori i liti

gem, multo menos analitica.
Os dois teoremas abaixo melhoram ainda mais as condigoes destas integrais

primeiras.

Teorema 4.0.19. Seja um sistema ((1.1)) de classe C*, k& € N, com um ponto
de equilibrio na origem O. Entao, O é um centro se, e somente se, existir uma
integral primeira de classe C* com um minimo isolado na origem.

Se O é um centro, a integral estd definida em todo o Nj.

Teorema 4.0.20. Seja um sistema ([1.1) de classe C*° com um ponto de
equilibrio na origem O. Entao, O é um centro se, e somente se, existir uma
integral primeira de classe C**° com um minimo isolado na origem.

Se O é um centro, a integral esta definida em todo o Nj.

A demonstracao destes dois tultimos teoremas pode ser encontrada em [I8§].
Agora que ja estabelecemos a existéncia, sobre certas condigoes, de uma
integral primeira, vamos estabelecer alguns resultados para sistemas do tipo

nilpotente.

Definicao 4.0.21. Dizemos que uma série de poténcias
o0
H= Z a; jx'y’
i,j=0
¢ uma integral primeira formal do sistema ([2.5)) se H satisfaz

OH OH B
8_x(y + Fi(z,y)) + a—sz(l‘; y) = 0.
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No proximo teorema, vamos analisar a existéncia de integrais primeiras
(analiticas ou formais) definidas em uma vizinhanga da origem de um centro

nilpotente. Este teorema pode ser encontrado em [7].
Teorema 4.0.22. Suponha que o sistema ([2.5)) possui um centro na origem.

a) Se Fi(v,y) = yf(z,y?) e Fa(z,y) = g(z,y?), entao o sistema (2.5) possui
uma integral primeira analitica da forma H = y? + F(z,y), com F uma
funcao com desenvolvimento de Taylor comecando com termos de grau

maior que 2.

b) Se o sistema possui uma integral primeira formal, entao esta integral pri-
meira formal é da forma H = y? + F(z,y), com F uma fungao com
desenvolvimento de Taylor comecando com termos de grau maior que
2. Em particular, se o sistema possui uma integral primeira analitica
definida na origem, entao esta integral primeira analitica tem a forma
H = y*> + F(x,y), com F uma funcio com desenvolvimento de Taylor

comecando com termos de grau maior que 2.

c) Como uma aplicagdo, nds caracterizamos os centros nilpotentes para siste-

mas diferenciais
' = y+ Ps(x,y),

/o
y = Qszy),
que possui uma integral primeira analitica, onde P3 e ()3 sao polinémios

homogéneos de grau 3.

Demonstra¢ao. a) Suponha que o sistema (2.5 tenha a forma

g = y+uyf(z,y?),

(4.10)
y = glx,y?),

onde f e g sao fungoes com desenvolvimento de Taylor comecando com termos

pelo menos quadraticos e que o sistema (4.10]) possui um centro na origem.
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Considere a seguinte mudanca de variaveis e reescalonamento do tempo

r = u,

y = Vur+o?

S22
dr = <U—H>dt7

(%

definida no conjunto ¥ = {(z,y)|y* —2*> >0 e y > 0} e o semi-plano {v > 0}.
Nas novas varidveis (u,v,7), o sistema (4.10]) assume a forma

u = u+ vf(u, u? + v?),
A ) (4.11)

Vo= —u+g(u,u +0?) —uf(u,u? + v?).
Observe que, o sistema estd definido em todo o R2.
Uma vez que a expansao das funcoes f e g comecam com termos quadraticos,
temos que é um centro linear, pois ele é reversivel com respeito a (u,v) —
(u, —v). Entao, pelo Teorema , o sistema possui uma integral
primeira analitica da forma H(u,v) = u? + v? + F(u,v), definida em uma
vizinhanga da origem, onde F'(u,v) uma fungao com desenvolvimento de Taylor
comecando com termos pelo menos ctibicos.
Usando que o sistema é invariante pela transformagao (u,v) — (u, —v), se
(u(t),v(t)) é uma solugio de (4.11)), entdao (u(—t), —v(—t)) também é uma
solucao. Logo, o retrato de fase de ¢ simétrico com respeito ao eixo wu.
Mais ainda, como eixo u nao é formado por orbitas, pela monodromia, cada
orbita que possui um ponto no eixo u € simétrico, isto é, é invariante pela
simetria. Por este motivo, a sua integral primeira H (u,v) também é invariante
pela mesma simetria. Assim, H deve ter a forma H(u,v) = u? + v* + I(u,v?),
onde I(u,v?) é uma fungao com desenvolvimento de Taylor comegando com
termos pelo menos cubicos.

Voltando com as varidveis antigas obtemos que, para uma vizinhanga de U; da
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origem, a fun¢ao analitica

H(I,y)=H<fc,\/y2—x2> =y’ + I(z,y* — 2%

¢ uma integral primeira de em YNU;. E facil ver que H ¢ analitica, pois
é a composicao de funcoes analiticas.

Como a origem de ¢ um centro, seja U; uma vizinhanca na origem
invariante pelo fluxo do sistema tal que U, C U;. Para cada érbita periddica
contida em U, existe um ponto (zg,yo) € X N Uy tal que, localmente, ~ pode
ser escrita como y = F(z), onde F' é analitica. O arco yN 3 deve coincidir com
um arco da curva analitica H(z,y) = h, para algum h € R, uma vez que H é
uma integral primeira analitica de em X N Us. Por este motivo, em uma
vizinhanca de (g, o) a curva H(x,%y) = h pode ser escrita como y = G(z), com
G analitica. Como F' e GG sao fungoes analiticas de uma varidvel que coincidem
em uma vizinhanga de um ponto (xg,¥p), segue que as curva analiticas 7 e
H(z,y) = h coincidem em U,. Portanto, H é uma integral primeira analitica

de (4.10) em Us, provando o item a) .
]

A demonstracao dos itens b e ¢ fogem um pouco do escopo proposto, mas

ela pode ser encontrada em [7].

Proposicao 4.0.23. Seja o campo

r = + ZL‘2,
v (4.12)

y/ — —3.

Entao (4.12) possui um centro nilpotente na origem, mas ele ndo possui nem

uma integral primeira analitica local e nem uma formal definida na origem.

Demonstracao. Usando o Teorema [2.2.5 obtemos que a origem ¢ um ponto de
equilibrio monodrémico.

Afirmagao, o sistema (4.12)) é reversivel com respeito a involucdo ¢(z,y) =
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(—z,y). De fato,

F(e(z,y) = (y+ (—2)%, —(—2)) = (y + 2%, 2%)

Do(x,y).F(z,y) = B Y i
0 1 —?
Observe que, Do(z,y).F(z,y) = (=(y + 2?), —2*) = —F(¢(z,y)), provando
que o sistema ¢é reversivel. Como a origem ¢ monodromica, segue que a origem
¢ um centro nilpotente.
Pelo Teorema [4.0.22]item b, se o sistema possui uma integral primeira analitica
local na origem, entao ela deve ser da forma H = y*> + F(z,y), com o desen-
volvimento de Taylor de F' comecando com termos de grau maior que 2.
Supondo que .

F=>" f'y

i+j=3

e impondo que H é uma integral primeira, isto é, H satisfaz

oH

G ) - G =0

Expandindo os termos obtemos

" fan —22% f39 = 32°y foz — 4xy’ fra — 5%yt fos + 520 fso + 42y fun
—42%Y° fou + 22%° foz + 2%yt fra + 420 fap + 52y fs0 — 32°Y fos + 42y fan
+2xy’ fos + Y0 fra — 2t fr1 — 22y foo + 4 2%y fap — 22%y + 227 fo0 + 2Py f1
+32%Y° fso + Y2 fi1 + 32y f32 + 22y fo.

Igualando os coeficientes dos termos de grau 3 a 0, obtemos que os coeficientes

f3.0, f21 e f12 devem se anular. Substituindo estes valores, obtemos
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" far —22% f30 — 32°y foz — Axty’ fra — 5%y  fos + 520 fso + 42"y fuy
—423Y fou +22%° foz + 2%y  fra +42° fao + 52ty fs0 — 323y fo s+

22y fos + 9 fra — 2 frn — 228y fop + 423y fao — 228y + 227 foo + 2Py f1
3229 fao + Y2 fi1 + 332 fap + 22y fo0 + 42y  fu.

Igualando agora os coeficientes de grau 4 a 0, obtemos que f; 3, fa2 € f31 devem

se anular e f; o = 1/2. Substituindo estes valores, obtemos

—2" f11-22% f20—3 2y foz—4 2y’ f1a—5 23y  fo5+5 20 fs o+ 4 2Py fr1+3 2y fa o

—42%P fou+ 22 fos+ 2%y  fra+ 52ty fso— 3%y fos +4 2%y fia + 32790 fa
+2 I?J4f2,3 +y5f1,4 +22°— I4f1,1 -2 I3yf0,2 +2 x3f2,o +l‘2yf1,1 +2zyfap +y2f1,1-

Notemos que, na expressao acima, o monémio z° possui uma constante igual
a 2 e por este motivo a expressao nao pode se anular, provando assim que H

nao é uma integral primeira. O

Este resultado responde a pergunta acerca da existéncia de integral primeira
analitica sempre que um ponto de equilibrio for um centro. Veremos adiante
que, para o caso degenerado, o resultado é o mesmo.

Seja o campo
o' = Plz,y),

y = Qx,y),

onde P e @ sao fungoes analiticas tais que, P(0,0) = Q(0,0) = 0.

(4.13)

Suponha que a origem seja um centro degenerado. Temos entao que, as

componentes do campo podem ser expressas como séries de poténcias tais como

Plxy) = B(z,y)+ -+ Pz, y)+- -,
Q(CE,y) = QQ(:C,y)—l—JrQn(x,y)—l—,

(4.14)
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onde P; e (; sao polinomios homogéneos de grau j, com j =2, --.

Definigao 4.0.24. Seja uma fungdo analitica f(z,y) definida em uma vizi-
nhanga de um ponto (xg,yy). Definimos o subgrau de f como sendo o menor
inteiro positivo j, tal que alguma derivada

o f

W(ﬂfo,yo) # 0.

Iremos denotar o subgrau como sendo, subdeg,, . f (z,y).

Definicao 4.0.25. Uma diregao caracteristica para a origem do sistema (4.13))
é uma raiz w € S' do polinomio homogéneo zQ,(z,y) — yP,(z,y), com
n = min{subdeg, .., P(¥,y),subdeg .  Q(r,y)}, que pode ser representado

na forma w = (cos(6),sen(d)), onde 6 € [0, 27).

E imediato que, o nimero de direcoes caracteristicas ¢ no méaximo n + 1.

Os dois préoximos resultados podem ser encontrados em [10].

Proposicao 4.0.26. Seja () uma érbita caracteristica para a origem do sis-

tema (4.13) e
t
w = lim 7 (®) .
=00 |[y(t)]]

Entao, w é uma diregao caracteristica do sistema (4.13)).

Corolario 4.0.27. Se todas as raizes do polinémio zQ,(x,y) — yP,(x,y) pos-
suem parte imaginaria nao nula, entao a origem é um ponto de equilibrio mo-

nodromico.

Com estas defini¢oes e teoremas bem estabelecidos, estamos em condicao

de provar a proposicao a seguir.
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Proposicao 4.0.28. O campo

22 + ¢ (4.15)

possui um centro na origem, mas nao possui uma integral primeira analitica

definida na origem.

Demonstracao. Mostremos primeiramente que a origem é um centro.
Seja F(z,y) = (—y*, 2° + (#* + y*?)/2) o campo associado & (4.15). Mostremos

que, o campo é reversivel com respeito a involugao ¢(x,y) = (x, —y). De fato,

Dp(z,y).F(x,y) =

F(z,—y) = (y°,2° + (2* + ) /2).

Note que, Dyp(z,y).F(x,y) = —F(x,—y), provando que o campo é reversivel.
Agora, observemos que, a expansao das coordenadas do campo F' possui um

subgrau 3. Dai, Ps(z,y) = —y*, Qs(z,y) = 2% e

1Qs(z,y) — yPs(z,y) = 2* + y*

possui todas as rafzes com a parte imagindria. Logo, pelo Coroldrio [£.0.27] a
origem é um ponto monodromico e como ele é reversivel, segue que a origem é
um centro.

Para mostrar que o campo nao possui integral primeira na origem, vamos utili-
zar w = (2% — (2%y?)/2)dx + y3dy, que é a forma diferencial associada & (4.15).
De acordo com [19], a forma w possui uma integral primeira se existirem po-
linobmios m e n nas variaveis = e y, tais que w = mdn. Entao, como o campo e
a forma diferencial estao relacionados por meio de um isomorfismo, se a forma

diferencial possui uma integral primeira, entao o campo também vai possuir.
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Observe que, o campo F' possui polindmios de grau no maximo 3. Por este

motivo, suponha que

n(z,y) = $4b4,0 + x3yb371 + 3523/252,2 + 175?/351,3 + y4b074

m(x,y) = a1,0T + a1y + aop.

Assim,

mdn = (4a%aiobsg + 4 3%yag1bao + 31 yay obsy + 3 2%y*ag 1bsq
22y a1 0bao + 22y ag1bas + Yy arobi s + ylagibi s

4 $3a0,ob4,0 +3 $2ya0,ob3,1 +2 903/2%,0()2,2 + y3a070b173)d1}
(354611,0[93,1 + $Sya0,1b3,1 +2 ng3?/@1,052,2 +2 35292@0,1[?2,2

3 952?42611,051,3 +3 1'93&0,151,3 +4 $y3a1,obo,4

4 y4ao,1bo,4 + 963@0,053,1 +2 $2?Jao,ob2,2 + 3 xy2a0,051,3

+ 4+ o+ o+ o+ o+

4 y3a070b074)dy.
Comparando mdn com w, é facil ver que ap;1 = a1 = 0. Logo,

mdn = (4 I3a0,0b4’0 + 3 x2ya070b3,1 + 2 xy2a0,0b2,2 -+ y3a0,0b1,3)dx

+ (nglo,ob:s,l +2 $2ya0,0b2,2 +3 9592@0,061,3 + 4y3a0,obo74)dy.

Nao existe escolha para as constantes na expressao acima de modo que, w =

mdn. Logo, o campo F' nao possui uma integral primeira e o resultado segue.

]
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Anexo

Algoritmo Liapunov

> restart;
> for i from 2 to 4 do f[i]

sum(ali-j, jl*x~(i-j)*y~j, j

i) end do:

> for i from 2 to 3 do gl[i] := sum(b[i-j, jl*x~(i-j)*y~j, j
i) end do:

> for i from 2 to 2 do 1[i] := sum(cli-j, jl*x~(i-j)*y~j, j
i) end do:

> f := sum(f[k], k = 2..4):

> H := sum(g[l], 1 = 2..3):

> L := sum(1[j], j=2):

> M = (x+£)*(diff(f, y)):

> N := —(x+f)*x(diff(f, x))-f:

> V[2,0]:=1/2:V[1,1]:=0:V[0,2]:=1/2:
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> V[2] :=sum(’V[2-k,k]*x~ (2-k)*y~k’,’k’=0..2):
> V[3]:=sum(’V[3-k,k]*x~(3-k)*y~k’,’k’=0..3):
> V[4] :=sum(’V[4-k,k]*x~ (4-kK)*y~k’,’k’=0..4):
> V[5]:=sum(’V[5-k,k]*x~(5-k)*y~k’,’k’=0..5):
> V[6]:=sum(’V[6-k,k]*x~(6-k)*y~k’,’k’=0..6):
> V[7]:=sum(C’V[7-k,k]*x~(7-k)*y~k’,’k’=0..7):
> V[8]:=sum(’V[8-k,k]*x~(8-k)*y~k’,’k’=0..8):

Funcgao de Liapunov e suas derivadas
> U:=mtaylor(V[2]+V[3]+V[4]+V[5]+V[6]+V[7]+V[8], [x,y],9):

Ux:=diff (U,x) :Uy:=diff(U,y):

Tk(Vk)
> T[3]:=mtaylor (x*Uy-y*Ux, [x,y],4) :T[4] :=mtaylor (xxUy-y*Ux, [x,y],5)
-mtaylor (xxUy-y*Ux, [x,y],4):
T[5] :=mtaylor (x*Uy-y*Ux, [x,y],6) -mtaylor (x*Uy-y*Ux, [x,y],5):
T[6] :=mtaylor (xxUy-y*Ux, [x,y],7) -mtaylor (x*Uy-y*Ux, [x,y],6):
T[7] :=mtaylor (xxUy-y*Ux, [x,y],8) -mtaylor (x*Uy-y*Ux, [x,y],7):
T[8] :=mtaylor (x*Uy-y*Ux, [x,y],9) -mtaylor (x*Uy-y*Ux, [x,y],8):

Definir o campo

> F:=Hxx+M*epsilon+y: G:=-2xx"3+H*y+N*epsilon-epsilon*x:

Os Dk sao os polinomios de grau k de V aplicado no campo.

D3
> D3:=mtaylor (Ux*(F)+Uy*(G), [x,y],4)-mtaylor (Ux* (F)+Uy*(G), [x,y],3):
> d30:=coeff (coeff(D3,x,3),y,0):d21:=coeff (coeff(D3,x,2),y,1):
d12:=coeff (coeff(D3,x,1),y,2):d03:=coeff (coeff(D3,x,0),y,3):
> SB:=solve({d30,d21,d12,d03},{V[3,0],V[2,1],V[1,2],V[O,3]}):
> VI[1,2]:=subs( S3, V[1,2]):
V[3,0] :=subs( S3, V[3,0]):V[0,3]:=subs( S3, V[0,3]):
V[2,1] :=subs( S3, V[2,1]):
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Verficagao

> simplify(D3):

D4
> D4:=mtaylor (Ux*(F)+Uy*(G)-etal[2] *x(x"2+y~2) "2, [x,y],5)

-mtaylor (Ux* (F)+Uy*(G), [x,y],4):
> d40:=coeff (coeff(D4,x,4),y,0):d31:=coeff (coeff(D4,x,3),y,1):

d22:=coeff (coeff(D4,x,2),y,2):d13:=coeff (coeff(D4,x,1),y,3):
d04:=coeff (coeff(D4,x,0),y,4):

> solve({d40,d31,d22,d13,do4},{v[4,0],V[3,1],V[2,2],V[1,3],V[0,4],etal2]}):
> VI[0,4]:=0:

> S4:=solve({d40,d31,d22,d13,d04},{V[4,0],V[3,1],V[2,2],V[1,3],etal2]}):
> VI[4,0] :=subs( S4, V[4,0]):V[3,1]:=subs( S4, V[3,1]):

V[2,2] :=subs( S4, V[2,2]):V[1,3]:=subs( S4, V[1,3]):

V[0,4] :=subs( S4, V[0,4]):etal[2] :=subs( S4, etal2]):

Verificagao

> simplify(D4):

D5
> D5:=mtaylor (Ux*(F)+Uy*(G), [x,y],6)-mtaylor (Ux*(F)+Uy*(G), [x,y],5):
> d50:=coeff (coeff(D5,x,5),y,0):d41:=coeff (coeff(D5,x,4),y,1):
d32:=coeff (coeff(D5,x,3),y,2):d23:=coeff (coeff(D5,x,2),y,3):

d14:=coeff (coeff(D5,x,1),y,4) :d05:=coeff (coeff(D5,x,0),y,5):
> S5:=solve({d50,d41,d32,d23,d14,d05},{V[5,0],V[4,1],V[3,2],

v[2,3],V([1,4],V[0,5]}):
> VI[5,0] :=subs( S5, V[5,0]):V[4,1]:=subs( S5, V[4,1]):

V[3,2] :=subs( S5, V[3,2]):V[2,3]:=subs( S5, V[2,3]):
V[1,4] :=subs( S5, V[1,4]):V[0,5]:=subs( S5, V[0,5]):

Verificagao

> simplify(D5):

D6
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> D6:=mtaylor (Ux*(F)+Uy*(G)-eta[3]*(x"2+y~2) "3, [x,y],7)

-mtaylor (Uxx (F)+Uy*(G) , [x,y],6):
> d60:=coeff (coeff(D6,x,6),y,0):d51:=coeff (coeff(D6,x,5),y,1):

d42:=coeff (coeff (D6,x,4),y,2) :d33:=coeff (coeff(D6,x,3),y,3):
d24:=coeff (coeff(D6,x,2),y,4) :d15:=coeff (coeff(D6,x,1),y,5):

d06:=coeff (coeff (D6,x,0),y,6):
> solve({d60,d51,d42,d33,d24,d15,d06},{V[6,0],V[5,1]1,V[4,2],

v[3,3],v[2,4],V[1,5]1,V[0,6],etal3]}):
> V[0,6]:=0:
> $6:=solve({d60,d51,d42,d33,d24,d15,d06},{V[6,0],V[5,1],

v([4,2],v[3,3],V[2,4],V[1,5],etal3]}):
> VI[6,0] :=subs( S6, V[6,0]):V[5,1]:=subs( S6, V[5,1]):

V[4,2] :=subs( S6, V[4,2]):V[3,3]:=subs( S6, V[3,3]):
V[2,4] :=subs( S6, V[2,4]):V[1,5]:=subs( S6, V[1,5]):
eta[3] :=subs( S6, etal3]):

Verificagao

> simplify(D6) :

D7
> D7:=mtaylor (Ux*(F)+Uy*(G), [x,y],8) -mtaylor (Ux* (F)+Uy*(G), [x,y],7):
> d70:=coeff (coeff(D7,x,7),y,0):d61:=coeff (coeff(D7,x,6),y,1):
d52:=coeff (coeff (D7,x,5),y,2):d43:=coeff (coeff(D7,x,4),y,3):
d34:=coeff (coeff(D7,x,3),y,4) :d25:=coeff (coeff(D7,x,2),y,5):

d16:=coeff (coeff (D7,x,1),y,6) :d07:=coeff (coeff(D7,x,0),y,7):
> S7:=Solve({d70,d61,d52,d43,d34,d25,d16,d07},{V [7,0],v[6,1],

v[5,2]1,V[4,3]1,V[3,4],V[2,5],V[1,6],V[0,71}):
> VI[7,0] :=subs( S7, V[7,0]):V[6,1]:=subs( S7, V[6,1]):

V[5,2] :=subs( S7, V[5,2]):V[4,3]:=subs( S7, V[4,3]):
V[3,4] :=subs( S7, VI[3,4]):V[2,5] :=subs( S7, V[2,5]):
V[1,6] :=subs( S7, V[1,6]):V[0,7]:=subs( S7, V[0,7]):

Verficacao

> simplify(D7):
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D8
> D8:=mtaylor (Ux*(F)+Uy*(G)-etal[4]*(x"2+y~2) "4, [x,y],9)

-mtaylor (Uxx (F)+Uy*(G) , [x,y],8):
> d80:=coeff(coeff(D8,x,8),y,0):d71:=coeff(coeff(D8,x,7),y,1):

d62:=coeff (coeff(D8,x,6),y,2) :d53:=coeff (coeff(D8,x,5),y,3):
d44:=coeff (coeff(D8,x,4),y,4):d35:=coeff (coeff(D8,x,3),y,5):
d26:=coeff (coeff(D8,x,2),y,6):d17:=coeff (coeff(D8,x,1),y,7):

d08:=coeff (coeff (D8,x,0),y,8):
> Solve({d80,d71,d62,d53,d44,d35,d26,d17,d08},{V[8,0],V[7,1],

vi6,21,v[5,3],V[4,4]1,V[3,5],Vv[2,6],V[1,7],V[0,8],etal4]}):

> VI[0,8]:=0:
> 38:=Solve({d80,d71,d62,d53,d44,d35,d26,d17,d08},{V[8,0],V[7,1]

,v[6,21,v([5,3],V([4,4],V[3,5],V[2,6],V[1,7],etal4]}):
> VI[8,0] :=subs( S8, V[8,0]):V[7,1]:=subs( S8, VI[7,1]):

V[6,2] :=subs( S8, V[6,2]):V[5,3] :=subs(S8, VI[5,3]):
V[4,4] :=subs( S8, V[4,4]):V[3,5]:=subs( S8, V[3,5]):
V[2,6] :=subs (S8, V[2,6]):V[1,7]:=subs( S8, V[1,7]):
etal[4] :=subs( S8, etal4]):

Verificagao

> simplify(D8):

Coeficientes de Liapunov
> Ll:=eta[2]:L2:=eta[3]:L3:=etal4]:

> collect(Ll,epsilon):
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